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Résumé

On s’intéresse a des problémes mixtes pour des systemes symétriques
hyperboliques multidimensionnels quasilinéaires avec des conditions aux li-
mites maximales dissipatives portant sur un bord non caractéristique ou
caractéristique de multiplicité constante. On suppose donnée une solution
réguliere d’un tel probléme sur un intervalle de temps (0,7p), ou Ty > 0.
On considére des perturbations paraboliques, introduisant dans 1’équation
une famille (e€)o<e<1 ot € est une viscosité uniformément elliptique. On
prescrit des conditions aux limites tres particulieres de type mixte Dirichlet-
Neumann. On montre, pour ¢ assez petit, ’existence de solutions régulieres
u® de ces problémes sur l'intervalle de temps (0, 7p). De plus, on montre que
u® est limite dans C(0,Tp; L N H'), quand ¢ — 0%, des u®. L’existence et
la convergence vers u® des u® jusqu’av temps Ty proviennent d’une propriété
originale de transparence. En fait, on donne une description asymptotique,
pour ¢ — 0%, trés précise des u® & I'aide de développements de type BKW
mettant en évidence des couches limites de petite amplitude. La petitesse des
couches est liée au choix des conditions aux limites pour les perturbations
visqueuses.

Abstract

We consider quasilinear symmetric hyperbolic boundary problems in sev-
eral space dimensions, with maximal dissipative conditions on a boundary
noncharacteristic or characteristic of constant multiplicity. We suppose that
a regular solution of such a problem is given on the time interval (0,7p),
where Ty > 0. We consider parabolic perturbations, by introducing in the
equation a family (e€).ejo,1) where &£ is an uniformly elliptic viscosity. We
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prescribe some very particular boundary conditions of Dirichlet-Neumann
type. We show, for small ¢, the existence of regular solutions u° of these
problems on the time interval (0, Tpy). Moreover, we show that u is the limit
in C(0,Tp; L N H'), when ¢ — 0%, of the u®. The existence and the con-
vergence to u’ of the u untill Ty are the result of an original property of
transparency. Indeed, we give a very accurate asymptotic description, for
e — 0T, of the u® by using WKB expansions which reveal small amplitude
boundary layers. The smallness of the boundary layers is linked to the choice
of the boundary conditions for the viscous perturbations.
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1 Introduction

Dans cet article, on s’intéresse & des problemes mixtes PO(T) :

H(b,u,d0)u = F(b,0b,u) quand (t,x) € Q. (1)
®(b,u) =0 quand (t,z) € I'p (2)
u=0 quand (t,7) € Qf (3)

ou l'opérateur
H(b,u,d) = > Aj(b,u)d; + B(b,u),

0<j<n

est symétrique hyperbolique. La variable de 'espace-temps R étant notée
(t,xz) et O == (0p := 0O, 01,...,0p) avec 0 = %. La fonction inconnue est

w: R — RN tandis que b : R — RY est une fonction donnée jouant
aussi bien le réle, sur un compact de R de la variable de R'*", que celui
d’'un parametre ou de seconds membres éventuels. n, N et N’ sont des entiers
naturels non nuls quelconques fixés. On note 6 := (b,u) la variable de RN'*+V.
Les matrices (A;)ogj<n €t B sont de taille N x N, et, comme F, b et &, C* de
leurs arguments. La fonction ® est a valeurs dans R”, ou r est un entier fixé. On
suppose que ®(0) = F(0) = 0 et rangD,®(0) = r. On traite ici le cas modele
du demi-espace, mais les résultats s’étendent aux domaines situés d’un seul coté
de leur bord C*°. On note = = (y,x,). Le domaine est une demi-bande d’espace-
temps : QF = (=1,T) x R% ot R} := R ! x R, désigne le demi-espace. Le bord
I'r := (—1,T) x R""! est supposé caractéristique de multiplicité constante ou non
caractéristique et la condition aux limites maximale dissipative.

Hypothése 1.1 Il existe un entier dy tel que pour 6 voisin de 0, si ®(0) =0, la
dimension ker A, (0) est dy.

Insistons sur le fait que I'on n’exclut pas le cas ou la multiplicité dy est
constante égale a 0, c’est a dire le cas non caractéristique.

Hypotheése 1.2 La condition aux limites est maximale dissipative ie pour 6 voisin
de 0, si ®(0) =0, la forme quadratique < A, (0).,. > est négative sur ker D, ®(0)
et ker D,,®(0) est maximale pour cette propriété.

Insistons sur le fait que dans ’hypothese précédente, les conditions aux limites
)
peuvent étre conservatives c’est a dire vérifier

< Ap(@)u,u >=0 pour () =0, D,P(0).u=0.

Notons qu’une conséquence de I’hypothese 1.2 est que si @(0) = 0 alors ker A, (0) C
ker D, ®(6). L’application ker A, (b,.) définit une distribution de dp-plans sur la
variété Ay := {u € R/ ®(b,u) = 0}. On fait ’hypotheése suivante, qui est auto-
matiquement satisfaite si dy = 0 (bord non caractéristique), si dy = 1 ou si (1) est
un systeme de lois de conservation (cf Exemple 1 de [10]).



Hypothése 1.3 Pour 6 voisin de 0, la distribution de dy-plans ker A, (b,.) sur
Ay est involutive.

Rappelons qu'un théoreme de Frobenius assure que faire ’hypothese 1.3 équivaut
a supposer que pour  voisin de 0, la distribution ker A, (b, .) sur Ay est intégrable.
Cette hypothese rend possible un changement non linéaire de fonction inconnue
qui transforme le probléeme initial en un probleme pour lequel les conditions aux
limites et, dans un certain sens, la matrice normale du systeme sont redressées.
La proposition suivante précise ceci et établit méme une équivalence. Elle est, a
notre connaissance, nouvelle et joue un role essentiel dans nos résultats.

Proposition 1.1 (Transparence) On suppose que les hypothéses 1.1 et 1.2 sont
vérifiées. Les assertions suivantes sont alors équivalentes.

(i) L’hypothése 1.3 est vérifice.

(13) 1l existe wy wvoisinage ouvert de 0 dans RN/, wo, Wy voisinages ouverts de 0
dans RN et un difféomorphisme C'>

X : W —w

(b,@) — (b,u) = M(b, 1)

ol W = wy X Wo, W = wi X Ws tels que

e pour tout b € wy, M~Y(b,.)(Ay Nws) = (ker M) Ny ot M est la matrice
constante, de taille r x N, M := [Idr ON_T],

e pour tout couple de vecteurs (b, h) € wy x ((ker M) N ) X ker M, on a
Uinclusion suivante :

ker A, (b, @) C ker(DgA,(b,).h) (4)
ot fln(b,ﬂ) désigne la matrice carrée, de taille N x N, symétrique
Ay (b, @) =" 9gM (b, ). Ay (b, M(0)).0aM (b, 0).

(#i1) Il existe wy, we, Wo et x comme dans (iii) tels que

e pour tout b € wy, M~L(b,.)(Ay Nwsy) = (ker M) N 1o,

e pour tout couple de vecteurs (b, i, h) € wy x ((ker M) Nby) x ker A, (b, ), on a
Vinclusion (4).

Dans le premier point des conditions (i7) et (7i7), on redresse les conditions aux li-
mites tandis que dans le second point, on redresse la matrice normale du systeme.
La différence entre (ii) et (iii) est que dans le second point, la variable h parcourt
ker M dans (ii) et ker A,, dans (#7). Une preuve de cette proposition est donnée
dans la section 4.

On supposera, dans la suite, le changement de fonction inconnue du point (iii)
effectué.



Sous ces hypotheses, et quitte & supposer que b‘ﬂg est a valeurs dans un voisinage

compact suffisamment petit de 0 (ce qui est toujours possible en introduisant une
fonction de troncature dans b), on dispose du résultat suivant :

Théoréme 1.1 (O.Gueés [10]) Il existe un temps Ty strictement positif et une
unique solution réguliere u® € H*(Q},) du probléme P°(Ty).

On veut s’interesser a des perturbations visqueuses du probléme. Pour cela, on
regarde l'effet de 'ajout dans le membre de gauche de (1) d’une famille (¢€)c>0
ol

EMB,0):= Y 0E;;()0;

1<i,j<n

est un opérateur linéaire uniformément elliptique. On suppose que les matrices
E; ; sont symétriques de taille N x N, C° et vérifient, pour tout b € RN et
¢esm,

Z G E; j(b) = Idgn.

1<i,j<n
On a désigné par S™! la spheére euclidienne unité de R™. On regarde alors
Popérateur L£° défini par
L5 (b,u,d)u := H(b,u,d)u — (F(b,0b,u) + c€(b, 0)u).
Notons II(b) un champ régulier (C*°) de matrices N x N tel que
Vbelr, kerll(b) = (ker M)>Fnn®) (5)

ott (ker M)+Fnn désigne 'orthogonal, pour le produit scalaire induit par la ma-
trice symétrique définie positive E, ,,, de ker M.

On donne un premier énoncé simplifié des résultats de 'article. Un exposé plus
précis est fait dans la section 2. Des exemples d’application sont donnés & la section
3.

Théoréme 1.2 I existe un réel gy €]0,1] tel que pour ¢ €]0,ep], le probléeme
mixte parabolique P(Ty) suivant

L5(b,u,0)u =0 quand (¢,z) € Q;FO
Mu® =0 quand (¢,z) € 'y,
I1(6)0,u® =0 quand (t,x) € 'y,

u* =0 quand (t,z) € Qf

admette une unique solution u° € HOO(QF}FO) et on a les estimations :

W

s — UOHLOO(Q;O) <cve, ||t _UOHL?(Q;O) < cet,

5



ot la constante ¢ ne dépend pas de . Dans le cas non caractéristique, ces estima-
tions peuvent étre améliorées :

o = ¥ll sy S 20 10" = ]l pagey ) < e

Notons que si l'existence d’une solution réguliére u®, pour un e €]0, 1] fixé,
sur un intervalle de temps non trivial (0,7;) (T > 0) est signalée dans [15], le
théoréme 1.2 affirme, lui, I'existence des (uf). sur un intervalle de temps non tri-
vial commun et, qui plus est, égal a I'intervalle (0,7) d’existence de la solution
u? du probleme hyperbolique.

O 1n’a pas lieu dans tous les H*, contrai-

Cependant, la convergence des (uf). vers u
rement a ce qui se passe lorsque 1’équation est posée dans tout 'espace (sans bord).
Elle est aussi moins rapide, mesurée dans les espaces L™ et L?. Cela provient de
ce qu’il se forme au voisinage du bord des couches limites c’est a dire des varia-
tions rapides de u®. Dans la section 2, on établit un développement asymptotique,
pour € — 07, de type BKW des u® ol sont décrits ces termes de couches limites.
Celles-ci sont, ici, a classer en deux catégories. Les premieres sont les couches
limites caractéristiques (CLC). Elles sont de taille /¢ et sont décrites par une
variable % Les secondes sont les couches limites non caractéristiques (CLNC)

T

sont de taille € et correspondent a une variable rapide 2. Lorsque leur ampli-

tude est en O(1) (en norme L*°), leur norme L? est en et pour les CLC et /e
pour les CLNC. Mais I'intérét des problemes mixtes (et plus particulierement des
conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann (7) — (8)) considéré(e)s ici est
justement que les couches limites sont de petites amplitudes.

En effet, le choix des conditions aux limites force le probleme parabolique a suivre
un régime que 'on peut qualifier de faiblement non linéaire, par analogie avec
loptique géométrique. Les termes de CLC (resp CLNC) apparaissent a 'ordre /&

(resp €).

De plus, 'hypothése 1.3 peut se voir comme une version affaiblie de la propriété
de dégénerescence linéaire bien connue en optique géométrique pour assurer des
propriétés de transparence. Un point clé de ’article est ainsi que le comportement
des couches limites est linéaire. La propriété 1.1 joue un role crucial dans ce fait et,
par conséquent, dans I'existence et la convergence vers u’ des u® jusqu’au temps
Ty. Nous reviendrons sur ce point apres le théoreme 2.1, qui constitue le résultat
central de Darticle.

Il est intéressant de comparer la situation au cas ou l'on prescrit une condition
de Dirichlet u® = 0 pour les problemes paraboliques. Rappelons, a cet égard, les
résultats dont on dispose concernant le cas de conditions de Dirichlet.

e Dans le cas non caractéristique, signalons les travaux de [7], [9], [23] et récemment
de [19] qui élucide la question de la stabilité.



e Dans le cas caractéristique, on ne dispose pas, a ma connaissance, de résultat
général. [12] et [28] traitent le cas semilinéaire, [8] le cas quasilinéaire totalement
caractéristique.

Dans les deux cas, il se forme des couches limites d’amplitude O(1) qui font obs-
truction a la convergence dans L™ et H %, limitent le temps de convergence et
ralentissent la convergence dans L2. Au contraire, la suite (u®) du théoreme 1.2
converge sur (0,7p) et il n’y a pas de condition de stabilité supplémentaire & im-
poser. La solution hyperbolique u" est limite dans L et dans L? des u°. On verra
dans la section suivante que u° est aussi limite des u dans H® pour s < %
Notons aussi que l'on atteint avec les conditions aux limites (7) et (8) des problemes
mixtes symétriques hyperboliques qui ne sont pas limite des probléemes mixtes
symétriques paraboliques avec condition de Dirichlet :

{ Lfu® =0 quand (t,x) € QF

u®=0 quand (t,z) € I'r (10)

En effet, dans le cas semilinéaire, [28] montre que la limite des problemes (10)
est un probléme hyperbolique strictement dissipatif. De plus, méme dans le cas
ot I'on dispose d'un probléme mixte hyperbolique strictement dissipatif P°(T),
la convergence des problemes (10) vers PY(T) recquiert une condition non tri-
viale sur la matrice normale E,, , du tenseur de viscosité ([20]). Au contraire,
le théoreme 1.2 est valide pour toute viscosité linéaire uniformément elliptique.
L’obtention des problemes mixtes hyperboliques conservatifs comme limite de
problemes mixtes paraboliques avec conditions de Dirichlet est une question ou-
verte (cf [20]). L’exemple des équations d’Euler suggere notamment que 1'on peut
obtenir des problemes mixtes symétriques hyperboliques conservatifs comme li-
mite de problemes mixtes symétriques paraboliques dégénérés.

Une motivation importante pour ce travail est liée a 'approximation discrete des
problémes aux limites hyperboliques. La discrétisation introduit un effet compa-
rable & celui d’un terme de diffusion. On parle de viscosité numérique. Aussi, en
présence d’un bord apparait un phénomene de couches limites numériques qui li-
mite la convergence du schéma considéré. De telles couches limites ont été étudiées
par M.Gisclon et D.Serre dans [7] (schéma de Godunov) et par C.Chesnais-
Hillairet et E.Grenier dans [2] (schéma de Lax Friedrichs). Citons également les
travaux de K.T.Joseph et P.G.LeFloch ([13]). Dans tous les cas, il s’agit de CLNC
en une dimension d’espace avec conditions de Dirichlet.

Dans I'approximation numérique, le pas d’espace Ax joue le role de I’échelle de
viscosité €. Aussi, on ne s’attend pas, en présence respectivement d’une CLC
(CLNC) d’ordre 0, & un ordre de convergence meilleure que 1 (3).
Cependant, si le but recherché est la simulation du probléme hyperbolique , on
peut espérer que des choix particuliers de conditions aux limites “tuent” la couche
a lordre 0. Ainsi le théoréeme 1.2 suscite ’espoir d’une convergence d’ordre %.
Signalons également Darticle de [5] qui donne un résultat de convergence en

O(Aaz%) de schémas de volumes finis explicites pour des systémes linéaires dans



un domaine borné par un bord non caractéristique en plusieurs dimensions d’es-
pace.

Notons que I'on considere ’adjonction d’une viscosité linéaire pour le probleme re-
dressé, c’est & dire une fois le changement de fonction inconnue du point (iii) de la
proposition 1.1 effectué. Il n’y a aucune raison pour que revenant au systeme ini-
tial, cela corresponde a ’ajout d’une viscosité linéaire. En général, on obtient bien
ainsi une viscosité, mais non linéaire. L’auteur ignore s’il est possible d’étendre les
résultats exposés ici a des conditions aux limites non linéaires et & des viscosités
non linéaires. Plus précisemment, une question intéressante consiste a se donner
un probleme mixte hyperbolique avec une condition non linéaire et une viscosité
non linéaire

S(b,u) = Z @E@j(b,U)@j

1<i,j<n

et a se demander quelles conditions aux limites prescrire. Cette question pour-
rait se révéler pertinente en vue de I’étude numérique évoquée plus haut. En
effet, on constate que si 'on considére un schéma de type Lax-Friedrichs pour
un systeme de lois de conservation en une dimension d’espace, il apparait, sur la
forme symétrique, une viscosité non linéaire.

Le théoréme 1.1, montré dans [10], constitue une extension au cadre quasilinéaire
des travaux de J.Rauch ([21]) pour le probléme linéaire. Signalons également que
l’on dispose dans le cas non caractéristique de résultats de [22], [14] et dans le cas
caractéristique de [16] ou de S.Schochet [24] pour le systéme d’Euler. L’hypothese
1.3 joue un role majeur dans [10] et révele un aspect géometrique du probleme qui
n’apparait pas dans les cas semilinéaires ou non caractéristiques. Cette hypothése
est naturelle : elle est notamment valide pour les systémes de lois de conservations.
Cette hypothese rend possible un changement non linéaire de fonction inconnue
qui transforme le probleme initiale en un probleme pour lequel la matrice normale
du systeme est diagonale par blocs sur ker M. L’intérét de cette diagonalisation est
le “bon comportement” des commutations de 'opérateur aux dérivations conor-
males. En ’absence d’une telle hypothese, I’analyse du probleme linéarisé conduit
a des inégalités d’énergie avec perte d’une dérivée, des coefficients vers la solution.
Une question intéressante est de savoir s’il est possible d’utiliser une stratégie de
type Nash-Moser pour obtenir ’existence de solutions réguliéres sans I’hypothese
1.3. Si tel est le cas, signalons que I’étude menée dans cet article est encore pos-
sible, a la différence prés que le comportement de la couche limite caractéristique
d’amplitude +/¢ fait intervenir un terme non linéaire de type Burgers qui dans le

cas général provoque une limitation du temps de convergence des (u®) vers u’.

On a choisi un cadre simplifié. Les résultats s’étendent aux cas de domaines situés
localement du méme coté de leur bord C'°°, a des solutions de régularité finie et
a des conditions initiales (ou dans le passé) plus générales ([28]).



Dans cet article, on ne se pose pas la question de savoir quel est ’ensemble des
champs II pour lequel le théoreme 1.2 est valide. Le champ II utilisé ici reléve tout
au moins d’un choix canonique effectué en vue d’utiliser une méthode d’énergie.
Notons cependant que comme le signale [15], la méthode d’énergie se révele sou-
vent beaucoup moins générale que la méthode de Fourier-Laplace dans le cadre de
problemes mixtes paraboliques avec des conditions aux limites mixtes Dirichlet-
Neumann. Une question intéressante est de savoir s’il est possible d’adapter la
méthode de [19] a des conditions mixtes. Notons toutefois que cette derniere
concerne des problémes hyperboliques limites non caractéristiques vérifiant la
condition de Lopatinski uniforme.

2 Exposé des résultats

Dans cette section, nous allons donner le résultat principal de 'article a tra-
vers un théoréeme plus précis que le théoreme 1.2 donné en introduction et qui
s’obtient par une analyse du type BKW.

Considerons un temps T' positif quelconque et introduisons les espace Ny(T') :=
H>®(QF,S(R))), No(T) := H>®(Q},S(RY)), ot S désigne l'espace de Schwartz
des fonctions C'™ a décroissance rapide, et ’espace de profils
P(QF) := {U(t, x, 2,0) = Uy (t, ) + Up(t, 2, 0) + Uc(t,z,2) on
U, € HOO(Q¥), Uy, € No(T) et U, € N(T)}
On abrége en
P(QF) = H*(Q7F) & Ny(T) & N(T).

U, est la partie réguliére ou intérieur du profil, I, est un terme de couche limite
caractéristique et U, un terme de couche limite non caractéristique.

On définit pour s € N, les normes
[ull#s, 0,1y = Z HZjUHB(Q;)
i<s
et les ensembles

AN(T) = {(u) o) € (HE(0, 1)/ 3 €]0,1]/

s
_1
sup (16 lhes, 01 + 3 5 H10E0 e .3 < o0}
€€]0,e’] =1

Remarquons que A® est un ensemble de familles de fonctions (& un parametre)
adapté au probléme puisque si Y € P(Q}' ) alors la famille (u®).¢jo,1) définie par

) (11)

Tn Tp

ft,x) =UE,x, —, —
u(,x) U(7x767\/g



est pour tout s € N dans A®(T"). Insistons notamment sur le fait qu'un profil de
CLNC est un O(y/2) dans L? alors qu'un profil de CLC est un O(ai).

Ainsi si 'on dispose d’'un développement

K P Tn Tn
we(t,z) = Z Ve Ut x, — ﬁ) (12)

J=0

on peut écrire, pour 0 < &’ < k,

i P Ty T /
w(t,e) =Y VE Ut e, 7%) +VE (¢, 2) (13)

J=0

avec 1. € A*(T), pour tout s € N.

De tels développements a trois échelles, pour des problemes ol apparaissent a
la fois des CLC et des CLNC, ont été introduit par O.Gues dans [12]. L’article
[28] introduit pour ce type de probleme 'espace de profil P(2}) et les ensembles
A*(T). Signalons aussi que des outils similaires sont utilisés dans [29].

Le résultat central de ’article est donné par le théoreme suivant.

Théoréme 2.1 I existe un réel gy €]0,1] tel que pour tout entier naturel k > 2,
pour € €]0, 9], le probléme P¢(Ty) admette une et une seule solution u® et

k
w(tx) = ot ) + VEUL (L, 7) + > VEW e, 2 T+ VET R ()
j=2

e \fe
ou Ul € No(Tp), les (U7)agj<k sont dans P(Q;O) et R. € A*(Tp), pour tout s € N.

La preuve du théoréeme 2.1 s’articule autour de deux étapes clés. La premiere
consiste a chercher une famille de solutions approchées sous la forme d’un dévelop-
pement BKW. On résoud pour cela une succession de problemes pour les profils
du développement. Signalons ici que si 'on utilise des profils similaires a ceux de
[28] et [29], et que les équations de profils sont de méme type, les conditions aux
limites different. L’ordre de résolution des probléemes pour les profils change aussi
en conséquence. En particulier, nous réalisons, dans la section 7.2, une analyse
spectrale du champ complémentaire II, défini en (5), qui joue un rdle crucial dans
la résolution et qui explique la présence de couches limites de petite amplitude. La
seconde prouve l’existence d’une famille de solutions exactes des probléemes mixtes
paraboliques ayant pour partie principale la famille de solutions approchées de la
premiere étape. La différence est une famille de restes que 1’on obtient comme so-
lutions de problemes mixtes paraboliques quasilinéaires et pour lesquels on établit
des estimations uniformes en £. La section 5 résume les résultats obtenus lors de
ces deux étapes et les combine de fagon a en déduire le théoreme 2.1. Les sections
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6 et 7 correspondent respectivement aux deux étapes successives de la méthode.

Notons ici ’analogie avec I'optique géométrique : pour la propagation d’oscilla-
tions monophasées pour un systeme hyperbolique quasilinéaire, on a, en général,
des résultats positifs que dans le régime dit faiblement non linéaire, ¢’est-a-dire
lorsqu’on regarde des oscillations d’amplitude € ou la fréquence est de 'ordre de
%. Les oscillations sont transportées par un champ caractéristique de I'opérateur
hyperbolique. En général, I’équation des paquets d’onde contient un terme non
linéaire de type Burgers, précédé d’un coeflicient d’interaction . Lorsque le champ
caractéristique est linéairement dégénérée, ce coefficient s’annule. C’est le phéno-
mene de transparence. Dans le cas des couches limites caractéristiques avec une
viscosité d’ordre €, I’équivalent du régime faiblement non linéaire est le cas de
couches caractéristiques en O(,/€). Nous verrons dans la section 7 que les profils
U vérifient des problemes de type hyperbolique-parabolique. L’équation de profil
pour Z/{bl fait, a priori, intervenir un terme non linéaire de type Burgers. L’hy-
potheése 1.3, via la proposition 1.1, assure que ce terme est nul, caractérisant ainsi
un phénomene de transparence.

Notons également que dans le cas d’un champ caractéristique linéairement dégéné-
rée, on peut augmenter la force des oscillations. Aussi, dispose t’on aujourd’hui de
résultats positifs concernant la propagation d’oscillations de grandes amplitudes
ie d’amplitudes en O(1) en dimension un d’espace. Si 'amplitude ne peut pas étre
autant poussée, en général, en plusieurs dimension d’espace, comme le montre le
travail de D.Serre ([25]), larticle de [4] donne des résultats positifs pour ce que
les auteurs appellent des oscillations fortes c¢’est-a-dire d’amplitude en O(/2), et
[3] montre qu’il est méme possible de propager des solutions de grande amplitude
polarisée sur ’entropie pour le systeme d’Euler. Il serait intéressant de chercher
des résultats analogues pour les couches limites.

Le théoreme 1.2 donné en introduction est une conséquence du théoreme 2.1.
En fait, on peut méme déduire du théoreme 2.1 des estimations plus précises de
u® — u® dans des espaces de type Sobolev. Nous allons présenter ces estimations
plus bas dans cette section. Avant cela, nous donnons des propriétés de polarisa-
tion des profils de couches limites intervenant dans le théoreme 2.1. Celles-ci sont
montrées au cours de sa démonstration. Ces propriétés de polarisation permettent
de donner des estimations plus précises de u — u” pour certaines coordonnées.

Lorsqu’on dispose d’une fonction réguliére u (a valeurs vectorielles ou matricielles)
sur Q;, on note 4 sa trace sur I'p. On définit également, pour tout (¢,y) € I'r,

Anlt,y) = An(b(t,y),u0(t,)).
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On introduit les champs d’espaces vectoriels :

Ei(t,y) := Z ker(ﬁ,j}bffn(t, y) — Md), Eo(t,y) :=ker A, (t,y),
A>0

E_(ty):= Y ker(E,, An(t,y) — AId).
A<0

A ces trois sous-espaces on associe, pour tout (¢,y), leur dimension respective
dy, dy et d_ et les projecteurs 11, Il et II_ associés a la décomposition de
RN en RN = E, ® Ey @ E_. Par exemple, I est le projecteur sur F, pa-
rallélement a E_ & Ey. En général, ces projecteurs ne sont donc pas orthogo-
naux. Une conséquence de ’hypothese 1.1 est que les valeurs d, d_ et dy sont
indépendantes de (¢,y). Une conséquence de I’hypothese 1.2 est que r = dy. Au
niveau de la CLC, on a I’équation de polarisation :

(Id —To)U} = 0. (14)
et la relation de polarisation suivante pour les deux premiers profils de CLNC :
(Id =TI )UY? = (Id — I3 = 0. (15)

En fait, ces propriétés (14) et (15) sont vérifiées respectivement par le premier
profil non nul de CLC et par les deux premiers profils non nuls de CLNC. C’est
en tenant compte des propriétés (14) et (15) que 'on déduit du théoreme 2.1 les
estimations qui suivent.

On note, pour 0 < i < n—1, Z; := 0; et Z,, := h(xy,)0, ou h est une fonc-
tion C*° & valeurs strictement positives et bornée sur Ry telle que h(x,) = x,
quand 0 < z, < 1. Z = (Z;)o<i<n est une famille génératrice de I'algebre des
champs de vecteurs C* tangents a {z, = 0}.

On introduit les normes

ull s @y = Y sza;uup(ﬂ;)
1+j<m;i<s

qui différentient régularités normale et conormale.

On définit les quantités

US =T (uf —u®), U :=T_(u° —u°), U§:=Tp(u —u’). (16)
Elles vérifient, lorsque ¢ — 0T, les estimations suivantes :
e dans la norme L™

Ul mog ) = O, Ul pmag ) = 0@, U5l , = OV,
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e dans les normes H™*,

=

_s )
||Ui||Hm,s(Q¥O) =0(e(14+¢e172)) Vse|0, 5],

=
(SIS

3
10 lgme(ap ) = Ol + 77" +2472)) Vs € [0, 7],
0
3_s 3
||U0€||Hm,s(ﬂ;0) 20(64 2) VSE [0, 5]

Dans le cas ou le bord est non caractéristique, du fait que les couches limites non
caractéristiques sont plus petites que les couches limites caractéristiques, on peut
améliorer les estimations en

E 5
||Ui||Hm,s(QJTrO) =0((1+e27%)) Vsel0, 5],
1 3

On notera donc que la limitation de la convergence des u® vers u’ provient des
différentiations normales et de certaines composantes. Ceci est du a la présence
de couches limites de faibles amplitudes.

Dans la section suivante, nous donnons des exemples d’applications. La section
4 est consacrée a la preuve de la proposition 1.1 et les sections suivantes a la
démonstration du théoreme 2.1.

3 Applications

Exemple 1 Le cas unidimensionnel.

Un systeme hyperbolique linéaire en dimension n = 1 avec une condition aux
limites portant sur un bord non caractéristique et satisfaisant la condition de Lo-
patinski peut se mettre sous une forme symétrique pour laquelle la condition aux
limites est strictement dissipative. ([27])

Exemple 2 Le systéeme de Mazwell avec condition d’onde entrante.

Dans le vide, le systeme de Maxwell peut s’écrire :
OFE —crot B=0, 0;B+crotE=0.
On consideére la condition aux limites dite d”’onde entrante” ([6])

(E—cBAV)Av =0
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ol v est la normale sortante au milieu. Le probleme vérifie les hypotheses 1.1
(do = 2), 1.2 (il est méme strictement dissipatif) et 1.3 (le probleme est linéaire).
Prenant pour viscosité le Laplacien, on introduit le probleme parabolique :

£ g __ 13
B A g ) <0
(Ef —cBEAV)Av =0 (17)
(OLE° +cO,BE ANv)Av =10 quand (t,z) € I'p
O, EENv=0,B°ANv=0

ou 0, désigne la dérivée normale.

Notons que dans cette application, on considere des systemes linéaires si bien
que Dexistence de solutions réguliéres aux problemes (17) sur I'intervalle de temps
(0,Tp) est dans ce cas-la assurée. Le théoreme 2.1 donne cependant d’autres in-
formations pertinentes sur les solutions u°. Il donne une decription asymptotique,
pour € — 07, des solutions u® & travers un développement de type BKW. De plus,
une conséquence de ce développement est la convergence des solutions (E°, B)
vers la solution (E°, B®) du probleme :

HE® —c.rot BO =0
0B +c.rot E0 =0

(E°—¢B°Av)Av =0 quand (t,z) € Ty

} quand (¢, z) € Q.

Les quantités Uy, U_ et Uy correspondent ici &

Uy =(FE—-cBAv)Av, U_:=(E+cBAv)Av, Uj:= [Eg;iﬂ

Exemple 3 Solutions discontinues de systémes hyperboliques semilinéaires.

On considere un opérateur

H=Ao(t, )0+ Y Aj(t,)0; + B(t,)
1<j<n

symétrique hyperbolique linéaire et on s’intéresse a des solutions particulieres du
probleme

{ Hu = F(t,z,u) + f(t,z) quand (t,z) € Qr, (18)

u=0 quand (¢,z) € Q,

ou Qp := (0,T) x R™, sous forme de fonctions régulieres de part et d’autre d’une
hypersurface I' de R**!. Les singularités envisagées sont des sauts de u ou de
ses dérivées, I’hypersurface I' étant supposée lisse et caractéristique. Comme on
s’interesse a des résultats locaux, on peut, quitte & la redresser, supposer sans
perte de généralité que I' = {x,, = 0}.
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On note p — H*®(Qr) l'espace des fonctions H*® de part et d’autre de I'p et
on suppose que f € p— H*>(Qr). Le fait que I soit une surface caractéristique se
traduit par KerA, # {0}. Le saut n’est possible que sur la projection orthogonale
sur KerA, (condition de Rankine-Hugoniot [27]). On suppose

Hypothese 3.1 Le fibré KerA, est de dimension constante sur I'.

C’est en particulier le cas lorsque l'opérateur est strictement hyperbolique. On
dispose du résultat suivant ([18], [29]) :

Théoréme 3.1 Il existe un temps Ty et une unique solution réguliére u® € p —
H>(Qr) du probléme

Hu = F(t,z,u) + f(t,z) quand (t,x) € Qg, (19)
u=0 quand (t,x) € Qo,

On va montrer que ’on peut obtenir ces solutions comme limites de solutions
sur Q; et Q7 :=(0,T) x R™ de I’équation perturbée par une petite viscosité. Par
souci de simplicité, on choisira le Laplacien mais les résultats sont les mémes pour
toute viscosité uniformément elliptique. On considere I’équation

Lo =0 (20)
ou
L :=Hu— (F(t,z,u) + f(t,x) + cAu). (21)

Montrons en quoi ceci est un exemple d’application des résultats de la section
2. On ramene, pour cela, le probléme & un probléme dans le demi-espace doublant
le nombre d’inconnues.

e En ce qui concerne le probleme hyperbolique, les conditions de transmission
imposées par I’équation (conditions de Rankine-Hugoniot) se traduisent par des
conditions aux limites maximales dissipatives (en fait méme conservatives).

A v défini sur Q;, on associe uy sa restriction & %, u_ paru_(t,z) = u(t,y, —z,),

Ut

pour tout (¢,x) € QF et u = [u } . Pour tout (¢, y), on note Ily(t,y) le projecteur

orthogonal sur ker A, (t,y). On a alors que u vérifie (19) si et seulement si u vérifie
le probleme mixte hyperbolique

Hu = F(t,z,u) + f(t,r) quand (¢, z) € O
Mu=0 quand (t,z) € I'r (22)
u=0 quand (t,2) € Qf
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ou

M= [(Id—1ly) —(Id—-1)], H:= [H+ O],

0 H_
Hy=H, H_:=Ao (tL2)0+ Y A (t2)0— An_(t,2)0, + B_(t,x),
1< <n—1
R F(taxaUJr) o f+
Pt [ 0 T e 1],

Le probleme (22) rentre ainsi dans le cadre des théoréemes 1.1 et 2.1. La matrice
normale du systeme est

A, 0
a0

L’hypotheése 3.1 assure que A, vérifie I'hypotheése 1.1. Le lemme suivant assure
I’hypothese 1.2 :

Lemme 3.1 La condition aux limites est maximale dissipative ie la forme qua-
dratique < A,-,- > est négative sur le sous-espace ker M et ker M est maximale
pour cette propriété.

Preuve. Soit u := [u+] € ker M. On a donc (Id — Ilp)uy = (Id — Ilp)u_. Or,

<A,uu>=< Agui,uy > — < Agu_,u_ > .

Utilisant I'identité /inﬂo = 0 et la symétrie de fin, on obtient

<Ajuu> = < A,(Id—Tp)uy, (Id —p)uy >
— <A (Id—-To)u_,(Id—Tp)u_ >
= 0

Ainsi la forme quadratique < An-, - > est négative sur le sous-espace ker M.

De plus, An possede N + dy valeurs propres négatives ou nulles et la somme des
sous-espaces spectraux associés constitue un sous-espace maximal sur lequel la
forme quadratique < An7 > est négative.

Comme tous les sous-espaces maximaux pour cette propriété ont la méme dimen-
sion N + dy = dimker M, le lemme est prouvé. [J

L’hypothese 1.3 est trivialement satisfaite car I'opérateur H est linéaire.
On note Il le projecteur orthogonal sur ker A,,.

e Intéressons nous maintenant aux perturbations paraboliques. La condition aux
limites 110, u = 0 équivaut a

(Id —11p)Opuy = —(Id — Ip)Opu— et Ipdyuy = Ipdpu_ = 0.
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On associe a la fonction u¢, une fonction u® définie sur QJTr a valeurs dans R2N
€
(% N - . N P
par uf := | 1|, ol uS est la restriction de uf & QF et us est définie par
ué |’ + T

u (t,x) == us(t,y, —x,) pour (t,x) € Q.
On a alors ’équivalence suivante : u® vérifie (20) si et seulement si u® vérifie

L0 =0 sur Q;

Lfu:=Hu—cAu—F(t,z,u) - f

avec A = [A 0}

0 A

On considere donc les problemes mixtes paraboliques :

Lfu® =0 pour (t,z) € Qf
Mu® =0
00 u — 0 } pour (t,x) € I'p
Ut =
u =0 pour (t,7) € Qf

On insiste sur le fait que les approximations (u®). que 'on consideére ici ne sont
pas solutions de (6) sur Q7. Les conditions aux limites que l'on prescrit pour le
probleme réduit (a un demi-espace) different des conditions de raccord considérées
dans [29]. Précisemment, ce sont les conditions aux limites portant sur ITgu®
qui sont modifiées. On définit IT, (resp II_) le projecteur orthogonal associé a
la somme directe des sous-espaces propres correspondants a des valeurs propres
strictement positives (resp strictement négatives). Les estimations de la section 2.
tiennent pour

U =T (u —u’), U :=I_(u"-u’), U§:=Tou —u’).

On notera le gain de régularité par rapports aux estimations de [29]. Essentielle-
ment, I’espace critique pour la convergence est H > dans [29] et H 3 ici. Le gain
s’exprime aussi en vitesse de convergence dans L? : celle-ci est de e1 dans [29] et

3. .
de €7 ici.

Dans [29], on constate que 'on peut affiner les estimations dans le cas ou la dis-
continuité n’affecte qu'une dérivée de la fonction. Plus précisemment, on montre
que la convergence des u® vers u’ tient dans des espaces de Sobolev H® avec s
d’autant plus élevé que la singularité est faible, c’est a dire plus la discontinuité
affecte une dérivée d’ordre élevée. Dans le cas d’un saut de dérivée, les conditions
de raccord de [29] peut donc conduire & une meilleure estimation que celle obtenue
ici avec le champ complémentaire II.
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Exemple 4 Le systéeme d’Euler.

On note respectivement p, v et s la pression, la vitesse et Ientropie, p(p,s) la
app(pvs)
p(p,s)

densité volumique, supposée strictement positive, et a(p, s) := , le systeme

d’Euler peut s’écrire :

Xys=0
pXyv+Vp =0
aXyp+ V=0

ou l'on a noté X, la dérivée particulaire X, := 9; + v.V, soit encore

n S
(Aodr + > Aigy) |v| =0
i=1 P
V; 0 0
ou Ay := diag(1l,pl,,a) et, pour 1 < i < n, A = [0 pv;l, e |, ou les

0 te;  ow;
(ei)1<i<n désigne la base canonique de R™.
Notons que dans cet exemple, on a N = n+2. On supposera que « est strictement
positif. En particulier, notant v = (w, v,) les vitesses tangentielles et normale, on
a

0, 0 0
A, =vaAg+ 10 0 1
0 10

On va a considérer, pour condition au limites, la condition naturelle v, = 0. Le
probléme :

X, 08" =0
p(P°, %)X 00" + Vp? =0 quand (¢, z) € Q.
a(p®, sHX,p? + V. =0

v =0 quand (t,2) € I'p
est alors conservatif. Le bord est caractéristique de multiplicité constante égale
a n. [10] assure que I'hypothese 1.3 est vérifiée. On introduit le probleme mixte
parabolique :

Xyes® = eAs®
p(p®, s°)Xyev® + Vp© = cAv® quand (¢, z) € Q.
a(p®, s5)Xpep® + V.t = eAp®

v =0

81/])8 = aywa = 81/86 =0 } quand (t’x) < FT
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0

Le théoréme 1.2 assure alors la convergence des solutions (s°, v°, p©) vers (s°, 0%, p?).

Les quantités U, U_ et Uy définies en (16) correspondent ici a

Uy =vp+p, U-:=v,—p, Uy:= [s}

w

4 Preuve de la proposition 1.1

e Supposons l'assertion (i) vérifiée et montrons I’assertion (i7). Il existe w;
o . ! ~ o e
voisinage ouvert de 0 dans RY', wy, 1y voisinages ouverts de 0 dans RV et un
difféomorphisme C'*°

X : wo —w
(b,a) + (b,u) = M(b,u)
ol w = wy X wy, W= wi X Wy tel que
% pour tout b € wy, M~L(b,.)(Ay Nws) = (ker M) N1y ott M est la matrice

constante, de taille r x N, M := [Idr ON_T],
Y la matrice

A (b, 1) =" 9gM (b, u). Ay (b, M(11)).05M (b, u)

est, pour (b,u) € wy x (ker M Ns9), de la forme

~ - 0 0
ou H est une matrice carrée de taille N — dj inversible.

On a ainsi pour tout couple de vecteurs (b, 4, iL) € wy x (ker M Nwsq) x ker M,
ker A, (b, @) C ker(DgA, (b, ).h). (23)

En effet, si I'on note (e;)1<i<n la base canonique de RV, on a, pour (b, %) dans
wy X (ker M N we),

ker An(b, ﬁ) = Vect(ei)lgigdo
et, pour (b, 4, iL) € wy x (ker M Nwg) x ker M,

- o 0
D An(b,@)-h = [0 DaH(b,a).iJ ‘

Ainsi, pour 1 <4 < dp, on a Dafln(b,ﬁ).ﬁ.ei = 0, ce qui prouve (23).
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e Montrons I'implication “(4i) donne (i7i)”. L’observation de départ est que 'on
a, pour 6 dans w, I'implication :

¢(0) =0 = ker A, (0) C ker D,,®(0). (24)

Rappelons que ceci est une conséquence de I'hypothese 1.2.
Or, pour tout 6 := (b,u) € w, on a, par définition de A,

(aM)7L(B).(ker A, (b, M())) = ker A, (6).
De plus, on a par hypothese que, pour tout b € wy,
M7EHb, ) (Ap Nws) = ker M N abs.
En conséquence, on a, pour 6 := (b,u) € w,
(8aM)71().(ker Dy ®(b, M(A))) = ker M.

Appliquant (93M)~! & I'inclusion (24), on a ker A, (b, @) C ker M.
L’implication “(4i7) donne (iv)” est alors claire.

e Supposons maintenant 'assertion (7ii) vérifiée. Soit (r1(0), ..., 74, (¢)) une base de
ker A, (0), dépendant de facon C*° de # parcourant w; x (ker M Nw3). Considerons
un couple p, q d’entiers compris entre 1 et d.

Comme lidentité (A,rp)(0) = 0 tient pour tout § € wy x (ker M Naby) et que
ker A,,(8) C ker M, on peut appliquer le champ de vecteurs r,.Vy, d’ott

{(rq.Vg)fln}rp + fln{(rq.vﬂ)rp} =0. (25)

Comme, pour tout couple de vecteurs (b, @, h) € wy x ((ker M)N1g) x ker A, (b, i),
on a, par hypothese, I'inclusion suivante :

ker A, (b, %) C ker(DgA, (b, @).h),
il vient
rp(b, @) € ker A, (b, @) C ker Dy Ay, (b, ) .14(b, i) = ker(ry.Va) An (b, @),
cest & dire {(ry.Va)A,}rp = 0.
De (25), on tire alors An{(rq.Vﬂ)Tp} =0 c’est a dire (4.Vg)rp € ker A,.
En échangeant p et ¢, on a de méme (r,.Vy)r, € ker A, Par soustraction, on
obtient que le crochet de Lie [ry(b,.), r4(b,.)] appartient & ker A, (b,.). On a ainsi

montré que, pour # voisin de 0, la distribution ker A, (b, .) sur ker M est involutive.
Comme cette notion est préservée par difféomorphisme, on en déduit (7). O
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5 Schéma de la preuve du théoreme 2.1

On prouve le théoreme 2.1 avec la stratégie de [28] et [29] : on commence
par prouver l'existence de solutions approchées sous la forme de développements
BKW, puis on utilise un théoreme d’approximation.

On va effectuer un changement d’inconnue qui permet de redresser les condi-
tions aux limites. Ceci permet d’éviter des problemes de commutateurs lors des
estimations conormales.

Proposition 5.1 Ils existent des matrices G(b), C, telles que pour tout u € RY,
pour tout b € RV,

Mu=0& Mu=0
Ibu=0<lu=0
ot u = G(b)u et II est une matrice de taille N —d4 x N égale a
O:=[On_q, v Idn-a,].

Preuve. Notons (e;(b))1<i<n—a, une base C*® de (ker M)1Enn®) et ()1 la
base canonique de RY. On définit alors G(b) := [Idy a4, G(b)’] on

G() = [e1(d) ... en—a.(B)]. O

Ce changement d’inconnue étant effectué, il suffit alors de multiplier & gauche par
la matrice !G(b)~! pour obtenir un systéme symétrique qui vérifient les mémes
hypotheses que le systéeme initial. Pour ne pas alourdir le papier, on conservera
dans la suite, pour le systeme réduit, les mémes notations que pour le systeme
initial. Plus précisemment, on notera I10,u = 0 la condition aux limites de type
Neumann, IT étant une matrice constante, indépendante du parametre b et en
particulier des variables (¢, ).

Le théoreme suivant prouve l'existence de solutions approchées de la forme (12)
de tout ordre. Par commodité, compte-tenu de la méthode de démonstration, on
préfere introduire un profil de CLC et deux profils de CLNC supplémentaires. On
introduit aussi, pour tout T' > 0 et pour tout s € R, les espaces
B (T) = {(v.). € (H*(I'p))o! /Osup V¥ s (1) < 00}
e<

Théoréme 5.1 Pour tout entier naturel k > 2, il existe des profils Z/Ibl € No(Tp),
(U )agi<k € P(Q;O), Uf“ € Np(Tp), UMY, UF2 € NL(Tp) tel que la famille
(a%)egpo,1) définie par

Tn

Ve

FVET U (e, ) U (e, )+ VETP U

NG

Ty Tp
e’ e

Tn

=)

k
o (t,) = u'(t,x) + VEUL (to, —=) + > VE UI(t, z, ) (26)
j=2

21



vérifie
LE(b,a%,0)a” = \/EkHRE quand (t,z) € Q}'O

k+1
Maf = /&"'Ry .

uand (t,z) € T
H@naez\/EkHRQ,a } q (t, ) To

ou R. € A*(Tp) ; Rz et Ry sont dans B*(1p), pour tout s entier naturel.

La preuve du théoreme 5.1 fait ’objet de la section suivante.

Le théoreme suivant prouve l’existence d’une famille de solutions exactes de la
famille de problémes P€ admettant un développement asymptotique dont la par-
tie principale est une famille de solutions approchées des problemes P¢.

Soient, pour T positif et m € N, les ensembles

APT) = {(ae)ecio) € W)/ V(. k) €N/ j+k<m

sup ||(68n)iju5||Loo(Q¥) < 00}
€€]0,1]

Notons que si U € P(21) alors la famille (a%)e€)0,1) définie par

Ty
S(tx) =U(t, o, =, T
(ta) = Ut 2 )

est dans A™(T) pour tout m € N.

Théoréme 5.2 Soit M > 1 et m > % + 1. Alors si (a%).cj01] € A™H(Tp) est
une famille de solutions approchées de P=(Ty) au sens ot

LE(b,af,0) = Mg, quand (t,z) € Q}'O

Ma® =0

118, 4° = 0 } quand (t,z) € 'y,

avec (ge)eejo,1) € A (To) alors il existe un réel eg €]0,1] et une famille (u)eejo ]
de solutions exactes des problémes P=(Ty) telle que

ut — a®

(7)5610,1] € A™(Tp).

Ce théoreme, démontré a la section 7, est une variante des théoremes d’approxi-
mations utilisés dans [28] et [29]. Les différences essentielles résident dans les condi-
tions aux limites et dans le caractére quasilinéaire. Si dans le cas semilinéaire, le
controle des semilinéarités peut se faire par une norme L°°, on utilise ici une
norme Lipschitz. C’est pourquoi, on est ici amené a faire ’hypothese M > 1 alors
que dans le cas semilinéaire, on ne supposait que M > i. On renvoie a [28] pour
plus de détails quant a la philosophie de ces théoremes.
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Le théoreme 2.1 s’obtient en appliquant le théoreme 5.2 avec, pour famille de
solutions approchées (a®) un relevement du développement donné par le théoreme
5.1, pour k > 2. La forme du développement et I’appartenance des restes R et
R; ., dans les conditions aux limites du théoréme 5.1, aux espaces B*(T") assure
que le relévement est bien dans A™T(T).

6 Preuve du théoréme 5.1

Cette section est consacrée a la preuve du théoreme 5.1. On commence par
énoncer une propriété des développements de couches limites considérés qui est
démontrée dans [28]. Dans la section 7.2, nous réalisons une analyse spectrale du
champ complémentaire II qui est sous-jacente a la présence de couches limites de
petite amplitude. En particulier, nous montrons qu’il existe des matrices K (¢,vy)
telles que

Mu=0<TIlu=0 et (II_+ KII{)u=0.

Dans les sections 7.3 et 7.4, nous énongons des résultats sur les équations de profils
correspondantes respectivement aux CLC et aux CLNC. Le choix de conditions
aux limites différentes induisent des variations mineures par rapport a [12], [28],
[29]. Dans la section 7.5, nous substituons le développement

WO (t,x) + VEUL( )+ Y VE U, T (27)
b ]Z; \/g

a la place de u® dans (6). La proposition 6.1 assure que 1'on obtient un dévelop-
pement de la méme nature et nous détaillons ce développement . Dans la section
7.6, nous faisons une étude similaire pour les conditions aux limites. Dans les
sections 7.7 a 7.10, nous montrons comment 1’obtention d’une solution approchée
sous la forme d’un développement de la forme (27) équivaut & une succession de
problemes pour les profils et nous résolvons “en cascade” ces problemes.

Considerons un temps T positif quelconque.

6.1 Composition non linéaire des profils

Définition 6.1 On dira qu’une famille de fonctions régulieres (u®). satisfait

T T
UN \/_]Z/{'] _n_n
A

pour une suite donnée de profils U7 de P(Q%) st pour tout k entier naturel, la
famille (7). définie par

xn Tn
= —ijuj =)
j=0 \/g
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est dans A™(T).

P(Q;) est un espace de Fréchet, ce n’est pas une algebre mais est préservé
par composition non linéaire au sens suivant :

Proposition 6.1 Soit (u¥).~¢ une famille de fonctions de H>® (U1 satisfaisant

X X
u® NZ\/_]UJ . —n)
7=0 \/g

pour une suite donnée de profils U7 := UL + U + U de P(QF) et F(t,z,u) une
fonction de C= (45 x RN, RYN) telle que F(t,x,0) = 0. Alors

1. La fonction F(t,x,u®(t,z)) est dans H*(2}) et il existe (V7);>0 dans P(QF)
tels que

Ty X
F(t,x,u(t Z\/_jV] ).
7=0 < \/g

2. Le profil V° se décompose en VO = V0 + Vl? +V2 avec

Vg = F(t,x,l/{g),
V= Pt Uy +U) — F(t,z,Uy),
VO = F(t,x,US + U+ UC) — F(t,a,U° +UY).

Lorsque u € Nyp(T'), @ désigne la trace de u en 6 = 0.

3. Pour tout j > 1, il existe (Qf, j Qj)jeN C® de leurs arguments tels que

VI se décompose en VI = Vit Vj + V] avec

VIo= FEL(t,a,UD) U+ QI(tx, U kgi—1),
Vi = F

(
(t, 2, U+ UD). U+ U)) — FL(t,a,U0) .Ul
+Q(tx, U U k<),

VIio= Qi(t,w,z, U U e, (OBUF)itks)-

De plus Q} = Qé =0.

L’esprit de la proposition est le suivant : notre analyse fait intervenir des
développements avec des profils et un reste. Aussi, la propriété d’algebre n’est
pas essentielle si I'erreur commise peut étre incluse dans le reste. La stratégie
de la démonstration se résume ainsi : on introduit une algebre de profils plus
vaste contenant P(2}) ou sont autorisés des profils dépendants & la fois de Z= et
de f/"— C’est un développement avec de tels profils que 'on obtient a prlorl par
composition non linéaire. On redéveloppe les profils couplés en un développement
de CLNC en controlant ’erreur a tout ordre.
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6.2 Analyse spectrale du champ complémentaire

Comme le suggere les relations de polarisation (14) et (15), on ne s’attend pas
& pouvoir prescrire les valeurs de (Id — o)} et (Id —II_)U? au bord (ni de leur
dérivée). Aussi, on prend soin d’analyser les conditions aux limites (7) — (8) au
moyen des projecteurs spectraux I, II_ et IIj.

Proposition 6.2 Il existe un champ régulier (C*°) de matrices S(t,y), de taille
N x N, tel que 'on ait, pour tout vecteur u de RN, pour tout (t,y), I’équivalence
sutvante :

Mu =0 < ILi (¢, y)u = S(t,y)II-(t, y)u

Preuve : Pour rester concis, on omettra au cours de la preuve les variables
. o1
(t,y). On introduit la racine carrée de E,, : R := Ej,, qui est symétrique
définie positive. On définit la matrice symétrique A := R~1 A, R~!. Le sous-espace
d’équation MR~ = 0 est maximal dissipatif pour A. On introduit les champs
d’espaces vectoriels :

Ey =) ker(A—Ad), Ep:=kerA,
A>0
E_:=) ker(A — \d).
A<0

A ces trois sous-espaces on associe les projecteurs orthogonaux respectifs P, P
et P_. Pour tout vecteur v de RV, on a la propriété suivante :

Piu#0 et MR 'u=0 implique P_u#0. (28)

En effet, dans le cas contraire, on aurait que le produit scalaire < Au,u > est
strictement positif, ce qui est absurde. Utilisant (28), on a que Papplication  :

ker MR™! - E_ & E,
u — (P_u, Pyu)

est injective. Comptant les dimensions, on a méme que ® est un isomorphisme.
On a ainsi I'existence de matrices carrées, de tailles N x N, S’ et T” telles que

Mu=0< P,Ru=SP_Ru+T PyRu.

Montrons que 7' Py = 0. Dans le cas contraire, on pourrait considérer un vecteur
u de RN tel que T"PyRu # 0, P_Ru = 0 et P, Ru = S'P_Ru. Ceci contredirait
(28).

Remarquant que PsR = Rlls ou § est une notation commune pour les indices +,
— et 0, le résultat suit avec S = R71S’R. O
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Remarquons que, quitte a substituer 11, STI_ & S, on peut supposer que
ImS=E; et kerS=Ey® E_. (29)

Notons qu’avec ces conditions supplémentaires, S est uniquement déterminée.

On définit alors le champ complémentaire, pour tout (¢,y) € I'r, par
Il := Mo + I + E;, L ('S) Ep 114
Notons que compte-tenu de (29), on a, pour tout vecteur u de RV, I’équivalence :
Mu=0<TIu=0 et (II_+ E’,;k(tS)En,nHJr)u = 0.

Montrons que le champ II, ainsi défini, vérifie (5). Pour cela, on montre que pour
tout couple de vecteurs (a,b) de RV x RV vérifiant les conditions Ma = 0 et
Ilb=0,0na<a,BE,,b>=0.

En effet, on a

<a,Epnb> = < Ra,Rb>
< PyRa,PLRb >+ < P_Ra,P_Rb> + < PyRa, PyRb >,

en utilisant 'orthogonalité des projecteurs.
Or la condition Ma = 0 se réexprime par Py Ra = S’ P_ Ra et la condition I1b = 0
par P_Rb= —'S"P, Rb et PyRb = 0. On conclut en remarquant que

<P_Ra,P.Rb> = < P_Ra,—-'S'P,Rb>
= — <SP _Ra,P.Rb>
— — <P.Ra,P.Rb>.

6.3 Probleme hyperbolique-parabolique

On donne ici un résultat qui nous sera utile dans la construction des CLC.

Il existe des matrices A’ (t, ), de régularité C°°, telles que A, (b(t,z),u’(t,z)) =

Ap(t,y)+ 2, A2 (t, ). Notons Hy le linéarisé de H en u?, ie Ho(b, d) := H(b,u’, d).
K =" T ATy, M :=! yHolly + K68y.

H est un opérateur symétrique hyperbolique pour lequel le bord {z,, = 0} est
totalement caractéristique. Introduisons 1’ opérateur

2i=H-' B, 0.
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On définit le probleme hyperbolique-parabolique linéaire :

(Id —1Ip)W =0, quand (t,z) € QJTFO x RS,
EW =f quand (t,z) € Q;O x RS,
OgWlp—o =d quand (t,x) € Q;O

W =0 quand (t,x) € Qf

(30)

ou f est dans Np(Tp) et d dans HOO(QJTFO), vérifie (Id — Ip)d = 0 et d|;<o = 0.
On a alors le théoreéme suivant :

Théoréme 6.1 Il existe un unique W dans Ny(Tp) solution de (30).

Ce théoréeme est une variante facile des théoréemes, semilinéaires, montrés dans
[28] et [29]. La condition aux limites est ici un peu différente mais les techniques
de démonstration s’adaptent sans difficulté.

6.4 CLNC

L’étude des CLNC fait intervenir des équations de la forme
(=% + E;;Anﬁz)u =& quand (¢,z,2) € Q;FO x R}, (31)
ou ® € N,(Tp) et des conditions aux limites de la forme :
I_0,U =L quand (t,x,z2) € QJTFO x {0} (32)
ou L est dans HOO(Q;FO). Il s’agit d’une EDO linéaire en z paramétrée par (t,z).
On a la proposition suivante, trés classique ([28], [29]) :

Proposition 6.3 1. Si ® = 0 et U € N,(Tp) est solution de (31) alors on a
(Id—-TI_)U = 0.

2. SiII_® = 0 alors (31) admet une et une seule solution U € N, (Tp) telle que
II_U =0.

3.5 (Id—TI_)® =0 et si (Id—TI_)L = 0 alors (31) — (32) admet une et une
seule solution U € N,(Tp) telle que (Id —TI_)U = 0.

6.5 L’ansatz de résolution

Un développement de Taylor au premier ordre assure ’existence de matrices
E,b%n(t, x), dépendantes de fagon C™ de (¢, z), tels que E, ,(b(t, z)) = E,n(t, y) +
xn.E,bw(t,x).

La substitution du développement (27) a la place de u® dans (6) donne, par la
proposition précédente un développement (’ansatz de résolution)

> VE e, 2 )
720 e Ve
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ot les profils F/ sont dans 77((2JTr ) et se décomposent de la maniére suivante :

FO = H(b,u®,8)u’ — F(b,db,u°) — f
et, pour j > 1,
Fi = Holdl — Fl(b,ob, Ui + ¢,
]:g = Aonagungl + (Ho + AI;LHOG + DuAn(b, z;0)'2’{19189)2’{5 - En,”a%ug
— F(b, b, ) +
fg = finazungQ - En,naZZUg+2 + qg’

ou 'on a regroupé un certain nombre de termes de la fagon suivante :

et, pour j = 2,

¢ = —EUIT2 — QI (b, db, UF)r<i 1),
g = &MU —EUITP — QI(b, 9b, UF U g 1),
¢ = (Ho— &)Ul — EUI™ — QI (b, b, z, (U UM<, (OUF)is1<s)-

On note &, et &, les opérateurs

=1
=Y 0i(Ein0..) + 0:(Enid;.).
=1

Noter que si I’on a choisi ici, pour la clarté de I’exposé, de chercher directement
un développement de la forme (27), le lecteur curieux pourra introduire un déve-
loppement plus complet

\/_Juj x”ﬂ
% S

et constater que les profils d’ordre 0 et 1 sont nécessairement u° et un profil de
CLC.
6.6 L’ansatz de résolution des conditions aux limites

La substitution du développement (27) a la place de u® dans (7) et (8) donnent
les ansatz de résolution

Z\ﬂfglo (t,y), Z\f Foy (t,y)

7=0 720
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ott Fy = Mu®|y,—o et, pour j > 1, Fly = MU|,, g et

C
‘7:311 = H(anuolmnzo + 89”171‘%:9:0 + azug‘xn:Z:O)
et, pour 5 > 1,
fju = H(anuj|xn:6:z:0 + aeug+1|arn:0:0 + azug+2|mn=z:0)'

[

On considere alors le probleme

MuP|,,—o =0
SO(T)) : In
(Sa(To)) { IOt lgso + Ol o + DUZ ) = 0

et, pour 5 > 1, les problemes
; MU\, —o=0
S7(Ty) - n ; ; .
(AT | o+ 0 + 04 oc) = 0

6.7 Le tableau de la cascade

On considere, pour j > 0, les probléemes

. J _t _ J _ i _t J+1
(. | A= Ud-TF = F = oA <0
quand (t,z,0,2) € Qp, x Ry x R}

et on illustre notre statégie de résolution en cascade par le tableau suivant :

(59 (Y (5%)
FO R (Id="T)F) , FY
F! "y F} FL, (Id o) F}L, F}
F2 o F2 F2, (Id —" o) F2, F2

Chaque terme de la premiere colonne est la somme de la ligne correspondante.
Lors de la résolution du probleme (S7), les profils inconnus sont U7, L{g et U2 +2,

Dans le cas ou 'opérateur est semilinéaire, on dispose des résultats de [12] et
[28] pour le cas ou on prescrit des conditions aux limites de type Dirichlet aux
probléeme parabolique et des résultats de [29] pour I'approximation d’une discon-
tinuité. Aussi, il est possible de faire une analyse comparée. Dans [29], on montre
qu’il est possible de ramener le probleme de ’approximation d’'une discontinuité
le long d’une hypersurface caractéristique a un probléeme dans le demi-espace. Se-
lon une propriété dite de Rankine-Hugoniot, la discontinuité est polarisée sur le
noyau de la matrice normale. Les conditions aux limites pour les perturbations
visqueuses sont la retranscription des conditions de raccord portant sur la fonction
et sa dérivée. Au niveau de la cascade, passer de Dirichlet & ces conditions reve-
nait a décaler d’'un cran vers la gauche les profils de CLNC. Passer au champ 11
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exhibé dans cet article revient alors a décaler a leur tour d’un cran vers la gauche
les profils de CLC, et d’'un cran de plus les CLNC. Ce dernier point provient du
couplage induit par la partie “Neumann” des conditions aux limites.

En optique géométrique, ou pour des oscillations & la fréquence %, [4] ont défini
la terminologie suivante : les oscillations d’amplitudes O(e) sont dites de faibles
amplitudes, les oscillations d’amplitudes O(,/) sont dites de fortes amplitudes,
et les oscillations d’amplitudes O(1) de grandes amplitudes. Par analogie, une
CLNC (resp CLC) d’amplitude O(e) (resp O(y/2)) est dite de faible amplitude,
une CLNC ou une CLC d’amplitude O(1) de grande amplitude, une CLNC (resp

CLC) d’amplitude O(y/¢) (resp 0(8%)) de forte amplitude.

Passer, pour les perturbations paraboliques, de conditions aux limites de type
Dirichlet aux conditions exposées ici, c’est passer de couches limites de grande
amplitude a des couches limites de faibles amplitudes.

Voyons comment se résolvent successivement les problemes (S7(Tp)) — (57, (o))
pour 5 = 0. Nous commencons par détailler le cas 7 = 0, qui est un peu particulier.

6.8 (5°(Tv)) — (Sa(Tv))
On définit 'opérateur ZMU par
=MW = =W + KMWo,w
ol
KW =t Iy Dy Ay, (b, u0).I1,
et on considere le probleme

=Myt =0
Dol g—o = Tod,u®  quand (t,2) € O |
Uy =0 quand (¢, 7) € Qf .

} quand (t,z) € Q;;O x RS,

Rappelons, pour le confort du lecteur, que I'opérateur = est défini a la section
7.3. A priori, ce probléme est non linéaire en raison du terme K [1}1/{1)1692/{171. Cepen-
dant, la proposition 1.1 assure que ce terme est nul et le théoreme 6.1 assure alors
lexistence d’une solution réguliere U} € Ny(Tp).

A T'aide de la proposition 31, on construit &2 comme solution dans N (Tp) de
I’EDO en z paramétré en (¢,x) :

(—Emag + zﬁin@z)L{f =0 quand (t,z,z2) € Q;O x R,
OU?|—o = —(TT_ + E;}L(tS)En,nHJr)anuo quand (t,z) € Q;O
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Avec ces choix de U} et U2, les problemes (S°(Ty)) — (S9(Tp)) sont vérifides.

Notons que les deux problemes sont découplés. Cela provient essentiellement des
relations de polarisation (Id — IIp)U} = 0 et (Id — II_)4? = 0 (cf point 1 de la
proposition 6.3). Aux ordres supérieurs, il en est autrement. Les différents types
de termes (partie réguliere, CLC et CLNC) sont couplés par les conditions aux
limites.

6.9 (S(Th)) — (S4(Tv));j > 1
On va se servir, la encore, des résultats des sections 6.3 et 6.4.
On prend pour UZ 1a solution du probleme mixte symétrique hyperbolique linéaire :

Holt] = F,,(b,0b,u" U] + ¢} quand (t,z) € OF,
MUJ = =M Ujlo=o + U|.=0) quand (t,z) € T'r,
U =0 quand (t,z) € Qd

On détermine ensuite, dans I’ordre que 'on veut, (Id— HO)Z/{ngl et (Id—TII_)ul+?
comme suit. On prend (Id — HO)Z/{gle comme 'unique solution dans Ny(Tp) de

Andp(Id — T)Uf " = ¢ quand (¢,2) € O, x Ry,

ol
0y = —(1d ~" o) [(Ho + 43,605 — F, (b,0b,u") — Eyn0p)Uy — q})-

L’unicité provient de ce que 'opérateur dy réalise un automorphisme de Ny(7p).
On construit (Id — 1)U comme solution dans N (Ty) de PEDO en z pa-
ramétrée par (¢,x) :

(=02 + By p And:)(Id — T )UI*2 = (Id — L) E, ] (33)
ou (t,z,z) € Q;O x R} .

Reste a determiner ITolf; et TI_12 2. Cela se fait, encore une fois, dans l'ordre

que 'on veut, comme suit : on construit Hol/lg 1 comme I'unique solution dans
Noy(Tp) de

Eug'“ =* Hoqg quand (t,z) € Q;FO x RS,
HoagblgH]g:O = —TIg(9,U7 + 0.UIT2|.—g) quand (t,z) € Q}'O
HOUngl =0 quand (t,z) € QF
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On construit H_Z/{g *2 comme solution dans N »(Ty) de PEDO en z paramétrée
en (t,x) :

(—02 + E,;}L/‘inaz)n_ug“ = H_EQ;}LqZ quand (t,z,z) € Qf x R},

T O.UIT2| g = —T1_ (85U T |g=0 + 0UU7)
— B} (18). By T (0l g + OpU] 9o + 0:UIT?|.—0)  quand (t,x) € QF

n,n

6.10 Conclusion

Avec la stratégie précédente, on obtient que le développement (26) satisfait les
problemes (S7(Ty))o<j<k €t (5%(To))o<j<k- Or, se référant au tableau de la section
6.7, on remarque lorsque les problémes (S7 (Tv))o<j<k sont vérifiés, les premiers
termes non nuls de ’ansatz de résolution sont

VETHFE 4 (1d = TIo) FETY 4 FFHY,

On a ainsi un reste de la forme \/EkHRg, avec (Rg)e € A™(Ty), pour tout entier
naturel m. Ainsi se conclut la preuve du théoréeme 5.1.

Pour étre complet, signalons comment obtenir la deuxiéme moitié des propriétés
de polarisation (15). II suffit de se rappeler que ¢} = 0 (cf section 6.5) et qu’ainsi
le second membre dans ’équation (33) est nul. La proposition 6.3 permet de
conclure.

7 Preuve du théoréme 5.2

Pour ne pas accabler le lecteur, on omet le parametre b dans les lignes qui
suivent.
7.1 Reformulation du probleme

On va reformuler le probleme de manieére a jauger la force des non linéarités
en fonction du petit parametre €. On cherche une famille de solutions exactes de
P¢(Tp) (au moins pour une gamme de € petits) sous la forme u® = a® + eMw®.
Pour cela, on écrit

H(uf, d)uf = H(uf,d)a® + eMH(uf, d)ws.
Par un développement de Taylor, on obtient existence d’un opérateur H” tel que
H(u+v,8) = H(u,d) + v.H (u,v,d)
et d’une fonction F” telle que

F(t,z,u+v) = F(t,z,u) +vF’(t,x,u,v).
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Définissons Br(e, t, xz,v)v 1= —v.F"(t,x,u,an) + U.Hb(ae,e’:‘MU, d)ac.

Soit T un réel positif. On a alors ’équivalence : u® vérifie le probleme P¢(T)
si et seulement si w® vérifie le probleme :

H(uf, d)w® + Br(e,t,z,w)w® — ew® = —g° quand (¢, z) € Q.
Mw: =0
r 4
118, w, = 0 } quand (¢,z) € T'p (34)
w. =0 quand (¢,z) € Qf .
On va montrer la convergence, uniformément en e, sur (0,7p), d’'un shéma

itératif.

Effectuant une fois encore un développement de Taylor, on obtient I'existence
de matrices (AI;qu)i:LQ telles que

Ap(af 4+ eMuwf)d, = Apdy + A% af, eMw®) Zy, + VEA (aF, eMuwf)D,.
On note H(u®,d)w® lopérateur obtenu en substituant A,d, + AE{l(aa, eMw®)Z,
a Ap(a® 4+ eMws)o,.
On va utiliser le schéma itératif par w® =0 et

H(af + eMw”, 9w+ + \/EAzgz(aE, eMwt)d,w* + Bg(e,t, z, w"” )w”
—eEw’tt = —¢g°  quand (¢,z) € O
Muw"tt =0
09, w'+ — 0 } quand (t,z) € T'p
., =

w’tt =0 quand (¢t,z) € Qf

(35)

Par souci de concision, on ne détaillera pas au cours de la preuve le traitement
du terme a® qui joue ici le role de parametre, et qu’on contréle par des estimations
de type L. ([11])

7.2 Estimations conormales
On commence par établir des estimations conormales pour le probleme linéaire :
H(af + eMws, O)w® — efwf = ¢ quand (t,z) € Qr
Mw. =0
118, w. = 0 } quand (t,z) € I'p (36)
w. =0 quand (t,z) € QF

On notera pour A > 1,

ulloar = lle ™ ullpaqey ullma = 3 A Z5ullor .
k<m

On omettra volontairement 'indice € de o® et w®. Cela ne doit pas entrainer
de confusion.
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Proposition 7.1 Soit m un entier et u un réel strictement positif. 1l existe Ay, >

1 tel que siw, w € H™(2}) vérifient le probléme (36) et sM||m||Lip(Q+) <, alors
T

pour A = A\, et pout tout € €]0,1] :

elVowllmar + Al xr <A Al a1 (37)

Preuve. Pour m = 0, il s’agit détablir une estimation L?. On procede classi-
quement en multipliant I’équation & gauche par ‘w et on intégre par parties en
remarquant que
e pour vecteur w tel que Mw = 0, on a ‘wA,w =0 <0 (d’apres 'hypothese 1.2),
e pour tout couple de vecteurs (a,b) de RN x RV vérifiant les conditions Ma = 0
et IIb =0, on a < a, E’n,nb >= 0 (par construction de II) . En particulier,

< w,E’n,anw > |z,=0 = 0.
Ainsi
E‘waH%,A,T + )“ng,)\,T < Aol < fyw>oar |- (38)

On raisonne ensuite par récurrence forte supposant Iestimation (37) établie avec
0,1,....,m — 1 en lieu et place de m. On applique alors l'opérateur de dérivation
Z™ qui commute exactement avec les conditions aux limites sur I'p. On a ainsi
que Z™Mw vérifie

H(a® +eMw,8)Z2™w — e£Z™w = f  quand (t,z) € QO
MZ™w =0

110, Z2™w = 0

Z™w =0 quand (t,2) € Qf

} quand (¢t,z) € T'p

oi fi=Z™f + [H(a® + M, 0), Z™w + [—£&, Z™w. Notons que I'on s'est servi
de ce que, grace a la réduction de la proposition 5.1, les commutateurs [M, Z™],
[IT, Z™] sont nuls.

Appliquant (38), et multipliant par A2(m=lal) " on obtient
eATD I wlloaz) + ANVl ar)? < XX TTD] < Frw o |

Pour contréler le membre de gauche, il nous faut majorer les termes

Nm=laD| < £ S0 |, (39)
A2m=lel| < 1K (0 + eMw, 8), 2w, w >oaT |, (40)
N2m=lel| < [—eg 2w, w Soar |- (41)

Le terme (39) se majore par
A1 [0, ) A1V o] g, 1)
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puis par
A les(N TN Z flloa ) + AT 20w G 5 1),

pour un J assez petit de facon a ce que le terme en w soit absorbé dans le membre
de gauche.

Considérons maintenant le terme (41). Pour le majorer, il suffit de majorer une
somme de termes dont les “plus mauvais” contiennent deux dérivées normales 0,
et sont de la forme :

A2m=lal| < [ A8, BO,C, Z%w, Z%W >o a1 |.

On effectue une intégration par parties. Remarquant que pour 0 < x, < 1, le

commutateur [02, Z%] est de la forme >, I 027k et tirant parti de la condition

aux limites, on a que le terme de bord est nul. On est ainsi ramené & controler
2(m— 2 2
A8, Z0w| (3 1|0, 2wl [f 5
que 'on majore par
Se|Opwl|? dhw||?
elOnwl 5, 5 + cselOnwl] 1z

ol § est choisi suffisamment petit pour absorber le terme de|d,w||?, , dans le

membre de gauche. Le terme £|9,w||?,_; \ est majoré par le membre de droite de
Pestimation (37) d’apres ’hypothese de récurrence.

Il reste a controler le terme (40). Pour cela, on doit controler des termes de la
forme

A2m=lel| < 14,(af + eMw) Z;, Z%w, Z%0 >pp| pour0<i<n—1, (42)
A2m=leD) < [4° (aF 4+ eMw) Z,,, Z%w, Z%w >12 I, (43)
)\Z(m—|o¢\)| < [/in(aa + ng)an,an]w,Z“w >L§\ | (44)

Les termes (42) et (43) se majorent par cte|w| ]fn ), et sont absorbés dans le membre
de gauche de (37). Pour le terme (44), on remarque que l'on a, par 1’équation,

Andyw = —H(a° + Mo, O)w + eEw + f,

H (0 + eMw,8) := H(a® + M, 0) — A,0,
ce qui nous ramene a des cas précédents. [

Notons qu'il résulte de [15] que le probléme (36) est bien posé. Le schéma itératif
est donc bien défini.
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7.3 Convergence du schéma itératif
On va maintenant utiliser ce résultat au schéma itératif (35).

Proposition 7.2 Soit > 0 fizé. I existe A\; > 0 tel que si EMHw”HLip(QJTr) < p
alors, pour A = A1,

el Vow T s r + M G xr S AT el [Fa gz + [0 | + €10nw” |17, 5 7).
Preuve : on utilise les inégalités de Moser suivantes ([12]) :

Lemme 7.1 Soient m € N,ay,...,a; € H™(}) et o := (av,...cq) € N} |a| =
laa| + ... + || < m. Alors, pour tout A > 1, on a

Nz ar ZRalopr < ¢ (Miggllailloo)lajllma -
J
La constante c étant indépendante des a;.
Ces inégalités permettent notamment de majorer les non linéarités
Vel A2 (@, eMuwt)d,wh | [mar et |Brle,t,z, w” )" ||mar

respectivement par

cter/e(|0nw" |l a1 + M0 ||oo [ || a T)
et

cte(|w! |z + ™ w0 |oc|wH|lma,7)-O

Les estimations précédentes utilisent des normes Lipschitz pour contréler les non-
linéarités lors des estimations conormales. Nous allons maintenant voir que 1’on
peut controler les normes Lipschitz par des plongements de Sobolev. Le point
essentiel est que 1'on désire étre économe en ¢, et donc en dérivée normale. C’est
pourquoi, a Uinstar de [28], [29], on se tourne vers des plongements de Sobolev
anisotropes. Le plongement Sobolev qui suit est démontré dans [12].

Proposition 7.3 Il existe un réel p strictement positif tel que, pour tout w €
H™(QF),

lwlloo < PTe ([l a1 + 90wl lma7)
On en déduit par un simple changement de variable

Proposition 7.4 Il existe un réel p strictement positif tel que, pour tout w €
H™(QF), pour tout ¢ € [0,1],

1
et |wll e iy < AT ([l 1 + VEIORW]lin 2 7)-
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On déduit de ce lemme un contrdle de la norme |[.||;;p-

Corollaire 7.1 Il existe un réel p strictement positif tel que, pour tout w €
H™(QF), pour tout ¢ € [0,1],

3
ellwll ity < PTE (Wllmaz + VEIOnwllmaz + 2|05 wllmar)-

Fixons un réel p > 1 arbitraire, un réel A\; donné par la proposition 7.2,
A2 31 et b= supgeec (192 lma o + [0l )

Le corollaire 7.1 montre la nécessité de disposer d’estimations conormales pour les
dérivés normales d’ordre inférieur ou égal a deux. La proposition suivante, laissée
au lecteur, comble cette lacune.

Proposition 7.5 Il existe C tel que si
M0 iz y <t [0 gy < By VEIO o < B
alors
e2102w” ™ |mrt, < C.
On choisit alors 0 < & < 1 assez petit pour que eM~1(2h + C)pTpe ™ < p.
Proposition 7.6 La suite (w"), satisfait

weN eMuw|lpary <p s [0 llaam <P et VElw gy < e
0

Preuve : On raisonne par récurrence sur v. La proposition est vraie pour v = 0.
Supposons la vraie pour v quelconque. Alors par la proposition 7.2 et le corollaire
7.1,on a

elVaw T, am + AW Ty < ATIABRY

On en déduit [w” ™| a 1, < hy VE|Ow” ™Y |maz, < h. Par la proposition 7.5, on
a
M lw [ Ly < MTHC + 20)pToeM 0 h < p O

On obtient alors classiquement une solution réguliere de (34) qui vérifie par pas-
sage a la limite e ||w” || = O(1) et |[w”|lm a1, = O(1). Les dérivées normales
itérées sont estimées ensuite, par récurrence, grace a I’équation. [J
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