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Chapitre 1

RAPPEL DE PREREQUIS

1.1 Trigonométrie

RELATION FONDAMENTALE : | sin26 + cos2f = 1

sin (—0) = —sin (6)
cos (—0) = cos (0)

PARITE :

SYMETRIE :

9) ( )—cosﬂ
9) —cos( —i—G)—sinH
9)—00‘59
9)—tan9
—0) =cos(m+60)=—cosf
—60) = —sin (7 +60) =sind

>1 wl:\ M|>, 1\3|>.1 MI>|

-+

93

B
/\/—\A/\/_\

&.
=
—~
>]

ADDITION :

sin(a—b)
cosacosb

sin (¢ +b) = sinacosb + cosasin b }:> {tana+tanb sin(atb)

) cosacosb
sin (a — b) = sinacosb — cosasinb tana — tan b =

(

(

cos (a 4+ b) = cosacosb — sinasinb

cos (a —b) = cosacosb+ sinasinb
n

__ tana-+tanb _ _ _tana—tanb
ta (CL + b) = _17ttan%[t7anlb tan( b) - 11_‘~_Hautnata&)b

__ cotacotb— _ — lrcotacoto
cot (a + b) — “cotatcotb cot (a b) ~ cotb—cota

ANGLE DOUBLE :

sin 2a = 2sina cos a
cos2a = cos?a —sin2a = 2cos2a—1=1-—2sin%a
= 6082 a = 1+c§s 2a sin2 a = 17035 2a
__ _2tana
tan2a = T tanZa

SOMME-DIFFERENCE-PRODUIT :

sina + sinb = 2sin (“TH’) cos (“T*b) si.nasinb = %1[(7(.’5 (a—b)— 905 (a+b)]
sina — sinb = 2sin (“74’) cos (“TH’) sinacosb = ? [sin (a + b) + sin (a — b)]
cosa + cosb = 2 cos (“TH’) cOoS (%) cosacosb = p [C.OS (a—10)+ €os (a+b)]
COS a4 — cosb — —9sin ( ;rb) sin (aQb) cosasinb = ; [sin (a + bb) —sin (21, —b)]
sin (a + b) sin (a — b) = cos 2b - cosz a tan atan b = (Eﬁzéz)bgtﬁgzgibg
— = o tana __ sin(a+b)+sin(a—
cos (a + b) cos (a — b) = cos*b — sin“ a = T(aTh) (e D)

AUTRES RELATIONS :

13
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1 2 1 2
cosg — 1 +tan"0 7 = 1 +oot™d
soit : t = tan% cosa = L‘L—g sina = 1_2:,52 tana = 13@2 cota = 1;2

ANGLES REMARQUABLES :

0| n/6 /4 /3 | w2
sin | 0| 1/2 | v2/2 | v3/2 | 1
cos | 1 |3/2]2/2] 1/2 | 0
tan | 0 | 1/4/3 1 V3 | +
cot | oo | /3 1 1/v/3] 0

RELATIONS ENTRE FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES :

sin cos tan cot
: : +tanx 1
sinz = sin +v1—cos?g | =0T _ | 4 1
\/ V14tan? ¢ V1+4cot?
c 2 1 cot x
cosx = | V1 —sin“x cos T + +
\/ V1+tan? z V1+cot? z
_ sin x ++v1—cos?z 1
tanz = ++/1—sin2 cos T tan cotx
o :I:\/lfsin2 T Ccos T 1
CtT=] T | I ieots fanz cotz
1 T
arctan x + arctan — = —
x 2
DERIVEES :
fonction | sinx | cosx tan x cotx arcsinx | arccosx | arctanx
I " T — —T T —1 1
dérivée | cosz sinx | —ap = snZa V122 V122 Tta2
1+tan?z | —1 — cot? x

LIMITES ET INTEGRALES USUELLES :

- +oo |
lim sinr __ 1 et f sinr __ %
z—0 T 0 x

FORMULES D’EULER :

cos f) — exp(i9)+2exp(—i9) ot | sin@ = exp(i@)—e_xp(—i@)

21
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1.2 Développements limités usuels au voisinage de zéro

lime(x) =0
z—0
2 n
e 142 T LT o
e —1+1!+2!+ —i—n!—i-x e (x)
1 Ina)? Ina)"
ax:1+:c1r|1a+(x ;a) + - —|—w+x”e(m) car a” = exp (zlna)
re r(r—1)z? rir—1)---(r—p+1)a? r(r—1)---(r—n-+1)z"
I it VSN (et STy 28 | L e V0 )
1! 2! p! n!
+a"e (x)
1
=l-az+a? 242" — 25+ (=1)"2" + 2" (2)
14+
1
1—:1—|—:c—{—x2—i—ﬂ:3—|—x4—|—:c5---—|—:U"—|—:U"6(:c)
-z
2 3 4
N
In (1 —r— 4+ .. 1t n
n(l+xz)=ux st 3 77 +(-1) n+x5(x)
2 3 4 n
N x
n(l-z)=—-2— — 2 _Z ... _ .
n(l—ux) T-T 3Ty n—i—x e (x)
3 5 7 n 2n+1
_ z z z (-1)"= 2n+2
siw=o -t g - e gy e (x)
3 5 7 n+1
ihe gy L AT
sihe=z+ g+t gt gy T W@
2 4 6 n,2n
_ x x x (=1)" 2n+1
Cosx—l—g%—z—a-i-"'—Fw—l- e (z)
2 4 6 2n
T T 2n+1
coshr=ltor+ gt gt Ftagymte <@
¢ +x3+2x5+ 17x7+ 8()
anr =+ — + — e(x
3 15 315
3 5 7
2 17
tanhx:x—% 1—:';— %—l—x%(y’v)
1 z 23 4
tr=-—-—"
cotz=——3 45+x6(x)
3 5 7 n 2n+1
z z z (=1)"z 2n+2
arctanz = x 3+5 7+ + 1 + 27" e (x)
3 5 7 2n+1
argtanhx:x—i—%—i—%—i— %+---+;n+1+x2"+25(x)
, 1 23 1-3 25 1.3.5 2" 1:3:5.---(2n—1) a2t
arcmnx—x%—i-?—i—r-g%— 2-4-6'7+”' + 2.4 - (2n)-2n+ 1) +x e ()
ih 1 x3+1-3 ° 1-3-5 £U7+ +(_1)".1.3.5....(Qn_l)x2n+1
argsimhr=0—- - —4+— —— ——— - — 4
& 23 7245 246 7 2.4 - (2n)- (2n+1)
2n+2
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1.3 Deécomposition des fractions rationnelles : F(x) = 5"((?)

1. CHERCHER LA PARTIE ENTIERE :sin > m

2. POLE REEL SIMPLE : F (z) = g avec  Q(a) #0
Forme de la décomposition : F(z) = -4 + ... ot : A= (zx—a)F(x)|,_,

Autre méthode (si fraction compliquée) : | A = i)

P(x

3. POLE REEL MULTIPLE : F(z) = Wké)(x)
2

avec Q(a)#0

. s . _ A A . A -
Forme de la décomposition : F'(z) = 2= + o T + (m—Z)’“ +
— B ()]
Poser y = a—>F—kal(y).

On divise P;(y) par Q1(y) selon les puissances croissantes a 1'ordre k — 1.
4. POLES COMPLEXES CONJUGUES :

P (x) p? —4g <0
F(x)= avec (a,@) € C? racines de x> + px + q

(@ +pz+a) Q) Q(a) #0

(a) k=1
On décompose dans C' et on regroupe les 2 termes obtenus (car B = A)

Forme de la décomposition : F'(x) = (ﬁ + %) + - = xéf;xﬁ; + -

avec : Ay = 2Re[A] et By = —2Re [Aq]
(b) k>1, Q simple
On soustrait de I les éléments simples issus de Q = nouvelle fraction simplifiée.

On se rameéne a : Fy (z) = %. On divise P, par 22 + pz + ¢ (selon les puissances

décroissantes). Et on recommence.

(c) k>2, @ moins simple
Forme de la décomposition :

Az + B Asx + Bg Apx + By,
F(z) = — 5 st ot S %
r“+pr+q (22 +pr+q) (z2 + px + q)
On calcule : (22 + px + q)k F (z) ‘ = ggz; = Ara+ By < P(a) = Q(a) [Axa + Bg]
r=a
or a®> = —pa — g donc on remplace toutes les puissances de a par une combinaison linéaire de 1
et a.

On obtient : ax[expression n 1 en Ay et Bi| + 1x[ expression n°2 en Ay et Bg] = 0
C e expression n°1 = 0
Or 1 et a forment un systéme linéaire indépendant = { XPTEss o
expression n°2 = 0
On est donc ramené & résoudre un systéme linéaire en Ay et By. On forme ensuite :

F(z) — _Akr+Be ot on recommence pour avoir A,_1 et By_q ...
(z2+pz+q)

NB : inutile de déterminer a.
5. ISSUES DE SECOURS

(a) donner & x des valeurs particuliéres ( 0; 1; -1 ...)

calculer lim zF (z)
T—r00

méthode d’identification générale avec coefficients indéterminés

)
)
(d) calculer (z —a)* F (z) _pour le terme de plus haut degré
) utiliser la pariteé. -

)

faire une vérification a posteriori.
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1.4 Fonctions hyperboliques directes

coshz = €= >0 cos z = cosh (iz)
DEFINITIONS : | Sith® = <=— coshz = cos (—ix)
" | tanhz = iggﬁi sinz = —isinh (ix)
cothr = tanlhm sinhx = —isin (ix)
DERIVEES :
fonction | sinhx | coshz tanh x coth x
dérivee | coshz | sinhz | —5— =1 —tanh’z | —— = 1 — coth®x
cosh® ¢ sinh® x

TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE : |cosh?z — sinh?z = 1

cosh (a + b) = cosh acosh b + sinh a sinh b
(

cosh (a — b) = cosh acosh b — sinh asinh b

sinh (a + b) = sinh a cosh b + cosh a sinh b

sinh (a — b) = sinh a cosh b — cosh a sinh b
— h hb

tanh (a + b) - 1t—irtlanalblzt?:nhb

cosh 2 = cosh? z + sinh? 2z = 2cosh?z — 1 = 1 + 2sinh? z
sinh 2z = 2sinh x cosh =

__ 2tanhx
tanh 2x = Trtanh? s

1.5 Fonctions hyperboliques réciproques

DEFINI_TSONS U EXPRESSIONS LOGARITHMIQUES
= argsinhx x = sin
Y gmeﬂ% ye}ey Vr € R, argsinhz =In (z + Va2 +1
y:argxcglshx @x:cc;szlrz)y Vr > 1, argcoshz =In (2 + Va2 -1
Y a11g1<amn<1x t &;Ié%y V|z| <1 argtanhz = 1n (L—;)
y= agcothx =T = cothy V|z| > 1 argcothz = 1 1n <§—J_rl)
x>1 (resp. x<—1) y>0 (resp. y<0)
DERIVEES
. o 1

(argsinh )" = Vi

(argcoshz)’ = ——

(argtanhz) = 1_1962 sur | —=1; +1]

(argcotha) = = sur ] —oo; —1[U]1; +oo
N.B :

Vee]—oco; —1[U]1; o0,

YV

eR, xz#1, x#-1,

1
Vr2—-1

(ln‘:ﬂ—k m‘)l =

<11n )':

2

142
1—x

2

1—x
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1.6 Les coniques

—rT<0<nm
avec : p>0

e>0
Selon les valeurs de e, on obtient toutes les coniques :

. . . _ _ Db
Equation polaire : |r = TTecosd

1. ellipse: 0 <e<1
2. parabole : e = 1
3. hyperbole : e > 1

Equations cartésiennes :

T =17rcosf
y =rsinf
2 = g2 4 42

Donc:r+ercosb=p < r=p—ecx

& 7“2:(]?—656)2

= (1—62)x2+y2:p2—2pex

1.sie=1: |y?>=p?—2pa|parabole

2.sie#1: ,
(=) (o 125 ) 2 =0+ = o
—
(1—62)X2+y2:% s X Zi =1
(1-e2)? (1-¢2)
(a) si0 < e <1:onpose: a’= (1_”;)2 b = 1{12
d’otr : §—5+g—;:1 ellipse
(b) sie > 1:on pose : a®= P’ 2= 2

(1762)2 e?—1

o, 2 2
dou: |2y — 1

> 1| hyperbole




Chapitre 2

SUITES NUMERIQUES

2.1 Mots-clés

Suite arithmétique, Suite géométrique, Raison, Terme général d’une suite, Limite, Convergente,
Divergente, Majorée, Minorée, Récurrente, Somme partielle [2, 3, 4, 5]

2.2 Définition

On appelle suite & valeurs dans un ensemble FE, la donnée d’une partie finie I de N et d’une
application :

f : I—F
n — Uy (2.1)

uy est appellé terme général de la suite. Souvent £ = Ret I = N.
Notation : la suite est notée (u,)ner
Définitions :
— suite croissante :
— suite décroissante :
— suite majorée :
— suite minorée :

2.3 Limite

On dit que la suite (uy)ner admet pour limite [ (I € R) si :
Ve > 0,3ng € N/VNnel,(n>ng) = |u, — 1| <e
Propriété : Unicité de la limite

Convergence : si (un)ner admet pour limite [, I € R, on dit que la suite (u,)ner converge vers [.
On note :

lim wu,, =1
n—oo

Dans tous les autres cas, la suite (uy,)ner diverge.

2.4 Critéres de convergence

2.4.1 Théoréme

Soit (un)nen une suite croissante et majorée (resp. décroissante et minorée) ; alors w, converge.

19
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2.4.2 Suites adjacentes

On dit que 2 suites (up)nen et (vn)nen sont adjacentes si :

(up,) croit
(vp,) décroit
limy, o0 (v, — up) =0

Théoréme : 2 suites adjacentes convergent et ont méme limite.

2.4.3 Critére de Cauchy

On dit qu’'une suite (u,)pen satisfait au critére de Cauchy si :
Ve > 0,3ng € N tel que : Vn € N,Vp € N,(n > ng,p > ng) = |up, —up| < ¢

Théoréme : on a 1’équivalence :
la suite (un)nen est de Cauchy <= la suite (uy)nen converge dans R.

2.5 Exemple fondamental

n
Soit o > 0. On pose u,, = Y 7.
k=1

si: a>1 Uy, converge

si: 0<a<l wu,diverge

Preuve :

. Up croit car up41 — Uy = >0

1
(n+1)*
. cas a > 1 : on majore la somme par une intégrale convergente

1
2
3. cas 0 < @ <1 :on minore la somme par une intégrale divergente
4

. cas a =1 : d’apres 3, u,, > log(n + 1) et u, ne peut étre borné

2.6 Suites récurrentes

2.6.1 Définition

ug = a
Vn € N7 Un+1 :f(un)

Théoréme : si f est continue et si u, converge vers [ alors | f(I) =1

— récurrence affine :

ug donné
Vn e N, upy1 =rup,+a
— récurrence homographique : up4; = ggnig avec ¢ # 0
n

— récurrence linéaire & 2 termes : up+1 = aun + buy—1

2.6.2 Suite Arithmétique

{ up = a donné
& Up =NT +a
Up = Up—1 + 7T
N
Formule fondamentale : somme partielle d’une suite arithmétique up = (N +1) (a+ )

n=0
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2.6.3 Suite Géométrique

ug = a donné n
U, =1".a
Up = TUp_1
. y . , L. N 1—pN+1
Formule fondamentale : somme partielle d'une suite géométrique | Y u, = a=5—
n=0

2.7 Exercices

2.7.1 Nature des suites par comparaison

Etudier la nature des suites, et celle de leurs sommes partielles :
1 1 1 1 1

a) %;b) 3+n2;0) (logn)p;d) \/n(n+1);e) \/n(n2+1);

2.7.2 Suite associée

Soit une suite .S, définie par :

S1+52'

Simasy =g = SO g St S

2
ou a et b désignent deux nombres réels quelconques. On lui associe la suite u,, = S, —S,_1 (et u; = S).

1. Montrer que u,, est le terme général d’'une progression géométrique convergente.
2. En déduire la valeur de S, et sa limite quand n — oo.

2.7.3 Somme de cosinus et sinus d’arcs en progression arithmétique

Cet exercice trouve application en électrotechnique pour ’étude du courant triphasé.

u = cosa+ cos(a+b)+cos(a+2b)+... +cos(a+kb)+ ... +cos[a+ (n—1)b]
= sina+sin(a + b) + sin(a + 2b) + ... +sin(a + kb) + ... +sinfa + (n — 1)b]
On forme u + iv en posant : a = cosa + isina = €'%; z = cosb+ isinb = e,

1. Exprimer z* puis az¥.

N

Montrer que u + v est la somme partielle d’une suite géométrique

3. Calculer u et v.
4. Application 1 : montrer que
-2 o
S = sin1°+sing + .. +sin9y = 90
sin1
5. Application 2 : montrer que
27 n 4 n 67 1
COS — + €08 — +Ccos — = ——
7 7 7 2
2.7.4 Paradoxes grecs
Paradoxe de Zénon d’Elée (dit paradoxe de la fleche) :
LI B
2 4 8 16
Paradoxe de 'obélisque
1 1 1 1
H = 1+ 4+ 4+ 4...4024... 2.9
to bttt (2:2)
1 1 1 1
S =ltmtgmgtpgt T+ (2.3)
1 1 1 1
V = 1—1—%—1—?—1-@—1-"'—1-5—1—"' (2.4)

1 1
f) lognlog(l—i-ﬁ)log(l—i-ﬁ); g) U, =

_logn
n2
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2.7.5 Suite définie implicitement

Soit f la fonction de R vers R définie par [2] :

31

I t+1
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On note u = (up)nen la suite numérique initialisée & ug = 4 et définie par le formule de récurrence :
Unt1 = f(un).

1.

AN

Représenter la fonction y = f(¢) et y superposer le diagramme itératif de w.

Calculer les vingt premiers termes de la suite.

Que peut-on conjecturer quant au comportement de cette suite ?

Démontrer que cette suite est bornée et étudier sa monotonie.

Justifier sa convergence.

Préciser sa limite.

2.7.6 Suite de Fibonacci

ap=0;a1=1;ap41 =an+an_1
Cette suite modélise la croissance des lapins.

2.7.7 Convergence des suites

1.

Etudier la convergence da la suite numérique de terme général :

a\n
Uy = (1—1— E) , avec

suite négative u, = 3;—2” pour : n >4
. o —1)"

suite positive v, = % pour : n > 4
. ) —(=1)"

suite alternée w,, = 3(71# pour : n > 4

2.7.8 Suite récurrente

:a€R

On consideére la suite (u,) définie par la récurrence u,+1 = v/1 + uy, [6].

1.
2.
3.

On prend ug = 2. Calculer u;. Montrer que la suite est décroissante et qu’elle est minorée.

On prend maintenant ug = 0. Montrer que la suite est

alors croissante et majorée par 2.

Calculez u,, a partir de ug = 2, puis a partir de ug = 0 en arrétant les calculs lorsque |uy,+1—uy| <

1078, Conjecturer la valeur de la limite de la suite.

Confirmer par le calcul la valeur théorique de la limite de la suite récurrente (uy).



Chapitre 3

SERIES NUMERIQUES

3.1 Mots-clés :

Série de Riemann, Somme d’une série, Convergence, Divergence, Série Alternée, Série & termes
positifs, Série Harmonique, Série géométrique, Convergence Absolue, Somme partielle, Série Entiére,
Rayon de Convergence, Cauchy, Critére de d’Alembert, Regle d’Abel. [7]

3.2 Définition - Propriétés de convergence

n
Soit une suite (up)nen. On lui associe la suite des sommes partielles : | S, = > wug | La suite
0

k=
(Sn)nen est appelée série (up)pen. Silimy, 1o Sy, =S, alors on dit que la série (u,) converge.

3.2.1 Série géométrique

Soit a € C*,r € C. La série ‘ (ar™)pen converge <= |r| <1 ‘ et on a:

+00 a
E ar™ = 1
-7
n=0
r est la raison géométrique.

3.2.2 Condition nécessaire de convergence

série (up)nen converge = | lim, ooty =0 ‘ NB : Ce n’est pas une condition suffisante

— Preuve : u, =5, — Sp_1.
— Exemple 1 :
- k
S = -1 k+1
k=1
S0 = Spi| = |un| = 25 = + = DIV
— Contre-exemple 2 : Série harmonique

Sp=1+14+1+. .. +1

n
1 n—oo . L.
Sn —Sn—1 =5 — 0 mais on ne peut pas conclure que la série converge.

3.2.3 Condition de Cauchy

Série (up)nen CV & suite (Sp)neny CV = Ve > 0,3Ing € N|Vg > p > no, ||Sq — Spl| < e
or Sg —Sp = Upy1 + Upp2 + ... + uy d’oll la condition de Cauchy sur les séries :

série (up)nen converge <= (Ve > 0,3ng € N|g > p > ng = |upy1 + ... +uql <€)

(Preuve : e.v.n. complet).

23
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3.2.3.0.1 Contre-Exemple : Série harmonique Ona: Sy, — S, = ——=+...+ 5= > &+ =

3.2.4 Série absolument convergente

série (|up|)nen converge = série (uy)nen converge.

+oo +o0

D un <l
0 0

Si ) (uy) converge alors que Y |u,| diverge, on parle de semi-convergence.
Cas de la série harmonique alternée.

3.3 Séries a termes positifs Vn € N, u,, > 0

3.3.1 CNS de convergence

Sp = ug +uy + ...+ uy,. La suite (S,),en est croissante. Pour qu’elle converge, il faut et il suffit
qu’elle soit majorée, c’est-a-dire que : 3A € R, /Vn € N, S,, < A.

‘ série (up)pen converge <= suite (Sy,)nen majorée ‘

3.3.2 Comparaison entre séries

Soient 2 séries (uy,) et (vy,).
— silimio §* =1 # 0 alors (uy) et (v,) sont de méme nature.
— si limy o Z—: = 0 et si la série (vy,)nen converge alors (u,)pen converge.
— si Ing/Vn > np, 0 < uy, < vy, alors :

série (v,) converge = série (u,) CV.

série (uy) diverge = série (v,) DIV

3.3.2.1 Exemples

Ex.1:u, =& Ex.2:un:2—i%.2in

3.3.2.2 Critére de convergence :

Hyp. : Ing € N|Vn > ng,u, > 0 et v, > 0 et Ing > ng|Vn > nl,ug—:l < %
Conclusion : série (v,)pen CV = série (u,) CV
série (upn)nen DIV = série (v,) DIV

3.3.3 Comparaison de la nature d’une intégrale généralisée et de la nature d’une
série

Hypotheses :

f : R+—)R+
x— f(z) >0 (3.1)

— f décroissante sur [a,+o00[, a > 0
— f localement intégrable sur R
— On définit : u,, = f(n) > 0.

Alors : | la série > (up)nen et intégrale fa+°° f(x)dx sont de méme nature |.
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3.3.3.1 Preuve

On a ’encadrement :

n+1
u1—|—...—i—un+1§/ f@)dx <wug+...+u,
0

3.3.4 Critére de Riemann : Régle n“u,,

La série de Riemann est définie par : u, = n%, a > 0| série (n%)neN CVeax>l

D’otu I'énoncé de la régle : soit une série (uy)nen. On forme v, = n“u,. On cherche un « tel que :
(L >0.

lim,, oo n%Upy = L

Alors : | u, ~ n% donc

siaw > 1, (u,) CV
sia <1, (u,) DIV

3.3.4.1 Exemple

1 S 1\
u, = [tan— —sin— | ,a>0
n n

On montre qu’elle ne converge que si a > 1/3.

3.3.5 Comparaison d’une série a termes positifs et d’une série géométrique
3.3.5.1 Théoréme

Soit u, > 0; 3Ir,0 <r < 1|¥n € N,u, <r"
Série (r")pen CV = série (up)neny CV

3.3.5.2 Critére de Cauchy

On forme lim, o "/, =1

— Sil <1, la série (up)neny CV
— Sil > 1, la série (uy)neny DIV
— Sil =1, cas douteux.

3.3.5.2.1 Preuve: l—ec<"Ju,<l+e<l=u, <(l+¢e)"

3.3.5.3 Critére de d’Alembert

Un+1
Un

=1

On forme : lim
n—o0

— Sil < 1, la série (up)nen CV
— Sil > 1, la série (up)nen DIV
— Sil =1, cas douteux.

3.3.5.4 Applications

2

n
_ [ n+1 _ n! *
Uy, = <—n+2) et up = o5 avec n € N
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3.4 Séries alternées

3.4.1 Définition

3.4.2 Théoréme

si limy, o0 up, = 0 et si la suite (Juy|)nen est décroissante alors la série (uy,)nen converge.

3.4.2.1 Preuve

On calcule le reste de la série R, = S — S5, = ZZC’:nH up ot S, est la somme partielle et S =
lim, oo Sy, est la limite.
On a toujours : | |Ry,| < |tpy1] limy R, =0

3.4.2.2 Exemple 1 : Série harmonique alternée

6 i" C1r

3.4.3 Regle d’Abel

Soit une série (u,)nen telle que u, = e,v, avec :

en € RY
lim_,_oo En = 0
suite (en)nen décroit

On suppose que : IM > 0|Vn € N,|vg+v1 + ... +v,| <M
Alors : la série (un)nen converge.
NB : ce théoréme contient le précédent : u, = (—1)"|uy| = vnen

3.5 Résumé

Méthodes d’étude des sommes S, :

1. Comparaison & une autre série

2. Comparaison a une intégrale définie

3. Critéres de Cauchy et de d’Alembert ; Régle n%uy,

4. Réduction de S, si le terme général s’écrit : u, = p(n) — p(n —1) = S, = ¢(n) — ¢(0)
5. Emploi de la formule de Mac-Laurin ou de Taylor (D.S.E.)

3.5.1 Exemple 2

Uy = (_n{x)n avec a > 0

3.6 Séries Entiéres

3.6.1 Définition

C’est une série de terme général : u,, = u,(z) = apz™. On pose f(z) = S5 apa™.
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3.6.2 Rayon de convergence

3.6.2.1 Lemme d’Abel

27

On suppose que : Jzxg € R tel que la suite (a,xj) est bornée. Alors V|z| < |zg], la série (a,a™) est

absolument convergente.

3.6.2.1.1 Preuve .
<M|—

|anz"| = -
0

10)

< 1 converge, CQFD.

or une série géométrique de raison r =

Z
o

3.6.2.2 Définition du rayon de convergence R
si |z] < R, la série (a,2")nen est absolument convergente.
si |z] > R, la série (a,x")nen est divergente.

3.6.3 Deétermination du rayon de convergence

On applique les critéres de convergence de Cauchy et d’Alembert & u,, = a,z".

3.6.3.1 Critére de Cauchy

Si 'on pose : lim,, ;1o "+/|an| = ; alors le critére de Cauchy donne :

. n <1-=CV
lm "+/|u,(x \— hm "/ |an| m_”‘{>1%DIV

n—-+o0o

3.6.3.1.1 Regle de Cauchy | Sil=lim, o "+/|an| alors R = %

3.6.3.1.2 Preuve : En effet : lim"\/u, =l.|Jz|<1& [z <} — CV

3.6.3.2 Critére de d’Alembert

De méme, si I'on pose : lim,, s |2 | = [, alors le critére de d’Alembert donne :
1
lim 7un+1(x) = lim |z|. Intl) _ l.|x| <l=0ov
n——+o00 un(x) n——+oo n >1— DIV

an+1

3.6.3.2.1 Reégle de d’Alembert Sil=Ilimy, o0 alors R = +

N.B. Un D.S.E. est valable & 'intérieur du cercle de convergence.

3.6.4 Exemples

Cup(x) = 2—2 avec o > 0

1
2
3. up(x) = nloengn
4

5. log(1+x):x—§+‘%3+...

Montrer que R = 400 pour 'exemple 1, et que R = 1 pour les 4 autres exemples.
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3.7 Exercices

3.7.1 Nature des séries

Préciser la nature des séries de terme général :

2
1 n2—5n+1 "
© \ n2—4n+42

1 2
2. L47-
3. a% (avec a > 0)
2n

4. o
5 n(n—1)

© n342y/n—3logn
6. —L

ony/ntl

2
7. (nsin%)n
8. log ﬁ — log sin ﬁ

1
9. T

- 2n
10. Arcsm4n2+1

3.7.2 Séries alternées

Préciser le caractére de convergence des séries suivantes :

1 1
—1)" tan — 1" "/nsin —
(~1)" tan (-1) ’
3.7.3 Comparaison avec une intégrale
Etudier la convergence de u, = 1052" pour n € N* en comparant a intégrale de la fonction
1
fla) = =55
3.7.4 Calcul de somme de série
[e] N
Calculer la somme ) u, = limy_o D u, de la série de terme général u, = logcos ;. On

n= n=1
transformera a 'aide de la formule : sin 2a¢ = 2sin a cos a.



Chapitre 4

DEVELOPPEMENT EN SERIE DE
FOURIER

4.1 Séries trigonométriques

C’est une série de terme général : ug(x) = ap coskr + by sinkz
ou :

— x est une variable réelle indépendante

— keN

— a et by : termes de deux séries numériques

o0
Si la série converge pour x € A un intervalle d’amplitude 27, la somme  f(xz) = > ug(z) est une
k=0
fonction continue de période 27 :

flx) = Z ay cos kx + by sin kx (4.1)
k=0

4.2 Théoréme de Fourier

Soit f(z) périodique de période 27 dans 'intervalle [6, # + 27| (ou plus simplement dans 'intervalle
[—m, +7| ). On suppose que 'on peut développer f(z) :

flz) = Z ay, cos kx + by sin kx
k=0

Si la série ainsi définie converge, on montre que l'on a :

1 0+2m

= — d
ap 2, f(x) dx
1 0-+27
ar = — / f (z) cos kz dz (4.2)
™ Jeo
1 0+2m
by = — / f (z)sinkx dz
T Jo

Interprétation : ag = valeur moyenne de f(z) sur l'intervalle.

4.3 Condition de validité du DSF

Le développement ainsi obtenu (Développement en Série de Fourier, en abrégé : DSF) est valable
dans 'intervalle [—m, +| pour toute fonction vérifiant les conditions de Dirichlet (en abrégé C.D.) :
— f(x) doit étre uniformément bornée dans [—, +7]

29



30 F.LUTHON,2019

— f(x) n’a qu'un nombre fini de discontinuités de lére espece (limite a droite et & gauche finies
mais différentes) : lim f (a —e) =L~ # limf(a +&)=L"
e—0 e—0
— f(x) n’a qu’un nombre fini d’extrema stricts.
Plus généralement, on peut parler du DSF des fonctions continues par morceaux dans un intervalle

fini.

4.4 Deéveloppement en un point de discontinuité (Phénoméne de Gibbs)

En un point de discontinuité de premiére espéce x = a , la somme f(z) d’une série de Fourier prend
la valeur :

fla) = (@ ~0)+f(a +0)

De méme, si les valeurs limites aux bornes de l'intervalle [—7, +7] sont différentes, on pose :

flEm) = Sl =0+ (-m +0)

4.5 DSF d’une fonction définie dans un intervalle quelconque

Soit une fonction g(t) [8, 9, 10] :

— définie dans un intervalle [0, 60 4+ T, de période T
— satisfaisant les C.D. dans cet intervalle.

On pose :

L=2 Jet| fl(z)=gt)=g(%%) |alors: f(z) est périodique de période 2.
En effet : f (z + 2k) _9<M) =g (B +kT)=g(t+kT)=g(t) = f(z)

On peut écrire : f (z) = ag + Z a, cos kx + by sin kx
k=1

avec, d’apres les équations (4.2) :  ay = % 9€+Tg(t) dt
9+T 21 kt
= = cos dt
/9+T 2kt
= = in
T
donc: g (t) = ao+ z ag cos ZZEL 4 by gin 2T
= A A = 24 b2
On peut poser : { Zk Aksci(;S Pk = { b Uk +b k
— _ k
k k SID P or = Arctg 3t
o0
= f(z) = ag+ )Y Agcos(kz — @)
k=1
o ]
27 kt
= g (t) = ao+ZAkcos< T —<pk>

k=1

4.5.1 Remarque

— ap représente la composante continue

— A représente 'amplitude du fondamental

— Ay représente 'amplitude de ’harmonique de rang k
— . représente le déphasage

— 1/T = f représente la fréquence

— w = 2xf = 2m /T représente la pulsation.
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4.6 Propriétés de symétrie

4.6.1 Fonction paire

Toute fonction f(z) paire de période 2 admet pour DSF une série de cosinus :

o vk , b =0
fl=z) = f(z) = aozifowf(ﬂf)dﬂf : akzgfoﬂf(x)cosk:xdx

™

Géneéralisation a une fonction f(t) paire de période T :

Vk, b 2 [ d 4
) k_O 3 aO_TO f(t)t ) ak_T

T/2
/ f(t)cos 2mht dt
0 T

4.6.2 Fonction impaire

Toute fonction f(z) impaire de période 2r admet pour DSF une série de sinus :

_ Vi, ap =0
flzx) = —fl&) = bp =2 [ f (z)sinka dx

Généralisation a une fonction f(t) impaire de période T :

4 [T/ okt
Vi, ap=0 |, bk:—/ F(t) sin % gt
T Jo
4.7 Formule de Bessel-Parseval
Soit une fonction g(¢) :
— de période T'
— satisfaisant les C.D.
o0
On montre que (conservation d’énergie) : f€6+T lg(®)]*dt = a3+ > (a% + bi)
k=1 N———
A2

k
Dans le cas d’une fonction périodique de période 27 définie sur | -7 ; +7] :

1 [t 5 1 &
oo | @Pdz = af+5) (i +0})
2m -7 2 ]
AR
4.7.1 Remarque : Définition de la valeur efficace
_ 1 0+T 2 1/2 Yk S i - ggff = < [g (t)]2 >
Jeff = [T 0 lg @) dt C’est-a-dire : 4 valeur moyenne

4.8 Intégration et dérivation

Soit une fonction f(zx) :
— de période 27
— définie sur [ -7 ;4]

— développable en S.F.: f(z) = ag+ > aicoskz + bgsinkx
k=1
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4.8.1 Intégration

x = ay by (1—cos kx)
F(z) = fo fwduv = azxz + ) FFsinkr + F—p—
k=1
FO) = 0 T C.U. = intégration terme a terme.

— Siap=0: Alors : F(x) représente une fonction DSF dans | -7 ;47|

F(x) = Ao+ Z Ay, cos kx + By, sin kx
k=1
avec :
> bk 1 i bk aj
Ay = — Ap = — F =—— By = —
0 . B= - (x) cos kx dx . RE

k=1
— Siap # 0 : On développe apx en S.F. dans lintervalle | -7 ;+7] et on peut alors représenter
F(z) par une S.F. dans [ -7 ;47 |.

ELDTI ______________

FIGURE 4.1 — Fonction agz représentée sur [—m; +7]

o0

apx = ag+ >, apcoskr + fpsinkr  avec «ap = ag = 0 car la fonction est impaire.
k=1

Et: 8 =2ao(-1)"" =

b b a
AOZZf ; Akz—f ; Bk:,ﬁk—Ff
k=1
4.8.2 Dérivation
ff(x) = % . On suppose f/(xz) DSF c’est-a-dire qu’on aura :
ff(z) = a(+ Z ajy, cos kx + by, sin kx

k=1

Soient x; les divers points de discontinuités de f(x) supposés en nombre fini p.

. 0 = f(z40)—f(zi—0) ’
On pose : o = flr—0)—F(—m+0) 1<i<p
/ 1 i / 1 +m 1 a !/
% = o fra)de = o (@))% = o do — 252‘ =
- i=1

Sy

m ko[+m
a, = L[T f'(z)coskz dx = [f () cos k] T + = f(x)sinkzx dx
intég. TJ—m B
parties

= 1 icoskxi[f(xi—O)—f(xi—1+0)] + k by

=1
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fix)

FIGURE 4.2 — Fonction f(z) avec discontinuité de premiére espéce.

p
(=)0 — Y dicosk x| + kb

T X
=1

De méme on trouve :
1 /7 1 &
by, = - 1’ (z) sin kzdx N = — Z disink x; — kay,
-m i=1

intég. par parties sur chaque
intervalle ou f est continue.

Remarque : Si f(z) est continue sur [-7;+7 |, on a :
do=0;=0 et f'(z) s'obtient en dérivant terme a terme le DSF de f(z).

4.9 DSF Exponentiel

F0)= 5 coenp (2524) avec e0 = Fln) = [ 0) exp (~12524)

n=-—oo
NB : Trés utile en traitement du signal.

4.10 Démonstration de la formule de Wallis

sin o

4.10.1
paire = b,=0 Vk

1 (" 1/7T

ag = — cosaxrdr = — cosardr = ag =
2 J_; T Jo am
2 (7 1 (7

ap = — [ cosax coskrdr = — [cos (o + k) x 4 cos (a — k) z] dx
T Jo T Jo

k
ar = %sinawé?ﬂgg

d’ott le DSF de cos(ax) :

sin o + 20
cosar =
am T — a? — k2

Développement en série de Fourier de f(z) = cos(ax) avec o € R
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4.10.2 Calcul de %

Onpose: x=m dansle DSF de cos(ax).

(-»*

sinar 2o | 2 ()P
= cos am = —sina 7 55 COS kT

am T a? —

k=1
On divise par sin(am) :
. 1 200 — 1
cotgar — — = ——
& am T = k? —a?

Pour 0 < a < 1, la série Z kQ —7 converge et on peut intégrer les deux membres de 'égalité entre 0

k=1
etz <1:
@ 1 1 3N 2adr
cotgm o — — dr = —— =5
0 T o T Jo k? —«
k=1
1 1 T —2ad
Notons:Slzf0 (cotgwa — ﬁ) do et So = — fo kzl_kTo‘af
. - x 1 T d o . T T d
Mors: 8 = [/®I2da — L [rde — i [[7@I8de — 1) &
Posons : u =sinmra = du=mcosmadx .
1 sinw d z 4 1 .
soo— s |78 o B Dy (jog iz - og o)
e—0 T sinT e u e T e—0

1
= — lim (Logsinm x — Logsinm ¢ — Log x + Log ¢)

™ e—0

or sin e v ome (équivalent usuel)

donc Log sinme Y Logme = Logm—+ Loge
d'ou S1 = % (Logsinm x — Log m — Log x) = %Log%
D’autre part : So = Z Iy & —Za da osons u=k—a’
=l o P du = —2a da
= —a? du 1 > 2 ad
S o= o) / =— Y [Logulja ™ == Y [Log (¥ —a?) ~ Log }’]
=1 k=1 k=1
1 > 1-2 2
k=1 k=1
. o0 2
Finalement : comme S; = 53 , on en déduit que : =225 = /}:[1 <1 — ﬁ—2)
4.10.3 Formule de Wallis
4 . T o) k2 o0 L [ele] &
On peut écrire : 72— =[] e = 1 = =
k=1 k=1 k=1
En posant : z = 1 (< 1)on obtient aisément :
24 (n))*
T lim (n!) 5
2 n—oo  (2n+1)[(2n)!]

4.11 Tableau de DSF

Le Tab. 4.1 donne le DSF de différentes fonctions illustrées sur la Fig.4.3.
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TABLE 4.1 — DSF de quelques fonctions
‘ signal figure DSF H
oo
dent de scie positif s(t)y=A4 {% —13 Lsin nwt]
n=1
. : . 44 X (=D .
triangle impair s(t) =% > e sin[(2n + 1)wt]
n=0
oo
triangle positif pair, T' = 27 glz) =2 -2 % m cos[(2n + 1)z]
n=0

triangle positif
double alternance
simple alternance
carré
carré
parabole f(t) =
mi-rampe f(z) =z
impulsion
rectangle pair
fossé
créneau

onduleur

pair, max en (
positif pair
positif
impair
pair positif
pair, période 2
période 27

largeur 7
rapport cyclique «
asymeétrique
impair

délai 7

s(t) = % + i—‘;‘ > m cos[(2n + 1)wt]
n=0

s(t) = % [1 -2 i 4n+71) cos(2nwt)}

s(t)y=4 { -2 z @ g =y cos(ant)] + 4 sinwt

OO
s(t) = % 2n1+1 sin[(2n + 1)wt]

n=0
s(t)y=L£ 4 2& i (-1)" cos[(2n + 1)wt]
2 T Int1
n=OOO
—1)n
f(t) = % + % nzl ( ng) cos(mnt)
o
flz)=1%— % Zo (2n}r1)2 cos[(2n + 1)z] + 21 sm(nm)
n=
o0
s(t) =47 + 3 A [sinnwt — sinnw(t — 7))
n=1
ap=FEQa—-1), a, = @ ~ sin(nan), b, =0
—_r =0 - _ 2 bo, = —L p - _3
ao = = @2n =Y, Qont1 = ~ g2y Y20 = g V2041 T 3p30

—n—zﬁ, bon+1 = @rime [1 + m(—l)n]
1 cos [(2n + 1)wZ] sin [(2n + Dw(t — T)]

akzo b2n:

4Ez

1
R
e . T L S S 1 P 1 O S
GO TR T T
06 ----
'
o4} -

0.2+

H——t— t =t
0 1 2 3 4 5 & 7 8 @ 10

o

' ' I
L B L B B |
0o 1 2 3 4 5 8 7 8 8 10 0D 1 2 3 4 5 8 7 8 8 10

\
08 -1t

04|+

-8 A | O N S R

o1 5 R G

o 1 2 3 4 5 6 7 8 0 10

o

o 1 2 3 4 5 6 7 8 0 10

LI S e e e
0 1 2 3 4 5 8 7 8 8 10

01 2 3 4 5 8 7 8 9 10

FIGURE 4.3 — Signaux périodiques définis par leur DSF
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Chapitre 5

FONCTION DE LA VARIABLE
COMPLEXE

5.1 Nombre Complexe
5.1.1 Définition

z peut étre considéré comme l'affixe d’un point M de coordonnées cartésiennes (x,y) :

A M

=
Ll

0 X
FIGURE 5.1 — Plan complexe
- . . I -9 . .7
z2=0M = x + iy = rexp(if)) = r(cos +isinf) avec : i* = —1 < i = /=1 = exp(i])

Module : r = |z| = /2% + y?

Argument : § = Arg(z) = arctan ¥

5.1.2 Somme

La somme z = z1 + zo est définie par la résultante géométrique :

L

FIGURE 5.2 — Somme vectorielle

OM = OM; + MM = OM; + OM,
Inégalité fondamentale pour 1’étude des fonctions par majoration :

| |z1] = Jz2| | <21+ 22| < [21] + |22 (5.1)
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5.1.3 Produit

z129 = 11 exp(if)rqo exp(ify) = riro exp(i(61 + 62)) (5.2)

Donc :
|21.22] = |21].|22] et Arg(zi.ze) = Arg(z1) + Arg(z2) (5.3)

5.1.4 Quotient

2T exp(i01) T o
L e LU ) (5.4)

Donc :

B arg(E) = Arglen) - Arg(a) (5.5)
|22 29

5.1.5 Complexe Conjugué

Soit : z=a +iy=r.e?alors: =2 —iy=r.e ¥
2Z2=r>=2>4+y°
Z s’obtient par symétrie par rapport a ’axe Ozx.
5.1.6 Racines niémes
z = r.ef =pellt2hn) (5.6)
0+ 2k
V2 = 2" =Y meap(i * ) (5.7)

Il existe n racines niémes qui se déduisent les unes des autres par rotation de 2w /n (k = 0...n — 1).

5.2 Fonction de la Variable Complexe

5.2.1 Continuité

Soit z = x + iy un nombre complexe appartenant a un domaine (D). On considére une fonction
f(2) qui fait correspondre & z un nombre complexe image Z :

fiz—Z=f(2) (5.8)

On peut séparer partie réelle et imaginaire de la fonction : f(2) = Z = X (z,y) + Y (z,y).
Cette relation établit une correspondance entre 2 points complexes z et Z :

s F 1

-

e
-

FIGURE 5.3 — Application du plan complexe
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On dit que f(z) est continue en zg si :
Ve > 0,3n/|z — 20| <n=>[f(2) — f(20)] <€ (5.9)
On en déduit qu'il suffit que X (x,y) et Y (z,y) soient continues par rapport aux variables x et y.

5.2.2 Dérivabilité

f(2z) est dérivable en z si et seulement si la limite du rapport %ﬁézo)

du chemin suivi dans le plan complexe quand z — zy. On pose alors :

f(z) = f(=0)

existe et est indépendante

li = f 5.10
Jim = f'(=0) (5.10)
5.2.2.1 Exemple 1
Z = f(z) = 252 n’est pas dérivable en zg = 0 car :
— f(0 3 1y) — (z — ¢ 2 ] 1
i JE =IO 3t —@miy) ey w1
Z2—0 z 2(x + 1y) T+ 1y T+ iy 1—ig
5.2.2.2 Exemple 2
Z = f(z) = 22 est dérivable en 2y = 0 car :
— £(0 2
i LA =IO F s o (5.12)
z—0 z z—0 z z—0

5.2.3 Relations de Cauchy

C’est une CNS pour que Z = f(z) soit dérivable en zy. Il faut et il suffit que X et Y soient
différentiables en zy et que leurs dérivées satisfassent :

oX _oy oY _ X

- 27 == 1
ox y ¢ Oz oy (5.13)
5.2.3.1 Réciproque
si les relations de Cauchy sont satisfaites, alors on montre que :
0X 0X 090X 0Y 0f(2)
/ _ P S _ =
flz0) = or oy Ox e Ox Ox (5.14)
oy oJY 9y 0X 0f(2)
3y —Hax 3y i a9 i 3y (5.15)

5.2.4 Holomorphie et Analyticité

5.2.4.1 Deéfinitions

— une fonction f(z) dérivable en tout point d’'un domaine (D) du plan complexe est dite fonction
holomorphe

— une fonction holomorphe dans tout le plan complexe est appelée fonction entiére

— une fonction holomorphe dans un domaine (D), qui établit une bijection avec le domaine image
(A), est dite fonction univalente
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5.2.4.2 Propriétés

— la somme, le produit ou la composée de 2 fonctions holomorphes est holomorphe
— le quotient f(z)/g(z) de 2 fonctions holomorphes dans (D) est holomorphe dans (D) sauf pour
les points du plan complexe ou g(z) =0
— une fonction univalente admet une fonction inverse f~! dont la dérivée vaut :
df ~Y(Z) 1

Az 4R (5.16)

dz

5.2.4.3 Exemples de fonctions holomorphes

— les polynomes sont des fonctions holomorphes dans tout le plan complexe & distance finie :

P(z) = Zakzk (5.17)
k=0

Pl(z) = ) kapz"! (5.18)
k=1

— les fractions rationnelles sont holomorphes dans tout le plan & distance finie sauf aux points p;
(poles réels ou complexes d’ordre de multiplicité \;) :

P(z) _ Ain Aip . Ain S Ay
oG — P +Zi: Pl s R P WAL +§i:;7(2 0

= partie entiére + termes de premiére espéce

5.2.4.4 Remarque

Toute fonction holomorphe est analytique, c’est-a-dire continue et pourvue de dérivées de tous
ordres elles-mémes continues.

5.2.5 Harmonicité

Si les fonctions X (z,y) et Y (z,y) sont continues ainsi que les dérivées partielles léres et 2émes, le
lemme de Schwarz permet d’écrire :
2 2 2 2
gx_ox o OY_ oY 519
Oxdy  Oyox Oxdy  Oyox
D’aprés la remarque du §. 5.2.4.4, le lemme de Schwarz s’applique a toute fonction holomorphe d’ou
I’expression des laplaciens, en tenant compte des relations de Cauchy :

?’X  9*°X 0 (oY 0 (0Y

Ax = 22,92 9 (9 9 (9T 2
ox? + dy? Oz <8y> dy (83:) 0 (5:20)
0’y 9%y 0 (0X 0 [(0X

Ay = 22,92 9 (%) 2 () 2 21
3x2+8y2 3x<3y>+3y<ﬁx> 0 (5:21)

Si X et Y satisfont dans le domaine D d’holomorphie de f(z) a ’équation dite de Laplace :
AX =AY =0 (5.22)

alors on dit que ce sont 2 fonctions harmoniques associées (condition nécessaire mais non suffisante).

5.2.5.1 Réciproque

Si X est une fonction harmonique, c’est-a-dire :

— continue

— pourvue de dérivées continues au moins jusqu’a ’ordre 2

— satisfaisant I’équation de Laplace AX =0
alors on peut trouver Y (z,y) en intégrant les équations de Cauchy de telle sorte que la fonction définie
par f(z) = X +iY soit une fonction holomorphe.
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5.2.6 Points Singuliers
5.2.6.1 Définition

— si f(z) est définie en zg, alors zg est un point ordinaire
— si f(z) n’est pas définie en 2, alors zy est un point singulier

5.2.6.2 Singularité Artificielle

Cas ot f(z) n’est pas holomorphe mais reste bornée au voisinage de zy (qu’on note V(zg)) : il s’agit
alors d’une discontinuité de lére espéce. On peut fixer arbitrairement la valeur de f(zp) pour rendre
la fonction holomorphe en z.

5.2.6.3 Pole d’ordre p

Cas o :

— f(z) non définie en z

— 1/f(2) définie en 2z

— (2 — 20)P f(z) définie en z

5.2.6.3.1 Exemple : soient h(z) et g(z) holomorphes, et f(z) définie par :

h(z)

(2 —20)P o) 52

f(z) =

C’est le développement classique au voisinage d’un pole.

5.2.6.3.2 Définition : Une fonction qui n'admet pas d’autre singularité que ses poles est dite
méromorphe.

5.2.6.4 Points Singuliers Essentiels

Cas ot :

— f(2) non holomorphe en z

— 1/f(2) non holomorphe en z
Exemple : f(z) = exp(1/z) en zp = 0.

5.2.6.5 Cas du point a I’infini

Pour étudier ce cas, on pose : u = 1/z et au lieu d’étudier : lim,_, o, f(z) on étudie : lim, o ¢(u)
ot = ¢(u) = f(2).

— f(z) est holomorphe a Uinfini si ¢(u) est holomorphe au V(0)

— f(2) admet un pole a l'infini si ¢(u) admet un pole pour u =0

5.2.7 Notion de Point Critique

Hypothése : soient

— une fonction f(z) multiforme

— un point complexe zy et son image Zy = f(2)

— un point @ autre que zg.

On dit que a est point critique de f(z) si, en faisant décrire au point z un contour fermé autour de
a en partant de zp, on revient en zy avec une valeur de f(zp) différente de la valeur de départ Zj.
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y D) ry (A)

*a
]

Zy
. X

L

FIGURE 5.4 — Point critique
5.2.7.1 Exemple

fz) = vz (5.24)

z = r.e? =relt2m) (5.25)

Jret(GHkm) (5.26)

N
I

Il y a donc 2 déterminations, c’est-a-dire 2 valeurs de Z pour un méme z :

Zy = reis pour k pair (5.27)
Zy = \/Fei(%+7r) pour k impair (5.28)

Si 'on tourne autour de l'origine, on change de détermination. On dit que a = 0 est point critique de

1(2) = V2.
y & (D) v 4 (A)

AT = p-

FIGURE 5.5 — Les 2 déterminations de la fonction racine

5.3 Fonction Définie par une Série Entiére

5.3.1 Série de la Variable Complexe

Soit wy, = Uy, + 1v,.
oo . (e e] oo
Y o Wy converge si Y 7 ju, et Y vy, convergent.

5.3.1.1 Convergence absolue

<3 Jwal < 3 Jual + 3 ol (5.29)

Donc la convergence absolue des séries > u, et > v, implique la convergence de la série > wy,.

] < fun| + [va] = |3 wn
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5.3.2 Rappel sur la Convergence des Séries

Soit une série de terme général wu,, .

5.3.2.1 Condition Nécessaire de Convergence

lim u, =0 (5.30)
n—oo
5.3.2.2 Théoréme de Cauchy
Zun converge <= Ve > 0,IN/Vn > N et Ym > N, |up + ... + up| < € (5.31)

5.3.2.2.1 Remarque : la convergence absolue entraine la convergence simple car :

‘un‘f‘""i‘um’ S‘un‘"i_"i_’um’ (5.32)

5.3.2.3 Critére de Cauchy

On calcule :
Lgyp = lim,, 00 V/ [t | (5.33)

— Si Lgyp < 1, alors la série ) u,, converge
— Si Lgyp > 1, alors la série Y u, diverge
— Si Lgyp = 1, on ne peut conclure.

5.3.2.4 Critére de d’Alembert

On calcule :
Un+1
Up,

Un4-1
Unp,

Lsup = limy, 00 et/ou Ly =lim, (5.34)

— Si Lgyp < 1, alors la série ) u,, converge
— Si Ly, p > 1, alors la série > u, diverge
— Dans les autres cas (Lj,r <1 < Lgyp), on ne peut conclure.
Donc le critére de d’Alembert est moins performant que le critére de Cauchy.
5.3.2.5 Comparaison avec une Intégrale
Soit f(x) une fonction définie, continue, > 0 et décroissante pour x > 1.
Alors : >0 | f(n) et [ f(x)dx sont de méme nature.

5.3.2.6 Série de Riemann

>y n% et ffo x%dm convergent pour « > 1.
D’ou le critére de Riemann : si [z®f(z)| reste borné pour z — oo et o > 1, alors : [~ f(z)dx
converge et la série Y 7 | f(n) aussi.

5.3.3 Convergence Uniforme (C.U.)
Soit la série : u(z) = Y 7 un(2)

5.3.3.1 Théoréme de Cauchy

La série u(z) converge uniformément (C.U.) si :

Ve > 0,3IN € N indépendant de z /Vn > N,Vm > N, |up(2) + - + um(2)| < € (5.35)



44 F.LUTHON,2019

5.3.3.2 Reégle de Weierstrass
La série u(z) converge uniformément (C.U.) si :
20/ V|z| > |20], et AN / Vn > N indépendant de z , |u,(2)| < a, indépendant de z (5.36)

ol a, est le terme général d’une série & termes positifs convergente.

5.3.3.3 Convergence Absolue => Convergence Uniforme

o2 Jun(2)| converge = u(z) = Y .7, un(2) converge uniformément (C.U.).

5.3.3.4 Critére d’Abel

Soit :
u(z) - Zun('z) - Z En(Z)Un(Z) (5-37)
n=1 n=1

Alors la série u(z) C.U. si :
1. limy o0 €n(2) =0
2. > len(2) — €nt1(2)| converge
3. V(n,m),|vn(2) + -+ vm(z)| < A ou A est indépendant de n et m.

5.3.3.4.1 Cas Particulier : Le critére d’Abel s’applique souvent dans le cas ou €, est une suite
a termes > 0, indépendante de z et décroissante vers 0. Ainsi les deux premiéres conditions du critére
sont remplies. Il faut et il suffit alors que : |vg(z) +- -+ + v (2)| < A, ou A est indépendant de m, pour
que u(z) = > o7, €n(2)vy(2) converge uniformément.

5.3.3.5 Intégration d’une Série C.U.

Si une série u(t) C.U. dans l'intervalle [a, b], alors :

/ab [i Un(t)] dt = i [/ab un(t)dt] (5.38)

c’est-a-dire qu’on peut intervertir [’ordre des sommations si la convergence est uniforme.

5.3.4 Série Entiére de la Variable Complexe
5.3.4.1 Définition

o
f(z)= Z anz" (5.39)
n=0
avec ap, € C et z=x+ 1y

5.3.4.2 Convergence

Posons :
L, = lim {/|ay,| (5.40)
n—oo
et appliquons le critére de Cauchy :
Loyp = lim {/|up| = lim {/|a,2"| = |2|.Lq (5.41)
n—oo n—oo
Si: Leup = |2|.La < 1 alors : la série > ° ; a,2™ converge.

Ceci permet de définir le rayon de convergence R :

1
|z| <R = = f(2) converge (5.42)
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5.3.4.3 Théoréme

Quand z € au disque de convergence, la série entiére est uniformément convergente et sa somme
est une fonction continue de z. La dérivée a méme rayon de convergence et s’obtient en dérivant terme
a terme.

5.3.4.4 Cas particulier

si R = oo, f(z) est holomorphe dans tout le plan complexe. On parle alors de fonction entiére.

5.3.4.5 Généralisation

On peut définir la fonction f(z) par une série entiére au V' (zp) :
o
F(2) = an(z = 2)" (5.43)
n=0

Cette série converge pour |z — z9| < R, c’est-a-dire dans le cercle (2, R). C’est le principe du
prolongement analytique & I’ensemble du plan complexe, en excluant les points isolés (critiques ou
singuliers).

5.3.5 Développement en Série de taylor (DST)

® £(n)(,
1= L e (5.44)
n=0

5.3.5.1 Deéveloppement de Mac-Laurin

C’est un cas particulier du développement en série de Taylor calculé en zy = 0.

5.3.5.2 Fonction Analytique

— continue,

— aux dérivées de tous ordres continues,

— développable en série de Taylor.

On a l’équivalence : f(z) analytique dans (D) < f(z) holomorphe dans (D)

Donc toute fonction holomorphe peut étre définie par une série de la variable complexe. On peut
en particulier calculer les développements en série entiére des fonctions holomorphes.

5.3.6 Fonctions Entiéres

5.3.6.1 Fonction Exponentielle f(z) = e*

de? .
= 5.45
=€ (5.45)
Donc pour zg =0, on a :
o Zn
™ (0) = — % — Z
fP0)=1= f(z)=¢"=)_ p (5.46)
n=0
Calcul du rayon de convergence :
n+1,,
i |t g |2 o L g R (5.47)
n—00 | Up, n—00 (n + 1)'2” n—oon + 1

donc e* est une fonction entiére car holomorphe dans tout le plan complexe. e® est périodique de
période 2im.
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5.3.6.2 Fonctions Trigonométriques

eiz_i_efiz > (_1)n )
cosz = g = Z @n)] z°" (5.48)
n=0
e —e — (-1" 2n+1
o I e 5.49
. 2 T;(znﬂ)!z (5.49)

Ces fonctions sont holomorphes dans tout le plan complexe.
Attention! | cos z| et |sin z| peuvent étre > 1 (cf. § 5.3.6.3.2)

5.3.6.3 Fonctions hyperboliques

e t+e? =1,
coshz = — = ngzo (2n)!z (5.50)
e —e”* St 1
inhz = — = E P 51
sinh z 5 2 o 1)!2 (5.51)

Ces deux fonctions sont holomorphes dans tout le plan complexe.

5.3.6.3.1 Remarque

coshz = cosiz sinhz = % siniz = —¢siniz
cosz = coshiz et sinz = —isinhiz (5.52)
jtanz = tanhiz stanhz = taniz

5.3.6.3.2 Démonstration de la possibilité d’avoir cosz > 1
cos z = cos(x + iy) = cosx cosiy — sinxsiniy = cosx coshy — isin z sinh y (5.53)

donc cosz = a € R > 1 est possible pour :

cosxcoshy = a r = 2km
{ sinzsinhy = 0 @{ y = Argch(a) (5:54)
5.3.7 Série Géométrique et fonction log(1 + 2)
fe) =3 (e = (55)
= 142

avec comme rayon de convergence : R =1 car on a :
L,= lim V{/|ay| =1 (5.56)
n—o0

Par intégration de f(z) en choisissant la constante d’intégration nulle, on obtient le développement
en série entiére correspondant & la détermination principale de la fonction multiforme log(1+z), valable
pour |z| < 1:
© (_1)nzn+1

Log(1 + z) :Z
o n+1

pour |z| <1 (5.57)

5.3.7.1 Convention

Les déterminations principales des fonctions multiformes usuelles sont notées avec une premiére
lettre majuscule.



Chapitre 6

TRANSFORMEE DE LAPLACE

6.1 Intégrale de Laplace

6.1.1 Définition

Soit f(t) une fonction de la variable réelle ¢ ( f(¢t) = 0 pour ¢ < 0 ). On lui fait correspondre une
fonction ®(p) de la variable symbolique p € C':

oo

o) = [ p0d (6.1)

0

®(p) est I'image de f(t). On note : ®(p) C f(¢t).

f(t) est Poriginal de ®(p).

Calcul symbolique : un probléme de détermination d’une fonction f(t) peut se traiter par la
détermination de ®(p), souvent plus simple.

6.1.2 Convergence

o
Théoreme : Soit I = ®(p) = [ e P! f(t)dt. Si l'intégrale I converge pour une valeur donnée py =
0

xo + 1yo, alors elle converge pour toute valeur de p = x + iy telle que Re(p) = z > xy.
xq est l'abscisse de convergence. La région de convergence est alors un demi-plan situé a droite de
la droite x = ¢ (Fig. 6.1).

Imip) | ‘(_/./— dornaine de corvergence

| = " Refp)

FI1GURE 6.1 — Domaine de convergence

6.1.2.1 Démonstration

On pose : ¥(t) = fte*pon(T)dT.
NBB(0) =0

Si I converge pour pg, alors : IM/Vt : |Y(t)| = <M

fte_pOTf(T)dT
0

47
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D’autre part : & = e 7Pt f(¢) =
O(p) = [ePf(t)dt = [ e~ PPOtf(t)ePotdt = [ e~ (PPo)tdl gy
0 0 0

B(p) = [e,(p,po)t " (t)};o +(p— po) [° e~ PPty () dt

~~

=0 si x>z

¢ (p) = 0 +(p—po) [y~ e PPy (t)dt

(o @) 1= Tp—pl [[Ze P PMyp()dt] < [p—po| M |[Te Pt |

¢ ()| < |p—po|l M [5° e~ (@=0)t ¢ qui converge si z > x

—e=(@=20)t]1%®  _ |p—po|M
¢ )| < [p—pol M{ex_ixo}o =

donc : |®(p)| converge pour x > xy.

6.1.3 Quelques cas particuliers

6.1.3.1 Fonction unité de Heaviside H(t) et H(t —ty) (parfois notée u(t))

_J Opourt <0 .
H(t)= { 1 pour £ > 0 cf. (Fig. 6.2.a)
op) = [ edt = [_T_m]o = psiRe(p)>0

H(t) D ’ avec 2. =0
Hix
) It}
t t +h 4
0 o g 0 igfp

FIGURE 6.2 — a) fonction de Heavisde H(t); b) fonction retardée H(t — to); ¢) impulsion I(t).

| 0 pourt <t .
H(t—ty) = { 1 pour ¢ > g cf. (Fig. 6.2.b)
b0 = [rera = [=2]F
p o to o p to
efpto
H(t—t)) D avec 2. =10
p
6.1.3.2 Impulsion
0 pour —oo <t <ty
It)=< E pourty<t<ty+h cf. (Fig. 6.2.c)
0 pourty+h<t<oo
I(t) = FE[H(t—t)—H(t—(to+h))]
to+h E
¢ (p) = / EePldt = Ze Pl <1 — e*ph>
to p

E
I(t) D — el [1 - e_ph]

Te=—00 P



F.LUTHON,2019

6.1.3.3 Impulsion de Dirac

0 pourt<0

< 1
() = 1/e pour 0 <t <e 0(t) = l;zbo - [H(t) — H(t—e¢)
0 pourt>e¢ ¢
o(p)= Um e [1—e™]=1 = 6(t) > 1
e—0 ep =00
d(t—a) D e P
Te=—00
6.1.3.4 Fonction f(t) =t
— définition d’Euler de la fonction factorielle :
L) = [Fu™e™du >0
'n+1l) = n !
— v =n entier > —1; p variable réelle > 0
& 1 & n! n
_ —pt _ - _ c ot
¢(p) = /0 eTdt =, per /0 whedu = DET peaso
— généralisation : v # entier; p complexe
y 'v+1

t ;V-i-l ) z. = 0

— cas particuliers :
1 s
v =-% i »
1
v = 3 1l Jz
2 \/E 2 2p P

6.1.3.5 Fonctions f(t) = e® et f(t) = t"e®

_ o0 __—(p—a _ 1 . a 1
QS(p)—fO e (p )tdt—ﬁ dOIlC. Bt D) -

6.2 Reégles de Heaviside

6.2.1 Linéarité de la TL

Les propriétés de linéarité de la TL sont dues aux propriétés de linéarité de l'intégrale :
A, w scalaires

{20 = Na@runm c A A@+L A0

6.2.2 Premiére régle de Heaviside

Soit f(t) définie par son développement en série entiére :
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notons : o i
— a a a
on(p) = /0 e Pt ZL! dt = n—’?TL[tn] = pn—il cx. = 0 (6.2)
donc par linéarité (et convergence uniforme) :
= a = ant”
n n
o) = Y S < f) = > 7
n=0 p n=0 ’
La série ¢ (p) converge d’apres le critére de Cauchy si " oo ¢ pZL < 1
i
c’est-a-dire si Pl > n — 00 [an|
Re(p) > 0 z. = 0
6.2.3 Deuxiéme régle de Heaviside
Soit ¢ (p) = % avec deg D >deg N
Soient a; les poles de ¢ (p) d’ordre de multiplicité A; .
On décompose ¢ (p) en éléments simples :
i
¢p) = X [Z ﬁ] On en déduit V'original f (t)
i —1 7
Ai Ai
i A , i A
Fy = Y e B g 5 () = _——
Zz‘: = U Z@: ; (p — ai)’
z. = maz [Re(a;)]
6.2.4 Applications
Soitw € R: coswt = 3 (e!+e ™). Comme e‘” > %a ,ona:
= Re(a) P
p ) w
cos wt D) - sin wt D) -
z0=0 p?+ w? x0=0 p?+w?
ch wt D P sh wt D d

2 2 2
zo=|w| PT—W

o = |w| p2 —Ww
6.2.4.1 Recherche de l’original

e ¢(p) = Arcyg (%)

dg _ 1 ( w) T DIREI. <WQ>k‘ S e
dp 1+°;—§ p*)  Ipl > || p? =0 p? k=0 e

On intégre terme & terme en choisissant la constante d’intégration nulle

x(—p)k o\ 264
o = > 2%+ 1 (5)

o0

(cf.D.S.T. Arctg z = Z 2k+1 2k+1>

On applique la premiére régle de Heaviside :

0 (_1)k w2+l 1 k‘ w2kt t2k

— N = ! 3 L i

k=0

sinwt

donc Arctg% C .




F.LUTHON,2019 51

«o () = Log (1+ %)
d 1 —92 202 & 2\ k
oo (3 L B e (8
p + 4% p Ip| > || P = p
0 2k+2
k+1 W
= 22( ) P23

On intégre terme a terme

i k
<cf. Log (142) = Y _ (k—i)1 e DST. >

pour |z| < 1

k=0
o) (_1)k w2k+2 B 92 00 (w t)2k+2
o) C zkzo 2%k +2 (2k+1)! = t kz%(_l)k (2k +2) !
00 2k
¢ (p) C % [1 - 2 (—=1)* ((C;]?)'] = % [1 — cos wt]

6.3 Inversion de la transformée de Laplace

6.3.1 Définition de H(t) par une intégrale de Bromwich-Wagner

1 C+1i o0 ept
H - A
(t) 2um x/C—ioo p dp
6.3.2 Intégrale de Mellin-Fourier
1 C+i00 .
f0 = = [ e

L’intégrale de Mellin-Fourier permet, connaissant I'image ¢ (p), de remonter & 'original f (¢).

6.3.3 Calcul de l’intégrale de Mellin-Fourier
6.3.3.1 Contour de Bromwich - Lemme de Jordan généralisé

6.3.3.1.1 Contour de Bromwich d’une fonction ¢(z) : C’est une droite (Fig. 6.3) :
— joignant le point C' — io00 au point C' + ico
— laissant & gauche tous les points singuliers de ¢(z)

6.3.3.1.2 Intégrale de Bromwich-Wagner : Soit ¢(z) une fonction de z dont tous les points
singuliers sont a gauche du contour de Bromwich. L’intégrale de Bromwich-Wagner est du type :

C+ioo
J(t) = L / e ¢ (2) dz

2im C—ioo
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¥ C+ioa
+
+ +
I i =
L i
n +
lien des points singiiers _7 oo

FIGURE 6.3 — Contour de Bromwich

6.3.3.1.3 Lemme de Jordan généralisé : Soit une fonction ¢ (z) :
— holomorphe (définie, analytique et uniforme) dans le demi-plan x < 0 sauf en un nombre fini
de poles
— tendant uniformément vers zéro lorsque |z| — oo
— soit tréel > 0
— soit C la demi-circonférence (0, R) située a gauche de I’axe imaginaire (Fig. 6.4.a).

= 'S L ]

¥ ¥ LY

c+

FIGURE 6.4 — De gauche a droite : contours a) , b) et c).

Alors:| [ €e%¢(z)dz — 0

o+ R—o00

6.3.3.1.4 Contour équivalent si ¢(z) satisfait le lemme :
— Les singularités ne sont que des poles : contour équivalent = toute courbe fermée (vy) sans
point double enfermant les poles (Fig. 6.4.b).
Notons A(z;) les résidus aux poles z; :

C+ioo
} /Jr ¢ (2) dz = ; Alz;) = = /(7+)etz¢(z) dz

297 C—ioco 24T

— S’il existe des points critiques (fonction multiforme) : on exclut du domaine les points
critiques (Fig. 6.4.c).

C+ioco
/ o) d Y / € ¢ () dz = 2im Y A(y)

C—ioco z;€D

6.3.3.2 Principe de calcul

L’intégrale de Mellin-Fourier se calcule par la méthode des résidus. L’abscisse C est choisie de
maniére & laisser & gauche du contour de Bromwich tous les points singuliers de ¢(p).

On compléete le plus souvent le chemin d’intégration (C' — ico, C' + ico) par une demi circonférence
I'"(O,R — o) tracée du coté des x < 0 en ajoutant les coupures nécessaires au niveau des points
critiques si la fonction ¢(p) est multiforme.
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Si le lemme de Jordan est satisfait, I'intégrale sur I'" est nulle et on applique le théoréme des

résidus :
1 C+i00 1

2im C—ioo

AORE— Fowd = Y AE) tz=> [ o a
J J

éventuellement si f
est multiforme

A(zj) : résidus relatifs & eP'¢(p)

6.3.3.3 Exemple d’une fonction uniforme

. . 1 n e N+
Soit ¢ (p) = Tora)T AveC { weC
1 C+i oo et e—at /C-i-i 0o elpta)t
t) = — —— dp = , — d
1) 2im /C'—ioo (p+a)" P 207 Josioo (p4a)™™! P
e(p+a) & k e
VP = g = X @ @+ o DSEdey(p) auV(-o)
=0
e—at C+ico car lemme de Jordan
fit) = Tpe / ‘ Y (p)dp = e A(—a) satisfait par ¢(p).
C—ico un point singulier — a
tn
A(—a)= a1 = o Res [¢ (p)]_,
donc W - t—n, e_“t

6.4 Reégles opératoires du calcul symbolique [1]

6.4.1 Linéarité

ai - fi(t) +az- fo(t) DO a1-¢1(p) + az - d2(p)

6.4.2 Dérivation et intégration par rapport & un paramétre

fta) > ¢ (pa) = { ?8‘

Exemple:%(eat) = t et = %(L) = L D tet!

b bt _ _at b d _
/ et da = £ - ¢ D) / a = Log <p a)
a t a P—C p_b

6.4.3 Changement d’échelle
Soit k € R o(p) < f@) = k ¢(kp)

N
~
—~
I+
SN—

zc
k

6.4.4 Translation de la variable concréte ¢ et symbolique p

et ¢ (p) c flt£a) - H()
o) S T® = N spra)  © etf ()

zc — Re(a)

. _D p+1 —t
Exemple : »ra C cost = Troprs C € cos t
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6.4.5 Théoréme du produit de Borel (convolution)

Soit 21 (p) € fi()
¢2(p) C  falt)

b1 (p) 62 (p) = /wepefue) b2 (p / fi () f2 (t—0) H (t—0) db

/ fi @) fo(t—6) d0 car H(t—0) = 0 pour 6 > t

role symétrique de f1 et fo donc :

61 () d2(0) C fil) * falt / £0) fa(t—6) df

1 eatiebt
- & ab

Exemple :

6.4.6 Dérivation et intégration par rapport a t

f@ > 6 = fl—]; > /0 e 3f dt = [P f@)]y +p /0 e P f (t) dt
df
a > po(p) —f (0+)
Géneéralisation : f(") t)y > poé (p) - nil pn—l—k f(k) (0)
Intégration : . w0
/ f(r)dr D —¢ (p)
0 p

6.4.7 Théorémes de la valeur initiale et finale

lim p¢ (p) = lim f(@{) = [f(0)

p—00 t—0

lim p¢ (p) = lim f(t)

p—0 t—00

6.4.8 Dérivation et intégration par rapport a la variable p

o () = /Oooe-pff@) it = j—ﬁ c —ti)

Généralisation : | 42 < (=1)" " f(t)

d’ou : fpoo ¢ (p) dp C th)
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6.5 Application de la TL : Fonction de transfert

6.5.1 Systéme linéaire SLIT

Un systéme linéaire stationnaire (i.e., invariant dans le temps) ou SLIT est représenté par une boite
noire (Fig. 6.5).

) —m|  HD e b= Hhrecd
Eép impds

* TL ¢ fTL-l

Hig) =
E(p) —W Frt transfert 5@ = BEEE

FIGURE 6.5 — Systéme linéaire

Il se caractérise au choix par :

— sa réponse implusionnelle h(t) : e(t) = §(t) = s(t) = h(t)

— PEDL qui le régit : a,s™ + ... + a15' + ags(t) = bpe™ + ... + bre/ + boe(t)
— sa réponse indicielle : quand e(t) = H(t) (échelon unité de Heaviside)

— sa réponse harmonique : quand e(t) = Acoswt (ou /%)

— sa fonction de transfert H(p) C h(t) : H(p) = % = %

6.5.2 Réponse impulsionnelle et Convolution

La sortie du systéme est la convolution de I'entrée par la réponse impuslionnelle : s(t) = h(t) xe(t).
Un produit de convolution est une intégrale compliquée.

Interprétation graphique : retournement et décalage d’une des fonctions, produit avec 'autre fonc-
tion et sommation des aires sous la courbe produit.

6.5.3 Distribution de Dirac

Définie par une limite : ‘ d(z) = lime_o I () ‘ ou I.(z) est une impulsion infiniement courte (durée

€) et infiniement haute (amplitude 1/e) :
On en déduit :
— la parité : §(z) = §(—=x) et 0(z —a) = §(a — x)
— Dintégrale : [T §(z)dr = 1
Produit simple : distribution pondérée par la valeur de la fonction
5(z — a)f(x) = 6(z — a) f(a)
d(z)f(x) = 6(x)f(0) (cas particulier a = 0)
Elément neutre de la convolution (preuve par la TL : H(p) = 1) :

+oo +oo
| e == [ st - wdu =5 « flz) = fa)
De méme :
bz =)+ f(@) = fla=a)
On en déduit les intégrales :
[ @) (w)do = £(0)
[ 8w — a)f)do = f(a)
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6.5.4 Intérét de la TL pour ’étude des Systémes

— simple produit algébrique en p au lieu du produit de convolution en ¢
— équation algébrique en p (fraction rationnelle) au lieu d’une équation différentielle
— étude harmonique : on pose p = jw = j2rf => diagramme de Bode (gain et phase)

6.5.5 Reéponse harmonique

Notation réelle :

e(t) = Acos (wt+ ¢) = s(t) = Beos (wt+1) ont Aet BER

Notation complexe :

e(t) = Re[Ael*!] et s(t) = Re[Be/“!| ot Aet BEC: A= Ae'® et B = Be'¥.
Alors en posant p = jw, on a la relation : H(jw) = E((JJU:))) = ﬁiﬂ:ﬁ = % = gej(ww)
Définition du gain (module de la FAT) : G =&

Définition du déphasage (argument de la FAT) : A® = ¢ — ¢

Courbe de Bode : on trace Ggp = 20logy G et AP en fonction de logjow.

Interprétation : la sortie reste sinusoidale (méme fréquence) mais est décalée temporellement (dé-
phasage) et son amplitude est modifiée (gain ou atténuation) :

At = A(IDZ
2
On a deux FAT types :
— ler ordre : 1
H =
1(]9) 1+7p
— 2e ordre : )
Hj(p)

T 1+ 20rp + 22
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6.6 Equation différentielle linéaire a coefficients constants

agy + ary + ... + apy™ = Z ary™ (z) = b(x) (6.3)
k=0

6.6.1 Meéthode classique
6.6.1.1 Solution générale sans 2nd membre

On calcule les s racines distinctes r; (réelles ou complexes et d’ordre de multiplicité my) du poly-
nome caractéristique ®(r) = a,r" + ap_17" ' 4+ -+ a1r + ag = 0.

La forme générale de la solution sans 2nd membre s’exprime alors comme une combinaison d’ex-
ponentielles :

Ygo(@) = D Pu()e’™
k=1

ou Py (x) est un polynome de degré my—1 (comportant donc my, constantes arbitraires qu’on détermine
grace aux conditions initiales).

6.6.1.2 Solution particuliére avec 2nd membre

— 2nd membre constant : b(z) = A= y,(x) = B
— 2nd membre sinusoidal : b(x) = Asin(wz + ¢) = yp(z) = Bsin(wz + )
— 2nd membre polynomial : b(z) de degré d = y,(z) polynéome de degré < d + 2.

6.6.2 Meéthode symbolique

On utilise la transformée de Laplace en tenant compte des conditions initiales.
Soient : Y(p) C y(z) et B(p) C b(x).
L’équation différentielle se transforme en :

n—1
an |P"Y(p) = Y _p Y P0)| + - + a1 [pY (p) — y(0)] + aoY (p) = B(p) (6.4)
k=0
o T 0 + -+ a(0) + B
- Yip) = app™+ -+ +aip+ag (6.5)
= Y(p) = Alp) + B(p) avec degA(p) =n—1 (6.6)

anp"™ + - Fa1p+ag
On décompose judicieusement la fraction en identifiant avec des termes connus donnés dans les tables,
ce qui permet ensuite de remonter & 'original y(x) connaissant sa transformée de Laplace Y (p).
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6.7 Vademecum du Calcul Symbolique

On pose :

¢ (p) c f (t)

DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT A ¢:

df ! ¢ (p)
= > — f (ot : / 6) df ) —
dt max(0,z¢) po (p) / ( ) 0 / ( ) max(0,zc) p
Généralisation :
n—1
fW@ o> phe () - p R ™ (0)

i

0

DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT A LA VARIABLE p:

dé

. d'¢

dp™

cevern o [ewa o LU

TRANSLATION DE LA VARIABLE CONCRETE ¢t ET SYMBOLIQUE p :

SO ¢ flxa) o dlpra) o e f ()

THEOREME DU PRODUIT DE BOREL (PRODUIT DE CONVOLUTION) :
¢1(p) < fi(t)
2 (p) C  fo(t)

Soient =

t
b1 () d2(0) C FL() % folt) = /0 £0) o (t—0) do
THEOREMES DE LA VALEUR INITIALE ET DE LA VALEUR FINALE :

tim po (p) = lm f(t) = [0 5 Lmpo(p) = lim [(1)

p—00 t—0 t—o00

CHANGEMENT D’ECHELLE :
Soit k € Rt

t
kot ¢ 1(3)
3
DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT A UN PARAMETRE :

¢(p,a) C f(t,a) =

b b
oo © it 5 [ ead o [ ) da



Chapitre 7

TRANSFORMEE DE FOURIER

7.1 Définition

Soit f(t) :

— une fonction de la variable réelle ¢

— intégrable

— admettant un nombre fini de discontinuités de lére espéce.
La TF de f(t) est définie par :

Fv) = [IJf@)e™ v ldt =TF[f (1)
La formule de réciprocité donne :  f(t) = [T2XF()et? Vidy =TF'[F(v)]
Silon pose w=2mr ,on alesformules: F(w) = fj;o ft)etwtdt
1 [+ :
f@ = e F(w)e" tdw

w (ou v) est appelé la variable conjuguée de t ( v est une variable réelle). Le produit vt est sans
dimension. En physique, v correspond a la fréquence (en Hz) et w correspond a la pulsation (en rad/s).

7.2 Reégles opératoires

7.2.1 Linéarité

TEX ) +p fa(D)] = ATF [f1(8)] + p TF[f2(t)]

7.2.2 Transposition

x=—t
+oo ‘ I —oe ,
tRif(-0) = [ reoetia = /+ f @) €0 (—ds) = F(-v)
TFIf(-t)] = F(-v)

Donc - f paire = F paire
" | f impaire = F' impaire

29
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7.2.3 Conjugaison
Soit : f(t)=f1(t)+i fo(t) et F(&)=f1(t)—ifs(t)
Notons : F'(v) = TF[f(t)]
Alors : TF W} = [[Xf)ye?vtar = [TOf@)emvidt = F(-v)

donc: TF [f (t)] =F(-v)

si f réelle : t)=ft) = F)=F(-v) hermitique
si f imaginaire pure : f (t) = —f () = F(—v)=—F(v) antihermitique
7.2.4 Changement d’échelle
—sia>0:
r=at
Foo , | Foo o o dT 1 _ /v
_ —i2r vt — —2rv - =
TF[f(at)]—/OO f(at) e dt /Oo f(x)e ; aF<a)
—sia<0:
r=at
400 ) i{ —00 .
tPifan) = [ fapetria = [ Cp@ei®
o 100 a
1 oo —i2rx _ 1 v
= mloo f(CC) e a d(E = mF (a—
— donc : Va € R* si F(v)=TF|[f(t)] alors TF|[f(at)]= |71‘F (%)
7.2.5 Translation de la variable concréte ¢ (Régle du retard)
+o0 ) +oo )
TF[f(t —to)] = / ft—to) e ®™dt = / f (@) emBr Vet dy
—00 z=t—to oo
donc : | TF[f(t—ty)] = e ?™OF(v)

7.2.6 Translation de la variable symbolique v (Régle de modulation)

Soit 1rpe R TF [e?™!f(t)] = fj;o f ) em2rv=rltg = F (v — vp)
donc pour vy € R TF [e?™!f(t)] = F(v—uw)

7.2.7 Dérivation et intégration par rapport a t

—+o00
—127v _ —i2mvt]t .
TF [f’(t)] :/ f/(,t)t e f’r tdt integ ;arties f(t)e i2m t],z +i2mv F (v)

-0 u .

donc s lim f(t)=0

c’est-a-dire si f est intégrable au sens de Riemann,
[t| =00

alors :

TP[f'(t) = 2mv F(v)]

7.2.7.1 Généralisation

TR/ ()] = (i2m)" F(v)
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7.2.7.2 Intégration

Si [FXf(t)dt=0 alors TF[ffoof(:c)dx} = =L F(v)

2my

7.2.8 Dérivation par rapport a v

dFdiV) _ C;iy |:/_—::Of(7f) e—i27rutdt:| — /_—::Of(t) (—i27T t) e~ 2TVt gy

doncsi F(v)= TFI[f(t)]alors F'(v) = TF[-i2rnt f(t)]

7.2.8.1 Généralisation

7.2.9 Théoréme de convolution

[ R ) =TFf ()]
Soient :
{ By (v) =TF[fa(t)]
Considérons le produit de convolution de f1 et fo défini par :

+00 +oo
g @) = [L®)=f0t) = / @ flt-a)de = [ filt—2)f(x)ds
posons G (v) = TF]lg (t)]
+o00 . +o0
G) = / e 2wyt (/ filt—z) fa(x) dm) dt
CU. = G) = [[Alt—z)f(x)e v t=2t2)gt 4y
= / fa (z) e 2™ 2y / fit—z) VD g = B F(v)
——
donc
TP« L)) = F@) R

On montre de méme que :  TF[fi(t)- fo(t)] = F1(v)*F(v)

7.2.10 Formule de Parseval-Plancherel
o [ i) = TF[fi(t)]
Solent { F(v) = TF[f(®)]
f R >F2< Ydv = [TCR ) [T (6) 2 bt do
= [T R [[Zh)et®viatdy= [T fH(1) Fy (v) e vy dt
fi(t) ’

donc: [TXR () B d = [YCH1) R d
7.2.10.1 Cas particulier

Si fit)=fo(t) = f(t) alors [T2\f@)fdt= T2 F W) dv

7.2.11 Egalité fondamentale (TF des distributions)
Si F(v) = TF[f(t)] alors : TFIF(t) = [f(-v)
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TF[AL] = F(v)

TFF(L] = f-v)

FIGURE 7.1 — Moyen mnémotechnique

7.2.11.1 Moyen mnémotechnique (Fig. 7.1)

7.3 Relation entre TF et TL

7.3.1 Cas ou on suppose que f(t) = f(t)- H(t)

ou H(t) = fonction échelon unité, c’est-a-dire que f(t) = 0 pour ¢t < 0.

Par définition : ¢ (p) = [[Cf@)ePdt c  f(b)
Posons:p = x+iy = 27v (c’est-a-dire z = 0)
alors ¢ (i2mv) = [7°f(t)e 2™ dt

Comme f(t) =0 pour t < 0, on peut écrire : ¢ (i27v) = fj;o ft) e 2™dt =  F(v)

7.3.1.1 Transformée inverse

Rappel : la transformée de Laplace inverse s’obtient par une intégrale de Mellin-Fourier sur le

contour de Bromwich :
1 C+ic0

f(t) = — / 6 (v) P dp

i2m C—ioco

Si l'on pose p = i2zv alors g—fr =dv .

Donc, il y aura identité avec la formule de la TF~ : f(t) = [TXF(v)et?™dy si: € =0.
Donc ¢(p) ne doit pas posséder de points singuliers a droite de I’axe imaginaire (z > 0).
7.3.2 Cas ou f(t) #0 pour t <0

Alors F'(v) = fi)oo f@)e ™ vide + [ F () e TV e

On fait le changement de variable t — —t dans la premiére intégrale :

F(v) = /Ooof(—t)ei%”dt + /Ooof(t)e”””dt

Les deux fonctions f1 (t) = f(—t)- H(t) et fo(t)= f(t)-H(t) sont bien définies pour ¢ > 0.
Alors:  F(v) = ¢1(—=i2nv) + ¢a(i27v)
car ¢1(p) = [ f1(t)e Pt

Il faut de méme que C = 0 pour ¢; et ¢ pour avoir identité des transformées inverses.
7.4 TF de distributions

7.4.1 TF de §(t —a)

La Fig. 7.2 représente une impulsion de Dirac décalée en a.
TE[(t—a)= [T28 (t—a)e ™ vidt
or : fj;og (£)0 (x —a)dr =g(a) pour g(x) définie, continue

=  TF[§(t—a)=e®""" =  TF[t)=1



F.LUTHON,2019 63

.

FIGURE 7.2 — Implusion de Dirac décalée.

TFBGa)] = =™

TFlE)] = 1
e |
TF[1] = &-v) = &(v) TF[E"EM] = &-v-a) = &v+a)

(a) (b)

FIGURE 7.3 — Applications du moyen mnémotechnique pour obtenir les TF de : (a) une fonction
constante ; (b) une exponentielle complexe.

7.4.2 TF de f(t) =1 au sens des distributions

On applique le moyen mnémotechnique (Fig. 7.3a).

=  TF[1]=6(v)

7.4.3 TF de exp(i2mat)

On applique encore le moyen mnémotechnique (Fig. 7.3b).

= TF [em’r “=6(v—a)

7.4.4 TF de cos(2wat) et sin(2wat)

TF [cos2mat] = [0 (v—a)+d (v+a)

DO =

TF[sin2m at] = %[5 (v—a)—6 (v+a)] =

[0 (v+a)=0d (v—a)

N | .

7.4.5 Fonctions propres de la TF
7.4.5.1 Peigne p(t)

+oo
pt)=> 6(t—n) (7.1)
00 ‘ +00
TEpM)=Pw) = Y e@i= 3 §@w-n (7.2)

C’est la formule de Poisson.

7.4.5.2 Loi de Laplace-Gauss

TF [e_w tQ] =e Y (7.3)
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7.5 Vademecum pour la Transformée de Fourier

DEFINITION : on note

Fv) = TF[f@®)] = [Jf@)e

FORMULE D’INVERSION :
—+00 )
f@ = F)e™™ vtdy =TF 1 [F(v)]

—0o0

TRANSPOSITION :

CONJUGAISON :

CHANGEMENT D’ECHELLE :

Va € R* S5 F)=TF[f(#)] alors TF[f(at)]= ﬁF(K)

a

TRANSLATION DE LA VARIABLE CONCRETE ¢ :
TF[f(t—tg)] = e ™0 F(v)

REGLE DE MODULATION :

TF [e?™!f ()] = F(v—uw)

DERIVATION PAR RAPPORT A ¢t :
TF [ﬂ") (t)] = (i2m)" F ()

DERIVATION PAR RAPPORT A v :

CONVOLUTION :

| TR LB = AW Bl |

FORMULE DE PARSEVAL-PLANCHEREL :

+oo +00 -
| Rw Bww - fi () ) dt

—00 —

TF DES DISTRIBUTIONS :

TF[§ (t—a)] = e ?mva

EGALITE FONDAMENTALE :

TF[EL] = F(v)

TFF(Y] = f-v)




Chapitre 8

TRANSFORMEE DE FOURIER
DISCRETE

8.1 Introduction

Par abus de langage, on emploie souvent indifféremment les deux termes spectre et transformée de
Fourier, sans se soucier de la phase de la transformée de Fourier. Mais en toute rigueur, le spectre d’un
signal est le module au carré de sa transformée de Fourier.

L’analyse spectrale d’un signal analogique déterministe par une technique numérique comporte
deux étapes essentielles :

— la conversion analogique-numérique du signal : c’est I’échantillonnage,

— le calcul de la transformée de Fourier discréte : TFD.

Ces deux étapes générent des distorsions qui peuvent perturber ’analyse. Pour interpréter correctement
les spectres obtenus, il faut connaitre l'origine et les conséquences de ces distorsions, ainsi que les
techniques permettant de les minimiser [11]. On étudiera d’abord les conséquences de I’échantillonnage
temporel d’un signal, puis on mettra en évidence les problémes posés par le recours & la TFD.

8.2 Conversion analogique-numérique

8.2.1 Echantillonnage et quantification

La conversion d’un signal analogique en une séquence de valeurs numériques, ou signal numérique,

se divise en deux phases :

— la prise d’échantillons du signal & intervalles de temps réguliers dont la durée est appelée période
d’échantillonnage T;. Cet échantillonnage temporel peut induire des distorsions génantes si
les conditions du théoréme de Shannon ne sont pas vérifices (§ 8.2.2).

— la quantification des valeurs des échantillons ainsi prélevés, avec un écart maximal entre la
valeur réelle et la valeur stockée qui dépend du nombre de bits dont dispose le convertisseur
analogique-numérique. Si le signal a un spectre suffisamment étendu, on assimile les consé-
quences de cette quantification & la superposition d’un bruit blanc sur le signal d’origine. Si le
nombre de bits du calculateur est suffisant et si 'amplitude du signal & analyser est assez forte,
on peut considérer que le rapport signal sur bruit de quantification est trés grand, et négliger
les effets de la quantification.

8.2.2 Echantillonnage temporel

Considérons un signal analogique z,(t) de transformée de Fourier X,(v). Notons z.(t) le signal
résultant de I’échantillonnage de x,(t) a la fréquence F, = 1/T,. Il est défini par :

{ Te(t) =24(t) =2, sit=nT, (8.1)

ze(t) =0 sinon



66 F.LUTHON,2019

On peut écrire :
ze(t) = xqo(t).e(t) (8.2)
ou e(t) est le peigne de Dirac de période T :

+oo
e(t)= > 6(t—nT.) (8.3)

Soit E(v) la transformée de Fourier de e(t) :
+o0
E(w)=F. Y dv-kF) (8.4)
k=—o00

La transformée de Fourier X (v) de z.(t) est donnée par le produit de convolution :

+oo
Xe(v) = Xa(v) * E(v) = Xo(v)  F. > 6(v —kF.) (8.5)
k=—o00
soit : .
Xe(y) = Fe Z Xa(V_kFe) (8'6)

k=—00

Le spectre du signal échantillonné correspond donc, au facteur multiplicatif F, prés, & la périodi-
sation & période F, du spectre X,(v) du signal analogique. Nous allons voir que cette périodisation
spectrale peut introduire une distorsion du spectre dans la bande de fréquences considérée, & savoir
] _Fe/2§Fe/2['

Supposons d’abord que X,(v) = 0 pour |v| > F,, ou F,, est la fréquence maximale du signal. Selon
le théoreme de Shannon, si z,(t) est un signal d’énergie finie, on peut retrouver sans distorsion le
signal x4(t) & partir du signal échantillonné x.(t) si et seulement si :

F, > 2F,,. (8.7)
Dans ce cas (Fig. 8.1), les spectres X,(v) et X (v) coincident parfaitement sur l'intervalle | —F, /2; F¢. /2],

et la périodisation spectrale liée & I’échantillonnage temporel n’a pas de conséquence sur ’analyse
spectrale du signal étudié.

xalff]
f
T T T =S | oV T T —>
-2Fe -3Fe -Fe -Fe 0 Fe Fe 3Fe 2Fe
7 2 7
xeff]
; f
T T T T ! lel T T —>
-?Fe -3Fe Fe -Fe 0 Fe Fe 3Fe 2Fe
2 2

FIGURE 8.1 — Respect du théoréme de Shannon : aucune distorsion dans la bande | — F¢./2; F, /2].

Par contre, si F, < 2F,, ou bien si le signal n’est pas & spectre borné, il y a recouvrement ou
repliement de spectre (Fig. 8.2) Les deux spectres X.(v) et X,(v) ne coincident plus sur 'intervalle
|-F./2; F./2 | : on a un rehaussement d’énergie en bouts de bande autour de +F, /2. La distorsion liée
a la périodisation spectrale est alors telle que ’analyse de Fourier du signal échantillonné ne permet
pas d’avoir une bonne description du spectre du signal analogique. On ne pourra pas reconstituer
correctement le signal analogique & partir de ses échantillons.
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xalf]

L L L -F L I i I I L >
-2Fe - 3Fe -Fe -Fe 0 Fe Fe 3Fe 2Fe
2

FIGURE 8.2 — Recouvrement de spectre : distorsions dans la bande | — F./2; F. /2].

8.3 Transformée de Fourier Discréte

8.3.1 TFDT d’un signal causal
Le signal z.(t), échantillonnée idéale de x,(t), peut s’écrire d’apres (8.2) :

+oo

ze(t) = Z 0 (t —nTy) (8.8)

n=—oo
Donc la transformée de Fourier X.(v) du signal échantillonné z.(t) s’exprime par :

+oo
Xe(v) = Z Xy exp(—72mnvTy) (8.9)

n=—oo

Le signal x.(t) étant défini par une séquence discréte de valeurs x,, dans le temps, X, (v) est appelée
Transformée de Fourier Discréte dans le Temps (TFDT). Notons que dans cette expression,
le temps est discrétisé tandis que la fréquence reste continue. Si le signal z.(t) est causal, c’est-a-dire
que x, = 0 pour n < 0, alors I'expression de la TFDT se simplifie :

+oo
Xe(v) = an exp(—j2mnvTy) (8.10)

n=0

Nous supposerons dans la suite que nous traitons toujours un signal causal.

8.3.2 Troncature temporelle

Pour une fréquence v donnée, le calcul sur ordinateur de la TFDT ci-dessus est possible si le signal
est de durée finie (x,, est nul a partir d'un certain indice n = N). Par contre, si le signal est de durée
a priori infinie, la TFDT n’est pas calculable sur ordinateur (somme infinie). Pour y remédier, il faut
faire I’hypothése qu’a partir d’un certain indice n = N, les échantillons z,, sont négligeables. Alors,
Pexpression de la TFDT X, (v) devient :

N-1
Xe(v) = Z Ty exp(—j2mnvTy,) (8.11)

n=0

Cette démarche consistant & assimiler un signal de durée infinie & un signal de durée finie est appelée
troncature temporelle. Elle peut avoir des conséquences spectrales facheuses si 'hypothése sur la



68 F.LUTHON,2019

faiblesse de I’amplitude des x,, pour n > N est fausse. Du point de vue mathématique, la troncature
revient & multiplier le signal x.(¢) par une porte causale mp(t) de largeur T' = N.T,, qu’on appelle
aussi fenétre rectangulaire, définie par :

ap(t) =1 site[0;(N —1)T]
{ mr(t) =0  sinon (8.12)
En d’autres termes, on assimile le signal z.(¢) & un signal z7(t) défini par :
xT(t) = xe(t).ﬂ'T(t) (8.13)
Ceci revient & assimiler la TFDT X, (v) a la TFDT X7 (v), résultat de la convolution :
Xr(v) = X (v) x p(v) (8.14)
ou IIp(v) est la transformée de Fourier de la porte de largeur T :
Ty (v) Tsin(m/T) (—jmT) (8.15)
v) =T ——=exp(—jmv :
T T PAIT

N.B. L’exponentielle complexe exp(—jnvT), terme de déphasage di au fait que la porte est causale
centrée en T'/2, ne modifie en rien le module de la transformée de Fourier.

Cette convolution par un sinus cardinal induit des distorsions caractérisées par un élargissement
spectral et I'apparition d’ondulations dans le voisinage des zones de transition du spectre ! (zones de
fréquences oul est concentrée 1’énergie) : c’est ce que I'on appelle le phénomeéne de Gibbs (Fig. 8.3).

spectre

mf"m

a0

-50
-100

energie
By a0

-200L

-250L

-300 , \ . . \
1] 20 40 =] an 100 120
frequence (HZ)

F1GURE 8.3 — Phénomeéne de Gibbs pour le spectre d’un sinus représenté sur l'intervalle [0; F,/2].

8.3.3 Pondération temporelle

Pour diminuer les incidences spectrales de la troncature temporelle, on peut pondérer le signal
échantillonné par une fonction qui laisse inchangés les échantillons situés au centre de la fenétre, et qui
atténue plus ou moins les échantillons situés sur les bords de cette fenétre. Cela revient a calculer la
TFDT pour un signal multiplié non plus par une fenétre rectangulaire de durée T' (Eq. 8.13), mais par
une fenétre de pondération temporelle de méme durée, appelée aussi fenétre d’apodisation.

1. Classiquement, on ne représente le spectre que dans I'intervalle [ 0; Fe/2 ] car on sait que pour les signaux réels,
le spectre est symétrique par rapport & v =0 : X(—v) = X*(v) , ot * dénote le complexe conjugué.
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Il existe de nombreux types de pondérations. Toutes ont comme objectif de réduire I’amplitude des
ondulations et I’élargissement spectral associés au phénoméne de Gibbs, mais elles ont des propriétés
spécifiques différentes. Nous limiterons notre étude a trois fenétres de pondération, dont les propriétés
sont représentatives des grandes catégories de pondérations possibles :

— la fenétre de Hanning, d’expression temporelle :

{ wp(t) = 0.5 {1 — cos <(N2_%)] sit € [0; (N — 1)Te] (8.16)
wp(t) =0 sinon

— la fenétre de Hamming, d’expression temporelle :

o _ 21t 3 . —
w(t) = 0.54 = 046 cos 2k ) si ¢ € [05(N = 1)T.] (8.17)
wg(t) =0 sinon
— la fenétre de Blackman, d’expression temporelle :
. 27t 47t 3 -
wp(t) = 0.42 — 0.50 cos (W) +0.08 cos ((N—I)Te> si t € [0; (N — 1)T] (8.18)
wB(t) -0 sinon

Quelle que soit la fenétre de pondération temporelle, le module de sa transformée de Fourier est
constitué d’un lobe central ou principal d’amplitude unité et de largeur variable selon la pondération,
et d’une succession de lobes secondaires dont ’amplitude relative a celle du lobe principal décroit
plus ou moins vite selon la pondération. Ces différentes propriétés sont résumées dans le Tab. 8.1.

TABLE 8.1 — Caractéristiques des fenétres de pondération.

Fenétre Atténuation (en dB) Largeur (en Hz) | Vitesse d’atténuation
du premier lobe secondaire | du lobe principal | des lobes secondaires
Rectangulaire -13 2Fe/N Lente
Hanning -31 4Fe/N Rapide
Hamming -41 4Fe/N Lente
Blackman -57 6Fe/N Tres rapide

L’intérét de chaque pondération dépend & la fois des objectifs recherchés et du type de signal
analysé : signal & spectre continu, signal périodique, signal & large spectre, signal & spectre étroit ...

8.3.4 Echantillonnage fréquentiel - TFD

Pour une fréquence v donnée, on peut calculer la TFDT et controler dans une certaine mesure
les distorsions liées au phénoméne de Gibbs grace aux fenétres de pondération. Mais le calcul sur
ordinateur de I’ensemble du spectre, autrement dit de la TFDT pour v € [0, F, /2], n’est évidemment
possible que pour un nombre fini de valeurs de la fréquence. Il faut donc échantillonner en fréquence
la TEDT sur cet intervalle.

Compte tenu du théoréme de Shannon, la durée du signal temporel analysé étant égale? AT = N.T,,
il suffit d’échantillonner la TFDT & une "fréquence" égale & N.T,, ce qui revient & prendre un échantillon
spectral tous les F,/N. Le spectre ainsi échantillonné, représentation spectrale discréte d’un signal
discret dans le temps, est appelé Transformée de Fourier Discréte (TFD). La TFD est alors
donnée par les valeurs X définies par :

gy 2mnk
Xp= > wnpexp(—j ) (8.19)
n=0

NB : Pour le calcul de la formule (8.19) sur ordinateur, il existe un algorithme rapide appelé FFT
(Fast Fourier Transform) : FFT 1-D pour les signaux et FFT 2-D pour les images.

2. N est le nombre d’échantillons du signal sans zero-padding (cf. commentaire sur la fft en annexe).
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Notons que dans cette expression, le temps et la fréquence sont échantillonnés. Cet échantillonnage
fréquentiel peut avoir une influence notable sur I’allure du spectre.

En effet, considérons le cas simple d’une cosinusoide de fréquence fj, échantillonnée a la fréquence
F. et observée sur une fenétre de durée 7' = N.T,, ou N représente le nombre d’échantillons du signal.
Son spectre continu théorique sur [0; Fi /2] correspond & un sinus cardinal dont le maximum est centré
en fp, et dont les zéros sont espacés de 1/T car :

1 M'Q _ ‘ sin (v — fo)T) | (8.20)

560} —Jo)xT T w(v— fo)T

Or on a justement : % = ﬁ = % c’est-a-dire que ’espacement entre les zéros du sinc est le méme
€

que ’espacement entre les points du spectre échantillonné.

Ainsi, si fo = k.F./N (avec k entier), les échantillons du spectre tombent exactement sur les zéros
du sinc (Fig. 8.4a). Alors le phénoméne de Gibbs, bien que présent, n’apparait pas a la visualisation
du spectre échantillonné (raie spectrale fine). Il est masqué par I’échantillonnage fréquentiel.

Par contre, si fo = (k4 1/2).F. /N, les échantillons du spectre tombent sur les maxima des lobes
secondaires du sinc (Fig. 8.4b). Alors le phénomeéne de Gibbs est le plus apparent (raie spectrale tres
large). L’échantillonnage fréquentiel révele clairement le phénomeéne, dit de fuite d’énergie (leakage
en anglais), ou 'amplitude de la raie fréquentielle est diminuée.

1

ir .
fo = k.Fe/M I.' voofo= (ke /21 Fe/M
s ':
echantillons . .
échantillons
du spectre p /
u spectre
P L T e‘ N \,"J L  * ! \|,*
] s .y i . ! . El 1 ' L) + + + + : : : .
n FedM kFe/N Fe/2 0 FeM kFedr Fe/?

FIGURE 8.4 — Influence de I’échantillonnage fréquentiel : a) Echantillonnage passant par les zéros du
sinc; b) Echantillonnage passant par les maxima du sinc.

On peut résumer cette discussion en calculant le rapport :

F, N T
r= Af—i)f avec Af = We c’est-a-dire r = F‘};O =Tfo= T (8.21)

ou Tp représente la période du signal sinusoidal. Selon la valeur de 7, on sera dans un cas d’échan-
tillonnage fréquentiel induisant plus ou moins de fuite d’énergie, les cas extrémes correspondant res-
pectivement & r demi-entier et r entier. Tous les cas intermédiaires sont bien stir possibles. En pratique
évidemment, on ne peut pas maitriser ce paramétre r sans connaissance a priorisur le signal (il faudrait
connaitre fj ... ce qui est justement le but de ’analyse spectrale!) Il faudra donc toujours se méfier du
phénomeéne de fuite d’énergie éventuelle avant d’interpréter un spectre ...

Dans le cas d’une analyse avec une fenétre rectangulaire, on peut aboutir a des représentations
spectrales trés différentes pour des signaux de méme type (cf. Fig. 8.5 pour le cas d’une sinusoide)
soit parce que l'on a modifié 1égérement la fréquence d’échantillonnage ou le nombre de points acquis,
soit parce que la fréquence du signal est légérement différente. La encore, le recours aux pondérations
décrites au § 8.3.3 peut s’avérer utile.

Signalons pour finir que l'on peut également interpréter ce phénomeéne de fuite d’énergie d’un point
de vue temporel. L’échantillonnage fréquentiel se traduit en effet par une périodisation temporelle
a la période T' = N.T, du signal analogique original. Le spectre échantillonné de z.(t) correspond
donc en fait au spectre d’un signal périodique de période T', dont une période correspond aux N
premiers échantillons de z.(t). Si le rapport T'/Ty n’est pas entier, le signal périodisé présentera des
discontinuités aux raccordements des tranches de signal, qui se traduiront par des distorsions spectrales
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plus ou moins importantes selon la nature de ces discontinuités. Comme T = N.T,, on comprend que
cette interprétation temporelle revient exactement & l'interprétation fréquentielle précédente ot on
calculait le rapport :

Nfo T
TR fo T (8.22)
spectres
50
a
-50
-1o0t
Energie
(dE)

-1501

-2001

-2501

-300 . . s :
a 20 40 3] a0 100 120
frequence (Hz)

FIGURE 8.5 — Spectres discrets (TFD sur [0; F,/2]) de deux signaux sinusoidaux de fréquences trés
proches (64 Hz et 63.125 Hz) pour une méme fréquence d’échantillonnage F, = 256 Hz et un méme
nombre d’échantillons N=64.
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Chapitre 9

TRANSFORMEE EN Z

9.1 Introduction sur I’échantillonnage

Notons f*(¢) la fonction échantillonnée (suite d’impulsions espacées de T¢) correspondant & une
fonction continue f(t). Il est intéressant de poser :

z = ePle (9.1)

dans Iexpression de sa TL ¢*(p) car ¢*(p) est alors une fonction rationnelle de exp (pT¢). On obtient
ainsi une Transformée en Z (en abrégé TZ).

M SO Y
. E e
0 t 0 HHHHHH i
T

FIGURE 9.1 — Echantillonnage temporel

9.1.1 Rappel sur les distributions
9.1.1.1 Fonction d’échantillonnage (peigne de Dirac)

+oo
p(t)= > &t —nT.). (9.2)
1
o = pour0<t<e
o) = 213(1){ 6 ailleurs (9:3)

9.1.1.2 Distribution

On appelle distribution 7', une fonctionnelle sur D ou D est 'EV des fonctions ¢(t) a valeurs
complexes définies sur R, indéfiniment dérivables et & support borné.

D c
Tr : v = <T,p>
Exemple : <Tp,p > = fj;oF(t) © (t)dt
+oo
<hp> = <De> = [ s@emd = o0

f* (t) - Z f (t) 0 (t - nTe) - Z f (nTe) 0 (t - nTe)
n=0 n=0

NB. Distribution : pas de sens au sens des fonctions (intégrale de Riemann).
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9.2 TL d’une fonction échantillonnée

— f(t) continue par morceaux pour t > 0
— f(t) = 0 pour t <0
— f(t) d’ordre exponentiel «y,
clest-a-dire : Ve > 0, 3IN/¥n >N Va>ag |f(nT.)| e @"le <¢

/if(t) § (t—nT,)ePdt = if(nT /5 (t —nT,) e Pldt
0 n=0 0

n=0
e—nTep
o0
= ¢ (p) = S f(nT.)e ™ pour Re(p) > o (abscisse de convergence).
Le changement de variable z = ePT¢ transforme I’axe de convergence Re(p) = ag en le cercle :
o = ela0+jw)Te o |Z| — 0T

o0

F(z)= o* (p) = Z f(nT,) 2" = Z[f®)=2Z[f(nT.)] ; |2|] > o@0Te

Souvent, on prend :

9.3 TZ des puissances de ¢

oo
TZ [t"] = 3 nMTFz" converge pour |z|>1 (critére de d’Alembert)
n=0

o0
— TeZ § nk*l Tekfl nzf(nﬁ’l)
n=0

o
A e D DR S e
n=0

_ _ 1 d _
TZ [tk 1] = Y Ml s 77 M = T aZ[t’f 1]
o
pour k=0: TZ[l]= Zoz_" = Z5 pour [z] >1
n—
Donc: TZI[t] = L,

(=-1)?
La TZ étant obtenue avec la TL et un changement de variable, c’est donc une transformation
linéaire.

‘TZ [ polynome en t | = fonction rationnelle en z

9.4 TZ de f(t)e ™

Z e f(t)] Zf (nT,) e-®Te z7n = Zf(nTe) (zeaTe)_n
n=0
donc si F (2) = Z [f (t)] alors  Z [e7® f(t)] = F(e"<z)

9.4.1 Théoréme

Si f(t) est une somme finie de termes du type t* et t*¢= | dont la TL est d’abscisse de convergence

«g, alors la TZ est une fraction rationnelle en z, ayant tous ses poles a 'intérieur du cercle de rayon
apTe
e .
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9.5 Translation temporelle

9.5.1 Retard
ZIFW) = > f(nT.) z "
n=0

fit) fit-kT)

KT

F1GURE 9.2 — Fonction retardée

Fonction retardée : g(t) = f(t — kT.).H(t — kT.) avec : H(t — kT,) = 0 pour t < kT,

2= g L) =" = > fln—k) T Hln—k T ="
’ nz:o ’ nz:o =0 si n<k
N Fn BT 2 = 0 et 0 £0) 57 4 (T 2R
n=k
ZIf(t—kT) H(t—kT)] = =" Z[f ()]
donc : |2~ = opérateur retard

9.5.2 Avance

Zft+ k)] =Y fln+k) Tz =8> fln+ k) Tz " =273 f(mT.) 2™
n=0 n=0 m=k
k—1
ZUE+HT) = F|F() = S fmT) =
m=0

9.6 Théoréme de la valeur initiale

F(z) = Z[f®] = fO+Y fmT)=" ;o>
n=1

La série converge uniformément pour |z| > R’ > eTe donc la limite de la série quand |z| — oo est
obtenue en prenant la limite de chaque élément terme a terme :

lim F(z) = f(0)

Z2—00

9.7 Théoréme de la valeur finale

f(o) = lm (z—1)F(z) = lm (1-2z"")F(z)

z—1 z—1



76 F.LUTHON,2019

9.7.1 Preuve

2F(2)—F(2) = [fO)+Z[ft+T)]—Z[f(t)]
= ZIft+T)—f®)] = (2—1)F(z)—2f(0)
& D [fln+D)T) - f(nT))z" = (2=1)F(2) - 2f (0)
f(Te) - f (O)

& dim f(T)T—f0) = (=1F()-=2f0)
Si on fait tendre z vers 1, on a : li_% (z=1)F(2) = f(0)

9.8 Formule d’inversion
Posons : z = Rel? dans 'équation  F(2) = Y. f(nT.) 2™ :
. > 1 .
F (ReJ9> - nzz;) f(T) e B> e

On peut décomposer partie réelle et imaginaire :
f1(0) = Re [F (Re??)] et fo(0) = Im[F (Re’?)]

. = 1 pe 1
ﬁ@ﬂh@=:;mmﬁmwﬁ;wwﬁmw
Utilisons les formules des coefficients des séries de Fourier :
1 2
= — 0) do
fo = 5[ n®)
R™ 2
f(nTy) = — f1(0) cos nb db
T Jo
R™ 2w
f(nT,) = —— f2(0)sin nd db
™ Jo
Additionnons les deux derniéres équations et divisons par 2 :
R™ 27 1 2w ) )
fT)= oo [ [f1(8)cos b= fo(O)sin nf] db = o | = Re [F (ReJ9> R"e”‘e] df

car : F (Re¥®) = f1(0)+j f2(0) et: R"e™ = R"(cos nf+j sin no)
F (z) est une fonction réelle de z donc :
— Re[F] est fonction paire de
— Im[F] est fonction impaire de 6

Donc :

Im [F <Rej9) R”eﬂ’"ﬂ — Re [F (Rej9>] Im (R"ej"9> —Im [F (Reje)] Re <R"ej"9>

est une fonction impaire de 6, ce qui entraine que : f027r Im [F (Reje) R”ej”‘g] dd = 0
On peut donc réécrire : f (nT,) = % 02” F (Re7)Rei™ df
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region des Aangulantes de F(z)

F1GUuRE 9.3 — Contour d’intégration utilisé pour la TZ inverse.

Considérons un contour d’intégration Cj circulaire dans le sens direct de rayon R > e’’¢ (Fig. 9.3) :

On fait donc une intégration sur ce contour : Re’? = z et df = j%dz

f(nT,) = ﬂiﬂ $ 2" (2) dz
9N . Co N _ N
d’on : F(nT) = 3 Residu [2"VF (2);z = pi] ou pr = poles de F(z)
k
que l'on peut écrire : f (nT.) = Z 7 1[F(2)].

On voit donc que cette formule ne donne f(t) que pour les valeurs entiéres de n.
Elle ne donne pas une détermination unique de f(¢),Vt € R.

9.9 Propriété périodique de ¢*(p) et relation avec ¢(p)

z= el ¢" (p) = F (2)

L2 N

P+,

>Te on en déduit que F' (z) est une fonction périodique :

o = o (r 25"

comme : ePle = e(

Ona:f(t) = [f() p)

Or on montre que (formule de Poisson) : p(t) = Tie e Te
1 +oo 2imtnt

Donc : f*(t) = T—er(t)e T

[N * 1 oo 2im nt
Dot : ¢*(p) = =~ > TL [f(t)eTe }
Or: f(t)ee® > ¢(p+a)
Donc : TL [f (t) e%‘:‘t] = ¢ (p— %)

400 ]

Conclusion :  ¢* (p) = T%; S ¢ <p+ 2%11)

9.10 Expression de ¢*(p) a I’aide des résidus

* L. F(v)
s=re = T meas ]
poles de F(v)
Si F(v) = ggzg, le résidu correspondant & un pole simple vaut :
i = N (pi) - N (pi)
i % [D(v) (1—evTe 2], D' (p) (1= epiTe z-1)
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Donc si F' (v) n’a que des poles simples :

() T— T

Pour des péles multiples : pole d’ordre n

1 dn1 " 1
T, = (n_ 1) ! |:du"_1 ((V—pi) F(V) 1 _ eler Z_1>:|I/=p¢

9.10.1 Rappel sur les résidus

— cas d’un pole simple zj :
. N(z . N(z
Res [F(z) enz = z| = le_)rgo (z—20) F(2) = D,((Z?))) si F(z) = D()
— cas d’un pole multiple zg d’ordre n :

1 dnfl

Res [F(2) enz = z]| = =11 4o [(z — 20)" F ()], -,

9.11 Dérivation et intégration par rapport & un paramétre

A [% f (nTy, a)] = % F(z, a)
Z [faaol f(nT,., a) da} = [ F(z, a) da
Nous avons en effet : F'(z, a) = iozo f(nTe, a) 27"
Done: 2l = 52 AGLat) s =z [ f (0T, o)

;} _ Loz
(p+a)2 (z_efaTe)2

. 1 _
sachant que : Z {p-f—a} =

Exemple : calculer Z [

z—e—aTe

9.12 Théoréme de Parseval

ni;o [f (nTe)2] = % 7{2_1 F(2) F(z_l) dz

Preuve : on utilise la formule d’inversion.

9.13 Théoréme de convolution discréte

Fi(z) = Z[hWM] = ) [0L) ="
0
F(z) = ZI[RWO] = Y L0L)z"
0
Fi(z) Fo(2) = io k§0 f1(nTy) fo (KT.) 2z~ tk)

Posons m=n+k

Fi(z) Fo(2) = > Y [T fo[(m=n) T.] 2™

n=0 m=n
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= D> ) AWMT) fallm—n) T) =™

m=0 n=0
car : fo[(m—n)T,] = 0 pour m <n.
Posons : C'(mT,) = Y. fi(nTe) fa((m—n)T.) ett=mT,
n=0

ct) = § f1(nTe) fa(t —nT,) produit de convolution discréte
n=0
Ona:F(2) Fb(z) = S C(mT) =™ = ZI[C()
m=0
Dou: Fi(z) Fo(z) = Z [io fi(nTy) fo (t—nTe)]

C’est-a-dire :

| Fi(x) - () = Z [A(t) * ()]

NB : En fait, la sommation n’est pas infinie mais s’arréte a nT, = ¢ (causalité de f3). [12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19]
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9.14 Vademecum sur la Transformée en Z

On pose :

Définition :

ZIfO)=F() = & f0T)z |2l > T

TRANSFORMEE EN Z DES PUISSANCES DE ¢ :

Kl i k1 . oz . B T.z
ZH_ TedeZ[t ] D Zh=5 . >t Z[t]_(z_l)2
TRANSFORMEE EN Z DE f(t)e_at :
—at _ aTe . —at] __ Z
Z [e f(t)] =F (e z) A [e ] =

RETARD TEMPOREL :

Z[f(t = kTo)] = = *Z [f(1)]

AVANCE TEMPORELLE :

ZIf(t+kT)] = 2" |[F(z) = Y f(mT.)z™™
m=0
THEOREME DE LA VALEUR INITIALE :
lim F'(z) = f(0)
THEOREME DE LA VALEUR FINALE :
f(o0) = IE(Z—l)F(z) = IE(l—z_l)F(z)
THEOREME DE CONVOLUTION DISCRETE :
R(z) = Z[HW®] = X h0l) 2"
9 =
B(z) = Z[RO] = ZOJ fa(nTe) =77
t/T.
Fi(z) - F2(2) = Z [i() » ()] = Z ZO fr(nTe) fo(t —nTe)

DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT A UN PARAMETRE :
0 0 a1 o
A [%f (nTe,a)] = %F(z,a) A [/ao f(nTe,a) da] = /aO F(z,a)da

THEOREME DE PARSEVAL :

1
S ML = 5= 27 F (2) Pz
n=0
FORMULE D’INVERSION :

1
j2m
Co

f(nT,) = R (2) de = ZRésidu [z"_lF(z) ;2 = pil



Chapitre 10

RECAPITULATIF SUR LES
TRANSFORMEES

10.1 Rappel sur les distributions
Définition

On appelle distribution 7', une fonctionnelle sur D ou D est 'espace vectoriel (EV) des fonctions
©(t) a valeurs complexes définies sur R, indéfiniment dérivables et & support borné.

D c
T @ ¢ — <T,p>

+o0
Exemple : <Tr,0o > = [ F(t) ¢ (t)dt
—+00
<hp> = <De> = [ s@emd = o0

PO = S F@ot—a) = S f@T) 8 (t—nT)
n=0 n=0

NB. Distribution : pas de sens au sens des fonctions (intégrale de Riemann).

Distribution de Dirac

Définie par une limite : | §(z) = liI% I (x)|ou I.(z) est une impulsion infiniement courte (durée ¢)
€E—

et infiniement haute (amplitude 1/€) :
On en déduit :
— la parité : §(z) = §(—x) et §(z —a) = d(a — x)

+o0
— Dlintégrale : [ §(z)dz =1
Produit simple :
— distribution pondérée par la valeur de la fonction : ‘ 0z —a)f(x)=0d(x—a)f(a) ‘

— cas particulier ou a =0 : 6(z)f(x) = §(x)f(0)
Elément neutre de la convolution (preuve par la TL : H(p) = 1) :

+oo +oo
[ s = wiwdn = [ 85t~ wdu=b) « 1(e) = )

De méme : ‘ 0(x—a)x f(x)= f(z —a) ‘
On en déduit les intégrales :

81
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+o0
_f O(z)f(z)dx =

f(0)

+oo
[ 8@ - o)f @) = f(a)

Dérivée : f'(x) = f(z) * ' (2)

Dérivée niéme :

f@)* 6 (x)

(@)

F.LUTHON,2019
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10.2 Développement en Série de Fourier

Soit une fonction f(t) :

— périodique de période T

— définie dans un intervalle [0, 6 + T7,

— satisfaisant les conditions de Dirichlet (discontinuités de lére espéce).

Alors :
> 2kt . 2wkt
fit)y = ao—}—Zakcos T + by, sin
k=1
avec :
1 0+T
ag = T y f(t) dt
2 0+T 9
ar = —/ f(t) cos 7Tktdt
T Jy
2 [T okt
b= g [ s sin T
T Jo

n
T
= A A, = \Jai+ b}
On peut poser:{ak k COS Pk = { b Ut O

bp = Agsingy op = Arctg

= 2m kt
= ft) = a0+ZAkcos<7TT —gok>

k=1

Terminologie

— ap représente la composante continue

— A représente 'amplitude du fondamental

— Ay représente 'amplitude de ’harmonique de rang k
— . représente le déphasage

— v = 1/T représente la fréquence fondamentale

— w = 27w = 27/T représente la pulsation de base.

Formule de Bessel-Parseval

On a conservation de I’énergie :

1 [o+T 1 —
T/e [f(@®)dt = a3+52(aﬁ+bi)

Définition de la valeur efficace

1/2 B )
Ve = [% GZT[f (1)) dt] C’est-a-dire : Vi = < LF@F >

1 valeur moyenne

DSF Exponentiel

+oo 9k

f6) = % aexp(ZE) avee op=F(k) = 4
k=—o00

Pour un signal réel, on a ¢, = ¢; d’ott :

el
—
&,j
=
S~—
o)
>
o
|
?J.
H‘:\
oy
~——
QL
~

apy = (O (101)
ar = 2R[cg (10.2)
b = —25ck] (10.3)
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10.3 Tableau récapitulatif de la TL

F.LUTHON,2019

Domaine du temps t € R L Domaine de fréquence généralisée p € C
out>0 e avec Re(p) = o > o,
+o00
f(t) ) F(p)= [ f(t)ePtdt C f(t)
0
df /dt > pF(p) — f(0F)
f(t) *g(t) > F(p)-G(p)
Jr _ .
£(07) = Jim pF (p)
f(o0) = L pF(p)
flt—to) D e Pl F(p)
e~ f(t) D F(p+a)
a.f(at) > F(p/a)
() S [P E@) —p" ' (0) =" 2f(0) — ... — fTD(0)
(=1)"t"f(2) D F™)(p)
o(t) D 1
5t (t) > p"
H(t) =10 > 1/p
t D 1/p?
t" /n! D 1/ptt
e 2> 1/(p+a)
sin wt D w/(p? + w?)
cos wt D p/(p* + w?)
sinh at D ngcg
cosh at D —aZ
e /n) D 1/(p+a)"H!
—at o3 w
e sin wt D) m
e~ % cos wt D (pﬁ;)%
e sinh at D) m
e cosh at D (p_p;));z_(ﬁ
eat_ebt 1
aft;) _ - (p—a)(p=b)
ae®t —be P
a—b - (pfazg))fb)
_ —at P
(b= a)t+1Je > o
t sinwt D -
(pitufz)Q
t cos wt D) (;QJTQ)Q
sm(wt);wu;t cos wit S (p2+1w2)2
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10.4 Tableau récapitulatif de la TF

Domaine du temps continu ELN Domaine des fréquences
teR Pl veER (w=2mv)
£ = | F)et iy Fw) = | fte
f(=1) F(-v)
f(t/a) |a|F(av)
f(t) * g(t) F).G)
090 F) < G0)
[t —to) e POV (v)
el f(t) Fv —w)
RI0) (j27v)"F(v)
SO0 FO)
f@t) F(-v)
o(t) 1
1 d(v)
6(t _ tO) €—j27rt01/
el 2mot (v — 1)
o (t) (j2m0)"
G2r0)" 170070
Mr(t) Tsinc(mvT)
sin(mt)/(t) M (v)
Ar(®) (T/2)sinc?(nvT/2)
() opes
sign(t) -
cos 27wt %[5(V + ) +0(v — 1p)]
sin 2wt L[0(v + o) — 0(v — )]
exp(—mt?) exp(—mv?)
e UH(t) 1/(1+ j2mv)
e 2/(1 + 4m2v?)
te= —ive~ ™"
+00 too
S 6(t — nTp) Fy= 7 Fy Y 6(v —nky)
T T
> 6(t—n) To=1 > 6(v —n)
+o0 = +o0 . +o0 —= +o0 .
SN 6(t—n) = eIt Formule de Poisson | Y. d(v —n) = Y e /2w
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10.5 Tableau récapitulatif de la TZ

Domaine du temps échantillonné EEA Domaine des fréquences F'(z)
t=nT, = f(t) = f(nTe) = f(n) zz- z=etle e
+oo
f(nT.) = 557 § HEandz H F(z)= 3 f(n)z™"
0 n=0
ft—kT.) = f(n—k) “ 2 FP(2)
k—1
F(t+RT) = fn+ ) o HFF() - 5 AT
n=0
t/Te=n
H@) o) = > [ilkTe) fo(t —KTe) | < Fi(2).F(2)
k=0
7(0) I 7(2)
f(o0) = lim(z — 1)F(2) = lim (1 — 27 1) F(2)
z—1 z—1
ft)e “ F(zee)
ot = )
tf(t) < —T.2F'(2)
o(t) “ 1
o(t — kT) “ 2z F
H(t) “ z/(z—=1)
e~ “ z/(z — e~ e)
at “ z/(z —a'e)
t “ T.z/(z —1)?
t? “ T?2(z+1)/(z — 1)3
te— ot VRN T.zeTe /(2 — e=0Te)?
e_att2/2 A Q(ZZ]?::;TT:)Q (227}266:5;5;
sinwt < zsinwT, /(2% — 2z coswT, + 1)
cos wt “ 2(z — coswT,) /(2% — 2z coswT, + 1)
e~ sin wt ~ ze~ e sinwT, /(2% — 2ze~ e coswT, + e~ 207¢)
e~ cos wt < | 2(z — e e coswT) /(2% — 2zeTe cos wT, + e—2T¢)
sinhwt “ zsinhwT, /(2% — 2z coshwT, + 1)
cosh wt “ 2(z — coshwT,)/(2? — 2z coshwT, + 1)
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10.6 Tableau synthétique des transformées

87

‘ Transformée ‘ Liens Directe Inverse
+oo ) +oo )
TF w =21V X(w)= [ zt)e 2™ Vidt z(t)= [ X(v)e™ 2™ Vidy
— 0o —0o0
énergie finie
+o0 Fe/2
TFDT t=nT, X(w)= Y zpexp(—j2mvnT,) | z,= [ X(v)exp(j2rvnl.)dv
n=-—o0o —F/2
échantillonné F.=1/T,
+00 1/2
TFDT u= % X(u)= > x,exp(—j2rnu) T, = [ X(u)exp(j2mnu)du
i n=-—00 —1/2
fréq. réduite (F.=1)
N-1 N-1
TFD (FFT) v="tle X = Y wnexp(—jEEnk) T = Y Xpexp(+j22k)
n=0 n=0
durée tronquée | T = NT,
+o0
DSF V= 7 Cp == [ z(t)exp (—j%) dt z(t)= >, Cgexp (]252—]“)
0 0 7 0 o 0
périodique période Ty
) C+joo
TL p=jw X(p) = [x(t)e Pidt x(t) = J% [ X(p)ePtdp
0 C—joo
analogique C=0
causal
o0
TZ z = ePle X(z) = > x(nT.)z"" x(nT,) = ]2% $ 21X (2)dz
n=o Co
numeérique t =nT, =Y Résidu [z"le(z); z= pi]
i

Cy cercle U
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Chapitre 11

TD - FRACTIONS, INTEGRATION

11.1 Décomposition des fractions rationnelles

Fi(r) = (22 ix;x_:ig)g—(;g— 3)
. m (11.1)
Fs(z) = (22 5_x;x_—|—1§ﬂ)c2_(;3— 3)
Fy(z) = x2x_34_;51+4
Fy(z) = %
Fg(x) = %
Fr(z) -

TP ta2ta+l

89
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11.2 Intégration

1. Calculer en décomposant la fraction :

x
I = d
' /w3+x2+x+1x

2. Montrer par le calcul que ces 2 intégrales impropres valent 7 :

T d I
X X
I, = t I3 = S —
? /1+$2 ) ’ /\/1—1‘2
0 0

3. Calculer par intégration par parties et récurrence :

I, = /x".ez.daﬂ

4. Calculer par changement de variable évident :

I, = /cot xdx

5. Calculer, en développant les intégrandes, les primitives de :

2
T3 +1 12
I5:/de et : 16:/(1—3—) dx

6. Calculer par changement de variable évident :

7 / dx
=
zv/1—log? z

7. Calculer par intégration par parties répétée :

I = /wQezxdaﬁ

8. Calculer par changement de variable 2 = asin?¢ (a justifier) :

IQ:/\/C\L/_?dx

9. Etablir une formule de récurrence pour : I,, = [(log z)"dx

En déduire la valeur de I,, pour n € N*.

10. Calculer par intégration par parties :

Iy = /xtan2 rdx



Chapitre 12

TD - EQUATIONS DIFFERENTIELLES

12.1 EDL du ler ordre : Circuit RL série

Le circuit de la Fig. 12.1 est régi par ’équation :

it

R
i

v, (0

F1GURE 12.1 — Circuit RL série

e(t) = Ri(t) + L% (12.1)

ou e(t) est le tension d’excitation du circuit et i(t) le courant. On suppose la condition initiale nulle
i(0) = 0. Calculer et tracer i(t) (pour t > 0) quand :

1. e(t) = E.H(t) est un échelon d’amplitude E
2. e(t) = at.H(t) est une rampe de pente «
3. AN.: R=2kQ, L =100uH

12.2 EDL du second ordre

Résoudre I’équation différentielle :

d? d
%g + 2d_21f + 2u(t) = sin (wot)
avec pour conditions initiales : u(0) = 0 et %(0) = 0.
AN.: 1) WQ:1; 2) (,UQ:?).

(12.2)

12.3 Circuit RLC paralléle

Soit le circuit de la Fig. 12.2, ot R = 12k ; L = 10mH et C = 10nF.
Les lois de ’électronique définissent e(t) par :

dPe(t) | 1 de(t) L()_ldi(t)
a2 " RC dt " LcN T 0T

On donne les conditions initiales : e(0) = 0 et %(0) = L& avec Iy = 3mA.
Trouver e(t) pour :

1. i(t) = Ip.H(t)
2. i(t) = Iy cos (wt).
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it Bt} UR %L %

Fi1GURE 12.2 — Circuit RLC paralléle

12.4 Reégime apériodique

Résoudre I’équation différentielle :

d?u(t) Lo du(t)

= si 2
o2 — + u(t) = sin (2t)

avec les conditions initiales : u(0) = E et %(0) = 0.

12.5 Propagation d’un virus

Un virus se propage dans la population d’une ile. Une étude démographique a montré que 'effectif
de sa population reste constant. A I'instant initial tg = 0, le virus touche 0.1% de la population. Cing
jours plus tard t; = 5, la contamination concerne 0.5 % de la population.

Des chercheurs ont modélisé la diffusion du virus. Si p(t) désigne le pourcentage d’iliens atteints du
virus a l'instant ¢, ils font ’hypothése que la vitesse de propagation du virus, p/(t), est proportionnelle :
— a p(t) (le risque de contamination augmente avec le nombre de personnes déja contaminées)

— & 100 — p(t) (le nombre de nouveaux cas de contamination est plus éléveé si la population saine

susceptible d’étre atteinte est trés nombreuse)
Le modeéle proposé s’exprime donc par une EDL du premier ordre :

p'(t) = ap(t)(100 — p(t))

ot a désigne une constante réelle non nulle liée a la population.

12.5.1 Reésolution par changement de fonction

Résoudre en posant :

SR

1. Exprimer 'EDL qui régit y.
2. Déterminer I'unique solution f de I’équation satisfaisant les conditions initiales a ¢y et & ts5.
3. Représentation graphique de f pour ¢t € [0;T] ou T =

4. Déterminer a quel instant 95% de la population sera atteinte par le virus.

12.6 NB : Révisions complémentaires

— Identités remarquables : (a + b+ ¢)? = a? + b? + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc
— Equation du second degré : 2> — Sz + P =0
— Polynéme caractéristique d’'une EDL & coefficients constants :
™ A" ar +ag =0
— Equation d’une droite de pente a : y = ax + b
— Intégration par parties : [u'v = [uv] — [uv/
cf. preuve triviale : (uv)" = v'v 4+ uv’
— Trigonométrie
— Notion de constante de temps



Chapitre 13

TD - TRANSFORMEE DE LAPLACE

13.1 Calculs de transformées
1. Calculer les transformées de Laplace des signaux de la Fig. 13.1 :

+ + oo w0

=

3 e 1 =
=

FIGURE 13.1 — a) Impulsion rectangulaire ; b) Fonction linéaire par morceaux.

2. Donner les transformées de Laplace des fonctions suivantes en justifiant les réponses :
— f(t) = —2cos(t) + 3sin(t)

— g(t) = e sin(t)
— h(t) = —2cos(5t) + 3sin(5t)
— k(t) = e sin(2t)

13.2 Reésolution d’une équation différentielle

A Taide de la transformée de Laplace, résoudre ’équation différentielle linéaire du 2nd ordre a
ceefficients constants :

d?u(t) 49 du(t)

7 Fra 2u(t) = sin (wot).

avec pour conditions initiales : u(0) = a et %(0) =0.
— A.N. : 1) Application au cas simple : a =0, wg = 1;
— A.N. : 2) Application au cas : a =0, wg = 3;
— A.N.: 3) Application aucas : a =1, wp = 1.

13.3 Calcul d’un original

Déterminer la réponse impulsionnelle A(t) du circuit ayant la fonction de transfert suivante :

p+1
(p+2)(P*>+2p+2)

H(p) = h(t)

Pour cela :
— Décomposer d’abord la fraction en éléments simples,
— Puis identifier avec les transformées usuelles dans les tables.

93



94 F.LUTHON,2019
13.4 Application électrique : Circuit RC

Déterminer la réponse indicielle (i.e., & un échelon) d’un circuit RC, puis sa réponse & une sinusoide.

13.5 Circuit RLC série

Déterminer la réponse & une sinusoide d’un circuit RLC série.
AN.: R=12kQ, L =10mH , C = 10nF.

13.6 Généralisation de la notion d’impédance

Soit le circuit de la Fig. 13.2. Les condensateurs ont, & leurs bornes , des tensions Fy et E5. At =0,

on ferme interrupteur.
—l: u | l
| & 1 C2 |

FI1GURE 13.2 — Commutation de capacités

Déterminer u(t) en utilisant la transformée de Laplace.

13.7 Etude de circuit

Soit le circuit de la Fig. 13.3 ot ua(0~) = 0 et u(t) est un échelon de Heaviside d’amplitude E.

c
) R[] — Tuz(tj

F1GURE 13.3 — Filtre de courant R//C

Déterminer wus(t) en utilisant la méthode mathématique traditionnelle puis la transformée de La-
place.
13.8 Peigne de Dirac et Produit de Convolution - Echantillonnage

Soit un signal s(¢) nul en dehors d’un intervalle de temps borné.
Soient les signaux suivants (ou II(¢) est le peigne de Dirac) :
sp(t) = s(t) * L(t) et sc(t) = s(t). IL (¢)

1. Exprimer s,(t) et sc(t), puis représenter s(t), s,(t) et s¢(t).
2. Calculer les transformées de Laplace de s,(t) et s (t).
13.9 Reésolution d’équation différentielle par TL
Déterminer & 1’aide du calcul symbolique la solution de Heaviside de 1’équation différentielle :

y B (t) + 6y (t) + 9y(t) = t* exp(—3t)



Chapitre 14

TD - FONCTION DE TRANSFERT

14.1 Bode Nyquist du premier ordre

14.1.1 Fonctions élémentaires

— Tracer les diagrammes de Bode des fonctions suivantes :

1. T(jw) = —5

2. T(jw) = —0.5

3. T(jw) = 0.5

4. T(jw) = 10

5. T(jw) = 2jw

6. T(jw) = —3jw

7. T(jw) = 55

8. T (jw) =72

9. T (jw) =2+ 3jw
10. T (jw) =2 — 3jw
11. T (jw) = —2 — 3jw
12. T (jw) = —2 + 3jw
13. T (jw) = 1755

4. T (jw) = =555

— Tracer les diagrammes de Nyquist des fonctions n°1 & 12.
N.B. : On commencera par les questions en gras.

14.1.2 Fonctions composées

Tracer les diagrammes de Bode asymptotiques des fonctions suivantes :

~ 10jw (2 — 3jw)

.y
(jw) T+ 0
2 4
T (jw) = —5 —(2-3j
(Jw) 1_3jij( jw)

14.2 Amplificateur a résistance compensée

Tracer les diagrammes de Bode asymptotiques des fonctions suivantes :

R

)= ey
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Lp+ R
H =
2(p) LCp? + RCp+1
On pourra poser :
1 1 L wo
We=—=; W — k= —
c RC 0 /—LC ) We

A.N. : On donne :
R=1kQ ; C=1uF ; k=151

14.3 Filtre correcteur 4 avance de phase

Le circuit électrique de la Fig. 14.1 est régi par ’équation différentielle :

dvs(t) _|_L (t)_dve(t) _|_L (t) ol i_i_}_i
it RO T Tat TR YR TR R
Eq
— A
] [ _*__.
| F Y
v o R,
|} L

¥+

FIGURE 14.1 — Réseau & avance de phase

1. On suppose le circuit relaxé (conditions initiales nulles).
Exprimer sa fonction de transfert H(p) = Vis(p)/Ve(p).
On posera : 1o = RgC' =1/wy et 71 = RiC =1/w;.

2. Tracer les courbes asymptotiques de Bode (gain et phase pour p = jw).
AN.: R=1kQ; Ry =9kQ; C = 1uF

3. Que vaut le gain statique (quand w — 0) et le gain en HF (quand w — o0)?

4. Pourquoi appelle-t-on ce circuit un réseau a avance de phase?

Rappel :

Soit un quotient complexe : z = j—; € C. Alors :

N |Zl| _ 1 _
2l == = [zlap =lz1las + || = lzlas — |22laB
22 4B

|22
et

Arg(z) = Arg(z1) + Arg (i) = Arg(z1) — Arg(z2)



Chapitre 15

TD - SERIES DE FOURIER

15.1 DSF d’un signal carré

Soit un signal carré pair s(t) de période T', d’amplitude F, et valant +F en ¢t = 0. Calculer son
DSF.
Démo : programme matlab (cf. DSF09.m)

15.2 DSF : Redressement double alternance

Donner la décomposition en série de Fourier de la fonction suivante :
x(t) = A|sin(wt)|
qui correspond au signal électrique du redressement double alternance.

15.3 DSF d’un signal en dents de scie

Calculer le DSF d’un signal périodique en dents de scie de période T et d’amplitude A défini par
I’équation :

s(t) = %t pour [0, 7]

On pourra poser : w = 27/T.

15.4 Décomposition en série de Fourier d’un signal triangulaire

1. Donner la décomposition en série de Fourier de la fonction triangulaire définie par la courbe de
la Fig. 15.1 (aprés avoir choisi l'origine des temps et des ordonnées & votre convenance) :

iy

F1GURE 15.1 — Signal triangulaire

2. Représenter graphiquement 1’allure du spectre correspondant (module des coefficients de Fou-
rier).

3. Interpréter.
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15.5 DSF Onduleur

Un onduleur & commande décalée est un montage qui permet, a ’aide d’un générateur et de quatre
interrupteurs électroniques bidirectionnels tantot ouverts, tantot fermés, d’obtenir une tension u aux
bornes d’un récepteur, périodique de période T' = %’r, de la forme indiquée Fig. 15.2 [2].

u(t)

Sl
3

of 4 :

FIGURE 15.2 — Tension u(¢) d’'un onduleur

1. Montrer que le D.S.F. du signal u peut s’écrire :

—+00

u(t) = % Z 2k‘1—}— 7 cos [(2]{: + l)wg] sin [(21{3 + Dw (t - %)]
k=0

Pour faciliter le calcul, on s’intéressera d’abord au signal v décalé dans le temps : v(t) =
u(t 4+ 7/2) dont on donnera le DSF. On en déduira ensuite le DSF de u(t) = v(t — 7/2).

2. Tracer I’allure du spectre d’amplitude correspondant & u. Interpréter.

3. Déterminer les décalages horaires 7 qui permettent I’élimination de I’harmonique de rang 3,
puis celui de rang 5.



Chapitre 16

TD - TRANSFORMEE DE FOURIER

16.1

1.

2.

16.2

Calculs de transformée de Fourier

Calculer la transformée de Fourier d’une porte centrée de largeur T' et d’amplitude A.
Interprétation sur 'effet spectral de la troncature temporelle d’un signal.

Calculer la transformée de Fourier de la fonction de la Fig. 16.1 aprés avoir choisi ’origine des
temps et des ordonnées.

g(t)

FEPAN t

thu
&
RT;}

FiGURE 16.1 — Triangle

Transformée de Fourier : Modulation d’amplitude et analyse
spectrale

Un signal modulé en amplitude s’exprime par :

s(t) = [1+ Km(t)] p(t)

ou :

K est le taux de modulation (variable de 0 a 1). On prend ici : K = 50%
m(t) est le signal modulant. On prendra ici : m(t) = sin 27 fut
p(t) est la porteuse HF : p(t) = Apsin2nft ou  f, >> fi,

. Développer s(t) en une somme de fonctions sinusoidales élémentaires.

. En déduire les trois fréquences présentes dans le signal.

A la réception, on observe ce signal sur une durée T, c’est-a-dire qu’on ne voit au récepteur
qu’une portion du signal émis : r(t) = s(¢). My (¢), ou Ny () est la porte centrée de largeur 7.
Rappeler ce que vaut la TF de la fonction porte (et dessiner sommairement son allure en
précisant les abscisses des passages par zéro).

. En déduire R(v), la TF de r(t).

5. Représenter sommairement ’allure du spectre correspondant (module de la TF : |R(v)]|), dans

le cas ot T est tres grand.
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6. En considérant comme négligeables les lobes secondaires d’un sinus cardinal, quelle est la durée
d’observation minimale T,,;, nécessaire pour bien distinguer les différentes raies spectrales (i.e.
les fréquences présentes dans le signal) & la réception ?

16.3 Transformée de Fourier : diffusion de la chaleur

L’équation de diffusion de la chaleur dans le cas mono-dimensionnel est :

a62f(x,t) _ Of(x,1)

0z2 ot

ou t est la variable temporelle, = la variable spatiale, f(x,t) la fonction température, et a > 0 un
coefficient constant caractéristique du matériau.

Le matériau étudié est supposé indéfini suivant la direction Oz (c’est-a-dire qu’il s’agit du cas
limite d’un barreau trés fin et trés long), de sorte qu'il n’existe qu'une condition initiale & satisfaire :
f(z,0) = fo(z) correspondant a l'instant ¢ = 0.

On désigne par F(X,t) la transformée de Fourier de f(x,t) par rapport a la variable x, ¢ jouant
alors le role d’un simple parameétre.

1. Donner I'image par transformation de Fourier de I’équation de diffusion

2. Déterminer la transformée de Fourier F'(X,t) en fonction de Fy(X), transformée de Fourier de
fo ((L‘)

3. Par application du théoréme du produit de convolution (et de celui du changement d’échelle),
en déduire la solution temporelle correspondante f(x,t).

4. Dessiner sommairement son graphe & trois instants successifs tg = 0 < t; < ta.

5. Interpréter.



Chapitre 17

TD - TRANSFORMEE EN Z

17.1 Filtrage numérique

On étudie un systéme numérique réalisant un filtre passe-bas du premier ordre entre le signal
d’entrée e(n) et le signal de sortie s(n) :

s(n)=as(n—1)+ (1 —a)e(n—1)
Dessiner le schéma du circuit numérique implantant ce filtre.
Déterminer la fonction de transfert en z, H(z), associée a ce systéme.
En déduire la réponse impulsionnelle h(n) du systéme et la représenter (0 < a < 1).
AN.:a=1/4.

Meémes questions que ci-dessus pour : s(n) + 5.s(n — 1) = e(n — 2) + 3.e(n). Conclusion ?

Otk W=

17.2 Transformation directe et inverse

1. Calculer les TZ de cos wt et sin wt.

2. Calculer original de ¢(p) = Wlﬂ) puis calculer F'(z).
n
3. Montrer que, si F'(z) = Z[f(t)], alors Z [Z f(k:Te)] = %7 F(z). Interprétation ?
k=0
4. Rechercher Doriginal de F(z) = %, c’est-a-dire retrouver les échantillons f(nTe)

par deux méthodes différentes :
— division selon les puissances croissantes de z !
— décomposition de la fraction en éléments simples.

17.3 Echantillonnage

1. Soit le signal analogique non causal s(t) =t + 1. Le représenter.

2. On considére son échantillonnage a la période T, = 0.5s. Représenter le signal échantillonné
s*(t).

3. Soit s1(t) = s(t).H(t). Représenter sj(t) le signal échantillonné et calculer sa transformée en z.

4. Méme question pour : so(t) = s(t + 1).H(t) et s3(t) = s(t — 1).H(t — 1).

17.4 Reésolution d’équation de récurrence par la TZ

Résoudre I’équation de récurrence linéaire & coefficients constants :
Up — 3Upy1 + Upp2 =0

avec pour condition initiale : uq = 2uyg.
Dans I’expression de la TZ, on prendra, sans perte de généralité : T, =1
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Formulaire :

cosh?(x) — sinh?(z) = 1

Argcosh(%) = Argsinh <§> = 0.9624

) F(z)
oit=nT, | = TZ[f(t)]
. zsinh(woTe
smh(wot) 22—2z cosfl(tonl)Jrl
z|z—cosh(woTe
COSh(WQt) z27[2z cosh((nge))}Jrl




Chapitre 18

TD - SUITES & SERIES NUMERIQUES

18.1 Exemple assassin de raisonnement par récurrence

On dira 'histoire cruelle, mais pas inutilement, parce qu’elle illustre & merveille le raisonnement
par récurrence [20].

A Bagdad, un sultan ayant découvert la félonie de I'une de ses maitresses décide d’éliminer de sa
ville toutes les femmes infidéles. Ordre est donc donné aux maris trompés de tuer leurs épouses en cas
de culpabilité.

Chaque homme connait la fidélité ou ’'infidélité de toutes les femmes de Bagdad, excepté la situation
de sa propre épouse (on suppose, pour la beauté du raisonnement, que tous les hommes de Bagdad
sont monogames), lui seul a pourtant le droit de tuer son épouse en cas d’infidélité.

Par ailleurs, un héraut annonce chaque soir s’il y a encore, ou non, des femmes infideles & Bagdad.
Ce héraut est, de tous les hommes de la ville, le seul a connaitre la fidélité ou 'infidélité de toutes les
femmes et ’on suppose qu’il n’est pas marié.

Le héraut annonce 82 soirs de suite : "Il y a encore des femmes infideles & Bagdad!" Mais le 83¢me
soir, il peut proclamer : "Il n’y a plus de femme infidéle & Bagdad!"

Question : Combien y avait-il de femmes infidéles & Bagdad et que s’est-il passé?

18.2 Calcul de sommes de séries numériques

1. On considére la série de terme général up = m Montrer que cette série converge. Décom-

poser uy en une somme de deux termes. En déduire la somme de cette série.
Sk
2. On consideére la série S, = » 5 — S quand n — oo. Montrer que cette série converge. Donner

k=1
I'encadrement du reste de cette série. Calculer la valeur de S avec une précision de 1072,

18.3 Convergence des séries entiéres

1. Donner les valeurs de x pour lesquelles les séries suivantes convergnent :

S = i (mk + ﬁ) (18.1)

k=1

0 k—1
- _r 18.2
52 kZQk?)klog(k) (182)
2\ (z + 5)%k1
k=1
=k T\k
Si= 2 3) (184
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2. Discuter suivant les valeurs de x la convergence des séries :

= 3/n+2

S = nzoﬁ@—x)” (18.5)
> — 2\ (2n — 2n

Sy = Zl(l (331(_22)%1) (18.6)

S5 = Z(x_“Q)n (18.7)

Il
—_

n

18.4 Décomposition en séries de Fourier et Calcul de séries

On consideére la fonction f(z) de période 27 définie dans 'intervalle [—7, 4| par la représentation
de la Fig. 18.1.

S ~aw - o w 2w ES .

F1GURE 18.1 — Fonction périodique

1. Montrer que f(z) vérifie les conditions de Dirichlet.

2. Calculer les coefficients du développement de f(z).

o0
3. Poser x =0 et en déduire la somme S; = > m Vérifier ce résultat en posant x = 7.
k=0

o0
4. Poser x = m/2 et en déduire la somme Sy = ) %
k=0

o
5. Par application de la formule de Bessel-Parseval, sachant que S3 = > k% = %2 et compte tenu
k=1

de la valeur de S7, donner la valeur de la somme Sy = > m

6. On considére maintenant la fonction g(z) = %. Représenter g(x) dans Uintervalle [—m, +7].
Calculer les coefficients du développement en série de Fourier de g(x) a partir de I'expression
analytique de g(z).

7. Retrouver les résultats de la question 6 & partir des coefficients calculés en 2 et des discontinuités
de f(z).

8. A partir de la valeur de g(x) obtenue pour z = 7/2, retrouver la valeur de la somme Ss.



Chapitre 19

CONTROLES

19.1 Sujet DUT Info Nol

19.1.1 Transformée de Laplace

On consideére la fonction de transfert composée de deux premiers ordres (ou 71 < 79) :

1.

1 1

H(p) = X 19.1
) (1+mp)  (1+m7p) s
NB : On pourra adopter les notations : wg = 1/79 et wy = 1/7y.
Sachant que :
1 eat _ ebt
- ) 19.2
I R o2

© e N o

donner l'original h(t) qui est la réponse impulsionnelle correspondant a H(p).

. Tracer les courbes de Bode asymptotiques (module et argument de H(p) pour p = jw) dans le

cas ou : 7y = 79/10.
NB : papier semilog fourni; prendre 75 = 0.1 pour le tracé.
Bien indiquer les pulsations de transition, les pentes, les gains et phases caractéristiques.

. En notant :

. lmo+m
- 2 A/ T0T1

exprimer H(p) en fonction de la variable p et des seuls paramétres ¢ et 7.

T = VTom et ¢

On se place désormais dans le cas ou : 71 = 7p.
Calculer le paramétre ¢ qu’on appelle facteur d’amortissement.

Tracer les courbes de Bode asymptotiques correspondant & ce cas.

Que vaut alors le module (en dB) pour la pulsation : w = 1/79?

Chercher la pulsation de coupure w. a -3dB. La placer sur la courbe de Bode.
De quel type de filtre fréquentiel s’agit-il ?

Comment sera modifié le signal en sortie, si ’entrée est une sinusoide e(t) = Asin(wt) d’ampli-
tude A =1 et de pulsation w = 10w, ?

19.1.2 Transformée de Fourier

Le filtre électronique de la Fig. 19.1 a pour fonction de transfert :

1.

1

Hp) =1 Rep

(19.3)

Calculer et tracer l'allure de sa réponse impulsionnelle h(t).
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e(t) s{t)

FIGURE 19.1 — Filtre RC

. Donner sa constante de temps 7.

. On pose p = j27v ou v est la fréquence.

Déduire de ’expression de H (p) que la transformée de Fourier H (v) correspondante se met sous
la forme :

Hv) = —L (19.4)

et exprimer v, en fonction de R et C.

4. Exprimer le module et I'argument de H (v).

5. Soit un signal d’entrée : e(t) = A cos(2myt) (tension sinsuoidale).

Exprimer sa transformée de Fourier E(v).

. Pour v = 1y, on pose : Hy = |H(vp)| et @9 = Arg[H ()]

Expliciter les valeurs de Hy et ®g en fonction du rapport vy /v,.

7. Déduire de 4, 5 et 6 la transformée de Fourier S(v) du signal de sortie du filtre.

8. Montrer alors que la sortie s’exprime par :

10.

11.

s(t) = Bcos(2mypt + o) avec B = AH, (19.5)

. Décrire qualitativement le double effet du filtrage (sur Pamplitude et sur la phase) :

— pour les basses fréquences : vy << 1, (& quoi équivaut alors s(t) ?)

— pour les hautes fréquences : vy >> v, (vers quoi tend alors s(t)?)

Comment se traduit dans le domaine temporel un déphasage entre deux signaux ?

Mlustrer graphiquement 'effet du filtre sur les signaux temporels.

Si Pon souhaite atténuer fortement le signal d’entrée (typiquement B = €A avec ¢ << 1),
comment choisir v, en fonction de v ?

A.N. : Calculer v, pour vy = 1kHz et € = 1%.

Rappels utiles :

1 1
2l = — 19.
~ E (19.6)
1
Arg <—> = —Argz (19.7)
z
fW)slv —wvo) = f(r)d(v—w) (19.8)
dv—1ry) = TF [eﬂm’(’t] (19.9)
19.1.3 Transformée en Z
On considére la fonction de transfert en Z d’un systéme numérique :
2
H(z)= —— (19.10)

1.

(== 1)(z— 3)

Calculer la réponse impulsionnelle du filtre h(n).
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Tracer h(n) pour n > 0

. Donner 'équation de récurrence du filtre (qui respecte le principe de causalité).

On notera e(n) et s(n) les échantillons en entrée et en sortie a I'instant courant ¢ = nT, (période
d’échantillonnage normalisée T, = 1).

Dessiner le circuit numérique implantant ce filtre.

. Ce filtre numérique est-il stable ? Pourquoi ?

. Conclure sur son intérét pratique.

19.2 Sujet DUT Info 2005

19.2.1 Transformée de Laplace

On consideére le filtre analogique (systéme ou boite noire) régi par I’équation différentielle :

ou z(t) et y(t) sont 'entrée et la sortie du filtre. On suppose les conditions initiales nulles.
A.N. :on prend : a = %logZ (logarithme népérien) et b= 7 .

1.

Ol N

Calculer la fonction de transfert du filtre H(p).
En déduire sa réponse impusionnelle h(t).
Tracer sommairement ’allure temporelle de ce signal.
Le systéme est-il stable ? Justifier.
Ecrire H(p) sous la forme canonique d’un systéme du 2e ordre :
K

H{p) = 14 2¢Tp + 12p?
en explicitant les valeurs du gain statique K, de I'amortissement ( et de la constante de temps
7 en fonction de a et b.

. Exprimer la réponse harmonique du filtre H(jw) en fonction de ¢ et de la pulsation propre

wp = 1/7.

A.N. : Calculer les valeurs numériques de ¢ et w,.

. En g’aidant des abaques théoriques, tracer sommairement les courbes de Bode du systéme (gain

et phase en fonction de la pulsation). Que valent le gain statique, la surtension et la fréquence
de coupure ?

19.2.2 Transformée en Z

On souhaite réaliser un filtre numérique équivalent au filtre analogique précédent, au sens ou l'on
veut une réponse impulsionnelle échantillonnée équivalente. La période d’échantillonnage est normali-

sée : T, = 1.

1. A partir de la connaissance de h(t), déduire I’expression de la fonction de transfert en z équi-
valente H(z).

2. Monter qu’elle peut s’exprimer selon les puissances de z!' sous la forme :

L1
H(z) = Gy (19.11)

3. A partir de 'Eq. (19.11), trouver I’équation aux différences (équation de récurrence) qui régit
le filtre numérique.

4. En déduire le schéma du circuit numérique réalisant ce filtre & 'aide d’additionneurs, de retards
purs, d’amplificateurs etc.

5. En prenant en entrée une impulsion unitaire (suite d’échantillons : z(0) = 1 et (1) = z(2) =
... = z(n)... = 0), calculer la sortie du filtre y(n), Vn € [0, 12].

6. Tracer cette réponse y(n) et la comparer a l’allure de la réponse impulsionnelle du filtre analo-

gique A(t). Conclure.
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19.3 Sujet MATHa 2007

19.3.1 Trigonométrie

1. Résoudre :
cos2x — cosdx =sinz
NB : on pourra utiliser la formule trigonométrique de : cosa — cos b.
2. En appliquant la formule de Moivre, exprimer cos 46 en fonction de cos 6.

3. Montrer que :

1— 622+ z*
(14 22)2

NB : On pourra poser = arctan x et utiliser le résultat du 2).

cos (4arctan z) =

19.3.2 Nombre Complexe

1. Soit le nombre complexe
1T
141z

7 —

ou x est un réel positif.
Exprimer le module et 'argument de Z, ainsi que ses parties réelle Re(z) et imaginaire Im(z).
AN : Calculer module et argument de Z pour x = 1.

2. Soit la fonction complexe

1
Z(x) —A—i—sz—{—@
o A, B,C sont des constantes positives et x une variable réelle positive.
Exprimer le module de Z(z).
Rechercher son extremum en fonction de x : pour cela, déterminer la valeur de la variable xg
qui annule la dérivée fl—f = 0. S’agit-il d’'un minimum ou d’un maximum ?
3. Soit z € C'. Montrer que

142

1—-=2
est imaginaire pur si et seulement si le module de 7 est égal a 1.

19.3.3 Dérivation

1. Calculer la dérivée de :

2. Idem pour :
(z—1)°
g(x) = 212
3. Calculer la dérivée de :
f(z) = stan®z — tanz +

4. Idem pour :

g(z) =sinz — 3 sin® z

5. Montrer par récurrence que la dérivée niéme de
f(x) = e cos(x sin )
(o0l « est une constante réelle) vaut :
) () = €% cos(a sin ar + ny)

6. Etablir par récurrence la dérivée niéme de : f(x) = In(1 + )
7. Etablir par récurrence la dérivée niéme de :

g(z) = =
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19.3.4 Intégration

1. Soit la fonction périodique de période T' :

Calculer I'intégrale :

2. Calculer, par changement de variable, la primitive :

P(z) = / sinw

cos2 x

3. Idem pour :

4. Calculer, par intégration par parties :

/  sin xdx

19.3.5 Equation différentielle

1. Résoudre :

y' +3y +2y=5xr+1

ot y = y(x) est une fonction de la variable réelle x.

2. On considére la relation :

1
3323/' _ §$y' —y= 0

ol y est une fonction de la variable z, et ¥’ et y” sont ses dérivées premiére et seconde.
Trouver toutes les fonctions de la forme y = x®, vérifiant cette relation pour x > 0.

Idem pour la relation :
xzy// _xy/+y -

3. Résoudre :
y' + 2y = 5sin(3x)

avec la condition initiale y(0) = 1.

19.4 Sujet MATHd 2008

19.4.1 Transformée de Laplace
EDL du second ordre

Traiter 'exercice de la section 13.2.

Calculs de transformées

Traiter ’exercice 2 de la section 13.1.

Transformée inverse : Calcul de ’original

Traiter 'exercice de la section 13.3.

2

109
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19.4.2 Deécomposition en série de Fourier

Traiter 'exercice de la section 15.4.

19.4.3 Transformée de Fourier : Modulation d’amplitude et analyse spectrale

Traiter exercice de la section 16.2.

19.5 Sujet MATHd 2011

19.5.1 Développement en série de Fourier

Traiter exercice de la section 19.8.1.1

19.5.2 Calcul de transformées de Laplace

Déterminer les transformées de Laplace des 4 fonctions suivantes définies pour ¢t > 0 :
1. fi1(t) = sin(3t) cos(2t)

2. fo(t) = t? sin(wt)

3. f3(t) = (sint — cost)?

|0 pour 0 <t <2
4 fa®) _{ (t—2)2 pourt>2

NB. On explicitera pour chaque cas les régles opératoires et les transformées usuelles utilisées.

19.5.3 Calcul d’un original

Déterminer l'original g(t) de la tranformée de Laplace suivante :

Ap+a

N R

ot A, a et b sont trois constantes réelles.

19.5.4 Equation différentielle

Traiter ’exercice de la section 19.7.3.

19.5.5 Etude d’une fonction périodique

Soit la fonction périodique et causale f(t) définie graphiquement Fig. 19.2.

t(E)

F1GURE 19.2 — Fonction périodique f(t).

1. Que vaut sa période T'?

2. Soit m(t) le motif de base correspondant & la premiére période, c’est-a-dire que m(t) = f(t)
pour 0 <t < T et m(t) = 0 partout ailleurs. Dessiner m(t).
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3. A laide de la fonction échelon unité de Heaviside H(t), exprimer m(t) comme une somme de
fonctions linéaires définies par morceaux et décalées temporellement, c’est-a-dire sous la forme :

T

m(t) = (ant +by) H(t —n)

n=0

ou a, et b, sont des coefficients constants & déterminer.
4. Déduire de ’expression ci-dessus la transformée de Laplace M (p) de m(t).

5. Sachant qu’on peut exprimer f(t) a partir de m(t) sous la forme :
F(t) =S mit - kT)
k=0

en déduire une expression de la transformée de Laplace F(p) de f(t).

6. En utilisant les notions sur la convergence des séries géométriques, en déduire qu’on peut ex-
primer F'(p) sous la forme simplifiée :

M (p)

Fp)=1— "%

7. Pour finir, calculer le DSF de la fonction pérodique f(¢) définie ci-dessus (Fig. 19.2), en suppo-
sant ici que la fonction n’est pas nulle pour ¢ < 0, mais toujours périodique. Commentaires 7

19.5.6 Transformée de Fourier

Soit un signal sinusoidal e(t) = Acos(27r1t) en entrée d’un filtre passe-bas du premier ordre de
réponse implusionnelle h(t) = % exp(—t/7)H(t) oit 7 = 1s est la constante de temps et ou H(t)
représente 1’échelon unité de Heaviside.

1. Donner la transformée de Fourier H(v) de la réponse impulsionnelle.

2. Exprimer H(v), qui est une grandeur complexe, sous la forme module et argument, en adoptant
la notation simplificatrice vy = 1/(277).

3. Calculer la transformée de Fourier S(v) de la sortie s(¢) du filtre (Fig. 19.3), sachant que la
théorie des systémes stipule que la sortie temporelle est donnée par le produit de convolution
de D'entrée par la réponse impulsionnelle : s(t) = e(t) * h(t).

4. Si le signal en entrée a pour fréquence vy = 50H z et amplitude A = 1, que vaudra amplitude
du signal de sortie?

e(t) —» h(t) - s(t)
entrée Rép. impuls sortie

FiGURE 19.3 — Filtre.

19.6 Sujet MATHd 2012

19.6.1 Décomposition en séries de Fourier

Traiter les 5 premiéres questions de l’exercice de la section 18.4 pour déterminer la valeur de la
somme :

= 1
54_];)(2k+1)4
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19.6.2 Reésolution d’équation différentielle par TL

Traiter ’exercice de la section 13.9.

19.6.3 Transformée de Laplace : on traitera un des 2 filtres au choix
19.6.3.1 Filtre 1

Traiter exercice de la section 14.3.

19.6.3.2 Filtre 2

Traiter 'exercice de la section 19.1.1.

19.6.4 Transformée de Fourier

Traiter 'exercice de la section 19.1.2.

19.7 Sujet MATHS5 2014

19.7.1 Série Entiére

On considére la série entiére (uy,)nen de terme général u, = (n+1)z™, o x est une variable réelle.
1. En utilisant le critére de d’Alembert, que conclure sur la convergence de cette série ?
2. Quel est son rayon de convergence R 7

3. Démontrer que cette série a pour somme :

= 1
=2 Ty

Idée [21] : on pourra développer la somme des N premiers termes de la série, et trouver un lien
avec la somme partielle d’une série géométrique de raison x, dont on connait les propriétés.
19.7.2 Décomposition en Série de Fourier

On consideére la fonction impaire f(t) de période 2L définie sur sa demi-période [0, L] par :

ft)=A pour 0<t<L/2 (19.12)
f(t)=0 pour L/2<t<L (19.13)

1. Tracer la fonction f(¢) sur une période compléte [—L,+L] (A étant une constante positive).

2. Calculer les coefficients de Fourier de cette fonction [21].

13

3. Exprimer alors la fonction f(¢) par son DSF sous forme synthétique (f(t) = ...), puis sous

n=1

forme développée en explicitant les 7 premiers termes.

4. Représenter graphiquement les fréquences présentes dans ce signal, et leur amplitude. Interpré-
ter.

19.7.3 Transformée de Laplace : résolution d’équation différentielle

Résoudre, par transformation de Laplace, I’équation différentielle (ED) suivante [2], portant sur la
fonction y(t) causale :

y'(8) =y (1) — 2y(t) = te'

sous les conditions initiales (CI) : y(0) =1 et 3/(0) = 0.
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1. On notera Y(p) la transformée de Laplace de y(¢). On montrera que Y (p) est une fraction
rationnelle qu’on exprimera. On vérifiera qu’elle se décompose en éléments simples sous la
forme :

A N B N C N D
p-12 p-1 p+1 p-2

ol A=—-1/2; B=—-1/4;C =7/12 et D =2/3.

Y(p) =

2. On en déduira la solution y(t). Vérifier que la fonction obtenue est bien solution de (ED).

19.7.4 Transformée de Fourier : signal triangle

On consideére la fonction f(¢) définie par (A et T' étant 2 constantes positives) :

ft) = %t +A pour -T<t<0 (19.14)
f(t):—%t—i—A pour 0<t<T (19.15)

1. Tracer la fonction f(¢) sur tout I’axe réel. NB : f(¢) = 0 hors de I'intervalle [-T; T

2. Calculer sa transformée de Fourier F'(v). Tracer l'allure de F'(v) en fonction de la fréquence v.

19.8 Sujet MATHS 2015

19.8.1 Reconstitution d’un signal échantillonné
19.8.1.1 Développement en série de Fourier (DSF)

Soit la fonction s(t) de la Fig. 19.4, représentative d’un signal électrique sinusoidal redressé en
simple alternance, d’amplitude créte A et de période T = 27 /wy.

s(H)

> kB

FIGURE 19.4 — Signal s(t) obtenu par redressement simple alternance d’une sinusoide.

1. Démontrer par le calcul que le DSF de la fonction s(t) vaut :

400
1 1. 2 cos (2nwot)
H=A|=+= p— 2y 220
s(t) - + 5 sin wg > n? 1

NB : pour le calcul des coefficients ay et by, utiliser les formules de trigonométrie.
Et attention au calcul particulier de by pour k = 1!

2. Préciser quels sont les harmoniques présents et comment décroit leur amplitude par rapport a
celle du fondamental.

Dessiner sommairement les raies spectrales du signal (amplitude des harmoniques en fonction
de la pulsation).
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19.8.1.2 Transformée de Fourier TF et TFD

Calculer la transformée de Fourier S(v) de s(t).
NB : pour cela, on notera wg = 27wy et on utilisera la linéarité de la TF.

. Représenter graphiquement |S(v)|, spectre de s(t). NB : prendre A = 2 et m ~ 3 pour le tracé.

5. On échantillonne s(t) a la fréquence d’échantillonnage F.. On note v(t) ce signal échantillonné;

on rappelle qu'il s’obtient en multipliant le signal par un peigne de Dirac p(t) de période T :

400
o(t) = s(t)p(t) = s(t) S 8(t —nTy)

n=—oo

Exprimer V' (v), transformée de Fourier du signal échantillonné v(t).

6. Représenter graphiquement l'allure de |V (v)| , spectre de v(t).

7. Peut-on proposer a priori une valeur correcte pour F, ? Justifier la réponse.

8. En premiére approximation, on suppose que le spectre de s(t) est borné. Pour cela, on néglige

10.

11.

12.

les harmoniques véhiculant une énergie inférieure a 1/100°"¢ de celle du fondamental.
Rappeler les définitions générales de la valeur efficace d’un signal et de son énergie.
Traduire alors la condition d’énergie négligeable en terme de valeurs efficaces des harmoniques.

. Quel est le premier harmonique que I'on peut négliger ?

Quelle est donc I'amplitude de 'erreur tolérée sur s(t), erreur due a ce seul harmonique ?

Le signal approximé & spectre borné est noté s,(t).
Exprimer et représenter graphiquement Sy(v) et Vj(v), spectres respectifs de s,(¢) analogique
et de sp(t) échantillonné.

On filtre s(t) pour étre sir d’obtenir un spectre borné grace a un filtre passe-bas. Quelle est
la condition sur F, pour que le signal analogique s3(t) soit reconstituable (sans phénomeéne de
repliement de spectre) ?

On veut utiliser le filtre passe-bas de la Fig. 19.5 pour la reconstitution du signal.

IT |

wef100 e e 100
| | | |

203
~404F

FIGURE 19.5 — Filtre passe-bas : courbe de gain en dB (pulsation de coupure w. = 27v,).

Quelles sont les fréquences F, et v, (coupure du filtre) les plus basses que 1’on pourra utiliser ?

19.8.2 TL : circuit RL série excité par une rampe

Le circuit de la Fig. 19.6 est régi par 1’équation :

di

e(t) = Ri(t) + Ld—z (19.16)
ou e(t) est la tension d’excitation du circuit et i(t) le courant. On suppose la condition initiale
nulle : 4(0) = 0. On veut calculer et tracer i(t) (pour ¢t > 0) quand e(t) = ¢.H (t) est une rampe
de pente a = 1 (ou H(t) représente 1’échelon unité de Heaviside).
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R
i

A

FIGURE 19.6 — Circuit RL série

13. En utilisant les TL, exprimer I(p) en fonction de E(p).
14. Que vaut E(p)?

15. Montrer que l'on peut décomposer I(p) comme suit :

I(p) = A N B N C
Py TP T Ry Ip
avec : A=—L/R* B=1/Ret C = (L/R)>.
16. En déduire l'expression de la fonction ().
17. ANN. : on prend R = 2kQ, L = 100pH. Que vaut la constante de temps 7 du circuit ?

18. Tracer sommairement les graphes de e(t) et i(¢) en fonction du temps.

19.9 Sujet MATHS5 2016

19.9.1 Développement en Séries de Fourier (DSF)

On veut calculer le DSF d’un signal sinusoidal mono-alternance, dont on n’a conservé que les
alternances négatives (Fig. 19.7).

signal s(t)

amplitude

; ; ; ; ; ;
-10 -5 0 5 10 15 20
temps (s)

FIGURE 19.7 — Alternances négatives d’une sinusoide.

1. Préciser la valeur de la période Ty, de la fréquence fondamentale fy, de la pulsation fondamentale
wp et de 'amplitude créte Ay de ce signal.

Donner les équations définissant le signal sur une période.
Calculer sa composante continue ag.

Calculer le premier coefficient a; du DSF (cas particulier pour k = 1).

ok W

Déterminer la valeur des autres coefficients aj des termes en cosinus (pour k > 1).
NB : On distinguera bien les termes pairs (pour k& = 2n) des termes impairs (pour k = 2n + 1).

6. Calculer le coefficient by du DSF (cas particulier pour k = 1).
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7. Montrer que tous les autres coefficients by des termes en sinus (pour k& > 1) valent zéro.

8. En déduire I'expression littérale du DSF complet du signal.

9. Faire une représentation graphique sommaire du DSF (amplitudes des diverses composantes

10.

11.

12.

13.

14.

sinusoidales en fonction des pulsations).

Commenter ce spectre et conclure (on pourra comparer au cas connu du redressement positif).

19.9.2 Application de la Transformée de Laplace (TL)

Un circuit RL série est un systéme régi par une équation différentielle linéaire du ler ordre :

. di
u(t) = Ri(t) + L — (19.17)

ou u(t) est la tension appliquée en entrée du circuit et i(¢) le courant circulant dans le circuit,
considéré ici comme étant la sortie du systéme.

On suppose la condition initiale nulle : ¢(0) = 0.

On note I(p) et U(p) les TL respectives de i(t) et de u(t).

En appliquant la transformation de Laplace a 'équation différentielle, calculer la réponse i(t)
dans les 2 cas suivants :

Quand la tension entrée u(t) est un échelon d’amplitude A :

u(t) = A.H(t), ou H(t) représente 1’échelon unité de Heaviside.

Quand la tension d’entrée u(t) est une rampe causale de pente « :

u(t) = a t pour t >0 (et u(t) =0 pour ¢t < 0).

A.N. :on prend R =2k, L = 100uH.

Tracer les réponses temporelles dans les 2 cas (graphes de i(¢) en fonction du temps).

Commenter les courbes obtenues, en comparant ’allure de i(t) avec celle de ().

19.9.3 Calcul d’une Transformée de Fourier (TF)

Soit f(t) la fonction définie graphiquement par la Fig. 19.8.

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e T RECR ERTR BRI BT SR S R
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
os 4\ LR S N S S N
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.7 4 ---- - B e e e e S el R e
' ' ' ' ' ' 1 ' 1 '
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
L T R R Al Rt UL IR TR
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
05 4o LN A S A
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
04 +---nfomun B N St e mmm 4 m o
' ' ' ' ' ' ' ' '
1 h 1 1 1 1 1 1 1 1
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
03 1------ TN T TTTaTTTTATT T T Tttt
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1
R e R e S\ G ey R e -
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '
1 1 1 h 1 1 1 1 1 1
01 =-=-==)-=--- e el i e it et A R === == ===
1 1 1 1 1 1 1 1 1
' ' ' ' ' ' ' ' '
1 1 1 1 1 1 ' ' 1
0 t t t t t t t t f f
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
t (sec)

F1GURE 19.8 — Fonction exponentielle décroissante retardée.

Elle correspond a une fonction exponentielle décroissante de type e /7, avec une constante de

temps 7 = 2 et démarrant en retard a U'instant ¢y = 1 (elle est nulle pour ¢ < ty).
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15. Ecrire ’équation de définition de f(t).
NB : On utilisera la notation de 1’échelon unité de Heaviside qui permet de traduire la nullité
d’une fonction avant son instant de démarrage.

16. En utilisant le tableau des TF des fonctions usuelles, et en appliquant 2 des propriétés de la TF
(la régle du changement d’échelle et la régle du retard temporel), déterminer ’expression de la
transformée de Fourier F(v) de f(t).

17. Exprimer le module |F(v)| et le représenter graphiquement (fréquence v en abscisse, module en
ordonnée).

18. Exprimer argument Arg[F(v)] et représenter graphiquement la courbe de phase correspon-
dante. Conclure.

19.10 Sujet MATHS5 2017

19.10.1 Séries de Fourier : Etude de pompe a pistons

Les constructeurs de pompes (cf. Fig. 19.9, extraite de [22]) affirment que “le débit est plus régulier
si le nombre p de pistons est impair”. On se propose de vérifier cette affirmation dans les cas p = 3 et
p=4.

Pomipe a pistons a cylindrée
variehle d axe brisé

Pompe d pistons i cplindrée
variable radiale

FIGURE 19.9 — Exemples de pompes a piston
Soit f la fonction périodique de période 27 définie par :

f(t)=sin(t) pour: 0<t<m (19.18)
f(t)=0 pour: w<t<2rm (19.19)

Etude du cas p=3

Les débits élémentaires g1, g2 et g3 des trois cylindres sont donnés par les 3 fonctions décalées entre
elles de 27/3 :

ah =) b= <t+ %”) w(t) = f <t+ 4;)

Le débit global Q3 de la pompe est la somme des débits des pistons : Q3(t) = q1(t) + q2(t) + g3(t).
On démontre alors de maniére triviale que :
— Q3 est périodique de période 27/3, c’est-a-dire que : Q3(t) = Qs(t + %’T)
— pour t € [0; 5] : Q3(t) =sin(t + 7/3)
— pour t € [1/3;2m/3] : Q3(t) = sin(t)
1. Dessiner sommairement ¢, o et g3 sur l'intervalle [—27; 27].
2. Préciser les valeurs de Q3(t) pour t =0, ¢t = /3 et t = 27/3.

3. Donner la représentation graphique de Q3 sur [—27; 27].
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Etude du cas p=4

Dans ce cas, le débit de la pompe vaut : Qu(t) = f(t) + f(t+ Z) + f(t+7) + f(t + 2F).
1. Montrer que (4 a pour période /2.

2. Montrer que pour ¢ € [0; 3] : Q4(t) = V2sin(t + ).

3. Préciser les valeurs de Q4(t) pour t =0 et t = 7/4.

4. Donner la représentation graphique de Q4 sur [—27; 27].

Etude du taux d’irrégularité du débit
Le taux d’irrégularité du débit est défini par :

0 Qpmazr — Qpmin
P Qpmoy

1. Calculer le débit moyen d’un cylindre élémentaire, c’est-a-dire la valeur moyenne de f sur [0; 27].
2. En déduire le débit moyen @,moy de la pompe pour p = 3 et p = 4.
3. Déterminer également les valeurs mini et maxi de QY3 et Q4.

4. En utilisant les résultats précédents, calculer 03 et 04. Vérifier que 03 < 64.

Etude du cas p—4 a l’aide des séries de Fourier

1. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f(t).
NB : Pour le calcul des intégrales, on utilisera les formules de linéarisation de trigonométrie
concernant sin asinb et sin a cos b.

Ecrire alors le D.S.F. de f(¢).

2. En déduire les développements en série de Fourier des trois fonctions décalées f(t+75), f(t+m),
et f(t+3).

3. En déduire que :

4 8= 1
)= 23"~ cos(dkt
Qa(t) T kz—l 16k2 —1 cos(4kt)

4. Tracer sommairement le spectre de fréquences correspondant et interpréter.

5. Question Bonus (4 3points) : calculer de méme le D.S.F. de Q3(t). Comparer et conclure.

19.10.2 Transformée de Laplace : Etude de cuve de mélange

M. Lavinas, cenologue averti, spécialiste des vins du Jura, a décidé de faire lui-méme ses assemblages
a partir des cépages Chardonnay et Savagnin (qui donne le célébre vin jaune). Pour cela, il a mis au
point dans la cave de sa ferme I’appareil schématisé Fig. 19.10 (extrait de [22]).

"-?||.\L| |.l,|‘-'i'2

| |
v

FIGURE 19.10 — Mélangeur de cuve
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— Le systéme est composé de 2 bacs cylindriques se vidant dans une méme conduite. Le bac de
gauche contient le Savagnin, celui de droite le Chardonnay.
— Les signaux d’entrée sont les débits g1 et ¢o et les signaux de sortie sont les niveaux ni et ns
correspondants.
— 11 s’agit donc d’un systéme ayant deux entrées et deux sorties.
Dans ce probléme, la modélisation mathématique du phénomeéne se traduit par le systéme différentiel

(S) :

ni(t) = q(t) —2n1(t) + na(t) (19.20)
nh(t) = qo(t) +n1(t) — 2na(t) (19.21)

ou t est un réel positif ou nul, représentant la variable temps.
Partie A

Dans cette premiére partie, on suppose : n1(07) = 0; na(07) = 0.

1. Démontrer en appliquant la transformation de Laplace au systéme (S) que 'on a :

(p+2)Q1(p) + Q2(p)
Ni(p) (p+1)(p+3) (19.22)
No(p) = )+ @ +2)0x(p) (19.23)

(p+1D(p+3)
ou Ni(p); Na(p); Q1(p); Q2(p) sont les transformées de Laplace respectives de ni(t); na(t);
a1(t) ; g2(t).
2. Calculer ny(t) et na(t) dans le cas ou ¢1(t) = g2(t) = H(t), échelon unité de Heaviside.
3. Représenter graphiquement la réponse nq(t) sans étudier la fonction.

4. Calculer ny(t) et no(t) dans le cas ou ¢q1(t) = 0 et ga2(t) = H(t).

Partie B

Dans cette partie, le signal d’entrée ¢ (¢) est 'impulsion unité §(¢) et le signal d’entrée go(t) est la
fonction nulle. Dans ces conditions, le phénomeéne est régi par le systéme différentiel :

ny(t) +2n1(t) —ne(t) = 0 (19.24)
nbh(t) —ni(t) +2na(t) = 0 (19.25)
avec :n1(0T) =1 ; ny(0T)=0 (19.26)

1. Appliquer la transformation de Laplace au systéme donné ci-dessus et déterminer Ni(p) et
Na(p)-
2. Déterminer les fonctions nq () et na(t) solutions de ce systéme.

3. Etudier pour finir les fonctions définies sur [0; +o0[ par :

by et (19.27)
b et (19.28)

On calculera évidemment limites et dérivées de ces 2 fonctions et on tracera sommairement
I’allure des 2 courbes.

On déterminera notamment la valeur exacte du maximum de la fonction f5 et on précisera la
position relative des deux courbes lorsque ¢t — +oc.

4. Expliquer le lien de ’étude des fonctions f; et fo avec la question 2 précédente.
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19.11 Sujet MATHS5 2018

19.11.1 Transformée de Fourier d’une sinusoide amortie exponentiellement

Soit la fonction du temps ¢, causale (nulle pour ¢ < 0), définie par :
f(t) = exp(—at) cos(wt) H (t)

ou H(t) représente 1’échelon unité de Heaviside, et ou a et w sont des paramétres réels positifs.
On pourra poser w = 27y, ou vy dénote la fréquence de la sinusoide.
1. Dessiner Iallure du graphe temporel de la fonction f(t).

2. A l’aide des tables de transformées, calculer sa transformée de Fourier F'(v).
AN.:a=02;w=1;te€0;20].

19.11.2 Développement en Série de Fourier

1. Soit la fonction périodique de période T définie par :

f(t) = Asin (%t) pour ¢ € [—g;O] (19.29)
F() = 0pourte 0 g] (19.30)

Calculer son développement en série de Fourier (DSF).
On pourra adopter la notation : wg = %’T pour alléger ’écriture.

2. Représenter succinctement son spectre fréquentiel (amplitude des raies en fonction des pulsa-
tions).

AN.: A=2;T=2r.

19.11.3 Transformée de Laplace (TL)

1. Soit un systéme régi par I’équation différentielle :

ds(t)
dt

+ 5(t) = e(t) (19.31)

ou e(t) est 'entrée du systéme et s(t) la sortie; a est un parameétre réel positif.
On suppose les conditions initiales nulles.

On note S(p) et E(p) les TL respectives de s(t) et e(t).

Exprimer S(p) en fonction de E(p) et du paramétre a.

2. En déduire la réponse s(t) quand 'entrée e(t) est une rampe causale de pente b > 0 :

e(t)=bxt pour t>0 (19.32)
e(t)=0 pour t<DO0. (19.33)

3. Tracer sur un méme graphe en fonction du temps ¢, I'allure de la sortie s(t) et de 'entrée e(t).

AN.:a=1;b=2.



Chapitre 20

TRAVAUX PRATIQUES

20.1 Prérequis et Objectifs

— Prérequis : cours de math en analyse, algebre, statistique, TL,TF,TZ

— Objectif : maitriser 'usage de Matlab pour le traitement de signal appliqué & I’électronique et
I’automatique

— Organisation : 6 TP de 1h30 en bindéme

— Evaluation : 1 compte-rendu final rédigé par le bindme contenant tous listings, résultats et
figures utiles, ainsi que 'interprétation des résultats (traitement de texte obligatoire).

20.2 Introduction & Matlab

20.2.1 Principales caractéristiques

Matlab est un environnement logiciel de calcul et visualisation scientifique :

— Matlab (pour Matrix Laboratory) repose sur un langage interprété.

— La programmation est aisée car la syntaxe du langage est proche de I’écriture mathématique.
— La donnée de base est la matrice ou tableau (vecteur ou scalaire étant des cas particuliers).
— La dimension des données n’a pas besoin d’étre spécifiée (ni leur type).

— L’interactivité de Matlab permet de programmer et simuler plus vite qu’en C ou Fortran.
— Matlab est couramment utilisé dans la recherche et I'industrie.

— Les inconvénients éventuels sont la lenteur d’exécution et le cotit en mémoire.

Matlab est fourni avec des Toolboxes (boites & outils) dédiées & des applications spécifiques :
— Ce sont des bibliothéques de fonctions (fichiers ASCII d’extension .M)

— Symbolic Math : calcul symbolique (intégrale, équation différentielle)

— Signal Processing : traitement de signal (filtrage, analyse spectrale)

— System Identification et Control System : automatique (identification, correcteur)

— Image Processing : traitement d’image

Le systéme interactif MATLAB comporte 5 parties :

— Environnement de développement (fenétres de commandes)

— Bibliothéque de fonctions mathématiques (algebre, trigonométrie, transformées)

— Langage (controles de flux, fonctions, structures)

— Commandes graphiques (visualisation 2-D et 3-D)

— API de communication avec le C et le Fortran

20.2.2 Environnement de travail
20.2.2.1 Session MATLAB

— licence PC sous Windows (jetons)

— double-cliquer sur 'icone MATLAB pour lancer une session

— fenétre de commande : pour saisir des variables, écrire des instructions, lancer des programmes
(aprés le prompt (») de U'interpréteur Matlab), et voir des résultats en mode texte

121
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— fenétre d’éditeur : pour écrire des fichiers .M
— fenétre graphique (Figure) : pour visualiser des courbes
— répertoire de travail par défaut : work (modifiable dans startup.m)

20.2.2.2 Controle de session

— CTRL C : interruption de programme

— exit/quit : fin de session

— 1 : rappel de commande précédente

— ! : redonner la main au systéme d’exploitation

— help <nom de fonction> : aide en ligne (trés utile!)

— who/whos : liste des variables en mémoire

— clear : libération de la mémoire vive (trés utile!)

— close all : ferme toutes les figures

— clc : efface la fenétre de commande.

— fichier de démarrage (a configurer éventuellement) : <Matlab>\toolbox\local\startup.m
path(path, ’D:\MonRepertoir\MesPgmMatlab’)
cd D:\MonRepertoir\MesPgmMatlab

20.2.3 Langage de programmation
20.2.3.1 Principe de la syntaxe

MATLAB est un langage d’expression, i.e. interprété (pas de compilation nécessaire). Il interpréte
et évalue en ligne les instructions tapées au clavier.

Une instruction peut étre :

— tapée directement dans la fenétre de commande pour exécution en ligne.

— insérée dans un programme exécutable (fichier .M)

— insérée dans une fonction externe (fichier .M)
Une instruction est constituée de variables, nombres, opérateurs et fonctions. Elle est de la forme :

variable=expression;
ou simplement :
expression;

Séparateurs :

— une instruction se termine par un point-virgule (;) sauf si 'on veut voir & I’écran tous les
calculs intermédiaires auquel cas on utilise a la place le simple retour chariot (<RET>) ou la
virgule (,).

— % : séparateur qui annonce un commentaire dans un fichier MATLAB.

20.2.3.2 Exemples d’instructions

— formation d’un vecteur-ligne ¢ contenant des instants d’échantillonnage espacés d’une période
Te :
t=0:Te:T; Jvecteur-temps échantillonné
— extraction des n premiers échantillons :
t(1l:n);
— génération d’un vecteur x contenant les échantillons d’une sinusoide :
x=A*sin (2%pi*f*t);
A,m, f étant des scalaires, z récupére la dimension de ¢ (aucune déclaration de type ou de
dimension n’est nécessaire).
— transposition pour former le vecteur colonne correspondant :
y=x;
— formation d’une matrice M de taille 3 x 3 :
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M=[all al2 al3 ; a2l a22 a23 ; a3l a32 a33];
— extraction du premier coefficient de la matrice :
coeffi1=M(1,1);

20.2.3.3 Opérateurs et constantes

pi i j Inf NaN

20.2.3.4 Controle de flux de données

— for : répétition d’instuctions un certain nombre de fois. Syntaxe :
for variable=scalairel:scalaire?2
instruction;
end
— if : exécution conditionnelle d’instructions. Syntaxe :
if expressionl
instructionl;
elseif expression2
instruction?2;
end
ou expressionl et 2 utilisent les tests d’égalité, différence ou inégalité.
— while : répétition d’instructions un nombre indéfini de fois.
— Autres instructions conditionnelles classiques : switch, continue, break

20.2.3.5 Création d’une fonction externe

L’instruction function sert & définir une nouvelle fonction externe qui étend ainsi le vocabulaire
de Matlab. Les instructions constituant la fonction sont écrites dans un fichier d’extension .M et de
méme nom que la fonction. La premiére ligne du fichier contient la définition de la syntaxe de la
fonction. Par exemple dans un fichier newfun.m, la 1ére ligne :

function [outl, out2] = newfun(inl)

définit une nouvelle fonction appelée newfun qui calcule & partir d’'une matrice d’entrée inl, deux
matrices de sortie outl et out2. L’appel & cette nouvelle fonction dans un autre programme se fait
par :

[z,y] = newfun(x);

20.2.4 Bibliothéque de fonctions
20.2.4.1 Fonctions graphiques

— axis : pour spécifier les limites des axes d’une figure.

— figure : ouvre une nouvelle fenétre graphique (Figures No. 2, 3, etc...) qui devient la fenétre
graphique courante. On peut spécifier le numéro de la fenétre : figure(1).

— grid : ajoute un quadrillage en pointillé sur une figure.

— hold on/off : maintien ou non du tracé précédent dans la fenétre graphique (pour superposer
des courbes).

— plot : tracé de courbes dans la fenétre de visualisation. Syntaxe :

plot(x, y, ’type’, x1,yl,’typel?,...);
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ou x est le vecteur des abscisses (facultatif), y le vecteur des ordonnées, ’type’ le type ou la
couleur du trait (facultatif). On peut spécifier en option I’échelle des axes, les légendes, la grille
de facon trés souple.
— print : impression de la figure sur 'imprimante :
print -ddeskjet ou -dlaserjet
impression de la figure dans le presse-papier :
print -dmeta ou -dbitmap
impression de la figure dans un fichier Postscript :
print nom_fich -deps
— subplot(m,n,p) : division d’une Figure en m x n rectangles et tracé dans le p-iéme rectangle.
— title : ajoute un titre sur une figure.
— xlabel, ylabel : ajoute une légende sur I’axe horizontal (resp. vertical) d'une figure.
— zoom on/off /out : pour dilater une courbe a I’aide des boutons de la souris.

20.2.4.2 Interaction utilisateur

— disp : affichage de texte ou matrices dans la fenétre de commande. Intérét : commentaires a
I’exécution.

— echo on/off : controle Iaffichage a I’écran des commandes des fichiers d’extension .M lors de
leur exécution. Intérét : pour debugger ou pour un programme de démonstration.

— input : aprés l'affichage d’'un message, attente d’une entrée au clavier avec retour chariot.
Syntaxe :

x = input(’message’,’s’);

ol x récupére la valeur ou la chaine de caractéres entrée au clavier. On rajoute ’s’ dans le cas
ou lentrée au clavier est une chaine de caractéres (string) et non une valeur numeérique.

— isempty(x) : retourne 1 si I’élément est vide, 0 sinon. Utile pour spécifier une valeur par défaut
lors d’une entrée au clavier avec input.

— pause : arrét temporaire de I’exécution jusqu’a la frappe d’une touche quelconque au clavier.
Cela permet de s’arréter pour voir & I’écran un graphique.

20.2.4.3 Interaction fichiers externes

— Transfert matrice <-> fichier ASCII : load /save
— Entrée/sortie fichier : fopen, fclose, fread, fwrite, fseek, fprintf...
— Accés image externe : imread, imwrite...

20.2.4.4 Manipulation de matrices

— length(x) o x est un vecteur : donne la dimension d’un vecteur.
— [m n]=size(A) : récupére les dimensions m et n d’une matrice donnée A.
— min(x) : recherche du minimum du vecteur x.

20.2.4.5 Fonctions mathématiques

— abs : valeur absolue (resp. module) des éléments d'une matrice réelle (resp. complexe).
— log(x), logl0(x) : logarithme népérien ou a base 10 des éléments de x.
— autres fonctions de base : sqrt, exp ...

20.2.4.6 Signaux de base

— randn : génére un bruit aléatoire normal de moyenne nulle et de variance 1. Syntaxe :
randn(size(4))
pour avoir un vecteur de nombres aléatoires de méme taille que A.
— y=sin(x) : fonction sinus (qui opére élément par élément dans le cas d’'une matrice) ou = est
un scalaire, un vecteur ou une matrice. y recupére la méme dimension que x.
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— square(t,duty) : génére un signal carré de rapport cyclique variable (fait partie du toolbox
Signal Processing) ou ¢ est le vecteur-temps et duty le rapport cyclique exprimé en % de la
période ou le signal est positif (par défaut : duty = 50 %).
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20.3 TP - Séance d’Initiation

20.3.1 Manipulation de matrices

1. Former une matrice 3 x 3 et calculer :
— matrice transposée
— extraction d’une ligne, d'une colonne
— sommation d’une ligne, d’une colonne
— matrice diagonale ; matrices triangulaires supérieure et inférieure
— matrice inverse (vérifier le résultat!)
— produit de matrice et de tableaux (NB : différence entre * et .*!)
— déterminant, valeurs propres et vecteurs propres

2. Résoudre le systéme suivant par inversion de la matrice :
20 4+3y+2z = 9

T+ 2y — 3z 14 (20.1)
3x+4y+z = 16

Fonctions utiles : sum, diag, tril, triu, inv, det, eig ...
Objectifs : savoir générer et manipuler une matrice, rappel sur la transposition et I'inversion.

20.3.2 Manipulation de polynémes

Un polyndme est représenté par un vecteur ligne contenant les coefficients dans I'ordre des puis-
sances décroissantes. Par exemple le polynome P(x) = x* + 3.523 — 3.922 + 8z — 20 s’écrit :

p=[1 3.5 -3.9 8 -201;

1. calculer les racines du polynome : Pj(z) = 2° — 62% + 1223 — 822.
2. reconstruire un polynéme P(x) a partir de ses racines : 0;0;1;1; 1.

3. tracer le polynéme P;(z) dans l'intervalle [—1; 3].

Fonctions utiles : roots, poly, plot
Ojectifs : savoir représenter un polynéme et calculer ses racines.

20.3.3 Représentation graphique d’un signal temporel
On veut générer un signal sinusoidal de fréquence f = 10H z, d’amplitue A = 3, de durée T = 2s
et échantilloné & Fe = 5kH 2.

1. écrire une fonction sinus(Fe,T,f,A) qui retourne deux vecteurs : le signal échantillonné et les
instants d’échantillonnage.

tracer le signal en fonction du temps

ajouter une légende aux axes et un titre

imprimer la figure

sauvegarder la figure dans un fichier (pour insérer dans un document)
sauvegarder les données (pour communiquer avec un programme externe)
ajouter au signal une composante continue : V) =5

tracer 'histogramme ;

© ® NS Ot W N

calculer la moyenne et la variance ; interprétation ?
10. idem en ajoutant un bruit aléatoire.

Fonctions utiles : sin, rand, randn, var, mean, hist, function, save, print, plot, stairs,
stem, bar, subplot, hold, figure
Ojectifs : savoir générer et analyser un signal discret, tracer une courbe, créer une fonction.
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20.3.4 Visualisation 3-D et Affichage d’Image
1. Formation d’une matrice faite de zéros ou de uns : construire une matrice de taille 32 x 32
contenant une zone carrée de “1” entourée de zéros.
2. Représentation des données en 3-D : visualiser la matrice en 3-D.

3. Affichage d’une image : le répertoire de travail contient une image au format BMP. Programmer
la lecture et ’affichage de cette image sous Matlab. Le programme doit permettre a I'utilisateur
de saisir au clavier le nom du fichier.

Fonctions utiles : zeros, ones, mesh, surf, imread, image, colormap, input, isempty
Ojectifs : savoir présenter des données en 3-D, savoir afficher une image, gérer I'interaction avec
l'utilisateur (entrée au clavier).

20.3.5 Programmation et Affichage du DSF d’une fonction au choix

1. Choisir un des DSF de la liste fournie dans le Tableau 4.1 de la section 4.11 et écrire un
programme avec Matlab ou Scilab qui permet de calculer ce développement jusqu’a un ordre
N =10.

2. Afficher graphiquement le signal obtenu (comparer a la Fig. 4.3).

3. Faire varier N et commenter le résultat.
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20.4 TP - Equations différentielles

20.4.1 Toolbox Symbolic Math

Cette boite & outils dédiée au calcul symbolique est basée sur le noyau Maple. Etant donné une
fonction f(z) de la variable symbolique z, elle permet entre autres de :
— calculer en fonction de z les dérivée, intégrale, limite, développement en série de Taylor : fonc-
tions diff, int, limit, taylor,
— résoudre des équations différentielles ou algébriques : fonctions solve, dsolve (cf. démo. syme-

gqndemo),
— calculer les transformées usuelles (Laplace, Fourier, Z) : fonctions laplace, ilaplace, fourier,
ifourier, ztrans, iztrans.

20.4.2 ED Linéaire du ler ordre

1. Résoudre ’équation électrique suivante (pour ¢ > 0) :

di(t)
dt

ve(t) = R.i(t) + L. (20.2)

avec la condition initiale : i(0) = 0
2. Application numérique : R = 2kQ , L = 100puH . Calculer la constante de temps 7.

3. Tracer i(t) quand v, () est un échelon unitaire puis une rampe.

20.4.3 ED Linéaire du 2e ordre

1. Résoudre I’équation différentielle avec conditions initiales nulles :

d?u du .
W + 2% + 2u(t) = Sln(t) (20.3)

2. Tracer la fonction solution u(t) pour ¢ > 0.

20.4.4 Circuit RLC paralléle

Un circuit RLC paralléle est régi par I'équation suivante (¢ > 0) avec conditions initiales :

d?e(t) 1 de(t) 1 o 1di)
ar Tre a e T cTa (204)
(

de IO
= 1, — = =
e(0)=0 ot = (0)=7

(20.5)

1. Calculer e(t) pour i(t) = I cos(wt) ot w = 27 f
2. AN.: R=12kQ , L = 10mH, C = 10nF, f = 1kHz, Iy = 3mA. Tracer e(t) et comparer a
i(t).
Fonctions utiles : syms, dsolve, simplify, simple, subs, ezplot, diff
Ojectifs : savoir résoudre une équation différentielle linéaire & coefficients constants et tracer la
fonction solution. Savoir interpréter les résultats fournis par Matlab.



F.LUTHON,2019 129

20.5 TP - Transformée de Laplace

20.5.1 Définition

Soit f(t) une fonction de la variable réelle ¢ (f(t) = 0 pour ¢ < 0). On lui fait correspondre une
fonction F'(s) de la variable symbolique s :

o0

F(s) = / e~ F(1)dt (20.6)

0

F(s) est la transformée de Laplace de f(¢). On note : F'(s) C f(t). f(t) est Uoriginal de F'(s).
Calcul symbolique : un probléme de détermination d’une fonction f(¢) peut se traiter par la déter-
mination de F(s), souvent plus simple car on se raméne a un probléme algébrique.

20.5.2 Calculs de quelques TL usuelles

Calculer les transformées de Laplace des fonctions suivantes :

f(t) = exp (at)

S Ot =

20.5.3 Résolution d’équation différentielle linéaire

Résoudre a I’aide de la TL I’équation différentielle suivante :

d? d
Eg + 6d_zt/ + 13y = 4 exp(—3t) sin(2t) (20.7)
avec pour conditions initiales : y(0) =1, ¥/(0) = 5.

1. Calculer la TL du second membre.

2. Exprimer la TL Y (s) de la solution y(t).

3. En déduire la solution y(t) par transformée inverse.

Help :

laplace, ilaplace, solve, simple, pretty, subs, syms

Ojectifs : savoir résoudre une équation différentielle linéaire & coefficients constants par transfor-
mation de Laplace.

Comprendre que cette méthode algébrise le probléme.
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20.6 TP - Fonction de transfert

20.6.1 Rappels

Intérét pour I'étude des systémes linéaires stationnaires :
— simple produit algébrique en p au lieu du produit de convolution en ¢
— p=jw = j2nf : diagramme de Bode (gain et phase)

h—m|  HD | s = WD)
Rép. impuls

* TL # fTL-l

Hin =
Bl —™ Fet transfert > 5® HE) B

FI1GURE 20.1 — Systéme linéaire

20.6.2 Amplificateur a4 Résistance Compensée

La Fig 20.2 montre trois variantes d’amplificateur & résistance utilisé dans les chaines d’amplification

vidéo.
L _
—
L
E
R=cz= |V, C c, %R o)
e

17 non cotmpetisé ) compensation shont 3) compensation série

FIGURE 20.2 — Schémas électriques

On pose : C =Cy + C, w. =1/RC, wy = 1/\/LC1, k = wp/w., m = Cy/C
1. Montrer que les fonctions de transfert H(p) = Vs(p)/Ie(p) des trois circuits valent :

R Lp+R
H = H =
1) RCp+1 2(p) LCp?+ RCp+1
R
Hs(p)

" RLC1C9p® + LC1p2 + RCp + 1
2. Tracer les trois fonctions de transfert (gain et phase) pour :
R=1kQ, C = 1uF, k=15, m =1/3 (NB notation : C; = C pour le circuit 2).
3. Mesurer les fréquences de coupure, les pentes, les marges de phase.
4. Interpréter les courbes.

Help : freqs, logspace, semilogx, abs, angle, unwrap, tf, bode, ltiview
Objectif : Comprendre la représentation des courbes de Bode.
Savoir les interpréter et faire les mesures pertinentes.
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20.7 TP - Transformée de Fourier

20.7.1 Rappels
— Définition :

+o0
TFE[f(t)] = F(v) = / f(t) exp (—i2mvt)dt (20.8)

— N.B. En prenant f(t) causale et p = iw = i27v, alors on a : TF=TL
— Convolution : TF[f1(t) * fa(t)] = F1(v).Fa(v)

— Translation : TF[f(t — to)] = exp (—i2nvty) F(v)

— Modulation : T'Flexp (i2mwvpt) f(t)] = F(v — o)

— Peigne de Dirac (Formule de Poisson) :

+oo +oo +oo
TF[ ) 6t—n)= > exp(—i2mvn)= » & —n) (20.9)

20.7.2 TF Continue : Fonctions usuelles

1. Calculer la TF d’'une gaussienne f(t) = exp (—t2). Interprétation.
2. Calculer la TF inverse d'un sinus cardinal F(v) = 2rS2I2 Interprétation.

3. Calculer les TF de f(t) = cos 2w fot et f(t) = sin 2w fyt. Interprétation.

Help : fourier, ifourier

20.7.3 TF Discréte : Analyse spectrale

La TFD est fréquemment utilisée pour I'analyse spectrale des signaux numériques.

On fournit trois fonctions : sinus, carre, spectre et un programme : tfd0.

Help : fft, abs, square, logl0

Objectif : Comprendre la notion de spectre d’un signal. Savoir le calculer et interpréter son tracé
graphique.

20.7.3.1 Etude du théoréme de Shannon

1. Générer le signal SIN1; calculer son spectre échantillonné avec une fenétre rectangulaire (Porte)
de longueur 1024 points ; tracer le spectre en dB sur [0; F,/2].

2. Idem pour SIN2.
3. Comparer et interpréter par rapport a la théorie.

4. Tracer le spectre échantillonné du signal CAR3. Calculer la décroissance des harmoniques.
Interpréter en se reportant & la décomposition en série de Fourier d’un signal carré.

5. idem pour les signaux CAR1 et CAR2. Interpréter.

20.7.3.2 Influence de la troncature temporelle

Calculer la TFDT (obtenue par FFT avec zero-padding sur 1024 points qui donne une approxima-
tion fine du spectre continu) du signal SIN1 pour une fenétre temporelle Rectangulaire de 128 points
puis 64 points.

Etudier le spectre de SOM1. Quels commentaires peut-on faire & propos de la résolution fréquen-
tielle (c’est-a-dire la capacité a distinguer deux signaux de fréquences proches) et de la résolution
dynamique (c’est-a-dire la capacité a distinguer deux signaux d’amplitudes trés différentes) de la fe-
nétre rectangulaire ?
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20.7.3.3 Etude de I’écrétage

Le programme tfd0 permet d’étudier I'influence spectrale de 1’écrétage d’un signal en choisissant
un seuil s.

Générer un signal sinusoidal tel que: A=1, f =10Hz, T = 1s, Fe = 200H z, s = 0.3. Interpréter
le spectre obtenu en comparant au spectre de la sinsuoide pure.

20.7.4 Annexes
20.7.4.1 Signaux tests

TABLE 20.1 — Signaux tests
‘ Nom ‘ Type de signal ‘ Durée ‘ Fe ‘ Freq. 1 ‘ Amplitude 1 ‘ Fréeq. 2 ‘ Amplitude 2 ‘

unité (s) (Hz) | (Hz) (Hz)

SIN1 sinusoidal 7 256 100 1 - -

SIN2 sinusoidal 7 160 100 1 - -
CARI1 carré 1 1408 128 1 - -
CAR2 carré 1 1024 88 1 - -
CAR3 carré 1 5000 100 1 - -
SOM1 somme 1 256 100 1 104 1

20.7.4.2 Fonctions internes

— fft : calcul de la transfomée de Fourier discréte (TFD) avec l'algorithme rapide de FFT (Fast
Fourier Transform) si le nombre de points est une puissance de 2. Sinon, le calcul utilise un
algorithme plus lent de DFT (Discrete Fourier Transform). C’est pourquoi on a intérét a choisir
un nombre N de points qui est une puissance de 2. Syntaxe :

z=fft(x,N);

ol x est le vecteur contenant les échantillons du signal, NV le nombre de points sur lequel on veut
calculer la FFT et z est le vecteur de sortie (a priori complexe) récupérant les échantillons de
la TFD. Signalons que IV n’est pas nécessairement égal au nombre d’échantillons du signal. Si
N est supérieur au nombre d’échantillons de signal disponibles, le calcul de la TFD se fait apres
I’ajout automatique du nombre nécessaire d’échantillons nuls en queue de signal pour compléter
les échantillons manquant et obtenir au total N points. Cet artifice de calcul, qui s’appelle zero-
padding, est intéressant pour avoir un spectre discret (TFD) (évidemment, puisqu’on travaille
sur ordinateur!) qui est une approximation trés fine du spectre continu (TFDT). Typiquement,
on prend N = 1024. Cela rajoute sur le spectre échantillonné d’origine des points intermédiaires
qui réalisent une interpolation en sinus cardinal (donc exacte) entre les points originels, au lieu de
I'interpolation linéaire (donc fausse) faite par I'ceil. On améliore ainsi la visualisation du spectre,
mais cela n’ajoute évidemment pas d’information utile d’'un point de vue mathématique.

— abs : calcul de la valeur absolue (resp. du module) des éléments d’une matrice réelle (resp.
complexe). Par exemple, si I'on veut le spectre Sxx du signal x, on prend le module au carré
de sa TFD z :

Sxx = abs(z)."2;

20.7.4.3 Fonctions externes

— sinus : génération d’une sinusoide. Syntaxe :
[x,t] = sinus(Fe,T,f,A)
Cette fonction requiert 4 parameétres d’entreée : la fréquence d’échantillonnage Fp, la durée T' (en
secondes), la fréquence f et 'amplitude A. Elle donne en sortie 2 vecteurs de méme dimension :
x contient les échantillons du signal sinusoidal et ¢ contient les instants d’échantillonnage.
— carre : génération d’un signal carré. Syntaxe identique & sinus.
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— spectre : calcul d’un spectre. Syntaxe :
[Sxx,freq]l=spectre(Fe,x,N,dB)
Cette fonction requiert 4 parameétres d’entrée : la fréquence d’échantillonnage Fr, le vecteur des
échantillons du signal z, le nombre de points de calcul N et une chaine de caractéres dB (n/o)
qui spécifie 'échelle désirée (linéaire ou en dB). Elle donne en sortie 2 vecteurs de dimension N :
Sxx contient les échantillons du spectre et freq contient les fréquences discrétes correspondantes
(de 0 a Fp).
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20.8 TP - Transformée en Z

20.8.1 Rappel sommaire

La T7Z est ’équivalent de la TL pour des signaux échantillonnés : z(t) = x(kT,) = z(k) = x.
Elle s’obtient a partir de la TL par changement de variable complexe : z = exp (pT).
Elle est définie par :

+oo
F(z)=> f(k)z"* (20.10)
k=0

271 est 'opérateur retard.
La fonction de transfert d’un filtre numérique est définie par une fraction rationnelle en z~1.
20.8.2 Fonctions usuelles

1. Calculer la TZ de la fonction échantillonnée f(t) = exp (at) ot t = nTe.
2. Calculer la TZ inverse de F(z) = Te(z_%)%

Help : ztrans, iztrans

20.8.3 Filtre numérique RII

On s’intéresse & un filtre numérique dont la fonction de transfert est du type :

bo + blz_l + b22_2
Hs) — 20.11
(2) ag + a1z~ + agz—2 ( )

On peut le caractériser par ses poles p; = r;¢'% et zéros zj = rjeigf, ceci & une constante multiplicative
prés (facteur de gain qu’on prendra par défaut égal & : k = 1).
On supposera que la fréquence d’échantillonnage vaut : F, = 10kH z.
Pour chacun des systémes ci-dessous, on tracera :
— le position des poles et zéros dans le plan complexe (help : pzmap, zgrid, conj)
— la fonction de transfert (help : zp2tf, freqz)
— la réponse impulsionnelle sur 256 points (help : filter, zeros)
Systéme avec 2 poles complexes conjugués : r; = 0.99 et 6; = +10°.
idem pour r; = 0.99 et 6; = +£30°. Commenter 'influence de ;.
idem pour r; = .96 et 6; = +10°. Commenter 'influence de r;.
idem pour r; = 1 et 6; = £10°. Commenter la réponse impulsionnelle.

idem pour r; = 1.01 et 6; = £10°. Commenter la réponse impulsionnelle.

S Ot W=

Ajouter au systéme 1) une paire de zéros : r; = 0.99 et §; = £30°. Commenter 'influence des
76T08.

7. Ecrire I'équation aux différences qui régit le systéme (expression de l’échantillon de sortie en
fonction des échantillons d’entrée et de sortie précédents).

Objectif : Aborder la caractérisation et la syntheése d’un filtre numeérique.
Comprendre 'influence des poles et des zéros de la fonction de transfert en Z.
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20.8.4 Annexe théorique pour TP TZ

Cas d’une paire de poles complexes conjugués :

H(z) A n A* Azl . Azl
z - frg
z—po z—py Ll—poz=! 1—piz7!
b -1 b -2

H(z) = o ;lej—l jzan—Q avec : by = 2R[A] et : by = —2R[Ap})]

o
H(z) = ZApngn_{_A*pSann Zfl

n=0

h(n) = ho(n—1)
ho(n) = Apy+ A*py" = 2R[Apg] pour : n >0

Si l'on pose : pg = rexp(jf) et A = aexp(jo), il vient :

ho(n) = 2a.r" cos[nf + ¢]
h(n) = 2a.r" cos[(n—1)0+ ¢] pour : n > 1

Correspondant au systéme analogique :

ho(t) = 2a.rt/Te COS[Tﬁt + ¢

1
L+ 25-p +

Et les relations entre paramétres analogiques et numériques :

0
wp = T
exp(—Cuwpt) = rt/Te — —Cwy, = Log(r)
, e
wr = wp/1-2¢2

135

(20.12)
(20.13)

(20.14)

(20.15)
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(20.23)

(20.24)
(20.25)
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20.9 TP - Filtrage de Signaux

Soient y(t) un signal temporel défini pour ¢ € [0, 1] et b(¢) un bruit aléatoire suivant une loi uniforme
de moyenne nulle. Pour ¢ = 1,...,n 4+ 1, on note ¢; = (i — 1)T, o T, = 1/n. On “observe” le signal
bruité z en ces n + 1 points équidistants ¢; :

2(t;) = y(t;) + b(t:), 1<i<n+1

et on veut filtrer z pour retrouver le signal y.

20.9.1 Filtrage par moyennage

On note z,, le signal filtré par moyenne. Soit r un entier strictement positif.

— Pour r4+1 <7< n+1—r, on obtient z, a l'instant ¢; en prenant la moyenne arithmétique des
valeurs de z aux instants ¢;_, - - - t;j 4.

— Pour 1 < i < r, on obtient z,, & l'instant #; en prenant la moyenne arithmétique des valeurs de
z aux instants ¢y - - - tiqp.

— Pour n+2 —r <17 <n+1, on obtient 2z, a 'instant ¢; en prenant la moyenne arithmétique
des valeurs de z aux instants ¢;_, -« tp41.

Ecrire une focntion Matlab qui calcule z,,. La syntaxe d’appel devra étre la suivante :

zm = filmoy (z, r)

ol z représente le vecteur des (2(;))i=1,.. n+1 €t zm le vectreur des (2, (ti))i=1,. nt1-
On pourra utiliser la fonction “mean” qui calcule la moyenne arithmétique des composantes d’un
p q Yy q p
vecteur).

20.9.2 Filtrage par troncature du spectre

On suppose que z(t) est périodique de période 1 et que n est pair. Pour obtenir le signal filtré par
troncature de spectre, on procéde de la maniére suivante :
— On calcule la transformée de Fourier discréte de z(t), on obtient le spectre discret en fréquence
de z noté Fz(v;) pour des fréquences entiéres v; comprises entre —n/2 et n/2.

vi=-n/2+ (i—1) i=1,--- ,n+1

Avec Matlab, pour obtenir le vecteur (a valeur complexe) Fz = (Fz(v;))
commandes suivantes :
» Fz = ft(z);
» Fz = fitshift(Fz);

— On tronque le spectre F'z a une fréquence v, fixée (v, > 0 est appellée la fréquence de coupure),
c’est-a-dire que 'on met a 0 les valeurs de Fz(v;) pour |v;| > v.. Le spectre tronqué, noté F'zt,
est donné par :

i—1:my1 On utilise les

Fat(v;) = Fz(v;) —ve<v < e
Fzt(v;) =0 —n/2 <y < —ve et v < vy <nf2

— Puis on calcule la transformée de Fourier inverse du spectre tronqué, on obtient alors le signal
filtré z;. Pour obtenir la transformée de Fourier inverse on utilise :
» Fzt = ifftshift(Fzt);
» zp = ifft(Fzt);
Ecrire une fonction Matlab qui calcule zy. La syntaxe d’appel devra étre la suivante :

zp = filfft(z, v.)

ol zy représente le vecteur des (zf(t;))i=1,... n+1-
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20.9.3 Simulations
Soit y(t) = sin(27t) + sin(67t) 4 sin(167t).
L. Pour n = 1000, créer le vecteur y = (y(ti));—; ... py1-

2. En utilisant la command rand, construire un vecteur b de dimension n+ 1 dont les composantes

suivent une loi uniforme. Modifier b pour qu’il soit & moyenne nulle.

— Créer le vecteur z = y + 3b.

— Tracer sur un méme graphique z et y.

— Qalculer z,, pour r =2, r =5, r = 10, r = 20, r = 50. Tracer sur un méme graphique y et
zm pour les différentes valeurs de r.

— CQalculer zy pour v, = 5, v, = 10, v, = 15, v, = 20, v, = 100. Tracer sur un méme graphique
y et zy pour les différentes valeurs de v,.

3. Mémes questions pour : y(t) = t3 + sin(167t)

N.B. : Joindre au compte-rendu le listing des programmes Matlab ainsi que les graphes demandés.
Les graphes devront étre commentés (i.e. titre, légendes ...)
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20.10 Consignes de Rédaction du Compte-Rendu de TP

20.10.1 Choix de sujets

© 0 N ot W

—_ =
_ O

DSF : signaux périodiques DDS + triangle + |sinwt| (TP 20.3.5 et TD 15)
TL : calcul symbolique et résolution d’EquaDiff (TP 20.5)

ED : circuit RLC// (TP 20.4 et TD 12)

TL-ED : circuit RLC série (cf. TD 13)

TL-FAT : Ampli TV (TP 20.6)

TFD-FFT : Analyse spectrale (TP 20.7)

TZ-FdT : Filtre RIT (TP 20.8)

TFD-FFT : Filtrage (TP 20.9)

TL-Réponse Impuls. et FAT fonctions composées (cf. TD 13 et TD 14)

TF : modulation AM (cf. TD 16)

. TZ : équation de récurrence (cf. TD 17)

20.10.2 Délivrables

Fournir :

listings commentés

résultats : figures (domaine temporel, fréquentiel), résultats numeériques, solutions symbo-
liques...

toutes mesures pertinentes : e.g. constante de temps, fréquence (coupure, fondamental, har-
moniques, résonance), période, pente (dB/décade), gain (maxi, statique), bande passante,
interprétation : type de signal ou de filtre (passe-bas, passe-bande), stabilité, oscillation,
rapidité...

20.10.3 Critéres d’évaluation

1.

2.

3.

CR TP / 20 points (a rendre en fin de séance) :

— /5 Intro/Présentation/Mise en forme propre (page de garde avec noms-+date+lieu)
— /5 Programmation du calcul Matlab : listing (avec commentaires dans fichier)

— /5 Reésultat : Figure montrant les signaux

— /5 Interprétation, Commentaire du résultat.

RAPIDITE / 20 points :

NoteVitesse=20-rang (ler fini => 19; 2éme => 18; 3éme =>17; NonFini =>10)
NOTE GLOBALE= (CR TP + NoteVitesse) / 2
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