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Chapitre 1

RAPPEL DE PREREQUIS

1.1 Trigonométrie

RELATION FONDAMENTALE : sin2 θ + cos2 θ = 1

PARITE :

sin (−θ) = − sin (θ)
cos (−θ) = cos (θ)

SYMETRIE :

sin
(
π
2 − θ

)
= sin

(
π
2 + θ

)
= cos θ

cos
(
π
2 − θ

)
= − cos

(
π
2 + θ

)
= sin θ

tan
(
π
2 − θ

)
= cot θ

cot
(
π
2 − θ

)
= tan θ

cos (π − θ) = cos (π + θ) = − cos θ
sin (π − θ) = − sin (π + θ) = sin θ

ADDITION :

sin (a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b
sin (a− b) = sin a cos b− cos a sin b

}

⇒
{

tan a+ tan b = sin(a+b)
cos a cos b

tan a− tan b = sin(a−b)
cos a cos b

cos (a+ b) = cos a cos b− sin a sin b
cos (a− b) = cos a cos b+ sin a sin b

tan (a+ b) = tan a+tan b
1−tan a tan b tan (a− b) = tan a−tan b

1+tan a tan b

cot (a+ b) = cot a cot b−1
cot a+cot b cot (a− b) = 1+cot a cot b

cot b−cot a

ANGLE DOUBLE :

sin 2a = 2 sin a cos a
cos 2a = cos2 a− sin2 a = 2cos2 a− 1 = 1− 2 sin2 a
⇒ cos2 a = 1+cos 2a

2 sin2 a = 1−cos 2a
2

tan 2a = 2 tan a
1−tan2 a

SOMME-DIFFERENCE-PRODUIT :

sin a+ sin b = 2 sin
(
a+b
2

)
cos
(
a−b
2

)

sin a− sin b = 2 sin
(
a−b
2

)
cos
(
a+b
2

)

cos a+ cos b = 2cos
(
a+b
2

)
cos
(
a−b
2

)

cos a− cos b = −2 sin
(
a+b
2

)
sin
(
a−b
2

)

sin (a+ b) sin (a− b) = cos2 b− cos2 a
cos (a+ b) cos (a− b) = cos2 b− sin2 a

sin a sin b = 1
2 [cos (a− b)− cos (a+ b)]

sin a cos b = 1
2 [sin (a+ b) + sin (a− b)]

cos a cos b = 1
2 [cos (a− b) + cos (a+ b)]

cos a sin b = 1
2 [sin (a+ b)− sin (a− b)]

tan a tan b = cos(a−b)−cos(a+b)
cos(a−b)+cos(a+b)

tan a
tan b = sin(a+b)+sin(a−b)

sin(a+b)−sin(a−b)

AUTRES RELATIONS :

13
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1
cos2 θ

= 1 + tan2 θ 1
sin2 θ

= 1 + cot2 θ

soit : t = tan a
2 cos a = 1−t2

1+t2
sin a = 2t

1+t2
tan a = 2t

1−t2 cot a = 1−t2
2t

ANGLES REMARQUABLES :

0 π/6 π/4 π/3 π/2

sin 0 1/2

√
2/2

√
3/2 1


os 1

√
3/2

√
2/2 1/2 0

tan 0 1/

√
3 1

√
3 + ∞


ot ∞ √
3 1 1/

√
3 0

RELATIONS ENTRE FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES :

sin cos tan cot

sinx = sinx ±
√
1− cos2 x ± tanx√

1+tan2 x
± 1√

1+cot2 x

cos x = ±
√

1− sin2 x cos x ± 1√
1+tan2 x

± cot x√
1+cot2 x

tan x = sinx

±
√

1−sin2 x

±
√
1−cos2 x
cos x tanx 1

cotx

cot x =
±
√

1−sin2 x
sinx

cos x
±
√
1−cos2 x

1
tan x cot x

arctan x+ arctan
1

x
=
π

2

DERIVEES :

fon
tion sinx cos x tanx cot x arcsin x arccos x arctan x

dérivée cos x − sinx 1
cos2 x = −1

sin2 x
= 1√

1−x2
−1√
1−x2

1
1+x2

1 + tan2 x −1− cot2 x

LIMITES ET INTEGRALES USUELLES :

lim
x→0

sinx
x = 1 et

+∞∫

0

sinx
x = π

2

FORMULES D'EULER :

cos θ = exp(iθ)+exp(−iθ)
2 et sin θ = exp(iθ)−exp(−iθ)

2i
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1.2 Développements limités usuels au voisinage de zéro

lim
x→0

ε (x) = 0

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ xnε (x)

ax = 1 +
x ln a

1!
+

(x ln a)2

2!
+ · · · + (x ln a)n

n!
+ xnε (x) 
ar ax = exp (x ln a)

(1 + x)r = 1 +
rx

1!
+
r(r − 1)x2

2!
+ · · · + r(r − 1) · · · (r − p+ 1)xp

p!
+ · · · + r(r − 1) · · · (r − n+ 1)xn

n!

+xnε (x)

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + x4 − x5 · · · + (−1)n xn + xnε (x)

1

1− x = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 · · ·+ xn + xnε (x)

ln (1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
· · · + (−1)n−1 x

n

n
+ xnε (x)

ln (1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− x4

4
· · · − xn

n
+ xnε (x)

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ x2n+2ε (x)

sinhx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+

x7

7!
+ · · · + x2n+1

(2n+ 1)!
+ x2n+2ε (x)

cos x = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · · + (−1)n x2n

(2n)!
+ x2n+1ε (x)

cosh x = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+

x6

6!
+ · · · + x2n

(2n)!
+ x2n+1ε (x)

tanx = x+
x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+ x8ε (x)

tanhx = x− x3

3
+

2x5

15
− 17x7

315
+ x8ε (x)

cot x =
1

x
− x

3
− x3

45
+ x4ε (x)

arctan x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · · + (−1)n x2n+1

2n+ 1
+ x2n+2ε (x)

arg tanhx = x+
x3

3
+
x5

5
+

x7

7
+ · · · + x2n+1

2n+ 1
+ x2n+2ε (x)

arcsinx = x+
1

2
· x

3

3
+

1 · 3
2 · 4 ·

x5

5
+

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 ·

x7

7
+ · · · + 1 · 3 · 5 · · · · (2n− 1) x2n+1

2 · 4 · · · · (2n) · (2n+ 1)
+ x2n+2ε (x)

arg sinhx = x− 1

2
· x

3

3
+

1 · 3
2 · 4 ·

x5

5
− 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 ·
x7

7
+ · · · + (−1)n · 1 · 3 · 5 · · · · (2n− 1)x2n+1

2 · 4 · · · · (2n) · (2n+ 1)

+x2n+2ε (x)
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1.3 Dé
omposition des fra
tions rationnelles : F (x) = Pn(x)
Qm(x)

1. CHERCHER LA PARTIE ENTIERE : si n ≥ m

2. POLE REEL SIMPLE : F (x) = P (x)
(x−a)Q(x) avec Q (a) 6= 0

Forme de la dé
omposition : F (x) = A
x−a + · · · où : A = (x− a)F (x) | x=a

Autre méthode (si fra
tion 
ompliquée) : A = P (a)
Q′(a)

3. POLE REEL MULTIPLE : F (x) = P (x)

(x−a)kQ(x)
avec Q (a) 6= 0

Forme de la dé
omposition : F (x) = A1
x−a +

A2

(x−a)2 + · · · + Ak

(x−a)k + · · ·

Poser y = x− a → F = P1(y)
ykQ1(y)

.

On divise P1(y) par Q1(y) selon les puissan
es 
roissantes à l'ordre k − 1.

4. POLES COMPLEXES CONJUGUES :

F (x) =
P (x)

(x2 + p x+ q)kQ (x)
avec







p2 − 4q < 0
(a, a) ∈ C2 racines de x2 + px+ q
Q (a) 6= 0

(a) k = 1

On dé
ompose dans C et on regroupe les 2 termes obtenus (
ar B = A)

Forme de la dé
omposition : F (x) =
(

A
x−a +

B
x−a

)

+ · · · = A1x+B1
x2+px+q

+ · · ·
ave
 : A1 = 2Re [A] et B1 = −2Re [Aa]

(b) k ≥ 1, Q simple

On soustrait de F les éléments simples issus de Q ⇒ nouvelle fra
tion simpli�ée.

On se ramène à : F1 (x) =
P1(x)

(x2+p x+q)k
. On divise P1 par x2 + px + q (selon les puissan
es

dé
roissantes). Et on re
ommen
e.

(
) k ≥ 2, Q moins simple

Forme de la dé
omposition :

F (x) =
A1x+B1

x2 + px+ q
+

A2x+B2

(x2 + px+ q)2
+ · · · + Akx+Bk

(x2 + px+ q)k
+ · · ·

On 
al
ule :

(
x2 + px+ q

)k
F (x)

∣
∣
∣
x=a
⇒ P (a)

Q(a) = Aka+Bk ⇔ P (a) = Q(a) [Aka+Bk]

or a2 = −pa− q don
 on rempla
e toutes les puissan
es de a par une 
ombinaison linéaire de 1
et a.

On obtient : a×[expression n�1 en Ak et Bk℄ + 1×[ expression n�2 en Ak et Bk℄ = 0

Or 1 et a forment un système linéaire indépendant ⇒
{

expression n◦1 = 0
expression n◦2 = 0

On est don
 ramené à résoudre un système linéaire en Ak et Bk. On forme ensuite :

F (x)− Akx+Bk

(x2+px+q)k
et on re
ommen
e pour avoir Ak−1 et Bk−1 ...

NB : inutile de déterminer a.

5. ISSUES DE SECOURS

(a) donner à x des valeurs parti
ulières ( 0 ; 1 ; -1 ...)

(b) 
al
uler lim
x→∞

xF (x)

(
) méthode d'identi�
ation générale ave
 
oe�
ients indéterminés

(d) 
al
uler (x− a)k F (x)
∣
∣
∣
x=a

pour le terme de plus haut degré

(e) utiliser la parité.

(f) faire une véri�
ation a posteriori.
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1.4 Fon
tions hyperboliques dire
tes

DEFINITIONS :

cosh x = ex+e−x

2 > 0

sinhx = ex−e−x

2

tanhx = sinhx
cosh x

coth x = 1
tanh x

cos x = cosh (ix)
cosh x = cos (−ix)
sinx = −i sinh (ix)
sinhx = −i sin (ix)

DERIVEES :

fon
tion sinhx coshx tanhx coth x

dérivée coshx sinhx 1
cosh2 x

= 1− tanh2 x −1
sinh2 x

= 1− coth2 x

TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE : cosh2 x− sinh2 x = 1

cosh (a+ b) = cosh a cosh b+ sinh a sinh b
cosh (a− b) = cosh a cosh b− sinh a sinh b
sinh (a+ b) = sinh a cosh b+ cosh a sinh b
sinh (a− b) = sinh a cosh b− cosh a sinh b

tanh (a+ b) = tanh a+tanh b
1+tanh a tanh b

cosh 2x = cosh2 x+ sinh2 x = 2cosh2 x− 1 = 1 + 2 sinh2 x
sinh 2x = 2 sinhx coshx

tanh 2x = 2 tanh x
1+tanh2 x

1.5 Fon
tions hyperboliques ré
iproques

DEFINITIONS

y = arg sinhx
x∈ℜ

⇔ x = sinh y
y∈ℜ

y = arg coshx
x≥1

⇔ x = cosh y
y≥0

y = arg tanhx
−1<x<1

⇔ x = tanh y
y∈ℜ

y = arg coth x
x>1 (resp. x<−1)

⇔ x = coth y
y>0 (resp. y<0)

EXPRESSIONS LOGARITHMIQUES

∀x ∈ ℜ, arg sinhx = ln
(

x+
√
x2 + 1

)

∀x ≥ 1, arg coshx = ln
(

x+
√
x2 − 1

)

∀ |x| < 1 arg tanhx = 1
2 ln

(
1+x
1−x

)

∀ |x| > 1 arg coth x = 1
2 ln

(
x+1
x−1

)

DERIVEES

(arg sinhx)′ = 1√
1+x2

(arg coshx)′ = 1√
x2−1

(arg tanhx)′ = 1
1−x2 sur ] −1 ; +1 [

(arg coth x)′ = 1
1−x2 sur ] −∞ ; −1 [ ∪ ] 1 ; +∞ [

N.B :

∀x ∈ ] −∞ ; −1 [ ∪ ] 1 ; +∞ [ ,
(

ln
∣
∣
∣x+

√
x2 − 1

∣
∣
∣

)′
= 1√

x2−1

∀x ∈ ℜ , x 6= 1 , x 6= −1 ,
(
1
2 ln

∣
∣
∣
1+x
1−x

∣
∣
∣

)′
= 1

1−x2
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1.6 Les 
oniques

Equation polaire : r = p
1+e cos θ ave
 :







−π ≤ θ ≤ π
p > 0
e > 0

Selon les valeurs de e, on obtient toutes les 
oniques :

1. ellipse : 0 < e < 1

2. parabole : e = 1

3. hyperbole : e > 1

Equations 
artésiennes :







x = r cos θ
y = r sin θ
r2 = x2 + y2

Don
 : r + e r cos θ = p ⇔ r = p− e x

⇔ r2 = (p− e x)2

⇔
(
1− e2

)
x2 + y2 = p2 − 2p e x

1. si e = 1 : y2 = p2 − 2p x parabole

2. si e 6= 1 :

(
1− e2

)
(

x+
p e

1− e2
)2

︸ ︷︷ ︸

X

+y2 = p2 + p2e2

1−e2 = p2

1−e2

(
1− e2

)
X2 + y2 = p2

1−e2 ⇔ X2

p2

(1−e2)2
+ y2

p2

(1−e2)

= 1

(a) si 0 < e < 1 : on pose :

a2 = p2

(1−e2)2 b2 = p2

1−e2

d'où :

X2

a2
+ y2

b2
= 1 ellipse

(b) si e > 1 : on pose :

a2 = p2

(1−e2)2 b2 = p2

e2−1

d'où :

X2

a2
− y2

b2
= 1 hyperbole



Chapitre 2

SUITES NUMERIQUES

2.1 Mots-
lés

Suite arithmétique, Suite géométrique, Raison, Terme général d'une suite, Limite, Convergente,

Divergente, Majorée, Minorée, Ré
urrente, Somme partielle [2, 3, 4, 5℄

2.2 Dé�nition

On appelle suite à valeurs dans un ensemble E, la donnée d'une partie �nie I de N et d'une

appli
ation :

f : I −→ E

n −→ un (2.1)

un est appellé terme général de la suite. Souvent E = R et I = N .

Notation : la suite est notée (un)n∈I
Dé�nitions :

� suite 
roissante :

� suite dé
roissante :

� suite majorée :

� suite minorée :

2.3 Limite

On dit que la suite (un)n∈I admet pour limite l (l ∈ R) si :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N/∀n ∈ I, (n ≥ n0)⇒ |un − l| ≤ ε

Propriété : Uni
ité de la limite

Convergen
e : si (un)n∈I admet pour limite l, l ∈ R, on dit que la suite (un)n∈I 
onverge vers l.
On note :

lim
n→∞

un = l

Dans tous les autres 
as, la suite (un)n∈I diverge.

2.4 Critères de 
onvergen
e

2.4.1 Théorème

Soit (un)n∈N une suite 
roissante et majorée (resp. dé
roissante et minorée) ; alors un 
onverge.

19
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2.4.2 Suites adja
entes

On dit que 2 suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adja
entes si :







(un) 
roît
(vn) dé
roit
limn→∞ (vn − un) = 0

Théorème : 2 suites adja
entes 
onvergent et ont même limite.

2.4.3 Critère de Cau
hy

On dit qu'une suite (un)n∈N satisfait au 
ritère de Cau
hy si :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N tel que : ∀n ∈ N,∀p ∈ N, (n ≥ n0, p ≥ n0)⇒ |un − up| ≤ ε

Théorème : on a l'équivalen
e :

la suite (un)n∈N est de Cau
hy ⇐⇒ la suite (un)n∈N 
onverge dans R.

2.5 Exemple fondamental

Soit α > 0. On pose un =
n∑

k=1

1
kα .

si : α > 1 un 
onverge

si : 0 < α ≤ 1 un diverge

Preuve :

1. un 
roît 
ar un+1 − un = 1
(n+1)α > 0

2. 
as α > 1 : on majore la somme par une intégrale 
onvergente

3. 
as 0 < α ≤ 1 : on minore la somme par une intégrale divergente

4. 
as α = 1 : d'après 3, un ≥ log(n+ 1) et un ne peut être borné

2.6 Suites ré
urrentes

2.6.1 Dé�nition

{
u0 = a
∀n ∈ N, un+1 = f(un)

Théorème : si f est 
ontinue et si un 
onverge vers l alors f(l) = l

� ré
urren
e a�ne : {
u0 donné
∀n ∈ N, un+1 = r.un + a

� ré
urren
e homographique : un+1 =
aun+b
cun+d

ave
 c 6= 0
� ré
urren
e linéaire à 2 termes : un+1 = aun + bun−1

2.6.2 Suite Arithmétique

{
u0 = a donné

un = un−1 + r
⇔ un = n.r + a

Formule fondamentale : somme partielle d'une suite arithmétique

N∑

n=0
un = (N + 1)

(
a+ Nr

2

)
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2.6.3 Suite Géométrique

{
u0 = a donné

un = r.un−1
⇔ un = rn.a

Formule fondamentale : somme partielle d'une suite géométrique

N∑

n=0
un = a1−rN+1

1−r

2.7 Exer
i
es

2.7.1 Nature des suites par 
omparaison

Etudier la nature des suites, et 
elle de leurs sommes partielles :

a)

1√
n
; b)

1

3 + n2
; 
)

1

(log n)p
; d)

1
√

n(n+ 1)
; e)

1
√

n(n2 + 1)
; f) log n log(1+

1

n
) log(1+

1

n2
) ; g) un =

log n

n2

2.7.2 Suite asso
iée

Soit une suite Sn dé�nie par :

S1 = a;S2 = b;S3 =
S1 + S2

2
; . . . ;Sn =

Sn−1 + Sn−2

2

où a et b désignent deux nombres réels quel
onques. On lui asso
ie la suite un = Sn−Sn−1 (et u1 = S1).

1. Montrer que un est le terme général d'une progression géométrique 
onvergente.

2. En déduire la valeur de Sn et sa limite quand n −→∞.

2.7.3 Somme de 
osinus et sinus d'ar
s en progression arithmétique

Cet exer
i
e trouve appli
ation en éle
trote
hnique pour l'étude du 
ourant triphasé.

u = cos a+ cos(a+ b) + cos(a+ 2b) + . . . + cos(a+ kb) + . . . + cos[a+ (n − 1)b]

v = sin a+ sin(a+ b) + sin(a+ 2b) + . . . + sin(a+ kb) + . . . + sin[a+ (n− 1)b]

On forme u+ iv en posant : α = cos a+ i sin a = eia ; z = cos b+ i sin b = eib.

1. Exprimer zk puis αzk.

2. Montrer que u+ iv est la somme partielle d'une suite géométrique

3. Cal
uler u et v.

4. Appli
ation 1 : montrer que

S = sin 1°+ sin 3° + ...+ sin 99° =
sin2 50°

sin 1°

5. Appli
ation 2 : montrer que

cos
2π

7
+ cos

4π

7
+ cos

6π

7
= −1

2

2.7.4 Paradoxes gre
s

Paradoxe de Zénon d'Elée (dit paradoxe de la �è
he) :

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·

Paradoxe de l'obélisque

H = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · · + 1

n
+ · · · (2.2)

S = 1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · · + 1

n2
+ · · · (2.3)

V = 1 +
1

23
+

1

33
+

1

43
+ · · · + 1

n3
+ · · · (2.4)
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2.7.5 Suite dé�nie impli
itement

Soit f la fon
tion de R vers R dé�nie par [2℄ :

f(t) =
3t− 1

t+ 1
.

On note u = (un)n∈N la suite numérique initialisée à u0 = 4 et dé�nie par le formule de ré
urren
e :

un+1 = f(un).

1. Représenter la fon
tion y = f(t) et y superposer le diagramme itératif de u.

2. Cal
uler les vingt premiers termes de la suite.

3. Que peut-on 
onje
turer quant au 
omportement de 
ette suite ?

4. Démontrer que 
ette suite est bornée et étudier sa monotonie.

5. Justi�er sa 
onvergen
e.

6. Pré
iser sa limite.

2.7.6 Suite de Fibona

i

a0 = 0 ; a1 = 1 ; an+1 = an + an−1

Cette suite modélise la 
roissan
e des lapins.

2.7.7 Convergen
e des suites

1. Etudier la 
onvergen
e da la suite numérique de terme général :

un =
(

1 +
a

n

)n
, ave
 : a ∈ R

2. suite négative un = 3−n
n2 pour : n ≥ 4

3. suite positive vn = n+3∗(−1)n

n2 pour : n ≥ 4

4. suite alternée wn = 3−(−1)n∗n
n2 pour : n ≥ 4

2.7.8 Suite ré
urrente

On 
onsidère la suite (un) dé�nie par la ré
urren
e un+1 =
√
1 + un [6℄.

1. On prend u0 = 2. Cal
uler u1. Montrer que la suite est dé
roissante et qu'elle est minorée.

2. On prend maintenant u0 = 0. Montrer que la suite est alors 
roissante et majorée par 2.

3. Cal
ulez un à partir de u0 = 2, puis à partir de u0 = 0 en arrêtant les 
al
uls lorsque |un+1−un| <
10−8

. Conje
turer la valeur de la limite de la suite.

4. Con�rmer par le 
al
ul la valeur théorique de la limite de la suite ré
urrente (un).



Chapitre 3

SERIES NUMERIQUES

3.1 Mots-
lés :

Série de Riemann, Somme d'une série, Convergen
e, Divergen
e, Série Alternée, Série à termes

positifs, Série Harmonique, Série géométrique, Convergen
e Absolue, Somme partielle, Série Entière,

Rayon de Convergen
e, Cau
hy, Critère de d'Alembert, Règle d'Abel. [7℄

3.2 Dé�nition - Propriétés de 
onvergen
e

Soit une suite (un)n∈N . On lui asso
ie la suite des sommes partielles : Sn =
n∑

k=0

uk . La suite

(Sn)n∈N est appelée série (un)n∈N . Si limn→+∞ Sn = S, alors on dit que la série (un) 
onverge.

3.2.1 Série géométrique

Soit a ∈ C∗, r ∈ C. La série (arn)n∈N 
onverge ⇐⇒ |r| < 1 et on a :

+∞∑

n=0

arn =
a

1− r

r est la raison géométrique.

3.2.2 Condition né
essaire de 
onvergen
e

série (un)n∈N 
onverge =⇒ limn→+∞ un = 0 . NB : Ce n'est pas une 
ondition su�sante

� Preuve : un = Sn − Sn−1.
� Exemple 1 :

Sn =
n∑

k=1

(−1)k+1 k

4k − 3

|Sn − Sn−1| = |un| = n
4n−3

∞−→ 1
4 ⇒ DIV

� Contre-exemple 2 : Série harmonique

Sn = 1 + 1
2 +

1
3 + . . .+ 1

n .

Sn − Sn−1 =
1
n
n→∞−→ 0 mais on ne peut pas 
on
lure que la série 
onverge.

3.2.3 Condition de Cau
hy

Série (un)n∈N CV ⇔ suite (Sn)n∈N CV ⇒ ∀ε > 0,∃n0 ∈ N |∀q > p > n0, ||Sq − Sp|| < ε

or Sq − Sp = up+1 + up+2 + . . .+ uq d'où la 
ondition de Cau
hy sur les séries :

série (un)n∈N 
onverge ⇐⇒ (∀ε > 0,∃n0 ∈ N |q > p > n0 ⇒ |up+1 + . . . + uq| < ε)

(Preuve : e.v.n. 
omplet).

23
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3.2.3.0.1 Contre-Exemple : Série harmonique On a : S2n − Sn = 1
n+1 + . . . + 1

2n ≥ n
2n = 1

2

3.2.4 Série absolument 
onvergente

série (|un|)n∈N 
onverge =⇒ série (un)n∈N 
onverge.

∣
∣
∣
∣
∣

+∞∑

0

un

∣
∣
∣
∣
∣
≤

+∞∑

0

|un|

Si

∑
(un) 
onverge alors que

∑
|un| diverge, on parle de semi-
onvergen
e.

Cas de la série harmonique alternée.

3.3 Séries à termes positifs ∀n ∈ N, un ≥ 0

3.3.1 CNS de 
onvergen
e

Sn = u0 + u1 + . . . + un. La suite (Sn)n∈N est 
roissante. Pour qu'elle 
onverge, il faut et il su�t

qu'elle soit majorée, 
'est-à-dire que : ∃A ∈ R+/∀n ∈ N,Sn ≤ A.
série (un)n∈N 
onverge ⇐⇒ suite (Sn)n∈N majorée

3.3.2 Comparaison entre séries

Soient 2 séries (un) et (vn).

� si lim+∞
un
vn

= l 6= 0 alors (un) et (vn) sont de même nature.

� si lim+∞
un
vn

= 0 et si la série (vn)n∈N 
onverge alors (un)n∈N 
onverge.

� si ∃n0/∀n ≥ n0, 0 ≤ un ≤ vn alors :

série (vn) 
onverge ⇒ série (un) CV.
série (un) diverge ⇒ série (vn) DIV

3.3.2.1 Exemples

Ex.1 : un = e−n

n Ex.2 : un = n+1
n+2 .

1
2n

3.3.2.2 Critère de 
onvergen
e :

Hyp. : ∃n0 ∈ N |∀n > n0, un > 0 et vn > 0 et ∃n1 ≥ n0|∀n > n1,
un+1

un
≤ vn+1

vn
Con
lusion : série (vn)n∈N CV ⇒ série (un) CV

série (un)n∈N DIV ⇒ série (vn) DIV

3.3.3 Comparaison de la nature d'une intégrale généralisée et de la nature d'une

série

Hypothèses :

f : R+ −→ R+

x −→ f(x) > 0 (3.1)

� f dé
roissante sur [a,+∞[, a > 0
� f lo
alement intégrable sur R+

� lim+∞ f = 0
� On dé�nit : un = f(n) ≥ 0.

Alors : la série

∑
(un)n∈N et l'intégrale

∫ +∞
a f(x)dx sont de même nature .
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3.3.3.1 Preuve

On a l'en
adrement :

u1 + . . .+ un+1 ≤
∫ n+1

0
f(x)dx ≤ u0 + . . .+ un

3.3.4 Critère de Riemann : Règle nαun

La série de Riemann est dé�nie par : un = 1
nα , α > 0 série

(
1
nα

)

n∈N CV ⇔ α > 1

D'où l'énon
é de la règle : soit une série (un)n∈N . On forme vn = nαun. On 
her
he un α tel que :

limn→∞ nαun = L , L ≥ 0.

Alors : un ∼ L
nα don


{
si α > 1, (un) CV
si α ≤ 1, (un) DIV

3.3.4.1 Exemple

un =

(

tan
1

n
− sin

1

n

)α

, α > 0

On montre qu'elle ne 
onverge que si α > 1/3.

3.3.5 Comparaison d'une série à termes positifs et d'une série géométrique

3.3.5.1 Théorème

Soit un ≥ 0 ; ∃r, 0 < r < 1|∀n ∈ N,un ≤ rn
Série (rn)n∈N CV ⇒ série (un)n∈N CV

3.3.5.2 Critère de Cau
hy

On forme limn→∞ n√un = l

� Si l < 1, la série (un)n∈N CV

� Si l > 1, la série (un)n∈N DIV

� Si l = 1, 
as douteux.

3.3.5.2.1 Preuve : l − ε < n√un < l + ε < 1 =⇒ un < (l + ε)n

3.3.5.3 Critère de d'Alembert

On forme : lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

un+1

un

∣
∣
∣
∣
= l

� Si l < 1, la série (un)n∈N CV

� Si l > 1, la série (un)n∈N DIV

� Si l = 1, 
as douteux.

3.3.5.4 Appli
ations

un =
(
n+1
n+2

)n2

et un = n!
nn ave
 n ∈ N∗
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3.4 Séries alternées

3.4.1 Dé�nition

{
u2n ≥ 0
u2n+1 ≤ 0

⇐⇒
{
vn ≥ 0 vn = |un|
un = (−1)nvn

3.4.2 Théorème

si limn→∞ un = 0 et si la suite (|un|)n∈N est dé
roissante alors la série (un)n∈N 
onverge.

3.4.2.1 Preuve

On 
al
ule le reste de la série Rn = S − Sn =
∑∞

k=n+1 uk où Sn est la somme partielle et S =
lim+∞ Sn est la limite.

On a toujours : |Rn| ≤ |un+1| lim+∞Rn = 0

3.4.2.2 Exemple 1 : Série harmonique alternée

S =

+∞∑

1

(−1)n
n

3.4.3 Règle d'Abel

Soit une série (un)n∈N telle que un = εnvn ave
 :







εn ∈ R∗
+

lim+∞ εn = 0
suite (εn)n∈N dé
roît

On suppose que : ∃M > 0|∀n ∈ N, |v0 + v1 + . . .+ vn| ≤M
Alors : la série (un)n∈N 
onverge.

NB : 
e théorème 
ontient le pré
édent : un = (−1)n|un| = vnεn

3.5 Résumé

Méthodes d'étude des sommes Sn :

1. Comparaison à une autre série

2. Comparaison à une intégrale dé�nie

3. Critères de Cau
hy et de d'Alembert ; Règle nαun

4. Rédu
tion de Sn si le terme général s'é
rit : un = ϕ(n)− ϕ(n− 1)⇒ Sn = ϕ(n)− ϕ(0)
5. Emploi de la formule de Ma
-Laurin ou de Taylor (D.S.E.)

3.5.1 Exemple 2

un = (−1)n

nα ave
 α > 0

3.6 Séries Entières

3.6.1 Dé�nition

C'est une série de terme général : un = un(x) = anx
n
. On pose f(x) =

∑+∞
0 anx

n
.
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3.6.2 Rayon de 
onvergen
e

3.6.2.1 Lemme d'Abel

On suppose que : ∃x0 ∈ R tel que la suite (anx
n
0 ) est bornée. Alors ∀|x| < |x0|, la série (anx

n) est
absolument 
onvergente.

3.6.2.1.1 Preuve

|anxn| = |anxn0 |.
∣
∣
∣
∣

(
x

x0

)n∣∣
∣
∣
≤M

∣
∣
∣
∣

x

x0

∣
∣
∣
∣

n

or une série géométrique de raison r =
∣
∣
∣
x
x0

∣
∣
∣ < 1 
onverge, CQFD.

3.6.2.2 Dé�nition du rayon de 
onvergen
e R

si |x| < R, la série (anx
n)n∈N est absolument 
onvergente.

si |x| > R, la série (anx
n)n∈N est divergente.

3.6.3 Détermination du rayon de 
onvergen
e

On applique les 
ritères de 
onvergen
e de Cau
hy et d'Alembert à un = anx
n
.

3.6.3.1 Critère de Cau
hy

Si l'on pose : limn→+∞ n
√

|an| = l ; alors le 
ritère de Cau
hy donne :

lim
n→+∞

n
√

|un(x)| = lim
n→+∞

n
√

|an|.|x| = l.|x|
{
< 1→ CV
> 1→ DIV

3.6.3.1.1 Règle de Cau
hy Si l = limn→+∞ n
√

|an| alors R = 1
l .

3.6.3.1.2 Preuve : En e�et : lim n√un = l.|x| < 1⇔ |x| < 1
l −→ CV

3.6.3.2 Critère de d'Alembert

De même, si l'on pose : limn→+∞
∣
∣
∣
an+1

an

∣
∣
∣ = l, alors le 
ritère de d'Alembert donne :

lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

un+1(x)

un(x)

∣
∣
∣
∣
= lim

n→+∞
|x|.
∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= l.|x|

{
< 1→ CV
> 1→ DIV

3.6.3.2.1 Règle de d'Alembert Si l = limn→+∞
∣
∣
∣
an+1

an

∣
∣
∣ alors R = 1

l .

N.B. Un D.S.E. est valable à l'intérieur du 
er
le de 
onvergen
e.

3.6.4 Exemples

1. un(x) =
xn

n!

2. un(x) =
xn

nα ave
 α > 0

3. un(x) = nlognxn

4.

1
1+x =

∑∞
0 (−1)nxn

5. log(1 + x) = x− x2

2 + x3

3 + . . .

Montrer que R = +∞ pour l'exemple 1, et que R = 1 pour les 4 autres exemples.
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3.7 Exer
i
es

3.7.1 Nature des séries

Pré
iser la nature des séries de terme général :

1.

(
n2−5n+1
n2−4n+2

)n2

2.

1+n2

n!

3.

n!
an (ave
 a > 0)

4.

2n
n+2n

5.

√
n(n−1)

n3+2
√
n−3 logn

6.

1
n
√
n+1

7.

(
n sin 1

n

)n2

8. log 1√
n
− log sin 1√

n

9.

1
n
√
n×n

10. Arcsin 2n
4n2+1

3.7.2 Séries alternées

Pré
iser le 
ara
tère de 
onvergen
e des séries suivantes :

(−1)n tan 1

n
(−1)n n√n sin 1

n

3.7.3 Comparaison ave
 une intégrale

Etudier la 
onvergen
e de un = logn
n2 pour n ∈ N∗

en 
omparant à l'intégrale de la fon
tion

f(x) = logx
x2 .

3.7.4 Cal
ul de somme de série

Cal
uler la somme

∞∑

n=1
un = limN→∞

N∑

n=1
un de la série de terme général un = log cos x

2n . On

transformera à l'aide de la formule : sin 2a = 2 sin a cos a.



Chapitre 4

DEVELOPPEMENT EN SERIE DE

FOURIER

4.1 Séries trigonométriques

C'est une série de terme général : uk(x) = ak cos kx + bk sin kx

où :

� x est une variable réelle indépendante

� k ∈ N
� ak et bk : termes de deux séries numériques

Si la série 
onverge pour x ∈ à un intervalle d'amplitude 2π, la somme f(x) =
∞∑

k=0

uk(x) est une

fon
tion 
ontinue de période 2π :

f(x) =
∞∑

k=0

ak cos kx+ bk sin kx (4.1)

4.2 Théorème de Fourier

Soit f(x) périodique de période 2π dans l'intervalle [θ, θ+2π℄ (ou plus simplement dans l'intervalle

[−π, +π℄ ). On suppose que l'on peut développer f(x) :

f(x) =
∞∑

k=0

ak cos kx+ bk sin kx .

Si la série ainsi dé�nie 
onverge, on montre que l'on a :

a0 =
1

2π

∫ θ+2π

θ
f (x) dx

ak =
1

π

∫ θ+2π

θ
f (x) cos kx dx (4.2)

bk =
1

π

∫ θ+2π

θ
f (x) sin kx dx

Interprétation : a0 = valeur moyenne de f(x) sur l'intervalle.

4.3 Condition de validité du DSF

Le développement ainsi obtenu (Développement en Série de Fourier, en abrégé : DSF) est valable

dans l'intervalle [−π, +π℄ pour toute fon
tion véri�ant les 
onditions de Diri
hlet (en abrégé C.D.) :

� f(x) doit être uniformément bornée dans [−π,+π℄

29
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� f(x) n'a qu'un nombre �ni de dis
ontinuités de 1ère espè
e (limite à droite et à gau
he �nies

mais di�érentes) : lim
ε→0

f (a − ε) = L− 6= lim
ε→0

f (a + ε) = L+

� f(x) n'a qu'un nombre �ni d'extrema stri
ts.

Plus généralement, on peut parler du DSF des fon
tions 
ontinues par mor
eaux dans un intervalle

�ni.

4.4 Développement en un point de dis
ontinuité (Phénomène de Gibbs)

En un point de dis
ontinuité de première espè
e x = a , la somme f(x) d'une série de Fourier prend
la valeur :

f(a) =
1

2
[f (a − 0) + f (a + 0)]

De même, si les valeurs limites aux bornes de l'intervalle [−π, +π℄ sont di�érentes, on pose :

f (±π) =
1

2
[f (π − 0) + f (−π + 0)]

4.5 DSF d'une fon
tion dé�nie dans un intervalle quel
onque

Soit une fon
tion g(t) [8, 9, 10℄ :
� dé�nie dans un intervalle [θ, θ + T ], de période T .
� satisfaisant les C.D. dans 
et intervalle.

On pose :

t
T = x

2π et f (x) = g (t) = g
(
Tx
2π

)
alors : f(x) est périodique de période 2π.

En e�et : f (x+ 2kπ) = g
(
T (x+2kπ)

2π

)

= g
(
Tx
2π + kT

)
= g (t+ kT ) = g (t) = f (x)

On peut é
rire : f (x) = a0 +
∞∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

ave
, d'après les équations (4.2) : a0 = 1
T

∫ θ+T
θ g (t) dt

ak =
2

T

∫ θ+T

θ
g (t) cos

2π kt

T
dt

bk =
2

T

∫ θ+T

θ
g (t) sin

2π kt

T
dt

don
 : g (t) = a0 +
∞∑

k=1

ak cos
2π kt
T + bk sin

2π kt
T

On peut poser :

{
ak = Ak cosϕk
bk = Ak sinϕk

⇒
{

Ak =
√

a2k + b2k
ϕk = Arctg bk

ak

⇒ f (x) = a0 +

∞∑

k=1

Ak cos (kx− ϕk)

⇒ g (t) = a0 +

∞∑

k=1

Ak cos

(
2π kt

T
− ϕk

)

4.5.1 Remarque

� a0 représente la 
omposante 
ontinue

� A1 représente l'amplitude du fondamental

� Ak représente l'amplitude de l'harmonique de rang k
� ϕk représente le déphasage

� 1/T = f représente la fréquen
e

� ω = 2πf = 2π/T représente la pulsation.
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4.6 Propriétés de symétrie

4.6.1 Fon
tion paire

Toute fon
tion f(x) paire de période 2π admet pour DSF une série de 
osinus :

f(−x) = f (x) ⇒ ∀k , bk = 0
a0 =

1
π

∫ π
0 f (x) dx ; ak =

2
π

∫ π
0 f (x) cos kx dx

Généralisation à une fon
tion f(t) paire de période T :

∀k , bk = 0 ; a0 =
2

T

∫ T/2

0
f (t) dt ; ak =

4

T

∫ T/2

0
f (t) cos

2πkt

T
dt

4.6.2 Fon
tion impaire

Toute fon
tion f(x) impaire de période 2π admet pour DSF une série de sinus :

f (−x) = −f (x) ⇒ ∀k , ak = 0
bk =

2
π

∫ π
0 f (x) sin kx dx

Généralisation à une fon
tion f(t) impaire de période T :

∀k , ak = 0 , bk =
4

T

∫ T/2

0
f(t) sin

2πkt

T
dt

4.7 Formule de Bessel-Parseval

Soit une fon
tion g(t) :

� de période T
� satisfaisant les C.D.

On montre que (
onservation d'énergie) :

1
T

∫ θ+T
θ [g (t)]2 dt = a20 +

1
2

∞∑

k=1

(
a2k + b2k

)

︸ ︷︷ ︸

A2
k

Dans le 
as d'une fon
tion périodique de période 2π dé�nie sur [ -π ; +π℄ :

1

2π

∫ +π

−π
[f (x)]2 dx = a20 +

1

2

∞∑

k=1

(
a2k + b2k

)

︸ ︷︷ ︸

A2
k

4.7.1 Remarque : Dé�nition de la valeur e�
a
e

geff =
[
1
T

∫ θ+T
θ [g (t)]2 dt

]1/2
C'est-à-dire :

g2eff = < [g (t)]2 >

↑ valeur moyenne

4.8 Intégration et dérivation

Soit une fon
tion f(x) :

� de période 2π
� dé�nie sur [ -π ;+π℄

� développable en S.F. : f (x) = a0 +
∞∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx
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4.8.1 Intégration







F (x) =
∫ x
0 f (u) du = a0 x +

∞∑

k=1

ak
k sin kx + bk(1−cos kx)

k

F (0) = 0 ↑ C.U. ⇒ intégration terme à terme.

� Si a0 = 0 : Alors : F (x) représente une fon
tion DSF dans [ -π ;+π℄

F (x) = A0 +

∞∑

k=1

Ak cos kx+Bk sin kx

ave
 :

A0 =

∞∑

k=1

bk
k

Ak =
1

π

∫ π

−π
F (x) cos kx dx = −bk

k
Bk =

ak
k

� Si a0 6= 0 : On développe a0x en S.F. dans l'intervalle [ -π ;+π℄ et on peut alors représenter

F (x) par une S.F. dans [ -π ;+π ℄.

Figure 4.1 � Fon
tion a0x représentée sur [−π; +π]

a0x = α 0 +
∞∑

k=1

αk cos kx+ βk sin kx ave
 α0 = αk = 0 
ar la fon
tion est impaire.

Et : βk = 2 a0 (−1)n+1 ⇒

A0 =

∞∑

k=1

bk
k

; Ak = −
bk
k

; Bk = βk +
ak
k

4.8.2 Dérivation

f ′ (x) = df(x)
dx . On suppose f ′(x) DSF 
'est-à-dire qu'on aura :

f ′ (x) = a′0 +
∞∑

k=1

a′k cos kx+ b′k sin kx

Soient xi les divers points de dis
ontinuités de f(x) supposés en nombre �ni p.

On pose :

δi = f (xi + 0)− f (xi − 0)
δ0 = f (π − 0)− f (−π + 0)

1 ≤ i ≤ p

a′0 =
1

2π

∫ π

−π
f ′ (x) dx =

1

2π
[f (x)]+π−π =

1

2π

[

δ0 −
p
∑

i=1

δi

]

= a′0

a′k = 1
π

∫ π
−π f

′ (x) cos kx dx =
intég.

parties

1
π [f (x) cos kx]

+π
−π +

k

π

∫ +π

−π
f (x) sin kx dx

︸ ︷︷ ︸

= 1
π

p∑

i=1
cos k xi [f (xi − 0)− f (xi−1 + 0)] + k bk
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Figure 4.2 � Fon
tion f(x) ave
 dis
ontinuité de première espè
e.

a′k =
1

π

[

(−1)k δ0 −
p
∑

i=1

δi cos k xi

]

+ k bk

De même on trouve :

b′k =
1

π

∫ π

−π
f ′ (x) sin kxdx =

↑
intég. par parties sur 
haque

intervalle où f est 
ontinue.

− 1

π

p
∑

i=1

δi sin k xi − kak = b′k

Remarque : Si f(x) est 
ontinue sur [-π ;+π ℄, on a :

δ0 = δi = 0 et f ′(x) s'obtient en dérivant terme à terme le DSF de f(x).

4.9 DSF Exponentiel

f(t) =
+∞∑

n=−∞
cn exp

(
i2πnt
T

)
ave
 cn = F (n) = 1

T

∫ a+T
a f(t) exp

(
− i2πnt

T

)
dt

NB : Très utile en traitement du signal.

4.10 Démonstration de la formule de Wallis

4.10.1 Développement en série de Fourier de f(x) = cos(αx) ave
 α ∈ R

paire ⇒ bk = 0 ∀k

a0 =
1

2π

∫ π

−π
cosα x dx =

1

π

∫ π

0
cosα x dx ⇒ a0 =

sinαπ

απ

ak =
2

π

∫ π

0
cosα x cos kx dx =

1

π

∫ π

0
[cos (α+ k) x+ cos (α− k)x] dx

. . . ak = 2α
π sinαπ (−1)k

α2−k2

d'où le DSF de cos(αx) :

cosα x =
sinαπ

απ
+

2α

π
sinα π

∞∑

k=1

(−1)k
α2 − k2 cos kx
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4.10.2 Cal
ul de

sinπx
πx

On pose : x = π dans le DSF de 
os(αx).

⇒ cosαπ =
sinαπ

απ
+

2α

π
sinα π

∞∑

k=1

(−1)k
α2 − k2

(−1)k

︷ ︸︸ ︷

cos kπ

On divise par sin(απ) :


otg α π − 1

α π
= −2 α

π

∞∑

k=1

1

k2 − α 2

Pour 0 ≤ α < 1, la série

∞∑

k=1

1
k2−α2 
onverge et on peut intégrer les deux membres de l'égalité entre 0

et x < 1 :

∫ x

0

(


otg π α − 1

π α

)

dx = − 1

π

∫ x

0

∞∑

k=1

2 α dx

k2 − α2

Notons : S1 =
∫ x
0

(

otg π α − 1

π α

)
dα et S2 =

1
π

∫ x
0

∞∑

k=1

−2 α dx
k2−α2

Alors : S1 =
∫ x
0

cos π α
sinπ α dα − 1

π

∫ x
0
dα
α = lim

ε→0

[∫ x
ε

cos π α
sinπ α dα − 1

π

∫ x
ε
dα
α

]

Posons : u = sinπ α ⇒ du = π cos π α dα .

S1 = lim
ε→0

1

π

[∫ sinπ x

sinπ ε

du

u
−

∫ x

ε

dα

α

]

=
1

π
lim
ε→0

(

[Log u]sinπ xsinπ ε − [Log α]xε

)

=
1

π
lim
ε→0

(Log sinπ x− Log sinπ ε− Log x+ Log ε)

or sinπε ∼
0

πε (équivalent usuel)

don
 Log sinπε ∼
0

Log πε = Log π + Log ε

d'où S1 = 1
π (Log sinπ x− Log π − Log x) = 1

πLog
sinπ x
π x

D'autre part : S2 = 1
π

∞∑

k=1

∫ x
0

−2α dα
k2−α2 posons

{
u = k2 − α2

du = −2α dα

S2 =
1

π

∞∑

k=1

∫ k2−x2

k2

du

u
=
1

π

∞∑

k=1

[Log u]k
2−x2
k2 =

1

π

∞∑

k=1

[
Log

(
k2 − x2

)
− Log k2

]

S2 =
1

π

∞∑

k=1

Log

(

1− x2

k2

)

=
1

π
Log

∞∏

k=1

(

1− x2

k2

)

Finalement : 
omme S1 = S2 , on en déduit que :

sinπ x
π x =

∞∏

k=1

(

1− x2

k2

)

4.10.3 Formule de Wallis

On peut é
rire :

π x
sinπ x =

∞∏

k=1

k2

k2−x2 =
∞∏

k=1

k
k+x

∞∏

k=1

k
k−x

En posant : x = 1
2 (< 1) on obtient aisément :

π

2
= lim

n→∞
24n (n!)4

(2n+ 1) [(2n)!]2

4.11 Tableau de DSF

Le Tab. 4.1 donne le DSF de di�érentes fon
tions illustrées sur la Fig.4.3.
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Table 4.1 � DSF de quelques fon
tions

signal �gure DSF

dent de s
ie positif s(t) = A

[

1
2 − 1

π

∞∑

n=1

1
n sinnωt

]

triangle impair s(t) = 4A
π2

∞∑

n=0

(−1)n

(2n+1)2 sin[(2n+ 1)ωt]

triangle positif pair, T = 2π g(x) = π
2 − 4

π

∞∑

n=0

1
(2n+1)2

cos[(2n + 1)x]

triangle positif pair, max en 0 s(t) = A
2 + 4A

π2

∞∑

n=0

1
(2n+1)2

cos[(2n+ 1)ωt]

double alternan
e positif pair s(t) = 2A
π

[

1− 2
∞∑

n=1

1
(4n2−1)

cos(2nωt)

]

simple alternan
e positif s(t) = A
π

[

1− 2
∞∑

n=1

1
(4n2−1)

cos(2nωt)

]

+ A
2 sinωt


arré impair s(t) = 4A
π

∞∑

n=0

1
2n+1 sin[(2n + 1)ωt]


arré pair positif s(t) = E
2 + 2E

π

∞∑

n=0

(−1)n

2n+1 cos[(2n + 1)ωt]

parabole f(t) = t2 pair, période 2 f(t) = 1
3 + 4

π2

∞∑

n=1

(−1)n

n2 cos(πnt)

mi-rampe f(x) = x période 2π f(x) = π
4 − 2

π

∞∑

n=0

1
(2n+1)2 cos[(2n + 1)x] +

∞∑

n=1

(−1)n+1

n sin(nx)

impulsion largeur τ s(t) = Aτ
T +

∞∑

n=1

A
nπ [sinnωt− sinnω(t− τ)]

re
tangle pair rapport 
y
lique α a0 = E(2α − 1), an = 4E
nπ sin(nαπ), bn = 0

fossé asymétrique a0 = −π
4 , a2n = 0, a2n+1 = − 2

π(2n+1)2
, b2n = − 1

2n , b2n+1 =
3

2n+1


réneau impair ak = 0, b2n = − 2
nπ , b2n+1 =

4
(2n+1)π

[

1 + 2
(2n+1)π (−1)n

]

onduleur délai τ v(t) = 4E
π

∞∑

n=0

1
2n+1 cos

[
(2n + 1)ω τ2

]
sin
[
(2n+ 1)ω(t− τ

2 )
]

Figure 4.3 � Signaux périodiques dé�nis par leur DSF
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Chapitre 5

FONCTION DE LA VARIABLE

COMPLEXE

5.1 Nombre Complexe

5.1.1 Dé�nition

z peut être 
onsidéré 
omme l'a�xe d'un point M de 
oordonnées 
artésiennes (x, y) :

Figure 5.1 � Plan 
omplexe

z =
−−→
OM = x+ iy = r exp(iθ) = r(cos θ + i sin θ) ave
 : i2 = −1⇔ i =

√
−1 = exp(iπ2 )

Module : r = |z| =
√

x2 + y2

Argument : θ = Arg(z) = arctan y
x

5.1.2 Somme

La somme z = z1 + z2 est dé�nie par la résultante géométrique :

Figure 5.2 � Somme ve
torielle

−−→
OM =

−−−→
OM1 +

−−−→
M1M =

−−−→
OM1 +

−−−→
OM2

Inégalité fondamentale pour l'étude des fon
tions par majoration :

| |z1| − |z2| | ≤ |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| (5.1)

37
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5.1.3 Produit

z1z2 = r1 exp(iθ1)r2 exp(iθ2) = r1r2 exp(i(θ1 + θ2)) (5.2)

Don
 :

|z1.z2| = |z1|.|z2| et Arg(z1.z2) = Arg(z1) +Arg(z2) (5.3)

5.1.4 Quotient

z1
z2

=
r1 exp(iθ1)

r2 exp(iθ2)
=
r1
r2

exp(i(θ1 − θ2)) (5.4)

Don
 : ∣
∣
∣
∣

z1
z2

∣
∣
∣
∣
=
|z1|
|z2|

et Arg(
z1
z2

) = Arg(z1)−Arg(z2) (5.5)

5.1.5 Complexe Conjugué

Soit : z = x+ iy = r.eiθ alors : z̄ = x− iy = r.e−iθ

z.z̄ = r2 = x2 + y2

z̄ s'obtient par symétrie par rapport à l'axe 0x.

5.1.6 Ra
ines nièmes

z = r.eiθ = r.ei(θ+2kπ)
(5.6)

n
√
z = z1/n = r1/nexp(i

θ + 2kπ

n
) (5.7)

Il existe n ra
ines nièmes qui se déduisent les unes des autres par rotation de 2π/n (k = 0...n − 1).

5.2 Fon
tion de la Variable Complexe

5.2.1 Continuité

Soit z = x + iy un nombre 
omplexe appartenant à un domaine (D). On 
onsidère une fon
tion

f(z) qui fait 
orrespondre à z un nombre 
omplexe image Z :

f : z −→ Z = f(z) (5.8)

On peut séparer partie réelle et imaginaire de la fon
tion : f(z) = Z = X(x, y) + iY (x, y).

Cette relation établit une 
orrespondan
e entre 2 points 
omplexes z et Z :

Figure 5.3 � Appli
ation du plan 
omplexe
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On dit que f(z) est 
ontinue en z0 si :

∀ǫ > 0,∃η/|z − z0| < η =⇒ |f(z)− f(z0)| < ǫ (5.9)

On en déduit qu'il su�t que X(x, y) et Y (x, y) soient 
ontinues par rapport aux variables x et y.

5.2.2 Dérivabilité

f(z) est dérivable en z0 si et seulement si la limite du rapport

f(z)−f(z0)
z−z0 existe et est indépendante

du 
hemin suivi dans le plan 
omplexe quand z −→ z0. On pose alors :

lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

= f ′(z0) (5.10)

5.2.2.1 Exemple 1

Z = f(z) = 3z−z̄
2 n'est pas dérivable en z0 = 0 
ar :

lim
z→0

f(z)− f(0)
z

=
3(x+ iy)− (x− iy)

2(x+ iy)
=
x+ 2iy

x+ iy
= 1 +

iy

x+ iy
= 1 +

1

1− ixy
(5.11)

5.2.2.2 Exemple 2

Z = f(z) = z2 est dérivable en z0 = 0 
ar :

lim
z→0

f(z)− f(0)
z

= lim
z→0

z2

z
= lim

z→0
z = 0 (5.12)

5.2.3 Relations de Cau
hy

C'est une CNS pour que Z = f(z) soit dérivable en z0. Il faut et il su�t que X et Y soient

di�érentiables en z0 et que leurs dérivées satisfassent :

∂X

∂x
=
∂Y

∂y
et

∂Y

∂x
= −∂X

∂y
(5.13)

5.2.3.1 Ré
iproque

si les relations de Cau
hy sont satisfaites, alors on montre que :

f ′(z0) =
∂X

∂x
− i∂X

∂y
=
∂X

∂x
+ i

∂Y

∂x
=
∂f(z)

∂x
(5.14)

=
∂Y

∂y
+ i

∂Y

∂x
=
∂Y

∂y
− i∂X

∂y
= −i∂f(z)

∂y
(5.15)

5.2.4 Holomorphie et Analyti
ité

5.2.4.1 Dé�nitions

� une fon
tion f(z) dérivable en tout point d'un domaine (D) du plan 
omplexe est dite fon
tion

holomorphe

� une fon
tion holomorphe dans tout le plan 
omplexe est appelée fon
tion entière

� une fon
tion holomorphe dans un domaine (D), qui établit une bije
tion ave
 le domaine image

(∆), est dite fon
tion univalente
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5.2.4.2 Propriétés

� la somme, le produit ou la 
omposée de 2 fon
tions holomorphes est holomorphe

� le quotient f(z)/g(z) de 2 fon
tions holomorphes dans (D) est holomorphe dans (D) sauf pour

les points du plan 
omplexe où g(z) = 0
� une fon
tion univalente admet une fon
tion inverse f−1

dont la dérivée vaut :

df−1(Z)

dZ
=

1
df(z)
dz

(5.16)

5.2.4.3 Exemples de fon
tions holomorphes

� les polyn�mes sont des fon
tions holomorphes dans tout le plan 
omplexe à distan
e �nie :

P (z) =

n∑

k=0

akz
k

(5.17)

P ′(z) =

n∑

k=1

kakz
k−1

(5.18)

� les fra
tions rationnelles sont holomorphes dans tout le plan à distan
e �nie sauf aux points pi
(p�les réels ou 
omplexes d'ordre de multipli
ité λi) :

P (z)

Q(z)
= E(z) +

∑

i

Ai,1
z − pi

+
Ai,2

(z − pi)2
+ · · ·+ Ai,λi

(z − pi)λi
= E(z) +

∑

i

λi∑

j=1

Ai,j
(z − pi)j

= partie entière + termes de première espè
e

5.2.4.4 Remarque

Toute fon
tion holomorphe est analytique, 
'est-à-dire 
ontinue et pourvue de dérivées de tous

ordres elles-mêmes 
ontinues.

5.2.5 Harmoni
ité

Si les fon
tions X(x, y) et Y (x, y) sont 
ontinues ainsi que les dérivées partielles 1ères et 2èmes, le

lemme de S
hwarz permet d'é
rire :

∂2X

∂x∂y
=

∂2X

∂y∂x
et

∂2Y

∂x∂y
=

∂2Y

∂y∂x
(5.19)

D'après la remarque du �. 5.2.4.4, le lemme de S
hwarz s'applique à toute fon
tion holomorphe d'où

l'expression des lapla
iens, en tenant 
ompte des relations de Cau
hy :

∆X =
∂2X

∂x2
+
∂2X

∂y2
=

∂

∂x

(
∂Y

∂y

)

− ∂

∂y

(
∂Y

∂x

)

= 0 (5.20)

∆Y =
∂2Y

∂x2
+
∂2Y

∂y2
= − ∂

∂x

(
∂X

∂y

)

+
∂

∂y

(
∂X

∂x

)

= 0 (5.21)

Si X et Y satisfont dans le domaine D d'holomorphie de f(z) à l'équation dite de Lapla
e :

∆X = ∆Y = 0 (5.22)

alors on dit que 
e sont 2 fon
tions harmoniques asso
iées (
ondition né
essaire mais non su�sante).

5.2.5.1 Ré
iproque

Si X est une fon
tion harmonique, 
'est-à-dire :

� 
ontinue

� pourvue de dérivées 
ontinues au moins jusqu'à l'ordre 2

� satisfaisant l'équation de Lapla
e ∆X = 0
alors on peut trouver Y (x, y) en intégrant les équations de Cau
hy de telle sorte que la fon
tion dé�nie

par f(z) = X + iY soit une fon
tion holomorphe.
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5.2.6 Points Singuliers

5.2.6.1 Dé�nition

� si f(z) est dé�nie en z0, alors z0 est un point ordinaire

� si f(z) n'est pas dé�nie en z0, alors z0 est un point singulier

5.2.6.2 Singularité Arti�
ielle

Cas où f(z) n'est pas holomorphe mais reste bornée au voisinage de z0 (qu'on note V (z0)) : il s'agit
alors d'une dis
ontinuité de 1ère espè
e. On peut �xer arbitrairement la valeur de f(z0) pour rendre
la fon
tion holomorphe en z0.

5.2.6.3 P�le d'ordre p

Cas où :

� f(z) non dé�nie en z0
� 1/f(z) dé�nie en z0
� (z − z0)pf(z) dé�nie en z0

5.2.6.3.1 Exemple : soient h(z) et g(z) holomorphes, et f(z) dé�nie par :

f(z) =
h(z)

(z − z0)p
+ g(z) (5.23)

C'est le développement 
lassique au voisinage d'un p�le.

5.2.6.3.2 Dé�nition : Une fon
tion qui n'admet pas d'autre singularité que ses p�les est dite

méromorphe.

5.2.6.4 Points Singuliers Essentiels

Cas où :

� f(z) non holomorphe en z0
� 1/f(z) non holomorphe en z0

Exemple : f(z) = exp(1/z) en z0 = 0.

5.2.6.5 Cas du point à l'in�ni

Pour étudier 
e 
as, on pose : u = 1/z et au lieu d'étudier : limz→∞ f(z) on étudie : limu→0 φ(u)
où : φ(u) = f(z).

� f(z) est holomorphe à l'in�ni si φ(u) est holomorphe au V (0)
� f(z) admet un p�le à l'in�ni si φ(u) admet un p�le pour u = 0

5.2.7 Notion de Point Critique

Hypothèse : soient

� une fon
tion f(z) multiforme

� un point 
omplexe z0 et son image Z0 = f(z0)
� un point a autre que z0.

On dit que a est point 
ritique de f(z) si, en faisant dé
rire au point z un 
ontour fermé autour de

a en partant de z0, on revient en z0 ave
 une valeur de f(z0) di�érente de la valeur de départ Z0.
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Figure 5.4 � Point 
ritique

5.2.7.1 Exemple

f(z) =
√
z (5.24)

z = r.eiθ = r.ei(θ+2kπ)
(5.25)

Z =
√
rei(

θ
2
+kπ)

(5.26)

Il y a don
 2 déterminations, 
'est-à-dire 2 valeurs de Z pour un même z0 :

Z1 =
√
rei

θ
2

pour k pair (5.27)

Z2 =
√
rei(

θ
2
+π)

pour k impair (5.28)

Si l'on tourne autour de l'origine, on 
hange de détermination. On dit que a = 0 est point 
ritique de

f(z) =
√
z.

Figure 5.5 � Les 2 déterminations de la fon
tion ra
ine

5.3 Fon
tion Dé�nie par une Série Entière

5.3.1 Série de la Variable Complexe

Soit wn = un + ivn.
∑∞

n=0wn 
onverge si

∑∞
n=0 un et

∑∞
n=0 vn 
onvergent.

5.3.1.1 Convergen
e absolue

|wn| ≤ |un|+ |vn| =⇒
∣
∣
∣

∑

wn

∣
∣
∣ ≤

∑

|wn| ≤
∑

|un|+
∑

|vn| (5.29)

Don
 la 
onvergen
e absolue des séries

∑
un et

∑
vn implique la 
onvergen
e de la série

∑
wn.
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5.3.2 Rappel sur la Convergen
e des Séries

Soit une série de terme général un .

5.3.2.1 Condition Né
essaire de Convergen
e

lim
n→∞

un = 0 (5.30)

5.3.2.2 Théorème de Cau
hy

∑

un 
onverge ⇐⇒ ∀ǫ > 0,∃N/∀n > N et ∀m > N, |un + ...+ um| < ǫ (5.31)

5.3.2.2.1 Remarque : la 
onvergen
e absolue entraîne la 
onvergen
e simple 
ar :

|un + · · · + um| ≤ |un|+ · · · + |um| (5.32)

5.3.2.3 Critère de Cau
hy

On 
al
ule :

Lsup = limn→∞
n
√

|un| (5.33)

� Si Lsup < 1, alors la série

∑
un 
onverge

� Si Lsup > 1, alors la série

∑
un diverge

� Si Lsup = 1, on ne peut 
on
lure.

5.3.2.4 Critère de d'Alembert

On 
al
ule :

Lsup = limn→∞

∣
∣
∣
∣

un+1

un

∣
∣
∣
∣

et/ou Linf = limn→∞

∣
∣
∣
∣

un+1

un

∣
∣
∣
∣

(5.34)

� Si Lsup < 1, alors la série

∑
un 
onverge

� Si Linf > 1, alors la série

∑
un diverge

� Dans les autres 
as (Linf ≤ 1 ≤ Lsup), on ne peut 
on
lure.

Don
 le 
ritère de d'Alembert est moins performant que le 
ritère de Cau
hy.

5.3.2.5 Comparaison ave
 une Intégrale

Soit f(x) une fon
tion dé�nie, 
ontinue, > 0 et dé
roissante pour x ≥ 1.

Alors :

∑∞
n=1 f(n) et

∫∞
1 f(x)dx sont de même nature.

5.3.2.6 Série de Riemann

∑∞
n=1

1
nα et

∫∞
1

1
xαdx 
onvergent pour α > 1.

D'où le 
ritère de Riemann : si |xαf(x)| reste borné pour x → ∞ et α > 1, alors :

∫∞
1 f(x)dx


onverge et la série

∑∞
n=1 f(n) aussi.

5.3.3 Convergen
e Uniforme (C.U.)

Soit la série : u(z) =
∑∞

n=1 un(z)

5.3.3.1 Théorème de Cau
hy

La série u(z) 
onverge uniformément (C.U.) si :

∀ǫ > 0,∃N ∈ N indépendant de z /∀n > N,∀m > N, |un(z) + · · ·+ um(z)| < ǫ (5.35)
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5.3.3.2 Règle de Weierstrass

La série u(z) 
onverge uniformément (C.U.) si :

∃z0 / ∀|z| ≥ |z0|, et ∃N / ∀n > N indépendant de z , |un(z)| ≤ an indépendant de z (5.36)

où an est le terme général d'une série à termes positifs 
onvergente.

5.3.3.3 Convergen
e Absolue => Convergen
e Uniforme

∑∞
n=1 |un(z)| 
onverge =⇒ u(z) =

∑∞
n=1 un(z) 
onverge uniformément (C.U.).

5.3.3.4 Critère d'Abel

Soit :

u(z) =

∞∑

n=1

un(z) =

∞∑

n=1

ǫn(z)vn(z). (5.37)

Alors la série u(z) C.U. si :

1. limn→∞ ǫn(z) = 0

2.

∑ |ǫn(z)− ǫn+1(z)| 
onverge
3. ∀(n,m), |vn(z) + · · ·+ vm(z)| ≤ A où A est indépendant de n et m.

5.3.3.4.1 Cas Parti
ulier : Le 
ritère d'Abel s'applique souvent dans le 
as où ǫn est une suite

à termes > 0, indépendante de z et dé
roissante vers 0. Ainsi les deux premières 
onditions du 
ritère

sont remplies. Il faut et il su�t alors que : |v0(z) + · · ·+ vm(z)| ≤ A, où A est indépendant de m, pour

que u(z) =
∑∞

n=1 ǫn(z)vn(z) 
onverge uniformément.

5.3.3.5 Intégration d'une Série C.U.

Si une série u(t) C.U. dans l'intervalle [a, b], alors :

∫ b

a

[ ∞∑

n=1

un(t)

]

dt =

∞∑

n=1

[∫ b

a
un(t)dt

]

(5.38)


'est-à-dire qu'on peut intervertir l'ordre des sommations si la 
onvergen
e est uniforme.

5.3.4 Série Entière de la Variable Complexe

5.3.4.1 Dé�nition

f(z) =

∞∑

n=0

anz
n

(5.39)

ave
 an ∈ C et z = x+ iy

5.3.4.2 Convergen
e

Posons :

La = lim
n→∞

n
√

|an| (5.40)

et appliquons le 
ritère de Cau
hy :

Lsup = lim
n→∞

n
√

|un| = lim
n→∞

n
√

|anzn| = |z|.La (5.41)

Si : Lsup = |z|.La < 1 alors : la série

∑∞
n=0 anz

n

onverge.

Ce
i permet de dé�nir le rayon de 
onvergen
e R :

|z| < R =
1

La
=⇒ f(z) 
onverge (5.42)
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5.3.4.3 Théorème

Quand z ∈ au disque de 
onvergen
e, la série entière est uniformément 
onvergente et sa somme

est une fon
tion 
ontinue de z. La dérivée a même rayon de 
onvergen
e et s'obtient en dérivant terme

à terme.

5.3.4.4 Cas parti
ulier

si R =∞, f(z) est holomorphe dans tout le plan 
omplexe. On parle alors de fon
tion entière.

5.3.4.5 Généralisation

On peut dé�nir la fon
tion f(z) par une série entière au V (z0) :

f(z) =

∞∑

n=0

an(z − z0)n (5.43)

Cette série 
onverge pour |z − z0| < R, 
'est-à-dire dans le 
er
le (z0, R). C'est le prin
ipe du

prolongement analytique à l'ensemble du plan 
omplexe, en ex
luant les points isolés (
ritiques ou

singuliers).

5.3.5 Développement en Série de taylor (DST)

f(z) =

∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n (5.44)

5.3.5.1 Développement de Ma
-Laurin

C'est un 
as parti
ulier du développement en série de Taylor 
al
ulé en z0 = 0.

5.3.5.2 Fon
tion Analytique

� 
ontinue,

� aux dérivées de tous ordres 
ontinues,

� développable en série de Taylor.

On a l'équivalen
e : f(z) analytique dans (D) ⇔ f(z) holomorphe dans (D)

Don
 toute fon
tion holomorphe peut être dé�nie par une série de la variable 
omplexe. On peut

en parti
ulier 
al
uler les développements en série entière des fon
tions holomorphes.

5.3.6 Fon
tions Entières

5.3.6.1 Fon
tion Exponentielle f(z) = ez

dez

dz
= ez (5.45)

Don
 pour z0 = 0, on a :

f (n)(0) = 1 =⇒ f(z) = ez =
∞∑

n=0

zn

n!
(5.46)

Cal
ul du rayon de 
onvergen
e :

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

un+1

un

∣
∣
∣
∣
= lim

n→∞

∣
∣
∣
∣

zn+1n!

(n+ 1)!zn

∣
∣
∣
∣
= lim

n→∞
|z|
n+ 1

= 0 =⇒ R =∞ (5.47)

don
 ez est une fon
tion entière 
ar holomorphe dans tout le plan 
omplexe. ez est périodique de

période 2iπ.
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5.3.6.2 Fon
tions Trigonométriques

cos z =
eiz + e−iz

2
=

∞∑

n=0

(−1)n
(2n)!

z2n (5.48)

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

∞∑

n=0

(−1)n
(2n + 1)!

z2n+1
(5.49)

Ces fon
tions sont holomorphes dans tout le plan 
omplexe.

Attention ! | cos z| et | sin z| peuvent être > 1 (
f. � 5.3.6.3.2)

5.3.6.3 Fon
tions hyperboliques

cosh z =
ez + e−z

2
=

∞∑

n=0

1

(2n)!
z2n (5.50)

sinh z =
ez − e−z

2
=

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)!
z2n+1

(5.51)

Ces deux fon
tions sont holomorphes dans tout le plan 
omplexe.

5.3.6.3.1 Remarque







cosh z = cos iz
cos z = cosh iz
i tan z = tanh iz

et







sinh z = 1
i sin iz = −i sin iz

sin z = −i sinh iz
i tanh z = tan iz

(5.52)

5.3.6.3.2 Démonstration de la possibilité d'avoir cos z > 1

cos z = cos(x+ iy) = cos x cos iy − sinx sin iy = cosx cosh y − i sinx sinh y (5.53)

don
 cos z = a ∈ R > 1 est possible pour :

{
cos x cosh y = a
sinx sinh y = 0

⇔
{
x = 2kπ
y = Argch(a)

(5.54)

5.3.7 Série Géométrique et fon
tion log(1 + z)

f(z) =

∞∑

n=0

(−1)nzn =
1

1 + z
(5.55)

ave
 
omme rayon de 
onvergen
e : R = 1 
ar on a :

La = lim
n→∞

n
√

|an| = 1 (5.56)

Par intégration de f(z) en 
hoisissant la 
onstante d'intégration nulle, on obtient le développement

en série entière 
orrespondant à la détermination prin
ipale de la fon
tion multiforme log(1+z), valable
pour |z| < 1 :

Log(1 + z) =
∞∑

n=0

(−1)nzn+1

n+ 1
pour |z| < 1 (5.57)

5.3.7.1 Convention

Les déterminations prin
ipales des fon
tions multiformes usuelles sont notées ave
 une première

lettre majus
ule.



Chapitre 6

TRANSFORMEE DE LAPLACE

6.1 Intégrale de Lapla
e

6.1.1 Dé�nition

Soit f(t) une fon
tion de la variable réelle t ( f(t) = 0 pour t < 0 ). On lui fait 
orrespondre une

fon
tion Φ(p) de la variable symbolique p ∈ C :

Φ(p) =

∞∫

0

e−ptf(t)dt (6.1)

Φ(p) est l'image de f(t). On note : Φ(p) ⊂ f(t).
f(t) est l'original de Φ(p).

Cal
ul symbolique : un problème de détermination d'une fon
tion f(t) peut se traiter par la

détermination de Φ(p), souvent plus simple.

6.1.2 Convergen
e

Théorème : Soit I = Φ(p) =
∞∫

0

e−ptf(t)dt. Si l'intégrale I 
onverge pour une valeur donnée p0 =

x0 + iy0, alors elle 
onverge pour toute valeur de p = x+ iy telle que Re(p) = x > x0.

x0 est l'abs
isse de 
onvergen
e. La région de 
onvergen
e est alors un demi-plan situé à droite de

la droite x = x0 (Fig. 6.1).

Figure 6.1 � Domaine de 
onvergen
e

6.1.2.1 Démonstration

On pose : Ψ(t) =
t∫

0

e−p0τf(τ)dτ .

NB :Ψ(0) = 0

Si I 
onverge pour p0, alors : ∃M/∀t : |Ψ(t)| =
∣
∣
∣
∣

t∫

0

e−p0τf(τ)dτ

∣
∣
∣
∣
< M

47
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D'autre part :

dΨ
dt = e−p0tf(t)⇒

Φ(p) =
∞∫

0

e−ptf(t)dt =
∞∫

0

e−(p−p0)tf(t)e−p0tdt =
∞∫

0

e−(p−p0)t dΨ
dt dt

Φ(p) =
[

e−(p−p0) t ψ (t)
]∞

0
︸ ︷︷ ︸

= 0 si x > x0

+(p− p0)
∫∞
0 e−(p−p0)tψ (t) dt

φ (p) = 0 + (p− p0)
∫∞
0 e−(p−p0)tψ (t) dt

| φ (p) | = | p− p0|
∣
∣
∫∞
0 e−(p−p0)tψ (t) dt

∣
∣ ≤ | p− p0| M

∣
∣
∫∞
0 e−(p−p0)tdt

∣
∣

| φ (p) | ≤ | p− p0| M
∫∞
0 e−(x−x0)t dt qui 
onverge si x > x0

| φ (p) | ≤ | p− p0| M
[
−e−(x−x0)t

x−x0

]∞

0
= |p−p0|M

x−x0

don
 : |Φ(p)| 
onverge pour x > x0.

6.1.3 Quelques 
as parti
uliers

6.1.3.1 Fon
tion unité de Heaviside H(t) et H(t− t0) (parfois notée u(t))

H(t) =

{
0 pour t < 0
1 pour t > 0


f. (Fig. 6.2.a)

φ(p) =
∫∞
0 e−ptdt =

[
−e−pt

p

]∞

0
= 1

p si Re (p) > 0

H (t) ⊃ 1

p
ave
 xc = 0

Figure 6.2 � a) fon
tion de Heavisde H(t) ; b) fon
tion retardée H(t− t0) ; 
) impulsion I(t).

H (t− t0) =
{

0 pour t < t0
1 pour t > t0


f. (Fig. 6.2.b)

φ (p) =
∫∞
t0
e−ptdt =

[
−e−pt

p

]∞

t0

H (t− t0) ⊃ e−p t0

p
ave
 xc = 0

6.1.3.2 Impulsion

I(t) =







0 pour −∞ < t < t0
E pour t0 < t < t0 + h
0 pour t0 + h < t <∞


f. (Fig. 6.2.
)

I (t) = E [H (t− t0)−H (t− (t0 + h))]

φ (p) =

∫ t0+h

t0

E e−ptdt =
E

p
e−pt0

(

1− e−ph
)

I (t) ⊃
xc=−∞

E

p
e−pt0

[

1− e−ph
]
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6.1.3.3 Impulsion de Dira


δ (t) =







0 pour t < 0
1/ε pour 0 < t < ε
0 pour t > ε

δ (t) = lim
ε→0

1

ε
[H (t) − H (t− ε)]

φ (p) = lim
ε→0

1

εp

[
1− e−pε

]
= 1 ⇒ δ (t) ⊃

xc=−∞
1

δ (t− a) ⊃
xc=−∞

e−pa

6.1.3.4 Fon
tion f(t) = tν

� dé�nition d'Euler de la fon
tion fa
torielle :

Γ (x) =
∫∞
0 ux−1 e−u du x > 0

Γ (n+ 1) = n !

� ν = n entier > −1 ; p variable réelle > 0

φ (p) =

∫ ∞

0
tn e −pt dt =

u = p t

1

pn+1

∫ ∞

0
un e−u du =

n!

pn+1
⊂ tn

p=x>0

� généralisation : ν 6= entier ; p 
omplexe

tν ⊃ Γ (ν + 1)

pν+1
xc = 0

� 
as parti
uliers :

ν = −1
2

ν = 1
2

1√
t
⊃

√
π
p

√
t ⊃ 1

2p

√
π
p

6.1.3.5 Fon
tions f(t) = eat et f(t) = tneat

φ(p) =
∫∞
0 e−(p−a)tdt = 1

p−a don
 : eat ⊃
xc= Re(a)

1
p−a

tn ea t ⊃
xc = Re(a)

Γ (n+ 1)

(p− a)n+1

6.2 Règles de Heaviside

6.2.1 Linéarité de la TL

Les propriétés de linéarité de la TL sont dues aux propriétés de linéarité de l'intégrale :

λ, µ s
alaires

{
φ1 (p) ⊂ f1 (t)
φ2 (p) ⊂ f2 (t)

⇒ λ φ1 (p) + µ φ2 (p) ⊂ λ f1 (t) + µ f2 (t)

6.2.2 Première règle de Heaviside

Soit f(t) dé�nie par son développement en série entière :

f (t) =
∞∑

n=0

an
tn

n!
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notons :

φn (p) =

∫ ∞

0
e−pt

ant
n

n!
dt =

an
n!

TL [tn] =
an
pn+1

; xc = 0 (6.2)

don
 par linéarité (et 
onvergen
e uniforme) :

φ (p) =

∞∑

n=0

an
pn+1

⊂ f (t) =

∞∑

n=0

an t
n

n!

La série φ (p) 
onverge d'après le 
ritère de Cau
hy si

lim
n→∞

n

√∣
∣
∣
an
pn+1

∣
∣
∣ < 1


'est-à-dire si







|p| >
lim
n→∞

n
√

|an|
Re (p) > 0 xc = 0

6.2.3 Deuxième règle de Heaviside

Soit φ (p) = N(p)
D (p) ave
 deg D > deg N

Soient ai les p�les de φ (p) d'ordre de multipli
ité λi .
On dé
ompose φ (p) en éléments simples :

φ (p) =
∑

i

[
λi∑

j=1

Aij

(p−ai)j

]

On en déduit l'original f (t)

f (t) =
∑

i

eait





λi∑

j=1

Aij
(j − 1)!

tj−1



 ⊃ φ (p) =
∑

i





λi∑

j=1

Aij

(p− ai)j





xc = max [Re (ai)]

6.2.4 Appli
ations

Soit ω ∈ R : cosωt = 1
2

(
eiω t + e−iω t

)
. Comme ea t ⊃

xc = Re(a)

1
p−a , on a :

cos ωt ⊃
x0 = 0

p

p2 + ω2
sin ωt ⊃

x0 = 0

ω

p2 + ω2

ch ωt ⊃
x0 = |ω|

p

p2 − ω2
sh ωt ⊃

x0 = |ω|

ω

p2 − ω2

6.2.4.1 Re
her
he de l'original

• φ (p) = Arctg
(
ω
p

)

dφ

dp
=

1

1 + ω2

p2

·
(

− ω
p2

)

=
|p| > |ω|

− ω

p2

∞∑

k=0

(−1)k
(
ω2

p2

)k

=

∞∑

k=0

(−1)k+1 ω2 k+1

p2 k+2

On intègre terme à terme en 
hoisissant la 
onstante d'intégration nulle

φ (p) =

∞∑

k=0

(−1)k
2k + 1

·
(
ω

p

)2k+1

(

cf. D.S.T. Arctg z =

∞∑

k=0

(−1)k
2k + 1

z2k+1

)

On applique la première règle de Heaviside :

φ (p) =

∞∑

k=0

(−1)k ω2k+1

2k + 1
· 1

p2k+1
⊂

∞∑

k=0

(−1)k ω2k+1

(2k + 1)

t2k

(2k)!
=

1

t

∞∑

k=0

(−1)k (ωt)2k+1

(2k + 1)!

don
 Arctg ω
p ⊂ sinω t

t
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• φ (p) = Log
(

1 + ω2

p2

)

dφ

dp
=

1

1 + ω2

p2

·
(−2ω2

p3

)

=
|p| > |ω|

−2ω2

p3

∞∑

k=0

(−1)k
(
ω2

p2

)k

= 2
∞∑

k=0

(−1)k+1 ω2k+2

p2k+3

On intègre terme à terme

φ (p) = 2

∞∑

k=0

(−1)k
2k + 2

(
ω

p

)2k+2

(

cf. Log (1 + z) =

∞∑

k=0

(−1)k
k + 1

zk+1 D.S.T.
pour |z| < 1

)

φ (p) ⊂ 2
∞∑

k=0

(−1)k
2k + 2

ω2k+2

(2k + 1) !
t2k+1 =

2

t

∞∑

k=0

(−1)k (ω t)2k+2

(2k + 2) !

φ (p) ⊂ 2

t

[

1 −
∞∑

k=0

(−1)k (ω t)2k

(2k) !

]

=
2

t
[1 − cos ω t]

Log
(

1 + ω2

p2

)

⊂ 2
t (1 − cos ωt)

6.3 Inversion de la transformée de Lapla
e

6.3.1 Dé�nition de H(t) par une intégrale de Bromwi
h-Wagner

H (t) =
1

2 i π

∫ C+i∞

C−i∞

ept

p
dp

6.3.2 Intégrale de Mellin-Fourier

f (t) =
1

2 i π

∫ C+i∞

C−i∞
ept φ (p) dp

L'intégrale de Mellin-Fourier permet, 
onnaissant l'image φ (p), de remonter à l'original f (t).

6.3.3 Cal
ul de l'intégrale de Mellin-Fourier

6.3.3.1 Contour de Bromwi
h - Lemme de Jordan généralisé

6.3.3.1.1 Contour de Bromwi
h d'une fon
tion φ(z) : C'est une droite (Fig. 6.3) :

� joignant le point C − i∞ au point C + i∞
� laissant à gau
he tous les points singuliers de φ(z)

6.3.3.1.2 Intégrale de Bromwi
h-Wagner : Soit φ(z) une fon
tion de z dont tous les points

singuliers sont à gau
he du 
ontour de Bromwi
h. L'intégrale de Bromwi
h-Wagner est du type :

J (t) =
1

2 i π

∫ C+i∞

C−i∞
etz φ (z) d z
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Figure 6.3 � Contour de Bromwi
h

6.3.3.1.3 Lemme de Jordan généralisé : Soit une fon
tion φ (z) :
� holomorphe (dé�nie, analytique et uniforme) dans le demi-plan x < 0 sauf en un nombre �ni

de p�les

� tendant uniformément vers zéro lorsque |z| → ∞
� soit t réel > 0
� soit C la demi-
ir
onféren
e (0, R) située à gau
he de l'axe imaginaire (Fig. 6.4.a).

Figure 6.4 � De gau
he à droite : 
ontours a) , b) et 
).

Alors :

∫

C+

etzφ (z) dz →
R→∞

0

6.3.3.1.4 Contour équivalent si φ(z) satisfait le lemme :
� Les singularités ne sont que des p�les : 
ontour équivalent = toute 
ourbe fermée (γ) sans

point double enfermant les p�les (Fig. 6.4.b).

Notons A(zj) les résidus aux p�les zj :

1

2 i π

∫ C+i∞

C−i∞
etz φ (z) dz =

∑

zj

A (zj) =
1

2 iπ

∫

(γ+)
etz φ (z) dz

� S'il existe des points 
ritiques (fon
tion multiforme) : on ex
lut du domaine les points


ritiques (Fig. 6.4.
).

∫ C+i∞

C−i∞
etz φ (z) dz +

∑

j

∫

λ−j

etz φ (z) dz = 2 i π
∑

zj∈D
A (zj)

6.3.3.2 Prin
ipe de 
al
ul

L'intégrale de Mellin-Fourier se 
al
ule par la méthode des résidus. L'abs
isse C est 
hoisie de

manière à laisser à gau
he du 
ontour de Bromwi
h tous les points singuliers de φ(p).
On 
omplète le plus souvent le 
hemin d'intégration (C − i∞, C + i∞) par une demi 
ir
onféren
e

Γ+(O,R → ∞) tra
ée du 
�té des x < 0 en ajoutant les 
oupures né
essaires au niveau des points


ritiques si la fon
tion φ(p) est multiforme.
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Si le lemme de Jordan est satisfait, l'intégrale sur Γ+
est nulle et on applique le théorème des

résidus :

f (t) =
1

2i π

∫ C+i∞

C−i∞
ept φ (p) dp =

∑

zj

A (zj) +
1

2i π

∑

j

∫

λ+j

etz φ (z) dz

︸ ︷︷ ︸

éventuellement si f
est multiforme

A(zj) : résidus relatifs à e
ptφ(p)

6.3.3.3 Exemple d'une fon
tion uniforme

Soit φ (p) = 1
(p+a)n+1 ave


{
n ∈ N+

a ∈ C

f(t) =
1

2i π

∫ C+i ∞

C−i∞

ept

(p+ a)n+1 dp =
e−at

2i π

∫ C+i ∞

C−i∞

e(p+a)t

(p+ a)n+1 dp

Ψ(p) = e(p+a)t

(p+a)n+1 =
∞∑

k=0

tk

k ! (p+ a)k−n−1 ↔ DSE de ψ(p) au V (−a)

f(t) =
e−at

2i π

∫ C+i∞

C−i∞
ψ (p) dp = e−at A (−a)








ar lemme de Jordan

satisfait par φ(p).
un point singulier − a

A(−a) = a−1 =
tn

n!
= Res [ψ (p)]−a

don


1
(p+a)n+1 ⊂ tn

n! e−at

6.4 Règles opératoires du 
al
ul symbolique [1℄

6.4.1 Linéarité

a1 · f1(t) + a2 · f2(t) ⊃ a1 · φ1(p) + a2 · φ2(p)

6.4.2 Dérivation et intégration par rapport à un paramètre

f (t, α) ⊃ φ (p, α) ⇒
{

∂
∂ α φ (p, α) ⊂ ∂

∂ α f (t, α)
∫ b
a φ (p, α) d α ⊂

∫ b
a f (t, α) dα

Exemple :

∂
∂ a

(
ea t
)

= t ea t ⇒ ∂
∂ a

(
1
p−a

)

= 1
(p−a)2 ⊃ t ea t

∫ b

a
eα t d α =

eb t − ea t

t
⊃

∫ b

a

dα

p− α = Log

(
p− a
p− b

)

6.4.3 Changement d'é
helle

Soit k ∈ R+ φ (p) ⊂
xc

f (t) ⇒ k φ (kp) ⊂
xc
k

f
(
t
k

)

6.4.4 Translation de la variable 
on
rète t et symbolique p

φ (p) ⊂
xc

f (t) ⇒







e± pa φ (p) ⊂
xc

f (t± a) · H (t)

φ (p+ a) ⊂
xc − Re(a)

e−at f (t)

Exemple :

p
p2+1 ⊂ cos t ⇒ p+1

p2+2p+2 ⊂ e−t cos t
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6.4.5 Théorème du produit de Borel (
onvolution)

Soit

φ 1 (p) ⊂ f1 (t)
φ 2 (p) ⊂ f2 (t)

φ 1 (p) φ2 (p) =

∫ ∞

0
e−pθ f1 (θ) φ 2 (p) dθ ⊂

∫ ∞

0
f1 (θ) f2 (t− θ) H (t− θ) dθ

=

∫ t

0
f1 (θ) f2 (t− θ) dθ car H (t− θ) = 0 pour θ > t

r�le symétrique de f1 et f2 don
 :

φ 1 (p) φ 2 (p) ⊂ f1 (t) ∗ f2 (t) =

∫ t

0
f1 (θ) f2 (t− θ) dθ

Exemple :

1
(p−a) (p−b) ⊂ eat−ebt

a−b

6.4.6 Dérivation et intégration par rapport à t

f (t) ⊃ φ (p) ⇒ df

dt
⊃

∫ ∞

0
e−pt

df

dt
dt =

[
e−pt f (t)

]∞
0

+ p

∫ ∞

0
e−pt f (t) dt

df

dt
⊃ p φ (p) − f

(
0+
)

Généralisation : f (n) (t) ⊃ pn φ (p) −
n−1∑

k=0

pn−1−k f (k) (0)

Intégration :

∫ t

0
f (τ) dτ ⊃ φ (p)

p

6.4.7 Théorèmes de la valeur initiale et �nale

lim
p→∞

p φ (p) = lim
t→0

f (t) = f (0)

lim
p→0

p φ (p) = lim
t→∞

f (t)

6.4.8 Dérivation et intégration par rapport à la variable p

φ (p) =

∫ ∞

0
e−pt f (t) d t ⇒ d φ

d p
⊂ − t f (t)

Généralisation :

dn φ
dpn ⊂ (−1)n tn f (t)

φ (p) =

∫ ∞

0
e−ptf (t) dt ⇒

∫ ∞

p

∫ ∞

0
e−st f (t) dt ds =

∫ ∞

0
f (t)

[

− e−st

t

]∞

p

dt

d'où :

∫∞
p φ (p) dp ⊂ f (t)

t
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6.5 Appli
ation de la TL : Fon
tion de transfert

6.5.1 Système linéaire SLIT

Un système linéaire stationnaire (i.e., invariant dans le temps) ou SLIT est représenté par une boîte

noire (Fig. 6.5).

Figure 6.5 � Système linéaire

Il se 
ara
térise au 
hoix par :

� sa réponse implusionnelle h(t) : e(t) = δ(t)⇒ s(t) = h(t)
� l'EDL qui le régit : ans

(n) + ...+ a1s
′ + a0s(t) = bme

(m) + ...+ b1e
′ + b0e(t)

� sa réponse indi
ielle : quand e(t) = H(t) (é
helon unité de Heaviside)

� sa réponse harmonique : quand e(t) = A cosωt (ou ejωt)

� sa fon
tion de transfert H(p) ⊂ h(t) : H(p) = S(p)
E(p) =

bmpm+...+b1p+b0
anpn+...+a1p+a0

6.5.2 Réponse impulsionnelle et Convolution

La sortie du système est la 
onvolution de l'entrée par la réponse impuslionnelle : s(t) = h(t) ∗ e(t).
Un produit de 
onvolution est une intégrale 
ompliquée.

Interprétation graphique : retournement et dé
alage d'une des fon
tions, produit ave
 l'autre fon
-

tion et sommation des aires sous la 
ourbe produit.

6.5.3 Distribution de Dira


Dé�nie par une limite : δ(x) = limǫ→0 Iǫ(x) où Iǫ(x) est une impulsion in�niement 
ourte (durée

ǫ) et in�niement haute (amplitude 1/ǫ) :

On en déduit :

� la parité : δ(x) = δ(−x) et δ(x− a) = δ(a− x)
� l'intégrale :

∫ +∞
−∞ δ(x)dx = 1

Produit simple : distribution pondérée par la valeur de la fon
tion

δ(x− a)f(x) = δ(x − a)f(a)
δ(x)f(x) = δ(x)f(0) (
as parti
ulier a = 0)

Elément neutre de la 
onvolution (preuve par la TL : H(p) = 1) :

∫ +∞

−∞
δ(x − u)f(u)du =

∫ +∞

−∞
δ(u)f(x − u)du = δ(x) ∗ f(x) = f(x)

De même :

δ(x − a) ∗ f(x) = f(x− a)

On en déduit les intégrales :

∫ +∞
−∞ δ(x)f(x)dx = f(0)
∫ +∞
−∞ δ(x− a)f(x)dx = f(a)
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6.5.4 Intérêt de la TL pour l'étude des Systèmes

� simple produit algébrique en p au lieu du produit de 
onvolution en t
� équation algébrique en p (fra
tion rationnelle) au lieu d'une équation di�érentielle

� étude harmonique : on pose p = jω = j2πf => diagramme de Bode (gain et phase)

6.5.5 Réponse harmonique

Notation réelle :

e(t) = A cos (ωt+ φ)⇒ s(t) = B cos (ωt+ ψ) où A et B ∈ R
Notation 
omplexe :

e(t) = Re[Aejωt] et s(t) = Re[Bejωt] où A et B ∈ C : A = Aeiφ et B = Beiψ.

Alors en posant p = jω, on a la relation : H(jω) = S(jω)
E(jω) =

Bejωt

Aejωt =
B
A = B

Ae
j(ψ−φ)

Dé�nition du gain (module de la FdT) : G = B
A

Dé�nition du déphasage (argument de la FdT) : ∆Φ = ψ − φ
Courbe de Bode : on tra
e GdB = 20 log10G et ∆Φ en fon
tion de log10ω.
Interprétation : la sortie reste sinusoïdale (même fréquen
e) mais est dé
alée temporellement (dé-

phasage) et son amplitude est modi�ée (gain ou atténuation) :

∆t = ∆Φ
T

2π

On a deux FdT types :

� 1er ordre :

H1(p) =
1

1 + τp

� 2e ordre :

H2(p) =
1

1 + 2ζτp+ τ2p2
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6.6 Equation di�érentielle linéaire à 
oe�
ients 
onstants

a0y + a1y
′ + ...+ any

(n) =

n∑

k=0

aky
(k) (x) = b (x) (6.3)

6.6.1 Méthode 
lassique

6.6.1.1 Solution générale sans 2nd membre

On 
al
ule les s ra
ines distin
tes rk (réelles ou 
omplexes et d'ordre de multipli
ité mk) du poly-

n�me 
ara
téristique Φ(r) = anr
n + an−1r

n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0.
La forme générale de la solution sans 2nd membre s'exprime alors 
omme une 
ombinaison d'ex-

ponentielles :

yg0(x) =

s∑

k=1

Pk(x)e
rkx

où Pk(x) est un polyn�me de degré mk−1 (
omportant don
 mk 
onstantes arbitraires qu'on détermine

grâ
e aux 
onditions initiales).

6.6.1.2 Solution parti
ulière ave
 2nd membre

� 2nd membre 
onstant : b(x) = A⇒ yp(x) = B
� 2nd membre sinusoïdal : b(x) = A sin(ωx+ φ)⇒ yp(x) = B sin(ωx+ ψ)
� 2nd membre polynomial : b(x) de degré d⇒ yp(x) polyn�me de degré ≤ d+ 2.

6.6.2 Méthode symbolique

On utilise la transformée de Lapla
e en tenant 
ompte des 
onditions initiales.

Soient : Y (p) ⊂ y(x) et B(p) ⊂ b(x).
L'équation di�érentielle se transforme en :

an

[

pnY (p)−
n−1∑

k=0

pn−1−ky(k)(0)

]

+ · · · + a1 [pY (p)− y(0)] + a0Y (p) = B(p) (6.4)

⇒ Y (p) =

an
n−1∑

k=0

pn−1−ky(k)(0) + · · · + a1y(0) +B(p)

anpn + · · · + a1p+ a0
(6.5)

⇒ Y (p) =
A(p) +B(p)

anpn + · · · + a1p+ a0
avec degA(p) = n− 1 (6.6)

On dé
ompose judi
ieusement la fra
tion en identi�ant ave
 des termes 
onnus donnés dans les tables,


e qui permet ensuite de remonter à l'original y(x) 
onnaissant sa transformée de Lapla
e Y (p).
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6.7 Vademe
um du Cal
ul Symbolique

On pose :

φ (p) ⊂
xc

f (t)

DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT A t :

df

dt
⊃

max(0,xc)
p φ (p) − f

(
0+
)

;

∫ t

0
f (θ) dθ ⊃

max(0,xc)

φ (p)

p

Généralisation :

f (n) (t) ⊃ pn φ (p) −
n−1∑

k=0

pn−1−k f (k) (0)

DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT A LA VARIABLE p :

d φ

d p
⊂ − t f (t) ;

dn φ

dpn
⊂ (−1)n tn f (t) ;

∫ ∞

p
φ (p) dp ⊂ f (t)

t

TRANSLATION DE LA VARIABLE CONCRETE t ET SYMBOLIQUE p :

e± pa φ (p) ⊂
xc

f (t± a) ; φ (p+ a) ⊂
xc− Re (a)

e−at f (t)

THEOREME DU PRODUIT DE BOREL (PRODUIT DE CONVOLUTION) :

Soient

φ 1 (p) ⊂ f1 (t)
φ 2 (p) ⊂ f2 (t)

⇒

φ 1 (p) φ 2 (p) ⊂ f1 (t) ∗ f2 (t) =

∫ t

0
f1 (θ) f2 (t− θ) dθ

THEOREMES DE LA VALEUR INITIALE ET DE LA VALEUR FINALE :

lim
p→∞

p φ (p) = lim
t→0

f (t) = f (0) ; lim
p→0

p φ (p) = lim
t→∞

f (t)

CHANGEMENT D'ECHELLE :

Soit k ∈ R+

k φ (kp) ⊂
xc
k

f

(
t

k

)

DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT A UN PARAMETRE :

φ (p, α) ⊂ f (t, α) ⇒

∂

∂α
φ (p, α) ⊂ ∂

∂α
f (t, α) ;

∫ b

a
φ (p, α) dα ⊂

∫ b

a
f (t, α) dα



Chapitre 7

TRANSFORMEE DE FOURIER

7.1 Dé�nition

Soit f(t) :

� une fon
tion de la variable réelle t
� intégrable

� admettant un nombre �ni de dis
ontinuités de 1ère espè
e.

La TF de f(t) est dé�nie par :

F (ν) =
∫ +∞
−∞ f (t) e−i2π ν tdt = TF [f (t)]

La formule de ré
ipro
ité donne : f (t) =
∫ +∞
−∞ F (ν) e+i2π ν tdν = TF−1 [F (ν)]

Si l'on pose ω = 2πν , on a les formules : F (ω) =
∫ +∞
−∞ f (t) e−i ω tdt

f (t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω) e i ω tdω

ω (ou ν) est appelé la variable 
onjuguée de t ( ν est une variable réelle). Le produit νt est sans

dimension. En physique, ν 
orrespond à la fréquen
e (en Hz) et ω 
orrespond à la pulsation (en rad/s).

7.2 Règles opératoires

7.2.1 Linéarité

TF [λ f1(t) + µ f2(t)] = λ TF [f1(t)] + µ TF [f2(t)]

7.2.2 Transposition

TF [f (−t)] =

∫ +∞

−∞
f (−t) e−i2π v tdt

x = −t
↓
=

∫ −∞

+∞
f (x) ei2πν x (−dx) = F (−ν)

TF [f(−t)] = F (−ν)

Don
 :

{
f paire ⇒ F paire

f impaire⇒ F impaire

59
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7.2.3 Conjugaison

Soit : f (t) = f1 (t) + i f2 (t) et f (t) = f1 (t)− if2 (t)
Notons : F (ν) = TF [f (t)]

Alors : TF
[

f (t)
]

=
∫ +∞
−∞ f (t) e−i2π ν tdt =

∫ +∞
−∞ f (t) ei2π ν tdt = F (−ν)

don
 : TF
[

f (t)
]

= F (−ν)

si f réelle : f (t) = f (t) ⇒ F (ν) = F (−ν) hermitique

si f imaginaire pure : f (t) = −f (t) ⇒ F (−ν) = −F (ν) antihermitique

7.2.4 Changement d'é
helle

� si a > 0 :

TF [f (at)] =

∫ +∞

−∞
f (at) e−i2π ν tdt

x = a t
↓
=

∫ +∞

−∞
f (x) e−i2π ν

x
a
dx

a
=

1

a
F
(ν

a

)

� si a < 0 :

TF [f (a t)] =

∫ +∞

−∞
f (a t) e−i2π ν tdt

x = a t
↓
=

∫ −∞

+∞
f (x) e−i2π

ν
a
x dx

a

=
1

|a |

∫ +∞

−∞
f (x) e−i2π

ν
a
xdx =

1

|a |F
( ν

a

)

� don
 : ∀a ∈ R∗ si F (ν) = TF [f (t)] alors TF [f (a t)] = 1
|a |F

(
ν
a

)

7.2.5 Translation de la variable 
on
rète t (Règle du retard)

TF [f(t− t0)] =
∫ +∞

−∞
f (t− t0) e−i2πνtdt =

x=t−t0

∫ +∞

−∞
f (x) e−i2π ν(x+t0)dx

don
 : TF [f (t− t0)] = e−i2πνtoF (ν)

7.2.6 Translation de la variable symbolique ν (Règle de modulation)

Soit ν0 ∈ R TF
[
ei2πν0tf (t)

]
=

∫ +∞
−∞ f (t) e−i2π(ν−ν0)tdt = F (ν − ν0)

don
 pour ν0 ∈ R TF
[
ei2πν0tf (t)

]
= F (ν − ν0)

7.2.7 Dérivation et intégration par rapport à t

TF
[
f ′(t)

]
=

∫ +∞

−∞
f ′(t)
u′
·
.
e−i2πνt

v
dt =

intég.parties

[
f (t) e−i2πν t

]+∞
−∞ + i2πν F (ν)

don
 si lim
|t|→∞

f (t) = 0 
'est-à-dire si f est intégrable au sens de Riemann,

alors :

TF [f ′ (t)] = i2πν F (ν)

7.2.7.1 Généralisation

TF
[
f (n) (t)

]
= (i2πν)n F (ν)
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7.2.7.2 Intégration

Si

∫ +∞
−∞ f (t) dt = 0 alors TF

[∫ t
−∞ f (x) dx

]

= 1
i2πν F (ν)

7.2.8 Dérivation par rapport à ν

dF (ν)

dν
=

d

dν

[∫ +∞

−∞
f (t) e−i2π ν tdt

]

=

∫ +∞

−∞
f (t) (−i2π t) e−i2π ν tdt

don
 si F (ν) = TF [f (t)] alors F ′ (ν) = TF [−i2π t f (t)]

7.2.8.1 Généralisation

F (n) (ν) = TF [(−i2π t)n f (t)]

7.2.9 Théorème de 
onvolution

Soient :

{
F1 (ν) = TF [f1 (t)]
F2 (ν) = TF [f2 (t)]

Considérons le produit de 
onvolution de f1 et f2 dé�ni par :

g (t) = f1 (t) ∗ f2 (t) =

∫ +∞

−∞
f1 (x) f2 (t− x) dx =

∫ +∞

−∞
f1 (t− x) f2 (x) dx

posons G (ν) = TF [g (t)]

G (ν) =

∫ +∞

−∞
e−i2π ν t

(∫ +∞

−∞
f1 (t− x) f2 (x) dx

)

dt

C.U. ⇒ G (ν) =
∫∫
f1 (t− x) f2 (x) e−i2π ν (t−x+x)dt dx

=

∫

f2 (x) e
−i2πν xdx

∫

f1 (t− x)
︸ ︷︷ ︸

u

e−i2π ν (t−x) dt = F2 (ν) · F1 (ν)

don


TF [f1 (t) ∗ f2 (t)] = F1 (ν) · F2 (ν)

On montre de même que : TF [f1 (t) · f2 (t)] = F1 (ν) ∗ F2 (ν)

7.2.10 Formule de Parseval-Plan
herel

Soient :

{
F1 (ν) = TF [f1 (t)]
F2 (ν) = TF [f2 (t)]

∫ +∞
−∞ F1 (ν)F2 (ν) dν =

∫ +∞
−∞ F1 (ν)

∫ +∞
−∞ f2 (t) e−i2π ν tdt dν

=
∫ +∞
−∞ F1 (ν)

∫ +∞
−∞ f2 (t) e

+i2π ν tdt dν =
∫ +∞
−∞ f2 (t)

∫ +∞

−∞
F1 (ν) e

+i2π ν tdν

︸ ︷︷ ︸

f1(t)

dt

don
 :

∫ +∞
−∞ F1 (ν) · F2 (ν) dν =

∫ +∞
−∞ f1 (t) · f2 (t) dt

7.2.10.1 Cas parti
ulier

Si f1 (t) = f2 (t) = f (t) alors

∫ +∞
−∞ |f (t)|

2 dt =
∫ +∞
−∞ |F (ν)|2 dν

7.2.11 Egalité fondamentale (TF des distributions)

Si F (ν) = TF [f (t)] alors : TF [F (t)] = f (−ν)
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Figure 7.1 � Moyen mnémote
hnique

7.2.11.1 Moyen mnémote
hnique (Fig. 7.1)

7.3 Relation entre TF et TL

7.3.1 Cas où on suppose que f(t) = f(t) ·H(t)

où H(t) = fon
tion é
helon unité, 
'est-à-dire que f(t) = 0 pour t < 0.

Par dé�nition : φ (p) =
∫∞
0 f (t) e−ptdt ⊂ f (t)

Posons : p = x+ iy = i2πν (
'est-à-dire x = 0)

alors φ (i2πν) =
∫∞
0 f (t) e−i2πνtdt

Comme f(t) = 0 pour t < 0 , on peut é
rire : φ (i2πν) =
∫ +∞
−∞ f (t) e−i2πνtdt = F (ν)

7.3.1.1 Transformée inverse

Rappel : la transformée de Lapla
e inverse s'obtient par une intégrale de Mellin-Fourier sur le


ontour de Bromwi
h :

f (t) =
1

i2π

∫ C+i∞

C−i∞
φ (p) eptdp

Si l'on pose p = i2πν alors

dp
i2π = dν .

Don
, il y aura identité ave
 la formule de la TF

−1
: f (t) =

∫ +∞
−∞ F (ν) e+i2πνtdν si : C = 0 .

Don
 φ(p) ne doit pas posséder de points singuliers à droite de l'axe imaginaire (x ≥ 0).

7.3.2 Cas où f(t) 6= 0 pour t < 0

Alors F (ν) =
∫ 0
−∞ f (t) e−i2π ν tdt +

∫∞
0 f (t) e−i2π ν tdt

On fait le 
hangement de variable t→ −t dans la première intégrale :

F (ν) =

∫ ∞

0
f (−t) ei2π ν tdt +

∫ ∞

0
f (t) e−i2π ν tdt

Les deux fon
tions f1 (t) = f (−t) ·H (t) et f2 (t) = f (t) ·H (t) sont bien dé�nies pour t > 0.

Alors : F (ν) = φ1 (−i2πν) + φ2 (i2πν)


ar φ1 (p) =
∫∞
0 f1 (t) e

−ptdt
Il faut de même que C = 0 pour φ1 et φ2 pour avoir identité des transformées inverses.

7.4 TF de distributions

7.4.1 TF de δ(t− a)

La Fig. 7.2 représente une impulsion de Dira
 dé
alée en a.

TF [δ (t− a)] =
∫ +∞
−∞ δ (t− a) e−i2π ν tdt

or :

∫ +∞
−∞ g (x) δ (x− a) dx = g (a) pour g(x) dé�nie, 
ontinue

⇒ TF [δ(t − a)] = e−i2π ν a ⇒ TF [δ(t)] = 1
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Figure 7.2 � Implusion de Dira
 dé
alée.

(a) (b)

Figure 7.3 � Appli
ations du moyen mnémote
hnique pour obtenir les TF de : (a) une fon
tion


onstante ; (b) une exponentielle 
omplexe.

7.4.2 TF de f(t) = 1 au sens des distributions

On applique le moyen mnémote
hnique (Fig. 7.3a).

⇒ TF [1] = δ(ν)

7.4.3 TF de exp(i2πat)

On applique en
ore le moyen mnémote
hnique (Fig. 7.3b).

⇒ TF
[
ei2π a t

]
= δ(ν − a)

7.4.4 TF de cos(2πat) et sin(2πat)

TF [cos 2π a t] =
1

2
[δ (ν − a) + δ (ν + a)]

TF [sin 2π a t] =
1

2i
[δ (ν − a)− δ (ν + a)] =

i

2
[δ (ν + a)− δ (ν − a)]

7.4.5 Fon
tions propres de la TF

7.4.5.1 Peigne p(t)

p(t) =

+∞∑

n=−∞
δ(t− n) (7.1)

TF [p(t)] = P (ν) =
+∞∑

n=−∞
e−i2π ν n =

+∞∑

n=−∞
δ (ν − n) (7.2)

C'est la formule de Poisson.

7.4.5.2 Loi de Lapla
e-Gauss

TF
[

e−π t
2
]

= e−π ν
2

(7.3)



64 F.LUTHON,2019

7.5 Vademe
um pour la Transformée de Fourier

DEFINITION : on note

F (ν) = TF [f (t)] =
∫ +∞
−∞ f (t) e−i2π ν tdt

FORMULE D'INVERSION :

f (t) =

∫ +∞

−∞
F (ν) e+i2π ν tdν = TF−1 [F (ν)]

TRANSPOSITION :

TF [f (−t)] = F (−ν)
CONJUGAISON :

TF
[

f (t)
]

= F (−ν)

CHANGEMENT D'ECHELLE :

∀a ∈ R∗
si F (ν) = TF [f (t)] alors TF [f (a t)] =

1

|a |F
(ν

a

)

TRANSLATION DE LA VARIABLE CONCRETE t :

TF [f(t− t0)] = e−i2πνt0F (ν)

REGLE DE MODULATION :

TF
[
ei2πν0tf (t)

]
= F (ν − ν0)

DERIVATION PAR RAPPORT A t :

TF
[

f (n) (t)
]

= (i2πν)n F (ν)

DERIVATION PAR RAPPORT A ν :

F (n) (ν) = TF [(−i2π t)n f (t)]

CONVOLUTION :

TF [f1 (t) ∗ f2 (t)] = F1 (ν) · F2 (ν)

FORMULE DE PARSEVAL-PLANCHEREL :

∫ +∞

−∞
F1 (ν) · F2 (ν) dν =

∫ +∞

−∞
f1 (t) · f2 (t) dt

TF DES DISTRIBUTIONS :

TF [δ (t− a)] = e−i2π ν a

EGALITE FONDAMENTALE :



Chapitre 8

TRANSFORMEE DE FOURIER

DISCRETE

8.1 Introdu
tion

Par abus de langage, on emploie souvent indi�éremment les deux termes spe
tre et transformée de

Fourier, sans se sou
ier de la phase de la transformée de Fourier. Mais en toute rigueur, le spe
tre d'un

signal est le module au 
arré de sa transformée de Fourier.

L'analyse spe
trale d'un signal analogique déterministe par une te
hnique numérique 
omporte

deux étapes essentielles :

� la 
onversion analogique-numérique du signal : 
'est l'é
hantillonnage,

� le 
al
ul de la transformée de Fourier dis
rète : TFD.

Ces deux étapes génèrent des distorsions qui peuvent perturber l'analyse. Pour interpréter 
orre
tement

les spe
tres obtenus, il faut 
onnaître l'origine et les 
onséquen
es de 
es distorsions, ainsi que les

te
hniques permettant de les minimiser [11℄. On étudiera d'abord les 
onséquen
es de l'é
hantillonnage

temporel d'un signal, puis on mettra en éviden
e les problèmes posés par le re
ours à la TFD.

8.2 Conversion analogique-numérique

8.2.1 É
hantillonnage et quanti�
ation

La 
onversion d'un signal analogique en une séquen
e de valeurs numériques, ou signal numérique,

se divise en deux phases :

� la prise d'é
hantillons du signal à intervalles de temps réguliers dont la durée est appelée période

d'é
hantillonnage Te. Cet é
hantillonnage temporel peut induire des distorsions gênantes si
les 
onditions du théorème de Shannon ne sont pas véri�ées (� 8.2.2).

� la quanti�
ation des valeurs des é
hantillons ainsi prélevés, ave
 un é
art maximal entre la

valeur réelle et la valeur sto
kée qui dépend du nombre de bits dont dispose le 
onvertisseur

analogique-numérique. Si le signal a un spe
tre su�samment étendu, on assimile les 
onsé-

quen
es de 
ette quanti�
ation à la superposition d'un bruit blan
 sur le signal d'origine. Si le

nombre de bits du 
al
ulateur est su�sant et si l'amplitude du signal à analyser est assez forte,

on peut 
onsidérer que le rapport signal sur bruit de quanti�
ation est très grand, et négliger

les e�ets de la quanti�
ation.

8.2.2 E
hantillonnage temporel

Considérons un signal analogique xa(t) de transformée de Fourier Xa(ν). Notons xe(t) le signal

résultant de l'é
hantillonnage de xa(t) à la fréquen
e Fe = 1/Te. Il est dé�ni par :

{
xe(t) = xa(t) = xn si t = nTe
xe(t) = 0 sinon

(8.1)

65
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On peut é
rire :

xe(t) = xa(t).e(t) (8.2)

où e(t) est le peigne de Dira
 de période Te :

e(t) =
+∞∑

n=−∞
δ(t − nTe) (8.3)

Soit E(ν) la transformée de Fourier de e(t) :

E(ν) = Fe

+∞∑

k=−∞
δ(ν − kFe) (8.4)

La transformée de Fourier Xe(ν) de xe(t) est donnée par le produit de 
onvolution :

Xe(ν) = Xa(ν) ∗ E(ν) = Xa(ν) ∗ Fe
+∞∑

k=−∞
δ(ν − kFe) (8.5)

soit :

Xe(ν) = Fe

+∞∑

k=−∞
Xa(ν − kFe) (8.6)

Le spe
tre du signal é
hantillonné 
orrespond don
, au fa
teur multipli
atif Fe près, à la périodi-

sation à période Fe du spe
tre Xa(ν) du signal analogique. Nous allons voir que 
ette périodisation

spe
trale peut introduire une distorsion du spe
tre dans la bande de fréquen
es 
onsidérée, à savoir

]− Fe/2;Fe/2[.
Supposons d'abord que Xa(ν) = 0 pour |ν| > Fm où Fm est la fréquen
e maximale du signal. Selon

le théorème de Shannon, si xa(t) est un signal d'énergie �nie, on peut retrouver sans distorsion le

signal xa(t) à partir du signal é
hantillonné xe(t) si et seulement si :

Fe ≥ 2Fm. (8.7)

Dans 
e 
as (Fig. 8.1), les spe
tresXa(ν) etXe(ν) 
oïn
ident parfaitement sur l'intervalle ]−Fe/2;Fe/2[,
et la périodisation spe
trale liée à l'é
hantillonnage temporel n'a pas de 
onséquen
e sur l'analyse

spe
trale du signal étudié.

Figure 8.1 � Respe
t du théorème de Shannon : au
une distorsion dans la bande ]− Fe/2;Fe/2[.

Par 
ontre, si Fe < 2Fm ou bien si le signal n'est pas à spe
tre borné, il y a re
ouvrement ou

repliement de spe
tre (Fig. 8.2) Les deux spe
tres Xe(ν) et Xa(ν) ne 
oïn
ident plus sur l'intervalle
℄ -Fe/2 ; Fe/2 [ : on a un rehaussement d'énergie en bouts de bande autour de ±Fe/2. La distorsion liée

à la périodisation spe
trale est alors telle que l'analyse de Fourier du signal é
hantillonné ne permet

pas d'avoir une bonne des
ription du spe
tre du signal analogique. On ne pourra pas re
onstituer


orre
tement le signal analogique à partir de ses é
hantillons.
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Figure 8.2 � Re
ouvrement de spe
tre : distorsions dans la bande ]− Fe/2;Fe/2[.

8.3 Transformée de Fourier Dis
rète

8.3.1 TFDT d'un signal 
ausal

Le signal xe(t), é
hantillonnée idéale de xa(t), peut s'é
rire d'après (8.2) :

xe(t) =

+∞∑

n=−∞
xnδ(t− nTe) (8.8)

Don
 la transformée de Fourier Xe(ν) du signal é
hantillonné xe(t) s'exprime par :

Xe(ν) =

+∞∑

n=−∞
xn exp(−j2πnνTe) (8.9)

Le signal xe(t) étant dé�ni par une séquen
e dis
rète de valeurs xn dans le temps, Xe(ν) est appelée
Transformée de Fourier Dis
rète dans le Temps (TFDT). Notons que dans 
ette expression,

le temps est dis
rétisé tandis que la fréquen
e reste 
ontinue. Si le signal xe(t) est 
ausal, 
'est-à-dire
que xn = 0 pour n < 0, alors l'expression de la TFDT se simpli�e :

Xe(ν) =
+∞∑

n=0

xn exp(−j2πnνTe) (8.10)

Nous supposerons dans la suite que nous traitons toujours un signal 
ausal.

8.3.2 Tron
ature temporelle

Pour une fréquen
e ν donnée, le 
al
ul sur ordinateur de la TFDT 
i-dessus est possible si le signal

est de durée �nie (xn est nul à partir d'un 
ertain indi
e n = N). Par 
ontre, si le signal est de durée

a priori in�nie, la TFDT n'est pas 
al
ulable sur ordinateur (somme in�nie). Pour y remédier, il faut

faire l'hypothèse qu'à partir d'un 
ertain indi
e n = N , les é
hantillons xn sont négligeables. Alors,

l'expression de la TFDT Xe(ν) devient :

Xe(ν) =
N−1∑

n=0

xn exp(−j2πnνTe) (8.11)

Cette démar
he 
onsistant à assimiler un signal de durée in�nie à un signal de durée �nie est appelée

tron
ature temporelle. Elle peut avoir des 
onséquen
es spe
trales fâ
heuses si l'hypothèse sur la
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faiblesse de l'amplitude des xn pour n ≥ N est fausse. Du point de vue mathématique, la tron
ature

revient à multiplier le signal xe(t) par une porte 
ausale πT (t) de largeur T = N.Te, qu'on appelle

aussi fenêtre re
tangulaire, dé�nie par :

{
πT (t) = 1 si t ∈ [0; (N − 1)Te]
πT (t) = 0 sinon

(8.12)

En d'autres termes, on assimile le signal xe(t) à un signal xT (t) dé�ni par :

xT (t) = xe(t).πT (t) (8.13)

Ce
i revient à assimiler la TFDT Xe(ν) à la TFDT XT (ν), résultat de la 
onvolution :

XT (ν) = Xe(ν) ∗ΠT (ν) (8.14)

où ΠT (ν) est la transformée de Fourier de la porte de largeur T :

ΠT (ν) = T
sin(πνT )

πνT
exp(−jπνT ) (8.15)

N.B. L'exponentielle 
omplexe exp(−jπνT ), terme de déphasage dû au fait que la porte est 
ausale


entrée en T/2, ne modi�e en rien le module de la transformée de Fourier.

Cette 
onvolution par un sinus 
ardinal induit des distorsions 
ara
térisées par un élargissement

spe
tral et l'apparition d'ondulations dans le voisinage des zones de transition du spe
tre

1

(zones de

fréquen
es où est 
on
entrée l'énergie) : 
'est 
e que l'on appelle le phénomène de Gibbs (Fig. 8.3).

Figure 8.3 � Phénomène de Gibbs pour le spe
tre d'un sinus représenté sur l'intervalle [0;Fe/2].

8.3.3 Pondération temporelle

Pour diminuer les in
iden
es spe
trales de la tron
ature temporelle, on peut pondérer le signal

é
hantillonné par une fon
tion qui laisse in
hangés les é
hantillons situés au 
entre de la fenêtre, et qui

atténue plus ou moins les é
hantillons situés sur les bords de 
ette fenêtre. Cela revient à 
al
uler la

TFDT pour un signal multiplié non plus par une fenêtre re
tangulaire de durée T (Eq. 8.13), mais par

une fenêtre de pondération temporelle de même durée, appelée aussi fenêtre d'apodisation.

1. Classiquement, on ne représente le spe
tre que dans l'intervalle [ 0 ; Fe/2 ℄ 
ar on sait que pour les signaux réels,

le spe
tre est symétrique par rapport à ν = 0 : X(−ν) = X
∗(ν) , où

∗
dénote le 
omplexe 
onjugué.
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Il existe de nombreux types de pondérations. Toutes ont 
omme obje
tif de réduire l'amplitude des

ondulations et l'élargissement spe
tral asso
iés au phénomène de Gibbs, mais elles ont des propriétés

spé
i�ques di�érentes. Nous limiterons notre étude à trois fenêtres de pondération, dont les propriétés

sont représentatives des grandes 
atégories de pondérations possibles :

� la fenêtre de Hanning, d'expression temporelle :

{

wh(t) = 0.5
[

1− cos
(

2πt
(N−1)Te

)]

si t ∈ [0; (N − 1)Te]

wh(t) = 0 sinon

(8.16)

� la fenêtre de Hamming, d'expression temporelle :

{

wH(t) = 0.54 − 0.46 cos
(

2πt
(N−1)Te

)

si t ∈ [0; (N − 1)Te]

wH(t) = 0 sinon

(8.17)

� la fenêtre de Bla
kman, d'expression temporelle :

{

wB(t) = 0.42 − 0.50 cos
(

2πt
(N−1)Te

)

+ 0.08 cos
(

4πt
(N−1)Te

)

si t ∈ [0; (N − 1)Te]

wB(t) = 0 sinon

(8.18)

Quelle que soit la fenêtre de pondération temporelle, le module de sa transformée de Fourier est


onstitué d'un lobe 
entral ou prin
ipal d'amplitude unité et de largeur variable selon la pondération,

et d'une su

ession de lobes se
ondaires dont l'amplitude relative à 
elle du lobe prin
ipal dé
roît

plus ou moins vite selon la pondération. Ces di�érentes propriétés sont résumées dans le Tab. 8.1.

Table 8.1 � Cara
téristiques des fenêtres de pondération.

Fenêtre Atténuation (en dB) Largeur (en Hz) Vitesse d'atténuation

du premier lobe se
ondaire du lobe prin
ipal des lobes se
ondaires

Re
tangulaire -13 2Fe/N Lente

Hanning -31 4Fe/N Rapide

Hamming -41 4Fe/N Lente

Bla
kman -57 6Fe/N Très rapide

L'intérêt de 
haque pondération dépend à la fois des obje
tifs re
her
hés et du type de signal

analysé : signal à spe
tre 
ontinu, signal périodique, signal à large spe
tre, signal à spe
tre étroit ...

8.3.4 E
hantillonnage fréquentiel - TFD

Pour une fréquen
e ν donnée, on peut 
al
uler la TFDT et 
ontr�ler dans une 
ertaine mesure

les distorsions liées au phénomène de Gibbs grâ
e aux fenêtres de pondération. Mais le 
al
ul sur

ordinateur de l'ensemble du spe
tre, autrement dit de la TFDT pour ν ∈ [0, Fe/2], n'est évidemment

possible que pour un nombre �ni de valeurs de la fréquen
e. Il faut don
 é
hantillonner en fréquen
e

la TFDT sur 
et intervalle.

Compte tenu du théorème de Shannon, la durée du signal temporel analysé étant égale

2

à T = N.Te,
il su�t d'é
hantillonner la TFDT à une "fréquen
e" égale à N.Te, 
e qui revient à prendre un é
hantillon
spe
tral tous les Fe/N . Le spe
tre ainsi é
hantillonné, représentation spe
trale dis
rète d'un signal

dis
ret dans le temps, est appelé Transformée de Fourier Dis
rète (TFD). La TFD est alors

donnée par les valeurs Xk dé�nies par :

Xk =

N−1∑

n=0

xn exp(−j
2πnk

N
) (8.19)

NB : Pour le 
al
ul de la formule (8.19) sur ordinateur, il existe un algorithme rapide appelé FFT

(Fast Fourier Transform) : FFT 1-D pour les signaux et FFT 2-D pour les images.

2. N est le nombre d'é
hantillons du signal sans zero-padding (
f. 
ommentaire sur la �t en annexe).
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Notons que dans 
ette expression, le temps et la fréquen
e sont é
hantillonnés. Cet é
hantillonnage

fréquentiel peut avoir une in�uen
e notable sur l'allure du spe
tre.

En e�et, 
onsidérons le 
as simple d'une 
osinusoïde de fréquen
e f0, é
hantillonnée à la fréquen
e
Fe et observée sur une fenêtre de durée T = N.Te, où N représente le nombre d'é
hantillons du signal.

Son spe
tre 
ontinu théorique sur [0;Fe/2] 
orrespond à un sinus 
ardinal dont le maximum est 
entré

en f0, et dont les zéros sont espa
és de 1/T 
ar :

∣
∣
∣
∣

1

2
δ(ν − f0) ∗ T

sin(πνT )

πνT

∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣
K

sinπ(ν − f0)T )
π(ν − f0)T

∣
∣
∣
∣

2

(8.20)

Or on a justement :

1
T = 1

NTe
= Fe

N 
'est-à-dire que l'espa
ement entre les zéros du sin
 est le même

que l'espa
ement entre les points du spe
tre é
hantillonné.

Ainsi, si f0 = k.Fe/N (ave
 k entier), les é
hantillons du spe
tre tombent exa
tement sur les zéros

du sin
 (Fig. 8.4a). Alors le phénomène de Gibbs, bien que présent, n'apparaît pas à la visualisation

du spe
tre é
hantillonné (raie spe
trale �ne). Il est masqué par l'é
hantillonnage fréquentiel.

Par 
ontre, si f0 = (k + 1/2).Fe/N , les é
hantillons du spe
tre tombent sur les maxima des lobes

se
ondaires du sin
 (Fig. 8.4b). Alors le phénomène de Gibbs est le plus apparent (raie spe
trale très

large). L'é
hantillonnage fréquentiel révèle 
lairement le phénomène, dit de fuite d'énergie (leakage

en anglais), où l'amplitude de la raie fréquentielle est diminuée.

Figure 8.4 � In�uen
e de l'é
hantillonnage fréquentiel : a) E
hantillonnage passant par les zéros du

sin
 ; b) E
hantillonnage passant par les maxima du sin
.

On peut résumer 
ette dis
ussion en 
al
ulant le rapport :

r =
f0
∆f

ave
 ∆f =
Fe
N


'est-à-dire r =
Nf0
Fe

= Tf0 =
T

T0
(8.21)

où T0 représente la période du signal sinusoïdal. Selon la valeur de r, on sera dans un 
as d'é
han-

tillonnage fréquentiel induisant plus ou moins de fuite d'énergie, les 
as extrêmes 
orrespondant res-

pe
tivement à r demi-entier et r entier. Tous les 
as intermédiaires sont bien sûr possibles. En pratique

évidemment, on ne peut pas maîtriser 
e paramètre r sans 
onnaissan
e a priori sur le signal (il faudrait


onnaître f0 ... 
e qui est justement le but de l'analyse spe
trale !) Il faudra don
 toujours se mé�er du

phénomène de fuite d'énergie éventuelle avant d'interpréter un spe
tre ...

Dans le 
as d'une analyse ave
 une fenêtre re
tangulaire, on peut aboutir à des représentations

spe
trales très di�érentes pour des signaux de même type (
f. Fig. 8.5 pour le 
as d'une sinusoïde)

soit par
e que l'on a modi�é légèrement la fréquen
e d'é
hantillonnage ou le nombre de points a
quis,

soit par
e que la fréquen
e du signal est légèrement di�érente. Là en
ore, le re
ours aux pondérations

dé
rites au � 8.3.3 peut s'avérer utile.

Signalons pour �nir que l'on peut également interpréter 
e phénomène de fuite d'énergie d'un point

de vue temporel. L'é
hantillonnage fréquentiel se traduit en e�et par une périodisation temporelle

à la période T = N.Te du signal analogique original. Le spe
tre é
hantillonné de xe(t) 
orrespond

don
 en fait au spe
tre d'un signal périodique de période T , dont une période 
orrespond aux N
premiers é
hantillons de xe(t). Si le rapport T/T0 n'est pas entier, le signal périodisé présentera des

dis
ontinuités aux ra

ordements des tran
hes de signal, qui se traduiront par des distorsions spe
trales
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plus ou moins importantes selon la nature de 
es dis
ontinuités. Comme T = N.Te, on 
omprend que


ette interprétation temporelle revient exa
tement à l'interprétation fréquentielle pré
édente où on


al
ulait le rapport :

r =
Nf0
Fe

= Tf0 =
T

T0
. (8.22)

Figure 8.5 � Spe
tres dis
rets (TFD sur [0;Fe/2]) de deux signaux sinusoïdaux de fréquen
es très

pro
hes (64 Hz et 63.125 Hz) pour une même fréquen
e d'é
hantillonnage Fe = 256 Hz et un même

nombre d'é
hantillons N=64.
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Chapitre 9

TRANSFORMEE EN Z

9.1 Introdu
tion sur l'é
hantillonnage

Notons f∗(t) la fon
tion é
hantillonnée (suite d'impulsions espa
ées de Te) 
orrespondant à une

fon
tion 
ontinue f(t). Il est intéressant de poser :

z = epTe (9.1)

dans l'expression de sa TL φ∗(p) 
ar φ∗(p) est alors une fon
tion rationnelle de exp (pTe). On obtient

ainsi une Transformée en Z (en abrégé TZ).

Figure 9.1 � E
hantillonnage temporel

9.1.1 Rappel sur les distributions

9.1.1.1 Fon
tion d'é
hantillonnage (peigne de Dira
)

p(t) =
+∞∑

n=−∞
δ(t− nTe). (9.2)

δ(t) = lim
ε→0

{
1
ε pour 0 < t < ε
0 ailleurs

(9.3)

9.1.1.2 Distribution

On appelle distribution T , une fon
tionnelle sur D où D est l'EV des fon
tions ϕ(t) à valeurs


omplexes dé�nies sur R, indé�niment dérivables et à support borné.

T :
D
ϕ → C

<T,ϕ >

Exemple : < TF , ϕ > =
∫ +∞
−∞ F (t) ϕ (t) dt

< δ, ϕ > = < Tδ, ϕ > =

∫ +∞

−∞
δ (t)ϕ (t) dt = ϕ (0)

f∗ (t) =

∞∑

n=0

f (t) δ (t− nTe) =

∞∑

n=0

f (nTe) δ (t− nTe)

NB. Distribution : pas de sens au sens des fon
tions (intégrale de Riemann).

73



74 F.LUTHON,2019

9.2 TL d'une fon
tion é
hantillonnée

� f(t) 
ontinue par mor
eaux pour t ≥ 0

� f(t) = 0 pour t < 0

� f(t) d'ordre exponentiel α0,


'est-à-dire : ∀ε > 0, ∃N/∀n > N ∀α>α0 |f (nTe)| e−α nTe < ε

φ∗ (p) =

∞∫

0

∞∑

n=0

f (t) δ (t− nTe) e−ptdt =

∞∑

n=0

f (nTe)

∞∫

0

δ (t− nTe) e−ptdt

︸ ︷︷ ︸

e−nTep

⇒ φ∗ (p) =
∞∑

n=0
f (nTe) e

−nTep
pour Re (p) > α 0 (abs
isse de 
onvergen
e).

Le 
hangement de variable z = epTe transforme l'axe de 
onvergen
e Re(p) = α0 en le 
er
le :

z = e(α0+jω)Te ⇔ |z| = eα0Te

F (z) = φ∗ (p) =

∞∑

n=0

f (nTe) z−n = Z [f(t)] = Z [f(nTe)] ; |z| > eα0Te

Souvent, on prend : Te = 1

9.3 TZ des puissan
es de t

TZ
[
tk
]
=

∞∑

n=0
nkT ke z

−n

onverge pour |z| > 1 (
ritère de d'Alembert)

= Tez

∞∑

n=0

nk−1 T k−1
e nz−(n+1)

TZ
[

tk−1
]

=

∞∑

n=0

nk−1 T k−1
e z−n

d

dz
TZ

[

tk−1
]

= −
∑

nk−1 T k−1
e nz−(n+1) ⇒ TZ

[

tk
]

= −Tez
d

dz
Z
[

tk−1
]

pour k = 0 : TZ [1] =
∞∑

n=0
z−n = z

z−1 pour |z| > 1

Don
 : TZ [t] = Tez
(z−1)2

La TZ étant obtenue ave
 la TL et un 
hangement de variable, 
'est don
 une transformation

linéaire.

TZ [ polyn�me en t ℄ = fon
tion rationnelle en z

9.4 TZ de f(t)e−at

Z
[
e−at f (t)

]
=

∞∑

n=0

f (nTe) e
−anTe z−n =

∞∑

n=0

f (nTe)
(
zeaTe

)−n

don
 si F (z) = Z [f (t)] alors Z
[
e−at f (t)

]
= F

(
eaTez

)

9.4.1 Théorème

Si f(t) est une somme �nie de termes du type tk et tke−at , dont la TL est d'abs
isse de 
onvergen
e

α0, alors la TZ est une fra
tion rationnelle en z, ayant tous ses p�les à l'intérieur du 
er
le de rayon

eα0Te
.
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9.5 Translation temporelle

9.5.1 Retard

Z [f (t)] =
∞∑

n=0

f (nTe) z
−n

Figure 9.2 � Fon
tion retardée

Fon
tion retardée : g(t) = f(t− kTe).H(t− kTe) ave
 : H(t− kTe) = 0 pour t < kTe

Z [g(t)] =

∞∑

n=0

g (nTe) z
−n =

∞∑

n=0

f [(n− k) Te] H [(n− k) Te]
︸ ︷︷ ︸

=0 si n<k

z−n

=

∞∑

n=k

f [(n− k)Te] z−n = 0 + · · ·+ 0 + f (0) z−k + f (Te) z
−(k+1) + · · ·

Z [f (t− kTe) H (t− kTe)] = z−k Z [f (t)]

don
 : z−1
= opérateur retard

9.5.2 Avan
e

Z [f(t+ kTe)] =

∞∑

n=0

f [(n+ k)Te] z
−n =zk

∞∑

n=0

f [(n+ k)Te] z
−(n+k) = zk

∞∑

m=k

f (mTe) z
−m

Z [f(t+ kTe)] = zk

[

F (z) −
k−1∑

m=0

f (mTe) z−m
]

9.6 Théorème de la valeur initiale

F (z) = Z [f (t)] = f (0) +
∞∑

n=1

f (nTe) z
−n

; |z| > eσTe

La série 
onverge uniformément pour |z| ≥ R′ > eσTe don
 la limite de la série quand |z| → ∞ est

obtenue en prenant la limite de 
haque élément terme à terme :

lim
z→∞

F (z) = f (0)

9.7 Théorème de la valeur �nale

f (∞) = lim
z→1

(z − 1)F (z) = lim
z→1

(
1− z−1

)
F (z)
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9.7.1 Preuve

z F (z)− F (z) = [zf (0) + Z [f (t+ Te)]]− Z [f (t)]

⇒ Z [f (t+ Te)− f (t)] = (z − 1)F (z)− zf (0)

⇔
∞∑

n=o

[f [(n+ 1)Te]− f (nTe)] z−n = (z − 1)F (z)− zf (0)

f (Te)− f (0)
f (2Te)− f (Te)

...

⇔ lim
n→∞

f (nTe) z
−n − f (0) = (z − 1)F (z)− zf (0)

Si on fait tendre z vers 1, on a : lim
z→1

(z − 1)F (z) = f (∞)

9.8 Formule d'inversion

Posons : z = Rejθ dans l'équation F (z) =
∞∑

n=o
f (nTe) z

−n
:

F
(

Rejθ
)

=

∞∑

n=o

f (nTe)
1

Rn
e−jnθ R > eσTe

On peut dé
omposer partie réelle et imaginaire :

f1 (θ) = Re
[
F
(
Rejθ

)]
et f2 (θ) = Im

[
F
(
Rejθ

)]

f1 (θ) + j f2 (θ) =

∞∑

n=o

f (nTe)
1

Rn
cos nθ − j

∞∑

n=1

f (nTe)
1

Rn
sin nθ

Utilisons les formules des 
oe�
ients des séries de Fourier :

f (0) =
1

2π

∫ 2π

0
f1 (θ) dθ

f (nTe) =
Rn

π

∫ 2π

0
f1 (θ) cos nθ dθ

f (nTe) = −R
n

π

∫ 2π

0
f2 (θ) sin nθ dθ

Additionnons les deux dernières équations et divisons par 2 :

f (nTe) =
Rn

2π

∫ 2π

0
[f1 (θ) cos nθ − f2 (θ) sin nθ] dθ =

1

2π

∫ 2π

0
Re
[

F
(

Rejθ
)

Rnejnθ
]

dθ


ar : F
(
Rejθ

)
= f1 (θ) + j f2 (θ) et : Rnejnθ = Rn (cos nθ + j sin nθ)

F (z) est une fon
tion réelle de z don
 :
� Re [F ] est fon
tion paire de θ
� Im [F ] est fon
tion impaire de θ

Don
 :

Im
[

F
(

Rejθ
)

Rnejnθ
]

= Re
[

F
(

Rejθ
)]

Im
(

Rnejnθ
)

− Im
[

F
(

Rejθ
)]

Re
(

Rnejnθ
)

est une fon
tion impaire de θ, 
e qui entraîne que :
∫ 2π
0 Im

[
F
(
Rejθ

)
Rnejnθ

]
dθ = 0

On peut don
 réé
rire : f (nTe) = 1
2π

∫ 2π
0 F

(
Rejθ

)
Rnejnθ dθ
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Figure 9.3 � Contour d'intégration utilisé pour la TZ inverse.

Considérons un 
ontour d'intégration C0 
ir
ulaire dans le sens dire
t de rayon R > eσTe (Fig. 9.3) :

On fait don
 une intégration sur 
e 
ontour : Rejθ = z et dθ = 1
jzdz

d'où :







f (nTe) = 1
j2π

∮

Co

zn−1F (z) dz

f (nTe) =
∑

k

Résidu

[
zn−1F (z) ; z = pk

]
où pk = p�les de F (z)

que l'on peut é
rire : f (nTe) = Z−1 [F (z)].
On voit don
 que 
ette formule ne donne f(t) que pour les valeurs entières de n.
Elle ne donne pas une détermination unique de f(t),∀t ∈ R.

9.9 Propriété périodique de φ∗(p) et relation ave
 φ(p)

z = epTe φ∗ (p) = F (z)


omme : epTe = e

(

p+j 2π n
Te

)

Te
on en déduit que F (z) est une fon
tion périodique :

φ∗ (p) = φ∗
(

p+
j2πn

Te

)

On a : f∗ (t) = f (t) p (t)

Or on montre que (formule de Poisson) : p (t) = 1
Te

+∞∑

−∞
e

2iπnt
Te

Don
 : f∗ (t) = 1
Te

+∞∑

−∞
f (t) e

2iπnt
Te

D'où : φ∗ (p) = 1
Te

+∞∑

−∞
TL

[

f (t) e
2iπ nt

Te

]

Or : f (t) e−at ⊃ φ (p+ a)

Don
 : TL
[

f (t) e2iπ ntTe

]

= φ
(

p− 2iπ n
Te

)

Con
lusion : φ∗ (p) = 1
Te

+∞∑

−∞
φ
(

p+ 2iπ n
Te

)

9.10 Expression de φ∗(p) à l'aide des résidus

φ∗(p) = F (z) =
∑

pi

p�les de F (ν)

Résidus

[
F (ν)

1− eνTez−1

]

ν = pi

Si F (ν) = N(ν)
D(ν) , le résidu 
orrespondant à un p�le simple vaut :

ri =
N (pi)

d
dν [D (ν) (1− eνTe z−1)]ν=pi

=
N (pi)

D′ (pi) (1− epiTe z−1)
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Don
 si F (ν) n'a que des p�les simples :

F (z) =
∑

pi

N (pi)

D′ (pi)
1

1− epiTe z−1

Pour des p�les multiples : p�le d'ordre n

ri =
1

(n− 1) !

[
dn−1

dνn−1

(

(ν − pi)n F (ν)
1

1− eTeν z−1

)]

ν=pi

9.10.1 Rappel sur les résidus

� 
as d'un p�le simple z0 :
Res [F (z) en z = z0] = lim

z→z0
(z − z0) F (z) = N(z0)

D′(z0)
si F (z) = N(z)

D(z)

� 
as d'un p�le multiple z0 d'ordre n :

Res [F (z) en z = z0] =
1

(n− 1) !

dn−1

dzn−1
[(z − z0)n F (z)]z = z0

9.11 Dérivation et intégration par rapport à un paramètre

Z
[
∂
∂ a f (nTe, a)

]
= ∂

∂ a F (z, a)

Z
[∫ a1
a0

f (nTe, a) da
]

=
∫ a1
a0

F (z, a) da

Nous avons en e�et : F (z, a) =
∞∑

n=0
f (nTe, a) z

−n

Don
 :

∂ F (z, a)
∂ a =

∞∑

n=0

∂ f(nTe, a)
∂ a z−n = Z

[
∂
∂ a f (nTe, a)

]

Exemple : 
al
uler Z
[

1
(p+a)2

]

= Tee−aTe z

(z−e−aTe)2

sa
hant que : Z
[

1
p+a

]

= z
z−e−aTe

9.12 Théorème de Parseval

∞∑

n=0

[

f (nTe)
2
]

=
1

2π j

∮

c
z−1 F (z) F

(
z−1
)
d z

Preuve : on utilise la formule d'inversion.

9.13 Théorème de 
onvolution dis
rète

F1 (z) = Z [f1 (t)] =

∞∑

0

f1 (nTe) z
−n

F2 (z) = Z [f2 (t)] =
∞∑

0

f2 (nTe) z
−n

F1 (z) F2 (z) =
∞∑

n=0

∞∑

k=0

f1 (nTe) f2 (kTe) z
−(n+k)

Posons m = n+ k

F1 (z) F2 (z) =
∞∑

n=0

∞∑

m=n

f1 (nTe) f2 [(m− n) Te] z−m
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=
∞∑

m=0

∞∑

n=0

f1 (nTe) f2 [(m− n) Te] z−m


ar : f2 [(m− n)Te] = 0 pour m < n.

Posons : C (mTe) =
∞∑

n=0
f1 (nTe) f2 ((m− n)Te) et t = mTe

C (t) =
∞∑

n=0
f1 (nTe) f2 (t− nTe) produit de 
onvolution dis
rète

On a : F1 (z) F2 (z) =
∞∑

m=0
C (mTe) z−m = Z [C (t)]

D'où : F1 (z) F2 (z) = Z

[ ∞∑

n=0
f1 (nTe) f2 (t− nTe)

]

C'est-à-dire :

F1 (z) · F2 (z) = Z [f1 (t) ∗ f2 (t)]

NB : En fait, la sommation n'est pas in�nie mais s'arrête à nTe = t (
ausalité de f2). [12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19℄
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9.14 Vademe
um sur la Transformée en Z

On pose : z = epTe

Dé�nition :

Z [f(t)] = F (z) =
∞∑

n=0
f(nTe)z

−n |z| > eσTe

TRANSFORMEE EN Z DES PUISSANCES DE t :

Z
[

tk
]

= −Tez
d

dz
Z
[

tk−1
]

; Z [1] =
z

z − 1
, |z| > 1 ; Z [t] =

Tez

(z − 1)2

TRANSFORMEE EN Z DE f(t)e−at :

Z
[
e−atf(t)

]
= F

(
eaTez

)
; Z

[
e−at

]
=

z

z − e−aTe

RETARD TEMPOREL :

Z [f(t− kTe)] = z−kZ [f(t)]

AVANCE TEMPORELLE :

Z [f(t+ kTe)] = zk

[

F (z)−
k−1∑

m=0

f(mTe)z
−m
]

THEOREME DE LA VALEUR INITIALE :

lim
z→∞

F (z) = f (0)

THEOREME DE LA VALEUR FINALE :

f (∞) = lim
z→1

(z − 1)F (z) = lim
z→1

(
1− z−1

)
F (z)

THEOREME DE CONVOLUTION DISCRETE :





F1 (z) = Z [f1 (t)] =
∞∑

0
f1 (nTe) z

−n

F2 (z) = Z [f2 (t)] =
∞∑

0
f2 (nTe) z

−n
⇒

F1 (z) · F2 (z) = Z [f1 (t) ∗ f2 (t)] = Z

[
t/Te∑

n=0
f1 (nTe) f2 (t− nTe)

]

DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT A UN PARAMETRE :

Z

[
∂

∂a
f (nTe, a)

]

=
∂

∂a
F (z, a) ; Z

[∫ a1

a0

f (nTe, a) da

]

=

∫ a1

a0

F (z, a) da

THEOREME DE PARSEVAL :

∞∑

n=0

[f (nTe)]
2 =

1

2iπ

∮

Co

z−1F (z) F (z−1)dz

FORMULE D'INVERSION :

f (nTe) =
1

j2π

∮

C0

zn−1F (z) dz =
∑

i

Résidu

[
zn−1F (z) ; z = pi

]



Chapitre 10

RECAPITULATIF SUR LES

TRANSFORMEES

10.1 Rappel sur les distributions

Dé�nition

On appelle distribution T , une fon
tionnelle sur D où D est l'espa
e ve
toriel (EV) des fon
tions

ϕ(t) à valeurs 
omplexes dé�nies sur R, indé�niment dérivables et à support borné.

T :
D
ϕ → C

<T,ϕ >

Exemple : < TF , ϕ > =
+∞∫

−∞
F (t) ϕ (t) dt

< δ, ϕ > = < Tδ, ϕ > =

∫ +∞

−∞
δ (t)ϕ (t) dt = ϕ (0)

f∗ (t) =
∞∑

n=0

f (t) δ (t− nT ) =
∞∑

n=0

f (nT ) δ (t− nT )

NB. Distribution : pas de sens au sens des fon
tions (intégrale de Riemann).

Distribution de Dira


Dé�nie par une limite : δ(x) = lim
ǫ→0

Iǫ(x) où Iǫ(x) est une impulsion in�niement 
ourte (durée ǫ)

et in�niement haute (amplitude 1/ǫ) :

On en déduit :

� la parité : δ(x) = δ(−x) et δ(x− a) = δ(a− x)

� l'intégrale :

+∞∫

−∞
δ(x)dx = 1

Produit simple :

� distribution pondérée par la valeur de la fon
tion : δ(x− a)f(x) = δ(x− a)f(a)
� 
as parti
ulier où a = 0 : δ(x)f(x) = δ(x)f(0)

Elément neutre de la 
onvolution (preuve par la TL : H(p) = 1) :

+∞∫

−∞

δ(x − u)f(u)du =

+∞∫

−∞

δ(u)f(x − u)du = δ(x) ∗ f(x) = f(x)

De même : δ(x− a) ∗ f(x) = f(x− a)
On en déduit les intégrales :

81
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+∞∫

−∞
δ(x)f(x)dx = f(0)

+∞∫

−∞
δ(x− a)f(x)dx = f(a)

Dérivée : f ′(x) = f(x) ∗ δ′(x)
Dérivée nième : f(x) ∗ δ(n)(x) = f (n)(x)
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10.2 Développement en Série de Fourier

Soit une fon
tion f(t) :
� périodique de période T
� dé�nie dans un intervalle [θ, θ + T ],
� satisfaisant les 
onditions de Diri
hlet (dis
ontinuités de 1ère espè
e).

Alors :

f(t) = a0 +
∞∑

k=1

ak cos
2πkt

T
+ bk sin

2πkt

T

ave
 :

a0 =
1

T

∫ θ+T

θ
f(t) dt

ak =
2

T

∫ θ+T

θ
f(t) cos

2πkt

T
dt

bk =
2

T

∫ θ+T

θ
f(t) sin

2πkt

T
dt

On peut poser :

{
ak = Ak cosϕk
bk = Ak sinϕk

⇒
{

Ak =
√

a2k + b2k
ϕk = Arctg bk

ak

⇒ f(t) = a0 +
∞∑

k=1

Ak cos

(
2π kt

T
− ϕk

)

Terminologie

� a0 représente la 
omposante 
ontinue
� A1 représente l'amplitude du fondamental

� Ak représente l'amplitude de l'harmonique de rang k
� ϕk représente le déphasage

� ν = 1/T représente la fréquen
e fondamentale

� ω = 2πν = 2π/T représente la pulsation de base.

Formule de Bessel-Parseval

On a 
onservation de l'énergie :

1

T

∫ θ+T

θ
[f (t)]2 dt = a20 +

1

2

∞∑

k=1

(
a2k + b2k

)

︸ ︷︷ ︸

A2
k

Dé�nition de la valeur e�
a
e

Veff =

[

1
T

θ+T∫

θ

[f (t)]2 dt

]1/2

C'est-à-dire :

V 2
eff = < [f (t)]2 >

↑ valeur moyenne

DSF Exponentiel

f(t) =
+∞∑

k=−∞
ck exp

(
j2πkt
T

)

ave
 ck = F (k) = 1
T

θ+T∫

θ

f(t) exp
(

− j2πkt
T

)

dt

Pour un signal réel, on a c∗k = ck d'où :

a0 = c0 (10.1)

ak = 2ℜ[ck] (10.2)

bk = −2ℑ[ck] (10.3)
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10.3 Tableau ré
apitulatif de la TL

Domaine du temps t ∈ R TL−→ Domaine de fréquen
e généralisée p ∈ C
où t > 0

TL−1

←− ave
 Re(p) = σ > σo

f(t) ⊃ F (p) =
+∞∫

0

f(t)e−ptdt ⊂ f(t)

df/dt ⊃ pF (p)− f(0+)
f(t) ∗ g(t) ⊃ F (p).G(p)

f(0+) = lim
p→∞

pF (p)

f(∞) = lim
p→0

pF (p)

f(t− t0) ⊃ e−pt0F (p)
e−atf(t) ⊃ F (p+ a)

a.f(at) ⊃ F (p/a)

f (n)(t) ⊃ pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− ...− f (n−1)(0)

(−1)ntnf(t) ⊃ F (n)(p)

δ(t) ⊃ 1

δ(n)(t) ⊃ pn

H(t) = 1t>0 ⊃ 1/p

t ⊃ 1/p2

tn/n! ⊃ 1/pn+1

e−at ⊃ 1/(p + a)

sinωt ⊃ ω/(p2 + ω2)

cosωt ⊃ p/(p2 + ω2)

sinh at ⊃ a
p2−a2

cosh at ⊃ p
p2−a2

e−attn/n! ⊃ 1/(p + a)n+1

e−at sinωt ⊃ ω
(p+a)2+ω2

e−at cosωt ⊃ p+a
(p+a)2+ω2

ebt sinh at ⊃ a
(p−b)2−a2

ebt cosh at ⊃ p−b
(p−b)2−a2

eat−ebt
a−b ⊃ 1

(p−a)(p−b)
aeat−bebt
a−b ⊃ p

(p−a)(p−b)
[(b− a)t+ 1]e−at ⊃ p+b

(p+a)2

t sinωt ⊃ 2ωp
(p2+ω2)2

t cosωt ⊃ p2−ω2

(p2+ω2)2

sin(ωt)−ωt cos ωt
2ω3 ⊃ 1

(p2+ω2)2
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10.4 Tableau ré
apitulatif de la TF

Domaine du temps 
ontinu

TF−→ Domaine des fréquen
es

t ∈ R TF−1

←− ν ∈ R ( ω = 2πν)

f(t) =
+∞∫

−∞
F (ν)e+j2πνtdν F (ν) =

+∞∫

−∞
f(t)e−j2πνtdt

f(−t) F (−ν)
f(t/a) |a|F (aν)

f(t) ∗ g(t) F (ν).G(ν)

f(t).g(t) F (ν) ∗G(ν)
f(t− t0) e−j2πt0νF (ν)
ej2πν0tf(t) F (ν − ν0)
f (n)(t) (j2πν)nF (ν)

(−j2πt)nf(t) F (n)(ν)

f(t) F (−ν)
δ(t) 1

1 δ(ν)

δ(t− t0) e−j2πt0ν

ej2πν0t δ(ν − ν0)
δ(n)(t) (j2πν)n

(j2πt)n (−1)nδ(n)(ν)
⊓T (t) T sin
(πνT )

sin(πt)/(πt) ⊓1(ν)
∧

T (t) (T/2)sin
2(πνT/2)

H(t) δ(ν)
2 −

j
2πν

sign(t) − j
πν

cos 2πν0t
1
2 [δ(ν + ν0) + δ(ν − ν0)]

sin 2πν0t
j
2 [δ(ν + ν0)− δ(ν − ν0)]

exp(−πt2) exp(−πν2)
e−tH(t) 1/(1 + j2πν)

e−|t| 2/(1 + 4π2ν2)

te−πt
2 −iνe−πν2

+∞∑

−∞
δ(t− nT0) F0 =

1
T0

F0

+∞∑

−∞
δ(ν − nF0)

+∞∑

−∞
δ(t − n) T0 = 1

+∞∑

−∞
δ(ν − n)

+∞∑

−∞
δ(t − n) =

+∞∑

−∞
e−j2πnt Formule de Poisson

+∞∑

−∞
δ(ν − n) =

+∞∑

−∞
e−j2πnν
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10.5 Tableau ré
apitulatif de la TZ

Domaine du temps é
hantillonné

TZ−→ Domaine des fréquen
es F (z)

t = nTe ⇒ f(t) = f(nTe) = f(n)
TZ−1

←− z = epTe ∈ C

f(nTe) =
1
j2π

∮

C0

F (z)
z zndz ↔ F (z) =

+∞∑

n=0
f(n)z−n

f(t− kTe) = f(n− k) ↔ z−kF (z)

f(t+ kTe) = f(n+ k) ↔ zkF (z)−
k−1∑

n=0
zk−nf(nTe)

f1(t) ∗ f2(t) =
t/Te=n∑

k=0

f1(kTe)f2(t− kTe) ↔ F1(z).F2(z)

f(0) = lim
z→∞

F (z)

f(∞) = lim
z→1

(z − 1)F (z) = lim
z→1

(1− z−1)F (z)

f(t)e−at ↔ F (zeaTe)

f(t)at ↔ F ( z
aTe

)

tf(t) ↔ −TezF ′(z)

δ(t) ↔ 1

δ(t− kTe) ↔ z−k

H(t) ↔ z/(z − 1)

e−at ↔ z/(z − e−aTe)
at ↔ z/(z − aTe)
t ↔ Tez/(z − 1)2

t2 ↔ T 2
e z(z + 1)/(z − 1)3

te−at ↔ Teze
−aTe/(z − e−aTe)2

e−att2/2 ↔ zT 2
e e

−aTe

2(z−e−aTe)2
+ zT 2

e e
−2aTe

(z−e−aTe )3

sinωt ↔ z sinωTe/(z
2 − 2z cosωTe + 1)

cosωt ↔ z(z − cosωTe)/(z
2 − 2z cosωTe + 1)

e−at sinωt ↔ ze−aTe sinωTe/(z2 − 2ze−aTe cosωTe + e−2aTe)

e−at cosωt ↔ z(z − e−aTe cosωTe)/(z2 − 2ze−aTe cosωTe + e−2aTe)

sinhωt ↔ z sinhωTe/(z
2 − 2z coshωTe + 1)

coshωt ↔ z(z − coshωTe)/(z
2 − 2z coshωTe + 1)
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10.6 Tableau synthétique des transformées

Transformée Liens Dire
te Inverse

TF ω = 2πν X(ν) =
+∞∫

−∞
x(t)e−j 2π ν tdt x(t) =

+∞∫

−∞
X(ν)e+j 2π ν tdν

énergie �nie

TFDT t = nTe X(ν) =
+∞∑

n=−∞
xn exp(−j2πνnTe) xn =

Fe/2∫

−Fe/2

X(ν) exp(j2πνnTe)dν

é
hantillonné Fe = 1/Te

TFDT u = ν
Fe

X(u) =
+∞∑

n=−∞
xn exp(−j2πnu) xn =

1/2∫

−1/2

X(u) exp(j2πnu)du

fréq. réduite (Fe = 1)

TFD (FFT) ν = kFe

N Xk =
N−1∑

n=0
xn exp(−j 2πnkN ) xn =

N−1∑

n=0
Xk exp(+j

2πnk
N )

durée tronquée T = NTe

DSF νk =
k
T0

Ck =
1
T0

∫

[T0]

x(t) exp
(

−j 2πktT0

)

dt x(t) =
+∞∑

k=−∞
Ck exp

(

j 2πktT0

)

périodique période T0

TL p = jω X(p) =
∞∫

0

x(t)e−ptdt x(t) = 1
j2π

C+j∞∫

C−j∞
X(p)eptdp

analogique C = 0

ausal

TZ z = epTe X(z) =
∞∑

n=o
x(nTe)z

−n x(nTe) =
1
j2π

∮

C0

zn−1X(z)dz

numérique t = nTe =
∑

i
Résidu

[
zn−1X(z); z = pi

]

C0 
er
le U
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Chapitre 11

TD - FRACTIONS, INTEGRATION

11.1 Dé
omposition des fra
tions rationnelles

F1(x) =
5x2 − 14x + 3

(x2 − 3x+ 2)2(x− 3)

F2(x) =
1

4x2 + 4x+ 5
(11.1)

F3(x) =
5x2 − 14x + 3

(x2 − 3x+ 3)2(x− 3)

F4(x) =
x3 − 1

x2 − 4x+ 4

F5(x) =
6x2 − x+ 1

x(x2 − 1)

F6(x) =
2x2 + 13

(x− 2)2(x+ 5)

F7(x) =
x

x3 + x2 + x+ 1

89
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11.2 Intégration

1. Cal
uler en dé
omposant la fra
tion :

I1 =

∫
x

x3 + x2 + x+ 1
dx

2. Montrer par le 
al
ul que 
es 2 intégrales impropres valent

π
2 :

I2 =

∞∫

0

dx

1 + x2
et : I3 =

1∫

0

dx√
1− x2

3. Cal
uler par intégration par parties et ré
urren
e :

In =

∫

xn.ex.dx

4. Cal
uler par 
hangement de variable évident :

I4 =

∫

cot xdx

5. Cal
uler, en développant les intégrandes, les primitives de :

I5 =

∫
x

2
3 + 1

x1/3
dx et : I6 =

∫

(1− 1
3
√
x
)
2

dx

6. Cal
uler par 
hangement de variable évident :

I7 =

∫
dx

x
√

1− log2 x

7. Cal
uler par intégration par parties répétée :

I8 =

∫

x2e2xdx

8. Cal
uler par 
hangement de variable x = a sin2 t (à justi�er) :

I9 =

∫ √
a− x√
x

dx

9. Etablir une formule de ré
urren
e pour : In =
∫
(log x)ndx

En déduire la valeur de In pour n ∈ N+
.

10. Cal
uler par intégration par parties :

I10 =

∫

x tan2 xdx



Chapitre 12

TD - EQUATIONS DIFFERENTIELLES

12.1 EDL du 1er ordre : Cir
uit RL série

Le 
ir
uit de la Fig. 12.1 est régi par l'équation :

Figure 12.1 � Cir
uit RL série

e(t) = Ri(t) + L
di

dt
(12.1)

où e(t) est le tension d'ex
itation du 
ir
uit et i(t) le 
ourant. On suppose la 
ondition initiale nulle :

i(0) = 0. Cal
uler et tra
er i(t) (pour t > 0) quand :

1. e(t) = E.H(t) est un é
helon d'amplitude E

2. e(t) = αt.H(t) est une rampe de pente α

3. A.N. : R = 2kΩ, L = 100µH

12.2 EDL du se
ond ordre

Résoudre l'équation di�érentielle :

d2u

dt2
+ 2

du

dt
+ 2u(t) = sin (ω0t) (12.2)

ave
 pour 
onditions initiales : u(0) = 0 et

du
dt (0) = 0.

A.N. : 1) ω0 = 1 ; 2) ω0 = 3.

12.3 Cir
uit RLC parallèle

Soit le 
ir
uit de la Fig. 12.2, où R = 12kΩ ; L = 10mH et C = 10nF .
Les lois de l'éle
tronique dé�nissent e(t) par :

d2e(t)

dt2
+

1

RC

de(t)

dt
+

1

LC
e(t) =

1

C

di(t)

dt

On donne les 
onditions initiales : e(0) = 0 et

de
dt (0) =

I0
C ave
 I0 = 3mA.

Trouver e(t) pour :

1. i(t) = I0.H(t)

2. i(t) = I0 cos (ωt).
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Figure 12.2 � Cir
uit RLC parallèle

12.4 Régime apériodique

Résoudre l'équation di�érentielle :

d2u(t)

dt2
+ 2

du(t)

dt
+ u(t) = sin (2t)

ave
 les 
onditions initiales : u(0) = E et

du
dt (0) = 0.

12.5 Propagation d'un virus

Un virus se propage dans la population d'une île. Une étude démographique a montré que l'e�e
tif

de sa population reste 
onstant. A l'instant initial t0 = 0, le virus tou
he 0.1% de la population. Cinq

jours plus tard t1 = 5, la 
ontamination 
on
erne 0.5 % de la population.

Des 
her
heurs ont modélisé la di�usion du virus. Si p(t) désigne le pour
entage d'îliens atteints du
virus à l'instant t, ils font l'hypothèse que la vitesse de propagation du virus, p′(t), est proportionnelle :

� à p(t) (le risque de 
ontamination augmente ave
 le nombre de personnes déjà 
ontaminées)

� à 100− p(t) (le nombre de nouveaux 
as de 
ontamination est plus élévé si la population saine

sus
eptible d'être atteinte est très nombreuse)

Le modèle proposé s'exprime don
 par une EDL du premier ordre :

p′(t) = ap(t)(100 − p(t))

où a désigne une 
onstante réelle non nulle liée à la population.

12.5.1 Résolution par 
hangement de fon
tion

Résoudre en posant :

y =
1

p

1. Exprimer l'EDL qui régit y.

2. Déterminer l'unique solution f de l'équation satisfaisant les 
onditions initiales à t0 et à t5.

3. Représentation graphique de f pour t ∈ [0;T ] où T =

4. Déterminer à quel instant 95% de la population sera atteinte par le virus.

12.6 NB : Révisions 
omplémentaires

� Identités remarquables : (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc
� Equation du se
ond degré : x2 − Sx+ P = 0
� Polyn�me 
ara
téristique d'une EDL à 
oe�
ients 
onstants :

anr
n + an−1r

n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0
� Equation d'une droite de pente a : y = ax+ b
� Intégration par parties :

∫
u′v = [uv]−

∫
uv′


f. preuve triviale : (uv)′ = u′v + uv′

� Trigonométrie

� Notion de 
onstante de temps



Chapitre 13

TD - TRANSFORMEE DE LAPLACE

13.1 Cal
uls de transformées

1. Cal
uler les transformées de Lapla
e des signaux de la Fig. 13.1 :

Figure 13.1 � a) Impulsion re
tangulaire ; b) Fon
tion linéaire par mor
eaux.

2. Donner les transformées de Lapla
e des fon
tions suivantes en justi�ant les réponses :

� f(t) = −2 cos(t) + 3 sin(t)
� g(t) = e5t sin(t)
� h(t) = −2 cos(5t) + 3 sin(5t)
� k(t) = e5t sin(2t)

13.2 Résolution d'une équation di�érentielle

A l'aide de la transformée de Lapla
e, résoudre l'équation di�érentielle linéaire du 2nd ordre à


÷�
ients 
onstants :

d2u(t)

dt2
+ 2

du(t)

dt
+ 2u(t) = sin (ω0t).

ave
 pour 
onditions initiales : u(0) = a et

du
dt (0) = 0.

� A.N. : 1) Appli
ation au 
as simple : a = 0, ω0 = 1 ;
� A.N. : 2) Appli
ation au 
as : a = 0, ω0 = 3 ;
� A.N. : 3) Appli
ation au 
as : a = 1 , ω0 = 1.

13.3 Cal
ul d'un original

Déterminer la réponse impulsionnelle h(t) du 
ir
uit ayant la fon
tion de transfert suivante :

H(p) =
p+ 1

(p+ 2) (p2 + 2p+ 2)
⊂ h(t)

Pour 
ela :

� Dé
omposer d'abord la fra
tion en éléments simples,

� Puis identi�er ave
 les transformées usuelles dans les tables.
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13.4 Appli
ation éle
trique : Cir
uit RC

Déterminer la réponse indi
ielle (i.e., à un é
helon) d'un 
ir
uit RC, puis sa réponse à une sinusoïde.

13.5 Cir
uit RLC série

Déterminer la réponse à une sinusoïde d'un 
ir
uit RLC série.

A.N. : R = 12kΩ , L = 10mH , C = 10nF .

13.6 Généralisation de la notion d'impédan
e

Soit le 
ir
uit de la Fig. 13.2. Les 
ondensateurs ont, à leurs bornes , des tensions E1 et E2. A t = 0,
on ferme l'interrupteur.

Figure 13.2 � Commutation de 
apa
ités

Déterminer u(t) en utilisant la transformée de Lapla
e.

13.7 Etude de 
ir
uit

Soit le 
ir
uit de la Fig. 13.3 où u2(0
−) = 0 et u(t) est un é
helon de Heaviside d'amplitude E.

Figure 13.3 � Filtre de 
ourant R//C

Déterminer u2(t) en utilisant la méthode mathématique traditionnelle puis la transformée de La-

pla
e.

13.8 Peigne de Dira
 et Produit de Convolution - E
hantillonnage

Soit un signal s(t) nul en dehors d'un intervalle de temps borné.

Soient les signaux suivants (où ∐(t) est le peigne de Dira
) :
sp(t) = s(t) ∗ ∐(t) et se(t) = s(t). ∐ (t)

1. Exprimer sp(t) et se(t), puis représenter s(t), sp(t) et se(t).

2. Cal
uler les transformées de Lapla
e de sp(t) et se(t).

13.9 Résolution d'équation di�érentielle par TL

Déterminer à l'aide du 
al
ul symbolique la solution de Heaviside de l'équation di�érentielle :

y(2)(t) + 6y′(t) + 9y(t) = t2 exp(−3t)



Chapitre 14

TD - FONCTION DE TRANSFERT

14.1 Bode Nyquist du premier ordre

14.1.1 Fon
tions élémentaires

� Tra
er les diagrammes de Bode des fon
tions suivantes :

1. T (jω) = −5
2. T (jω) = −0.5
3. T (jω) = 0.5

4. T (jω) = 10

5. T (jω) = 2jω

6. T (jω) = −3jω
7. T (jω) = 4

jω

8. T (jω) = −3
jω

9. T (jω) = 2 + 3jω

10. T (jω) = 2− 3jω

11. T (jω) = −2− 3jω

12. T (jω) = −2 + 3jω

13. T (jω) = 5
1+jω

14. T (jω) = 2
1−3jω

� Tra
er les diagrammes de Nyquist des fon
tions n�1 à 12.

N.B. : On 
ommen
era par les questions en gras.

14.1.2 Fon
tions 
omposées

Tra
er les diagrammes de Bode asymptotiques des fon
tions suivantes :

T (jω) =
10jω (2− 3jω)

1 + jω

T (jω) = −5 2

1− 3jω

4

jω
(2− 3jω)

14.2 Ampli�
ateur à résistan
e 
ompensée

Tra
er les diagrammes de Bode asymptotiques des fon
tions suivantes :

H1(p) =
R

RCp+ 1
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H2(p) =
Lp+R

LCp2 +RCp+ 1

On pourra poser :

ωc =
1

RC
; ω0 =

1√
LC

; k =
ω0

ωc

A.N. : On donne :

R = 1kΩ ; C = 1µF ; k = 1.51

14.3 Filtre 
orre
teur à avan
e de phase

Le 
ir
uit éle
trique de la Fig. 14.1 est régi par l'équation di�érentielle :

dvs(t)

dt
+

1

R1C
vs(t) =

dve(t)

dt
+

1

R0C
ve(t) où :

1

R1
=

1

R
+

1

R0

Figure 14.1 � Réseau à avan
e de phase

1. On suppose le 
ir
uit relaxé (
onditions initiales nulles).

Exprimer sa fon
tion de transfert H(p) = Vs(p)/Ve(p).

On posera : τ0 = R0C = 1/ω0 et τ1 = R1C = 1/ω1.

2. Tra
er les 
ourbes asymptotiques de Bode (gain et phase pour p = jω).

A.N. : R = 1kΩ ; R0 = 9kΩ ; C = 1µF

3. Que vaut le gain statique (quand ω → 0) et le gain en HF (quand ω →∞) ?

4. Pourquoi appelle-t-on 
e 
ir
uit un réseau à avan
e de phase ?

Rappel :

Soit un quotient 
omplexe : z = z1
z2
∈ C. Alors :

|z| = |z1||z2|
⇒ |z|dB = |z1|dB +

∣
∣
∣
∣

1

z2

∣
∣
∣
∣
dB

= |z1|dB − |z2|dB

et

Arg(z) = Arg(z1) +Arg

(
1

z2

)

= Arg(z1)−Arg(z2)



Chapitre 15

TD - SERIES DE FOURIER

15.1 DSF d'un signal 
arré

Soit un signal 
arré pair s(t) de période T , d'amplitude E, et valant +E en t = 0. Cal
uler son
DSF.

Démo : programme matlab (
f. DSF09.m)

15.2 DSF : Redressement double alternan
e

Donner la dé
omposition en série de Fourier de la fon
tion suivante :

x(t) = A| sin(ωt)|
qui 
orrespond au signal éle
trique du redressement double alternan
e.

15.3 DSF d'un signal en dents de s
ie

Cal
uler le DSF d'un signal périodique en dents de s
ie de période T et d'amplitude A dé�ni par

l'équation :

s(t) =
A

T
t pour [0, T ]

On pourra poser : ω = 2π/T .

15.4 Dé
omposition en série de Fourier d'un signal triangulaire

1. Donner la dé
omposition en série de Fourier de la fon
tion triangulaire dé�nie par la 
ourbe de

la Fig. 15.1 (après avoir 
hoisi l'origine des temps et des ordonnées à votre 
onvenan
e) :

Figure 15.1 � Signal triangulaire

2. Représenter graphiquement l'allure du spe
tre 
orrespondant (module des 
oe�
ients de Fou-

rier).

3. Interpréter.
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15.5 DSF Onduleur

Un onduleur à 
ommande dé
alée est un montage qui permet, à l'aide d'un générateur et de quatre

interrupteurs éle
troniques bidire
tionnels tant�t ouverts, tant�t fermés, d'obtenir une tension u aux

bornes d'un ré
epteur, périodique de période T = 2π
ω , de la forme indiquée Fig. 15.2 [2℄.

Figure 15.2 � Tension u(t) d'un onduleur

1. Montrer que le D.S.F. du signal u peut s'é
rire :

u(t) =
4E

π

+∞∑

k=0

1

2k + 1
cos
[

(2k + 1)ω
τ

2

]

sin
[

(2k + 1)ω
(

t− τ

2

)]

Pour fa
iliter le 
al
ul, on s'intéressera d'abord au signal v dé
alé dans le temps : v(t) =
u(t+ τ/2) dont on donnera le DSF. On en déduira ensuite le DSF de u(t) = v(t− τ/2).

2. Tra
er l'allure du spe
tre d'amplitude 
orrespondant à u. Interpréter.

3. Déterminer les dé
alages horaires τ qui permettent l'élimination de l'harmonique de rang 3,

puis 
elui de rang 5.



Chapitre 16

TD - TRANSFORMEE DE FOURIER

16.1 Cal
uls de transformée de Fourier

1. Cal
uler la transformée de Fourier d'une porte 
entrée de largeur T et d'amplitude A.

Interprétation sur l'e�et spe
tral de la tron
ature temporelle d'un signal.

2. Cal
uler la transformée de Fourier de la fon
tion de la Fig. 16.1 après avoir 
hoisi l'origine des

temps et des ordonnées.

Figure 16.1 � Triangle

16.2 Transformée de Fourier : Modulation d'amplitude et analyse

spe
trale

Un signal modulé en amplitude s'exprime par :

s(t) = [1 +Km(t)] p(t)

où :

� K est le taux de modulation (variable de 0 à 1). On prend i
i : K = 50%
� m(t) est le signal modulant. On prendra i
i : m(t) = sin 2πfmt
� p(t) est la porteuse HF : p(t) = Ap sin 2πfpt où fp >> fm

1. Développer s(t) en une somme de fon
tions sinusoïdales élémentaires.

2. En déduire les trois fréquen
es présentes dans le signal.

3. A la ré
eption, on observe 
e signal sur une durée T , 
'est-à-dire qu'on ne voit au ré
epteur

qu'une portion du signal émis : r(t) = s(t). ⊓T (t), où ⊓T (t) est la porte 
entrée de largeur T .

Rappeler 
e que vaut la TF de la fon
tion porte (et dessiner sommairement son allure en

pré
isant les abs
isses des passages par zéro).

4. En déduire R(ν), la TF de r(t).

5. Représenter sommairement l'allure du spe
tre 
orrespondant (module de la TF : |R(ν)|), dans
le 
as où T est très grand.
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6. En 
onsidérant 
omme négligeables les lobes se
ondaires d'un sinus 
ardinal, quelle est la durée

d'observation minimale Tmin né
essaire pour bien distinguer les di�érentes raies spe
trales (i.e.

les fréquen
es présentes dans le signal) à la ré
eption ?

16.3 Transformée de Fourier : di�usion de la 
haleur

L'équation de di�usion de la 
haleur dans le 
as mono-dimensionnel est :

a
∂2f(x, t)

∂x2
=
∂f(x, t)

∂t

où t est la variable temporelle, x la variable spatiale, f(x, t) la fon
tion température, et a > 0 un


oe�
ient 
onstant 
ara
téristique du matériau.

Le matériau étudié est supposé indé�ni suivant la dire
tion Ox (
'est-à-dire qu'il s'agit du 
as

limite d'un barreau très �n et très long), de sorte qu'il n'existe qu'une 
ondition initiale à satisfaire :

f(x, 0) = f0(x) 
orrespondant à l'instant t = 0.
On désigne par F (X, t) la transformée de Fourier de f(x, t) par rapport à la variable x, t jouant

alors le r�le d'un simple paramètre.

1. Donner l'image par transformation de Fourier de l'équation de di�usion

2. Déterminer la transformée de Fourier F (X, t) en fon
tion de F0(X), transformée de Fourier de

f0(x).

3. Par appli
ation du théorème du produit de 
onvolution (et de 
elui du 
hangement d'é
helle),

en déduire la solution temporelle 
orrespondante f(x, t).

4. Dessiner sommairement son graphe à trois instants su

essifs t0 = 0 < t1 < t2.

5. Interpréter.



Chapitre 17

TD - TRANSFORMEE EN Z

17.1 Filtrage numérique

On étudie un système numérique réalisant un �ltre passe-bas du premier ordre entre le signal

d'entrée e(n) et le signal de sortie s(n) :

s(n) = a.s(n− 1) + (1− a).e(n − 1)

1. Dessiner le s
héma du 
ir
uit numérique implantant 
e �ltre.

2. Déterminer la fon
tion de transfert en z, H(z), asso
iée à 
e système.

3. En déduire la réponse impulsionnelle h(n) du système et la représenter (0 < a < 1).

4. A.N. : a = 1/4.

5. Mêmes questions que 
i-dessus pour : s(n) + 5.s(n − 1) = e(n − 2) + 3.e(n). Con
lusion ?

17.2 Transformation dire
te et inverse

1. Cal
uler les TZ de cosωt et sinωt.

2. Cal
uler l'original de φ(p) = 1
p2(p+1)

puis 
al
uler F (z).

3. Montrer que, si F (z) = Z[f(t)], alors Z

[
n∑

k=0

f(kTe)

]

= z
z−1F (z). Interprétation ?

4. Re
her
her l'original de F (z) = 3z3−12z2+11z
(z−1)(z−2)(z−3) , 
'est-à-dire retrouver les é
hantillons f(nTe)

par deux méthodes di�érentes :

� division selon les puissan
es 
roissantes de z−1

� dé
omposition de la fra
tion en éléments simples.

17.3 E
hantillonnage

1. Soit le signal analogique non 
ausal s(t) = t+ 1. Le représenter.

2. On 
onsidère son é
hantillonnage à la période Te = 0.5s. Représenter le signal é
hantillonné

s∗(t).

3. Soit s1(t) = s(t).H(t). Représenter s∗1(t) le signal é
hantillonné et 
al
uler sa transformée en z.

4. Même question pour : s2(t) = s(t+ 1).H(t) et s3(t) = s(t− 1).H(t− 1).

17.4 Résolution d'équation de ré
urren
e par la TZ

Résoudre l'équation de ré
urren
e linéaire à 
oe�
ients 
onstants :

un − 3un+1 + un+2 = 0

ave
 pour 
ondition initiale : u1 = 2u0.
Dans l'expression de la TZ, on prendra, sans perte de généralité : Te = 1
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Formulaire :

cosh2(x)− sinh2(x) = 1

Arg
osh

(
3

2

)

= Argsinh

(√
5

2

)

= 0.9624

f(t) F (z)
où t = nTe = TZ[f(t)]

sinh(ω0t)
z sinh(ω0Te)

z2−2z cosh(ω0Te)+1

cosh(ω0t)
z[z−cosh(ω0Te)]

z2−2z cosh(ω0Te)+1



Chapitre 18

TD - SUITES & SERIES NUMERIQUES

18.1 Exemple assassin de raisonnement par ré
urren
e

On dira l'histoire 
ruelle, mais pas inutilement, par
e qu'elle illustre à merveille le raisonnement

par ré
urren
e [20℄.

A Bagdad, un sultan ayant dé
ouvert la félonie de l'une de ses maîtresses dé
ide d'éliminer de sa

ville toutes les femmes in�dèles. Ordre est don
 donné aux maris trompés de tuer leurs épouses en 
as

de 
ulpabilité.

Chaque homme 
onnaît la �délité ou l'in�délité de toutes les femmes de Bagdad, ex
epté la situation

de sa propre épouse (on suppose, pour la beauté du raisonnement, que tous les hommes de Bagdad

sont monogames), lui seul a pourtant le droit de tuer son épouse en 
as d'in�délité.

Par ailleurs, un héraut annon
e 
haque soir s'il y a en
ore, ou non, des femmes in�dèles à Bagdad.

Ce héraut est, de tous les hommes de la ville, le seul à 
onnaître la �délité ou l'in�délité de toutes les

femmes et l'on suppose qu'il n'est pas marié.

Le héraut annon
e 82 soirs de suite : "Il y a en
ore des femmes in�dèles à Bagdad !" Mais le 83ème

soir, il peut pro
lamer : "Il n'y a plus de femme in�dèle à Bagdad !"

Question : Combien y avait-il de femmes in�dèles à Bagdad et que s'est-il passé ?

18.2 Cal
ul de sommes de séries numériques

1. On 
onsidère la série de terme général uk = 1
k(k+1) . Montrer que 
ette série 
onverge. Dé
om-

poser uk en une somme de deux termes. En déduire la somme de 
ette série.

2. On 
onsidère la série Sn =
n∑

k=1

k
2k
→ S quand n→∞. Montrer que 
ette série 
onverge. Donner

l'en
adrement du reste de 
ette série. Cal
uler la valeur de S ave
 une pré
ision de 10−2
.

18.3 Convergen
e des séries entières

1. Donner les valeurs de x pour lesquelles les séries suivantes 
onvergnent :

S1 =
∞∑

k=1

(

xk +
1

2kxk

)

(18.1)

S2 =
∞∑

k=2

xk−1

k3klog(k)
(18.2)

S3 =

∞∑

k=1

(x+ 5)2k−1

2k4k
(18.3)

S4 =

∞∑

k=1

k

k + 1

(x

2

)k
(18.4)
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2. Dis
uter suivant les valeurs de x la 
onvergen
e des séries :

S1 =

∞∑

n=0

3
√
n+ 2

n+ 1
(2− x)n (18.5)

S2 =

∞∑

n=1

(1− x)n(2n − 1)2n

(3n − 2)2n
(18.6)

S3 =

∞∑

n=1

n

(x− 2)n
(18.7)

18.4 Dé
omposition en séries de Fourier et Cal
ul de séries

On 
onsidère la fon
tion f(x) de période 2π dé�nie dans l'intervalle [−π,+π] par la représentation
de la Fig. 18.1.

Figure 18.1 � Fon
tion périodique

1. Montrer que f(x) véri�e les 
onditions de Diri
hlet.

2. Cal
uler les 
oe�
ients du développement de f(x).

3. Poser x = 0 et en déduire la somme S1 =
∞∑

k=0

1
(2k+1)2

. Véri�er 
e résultat en posant x = π.

4. Poser x = π/2 et en déduire la somme S2 =
∞∑

k=0

(−1)k

2k+1

5. Par appli
ation de la formule de Bessel-Parseval, sa
hant que S3 =
∞∑

k=1

1
k2 = π2

6 et 
ompte tenu

de la valeur de S1, donner la valeur de la somme S4 =
∞∑

k=0

1
(2k+1)4

6. On 
onsidère maintenant la fon
tion g(x) = df
dx . Représenter g(x) dans l'intervalle [−π,+π].

Cal
uler les 
oe�
ients du développement en série de Fourier de g(x) à partir de l'expression

analytique de g(x).

7. Retrouver les résultats de la question 6 à partir des 
oe�
ients 
al
ulés en 2 et des dis
ontinuités

de f(x).

8. A partir de la valeur de g(x) obtenue pour x = π/2, retrouver la valeur de la somme S2.



Chapitre 19

CONTRÔLES

19.1 Sujet DUT Info No1

19.1.1 Transformée de Lapla
e

On 
onsidère la fon
tion de transfert 
omposée de deux premiers ordres (où τ1 ≤ τ0) :

H(p) =
1

(1 + τ0p)
× 1

(1 + τ1p)
(19.1)

NB : On pourra adopter les notations : ω0 = 1/τ0 et ω1 = 1/τ1.

1. Sa
hant que :

1

(p− a)(p − b) ⊂
eat − ebt
a− b , (19.2)

donner l'original h(t) qui est la réponse impulsionnelle 
orrespondant à H(p).

2. Tra
er les 
ourbes de Bode asymptotiques (module et argument de H(p) pour p = jω) dans le

as où : τ1 = τ0/10.

NB : papier semilog fourni ; prendre τ0 = 0.1 pour le tra
é.

Bien indiquer les pulsations de transition, les pentes, les gains et phases 
ara
téristiques.

3. En notant :

τ =
√
τ0τ1 et ζ =

1

2

τ0 + τ1√
τ0τ1

exprimer H(p) en fon
tion de la variable p et des seuls paramètres ζ et τ .

4. On se pla
e désormais dans le 
as où : τ1 = τ0.

Cal
uler le paramètre ζ qu'on appelle fa
teur d'amortissement.

5. Tra
er les 
ourbes de Bode asymptotiques 
orrespondant à 
e 
as.

6. Que vaut alors le module (en dB) pour la pulsation : ω = 1/τ0 ?

7. Cher
her la pulsation de 
oupure ωc à -3dB. La pla
er sur la 
ourbe de Bode.

8. De quel type de �ltre fréquentiel s'agit-il ?

9. Comment sera modi�é le signal en sortie, si l'entrée est une sinusoïde e(t) = A sin(ωt) d'ampli-

tude A = 1 et de pulsation ω = 10ωc ?

19.1.2 Transformée de Fourier

Le �ltre éle
tronique de la Fig. 19.1 a pour fon
tion de transfert :

H(p) =
1

1 +RCp
(19.3)

1. Cal
uler et tra
er l'allure de sa réponse impulsionnelle h(t).
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Figure 19.1 � Filtre RC

2. Donner sa 
onstante de temps τ .

3. On pose p = j2πν où ν est la fréquen
e.

Déduire de l'expression de H(p) que la transformée de Fourier H(ν) 
orrespondante se met sous

la forme :

H(ν) =
1

1 + j ννc
(19.4)

et exprimer νc en fon
tion de R et C.

4. Exprimer le module et l'argument de H(ν).

5. Soit un signal d'entrée : e(t) = A cos(2πν0t) (tension sinsuoïdale).

Exprimer sa transformée de Fourier E(ν).

6. Pour ν = ν0, on pose : H0 = |H(ν0)| et Φ0 = Arg [H(ν0)].

Expli
iter les valeurs de H0 et Φ0 en fon
tion du rapport ν0/νc.

7. Déduire de 4, 5 et 6 la transformée de Fourier S(ν) du signal de sortie du �ltre.

8. Montrer alors que la sortie s'exprime par :

s(t) = B cos(2πν0t+Φ0) ave
 B = AH0 (19.5)

9. Dé
rire qualitativement le double e�et du �ltrage (sur l'amplitude et sur la phase) :

� pour les basses fréquen
es : ν0 << νc (à quoi équivaut alors s(t) ?)
� pour les hautes fréquen
es : ν0 >> νc (vers quoi tend alors s(t) ?)

10. Comment se traduit dans le domaine temporel un déphasage entre deux signaux ?

Illustrer graphiquement l'e�et du �ltre sur les signaux temporels.

11. Si l'on souhaite atténuer fortement le signal d'entrée (typiquement B = εA ave
 ε << 1),

omment 
hoisir νc en fon
tion de ν0 ?

A.N. : Cal
uler νc pour ν0 = 1kHz et ε = 1%.

Rappels utiles :

∣
∣
∣
∣

1

z

∣
∣
∣
∣

=
1

|z| (19.6)

Arg

(
1

z

)

= −Argz (19.7)

f(ν)δ(ν − ν0) = f(ν0)δ(ν − ν0) (19.8)

δ(ν − ν0) = TF
[
ej2πν0t

]
(19.9)

19.1.3 Transformée en Z

On 
onsidère la fon
tion de transfert en Z d'un système numérique :

H(z) =
2z

(z − 1)(z − 1
2)

(19.10)

1. Cal
uler la réponse impulsionnelle du �ltre h(n).
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2. Tra
er h(n) pour n ≥ 0

3. Donner l'équation de ré
urren
e du �ltre (qui respe
te le prin
ipe de 
ausalité).

On notera e(n) et s(n) les é
hantillons en entrée et en sortie à l'instant 
ourant t = nTe (période
d'é
hantillonnage normalisée Te = 1).

4. Dessiner le 
ir
uit numérique implantant 
e �ltre.

5. Ce �ltre numérique est-il stable ? Pourquoi ?

6. Con
lure sur son intérêt pratique.

19.2 Sujet DUT Info 2005

19.2.1 Transformée de Lapla
e

On 
onsidère le �ltre analogique (système ou boîte noire) régi par l'équation di�érentielle :

d2y

dt2
+ 2a

dy

dt
+ (a2 + b2)y(t) = bx(t)

où x(t) et y(t) sont l'entrée et la sortie du �ltre. On suppose les 
onditions initiales nulles.

A.N. : on prend : a = 1
2 log 2 (logarithme népérien) et b = π

4 .

1. Cal
uler la fon
tion de transfert du �ltre H(p).

2. En déduire sa réponse impusionnelle h(t).

3. Tra
er sommairement l'allure temporelle de 
e signal.

4. Le système est-il stable ? Justi�er.

5. E
rire H(p) sous la forme 
anonique d'un système du 2e ordre :

H(p) =
K

1 + 2ζτp+ τ2p2

en expli
itant les valeurs du gain statique K, de l'amortissement ζ et de la 
onstante de temps

τ en fon
tion de a et b.

6. Exprimer la réponse harmonique du �ltre H(jω) en fon
tion de ζ et de la pulsation propre

ωn = 1/τ .

7. A.N. : Cal
uler les valeurs numériques de ζ et ωn.

8. En s'aidant des abaques théoriques, tra
er sommairement les 
ourbes de Bode du système (gain

et phase en fon
tion de la pulsation). Que valent le gain statique, la surtension et la fréquen
e

de 
oupure ?

19.2.2 Transformée en Z

On souhaite réaliser un �ltre numérique équivalent au �ltre analogique pré
édent, au sens où l'on

veut une réponse impulsionnelle é
hantillonnée équivalente. La période d'é
hantillonnage est normali-

sée : Te = 1.

1. A partir de la 
onnaissan
e de h(t), déduire l'expression de la fon
tion de transfert en z équi-

valente H(z).

2. Monter qu'elle peut s'exprimer selon les puissan
es de z1 sous la forme :

H(z) =
z−1

2− 2z−1 + z−2
(19.11)

3. A partir de l'Eq. (19.11), trouver l'équation aux di�éren
es (équation de ré
urren
e) qui régit

le �ltre numérique.

4. En déduire le s
héma du 
ir
uit numérique réalisant 
e �ltre à l'aide d'additionneurs, de retards

purs, d'ampli�
ateurs et
.

5. En prenant en entrée une impulsion unitaire (suite d'é
hantillons : x(0) = 1 et x(1) = x(2) =
... = x(n)... = 0), 
al
uler la sortie du �ltre y(n), ∀n ∈ [0, 12].

6. Tra
er 
ette réponse y(n) et la 
omparer à l'allure de la réponse impulsionnelle du �ltre analo-

gique h(t). Con
lure.
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19.3 Sujet MATHa 2007

19.3.1 Trigonométrie

1. Résoudre :

cos2x− cos 4x = sinx

NB : on pourra utiliser la formule trigonométrique de : cos a− cos b.

2. En appliquant la formule de Moivre, exprimer cos 4θ en fon
tion de cos θ.

3. Montrer que :

cos (4 arctan x) =
1− 6x2 + x4

(1 + x2)2

NB : On pourra poser θ = arctanx et utiliser le résultat du 2).

19.3.2 Nombre Complexe

1. Soit le nombre 
omplexe

Z =
ix

1 + ix
où x est un réel positif.

Exprimer le module et l'argument de Z, ainsi que ses parties réelle Re(z) et imaginaire Im(z).

A.N : Cal
uler module et argument de Z pour x = 1.

2. Soit la fon
tion 
omplexe

Z(x) = A+ iBx+
1

iCx
où A,B,C sont des 
onstantes positives et x une variable réelle positive.

Exprimer le module de Z(x).

Re
her
her son extremum en fon
tion de x : pour 
ela, déterminer la valeur de la variable x0
qui annule la dérivée

dZ
dx = 0. S'agit-il d'un minimum ou d'un maximum?

3. Soit z ∈ C. Montrer que

1 + z

1− z
est imaginaire pur si et seulement si le module de z est égal à 1.

19.3.3 Dérivation

1. Cal
uler la dérivée de :

f(x) = (x2 + 1)
√

x3 − 1

2. Idem pour :

g(x) =
(x− 1)3

x1/2

3. Cal
uler la dérivée de :

f(x) =
1

3
tan3 x− tanx+ x

4. Idem pour :

g(x) = sinx− 1

3
sin3 x

5. Montrer par ré
urren
e que la dérivée nième de

f(x) = ex cosα cos(x sinα)

(où α est une 
onstante réelle) vaut :

f (n)(x) = ex cosα cos(x sinα+ nα)

6. Etablir par ré
urren
e la dérivée nième de : f(x) = ln(1 + x)

7. Etablir par ré
urren
e la dérivée nième de :

g(x) =
1

x
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19.3.4 Intégration

1. Soit la fon
tion périodique de période T :

f(t) = A sin(
2π

T
t).

Cal
uler l'intégrale :

I =
1

T

T∫

0

f2(t)dt

2. Cal
uler, par 
hangement de variable, la primitive :

F (x) =

∫
sinx

cos2 x
dx

3. Idem pour :

∫
cos2 x2
x+ sinx

dx

4. Cal
uler, par intégration par parties :

∫

x sinxdx

19.3.5 Equation di�érentielle

1. Résoudre :

y′′ + 3y′ + 2y = 5x+ 1

où y = y(x) est une fon
tion de la variable réelle x.

2. On 
onsidère la relation :

x2y′′ − 1

2
xy′ − y = 0

où y est une fon
tion de la variable x, et y′ et y′′ sont ses dérivées première et se
onde.

Trouver toutes les fon
tions de la forme y = xα, véri�ant 
ette relation pour x > 0.

Idem pour la relation :

x2y′′ − xy′ + y = x2

3. Résoudre :

y′ + 2y = 5 sin(3x)

ave
 la 
ondition initiale y(0) = 1.

19.4 Sujet MATHd 2008

19.4.1 Transformée de Lapla
e

EDL du se
ond ordre

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 13.2.

Cal
uls de transformées

Traiter l'exer
i
e 2 de la se
tion 13.1.

Transformée inverse : Cal
ul de l'original

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 13.3.
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19.4.2 Dé
omposition en série de Fourier

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 15.4.

19.4.3 Transformée de Fourier : Modulation d'amplitude et analyse spe
trale

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 16.2.

19.5 Sujet MATHd 2011

19.5.1 Développement en série de Fourier

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 19.8.1.1

19.5.2 Cal
ul de transformées de Lapla
e

Déterminer les transformées de Lapla
e des 4 fon
tions suivantes dé�nies pour t ≥ 0 :

1. f1(t) = sin(3t) cos(2t)

2. f2(t) = t2 sin(ωt)

3. f3(t) = (sin t− cos t)2

4. f4(t) =

{
0 pour 0 ≤ t < 2
(t− 2)3 pour t ≥ 2

NB. On expli
itera pour 
haque 
as les règles opératoires et les transformées usuelles utilisées.

19.5.3 Cal
ul d'un original

Déterminer l'original g(t) de la tranformée de Lapla
e suivante :

G(p) =
Ap+ a

(p+ a)2 + b2

où A, a et b sont trois 
onstantes réelles.

19.5.4 Equation di�érentielle

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 19.7.3.

19.5.5 Etude d'une fon
tion périodique

Soit la fon
tion périodique et 
ausale f(t) dé�nie graphiquement Fig. 19.2.

Figure 19.2 � Fon
tion périodique f(t).

1. Que vaut sa période T ?

2. Soit m(t) le motif de base 
orrespondant à la première période, 
'est-à-dire que m(t) = f(t)
pour 0 ≤ t ≤ T et m(t) = 0 partout ailleurs. Dessiner m(t).
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3. A l'aide de la fon
tion é
helon unité de Heaviside H(t), exprimer m(t) 
omme une somme de

fon
tions linéaires dé�nies par mor
eaux et dé
alées temporellement, 
'est-à-dire sous la forme :

m(t) =

T∑

n=0

(ant+ bn)H(t− n)

où an et bn sont des 
oe�
ients 
onstants à déterminer.

4. Déduire de l'expression 
i-dessus la transformée de Lapla
e M(p) de m(t).

5. Sa
hant qu'on peut exprimer f(t) à partir de m(t) sous la forme :

f(t) =
∞∑

k=0

m(t− kT )

en déduire une expression de la transformée de Lapla
e F (p) de f(t).

6. En utilisant les notions sur la 
onvergen
e des séries géométriques, en déduire qu'on peut ex-

primer F (p) sous la forme simpli�ée :

F (p) =
M(p)

1− e−4p

7. Pour �nir, 
al
uler le DSF de la fon
tion pérodique f(t) dé�nie 
i-dessus (Fig. 19.2), en suppo-

sant i
i que la fon
tion n'est pas nulle pour t < 0, mais toujours périodique. Commentaires ?

19.5.6 Transformée de Fourier

Soit un signal sinusoïdal e(t) = A cos(2πν1t) en entrée d'un �ltre passe-bas du premier ordre de

réponse implusionnelle h(t) = 1
τ exp(−t/τ)H(t) où τ = 1s est la 
onstante de temps et où H(t)

représente l'é
helon unité de Heaviside.

1. Donner la transformée de Fourier H(ν) de la réponse impulsionnelle.

2. Exprimer H(ν), qui est une grandeur 
omplexe, sous la forme module et argument, en adoptant

la notation simpli�
atri
e ν0 = 1/(2πτ).

3. Cal
uler la transformée de Fourier S(ν) de la sortie s(t) du �ltre (Fig. 19.3), sa
hant que la

théorie des systèmes stipule que la sortie temporelle est donnée par le produit de 
onvolution

de l'entrée par la réponse impulsionnelle : s(t) = e(t) ∗ h(t).
4. Si le signal en entrée a pour fréquen
e ν1 = 50Hz et amplitude A = 1, que vaudra l'amplitude

du signal de sortie ?

Figure 19.3 � Filtre.

19.6 Sujet MATHd 2012

19.6.1 Dé
omposition en séries de Fourier

Traiter les 5 premières questions de l'exer
i
e de la se
tion 18.4 pour déterminer la valeur de la

somme :

S4 =

∞∑

k=0

1

(2k + 1)4
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19.6.2 Résolution d'équation di�érentielle par TL

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 13.9.

19.6.3 Transformée de Lapla
e : on traitera un des 2 �ltres au 
hoix

19.6.3.1 Filtre 1

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 14.3.

19.6.3.2 Filtre 2

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 19.1.1.

19.6.4 Transformée de Fourier

Traiter l'exer
i
e de la se
tion 19.1.2.

19.7 Sujet MATH5 2014

19.7.1 Série Entière

On 
onsidère la série entière (un)n∈N de terme général un = (n+1)xn, où x est une variable réelle.

1. En utilisant le 
ritère de d'Alembert, que 
on
lure sur la 
onvergen
e de 
ette série ?

2. Quel est son rayon de 
onvergen
e R ?

3. Démontrer que 
ette série a pour somme :

S =

∞∑

n=0

un =
1

(1− x)2

Idée [21℄ : on pourra développer la somme des N premiers termes de la série, et trouver un lien

ave
 la somme partielle d'une série géométrique de raison x, dont on 
onnaît les propriétés.

19.7.2 Dé
omposition en Série de Fourier

On 
onsidère la fon
tion impaire f(t) de période 2L dé�nie sur sa demi-période [0, L] par :

f(t) = A pour 0 < t < L/2 (19.12)

f(t) = 0 pour L/2 < t < L (19.13)

1. Tra
er la fon
tion f(t) sur une période 
omplète [−L,+L] (A étant une 
onstante positive).

2. Cal
uler les 
oe�
ients de Fourier de 
ette fon
tion [21℄.

3. Exprimer alors la fon
tion f(t) par son DSF sous forme synthétique (f(t) =
∞∑

n=1
...), puis sous

forme développée en expli
itant les 7 premiers termes.

4. Représenter graphiquement les fréquen
es présentes dans 
e signal, et leur amplitude. Interpré-

ter.

19.7.3 Transformée de Lapla
e : résolution d'équation di�érentielle

Résoudre, par transformation de Lapla
e, l'équation di�érentielle (ED) suivante [2℄, portant sur la

fon
tion y(t) 
ausale :

y′′(t)− y′(t)− 2y(t) = tet

sous les 
onditions initiales (CI) : y(0) = 1 et y′(0) = 0.
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1. On notera Y (p) la transformée de Lapla
e de y(t). On montrera que Y (p) est une fra
tion

rationnelle qu'on exprimera. On véri�era qu'elle se dé
ompose en éléments simples sous la

forme :

Y (p) =
A

(p− 1)2
+

B

p− 1
+

C

p+ 1
+

D

p− 2

où A = −1/2 ; B = −1/4 ; C = 7/12 et D = 2/3.

2. On en déduira la solution y(t). Véri�er que la fon
tion obtenue est bien solution de (ED).

19.7.4 Transformée de Fourier : signal triangle

On 
onsidère la fon
tion f(t) dé�nie par (A et T étant 2 
onstantes positives) :

f(t) =
A

T
t+A pour −T < t < 0 (19.14)

f(t) = −A
T
t+A pour 0 < t < T (19.15)

1. Tra
er la fon
tion f(t) sur tout l'axe réel. NB : f(t) = 0 hors de l'intervalle [−T ;T ]
2. Cal
uler sa transformée de Fourier F (ν). Tra
er l'allure de F (ν) en fon
tion de la fréquen
e ν.

19.8 Sujet MATH5 2015

19.8.1 Re
onstitution d'un signal é
hantillonné

19.8.1.1 Développement en série de Fourier (DSF)

Soit la fon
tion s(t) de la Fig. 19.4, représentative d'un signal éle
trique sinusoïdal redressé en

simple alternan
e, d'amplitude 
rête A et de période T = 2π/ω0.

Figure 19.4 � Signal s(t) obtenu par redressement simple alternan
e d'une sinusoïde.

1. Démontrer par le 
al
ul que le DSF de la fon
tion s(t) vaut :

s(t) = A

[

1

π
+

1

2
sinω0t−

2

π

+∞∑

n=1

cos (2nω0t)

4n2 − 1

]

NB : pour le 
al
ul des 
oe�
ients ak et bk, utiliser les formules de trigonométrie.

Et attention au 
al
ul parti
ulier de bk pour k = 1 !

2. Pré
iser quels sont les harmoniques présents et 
omment dé
roît leur amplitude par rapport à


elle du fondamental.

Dessiner sommairement les raies spe
trales du signal (amplitude des harmoniques en fon
tion

de la pulsation).
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19.8.1.2 Transformée de Fourier TF et TFD

3. Cal
uler la transformée de Fourier S(ν) de s(t).

NB : pour 
ela, on notera ω0 = 2πν0 et on utilisera la linéarité de la TF.

4. Représenter graphiquement |S(ν)|, spe
tre de s(t). NB : prendre A = 2 et π ≈ 3 pour le tra
é.

5. On é
hantillonne s(t) à la fréquen
e d'é
hantillonnage Fe. On note v(t) 
e signal é
hantillonné ;
on rappelle qu'il s'obtient en multipliant le signal par un peigne de Dira
 p(t) de période Te :

v(t) = s(t).p(t) = s(t)

+∞∑

n=−∞
δ(t− nTe)

Exprimer V (ν), transformée de Fourier du signal é
hantillonné v(t).

6. Représenter graphiquement l'allure de |V (ν)| , spe
tre de v(t).
7. Peut-on proposer a priori une valeur 
orre
te pour Fe ? Justi�er la réponse.

8. En première approximation, on suppose que le spe
tre de s(t) est borné. Pour 
ela, on néglige

les harmoniques véhi
ulant une énergie inférieure à 1/100eme de 
elle du fondamental.

Rappeler les dé�nitions générales de la valeur e�
a
e d'un signal et de son énergie.

Traduire alors la 
ondition d'énergie négligeable en terme de valeurs e�
a
es des harmoniques.

9. Quel est le premier harmonique que l'on peut négliger ?

Quelle est don
 l'amplitude de l'erreur tolérée sur s(t), erreur due à 
e seul harmonique ?

10. Le signal approximé à spe
tre borné est noté sb(t).

Exprimer et représenter graphiquement Sb(ν) et Vb(ν), spe
tres respe
tifs de sb(t) analogique
et de sb(t) é
hantillonné.

11. On �ltre s(t) pour être sûr d'obtenir un spe
tre borné grâ
e à un �ltre passe-bas. Quelle est

la 
ondition sur Fe pour que le signal analogique sb(t) soit re
onstituable (sans phénomène de

repliement de spe
tre) ?

12. On veut utiliser le �ltre passe-bas de la Fig. 19.5 pour la re
onstitution du signal.

Figure 19.5 � Filtre passe-bas : 
ourbe de gain en dB (pulsation de 
oupure ωc = 2πνc).

Quelles sont les fréquen
es Fe et νc (
oupure du �ltre) les plus basses que l'on pourra utiliser ?

19.8.2 TL : 
ir
uit RL série ex
ité par une rampe

Le 
ir
uit de la Fig. 19.6 est régi par l'équation :

e(t) = Ri(t) + L
di

dt
(19.16)

où e(t) est la tension d'ex
itation du 
ir
uit et i(t) le 
ourant. On suppose la 
ondition initiale

nulle : i(0) = 0. On veut 
al
uler et tra
er i(t) (pour t ≥ 0) quand e(t) = t.H(t) est une rampe

de pente α = 1 (où H(t) représente l'é
helon unité de Heaviside).
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Figure 19.6 � Cir
uit RL série

13. En utilisant les TL, exprimer I(p) en fon
tion de E(p).

14. Que vaut E(p) ?

15. Montrer que l'on peut dé
omposer I(p) 
omme suit :

I(p) =
A

p
+
B

p2
+

C

R+ Lp

ave
 : A = −L/R2
, B = 1/R et C = (L/R)2.

16. En déduire l'expression de la fon
tion i(t).

17. A.N. : on prend R = 2kΩ, L = 100µH. Que vaut la 
onstante de temps τ du 
ir
uit ?

18. Tra
er sommairement les graphes de e(t) et i(t) en fon
tion du temps.

19.9 Sujet MATH5 2016

19.9.1 Développement en Séries de Fourier (DSF)

On veut 
al
uler le DSF d'un signal sinusoïdal mono-alternan
e, dont on n'a 
onservé que les

alternan
es négatives (Fig. 19.7).
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Figure 19.7 � Alternan
es négatives d'une sinusoïde.

1. Pré
iser la valeur de la période T0, de la fréquen
e fondamentale f0, de la pulsation fondamentale

ω0 et de l'amplitude 
rête A0 de 
e signal.

2. Donner les équations dé�nissant le signal sur une période.

3. Cal
uler sa 
omposante 
ontinue a0.

4. Cal
uler le premier 
oe�
ient a1 du DSF (
as parti
ulier pour k = 1).

5. Déterminer la valeur des autres 
oe�
ients ak des termes en 
osinus (pour k > 1).

NB : On distinguera bien les termes pairs (pour k = 2n) des termes impairs (pour k = 2n+1).

6. Cal
uler le 
oe�
ient b1 du DSF (
as parti
ulier pour k = 1).
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7. Montrer que tous les autres 
oe�
ients bk des termes en sinus (pour k > 1) valent zéro.

8. En déduire l'expression littérale du DSF 
omplet du signal.

9. Faire une représentation graphique sommaire du DSF (amplitudes des diverses 
omposantes

sinusoïdales en fon
tion des pulsations).

10. Commenter 
e spe
tre et 
on
lure (on pourra 
omparer au 
as 
onnu du redressement positif).

19.9.2 Appli
ation de la Transformée de Lapla
e (TL)

Un 
ir
uit RL série est un système régi par une équation di�érentielle linéaire du 1er ordre :

u(t) = R i(t) + L
di

dt
(19.17)

où u(t) est la tension appliquée en entrée du 
ir
uit et i(t) le 
ourant 
ir
ulant dans le 
ir
uit,

onsidéré i
i 
omme étant la sortie du système.

On suppose la 
ondition initiale nulle : i(0) = 0.

On note I(p) et U(p) les TL respe
tives de i(t) et de u(t).

En appliquant la transformation de Lapla
e à l'équation di�érentielle, 
al
uler la réponse i(t)
dans les 2 
as suivants :

11. Quand la tension entrée u(t) est un é
helon d'amplitude A :

u(t) = A.H(t), où H(t) représente l'é
helon unité de Heaviside.

12. Quand la tension d'entrée u(t) est une rampe 
ausale de pente α :

u(t) = α t pour t ≥ 0 (et u(t) = 0 pour t < 0).

13. A.N. : on prend R = 2kΩ, L = 100µH.

Tra
er les réponses temporelles dans les 2 
as (graphes de i(t) en fon
tion du temps).

14. Commenter les 
ourbes obtenues, en 
omparant l'allure de i(t) ave
 
elle de u(t).

19.9.3 Cal
ul d'une Transformée de Fourier (TF)

Soit f(t) la fon
tion dé�nie graphiquement par la Fig. 19.8.
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Figure 19.8 � Fon
tion exponentielle dé
roissante retardée.

Elle 
orrespond à une fon
tion exponentielle dé
roissante de type e−t/τ , ave
 une 
onstante de
temps τ = 2 et démarrant en retard à l'instant t0 = 1 (elle est nulle pour t < t0).
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15. E
rire l'équation de dé�nition de f(t).

NB : On utilisera la notation de l'é
helon unité de Heaviside qui permet de traduire la nullité

d'une fon
tion avant son instant de démarrage.

16. En utilisant le tableau des TF des fon
tions usuelles, et en appliquant 2 des propriétés de la TF

(la règle du 
hangement d'é
helle et la règle du retard temporel), déterminer l'expression de la

transformée de Fourier F (ν) de f(t).

17. Exprimer le module |F (ν)| et le représenter graphiquement (fréquen
e ν en abs
isse, module en

ordonnée).

18. Exprimer l'argument Arg[F (ν)] et représenter graphiquement la 
ourbe de phase 
orrespon-

dante. Con
lure.

19.10 Sujet MATH5 2017

19.10.1 Séries de Fourier : Etude de pompe à pistons

Les 
onstru
teurs de pompes (
f. Fig. 19.9, extraite de [22℄) a�rment que �le débit est plus régulier

si le nombre p de pistons est impair�. On se propose de véri�er 
ette a�rmation dans les 
as p = 3 et

p = 4.

Figure 19.9 � Exemples de pompes à piston

Soit f la fon
tion périodique de période 2π dé�nie par :

f(t) = sin(t) pour : 0 ≤ t < π (19.18)

f(t) = 0 pour : π ≤ t < 2π (19.19)

Etude du 
as p=3

Les débits élémentaires q1, q2 et q3 des trois 
ylindres sont donnés par les 3 fon
tions dé
alées entre
elles de 2π/3 :

q1(t) = f(t) q2(t) = f

(

t+
2π

3

)

q3(t) = f

(

t+
4π

3

)

Le débit global Q3 de la pompe est la somme des débits des pistons : Q3(t) = q1(t) + q2(t) + q3(t).

On démontre alors de manière triviale que :

� Q3 est périodique de période 2π/3, 
'est-à-dire que : Q3(t) = Q3(t+
2π
3 )

� pour t ∈
[
0; π3

]
: Q3(t) = sin(t+ π/3)

� pour t ∈ [π/3; 2π/3] : Q3(t) = sin(t)

1. Dessiner sommairement q1, q2 et q3 sur l'intervalle [−2π; 2π].
2. Pré
iser les valeurs de Q3(t) pour t = 0, t = π/3 et t = 2π/3.

3. Donner la représentation graphique de Q3 sur [−2π; 2π].
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Etude du 
as p=4

Dans 
e 
as, le débit de la pompe vaut : Q4(t) = f(t) + f(t+ π
2 ) + f(t+ π) + f(t+ 3π

2 ).

1. Montrer que Q4 a pour période π/2.

2. Montrer que pour t ∈ [0; π2 ] : Q4(t) =
√
2 sin(t+ π

4 ).

3. Pré
iser les valeurs de Q4(t) pour t = 0 et t = π/4.

4. Donner la représentation graphique de Q4 sur [−2π; 2π].

Etude du taux d'irrégularité du débit

Le taux d'irrégularité du débit est dé�ni par :

θp =
Qpmax−Qpmin

Qpmoy

1. Cal
uler le débit moyen d'un 
ylindre élémentaire, 
'est-à-dire la valeur moyenne de f sur [0; 2π].

2. En déduire le débit moyen Qpmoy de la pompe pour p = 3 et p = 4.

3. Déterminer également les valeurs mini et maxi de Q3 et Q4.

4. En utilisant les résultats pré
édents, 
al
uler θ3 et θ4. Véri�er que θ3 < θ4.

Etude du 
as p=4 à l'aide des séries de Fourier

1. Cal
uler les 
oe�
ients de Fourier de la fon
tion f(t).

NB : Pour le 
al
ul des intégrales, on utilisera les formules de linéarisation de trigonométrie


on
ernant sin a sin b et sin a cos b.

E
rire alors le D.S.F. de f(t).

2. En déduire les développements en série de Fourier des trois fon
tions dé
alées f(t+ π
2 ), f(t+π),

et f(t+ 3π
2 ).

3. En déduire que :

Q4(t) =
4

π
− 8

π

+∞∑

k=1

1

16k2 − 1
cos(4kt)

4. Tra
er sommairement le spe
tre de fréquen
es 
orrespondant et interpréter.

5. Question Bonus (+ 3points) : 
al
uler de même le D.S.F. de Q3(t). Comparer et 
on
lure.

19.10.2 Transformée de Lapla
e : Etude de 
uve de mélange

M. Lavinas, ÷nologue averti, spé
ialiste des vins du Jura, a dé
idé de faire lui-même ses assemblages

à partir des 
épages Chardonnay et Savagnin (qui donne le 
élèbre vin jaune). Pour 
ela, il a mis au

point dans la 
ave de sa ferme l'appareil s
hématisé Fig. 19.10 (extrait de [22℄).

Figure 19.10 � Mélangeur de 
uve
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� Le système est 
omposé de 2 ba
s 
ylindriques se vidant dans une même 
onduite. Le ba
 de

gau
he 
ontient le Savagnin, 
elui de droite le Chardonnay.

� Les signaux d'entrée sont les débits q1 et q2 et les signaux de sortie sont les niveaux n1 et n2

orrespondants.

� Il s'agit don
 d'un système ayant deux entrées et deux sorties.

Dans 
e problème, la modélisation mathématique du phénomène se traduit par le système di�érentiel

(S) :

n′1(t) = q1(t)− 2n1(t) + n2(t) (19.20)

n′2(t) = q2(t) + n1(t)− 2n2(t) (19.21)

où t est un réel positif ou nul, représentant la variable temps.

Partie A

Dans 
ette première partie, on suppose : n1(0
+) = 0 ; n2(0

+) = 0.

1. Démontrer en appliquant la transformation de Lapla
e au système (S) que l'on a :

N1(p) =
(p+ 2)Q1(p) +Q2(p)

(p+ 1)(p + 3)
(19.22)

N2(p) =
Q1(p) + (p+ 2)Q2(p)

(p+ 1)(p + 3)
(19.23)

où N1(p) ; N2(p) ; Q1(p) ; Q2(p) sont les transformées de Lapla
e respe
tives de n1(t) ; n2(t) ;
q1(t) ; q2(t).

2. Cal
uler n1(t) et n2(t) dans le 
as où q1(t) = q2(t) = H(t), é
helon unité de Heaviside.

3. Représenter graphiquement la réponse n1(t) sans étudier la fon
tion.

4. Cal
uler n1(t) et n2(t) dans le 
as où q1(t) = 0 et q2(t) = H(t).

Partie B

Dans 
ette partie, le signal d'entrée q1(t) est l'impulsion unité δ(t) et le signal d'entrée q2(t) est la
fon
tion nulle. Dans 
es 
onditions, le phénomène est régi par le système di�érentiel :

n′1(t) + 2n1(t)− n2(t) = 0 (19.24)

n′2(t)− n1(t) + 2n2(t) = 0 (19.25)

ave
 : n1(0
+) = 1 ; n2(0

+) = 0 (19.26)

1. Appliquer la transformation de Lapla
e au système donné 
i-dessus et déterminer N1(p) et

N2(p).

2. Déterminer les fon
tions n1(t) et n2(t) solutions de 
e système.

3. Etudier pour �nir les fon
tions dé�nies sur [0;+∞[ par :

f1 : t → f1(t) = e−t + e−3t
(19.27)

f2 : t → f2(t) = e−t − e−3t
(19.28)

On 
al
ulera évidemment limites et dérivées de 
es 2 fon
tions et on tra
era sommairement

l'allure des 2 
ourbes.

On déterminera notamment la valeur exa
te du maximum de la fon
tion f2 et on pré
isera la

position relative des deux 
ourbes lorsque t→ +∞.

4. Expliquer le lien de l'étude des fon
tions f1 et f2 ave
 la question 2 pré
édente.
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19.11 Sujet MATH5 2018

19.11.1 Transformée de Fourier d'une sinusoïde amortie exponentiellement

Soit la fon
tion du temps t, 
ausale (nulle pour t < 0), dé�nie par :

f(t) = exp(−at) cos(ωt)H(t)

où H(t) représente l'é
helon unité de Heaviside, et où a et ω sont des paramètres réels positifs.

On pourra poser ω = 2πν0, où ν0 dénote la fréquen
e de la sinusoïde.

1. Dessiner l'allure du graphe temporel de la fon
tion f(t).

2. A l'aide des tables de transformées, 
al
uler sa transformée de Fourier F (ν).

A.N. : a = 0.2 ; ω = 1 ; t ∈ [0; 20].

19.11.2 Développement en Série de Fourier

1. Soit la fon
tion périodique de période T dé�nie par :

f(t) = A sin

(
2π

T
t

)

pour t ∈ [−T
2
; 0] (19.29)

f(t) = 0 pour t ∈ [0;
T

2
] (19.30)

Cal
uler son développement en série de Fourier (DSF).

On pourra adopter la notation : ω0 =
2π
T pour alléger l'é
riture.

2. Représenter su

in
tement son spe
tre fréquentiel (amplitude des raies en fon
tion des pulsa-

tions).

A.N. : A = 2 ; T = 2π.

19.11.3 Transformée de Lapla
e (TL)

1. Soit un système régi par l'équation di�érentielle :

a
ds(t)

dt
+ s(t) = e(t) (19.31)

où e(t) est l'entrée du système et s(t) la sortie ; a est un paramètre réel positif.

On suppose les 
onditions initiales nulles.

On note S(p) et E(p) les TL respe
tives de s(t) et e(t).

Exprimer S(p) en fon
tion de E(p) et du paramètre a.

2. En déduire la réponse s(t) quand l'entrée e(t) est une rampe 
ausale de pente b > 0 :

e(t) = b× t pour t ≥ 0 (19.32)

e(t) = 0 pour t < 0. (19.33)

3. Tra
er sur un même graphe en fon
tion du temps t, l'allure de la sortie s(t) et de l'entrée e(t).

A.N. : a = 1 ; b = 2.



Chapitre 20

TRAVAUX PRATIQUES

20.1 Prérequis et Obje
tifs

� Prérequis : 
ours de math en analyse, algèbre, statistique, TL,TF,TZ

� Obje
tif : maîtriser l'usage de Matlab pour le traitement de signal appliqué à l'éle
tronique et

l'automatique

� Organisation : 6 TP de 1h30 en bin�me

� Evaluation : 1 
ompte-rendu �nal rédigé par le bin�me 
ontenant tous listings, résultats et

�gures utiles, ainsi que l'interprétation des résultats (traitement de texte obligatoire).

20.2 Introdu
tion à Matlab

20.2.1 Prin
ipales 
ara
téristiques

Matlab est un environnement logi
iel de 
al
ul et visualisation s
ienti�que :

� Matlab (pour Matrix Laboratory) repose sur un langage interprété.

� La programmation est aisée 
ar la syntaxe du langage est pro
he de l'é
riture mathématique.

� La donnée de base est la matri
e ou tableau (ve
teur ou s
alaire étant des 
as parti
uliers).

� La dimension des données n'a pas besoin d'être spé
i�ée (ni leur type).

� L'intera
tivité de Matlab permet de programmer et simuler plus vite qu'en C ou Fortran.

� Matlab est 
ouramment utilisé dans la re
her
he et l'industrie.

� Les in
onvénients éventuels sont la lenteur d'exé
ution et le 
oût en mémoire.

Matlab est fourni ave
 des Toolboxes (boîtes à outils) dédiées à des appli
ations spé
i�ques :

� Ce sont des bibliothèques de fon
tions (�
hiers ASCII d'extension .M)

� Symboli
 Math : 
al
ul symbolique (intégrale, équation di�érentielle)

� Signal Pro
essing : traitement de signal (�ltrage, analyse spe
trale)

� System Identi�
ation et Control System : automatique (identi�
ation, 
orre
teur)

� Image Pro
essing : traitement d'image

Le système intera
tif MATLAB 
omporte 5 parties :

� Environnement de développement (fenêtres de 
ommandes)

� Bibliothèque de fon
tions mathématiques (algèbre, trigonométrie, transformées)

� Langage (
ontr�les de �ux, fon
tions, stru
tures)

� Commandes graphiques (visualisation 2-D et 3-D)

� API de 
ommuni
ation ave
 le C et le Fortran

20.2.2 Environnement de travail

20.2.2.1 Session MATLAB

� li
en
e PC sous Windows (jetons)

� double-
liquer sur l'î
one MATLAB pour lan
er une session

� fenêtre de 
ommande : pour saisir des variables, é
rire des instru
tions, lan
er des programmes

(après le prompt (�) de l'interpréteur Matlab), et voir des résultats en mode texte

121
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� fenêtre d'éditeur : pour é
rire des �
hiers .M

� fenêtre graphique (Figure) : pour visualiser des 
ourbes

� répertoire de travail par défaut : work (modi�able dans startup.m)

20.2.2.2 Contr�le de session

� CTRL C : interruption de programme

� exit/quit : �n de session

� ↑ : rappel de 
ommande pré
édente

� ! : redonner la main au système d'exploitation

� help <nom de fon
tion> : aide en ligne (très utile !)

� who/whos : liste des variables en mémoire

� 
lear : libération de la mémoire vive (très utile !)

� 
lose all : ferme toutes les �gures

� 
l
 : e�a
e la fenêtre de 
ommande.

� �
hier de démarrage (à 
on�gurer éventuellement) : <Matlab>\toolbox\lo
al\startup.m
path(path,'D:\MonRepertoir\MesPgmMatlab')


d D:\MonRepertoir\MesPgmMatlab

20.2.3 Langage de programmation

20.2.3.1 Prin
ipe de la syntaxe

MATLAB est un langage d'expression, i.e. interprété (pas de 
ompilation né
essaire). Il interprète

et évalue en ligne les instru
tions tapées au 
lavier.

Une instru
tion peut être :

� tapée dire
tement dans la fenêtre de 
ommande pour exé
ution en ligne.

� insérée dans un programme exé
utable (�
hier .M)

� insérée dans une fon
tion externe (�
hier .M)

Une instru
tion est 
onstituée de variables, nombres, opérateurs et fon
tions. Elle est de la forme :

variable=expression;

ou simplement :

expression;

Séparateurs :

� une instru
tion se termine par un point-virgule ( ;) sauf si l'on veut voir à l'é
ran tous les


al
uls intermédiaires auquel 
as on utilise à la pla
e le simple retour 
hariot (<RET>) ou la

virgule (,).

� % : séparateur qui annon
e un 
ommentaire dans un �
hier MATLAB.

20.2.3.2 Exemples d'instru
tions

� formation d'un ve
teur-ligne t 
ontenant des instants d'é
hantillonnage espa
és d'une période

Te :
t=0:Te:T; %ve
teur-temps é
hantillonné

� extra
tion des n premiers é
hantillons :

t(1:n);

� génération d'un ve
teur x 
ontenant les é
hantillons d'une sinusoïde :

x=A*sin(2*pi*f*t);

A, π, f étant des s
alaires, x ré
upère la dimension de t (au
une dé
laration de type ou de

dimension n'est né
essaire).

� transposition pour former le ve
teur 
olonne 
orrespondant :

y=x';

� formation d'une matri
e M de taille 3× 3 :
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M=[a11 a12 a13 ; a21 a22 a23 ; a31 a32 a33℄;

� extra
tion du premier 
oe�
ient de la matri
e :


oeff1=M(1,1);

20.2.3.3 Opérateurs et 
onstantes

+ - * / ^ '

.* ./ .^ .'

== ~= > < <= >=

pi i j Inf NaN

20.2.3.4 Contr�le de �ux de données

� for : répétition d'instu
tions un 
ertain nombre de fois. Syntaxe :

for variable=s
alaire1:s
alaire2

instru
tion;

end

� if : exé
ution 
onditionnelle d'instru
tions. Syntaxe :

if expression1

instru
tion1;

elseif expression2

instru
tion2;

end

où expression1 et 2 utilisent les tests d'égalité, di�éren
e ou inégalité.

� while : répétition d'instru
tions un nombre indé�ni de fois.

� Autres instru
tions 
onditionnelles 
lassiques : swit
h, 
ontinue, break

20.2.3.5 Création d'une fon
tion externe

L'instru
tion fun
tion sert à dé�nir une nouvelle fon
tion externe qui étend ainsi le vo
abulaire

de Matlab. Les instru
tions 
onstituant la fon
tion sont é
rites dans un �
hier d'extension .M et de

même nom que la fon
tion. La première ligne du �
hier 
ontient la dé�nition de la syntaxe de la

fon
tion. Par exemple dans un �
hier newfun.m, la 1ère ligne :

fun
tion [out1, out2℄ = newfun(in1)

dé�nit une nouvelle fon
tion appelée newfun qui 
al
ule à partir d'une matri
e d'entrée in1, deux

matri
es de sortie out1 et out2. L'appel à 
ette nouvelle fon
tion dans un autre programme se fait

par :

[z,y℄ = newfun(x);

20.2.4 Bibliothèque de fon
tions

20.2.4.1 Fon
tions graphiques

� axis : pour spé
i�er les limites des axes d'une �gure.

� �gure : ouvre une nouvelle fenêtre graphique (Figures No. 2, 3, et
...) qui devient la fenêtre

graphique 
ourante. On peut spé
i�er le numéro de la fenêtre : �gure(1).

� grid : ajoute un quadrillage en pointillé sur une �gure.

� hold on/o� : maintien ou non du tra
é pré
édent dans la fenêtre graphique (pour superposer

des 
ourbes).

� plot : tra
é de 
ourbes dans la fenêtre de visualisation. Syntaxe :

plot(x, y, 'type', x1,y1,'type1',...);
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où x est le ve
teur des abs
isses (fa
ultatif), y le ve
teur des ordonnées, 'type' le type ou la


ouleur du trait (fa
ultatif). On peut spé
i�er en option l'é
helle des axes, les légendes, la grille

de façon très souple.

� print : impression de la �gure sur l'imprimante :

print -ddeskjet ou -dlaserjet

impression de la �gure dans le presse-papier :

print -dmeta ou -dbitmap

impression de la �gure dans un �
hier Posts
ript :

print nom_fi
h -deps

� subplot(m,n,p) : division d'une Figure en m× n re
tangles et tra
é dans le p-ième re
tangle.

� title : ajoute un titre sur une �gure.

� xlabel, ylabel : ajoute une légende sur l'axe horizontal (resp. verti
al) d'une �gure.

� zoom on/o�/out : pour dilater une 
ourbe à l'aide des boutons de la souris.

20.2.4.2 Intera
tion utilisateur

� disp : a�
hage de texte ou matri
es dans la fenêtre de 
ommande. Intérêt : 
ommentaires à

l'exé
ution.

� e
ho on/o� : 
ontr�le l'a�
hage à l'é
ran des 
ommandes des �
hiers d'extension .M lors de

leur exé
ution. Intérêt : pour debugger ou pour un programme de démonstration.

� input : après l'a�
hage d'un message, attente d'une entrée au 
lavier ave
 retour 
hariot.

Syntaxe :

x = input('message','s');

où x ré
upère la valeur ou la 
haîne de 
ara
tères entrée au 
lavier. On rajoute 's' dans le 
as

où l'entrée au 
lavier est une 
haîne de 
ara
tères (string) et non une valeur numérique.

� isempty(x) : retourne 1 si l'élément est vide, 0 sinon. Utile pour spé
i�er une valeur par défaut

lors d'une entrée au 
lavier ave
 input.

� pause : arrêt temporaire de l'exé
ution jusqu'à la frappe d'une tou
he quel
onque au 
lavier.

Cela permet de s'arrêter pour voir à l'é
ran un graphique.

20.2.4.3 Intera
tion �
hiers externes

� Transfert matri
e <-> �
hier ASCII : load/save

� Entrée/sortie �
hier : fopen, f
lose, fread, fwrite, fseek, fprintf...

� A

ès image externe : imread, imwrite...

20.2.4.4 Manipulation de matri
es

� length(x) où x est un ve
teur : donne la dimension d'un ve
teur.

� [m n℄=size(A) : ré
upère les dimensions m et n d'une matri
e donnée A.

� min(x) : re
her
he du minimum du ve
teur x.

20.2.4.5 Fon
tions mathématiques

� abs : valeur absolue (resp. module) des éléments d'une matri
e réelle (resp. 
omplexe).

� log(x), log10(x) : logarithme népérien ou à base 10 des éléments de x.

� autres fon
tions de base : sqrt, exp ...

20.2.4.6 Signaux de base

� randn : génère un bruit aléatoire normal de moyenne nulle et de varian
e 1. Syntaxe :

randn(size(A))

pour avoir un ve
teur de nombres aléatoires de même taille que A.

� y=sin(x) : fon
tion sinus (qui opère élément par élément dans le 
as d'une matri
e) où x est

un s
alaire, un ve
teur ou une matri
e. y re
upère la même dimension que x.
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� square(t,duty) : génère un signal 
arré de rapport 
y
lique variable (fait partie du toolbox

Signal Pro
essing) où t est le ve
teur-temps et duty le rapport 
y
lique exprimé en % de la

période où le signal est positif (par défaut : duty = 50 %).
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20.3 TP - Séan
e d'Initiation

20.3.1 Manipulation de matri
es

1. Former une matri
e 3× 3 et 
al
uler :

� matri
e transposée

� extra
tion d'une ligne, d'une 
olonne

� sommation d'une ligne, d'une 
olonne

� matri
e diagonale ; matri
es triangulaires supérieure et inférieure

� matri
e inverse (véri�er le résultat !)

� produit de matri
e et de tableaux (NB : di�éren
e entre * et .* !)

� déterminant, valeurs propres et ve
teurs propres

2. Résoudre le système suivant par inversion de la matri
e :







2x+ 3y + 2z = 9
x+ 2y − 3z = 14
3x+ 4y + z = 16

(20.1)

Fon
tions utiles : sum, diag, tril, triu, inv, det, eig ...

Obje
tifs : savoir générer et manipuler une matri
e, rappel sur la transposition et l'inversion.

20.3.2 Manipulation de polyn�mes

Un polyn�me est représenté par un ve
teur ligne 
ontenant les 
oe�
ients dans l'ordre des puis-

san
es dé
roissantes. Par exemple le polyn�me P (x) = x4 + 3.5x3 − 3.9x2 + 8x− 20 s'é
rit :

p=[1 3.5 -3.9 8 -20℄;

1. 
al
uler les ra
ines du polyn�me : P1(x) = x5 − 6x4 + 12x3 − 8x2.

2. re
onstruire un polyn�me P2(x) à partir de ses ra
ines : 0; 0; 1; 1; 1.

3. tra
er le polyn�me P1(x) dans l'intervalle [−1; 3].
Fon
tions utiles : roots, poly, plot

Oje
tifs : savoir représenter un polyn�me et 
al
uler ses ra
ines.

20.3.3 Représentation graphique d'un signal temporel

On veut générer un signal sinusoïdal de fréquen
e f = 10Hz, d'amplitue A = 3, de durée T = 2s
et é
hantilloné à Fe = 5kHz.

1. é
rire une fon
tion sinus(Fe,T,f,A) qui retourne deux ve
teurs : le signal é
hantillonné et les

instants d'é
hantillonnage.

2. tra
er le signal en fon
tion du temps

3. ajouter une légende aux axes et un titre

4. imprimer la �gure

5. sauvegarder la �gure dans un �
hier (pour insérer dans un do
ument)

6. sauvegarder les données (pour 
ommuniquer ave
 un programme externe)

7. ajouter au signal une 
omposante 
ontinue : V0 = 5

8. tra
er l'histogramme ;

9. 
al
uler la moyenne et la varian
e ; interprétation ?

10. idem en ajoutant un bruit aléatoire.

Fon
tions utiles : sin, rand, randn, var, mean, hist, fun
tion, save, print, plot, stairs,

stem, bar, subplot, hold, �gure

Oje
tifs : savoir générer et analyser un signal dis
ret, tra
er une 
ourbe, 
réer une fon
tion.
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20.3.4 Visualisation 3-D et A�
hage d'Image

1. Formation d'une matri
e faite de zéros ou de uns : 
onstruire une matri
e de taille 32 × 32

ontenant une zone 
arrée de �1� entourée de zéros.

2. Représentation des données en 3-D : visualiser la matri
e en 3-D.

3. A�
hage d'une image : le répertoire de travail 
ontient une image au format BMP. Programmer

la le
ture et l'a�
hage de 
ette image sous Matlab. Le programme doit permettre à l'utilisateur

de saisir au 
lavier le nom du �
hier.

Fon
tions utiles : zeros, ones, mesh, surf, imread, image, 
olormap, input, isempty

Oje
tifs : savoir présenter des données en 3-D, savoir a�
her une image, gérer l'intera
tion ave


l'utilisateur (entrée au 
lavier).

20.3.5 Programmation et A�
hage du DSF d'une fon
tion au 
hoix

1. Choisir un des DSF de la liste fournie dans le Tableau 4.1 de la se
tion 4.11 et é
rire un

programme ave
 Matlab ou S
ilab qui permet de 
al
uler 
e développement jusqu'à un ordre

N = 10.

2. A�
her graphiquement le signal obtenu (
omparer à la Fig. 4.3).

3. Faire varier N et 
ommenter le résultat.



128 F.LUTHON,2019

20.4 TP - Equations di�érentielles

20.4.1 Toolbox Symboli
 Math

Cette boîte à outils dédiée au 
al
ul symbolique est basée sur le noyau Maple. Etant donné une

fon
tion f(x) de la variable symbolique x, elle permet entre autres de :

� 
al
uler en fon
tion de x les dérivée, intégrale, limite, développement en série de Taylor : fon
-

tions di�, int, limit, taylor,

� résoudre des équations di�érentielles ou algébriques : fon
tions solve, dsolve (
f. démo. syme-

qndemo),

� 
al
uler les transformées usuelles (Lapla
e, Fourier, Z) : fon
tions lapla
e, ilapla
e, fourier,

ifourier, ztrans, iztrans.

20.4.2 ED Linéaire du 1er ordre

1. Résoudre l'équation éle
trique suivante (pour t > 0) :

ve(t) = R.i(t) + L.
di(t)

dt
(20.2)

ave
 la 
ondition initiale : i(0) = 0

2. Appli
ation numérique : R = 2kΩ , L = 100µH. Cal
uler la 
onstante de temps τ .

3. Tra
er i(t) quand ve(t) est un é
helon unitaire puis une rampe.

20.4.3 ED Linéaire du 2e ordre

1. Résoudre l'équation di�érentielle ave
 
onditions initiales nulles :

d2u

dt2
+ 2

du

dt
+ 2u(t) = sin(t) (20.3)

2. Tra
er la fon
tion solution u(t) pour t ≥ 0.

20.4.4 Cir
uit RLC parallèle

Un 
ir
uit RLC parallèle est régi par l'équation suivante (t > 0) ave
 
onditions initiales :

d2e(t)

dt2
+

1

RC

de(t)

dt
+

1

LC
e(t) =

1

C

di(t)

dt
(20.4)

e(0) = 0 et

de

dt
(0) =

I0
C

(20.5)

1. Cal
uler e(t) pour i(t) = I0 cos(ωt) où ω = 2πf

2. A.N. : R = 12kΩ , L = 10mH, C = 10nF , f = 1kHz, I0 = 3mA. Tra
er e(t) et 
omparer à

i(t).

Fon
tions utiles : syms, dsolve, simplify, simple, subs, ezplot, di�

Oje
tifs : savoir résoudre une équation di�érentielle linéaire à 
oe�
ients 
onstants et tra
er la

fon
tion solution. Savoir interpréter les résultats fournis par Matlab.
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20.5 TP - Transformée de Lapla
e

20.5.1 Dé�nition

Soit f(t) une fon
tion de la variable réelle t (f(t) = 0 pour t < 0). On lui fait 
orrespondre une

fon
tion F (s) de la variable symbolique s :

F (s) =

∞∫

0

e−stf(t)dt (20.6)

F (s) est la transformée de Lapla
e de f(t). On note : F (s) ⊂ f(t). f(t) est l'original de F (s).
Cal
ul symbolique : un problème de détermination d'une fon
tion f(t) peut se traiter par la déter-

mination de F (s), souvent plus simple 
ar on se ramène à un problème algébrique.

20.5.2 Cal
uls de quelques TL usuelles

Cal
uler les transformées de Lapla
e des fon
tions suivantes :

1. f(t) = exp (at)

2. f(t) = coswt et f(t) = sinwt

3. f(t) = cosh(at) et f(t) = sinh(at)

4. f(t) = tn où n est un entier positif

5. f(t) = tn exp (−at)
6. f(t) = 1√

t
et f(t) =

√
t

20.5.3 Résolution d'équation di�érentielle linéaire

Résoudre à l'aide de la TL l'équation di�érentielle suivante :

d2y

dt2
+ 6

dy

dt
+ 13y = 4exp(−3t) sin(2t) (20.7)

ave
 pour 
onditions initiales : y(0) = 1 , y′(0) = 5.

1. Cal
uler la TL du se
ond membre.

2. Exprimer la TL Y (s) de la solution y(t).

3. En déduire la solution y(t) par transformée inverse.

Help :

lapla
e, ilapla
e, solve, simple, pretty, subs, syms

Oje
tifs : savoir résoudre une équation di�érentielle linéaire à 
oe�
ients 
onstants par transfor-

mation de Lapla
e.

Comprendre que 
ette méthode algébrise le problème.
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20.6 TP - Fon
tion de transfert

20.6.1 Rappels

Intérêt pour l'étude des systèmes linéaires stationnaires :

� simple produit algébrique en p au lieu du produit de 
onvolution en t
� p = jω = j2πf : diagramme de Bode (gain et phase)

Figure 20.1 � Système linéaire

20.6.2 Ampli�
ateur à Résistan
e Compensée

La Fig 20.2 montre trois variantes d'ampli�
ateur à résistan
e utilisé dans les 
haînes d'ampli�
ation

vidéo.

Figure 20.2 � S
hémas éle
triques

On pose : C = C1 + C2, ωc = 1/RC, ω0 = 1/
√
LC1, k = ω0/ωc, m = C2/C

1. Montrer que les fon
tions de transfert H(p) = Vs(p)/Ie(p) des trois 
ir
uits valent :

H1(p) =
R

RCp+ 1
H2(p) =

Lp+R

LCp2 +RCp+ 1

H3(p) =
R

RLC1C2p3 + LC1p2 +RCp+ 1

2. Tra
er les trois fon
tions de transfert (gain et phase) pour :

R = 1kΩ, C = 1µF , k = 1.5, m = 1/3 (NB notation : C1 = C pour le 
ir
uit 2).

3. Mesurer les fréquen
es de 
oupure, les pentes, les marges de phase.

4. Interpréter les 
ourbes.

Help : freqs, logspa
e, semilogx, abs, angle, unwrap, tf, bode, ltiview

Obje
tif : Comprendre la représentation des 
ourbes de Bode.

Savoir les interpréter et faire les mesures pertinentes.
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20.7 TP - Transformée de Fourier

20.7.1 Rappels

� Dé�nition :

TF [f(t)] = F (ν) =

∫ +∞

−∞
f(t) exp (−i2πνt)dt (20.8)

� N.B. En prenant f(t) 
ausale et p = iω = i2πν, alors on a : TF=TL

� Convolution : TF [f1(t) ∗ f2(t)] = F1(ν).F2(ν)
� Translation : TF [f(t− t0)] = exp (−i2πνt0)F (ν)
� Modulation : TF [exp (i2πν0t)f(t)] = F (ν − ν0)
� Peigne de Dira
 (Formule de Poisson) :

TF [
+∞∑

n=−∞
δ(t− n)] =

+∞∑

n=−∞
exp (−i2πνn) =

+∞∑

n=−∞
δ(ν − n) (20.9)

20.7.2 TF Continue : Fon
tions usuelles

1. Cal
uler la TF d'une gaussienne f(t) = exp (−t2). Interprétation.
2. Cal
uler la TF inverse d'un sinus 
ardinal F (ν) = 2π sinπν

πν . Interprétation.

3. Cal
uler les TF de f(t) = cos 2πf0t et f(t) = sin 2πf0t. Interprétation.

Help : fourier, ifourier

20.7.3 TF Dis
rète : Analyse spe
trale

La TFD est fréquemment utilisée pour l'analyse spe
trale des signaux numériques.

On fournit trois fon
tions : sinus, 
arre, spe
tre et un programme : tfd0.

Help : �t, abs, square, log10

Obje
tif : Comprendre la notion de spe
tre d'un signal. Savoir le 
al
uler et interpréter son tra
é

graphique.

20.7.3.1 Etude du théorème de Shannon

1. Générer le signal SIN1 ; 
al
uler son spe
tre é
hantillonné ave
 une fenêtre re
tangulaire (Porte)

de longueur 1024 points ; tra
er le spe
tre en dB sur [0;Fe/2].

2. Idem pour SIN2.

3. Comparer et interpréter par rapport à la théorie.

4. Tra
er le spe
tre é
hantillonné du signal CAR3. Cal
uler la dé
roissan
e des harmoniques.

Interpréter en se reportant à la dé
omposition en série de Fourier d'un signal 
arré.

5. idem pour les signaux CAR1 et CAR2. Interpréter.

20.7.3.2 In�uen
e de la tron
ature temporelle

Cal
uler la TFDT (obtenue par FFT ave
 zero-padding sur 1024 points qui donne une approxima-

tion �ne du spe
tre 
ontinu) du signal SIN1 pour une fenêtre temporelle Re
tangulaire de 128 points

puis 64 points.

Etudier le spe
tre de SOM1. Quels 
ommentaires peut-on faire à propos de la résolution fréquen-

tielle (
'est-à-dire la 
apa
ité à distinguer deux signaux de fréquen
es pro
hes) et de la résolution

dynamique (
'est-à-dire la 
apa
ité à distinguer deux signaux d'amplitudes très di�érentes) de la fe-

nêtre re
tangulaire ?
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20.7.3.3 Etude de l'é
rêtage

Le programme tfd0 permet d'étudier l'in�uen
e spe
trale de l'é
rêtage d'un signal en 
hoisissant

un seuil s.
Générer un signal sinusoïdal tel que : A = 1, f = 10Hz, T = 1s, Fe = 200Hz, s = 0.3. Interpréter

le spe
tre obtenu en 
omparant au spe
tre de la sinsuoïde pure.

20.7.4 Annexes

20.7.4.1 Signaux tests

Table 20.1 � Signaux tests

Nom Type de signal Durée Fe Fréq. 1 Amplitude 1 Fréq. 2 Amplitude 2

unité (s) (Hz) (Hz) (Hz)

SIN1 sinusoïdal 7 256 100 1 - -

SIN2 sinusoïdal 7 160 100 1 - -

CAR1 
arré 1 1408 128 1 - -

CAR2 
arré 1 1024 88 1 - -

CAR3 
arré 1 5000 100 1 - -

SOM1 somme 1 256 100 1 104 1

20.7.4.2 Fon
tions internes

� �t : 
al
ul de la transfomée de Fourier dis
rète (TFD) ave
 l'algorithme rapide de FFT (Fast

Fourier Transform) si le nombre de points est une puissan
e de 2. Sinon, le 
al
ul utilise un

algorithme plus lent de DFT (Dis
rete Fourier Transform). C'est pourquoi on a intérêt à 
hoisir

un nombre N de points qui est une puissan
e de 2. Syntaxe :

z=fft(x,N);

où x est le ve
teur 
ontenant les é
hantillons du signal, N le nombre de points sur lequel on veut


al
uler la FFT et z est le ve
teur de sortie (a priori 
omplexe) ré
upérant les é
hantillons de

la TFD. Signalons que N n'est pas né
essairement égal au nombre d'é
hantillons du signal. Si

N est supérieur au nombre d'é
hantillons de signal disponibles, le 
al
ul de la TFD se fait après

l'ajout automatique du nombre né
essaire d'é
hantillons nuls en queue de signal pour 
ompléter

les é
hantillons manquant et obtenir au total N points. Cet arti�
e de 
al
ul, qui s'appelle zero-

padding, est intéressant pour avoir un spe
tre dis
ret (TFD) (évidemment, puisqu'on travaille

sur ordinateur !) qui est une approximation très �ne du spe
tre 
ontinu (TFDT). Typiquement,

on prend N = 1024. Cela rajoute sur le spe
tre é
hantillonné d'origine des points intermédiaires

qui réalisent une interpolation en sinus 
ardinal (don
 exa
te) entre les points originels, au lieu de

l'interpolation linéaire (don
 fausse) faite par l'÷il. On améliore ainsi la visualisation du spe
tre,

mais 
ela n'ajoute évidemment pas d'information utile d'un point de vue mathématique.

� abs : 
al
ul de la valeur absolue (resp. du module) des éléments d'une matri
e réelle (resp.


omplexe). Par exemple, si l'on veut le spe
tre Sxx du signal x, on prend le module au 
arré

de sa TFD z :

Sxx = abs(z).^2;

20.7.4.3 Fon
tions externes

� sinus : génération d'une sinusoïde. Syntaxe :

[x,t℄ = sinus(Fe,T,f,A)

Cette fon
tion requiert 4 paramètres d'entrée : la fréquen
e d'é
hantillonnage Fe, la durée T (en

se
ondes), la fréquen
e f et l'amplitude A. Elle donne en sortie 2 ve
teurs de même dimension :

x 
ontient les é
hantillons du signal sinusoïdal et t 
ontient les instants d'é
hantillonnage.
� 
arre : génération d'un signal 
arré. Syntaxe identique à sinus.
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� spe
tre : 
al
ul d'un spe
tre. Syntaxe :

[Sxx,freq℄=spe
tre(Fe,x,N,dB)

Cette fon
tion requiert 4 paramètres d'entrée : la fréquen
e d'é
hantillonnage Fe, le ve
teur des
é
hantillons du signal x, le nombre de points de 
al
ul N et une 
haîne de 
ara
tères dB (n/o)

qui spé
i�e l'é
helle désirée (linéaire ou en dB). Elle donne en sortie 2 ve
teurs de dimension N :

Sxx 
ontient les é
hantillons du spe
tre et freq 
ontient les fréquen
es dis
rètes 
orrespondantes
(de 0 à Fe).
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20.8 TP - Transformée en Z

20.8.1 Rappel sommaire

La TZ est l'équivalent de la TL pour des signaux é
hantillonnés : x(t) = x(kTe) = x(k) = xk.
Elle s'obtient à partir de la TL par 
hangement de variable 
omplexe : z = exp (pTe).
Elle est dé�nie par :

F (z) =

+∞∑

k=0

f(k)z−k (20.10)

z−1
est l'opérateur retard.

La fon
tion de transfert d'un �ltre numérique est dé�nie par une fra
tion rationnelle en z−1
.

20.8.2 Fon
tions usuelles

1. Cal
uler la TZ de la fon
tion é
hantillonnée f(t) = exp (at) où t = nTe.

2. Cal
uler la TZ inverse de F (z) = Te
z

(z−1)2
.

Help : ztrans, iztrans

20.8.3 Filtre numérique RII

On s'intéresse à un �ltre numérique dont la fon
tion de transfert est du type :

H(z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

a0 + a1z−1 + a2z−2
(20.11)

On peut le 
ara
tériser par ses p�les pi = rie
iθi

et zéros zj = rje
iθj
, 
e
i à une 
onstante multipli
ative

près (fa
teur de gain qu'on prendra par défaut égal à : k = 1).
On supposera que la fréquen
e d'é
hantillonnage vaut : Fe = 10kHz.
Pour 
ha
un des systèmes 
i-dessous, on tra
era :

� le position des p�les et zéros dans le plan 
omplexe (help : pzmap, zgrid, 
onj)

� la fon
tion de transfert (help : zp2tf, freqz)

� la réponse impulsionnelle sur 256 points (help : �lter, zeros)

1. Système ave
 2 p�les 
omplexes 
onjugués : ri = 0.99 et θi = ±10°.
2. idem pour ri = 0.99 et θi = ±30°. Commenter l'in�uen
e de θi.

3. idem pour ri = .96 et θi = ±10°. Commenter l'in�uen
e de ri.

4. idem pour ri = 1 et θi = ±10°. Commenter la réponse impulsionnelle.

5. idem pour ri = 1.01 et θi = ±10°. Commenter la réponse impulsionnelle.

6. Ajouter au système 1) une paire de zéros : rj = 0.99 et θj = ±30°. Commenter l'in�uen
e des

zéros.

7. E
rire l'équation aux di�éren
es qui régit le système (expression de l'é
hantillon de sortie en

fon
tion des é
hantillons d'entrée et de sortie pré
édents).

Obje
tif : Aborder la 
ara
térisation et la synthèse d'un �ltre numérique.

Comprendre l'in�uen
e des p�les et des zéros de la fon
tion de transfert en Z.
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20.8.4 Annexe théorique pour TP TZ

Cas d'une paire de p�les 
omplexes 
onjugués :

H(z) =
A

z − p0
+

A∗

z − p∗0
=

Az−1

1− p0z−1
+

A∗z−1

1− p∗0z−1
(20.12)

H(z) =
b1z

−1 + b2z
−2

a0 + a1z−1 + a2z−2
ave
 : b1 = 2ℜ[A] et : b2 = −2ℜ[Ap∗0] (20.13)

H(z) =

[ ∞∑

n=0

Apn0z
−n +A∗p∗n0 z

−n
]

z−1
(20.14)

h(n) = h0(n − 1) (20.15)

h0(n) = Apn0 +A∗p∗n0 = 2ℜ[Apn0 ] pour : n ≥ 0 (20.16)

Si l'on pose : p0 = r exp(jθ) et A = a exp(jφ), il vient :

h0(n) = 2a.rn cos[nθ + φ] (20.17)

h(n) = 2a.rn−1 cos[(n− 1)θ + φ] pour : n ≥ 1 (20.18)

Correspondant au système analogique :

h0(t) = 2a.rt/Te cos[
θ

Te
t+ φ] (20.19)

H0(p) =
1

1 + 2 ζ
ωn
p+ 1

ω2
n
p2

(20.20)

Et les relations entre paramètres analogiques et numériques :

ωp =
θ

Te
(20.21)

exp(−ζωnt) = rt/Te ⇒ −ζωn =
Log(r)

Te
(20.22)

Q =
1

2ζ
√

1− ζ2
(20.23)

ωr = ωn
√

1− 2ζ2 (20.24)

ωp = ωn
√

1− ζ2 (20.25)



136 F.LUTHON,2019

20.9 TP - Filtrage de Signaux

Soient y(t) un signal temporel dé�ni pour t ∈ [0, 1] et b(t) un bruit aléatoire suivant une loi uniforme

de moyenne nulle. Pour i = 1, ..., n + 1, on note ti = (i − 1)Te où Te = 1/n. On �observe� le signal

bruité z en 
es n+ 1 points équidistants ti :

z(ti) = y(ti) + b(ti), 1 ≤ i ≤ n+ 1

et on veut �ltrer z pour retrouver le signal y.

20.9.1 Filtrage par moyennage

On note zm le signal �ltré par moyenne. Soit r un entier stri
tement positif.

� Pour r+1 ≤ i ≤ n+1− r, on obtient zm à l'instant ti en prenant la moyenne arithmétique des

valeurs de z aux instants ti−r · · · ti+r.
� Pour 1 ≤ i ≤ r, on obtient zm à l'instant ti en prenant la moyenne arithmétique des valeurs de

z aux instants t1 · · · ti+r.
� Pour n + 2 − r ≤ i ≤ n + 1, on obtient zm à l'instant ti en prenant la moyenne arithmétique

des valeurs de z aux instants ti−r · · · tn+1.

E
rire une fo
ntion Matlab qui 
al
ule zm. La syntaxe d'appel devra être la suivante :

zm = filmoy(z, r)

où z représente le ve
teur des (z(ti))i=1,··· ,n+1 et zm le ve
treur des (zm(ti))i=1,··· ,n+1.

(On pourra utiliser la fon
tion �mean� qui 
al
ule la moyenne arithmétique des 
omposantes d'un

ve
teur).

20.9.2 Filtrage par tron
ature du spe
tre

On suppose que z(t) est périodique de période 1 et que n est pair. Pour obtenir le signal �ltré par

tron
ature de spe
tre, on pro
ède de la manière suivante :

� On 
al
ule la transformée de Fourier dis
rète de z(t), on obtient le spe
tre dis
ret en fréquen
e

de z noté Fz(νi) pour des fréquen
es entières νi 
omprises entre −n/2 et n/2.

νi = −n/2 + (i− 1) i = 1, · · · , n+ 1

Ave
 Matlab, pour obtenir le ve
teur (à valeur 
omplexe) Fz = (Fz(νi))i=1:n+1 on utilise les


ommandes suivantes :

� Fz = fft(z);
� Fz = fftshift(Fz);

� On tronque le spe
tre Fz à une fréquen
e νc �xée (νc > 0 est appellée la fréquen
e de 
oupure),

'est-à-dire que l'on met à 0 les valeurs de Fz(νi) pour |νi| > νc. Le spe
tre tronqué, noté Fzt,
est donné par :

{
Fzt(νi) = Fz(νi) − νc ≤ νi ≤ νc
Fzt(νi) = 0 − n/2 ≤ νi < −νc et νc < νi ≤ n/2

� Puis on 
al
ule la transformée de Fourier inverse du spe
tre tronqué, on obtient alors le signal

�ltré zf . Pour obtenir la transformée de Fourier inverse on utilise :

� Fzt = ifftshift(Fzt);
� zf = ifft(Fzt);

E
rire une fon
tion Matlab qui 
al
ule zf . La syntaxe d'appel devra être la suivante :

zf = filfft(z, νc)

où zf représente le ve
teur des (zf (ti))i=1,··· ,n+1.
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20.9.3 Simulations

Soit y(t) = sin(2πt) + sin(6πt) + sin(16πt).

1. Pour n = 1000, 
réer le ve
teur y = (y(ti))i=1,··· ,n+1.

2. En utilisant la 
ommand rand, 
onstruire un ve
teur b de dimension n+1 dont les 
omposantes

suivent une loi uniforme. Modi�er b pour qu'il soit à moyenne nulle.

� Créer le ve
teur z = y + 3b.
� Tra
er sur un même graphique z et y.
� Cal
uler zm pour r = 2, r = 5, r = 10, r = 20, r = 50. Tra
er sur un même graphique y et

zm pour les di�érentes valeurs de r.
� Cal
uler zf pour νc = 5, νc = 10, νc = 15, νc = 20, νc = 100. Tra
er sur un même graphique

y et zf pour les di�érentes valeurs de νc.

3. Mêmes questions pour : y(t) = t3 + sin(16πt)

N.B. : Joindre au 
ompte-rendu le listing des programmes Matlab ainsi que les graphes demandés.

Les graphes devront être 
ommentés (i.e. titre, légendes ...)
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20.10 Consignes de Réda
tion du Compte-Rendu de TP

20.10.1 Choix de sujets

1. DSF : signaux périodiques DDS + triangle + | sinωt| (TP 20.3.5 et TD 15)

2. TL : 
al
ul symbolique et résolution d'EquaDi� (TP 20.5)

3. ED : 
ir
uit RLC// (TP 20.4 et TD 12)

4. TL-ED : 
ir
uit RLC série (
f. TD 13)

5. TL-FdT : Ampli TV (TP 20.6)

6. TFD-FFT : Analyse spe
trale (TP 20.7)

7. TZ-FdT : Filtre RII (TP 20.8)

8. TFD-FFT : Filtrage (TP 20.9)

9. TL-Réponse Impuls. et FdT fon
tions 
omposées (
f. TD 13 et TD 14)

10. TF : modulation AM (
f. TD 16)

11. TZ : équation de ré
urren
e (
f. TD 17)

20.10.2 Délivrables

Fournir :

� listings 
ommentés

� résultats : �gures (domaine temporel, fréquentiel), résultats numériques, solutions symbo-

liques...

� toutes mesures pertinentes : e.g. 
onstante de temps, fréquen
e (
oupure, fondamental, har-

moniques, résonan
e), période, pente (dB/dé
ade), gain (maxi, statique), bande passante,

� interprétation : type de signal ou de �ltre (passe-bas, passe-bande), stabilité, os
illation,

rapidité...

20.10.3 Critères d'évaluation

1. CR TP / 20 points (à rendre en �n de séan
e) :

� /5 Intro/Présentation/Mise en forme propre (page de garde ave
 noms+date+lieu)

� /5 Programmation du 
al
ul Matlab : listing (ave
 
ommentaires dans �
hier)

� /5 Résultat : Figure montrant les signaux

� /5 Interprétation, Commentaire du résultat.

2. RAPIDITE / 20 points :

NoteVitesse=20-rang (1er �ni => 19 ; 2ème => 18 ; 3ème =>17 ; NonFini =>10)

3. NOTE GLOBALE= (CR TP + NoteVitesse) / 2
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