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Chapitre 1

Introduction

1.1 A propos de ces notes

Ce formulaire accompagne le cours HMPH316 \Th�eorie quantique des champs" de la deuxi�eme
ann�ee du master \Cosmos, champs et particules" �a la facult�e des sciences de l'Universit�e de Mont-
pellier. En ce moment il contient surtout les formules et tr�es peu d'explications. De plus, il contient
sans doute toujours des erreurs typographiques et manque des signes perdus | merci de me le
signaler si vous trouvez l'un ou l'autre (felix.bruemmer@umontpellier.fr).

Les pr�erequis pour ce cours sont des connaissances au niveau de la licence et du M1 en physique
th�eorique : M�ecanique analytique, th�eorie des champs classiques (�electrodynamique), relativit�e
restreinte, m�ecanique quantique avanc�ee, introduction �a la physique th�eorique des particules. Côt�e
math�ematique, des connaissances �el�ementaires de l'analyse complexe et de l'analyse fonctionnelle
seront utiles.

Litt�erature et sources pour ce texte et le cours :

� M. E. Peskin and D. V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, Perseus Books
1995.

� M. Srednicki, Quantum Field Theory, Cambridge Univ. Pr. 2007.

� P. Ramond, Field Theory : A Modern Primer (2nd ed.), Westview 2001.

� A. Zee, Quantum Field Theory in a Nutshell, Princeton Univ. Pr. 2003.

� M. Schwartz, Quantum Field Theory and the Standard Model, Cambridge Univ. Pr. 2014.

� S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields vols. I, II, Cambridge Univ. Pr. 2000.

� Notes de cours en ligne par M. Gaberdiel (Zurich), M. G. Schmidt (Heidelberg), D. Tong
(Cambridge), T. Weigand (Heidelberg).

1.2 Quelques remarques introductoires

�A quoi sert la TQC?

Probl�emes de la m�ecanique quantique : Inh�eremment non-relativiste (�eq. de Schr�odinger n'est pas
invariant par Lorentz, le temps joue un rôle sp�ecial). Nombre de particules �xe, impossible de
d�ecrire di�usion in�elastique et d�esint�egration. Solution : TQC.

Domaines d'application :

� physique des particules �el�ementaires �a hautes �energies

� physique nucl�eaire et hadronique

� cosmologie
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� physique statistique (pas forcement TQC relativiste)

� mati�ere condens�ee (TQC non relativiste)

Aper�cu du cours :

� Observables (en physique des particules �a hautes �energies) : sections e�caces de di�usion,
taux de d�esint�egration.

� Donn�ees par les �el�ements de la matrice S aux facteurs cin�ematiques pr�es.

� Matrice S = op�erateur unitaire dont les �el�ements de matrice sont les amplitudes de transition
entre un �etat \incident" �a t ! �1 et un �etat \�emergent" �a t ! +1.

� El�ements de la matrice S = r�esidus des fonctions de correlation en ordre chronologique sur
couche de masse transform�ees par Fourier, d'apr�es la formule de r�eduction de LSZ.

� Partie majeure de ce cours : Calcul des fonctions de correlation.

� Outil principal : l'int�egrale de chemin de Feynman �evalu�ee en th�eorie des perturbations.

� Aux ordres sup�erieures en th�eorie des perturbations, r�esultats souvent donn�es par des
int�egrales impropres divergentes. N�ecessit�e de r�egulariser et renormaliser la th�eorie a�n
d'en obtenir des r�eponses �nies.
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Chapitre 2

Th�eorie relativiste des champs

classiques

2.1 Rappel de la relativit�e restreinte

M�etrique de Minkowski en signature (+���) :

g = (g��) =

0BB@
+1

�1
�1

�1

1CCA (2.1)

g�� = m�etrique inverse, mêmes coe�cients car

(g��g
��) =

0BB@
+1

�1
�1

�1

1CCA
0BB@

+1
�1

�1
�1

1CCA = 1 : (2.2)

Ici et partout : convention de sommation,

a�b
� = g��a�b� = g��a

�b� �
3X

�=0

a�b
� : (2.3)

Transformations de Lorentz propres orthochrones � 2 SO"(3; 1) :

�T g� = g ; det� = +1 (propre), �0
0 > 0 (orthochrone) . (2.4)

Les coordonn�ees d'espace-tems

x = (x�) =

�
t
~x

�
(convention : c = 1) (2.5)

se transforment comme un vecteur de Lorentz :

x ! �x : (2.6)

D�eriv�ees par rapport �a x :

@� � @

@x�
=

�
@

@t
; ~r

�
(2.7)

@� � g��@� =
�

@
@t

�~r
�

(2.8)

� � @�@� = @2

@t2
�� : (2.9)
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2.2 Le champ scalaire classique

L'�equation de Schr�odinger (convention : ~ = 1)

i
@

@t
j i = Hj i (2.10)

n'est pas invariant par les transformations de Lorentz : lin�eaire en temps mais quadratique en

espace, p.ex. pour une particle libre sans spin : H = p2

2m = � �
2m . M�ecanique quantique : temps

= param�etre du syst�eme, pas un op�erateur ; espace = (valeur propre de l')op�erateur de position.
TQC : espace devient un param�etre �egalement.

Repr�esentation de Heisenberg : op�erateurs en m�ecanique quantique d�ependent du temps.
Op�erateurs en TQC d�ependent du temps et de l'espace de fa�con covariante : �(t) ! �(t; ~x).
Les �etats (= vecteurs de l'espace de Hilbert) sont ind�ependants de l'espace-temps (contrairement
�a la repr�esentation de Schr�odinger).

Ces champs quantiques seront ult�erieurement �a valeur op�erateur. Mais dans ce chap̂�tre on va
d'abord consid�erer des champs classiques : fonctions de l'espace-temps �a valeur r�eelle o�u complexe.

Quantit�e fondamentale : action S.

Trois postulats : S est une fonctionnelle 1

1. r�eelle (observables = r�eelles ; en MQ li�e �a la conservation de probabilit�e),

2. invariante par les transformations de Lorentz (th�eorie relativiste),

3. locale (structure causale)

sur l'espace des champs �i.

Localit�e :

S[�i] =

Z
d4x L(�i(x); @��i(x); : : :) (2.11)

o�u la fonction L (densit�e lagrangienne, \lagrangien") d�epend des champs et de leurs d�eriv�ees �a un
seul point x de l'espace-temps. Cf. formalisme lagrangien de la m�ecanique classique,

S[qi] =

Z
dt L(qi(t); _qi(t); : : :) (2.12)

Invariance : Postulat 2. ) L est une fonction scalaire, L0 = L, puisque

S ! S0 =
Z

d4x det� L0 !
= S (2.13)

avec det� = 1.

Principe fondamental : principe de moindre action.

Chemin classique (dans l'espace de con�guration des champs) $ action stationnaire,

�S

��i
= 0 : (2.14)

Cf. les trajectoires classiques en m�ecanique v�eri�ant �S
�qi

= 0.

1. Voir annexe A.3.
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On a

S[�i +��i] = S[�i] +
�S

��i
���i +O

�jj��ijj2�
= S[�i] +

Z
d4x

�
@L
@�i

��i +
@L

@(@��i)
@���i +

@L
@(@�@��i)

@�@���i + : : :

�
+O �jj��ijj2�

= S[�i] +

Z
d4x

�
@L
@�i
� @� @L

@(@��i)
+ @�@�

@L
@(@�@��i)

� : : :
�
��i

+O �jj��ijj2� :

(2.15)

Troisi�eme �egalit�e ( int�egrations par parties, ��i et toutes ses d�eriv�ees suppos�ees de s'annuller �a
l'in�ni.

Alors d'apr�es Eq. (2.14)

@L
@�i
� @� @L

@(@��i)
+ @�@�

@L
@(@�@��i)

� : : : = 0 (2.16)

(�equations de mouvement).

Quatri�eme postulat :

4. L'action est telle que les �equations de mouvement sont au maximum de second ordre
, L peut d�ependre de @��i (au maximum quadratiquement) ou de @�@��i (au maximum

lin�eairement), mais pas des d�eriv�ees sup�erieures. (Cf. m�ecanique : ~F = m �~x.)

Un terme qui d�epend de @�@��i lin�eairement peut toujours être �ecrit comme

f(�j)@�@��i = @�

�
f(�j)@��i

�
| {z }

d�eriv�ee totale

� @f

@�j
(@��j) (@��i) (2.17)

On regarde seulement des con�gurations o�u tous les champs et toutes ses d�eriv�ees s'annulent �a
l'in�ni ) on peut supprimer les d�eriv�ees totales dans L carZ

R4

@F(�i; @��i; : : :) =
Z
@R4
F(�i; @��i; : : :) = 0 (2.18)

pour une fonction F quelconque. On d�eduit alors du postulat 4. et de (2.17) : Sans perte de
g�en�eralit�e, on peut supposer que L ne d�epend que de �i et de @��i (et de ce dernier au maximum
quadratiquement).

Les e.d.m. deviennent les �equations d'Euler-Lagrange,

@L
@�i
� @� @L

@(@��i)
= 0 : (2.19)

Cf. �equations d'E-L en m�ecanique,
@L

@qi
� d

dt

@L

@ _qi
= 0 : (2.20)

Exemple : Le champ scalaire r�eel

Un seul champ �(x) �a valeurs r�eelles qui se transforme comme �(x) ! �(��1x). Le lagrangien
est

L =
1

2
@��@

��� V(�): (2.21)
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� Le terme cin�etique 1
2@��@

�� : le terme le plus simple permis par l'invariance de Lorentz
qui implique des d�eriv�ees. Coe�cient 1

2 choisi par convention (normalisation du champ).
Implication : dimension [�] = 1. 2

� La densit�e d'�energie potentielle V(�) = une fonction quelconque ; d�eveloppement limit�e en
0 :

V(�) = V0 +M3 �+
1

2
m2�2 +

1

6
��3 +

1

4!
��4 + : : : (2.22)

La constante V0 ne joue pas dans les �equations de mouvement. Le terme lin�eaire peut être
absorb�e par une red�e�nition du champ � ! �� cte. et des autres coe�cients. Alors, sans
perte de g�en�eralit�e, les premiers termes dans V sont

V(�) = 1

2
m2�2 +

1

6
��3 +

1

4!
��4 : (2.23)

On pourrait ajouter des termes de dimension > 4 �a L comme �@��@
��, �2@��@

��,. . . , �5, �6; : : :
etc. (avec des coe�cients de dimension < 0). En physique quantique, un tel terme repr�esentera
une interaction non renormalisable ! il y a des bonnes raisons de les supprimer comme on verra
plus tard.

� �Equation de mouvement pour le cas sp�ecial � = 0, � = 0,

L =
1

2
@��@

��� 1

2
m2�2 (2.24)

(\champ libre") : �Equation de Klein-Gordon,�
�+m2

�
� = 0 : (2.25)

Solution : superpositions des ondes planes

�(x) =
X
p

a(p) eip�x
�

; p2 = m2 : (2.26)

Interpr�etation dem2 : p� = quadri-impulsion, alors p2 = E2�~p 2 = m2, alorsm2 = (masse)
2
.

� �Equation de mouvement en cas g�en�eral :

�
�+m2

�
� = ��

2
�2 � �

6
�3 : (2.27)

Interpr�etation de � et � : termes non-lin�eaires dans l'�equation de mouvement = termes
d'interaction. Si � 6= 0 et/ou � 6= 0 : plus de solution exacte, plus de principe de superposition,
self-interaction, di�usion.

2.3 Le th�eor�eme de Noether

On consid�ere une transformation continue d�ependant d'un param�etre r�eel � :

�i(x) ! �0i(x) = �i(x) + ���i(x) +O(j�j2) (2.28)

Si l'action reste inchang�ee,
S[�i] = S[�0i] (2.29)

2. Avec ~ = c = 1 il n'y a qu'une seule unit�e, celle de la masse : [masse] = [�energie] = [impulsion] = [temps�1]
= [distance�1]. L'action est sans dimension, le lagrangien est de dimension [masse]4 (ou 4 en bref), donc [�] = 1
est une cons�equence de [@=@x�] = 1.
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la transformation est une sym�etrie de la th�eorie. S inchang�ee , L change au maximum par une
d�eriv�ee totale. Au premier ordre :

L ! L+ �@�Ĵ
�(x)

= L+ @L
@�i

(���i) +
@L

@(@��i)
@�(���i)

= L+ �@�

�
@L

@(@��i)
��i

�
+ �

�
@L
@�i
� @� @L

@(@��i)

�
| {z }

=0

��i

(2.30)

En comparant la premi�ere et la derni�ere ligne :

@�Ĵ
� = @�

�
@L

@(@��i)
��i

�
(2.31)

et alors
@�J

�(x) = 0 (2.32)

avec

J� =
@L

@(@��i)
��i � Ĵ� : (2.33)

On a �etabli le th�eor�eme de Noether : (sym�etrie �i ! �0i) ) ( 9 courant conserv�e J�(x)) .
Cons�equence d'un courant (ou plus pr�ecisement : densit�e de courant) satisfaisant l'�equation de
continuit�e @�J

� = 0 : l'existence d'une charge conserv�ee Q car pour J� = (�;~|)

0 = @�J
� = _�� ~r � ~| (2.34)

alors en int�egrant sur l'espace,

d

dt

Z
espace

�| {z }
�Q

=

Z
espace

~r � ~| =
Z
in�ni spatial

~| � d~S = 0 : (2.35)

Exemple : Champ scalaire libre sans masse

L =
1

2
@��@

�� (2.36)

Sym�etrie : �(x) ! �0(x) = �(x) + �
Variation du lagrangien nulle, L ! L, alors Ĵ� = 0
Courant conserv�e : �� = 1 alors J�(x) = @��(x)

Ici : conservation du courant , �eq. de mouvement �� = 0.

Exemple plus int�eressant : sym�etrie de translation � sym�etrie de Poincar�e

Sym�etrie d'espace-temps x� ! x��a� (quatre param�etres = composantes de a�). Pour un champ
scalaire,

�(x) ! �(x+ a) = �(x) + (@��)a
� +O(jjajj2): (2.37)

Transformation du lagrangien au premier ordre :

L ! L+ (@�L)a� = L+ a�@� (�
�
�L)| {z }
Ĵ��

(2.38)
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Un courant conserv�e par translation ind�ependante, group�es dans un tenseur T�� :

@L
@(@��)

@��� Ĵ�� =
@L

@(@��)
@��� ���L � T�� (2.39)

alors les �equations de conservation sont

@�T
�
� = 0 : (2.40)

On appelle T�� le tenseur d'�energie-impulsion.

Charges conserv�ees : Z
d3xT 00 � H (hamiltonien) ; (2.41)Z

d3xT 0i � P i ; i = 1; 2; 3 (impulsions) : (2.42)
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Chapitre 3

La quanti�cation canonique du

champ scalaire libre

3.1 Le d�eveloppement des champs en modes de Fourier

On consid�ere un champ scalaire r�eel libre,

L =
1

2
@��@

��� 1

2
m2�2 : (3.1)

Apr�es une transformation de Fourier

�(t; x) =

Z
d3k

(2�)3
ei
~k�~x ~�(t;~k) (3.2)

l'�equation de Klein-Gordon (�+m2)� = 0 devient�
@2

@t2
+ (j~kj2 +m2)

�
~� = 0 : (3.3)

Oscillateur harmonique avec fr�equence !~k =

q
j~kj2 +m2 (racine positive).

Rappel : en m�ecanique quantique, hamiltonien de l'oscillateur harmonique

H =
1

2
p2 +

!2

2
q2 (3.4)

diagonalis�e par une transformation canonique,

q =
1p
2!

(a+ ay) ; p = �i
r
!

2
(a� ay) (3.5)

o�u [q; p] = i, alors [a; ay] = 1, alors

H = !

�
aya+

1

2

�
(3.6)

avec les �etats propres
jni / (ay)nj0i : (3.7)

Pour quanti�er le champ scalaire, on d�e�nit le moment conjugu�e �(t; ~x) de �(t; ~x) (aucune relation
avec le nombre �)

�(t; ~x) =
@L

@ _�(t; ~x)
: (3.8)
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Pour un champ scalaire r�eel libre, �eq. (3.1) donne

�(t; ~x) = _�(t; ~x) : (3.9)

De plus, la densit�e hamiltonienne H est

H = � _�� L =
1

2
�2 +

1

2
(r�)2 + 1

2
m2�2 ; H =

Z
d3xH : (3.10)

Cf. m�ecanique, p = @L
@ _q et H = p _q � L.

On d�e�nit des coe�cients de Fourier a et b par

�(t; ~x) =

Z
d3k

f(j~kj)
�
a(~k)e�i(!~kt�

~k�~x) + b(~k)ei(!~kt+
~k�~x)
�

(3.11)

(cf. �eq. (3.5) en MQ), o�u f(j~kj) = une fonction quelconque (redondante, pourrait être absorb�ee
dans la d�e�nition de a et b), �a sp�eci�er plus tard.

En tant que champ r�eel, � satisfait l'�equation

� = �� =
Z

d3k

f(j~kj)
�
a�(~k)ei(!~kt�

~k�~x) + b�(~k)e�i(!~kt+
~k�~x)
�

=

Z
d3k

f(j~kj)
�
a�(�~k)ei(!~kt+~k�~x) + b�(�~k)e�i(!~kt�~k�~x)

� (3.12)

En comparant avec �eq. (3.11) :

b�(�~k) = a(~k) (3.13)

donc

�(t; ~x) =

Z
d3k

f(j~kj)
�
a(~k)e�i(!~kt�

~k�~x) + a�(�~k)ei(!~kt+~k�~x)
�

=

Z
d3k

f(j~kj)
�
a(~k)e�i(!~kt�

~k�~x) + a�(~k)ei(!~kt�
~k�~x)
�

=

Z
d3k

f(j~kj)
�
a(~k)e�ikx + a�(~k)eikx

������
k0=!~k

(3.14)

avec kx � k�x
�. On choisit f(j~kj) tel que d3k

f(j~kj) est invariant par des transformations de Lorentz
propres orthochrones :

d4k �(k2 �m2)�(k0) manifestement invariant ;Z 1

�1
dk0�(k2 �m2| {z }

(k0)2�!2
~k

)�(k0) =
1

2!~k
car �(g(x)) =

X
fy j g(y)=0g

1

jg0(y)j�(x� y) :

Ainsi, si f(j~kj) / !~k, alors d3k

f(j~kj) est invariant. Convention :

f(j~kj) = (2�)3 2!~k : (3.15)

Notation : fdk � d3k

(2�)32!~k
mesure d'int�egration invariante : (3.16)

En r�esum�e :

�(x) =

Z fdk �a(~k)e�ikx + a�(~k)eikx
�

(3.17)

13



o�u k0 = !~k = +

q
j~kj2 +m2.

On montre (! exercices)

a(~k) = i

Z
d3xeikx

$
@ 0 �(x) ; o�u f

$
@ g � f(@g)� (@f)g : (3.18)

Pour le moment conjugu�e on trouve l'expression

�(t; ~x) = _�(t; ~x) =

Z fdk(�i!~k)�a(~k)e�ikx � a�(~k)eikx� : (3.19)

3.2 Les relations de commutation canoniques

Quanti�cation : champs ! op�erateurs, relations canoniques de commutation �a temps �egaux

[�(t; ~x); �(t; ~x 0)] = 0 ;

[�(t; ~x); �(t; ~x 0)] = 0 ;

[�(t; ~x); �(t; ~x 0)] = i�(3)(~x� ~x 0) :
(3.20)

Cf. m�ecanique quantique, [qi; qj ] = [pi; pj ] = 0 et [qi; pj ] = i�ij .

�Equivalent �a �eq. (3.20) (! exercice) :

[a(~k); ay(~k0)] = 2!~k(2�)
3�(3)(~k � ~k0) : (3.21)

(Op�erateurs ! conjugu�e complexe a� remplac�e par conjugu�e hermitien ay.)

Quanti�cation canonique du champ scalaire r�eel libre.

Ensuite on va montrer

H =

Z fdk !~k ay(~k)a(~k) + E0 (3.22)

avec E0 une constante (comparaison : en m�ecanique quantique, pour un ensemble d'oscillateurs,

H =
P
i !i(a

y
iai +

1
2 )).

Densit�e hamiltonienne :

H =
1

2
�2 +

1

2
(r�)2 + 1

2
m2�2

=
1

2

Z fdk fdk0 ��!~k!~k0 �a(~k)e�ikx � ay(~k)eikx��a(~k0)e�ik0x � ay(~k0)eik0x��
+

1

2

Z fdk fdk0 ��~k � ~k0 �a(~k)e�ikx � ay(~k)eikx��a(~k0)e�ik0x � ay(~k0)eik0x��
+
m2

2

Z fdk fdk0 �a(~k)e�ikx + ay(~k)eikx
��

a(~k0)e�ik
0x + ay(~k0)eik

0x
�
:

(3.23)
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Hamiltonien, en utilisant
R
d3x ei~q�~x = (2�)3�(3)(~q) et avec ! � !~k et !0 � !~k0 :

H =

Z
d3x H

=
1

2

Z fdk fdk0 �(3)(~k � ~k0)�!!0 + ~k � ~k0 +m2
�

�
ay(~k)a(~k0)e�i(!�!

0)t + a(~k)ay(~k0)ei(!�!
0)t
�

+ �(3)(~k + ~k0)
�
�!!0 � ~k � ~k0 +m2

�
�
a(~k)a(~k0)ei(!+!

0)t + ay(~k)ay(~k0)e�i(!+!
0)t
�!

=
1

2

Z fdk 1

2!

�
!2 + ~k2 +m2

�
| {z }

2!2

�
ay(~k)a(~k) + a(~k)ay(~k)

�

+
1

2

Z fdk 1

2!

�
�!2 + ~k2 +m2

�
| {z }

0

�
a(~k)a(�~k)e2i!t + ay(~k)ay(�~k)e�2i!t

�

=
1

2

Z fdk ! �ay(~k)a(~k) + a(~k)ay(~k)
�
:

(3.24)

On peut �echanger l'ordre des a et ay en prenant compte des relations de commutation �eq. (3.21) :

H =

Z fdk ! ay(~k)a(~k) + Z fdk !2 (2�)3�(3)(0)| {z }
E0

: (3.25)

E0 diverge : somme sur toutes les �energies du point z�ero d'un in�ni d'oscillateurs.

3.3 L'espace de Fock

Espace de Hilbert sur lequel ces op�erateurs agissent : espace de Fock.

� h jH � E0j i � 0 pour tous les �etats j i
car h jH � E0j i =

R fdk !~kjja(~k)j ijj2 manifestement d�e�ni positif
� 9 un �etat j0i (le vide) tel que a(~q)j0i = 0 8 ~q
car sinon : soit  un �etat propre de H avec �energie E, Hj i = Ej i ; par application r�ep�et�ee
des a, on pourrait abaisser l'�energie �a volont�e et �nalement arriver aux valeurs n�egatives,

Ha(~q)j i =
Z fdk !~kay(~k)a(~k)a(~q)j i+ E0 a(~q)j i

= a(~q)Hj i+
Z fdk !~k [ay(~k); a(~q)]| {z }

�2!~k(2�)3�(3)(~k�~q)

a(~k)j i

= (E � !~q)a(~q)j i

� On appelle E0 l�energie du vide : constante divergente. L'ajout d'une constante �a H ne
change pas les observables ! red�e�nir H pour y absorber E0.

Origine :

1. �energie calcul�ee dans un volume in�ni,Z
R3

d3x ei~p�~x = (2�)3�(3)(~p)) \VR3" =

Z
d3x = (2�)3�(3)(0)
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Divergence infrarouge (on prend la somme sur des longueurs d'onde sans limite
sup�erieure). Quantit�e �nie en IR : densit�e d'�energie du vide, �0 =

E0

V
R3
.

2. �0 diverge toujours dans l'ultraviolet :

�0 =
1

2

Z
d3k

(2�)3

q
j~kj2 +m2 =

1

16�2

Z 1

0

dj~kj j~kj2
q
j~kj2 +m2

Interpr�etation physique : on prend la somme sur des longueurs d'onde in�niment
courts. �A tr�es courtes distances, la th�eorie devrait être remplac�e par une th�eorie plus
fondamentale. En particulier : �energie du vide pas observable en TQC, mais impor-
tant pour la gravit�e ) au-dessous de l'�echelle de longueur de la gravit�e quantique

`Planck =
q

~G
c3 � 10�35 m, besoin d'une structure qui remplace la TQC.

� Interpr�etation des op�erateurs de champ :

� l'action ay(~k) sur le vide cr�ee un �etat propre de l'hamiltonien avec impulsion ~k,

jki = ay(~k)j0i (3.26)

Op�erateur de cr�eation. jki = \�etat �a une particule" avec impulsion bien d�e�nie (mais
position maximalement incertaine)

� a(~k)j0i = 0 8 ~k, et
a(~k)jki / j0i (3.27)

Op�erateur d'annihilation.

� Spectre de l'hamiltonien libre = f�etats �a n particulesg, obtenus par l'action successive
des ay sur le vide.
� Normalisation :

hkjk0i = h0j a(~k)ay(~k0)| {z }
[a(~k);ay(~k0)]+ay(~k0)a(~k)

j0i

= h0j(2�)32!~k�(3)(~k � ~k0)j0i+ h0jay(~k0) a(~k)j0i| {z }
0

= (2�)32!�(3)(~k � ~k0)

(3.28)

� �(x) cr�ee particule localis�ee �a x, jxi = �(x)j0i (mais impulsion maximalement incer-
taine)

� hpjxi = eipx

� hxjx0i = amplitude de probabilit�e pour l'�evolution de jx0i �a hxj. Voir section suivante.

3.4 Propagateurs

Causalit�e

Amplitude de propagation de x �a y :

D(x� y) � hxjyi = h0j�(x)�(y)j0i
=

Z fdk fdk0h0j�a(~k)e�ikx + ay(~k)eikx
��

a(~k0)e�ik
0y + ay(~k0)eik

0y
�
j0i

=

Z fdk fdk0h0je�ikx a(~k)ay(~k0)| {z }
ay(~k0)a(~k)�[ay(~k0);a(~k)]

eikyj0i

=

Z fdk e�ik(x�y) :
(3.29)
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Violation de causalit�e ? Non car quantit�e importante pour les m�esurements = commutateur. Or

[�(x); �(y)] = h0j[�(x); �(y)]j0i = D(x� y)�D(y � x)
= 0 si (x� y)2 < 0 (! exercice).

(3.30)

Probabilit�e de propager de x �a y s'annulle avec probabilit�e de propager de y �a x, si la distance
entre x et y est du genre espace.

G�en�eralisation pour le champ scalaire complexe :

[�(x); �y(y)] = 0 si (x� y)2 < 0 : (3.31)

Probabilit�e d'un particule � de propager de x �a y s'annulle avec probabilit�e d'un antiparticule �y

de propager de y �a x.

Propagateur de Feynman

On d�e�nit
DF (x� y) � h0jT�(x)�(y)j0i (3.32)

(propagateur de Feynman), avec

T (�(x)�(y)) �
�
�(x)�(y) x0 � y0
�(y)�(x) y0 � x0 (3.33)

(produit des op�erateurs en ordre chronologique, indiqu�e par le symbole T ; se g�en�eralise de fa�con
�evidente aux produits de multiples op�erateurs). Explicitement :

DF (x� y) = �(x0 � y0)D(x� y) + �(y0 � x0)D(y � x)
= �(x0 � y0)

Z fdk e�ik(x�y) +�(y0 � x0)
Z fdk eik(x�y)

=

Z
d3k

(2�)3
1

2!
ei
~k�(~x�~y)

�
�(x0 � y0)e�i!(x0�y0) +�(y0 � x0)ei!(x0�y0)

�
:

(3.34)

On souhaite re�ecrire cette quantit�e de mani�ere manifestement covariante. On note d'abord que

�(x0 � y0) 1

2!
e�i!(x

0�y0) = �(x0 � y0) 1

2�i

I
C�

dk0
e�ik

0(x0�y0)

(k0 � !)(k0 + !)
(3.35)

o�u la courbe C� est d�e�nie par

−ω +ω

Im k
0

Re k
0

C_

Explication : Voir annexe A pour un rappel du calcul des int�egrales avec le th�eor�eme des r�esidus.
Au membre droite de (3.35), x0� y0 est positif grace �a la fonction �, alors l'int�egrande d�ecrô�t de
mani�ere exponentielle pour jk0j ! 1 si Im k0 < 0. On peut alors fermer la courbe d'int�egration
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dans le demi-plan complexe inf�erieur sans que l'arc �a jk0j ! 1 contribue �a l'int�egrale. Le long
de l'axe r�eelle on a choisi la courbe d'int�egration de la sorte qu'elle contourne le pôle �a k0 = �!
par dessous, et qu'elle inclut le pôle �a k0 = +!. Le r�esidu de la fonction f(k0) = e�ik

0(x0�y0)

(k0�!)(k0+!) �a
k0 = +! est

res (f; !) =
e�i!(x

0�y0)

2!
; (3.36)

et (3.35) r�esulte du th�eor�eme des r�esidus.

De même,

�(y0 � x0) 1

2!
ei!(x

0�y0) = ��(y0 � x0) 1

2�i

I
C+

dk0
e�ik

0(x0�y0)

(k0 � !)(k0 + !)
: (3.37)

Même raisonnement mais maintenant la courbe C+ doit être ferm�ee dans le demi-plan sup�erieur
puisque x0 � y0 est n�egatif, donc l'int�egrande d�ecroit exponentiellement pour Im k0 > 0.

−ω +ω Re

Im k
0

k
0

C
+

Ins�erer �eqs. (3.35) et (3.37) dans �eq. (3.34) :

DF (x� y) =
Z

d3k

(2�)3

Z
dk0

2�i
ei
~k�(~x�~y) e�ik

0(x0�y0)

(k0)2 � !2 + i�

���(x0 � y0)��(y0 � x0)�| {z }
=�1

(3.38)

o�u \i�" = moyen mn�emotechnique, �evoque que l'int�egration sur k0 est d�e�nie par le contournement
du pôle �a �! par dessous et du pôle �a +! par dessus. Utiliser (k0)2 � !2 = (k0)2 � j~kj2 �m2 =
k2 �m2 :

DF (x� y) =
Z

d4k

(2�)4
i

k2 �m2 + i�
e�ik(x�y) : (3.39)

Exercice ! iDF (x� y) est une fonction de Green pour l'op�erateur de Klein-Gordon,

(�+m2)DF (x� y) = �i�(4)(x� y) : (3.40)

(Rappel : si G est une fonction de Green pour l'op�erateur D, DxG(x; y) = �(x�y), alors l'�equation
di��erentielle Dxf = J a la solution f(x) =

R
dy J(y)G(x; y). Fonctions de Green di��erentes pour

conditions aux limites di��erentes.)

Exercice ! propagateur avanc�e, propagateur retard�e.
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Chapitre 4

Interactions

4.1 La th�eorie libre vs. la th�eorie avec interactions

Avant : th�eorie libre sans interactions.

� L = 1
2 (@��)

2 � 1
2m

2
0�

2

� �equation de mouvement lin�eaire, (�+m2
0)� = 0

) principe de superposition, pas de di�usion

� th�eorie exactement soluble, spectre = �etats �a n particules

� premi�ere excitation : �energie au repos m0

� d�ecomposition en modes de Fourier : a(~k), ay(~k) ne dependent pas du temps, annihile / cr�ee
�etat �a 1 particule bien normalis�e :

ay(~k)j0i = jki ; hk0jki = 2!(2�)3�(3)(~k � ~k0) :
Dor�enavant : th�eorie avec interactions,

� L = 1
2 (@��)

2 � 1
2m

2
0�

2 � Vint(�)
� �equation de mouvement non lin�eaire, (�+m2

0)� = �V 0int(�)
(ou g�en�eralement : (�+m2

0)� = J avec J une fonction non lin�eaire de � et d'autres champs)
) di�usion

� th�eories g�en�eralement non solubles, spectre = �etats �a n particules, �etats li�es, r�esonances
instables. . .

� �energie au repos du premier niveau excit�e m di��erent de m0 :
masse de la particule 6= param�etre m0 du lagrangien

� on peut toujours d�e�nir des op�erateurs a et ay par �eq. (3.18) mais ils ne seront plus
ind�ependants du temps. De plus,

ay(~k; t)j0i = �j0i+ �j1i+ : : : (4.1)

A priori : ay(~k; t)j0i sera une combinaison lin�eaire de tous les �etats du spectre (en particulier,
ne sera plus un �etat propre d'impulsion ~k).

On s'int�eresse aux exp�eriences de di�usion o�u pour t ! �1 les particules incidentes/�emergentes
sont bien isol�ees, e�ectivement des particules libres. On va alors red�e�nir � de fa�con que pour
t ! �1, ay(~k; t)j0i = �etat �a une particule bien normalis�e, au moins \au sens faible", c.�a.d. dans
les produits scalaires avec d'autres �etats. Alors aux temps asymptotiques on pourra utiliser le
formalisme de la th�eorie libre. La red�e�nition de � entrainera un changement correspondant de
l'expression du lagrangien.

Evolution temporelle des op�erateurs selon �equation de Heisenberg :

�(t; ~x) = eitH�(0; ~x)e�itH : (4.2)
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G�en�eralisation relativiste :
�(x) = eiPx�(0)e�iPx (4.3)

avec les impulsions P� = T 0� = g�en�erateurs des translations en espace-temps.

Red�e�nition des champs :

1.
h0j�(x)j0i !

= 0 : (4.4)

En g�en�eral,
h0j�(x)j0i = h0jeiPx�(0)e�iPxj0i = h0j�(0)j0i = c (cte.) (4.5)

�a cause de l'invariance du vide par translations. Alors red�e�nissons �(x) ! �(x)� c.
2.

hpj�(x)j0i !
= eipx : (4.6)

Ici hpj = �etat �a une particule bien normalis�e, avec quadri-impulsion p, p2 = m2. En g�en�eral
on aurait

hpj�(x)j0i = hpjeiPx�(0)e�iPxj0i = eipxhpj�(0)j0i (4.7)

o�u hpj�(0)j0i = invariante de Lorentz, peut d�ependre seulement de p2 = m2. Relation sou-
hait�ee : hpj�(0)j0i = 1, comme dans la th�eorie libre, o�u on a

hpj�(0)j0i = hpj
Z fdk �a(~k) + ay(~k)

�
j0i =

Z fdk hpjki
=

Z
d3k

(2�)3
1

2!~k
(2�)3 2!~k�

(3)(~k � ~p) = 1 :

(4.8)

Avec cette relation l'�etat �a une particule contenu dans ayj0i sera donc bien normalis�e.

Th�eor�eme (sans d�emonstration) :

Z � jhpj�(0)j0ij2 = 1 , th�eorie libre : (4.9)

Pour une th�eorie avec interactions il faut donc red�e�nir � ! �=
p
Z.

3. On peut montrer (! exercices) : Si h�pj est un �etat li�e o�u multiparticules avec impulsion p,
alors

lim
t!�1

h�pjay(~k; t)j0i = 0 : (4.10)

Apr�es les red�e�nitions 1. et 2. et avec la propri�et�e 3. on conclut que

lim
t!�1

ay(~k; t)j0i se comporte comme �etat �a une particule bien normalis�e: (4.11)

4.2 La formule de reduction de LSZ

Exp�erience de di�usion id�ealis�ee, deux particules entrantes, deux particules en �etat �nal :

�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����

i
f

temps

intermediaires:
interactions

temps

particule 2

particule 1

paquets d’onde
libres

bien separes

8_

particule 1’

particule 2’

paquets d’onde

libres
bien separes

8+
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Particules �a t ! �1 : paquets d'onde bien s�epar�es, assimil�es �a des champs libres. Particules �a
t �ni : interactions. On cherche l'amplitude de probabilit�e quantique hf jii pour une transition de
l'�etat initial jii �a l'�etat �nal jfi.
Pour justi�er les op�erations math�ematiques suivantes, on consid�ere des paquets d'onde de largeur
�nie, c.�a.d. la convolution de a(~k; t) et ay(~k; t) avec des fonctions de test appropri�ees f(~k). Par
exemple, pour un paquet d'onde gaussien localis�e autour de k1 en espace d'impulsions :

ay1(t) �
Z

d3k f1(~k)a
y(~k; t) ; f1(~k) / exp

 
�j
~k � ~k1j2
2�2

!
(4.12)

(valeur exacte de � pas importante | �a la �n du calcul on prendra � ! 0, f1(~k) ! �(3)(~k�~k1)).
Alors on assimile

jii = lim
t!�1

ay1(t)a
y
2(t)j0i ;

jfi = lim
t!+1

ay10(t)a
y
20(t)j0i :

(4.13)

On utilise la d�e�nition des a et ay �eq. (3.18) pour calculer

ay1(+1)� ay1(�1)

= � i
Z

d3k f1(~k)

�
lim

x0!1

Z
d3x

�
e�ikx

$
@0 �(x)

�
� lim
x0!�1

Z
d3x

�
e�ikx

$
@0 �(x)

��
= � i

Z
d3k f1(~k)

Z
d4x @0

�
e�ikx

$
@0 �(x)

�
(th�eor�eme fondamental de l'analyse)

= � i
Z

d3k f1(~k)

Z
d4x e�ikx

��ik0@0 + @20 + (k0)2 + ik0@0
�
�(x)

= � i
Z

d3k f1(~k)

Z
d4x e�ikx(@20 + j~kj2 +m2)�(x) (avec m2 = k2 = (k0)2 � j~kj2)

= � i
Z

d3k f1(~k)

Z
d4x e�ikx(�+m2)�(x) (IPP) :

(4.14)

Pour la derni�ere �egalit�e, la convolution avec f1(~k) garantie qu'il n'y a pas de terme de surface

(d�ecroissance exponentielle lorsque j~kj ! 1). Dans la th�eorie libre les ayi sont ind�ependents

du temps car (� + m2)� = 0 (et en particulier ay1(+1) = ay1(�1)), mais dans la th�eorie avec
interactions (�+m2)� 6= 0.

R�earranger :

ay1(�1) = ay1(1) + i

Z
d3k f1(~k)

Z
d4x e�ikx

�
�+m2

�
�(x)| {z }

�I1

: (4.15)

Par conjugaison :

a1(1) = a1(�1) + i

Z
d3k f1(~k)

Z
d4x eikx

�
�+m2

�
�(x)| {z }

�Iy1

: (4.16)

On va utiliser ces relations pour r�eexprimer hf jii. Les op�erateurs d'annihilation et de cr�eation dans
hf jii sont en ordre chronologique, donc on peut ins�erer le symbole T (voir �eq. (3.33)) sans rien
changer :

hf jii = h0ja10(+1)a20(+1)ay1(�1)ay2(�1)j0i
= h0jT a10(1)a20(1)ay1(�1)ay2(�1)j0i

(4.17)
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ce qui selon �eq. (4.15) est

hf jii = h0jT a10(1)a20(1)
�
ay1(1) + iI1

��
ay2(1) + iI2

�
j0i : (4.18)

Sous le symbole T on peut placer les ay(1) �a la gauche des Ii. Au cas limite des impulsions

parfaitement d�e�nies o�u les largeurs des paquets d'onde tendent vers z�ero, fi(~k) ! �(3)(~k � ~ki).
Les a(1) et ay(1) deviennent les op�erateurs habituels de cr�eation et d'annihilation de la th�eorie
libre, pour lesquelles on utilise les relations canoniques de commutation :

hf jii = 4!~k1!~k2(2�)
6
�
�(3)(~k1 � ~k10)�(3)(~k2 � ~k20) + �(3)(~k1 � ~k20)�(3)(~k2 � ~k10)

�
+ 2!~k1(2�)

3
�
�(3)(~k1 � ~k10)h0ja20(1)(iI2)j0i+ �(3)(~k1 � ~k20)h0ja10(1)(iI2)j0i

�
+2!~k2(2�)

3
�
�(3)(~k2 � ~k10)h0ja20(1)(iI1)j0i+ �(3)(~k2 � ~k20)h0ja10(1)(iI1)j0i

�
| {z }

termes \d�econnexes"

+ h0jT a10(1)a20(1)(iI1)(iI2)j0i
= (termes d�econnexes) + h0jT

�
a10(�1) + iIy10

��
a20(�1) + iIy20

�
(iI1)(iI2)j0i

= (termes d�econnexes) + h0jT(iIy10)(iIy20)(iI1)(iI2)j0i :

(4.19)

Explications : Termes \d�econnexes" viennent des relations de commutation ; contributions seule-
ment si (quelques uns parmi) les impulsions des particules externes sont �egales : pas de di�usion,
processus aux histoires \d�econnexes". Pour la deuxi�eme �egalit�e on a utilis�e �eq. (4.16). Dans la
derni�ere �egalit�e on a utilis�e que sous le symbole T les op�erateurs d'annihilation agissent directe-
ment sur le vide tout �a droite et donc ne contribuent pas.

On trouve en�n

hf jii = (termes d�econnexes)

+ i4
Z

d4x1 d
4x2 d

4x10 d
4x20 e

�ik1x1�ik2x2+ik10x10+ik20x20

(�1 +m2)(�2 +m2)(�10 +m2)(�20 +m2)h0jT�(x1)�(x2)�(x10)�(x20)j0i :
(4.20)

Formule de reduction de Lehmann-Symanzik-Zimmermann pour la di�usion 2 ! 2, g�en�eralisable
aux processus n ! n0 de fa�con �evidente. Relation entre amplitude de transition hf jii et fonction
de correlation en ordre chronologique h0jT�(x1) : : : �(xn0)j0i.
Version �equivalente apr�es transformation de Fourier :

hf jii = (termes d�econnexes)

+ (�i)4(k21 �m2)(k22 �m2)(k210 �m2)(k220 �m2)h0jT ~�(k1)~�(k2)~�(k10)~�(k20)j0i :
(4.21)

� Sans la red�e�nition des champs � ! �=
p
Z (voir 4.1.2), on obtiendrait une formulation

�equivalente avec des facteurs explicites de Z1=2 ; quelques livres suivent cette convention
alternative.

� Termes d�econnexes : les particules se manquent, impulsions externes inchang�ees (�a change-
ments des noms d'indices pr�es).

� La physique int�eressante est dans les termes connexes.

� Dans �eq. (4.21) les particules sont sur couche de masse : k2i = m2, alors k2i �m2 = 0 avecm =
masse physique de la th�eorie avec interactions. Contribution �a hf jii non nulle seulement si la
transform�ee de Fourier de la fonction de correlation connexe h0jT ~�(k1)~�(k2)~�(k10)~�(k20)j0i
a des pôles �a k2i = m2.

� Un grande partie de la TQC et du reste de ce cours : Calcul de h0jT�(x1) : : : �(xn0)j0i
(resp. h0jT ~�(k1) : : : ~�(kn0)j0i). La formule LSZ permet ensuite de faire le lien avec ob-
servation : sections e�caces = j(�el�ements de matrice de transition hf jii)j2 (aux facteurs
cin�ematiques pr�es).
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� Deux strategies �equivalentes pour calculer fonctions de correlation : passage �a la
repr�esentation d'interaction dans le cadre du formalisme canonique (! exercices), ou quan-
ti�cation par l'int�egrale de chemin (! chap̂�tre suivant).
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Chapitre 5

La quanti�cation par l'int�egrale de

chemin

5.1 Les int�egrales de chemin en m�ecanique quantique

Rappel : on travaille dans la repr�esentation de Heisenberg o�u les op�erateurs d�ependent du temps
et l'�etat d'un syst�eme est constant (hors mesurements). On place un syst�eme dans l'�etat jqii, un
�etat propre de l'op�erateur de position q̂(t) �a t = 0 avec valeur propre qi. On s'int�eresse �a son
recouvrement avec l'�etat jqf ; T i, un �etat propre de q̂(T ) = eiHT q̂(0)e�iHT avec valeur propre qf ,
qui peut s'�ecrire jqf ; T i = e+iHT jqf i. Il ne faut pas confondre jqf ; T i avec un �etat de Schr�odinger !
On a

hqf ; T jqii = hqf je�iHT jqii : (5.1)

Exp�erience quintessenci�ee de la m�ecanique quantique : fentes de Young. On connait la position
d'une particule �a la source �a t = 0 et on la mesure encore sur l'�ecran �a t = T . Entre la source et
l'�ecran il y a une plaque imp�en�etrable perc�ee par des fentes. Pour deux fentes :

source

écranplaque

q

q

q

t=0 t=t t=T

i

2

1

q
f

1

hqf je�iHT jqii = hqf je�iH(T�t1)jq1ihq1je�iHt1 jqii+ hqf je�iH(T�t1)jq2ihq2je�iHt1 jqii : (5.2)

Superposition coh�erente des amplitudes de probabilit�e.
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n fentes :

source

écranplaque

q

t=0 t=t t=T

i

q
f

q
1

q
n

1

hqf je�iHT jqii =
X
n

hqf je�iH(T�t1)jqkihqkje�iHt1 jqii : (5.3)

Deux plaques avec n fentes chacune :

source

q

t=0 t=T

i

q
f

q
n

q
1

q
1

q
n’

’

plaque plaque

t=t t=t21

écran

hqf je�iHT jqii =
X
mk

hqf je�iH(T�t2)jqkihqkje�iH(t2�t1)jq0mihq0mje�iHt1 jqii : (5.4)

In�niment de plaques avec in�niment de fentes (= plus d'obstacle) :

hqf je�iHT jqii =
X

tous les chemins
possibles entre

qf et qi

(amplitude de suivre le chemin) : (5.5)

Pour une discr�etisation avec N pas en temps et N ! 1, avec N int�egrations sur des positions
interm�ediaires qi :

δ t δ t δ t δ t

q
i

q
f

t=0

q
1

q

32

2

q
3

t = N

hqf je�iHT jqii = lim
N!1

Z N�1Y
j=1

(dqj) hqf je�iH T
N jqN�1ihqN�1je�iH T

N jqN�2i � � � hq1je�iH T
N jqii : (5.6)
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Cas sp�ecial : hamiltonien libre, H = p̂2

2m . On note les relationsZ
dq jqihqj = 1 ;

Z
dp

2�
jpihpj = 1 ; hqjpi = eipq (5.7)

pour des �etats propres jqi de l'op�erateur de position q̂(0) avec valeur propre q, et jpi de l'op�erateur
d'impulsion p̂(0) avec valeur propre p.

Pour le pas entre qj et qj+1, avec �t = T=N :

hqj+1j exp
�
�i�t p̂

2

2m

�
jqji =

Z
dp

2�
hqj+1j exp

�
�i�t p̂

2

2m

�
jpihpjqji

=

Z
dp

2�
exp

�
�i�t p

2

2m

�
exp (ip(qj+1 � qj)) :

(5.8)

Int�egrale gaussienne :Z 1

�1
dx exp

�
1

2
iax2 + ibx

�
=

�
2�i

a

� 1
2

exp

�
�i b

2

2a

�
(! exercices) ; (5.9)

alors

hqj+1j exp
�
�i�t p̂

2

2m

�
jqji =

� m

2�i�t

� 1
2

exp

 
i�tm

2

�
qj+1 � qj

�t

�2
!
: (5.10)

Avec q0 � qi et qN � qf :

hqf je�iHT jqii = lim
N!1

� m

2�i �t

�N
2
N�1Y
k=1

Z
dqk exp

0@i �t m
2

N�1X
j=0

�
qj+1 � qj

�t

�2
1A : (5.11)

Pour N ! 1 on remplace�
qj+1 � qj

�t

�2

! _q2 ; �t
X
j

!
Z T

0

dt (5.12)

et on d�e�nit la m�esure de l'int�egrale de chemin parZ
Dq � lim

N!1

� m

2�i �t

�N
2
N�1Y
k=1

Z
dqk : (5.13)

Expression compacte pour l'amplitude de transition :

hqf je�iHT jqii =
q(T )=qfZ
q(0)=qi

Dq exp

 
i

Z T

0

dt
1

2
m _q2

!
: (5.14)

Prescription : int�egrer sur tous les chemins possibles q(t) avec q(0) = qi et q(T ) = qf , pond�erer
avec eiS o�u S = action classique le long du chemin.

Cas plus g�en�eral : hamiltonien s�eparable,

H(p̂; q̂) =
p̂2

2m
+ V (q̂) : (5.15)

(Cas même plus g�en�eraux : Termes mixtes, p.ex. p̂q̂, donnent lieu aux ambigu��t�es d'ordre. Termes
d'ordre sup�erieur en p̂ ) int�egrale sur p non gaussienne.) Selon la formule de Baker-Campbell-
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Hausdor�,

hqj+1j exp
�
�i �t

�
p̂2

2m
+ V (q̂)

��
jqji

= hqj+1j exp
�
�i �t p̂

2

2m

�
exp (�i �t V (q̂)) exp

 
�t2

4m
[p̂2; V (q̂)] +O(�t3)| {z }

n�egligeable lorsque �t! 0

!
jqji

=

Z
dp

2�
hqj+1j exp

�
�i �t p̂

2

2m

�
jpihpj exp (�i �t V (q̂)) jqji+O(�t2)

=

Z
dp

2�
exp

�
�i �t p

2

2m
+ i(qj+1 � qj)p

�
exp (�i �t V (qj)) +O(�t2)

int. gaussienne
=

r
m

2�i �t
exp

�
i�t

�
m

2

(qj+1 � qj)2
�t2

� V (qj)
��

+O(�t2)

(5.16)

Dans la limite �t ! 0 : termes en parenth�eses deviennent m
2 _q2 � V (q) = L (le lagrangien) etR T

0
dt L(q; _q) = S[q]. R�esultat comme pour le cas libre :

hqf je�iHT jqii =
q(T )=qfZ
q(0)=qi

Dq exp

�
i

~
S[q]

�
: (5.17)

Utilit�e de ce formalisme : Calcul des insertions d'op�erateurs, par exemple

hqf ; t = T jq̂(t = t1)jqi; t = 0i
= hqf je�iH(T�t1)q̂e�iHt1 jqii
= lim
N!1

Z Y
j

dqjhqf je�iH �tjqN�1ihqN�1je�iH �tjqN�2i � � �

� � � hqk+1je�iH �t q̂jqki| {z }
q(t1)jqki

hqkje�iH �tjqk�1i � � � hq1je�iH �tjqii (avec t1 = k �t)

= lim
N!1

Z Y
j

dqj q(t1)hqf je�iH �tjqN�1i � � � hq1je�iH �tjqii

=

q(T )=qfZ
q(0)=qi

Dq q(t1)eiS[q]

(5.18)

De même, pour une insertion de deux op�erateurs,

q(T )=qfZ
q(0)=qi

Dq q(t1)q(t2)eiS[q]

=

� hqf jq̂(t1)q̂(t2)jqii si T > t1 > t2 > 0
hqf jq̂(t2)q̂(t1)jqii si T > t2 > t1 > 0

= hqf jT q̂(t1)q̂(t2)jqii

(5.19)

ou pour n op�erateurs :

q(T )=qfZ
q(0)=qi

Dq q(t1) : : : q(tn)eiS[q] = hqf jT q̂(t1) : : : q̂(tn)jqii : (5.20)
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L'int�egrale de chemin calcule les insertions des produits d'op�erateurs entre jqii et hqf j en ordre
chronologique. Il est important de noter que le membre de gauche d'�eq. (5.20) n'implique que
des quantit�es classiques qui commutent, tant que le membre de droite contient des op�erateurs
quantiques.

5.2 Fonctionnelle g�en�eratrice

On d�e�nit

SJ [q] � S[q; J ] �
Z T

0

dt (L(q; _q) + J(t)q(t)) : (5.21)

Action en pr�esence d'une source J(t). Utilit�e :

�SJ
�J(t)

= q(t) (5.22)

�

�J(t)
exp (iSJ [q]) =

�
@

@S
exp(iS)

�
�S

�J
= iq(t) exp (iSJ [q]) ; (5.23)

(pour la d�e�nition de la d�eriv�ee fonctionnelle, voir l'annexe). Alors, sous l'int�egrale de chemin

1

i

�

�J(t)

Z
Dq eiSJ [q]

����
J=0

=

Z
Dq q(t)eiS[q] (5.24)

ou plus g�en�eralement

1

i

�

�J(t1)
� � � 1

i

�

�J(tn)

q(T )=qfZ
q(0)=qi

Dq eiSJ [q]
�������
J=0

=

q(T )=qfZ
q(0)=qi

Dq q(t1) : : : q(tn) eiS[q]

= hqf jT q̂(t1) : : : q̂(tn)jqii

(5.25)

la derni�ere �egalit�e correspondant �a �eq. (5.20).

En TQC, il faudra �evaluer �eq. (5.25) pas entre jqi; t = 0i et hqf ; t = T j mais plutôt entre
j0; t ! �1i et h0; t ! +1j a�n de calculer les esp�erances quantiques des produits d'op�erateurs
en ordre chronologique dans le vide.

5.3 Les int�egrales de chemin en th�eorie quantique des

champs

Objectif : calculer
h0jT�(x1) : : : �(xn)j0i (5.26)

pour obtenir hf jii avec la formule de LSZ, �eq. (4.20).
Pour un champ scalaire r�eel avec des interactions, on d�e�nit l'action en pr�esence d'une source J(x)

SJ [�] =

Z
d4x

�
1

2
(@��)

2 � 1

2
m2�2 � Vint(�) + J�

�
(5.27)

et l'int�egrale de chemin en pr�esence de la source

h�f (~x); t0j�i(~x); tiJ =

�(t0;~x)=�f (~x)Z
�(t;~x)=�i(~x)

D� eiSJ [�] : (5.28)
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L'int�egration est sur tous les chemins dans l'espace de con�guration de �. Comme avant on va
ignorer le probl�eme math�ematique de la d�e�nition rigoureuse (comment d�e�nir la mesure sur
l'espace des chemins. . . ?)

On choisit �i et �f de mani�ere que h�f j0i 6= 0 et h0j�ii 6= 0. Alors, lorsque t ! �1 et t0 ! +1,
seulement les projections de j�i;f i sur l'�etat fondamental peuvent contribuer �a l'int�egrale. Pour
d�emontrer cela, supposons que Hj0i = 0 (sinon on ajoute une constante �a H) et ins�erons deux
ensembles complets d'�etats propres deH,Hjni = Enjni, dans l'expression de l'int�egrale de chemin,

lim
T !1

�(+T;~x)=�f (~x)Z
�(�T;~x)=�i(~x)

D� exp

 
i

Z T

�T
dt

Z
d3x(L+ J�)

!

= lim
T !1

h�f ; T j�i;�T iJ
= lim
T !1

X
mn

h�f ; T je�iHT jn; T iJ hnjmiJ hm;�T jeiH(�T )j�i;�T iJ

= lim
T !1

X
mn

e�i(En+Em)T h�f ; T jn; T iJ hn; 0jm; 0iJ hm;�T j�i;�T iJ :

(5.29)

On donne �a T une partie imaginaire �i�T , puis on pose � ! 0 apr�es l'int�egration (cette
pr�escription fait partie de la d�e�nition de l'int�egrale, voir int�egrale gaussienne avec exposant ima-
ginaire ! exercices). Alors

lim
�! 0

lim
T !1(1�i�)

h�f ; T j�i;�T iJ = e0h�f j0ih0j0iJh0j�ii (5.30)

Explication : Toutes les contributions �a la somme de la derni�ere ligne de �eq. (5.29) d�ecroissent
exponentiellement lorsque jT j ! 1, sauf celle de l'�etat fondamental o�u E0 = 0. De plus, on a
J ! 0 �a T ! �1 ) les amplitudes h�f j0iJ et h0j�iiJ deviennent celles sans source. On trouve
l'expression de l'amplitude de persistance du vide en pr�esence de la source J :

h0j0iJ =
1

N
lim
�! 0

lim
T !1(1�i�)

Z
D� exp

 
i

Z T

�T
d4x (L+ J�)

!
� 1

N
Z[J ] (5.31)

N = h�f j0ih0j�ii est une constante de normalisation ind�ependante de J ; pour que h0j0i = 1 il
faut que N = Z[0]. Z[J ] est la fonctionnelle g�en�eratrice des fonctions de correlation �a n points :

h0jT�(x1) : : : �(xn)j0i = 1

Z[0]

1

i

�

�J(x1)
� � � 1

i

�

�J(xn)
Z[J ]

����
J=0

: (5.32)

Cf. physique statistique : moyenne thermique d'une observable donn�ee par la d�eriv�ee de la fonction
de partition (fonction g�en�eratrice), par exemple

hHi / @

@�
Z ; Z = tr e��H : (5.33)
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Exemple : Propagateur de Feynman de la th�eorie libre

On va utiliser ce formalisme pour retrouver la fonction de correlation �a deux points dans la th�eorie
libre. On connait d�ej�a le resultat, �a savoir le propagateur de Feynman. L'action est

iSJ = i

Z
d4x

�
1

2
(@��)

2 � m2

2
�2 + J�

�
IPP
= � i

2

Z
d4x

�
�(�+m2)�� 2J�

�
Fourier
=

i

2

Z
d4x

Z
d4p

(2�)4

Z
d4q

(2�)4
ei(p+q)x

�
~�(p)(q2 �m2)~�(q) + 2 ~J(p)~�(q)

�
=
i

2

Z
d4p

(2�)4

�
~�(p)(p2 �m2)~�(�p) + 2 ~J(p)~�(�p)

�
=
i

2

Z
d4p

(2�)4

 �
~�(p) +

1

p2 �m2
~J(p)

�
(p2 �m2)

�
~�(�p) + 1

p2 �m2
~J(�p)

�

� ~J(p)
1

p2 �m2
~J(�p)

!

(5.34)

On fait un changement de variable ~�0(p) � ~�(p) + 1
p2�m2

~J(p). A noter D�0 = D� (ajout de

constante). On retrouve alors le même int�egrale de chemin que pour J = 0 �a un facteur pr�es :

Z[J ] = exp

 
� i
2

Z
d4p

(2�)4

~J(p) ~J(�p)
p2 �m2

!
Z[0] : (5.35)

A priori l'int�egrande n'est pas d�e�nie �a cause des pôles �a p0 = �pj~pj2 +m2 � �!~p. Mais pour
d�e�nir l'int�egration de chemin dans Z[J ] nous avions remplac�e t ! t(1�i�). En espace de Fourier :
p0 ! p0(1 + i�) ) courbe de Feynman, �evite le pôle �a �!~p au-dessous et celui �a +!~p au-dessus.
Alors en fait

Z[J ] = exp

 
� i
2

Z
d4p

(2�)4

~J(p) ~J(�p)
p2 �m2 + i�

!
Z[0] : (5.36)

Apr�es inversion de la transformation de Fourier, on obtient en�n l'expression de la fonctionnelle
g�en�eratrice pour un champ scalaire libre :

Z[J ] = exp

�
�1
2

Z
d4x

Z
d4y J(x)DF (x� y)J(y)

�
Z[0] (5.37)

avec l'expression de DF comme avant (voir �eq. (3.39)),

DF (x� y) =
Z

d4p

(2�)4
i

p2 �m2 + i�
e�ip(x�y) : (5.38)

On applique �eq. (5.32) pour trouver la fonction �a deux points :

h0jT�(x1)�(x2)j0i = 1

Z[0]

�
1

i

�2
�

�J(x1)

�

�J(x2)
Z

�����
J=0

= DF (x1 � x2) (5.39)

ce qui est l'ancien r�esultat du chapitre 3.4.

Exemple : Fonctions �a n > 2 points dans la th�eorie libre

Avec �eqs. (5.32) et (5.37) on trouve pour la fonction �a 3 points

h0jT�(x1)�(x2)�(x3)j0i

=

�
1

i

�3
�

�J(x1)

�

�J(x2)

�

�J(x3)
exp

�
�1
2

Z
d4x

Z
d4y J(x)DF (x� y) J(y)

������
J=0

= 0 :

(5.40)
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Raison : d�eveloppement de l'exponentielle) que de puissances paires de J . En prenant un nombre
impaire de d�eriv�ees, il y reste un nombre impair de facteurs de J dans chaque terme qui s'annullent
�a J = 0. Même raisonnement pour toutes les autres fonctions �a n = (2m+ 1) points :

h0jT�(x1)�(x2) : : : �(x2m+1)j0i = 0 : (5.41)

Fonction �a quatre points : on d�eveloppe l'exponentielle. La seule contribution vient des termes avec
4 facteurs de J (termes avec moins que 4 facteurs : z�ero sous la quatri�eme d�eriv�ee fonctionnelle ;
termes avec plus que 4 : z�ero �a J = 0). On trouve ainsi

h0jT�(x1)�(x2)�(x3)�(x4)j0i
= DF (x1 � x2)DF (x3 � x4) +DF (x1 � x3)DF (x2 � x4) +DF (x1 � x4)DF (x2 � x3) :

(5.42)

R�esultat g�eneral : th�eor�eme de Wick,

h0jT�(x1)�(x2) : : : �(x2n)j0i =
X

appariements

DF (xi1 � xi2) � � �DF (xi2n�1
� xi2n) : (5.43)

Convergence et prolongement analytique

Nos int�egrales de chemin sont pond�er�ees avec une exponentielle eiS[�] dont l'exposant est pure-
ment imaginaire. Pour les d�e�nir il fallait donner une petite partie imaginaire au param�etre t.
Explicitement : S�eparer les parties positives et n�egatives de S,

S = Spos + Sneg ; Spos =

Z
dt d3x

(��)2

2
; Sneg = �

Z
dt d3x

 
(~r�)2
2

+
m2

2
�2 + Vint(�)

!
(5.44)

(en supposant que Vint poss�ede une borne inf�erieure, alors est positif apr�es ajout d'une constante).
Avec t ! t(1� i�) on a dt ! (1� i�) dt et �� ! (1� i�)�2 ��, donc au premier ordre

iSpos ! (i� �)Spos ; iSneg ! (i+ �)Sneg : (5.45)

Par cons�equent, iS tend vers �1 lorsque jj�jj ! 1 (cf. exercices pour les int�egrales gaussiennes
en dimension �nie).

Proc�edure :

1. int�egration complexe sur t avec la courbe d'int�egration temporelle l�eg�erement pench�ee par
rapport �a l'axe r�eelle, t ! t(1� i�)

2. �evaluer l'int�egrale sur t et, en fonction de celle-ci, l'int�egrale de chemin

3. poser � = 0.
�Equivalent :

1. int�egration complexe sur t avec la courbe d'int�egration tourn�ee par 90� par rapport �a l'axe
r�eelle, t ! � � �it, @t ! @� = i@t, dt ! d� = �idt

2. �evaluer l'int�egrale et l'int�egrale de chemin,

3. inverser la rotation si n�ecessaire (c.�a.d. si la quantit�e calcul�ee d�epend de t/�).

Rotation de Wick. Donne le bon r�esultat si pas de pôle touch�e lors de la rotation de la courbe
d'int�egration.

Exemple, important plus tard :Z
d4p

(2�)4
1

(p2 ��2 + i�)n
p0! ip0! i

Z
d4p

(2�)4
1

(�(p0)2 � ~p 2 ��2)n

=
i

(2�)4
(�1)n

Z 1

0

djpj 2�2jpj3
(jpj2 +�2)n

= (�1)n i

16�2
1

(n� 1)(n� 2)
�4�2n (n > 2) :

(5.46)
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Dans l'int�egrale de chemin, rotation de Wick t ! � donne l'int�egrale de chemin euclid�eenneZ
D� e�SE [�] ; SE =

Z
d4xE

�
1

2
(@��)

2 +
1

2
(r�)2 + m2

2
�2 + Vint(�)

�
:

Souvent mieux d�e�ni (exposant r�eel, d�ecroissant si jj�jj ! 1) et plus facile �a �evaluer (approxima-
tion du point col ! exercice ; m�ethodes num�eriques : TQC sur r�eseau). Connections avec physique
statistique :

TQC physique statistique
int�egrale de chemin int�egrale de chemin euclid�eenne

�equation de Schr�odinger i@t = 1
2m� �equation de la chaleur @tu = ��u

op�erateur d'�evolution eiHt facteur de Boltzmann e��H

uctuation quantique uctuation thermique
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Chapitre 6

La th�eorie des perturbations et les

diagrammes de Feynman

6.1 Les diagrammes de Feynman

Simple exemple d'une th�eorie avec interactions : th�eorie �4,

L =
1

2
Z@��@

��� 1

2
(m2 + �m2)�2 � �+ ��

24
�4 (6.1)

avec m2 = masse2 du particule = �energie2 au repos de la premi�ere excitation ; � = d�e�ni par
une certain section e�cace de di�usion (d�etails plus tard). Les param�etres Z, �m2 , �� doivent être
choisis tel que

h0j�(x)j0i = 0 ; hkj�(x)j0i = eikx (6.2)

o�u hkj = �etat �a 1 particule bien normalis�e (voir la d�erivation de la formule de LSZ, section 4.2).
Lorsque � ! 0, on s'attend que Z ! 1 et �m2 ! 0, �� ! 0 (cas limite de la th�eorie libre). En
fait on va bientôt trouver que Z = 1 + O(�2), �m2 = O(�), �� = O(�2). Notre objectif sera de
construire les fonctions �a n points par un d�eveloppement en �.

Pour l'instant on pose Z = 1, �m2 = 0, �� = 0 pour simpli�er la notation. Attention : par
cons�equent, m2, �, Z ne repr�esentent pas la masse, le couplage, la normalisation du champ phy-
sique. On va revisiter ce point dans Section 6.3.

La fonctionnelle g�en�eratrice est donn�ee par

Z[J ] =

Z
D� exp

�
i

Z
(L+ J�)

�
: (6.3)

On note que
1

i

�

�J
ei
R
J� = �ei

R
J� (6.4)

et plus g�en�eralement, pour une fonction f quelconque dont l'action sur des op�erateurs di��erentiels
est d�e�nie par son s�erie de Taylor,

f

�
1

i

�

�J

�
ei
R
J� = f(�)ei

R
J� : (6.5)

En th�eorie �4 on d�e�nit Vint(�) = �
24�

4 le potentiel d'interaction. Alors

exp

�
�i
Z
Vint(�)

�
exp

�
i

Z
J�

�
= exp

�
�i
Z
Vint

�
1

i

�

�J

��
exp

�
i

Z
J�

�
(6.6)
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ou bien, en multipliant avec l'exponentielle de l'action libre et int�egrant sur �,

Z[J ] = exp

�
�i
Z
Vint

�
1

i

�

�J

��Z
D� exp

�
i

Z �
1

2
(@��)

2 � 1

2
m2�2 + J�

��
| {z }

Z0[J]

(6.7)

o�u Z0[J ] est la fonctionnelle g�en�eratrice de la th�eorie libre sans interactions. En r�esum�e :

Z[J ] = exp

�
�i
Z
Vint

�
1

i

�

�J

��
Z0[J ] (6.8)

avec Z0[J ] donn�e par �eq. (5.37),

Z0[J ] = Z0[0] exp

�
�1
2

Z
d4x d4y J(x)DF (x� y)J(y)

�
: (6.9)

On ins�ere l'expression de Vint et on substitue les s�eries de Taylor des exponentielles :

Z[J ] = Z0[0]

1X
V=0

1

V !

�
� i�
24

Z
d4x

�4

�J(x)4

�V 1X
P=0

1

P !

�
�1
2

Z
d4x d4y J(x)DF (x� y)J(y)

�P
(6.10)

Apr�es d�eveloppement des sommes, un terme avec P et V �xe contient E = 2P � 4V facteurs de J
et peut donc contribuer �a la fonction de correlation �a E points (car celle-ci est obtenue en prenant
E d�eriv�ees fonctionnelles de Z par rapport �a J). On organise les termes avec l'aide d'une notation
diagrammatique, les diagrammes de Feynman. Pour chaque terme on trace

x y
propagateur DF (x� y) (P au total)

vertex �i� R d4x �4

�J(x)4 (V au total)

Exemples :

E = 0 V = 1

E = 2 V = 0

E = 2 V = 1

E = 2 V = 2

E = 4 V = 0

E = 4 V = 1

E = 4 V = 2 + diagrammes d�econnexes

34



Nombre de termes dans �eq. (6.10) qui correspondent �a un diagramme donn�e :

� r�earrangement des 4 �
�J(x) associ�es �a un vertex ) facteur 4! = 24 qui supprime le facteur 1

24

dans Vint
� r�earrangement des V vertex ) facteur V ! qui supprime le facteur 1

V ! de l'exponentielle

� r�earrangement des sources aux extr�emit�es des propagateurs ) facteur 2! qui supprime le 1
2

devant
R
JDJ

� r�earrangement des P propagateurs ) facteur P ! qui supprime le facteur 1
P ! de l'autre expo-

nentielle

Conclusion :

Z[J ] = Z0[0] �
X

(diagrammes de Feynman) modulo surcomptage

\Surcomptage" car r�earrangement des �
�J(xi)

peut donner le même r�esultat qu'un r�earrangement

des J(xi) : il faut diviser par un facteur de sym�etrie S du diagramme. Ce facteur doit être determin�e
au cas par cas.

Exemples :

Le diagramme

a S = 4 : �echanger les extremit�es du propagateur interne donne le même diagramme. Pareil pour
un �echange simultan�e des extr�emit�es des propagateurs externes (connect�es aux sources) si au même
temps on �echange les deux sources.

Le diagramme

a S = 8 : 2 (�echanger les extremit�es du propagateur �a gauche) �2 (�echanger les extremit�es du
propagateur �a droite) �2 (�echanger le propagateur �a gauche avec celui �a droite).
Le diagramme

a S = 2 � 3! = 12 dont 3! pour une permutation des propagateurs internes, 2 pour �echanger toutes
les extr�emit�es simultan�ement avec les sources.

Conclusion �nale :

Z[J ] = Z0[0]
X

diagrammes de Feynman

(diagramme D) = (facteur de sym�etrie S(D)) : (6.11)

Chaque diagramme repr�esente une expression alg�ebrique qui d�epend des J , des DF et de �.

Diagrammes connexes

D connexe , on peut relier tout point du diagramme �a tout autre par un chemin. Diagramme D
g�en�eral = produit des sous-diagrammes connexes CI , chacun avec son facteur de sym�etrie :

D =
1

SD

Y
I

(CI)
nI (6.12)
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o�u SD = facteur de sym�etrie qui n'a pas encore �et�e pris en compte par les CI . On a

SD =
Y
I

nI ! (6.13)

(n! venant des permutations des sous-diagrammes connexes de la même topologie). Donc

Z[J ] /
X
fnIg

D =
X
fnIg

Y
I

1

nI !
(CI)

nI =
Y
I

1X
nI=0

(CI)
nI

nI !
=
Y
I

exp(CI) = exp

 X
I

CI

!
: (6.14)

En conclusion, Z[J ] / (somme de tous les diagrammes) / (exponentielle de la somme des dia-
grammes connexes) :

Z[J ] = eiW [J] (6.15)

o�u
iW [J ] =

X
diagrammes
connexes,
E 6=0

CI : (6.16)

On a choisi la normalisation telle que les diagrammes de vide avec E = 0 ont �et�e exclus. Z =
fonctionnelle g�en�eratrice des fonctions de correlation, W = fonctionnelle g�en�eratrice des fonctions
de correlation connexes.

6.2 Les r�egles de Feynman pour la th�eorie �4

Calcul des fonctions de correlation �a n points

h0jT�(x1) : : : �(xn)j0i � h�(x1) : : : �(xn)i

avec l'aide des diagrammes de Feynman : On note que l'e�et de

1

i

�

�J(xk)
� �k

sur un diagramme de Feynman est de enlever une source et de labelliser xk l'extr�emit�e du propa-
gateur o�u elle �etait attach�ee.

Fonction �a un point

Notre d�erivation de la formule de LSZ n�ecessite

h�(x1)i !
= 0 : (6.17)

On a

h�(x1)i = �1Z[J ]

�����
J=0

(6.18)

La seule contribution peut venir des diagrammes avec E = 1 qui n'existent pas en Z[J ]. Donc en
fait

h�(x1)i = 0 (6.19)

est garantie pour la th�eorie �4 (au moins pour le cas m2 > 0 consid�er�e ici).
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Fonction �a deux points

h�(x1)�(x2)i = �1�2Z[J ]

�����
J=0

= �1�2iW [J ]

�����
J=0

+ �1iW [J ]| {z }
h�(x1)=0i

�2iW [J ]

�����
J=0

= �1�2 iW [J ]

�����
J=0

=
X�

diagrammes connexes avec E=2, sources
enlev�ees et avec ses extr�emit�es �a x1 et x2

�
:

(6.20)

Au premier ordre en �,

h�(x1)�(x2)i = x x
1 2

+
x x

2 1

+ O(�)

=
1

2
DF (x1 � x2) + 1

2
DF (x2 � x1) +O(�)

= DF (x1 � x2) +O(�) :
(6.21)

Facteurs 1
2 = facteurs de sym�etrie. Le r�esultat au premier ordre est donc le même que celui de la

th�eorie libre (pas de surprise).

Corrections jusqu'�a O(�2) :

h�(x1)�(x2)i = 2

 
x x

1 2

+
x x

1 2
y + x

1 x
2

y y
1 2

+
x x

1 2
y

y

1

2

+
y y

1 2

x
1

x
2

+ O(�3)
!

= DF (x1 � x2)
+

1

2

Z
d4y DF (x1 � y)(�i�)DF (y � y)DF (y � x2)

+
1

4

Z
d4y1 d

4y2DF (x1 � y1)(�i�)DF (y1 � y1)DF (y1 � y2)(�i�)DF (y2 � y2)DF (y2 � x2)

+
1

4

Z
d4y1 d

4y2DF (x1 � y1)(�i�)DF (y1 � y2)(�i�)DF (y2 � y2)DF (y2 � y1)DF (y1 � x2)

+
1

6

Z
d4y1 d

4y2DF (x1 � y1)(�i�)DF (y1 � y2)DF (y1 � y2)DF (y1 � y2)(�i�)DF (y2 � x2)
+O(�3)

(6.22)

Explications : le facteur 2 devant la parenth�ese de la premi�ere ligne vient de x1 $ x2, les facteurs
devant les int�egrales des facteurs de sym�etrie r�esiduels.

Fonction �a n points

On peut traiter des diagrammes g�en�erales dans la même fa�con. Chaque vertex emporte un facteur
(�i�) R dy, chaque propagateur un facteur DF . En r�esum�e, on obtient les r�egles de Feynman dans
l'espace des positions pour traduire les diagrammes en expressions alg�ebriques :
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1. Pour chaque point externe,
x

= 1

2. Pour chaque propagateur, x y
= DF (x� y)

3. Pour chaque vertex, z = (�i�) R d4z
4. Diviser par le facteur de sym�etrie.

Normalement les calculs sont plus simples dans l'espace des impulsions. On rappelle l'expression
de DF et sa transform�ee de Fourier :

DF (x� y) =
Z

d4p

(2�)4
i

p2 �m2 + i�
e�ip(x�y) ) gDF (p) =

i

p2 �m2 + i�
: (6.23)

Alors dans l'espace des impulsions chaque propagateur est associ�e �a un p. Pour un vertex avec des
impulsions entrantes p1;2;3;4 :

(�i�)
Z

d4z e�ip1ze�ip2ze�ip3ze�ip4z = (�i�)(2�)4�(4)(p1 + p2 + p3 + p4) (6.24)

alors l'impulsion est conserv�ee �a chaque vertex. On obtient ainsi les r�egles de Feynman dans l'espace
des impulsions

1. Pour chaque point externe,
x

p
= e�ipx

2. Pour chaque propagateur, p = i
p2�m2+i�

3. Pour chaque vertex,

pp

p

1 2

3
p

4

= (�i�)(2�)4�(4)(p1 + p2 + p3 + p4)

4. Int�egrer toutes les impulsions.

5. Diviser par le facteur de sym�etrie.

ou plus pratiquement

3. Pour chaque vertex,

pp

p

1 2

3
p

4

= �i�

4.a Imposer la conservation des impulsions �a chaque vertex.

4.b Int�egrer toutes les impulsions pas encore d�etermin�ees.

5. Diviser par le facteur de sym�etrie.

Tentative d'exemple : La correction O(�) �a la fonction �a deux points

On va essayer d'appliquer ces r�egles au calcul du diagramme
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x x
1 2

p p
1 2

p
3

=
1

2

Z
d4p1
(2�)4

d4p2
(2�)4

d4p3
(2�)4

eip1x
i

p21 �m2 + i�
(�i�)(2�)4�(4)(p1 � p2) i

p23 �m2 + i�

i

p22 �m2 + i�
e�ip2y

= ��
2

Z
d4p1
(2�)4

eip1(x�y)
1

(p21 �m2 + i�)2

Z
d4p3
(2�)4

1

p23 �m2 + i�
(6.25)

Pour �evaluer l'int�egrale de p3 on e�ectue une rotation de Wick et on transforme aux coordonn�ees
sph�eriques : Z

d4p3
(2�)4

1

p23 �m2 + i�
= � i

8�

Z 1

0

jpj3
jpj2 +m2

djpj (6.26)

N'existe pas comme int�egrale impropre (la primitive diverge comme � jpj2 lorsque jpj ! 1,
divergence quadratique). Complication suppl�ementaire : n�ecessit�e de renormaliser la th�eorie.

R�esum�e provisoire : Calcul des observables en th�eorie de perturbations

Pour calculer la section e�cace pour un processus n ! m :

1. Calculer et additionner tous les diagrammes de Feynman avec n +m pattes externes �a un
ordre �xe en � pour obtenir la fonction �a n+m points h�(x1) : : : �(xn+m)i. (Si quelques-uns
des diagrammes divergent ! renormalisation, section 6.3.)

2. Choisir les param�etres libres du lagrangien de la sorte que les pr�erequis pour notre d�erivation
de la formule de LSZ sont remplis. (Li�e avec la renormalisation, voir section 6.3 �egalement.)

3. Obtenir l'amplitude de transition hf jii selon la formule de LSZ.

4. En�n obtenir la section e�cace en prenant compte des facteurs cin�ematiques (chapitre 7).

6.3 Un premier regard �a la renormalisation

La fonction �a deux points admet la repr�esentation spectrale (voir p.ex. le livre de Weinberg) :Z
d4x h0jT�(x)�(0)j0ieipx = iZ

p2 �m2
+ (termes r�eguliers �a p2 = m2) (6.27)

(formule exacte, non-perturbative)

m = �energie du premier �etat excit�e = masse de la particule = position du pôle

Z = jh10j�(0)j0ij2 = constante de renormalisation de la fonction d'onde = (r�esidu au pôle)=i (avec
h10j = �etat �a 1 particule au repos).

Rappel : On avait d�eriv�e la formule de LSZ Eq. (4.20) pour des �etats incidents et �emergents avec
p2 = m2 (\sur couche de masse") et Z = 1, tel que hkj�(x)j0i = eikx.

Par exemple, pour la th�eorie libre,

L =
1

2
@��@

��� 1

2
m2

0�
2 (6.28)

on a Z
d4x h0jT�(x)�(0)j0ieipx = i

p2 �m2
0

(6.29)

et alors Z = 1 et de plus m = m0 (le param�etre du lagrangien est �egal �a la masse physique).
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Contrairement, pour la th�eorie �4,

L =
1

2
@��@

��� 1

2
m2

0�
2 � �0

24
�4 (6.30)

on trouve Z 6= 1 et m 6= m0. Apr�es les red�e�nitions

� ! �p
Z
� �r ; m2

0 �
1

Z
(m2 + �m2) ; �0 � 1

Z2
(�+ ��) (6.31)

on a

L =
Z

2
@��r@

��r � 1

2
Z m2

0 �
2
r �

�0
24
Z2�4r

=
Z

2
@��r@

��r � 1

2
m2 �2r �

�

24
�4r �

1

2
�m2�2r �

��
24
�4r

=
1

2
@��r@

��r � 1

2
m2 �2r �

�

24
�4r

+
1

2
�Z @��r@

��r � 1

2
�m2�2r �

��
24
�4r

(6.32)

o�u �Z � Z� 1. Ici les contre-termes �Z , �m2 , �� doivent être choisis tel que le pôle du propagateur
est �a p2 = m2 avec r�esidu i et tel que le couplage � est le \couplage physique". 1 Le couplage
physique est d�e�ni par l'amplitude de transition �a quatre points dans la limite cin�ematique o�u
toutes les particules incidentes/�emergentes sont au repos :

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

p
4

p
2

p
3

p
1

! �i� (pi ! (m;~0))

Du lagrangien Eq. (6.32) on obtient ainsi des nouvelles r�egles de Feynman avec deux nouveaux
vertex �a 2 et �a 4 points pour les contre-termes. Dans l'espace des impulsions :

1. Propagateur :
p

= i
p2�m2+i�

2. Vertex : = �i�

3. Contre-terme �a deux points :
p

= i(p2�Z � �m2)

4. Contre-terme de vertex : = �i��

R�egles de Feynman en th�eorie des perturbations renormalis�ee. D�etails ! exercices.

La procedure pour le calcul des amplitudes de transition est alors :

1. Calculer les corrections au propagateur et au vertex �a un certain ordre en �, en utilisant les
r�egles de Feynman modi��ees. Le r�esultat sont deux fonctions de �, m2, �m2 , ��, �Z et des
impulsions externes.

2. Fixer les valeurs de �m2 , ��, �Z avec les conditions de renormalisation :
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= �i� �a pi = (m;~0)
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������
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������

= i
p2�m2 + termes r�eguliers (deux conditions : pôle et r�esidu)

3. Une fois les contre-termes connus, on peut calculer une fonction �a n points avec n quel-
conque pour une con�guration cin�etique quelconque. Avec la formule de LSZ on en obtient
l'expression de l'amplitude.

1. Cette d�e�nition de contre-termes, o�u sch�ema de soustraction, est le plus utile pour le calcul des amplitudes de
di�usion avec la formule de LSZ. Cependant parfois d'autres sch�emes de soustraction sont plus convenients même
si la relation avec les amplitudes physiques est plus compliqu�ee.
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Probl�eme : Le r�esultat que l'on trouve pour
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est donn�e par des int�egrales

impropres divergentes.

Solution :

1. R�egularisation. Trouver une fa�con \intelligente" d'�ecrire ces int�egrales comme

lim
�! 0

(une fonction qui diverge lorsque � ! 0) :

Il n'y a pas de pr�escription universelle ni de d�e�nition pr�ecise de ce qui constitue une
r�egularisation \intelligente". Au moins le r�egulateur devrait conserver toutes les sym�etries
de la th�eorie. Id�ealement il a�ectera seulement la physique dans l'ultraviolet car l'objectif de
la proc�edure est de cacher notre ignorance de la physique microscopique �a courtes distances.

2. Renormalisation. Absorber les divergences dans les expressions des contre-termes.

3. Ensuite, toutes les observables physiques ne devraient plus d�ependre de � et, en particulier,
rester �nies lorsque � ! 0.

Si cette proc�edure peut être e�ectu�ee, on dit que la th�eorie est renormalisable.

Pour un d�eveloppement coh�erent : on compte le nombre de boucles plutôt que les puissances de �
(car ces derni�eres d�epend du nombre de particules externes n, p.ex. la fonction �a deux/quatre/six
points au premier ordre est O(�0)/O(�)/O(�2)). Correction de (k + 1)-�eme ordre en th�eorie des
perturbations = diagrammes connexes �a k boucles. Premier ordre = diagrammes sans boucles =
\diagrammes en arbre".

Exemple : Renormalisation de la th�eorie �4 �a une boucle

On commence avec la renormalisation du vertex. Au niveau des diagrammes amput�es (c.�a.d. sans
compter les propagateurs externes que l'on trace seulement pour indiquer comment les impulsions
p1 : : : p4 rentrent dans les vertex) :
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=
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+
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+

1
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+

1
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+
p

p p
42
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p
1

On calcule d'abord p

k+p

k

o�u p � p1 + p2 = p3 + p4. Selon les r�egles de Feynman il faut

int�egrer l'impulsion k :

p

k+p

k

=
(�i�)2

2

Z
d4k

(2�)4
i

k2 �m2 + i�

i

(k + p)2 �m2 + i�
: (6.33)

Astuce de Feynman pour combiner les d�enominateurs (voir exercices) :

1

(k2 �m2)((k + p)2 �m2))
=

Z
dx

1

(k2 + 2x kp+ x p2 �m2)2
=

Z 1

0

dx
1

(`2 + x(1� x) p2 �m2)2

(6.34)
avec ` � k + x p (et donc d4k = d4`). Puisque l'int�egrande ne d�epend que de `2, nous pouvons
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transformer l'int�egrale en coordonn�ees sph�eriques apr�es une rotation de Wick t ! �it :

=
�2

2

Z
d4`

(2�)4

Z 1

0

dx
1

(`2 + x(1� x) p2 �m2)2

=
i�2

2

Z
d4`E
(2�)4

Z 1

0

dx
1

(`2E +�2(x))2
(avec �2(x) � m2 � x(1� x) p2)

?
=
i�2

2

Z 1

0

dx
1

8�2

Z 1

0

d`E
`3E

(`2E +�2(x))2
(facteur 2�2 de l'int�egration angulaire) :

(6.35)

Pour `2E � �2 l'int�egrande se comporte comme 1=`E , donc la primitive diverge lorsque `E ! 1 :
divergence logarithmique. Pour traiter cette divergence il faut r�egulariser et renormaliser.

1. R�egularisation. On utilise la r�egularisation dimensionnelle : calculer le diagramme comme fonc-
tion analytique de nombre d de dimensions d'espace-temps (possible avec l'aide de la fonction �,
voir annexe, même si d n'est pas entier). Seulement apr�es renormalisation on va poser d = 4.

L'expression Z
dd`E
(2�)d

1

(`2E +�2)2

peut etre �evalu�e pour d 62 N par prolongement analytique :Z
dd`E
(2�)d

1

(`2E +�2)2
=

Z
d
d
(2�)d

Z 1

0

d`E
`d�1E

(`2E +�2)2

=
1

(2�)d
2�

d
2

�(d2 )

1

2

Z 1

0

d(`2E)
(`2E)

d
2�1

(`2E +�2)2

=
1

(4�)d=2
1

�(d2 )

�
1

�2

�2� d
2
Z 1

0

dy y1�
d
2 (1� y) d2�1 avec y � �2

`2E +�2
:

(6.36)

Avec les deux repr�esentations de la fonction Bêta �eqns. (A.13) et (A.14) on trouve en�nZ
dd`E
(2�)d

1

(`2E +�2)2
=

1

(4�)d=2
�

�
2� d

2

��
1

�2

�2� d
2

: (6.37)

Puisque �(z) a des pôles simples �a z = 0; �1; �2; �3 : : : alors � �2� d
2

�
a des pôles �a d = 4; 6; 8 : : :

mais l'expression Eq. (6.37) est bien d�e�nie pour tout autre d. On s'int�eresse au r�esultat en d = 4,
donc on pose d = 4� 2�. Eq. (6.35) s'�ecrit alors

= lim
�! 0

i�2

2

Z 1

0

dx
1

(4�)2��
�(�)

�
1

�2(x)

��
(6.38)

o�u

(4�)� = e� log 4� = 1 + � log(4�) +O(�2) (6.39)

�(�) =
1

�
� E +O(�) (6.40)�

1

�2

��
= 1� � log�2 +O(�2) (6.41)

et donc

= lim
�! 0

i�2

32�2

Z 1

0

dx
�
1 + � log(4�) +O(�2)��1

�
� E +O(�)

��
1� � log�2 +O(�2)�

= lim
�! 0

i�2

32�2

Z 1

0

dx

�
1

�
+ log(4�)� E � log�2(x)

�
= lim

�! 0

i�2

32�2

�
1

�
+ log(4�)� E �

Z 1

0

dx log(m2 � x(1� x)p2)
�
:

(6.42)
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On rappelle qu'on avait pos�e p = p1 + p2. Evidemment le r�esultat sera le même pour les autres
deux diagrammes �a une boucle si on remplace p ! p1 � p3 ou p ! p1 � p4 respectivement :

p

p p
3

p
4

1

2

= lim
�! 0

i�2

32�2

�
1

�
+ log(4�)� E �

Z 1

0

dx log(m2 � x(1� x)(p1 + p2)
2)

�
; (6.43)

1
p p

3

p
4

p
2

= lim
�! 0

i�2

32�2

�
1

�
+ log(4�)� E �

Z 1

0

dx log(m2 � x(1� x)(p1 � p3)2)
�
; (6.44)

1
p

p
2 4

p

p
3

= lim
�! 0

i�2

32�2

�
1

�
+ log(4�)� E �

Z 1

0

dx log(m2 � x(1� x)(p1 � p4)2)
�
: (6.45)

2. R�enormalisation. La condition de renormalisation est que, pour p1 = p2 = p3 = p4 = (m; ~0),

pp

p
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+

p

p p
3
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4
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+

1
p p

3

p
4

p
2

+

1
p

p
2 4

p

p
3

+
p

p p
42

3

p
1

= �i� (6.46)

et alors

�i�+ lim
�! 0

i�2

32�2

�
1

�
+ log(4�)� E �

Z 1

0

dx log(m2 � x(1� x) 4m2)

�
+ 2 lim

�! 0

i�2

32�2

�
1

�
+ log(4�)� E � logm2)

�
+ (�i��) = �i� :

(6.47)

Le contre-terme �� est alors donn�e par l'expression divergente

�� = lim
�! 0

�2

32�2

�
3

�
� 3 E + 3 log(4�)� 2 logm2 �

Z 1

0

dx log(m2 � 4x(1� x)m2)

�
: (6.48)

3. Vertex renormalis�e au niveau d'une boucle. On combine ces r�esultats pour trouver
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+
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p p
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3

p
1

= �i�� i�2

32�2

Z 1

0

dx

 
log

m2 � x(1� x)(p1 + p2)
2

m2 � 4x(1� x)m2

+ log
m2 � x(1� x)(p1 � p3)2

m2
+ log

m2 � x(1� x)(p1 � p4)2
m2

!
:

(6.49)

On pourrait �evaluer l'int�egrale sur x mais le r�esultat ne deviendra pas plus instructif ni plus simple.
�A noter que le r�esultat �nal ne d�epend plus de � et est �evidemment �ni ; toutes divergences ont
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�et�e absorb�ees dans le contre-terme (pas observable). Avec ce r�esultat on peut en fait calculer les
amplitudes de transition pour la di�usion �� ! �� au second ordre en � pour toute con�guration
cin�ematique p1; p2; p3; p4 et obtenir un r�esultat �ni.

On termine par la r�egularisation et renormalisation du propagateur. Au niveau d'une boucle,

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����p

=
p

+
p

q

+
p

=
i

p2 �m2 + i�

�
1 +

1

2
(�i�)

Z
d4q

(2�)4
i

q2 �m2 + i�

i

p2 �m2 + i�
+ i(�Zp

2 � �m2)
i

p2 �m2 + i�

�
(6.50)

Les conditions de renormalisation sont que le pôle de cette expression soit �a p2 = m2 avec r�esidu
iZ = i :

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����p

=
i

p2 �m2
+ (r�egulier) (6.51)

et donc

�Z p
2 � �m2 =

�

2

Z
d4q

(2�)4
i

q2 �m2 + i�
+ (p2 �m2)2 f(p2;m2) (6.52)

avec une fonction r�eguli�ere f(p2;m2). En comparant les puissances de p, on voit que f(p2;m2) = 0,
que

�Z = 0 (6.53)

et que

�m2 = ��
2

Z
d4q

(2�)4
i

q2 �m2 + i�
: (6.54)

Le fait que la renormalisation de la fonction d'onde �Z s'annulle au niveau d'une boucle est
sp�eci�que �a la th�eorie �4. Dans une th�eorie quantique des champs g�en�erale �a une boucle, ainsi que
dans la th�eorie �4 �a partir de deux boucles, �Z 6= 0. On va pourtant calculer �m2 explicitement :

1. R�egularisation. L'int�egrale Eq. (6.54) diverge quadratiquement dans d = 4 dimensions. Pour
d 6= 4, une rotation de Wick donneZ

ddq

(2�)d
1

q2 �m2 + i�
= �i

Z
ddqE
(2�)d

1

q2E +m2
(6.55)

et donc avec d = 4� 2�Z
d4q

(2�)4
1

q2 �m2 + i�
= � i lim

�! 0

1

(4�)2��
�(�1 + �)(m2)1��

=
i

16�2
lim
�! 0

(1 + � log(4�))

�
1

�
� E + 1

�
m2
�
1� � logm2

�
=
im2

16�2
lim
�! 0

�
1

�
� E + log(4�) + 1� logm2

�
:

(6.56)

2. Renormalisation. En suivant le raisonnement ci-dessus, on d�eduit

�m2 =
�m2

32�2
lim
�! 0

�
1

�
� E + log(4�) + 1� logm2

�
: (6.57)

3. Propagateur renormalis�e. En r�esum�e, la renormalisation du propagateur �a une boucle dans la
th�eorie �4 n'est pas tr�es int�eressante, parce que le seul diagramme �a une boucle d�epend de p de
fa�con triviale : le contre-terme �m2 supprime le diagramme �a une boucle et �Z = 0, alors en fait

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����p

=
p

+ O(�2) : (6.58)
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Remarques :

� On peut montrer : Avec les contre-termes ��, �Z , �m2 ainsi d�etermin�es, les fonctions �a
n points au niveau d'une boucle pour un n quelconque et avec des impulsions/positions
externes quelconques peuvent être calcul�ees sans tomber sur des divergences.

� Il su�t alors de m�esurer deux quantit�es (la masse de la particule et la fonction �a quatre
points pour des particules au repos) pour calculer toutes observables. En g�en�eral, une th�eorie
est renormalisable s'il faut �xer un nombre �ni de contre-termes par des conditions de
renormalisation pour être pr�edictive.

� On peut montrer : Une th�eorie est renormalisable ) tous les coe�cients des termes dans le
lagrangien sont de dimension � 0 (condition n�ecessaire en g�en�eral, n�ecessaire et su�sante
pour des th�eories des champs scalaires, potentiellement apr�es une red�e�nition des champs).

� Ainsi le terme cin�etique @��@
��, le terme de masse m2�2 et le terme d'interaction ��4

peuvent �gurer dans une th�eorie renormalisable ([m2] = 2 et [�] = 0) ; pareil pour des
termes lin�eaires f� ou cubiques g�3 ([f ] = 3 et [g] = 1). En revanche, si on inclut des termes
comme 1

�1
�@��@

�� ou 1
�2
�5, alors la th�eorie devient non-renormalisable.

� Divergences pour jpj ! 1 (\divergences dans l'ultraviolet") �a cause de l'extrapolation aux
�echelles de distance in�niment petites. La renormalisation sert �a cacher les d�etails de la
physique UV.

� Une autre classe de divergences, les divergences dans l'infrarouge, peut apparâ�tre dans les
th�eories avec des particules sans masse. Ses origines et leur traitement sont un peu di��erents.
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Chapitre 7

Sections e�caces et taux de

desint�egration

7.1 La di�usion : les processus 2 ! 2 et 2 ! n

On rappelle la formule de LSZ du chapitre 4.2 pour la di�usion 2 ! 2 dans la th�eorie �4 :

hf jii = (d�econnexe)+ i4
Z

d4x1 d
4x2 d

4x01 d
4x02 e

�ip1x1�ip2x2+ip01x01+ip02x02

(�1 +m2)(�2 +m2)(�01 +m2)(�02 +m2)h�(x1)�(x2)�(x01)�(x02)i| {z }
�i(2�)4�(4)(p1+p2�p01�p02)Mfi

(7.1)

La fonction delta apparâ�t parce que l'impulsion est conserv�ee. On appelleM� (en g�en�erale, une
fonction des impulsions, de la masse et du couplage) l'�el�ement de matrice de transition.

Exemple : au niveau de l'arbre,

h�(x1)�(x2)�(x01)�(x02)iconnexe =
x

1

x
2

x’

x’
2

1

= (�i�)
Z

d4y DF (x1 � y)DF (x2 � y)DF (x
0
1 � y)DF (x

0
2 � y)

(7.2)

et donc, en utilisant que (�+m2)DF (x� y) = �i�(4)(x� y),

hf jiiconnexe =
Z

d4x1 d
4x2 d

4x01 d
4x02 e

�ip1x1�ip2x2+ip01x01+ip02x02

(�i�)
Z

d4y (�i)�(4)(x1 � y)(�i)�(4)(x2 � y)(�i)�(4)(x01 � y)(�i)�(4)(x02 � y)

= � i�
Z

dye�i(p1+p2�p
0
1�p02)y

= � i�(2�)4�(4)(p1 + p2 � p01 � p02)

(7.3)

et
M� = �� : (7.4)

Exemple moins trivial : au niveau d'une boucle, avec les variables de Mandelstam

s =(p1 + p2)
2 (7.5)

t =(p1 � p01)2 (7.6)

u =(p1 � p02)2 (7.7)
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on trouve, avec Eq. (6.49) et en prenant compte du fait qu'il n'y a pas de renormalisation de
fonction d'onde �a une boucle dans la th�eorie �4,

M� = ��� �2

32�2

Z 1

0

dx

�
log

m2 � s x(1� x)
m2 � 4m2x(1� x) + log

m2 � t x(1� x)
m2

+ log
m2 � ux(1� x)

m2

�
:

(7.8)
En g�en�eral, les op�erateurs de Klein-Gordon (�i + m2) de la formule de LSZ suppriment les
propagateurs des pattes externes DF (xi�xvertex) dans la fonction de correlation. (Dans l'espace de
Fourier, les facteurs (�p2i +m2) suppriment les pôles 1

p2i�m2 des propagateurs des pattes externes.)

On peut alors directement calculerM� �a partir des diagrammes amput�es (diagrammes connexes
sans propagateurs externes, avec impulsions entrants p1, p2, �p01, �p02) :

i(2�)4�(4)(p1 + p2 � p01 � p02)M�

=

Z
d4x1 d

4x2 d
4x01 d

4x02
�
e�ip1x1�ip2x2+ip

0
1x

0
1+ip

0
2x

0
2h�(x1)�(x2)�(x01)�(x02)i

�
connexe, amput�e

(7.9)

La g�en�eralisation aux processus 2 ! n est �evidente.

On ne mesure pas directement les �el�ements de matrice de transition mais des sections e�caces de
di�usion. On introduit le volume V et le temps T du processus (dont le r�esultat �nal ne d�ependra
pas, alors ult�erieurement on pourra les faire tendre ! 1) et on d�e�nit

d� =
1

T�
dP (7.10)

o�u � est le ux incident sur la cible et dP est la probabilit�e di��erentielle pour la di�usion dans une
sous-region de l'espace des impulsions �nales. Pour un processus 2 ! n avec impulsions initiales
et �nales

jii = jp1ijp2i ; hf j = hp01j � � � hp0nj (7.11)

on a

dP =
jhf jiij2
hf jfihijii d� d� =

nY
k=1

V

(2�)3
d3p0k : (7.12)

La fraction jhf jiij2 =(hf jfihijii) contient des facteurs �(3)(~0) et �(4)(0) qui sont r�egularis�es par le
volume V et temps T �nis :

�(3)(~0) =
1

(2�)3

Z
d3x ei~x�~0 =

V

(2�)3
; �(4)(0) =

TV

(2�)4
: (7.13)

En d�etail, on a

jhf jiij2 =
 
(2�)4�(4)

�
p1 + p2 �

X
k

p0k
�!2

jM�j2

= (2�)4�(4)
�
p1 + p2 �

X
k

p0k
�
(2�)4�(4)(0) jM�j2

= (2�)4�(4)
�
p1 + p2 �

X
k

p0k
�
(V T ) jM�j2

(7.14)

ainsi que

hijii = hp1jp1ihp2jp2i = (2�)3 2!~p1 �
(3)(~0) (2�)3 2!~p2 �

(3)(~0) = 4E1E2 V
2 ; (7.15)

hf jfi =
Y
k

(2E0
k V ) : (7.16)
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Ensemble les �eqs. (7.12), (7.14), (7.15) et (7.16) donnent

dP =
�(4)
�
p1 + p2 �

P
k p

0
k

�
(2�)4 TV

4E1E2 V 2
Q
k(2E

0
k V )

jM�j2
Y
k

V

(2�)3
d3p0k

=
T

V

1

4E1E2

Y
k

gdp0k (2�)4�(4)�p1 + p2 �
X
k

p0k
�
jM�j2 :

(7.17)

De plus on peut exprimer le ux � dans le r�ef�erentiel du repos de la particule 1 par la 3-vitesse
~v2 de la particule 2,

� =
j~v2j
V

(7.18)

ou plus g�en�eralement, pour un r�ef�erentiel quelconque obtenu par un boost de Lorentz en direction
~v1 � ~v2,

� =
j~v1 � ~v2j

V
: (7.19)

On ins�ere �eqs. (7.17) et (7.19) dans �eq. (7.10) pour en�n obtenir l'expression de la section e�cace
di��erentielle pour la di�usion 2 ! n :

d� =
1

4E1E2 j~v1 � ~v2j
nY
k=1

gdp0k (2�)4 �(4)
 
p1 + p2 �

nX
k=1

p0k

!
jM�j2 : (7.20)

Si l'�etat �nal contient n0 particules indiscernables, on multiplie par un facteur 1
n0! . A noter que

tous les facteurs de T et V se suppriment dans le r�esultat �nal.

Cas sp�ecial : di�usion 2 ! 2. On choisit le r�ef�erentiel du centre de masse o�u E0
1 = E0

2 et ~p1
0+~p20 =

0 = ~p1 + ~p2. Dans ce r�ef�erentiel,

gdp01gdp02(2�)4 �(4)(p1 + p2 � p01 � p02) =
d3p01

(2�)3 2E0
1

d3p02
(2�)3 2E0

2

(2�)4 �(4)(p1 + p2 � p01 � p02)

=
d3p01

16�2(E0
1)

2
�(2E0

1 �
p
s)

(7.21)

o�u comme avant s = (p1 + p2)
2. En cons�equence,

d� =
1

4E1E2 j~v1 � ~v2j
1

16�2(E0
1)

2
�(2E0

1 �
p
s) d
j~p10j2 dj~p10j jM�j2 (7.22)

Pour transformer la fonction �, on rappelle l'identit�eZ
dx �(f(x)) =

X
xi : f(xi)=0

1

jf 0(xi)j : (7.23)

Ici l'argument de la fonction � est

2E0
1(j~p10j)�

p
s = 2

q
m02

1 + j~p10j2 �
p
s (7.24)

ce qui s'annulle �a E0
1 =

p
s
2 et dont la d�eriv�ee est

@

@(j~p10j)
�
2E0

1(j~p10j)�
p
s
�
=

2j~p10j
E0
1

: (7.25)

Alors

d�

d

=

1

64�2
1

E1E2 j~v1 � ~v2j
1

(E0
1)

2

E0
1

2j~p10j j~p1
0j2 jM�j2

����
E0
1=
p
s=2

=
jM�j2
64�2

j~p10j
E1E2 j~v1 � ~v2jps : (7.26)
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Cette formule est valide g�en�eralement dans le r�ef�erentiel du centre de masse, même pour des
esp�eces de particules di��erentes. Si de plus les quatre masses sont identiques, on a

j~v2 � ~v1j =
���� ~p2E2
� ~p1
E1

���� CM= 2j~p1j
E1

m1=m
0
1=
2j~p10j
E1

(7.27)

et alors
d�

d

=
jM�j2
64�2 s

: (7.28)

7.2 La d�esint�egration : les processus 1 ! n

Strictement le formalisme de LSZ ne s'appliquerait pas �a ce cas car une particule instable ne peut
pas exister �a T ! �1. On peut ignorer cette complication et n�eanmoins arriver au r�esultat
physique correct en g�en�eralisant Eq. (7.20) : Dans le r�ef�erentiel o�u la particule est au repos, ~p1 = 0
et E1 = m1, alors la largeur di��erentielle est

d� =
1

2m1

nY
k=1

gdp0k (2�)4�(4)
 
p1 �

X
k

p0k

!
jM�j2 : (7.29)
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Chapitre 8

Fermions

8.1 Le groupe et l'alg�ebre de Lorentz

Les transformations de Lorentz x� ! x0�
0

= ��
0

� x
� pr�eservent le produit scalaire lorentzien

x2 = x�x
� = g��x

�x� , c.�a.d. �g�T = g. Toutes les transformations � forment le groupe de Lorentz
O(3; 1), un exemple d'un groupe de Lie (un groupe avec la structure d'une vari�et�e di��erentielle).

La composante connexe qui contient l'identit�e forme un sous-groupe, le groupe des transformations
de Lorentz propres orthochrones SO"(3; 1).

Exemples de transformations propres orthochrones :

Rotation par un angle � dans le plan (x1; x2) :

� =

0BB@
1

cos� sin�
� sin� cos�

1

1CCA : (8.1)

Boost avec rapidit�e � selon x1 :

� =

0BB@
cosh � sinh �
sinh � cosh �

1
1

1CCA (8.2)

avec cosh � =  = 1p
1��2 et sinh � =

p
cosh2 � � 1 = �.

Les �el�ements de SO"(3; 1) peuvent être obtenus par l'application exponentielle,

� = exp

�
� i
2
!��M

��

�
= 1� i

2
!��M

�� +O �jj!jj2� (8.3)

Ici !�� = matrice 4�4 r�eelle antisym�etrique contenant les angles/rapidit�es. De plus,M�� = �M��

= g�en�erateurs = ensemble de 6 matrices 4� 4 avec les �el�ements

(M��)�� = i
�
����

�
� � ��� ���

�
: (8.4)

(il y en a 6 car la paire d'indices antisym�etriques �� permet 6 objets ind�ependants). Les matrices
M�� ob�eissent l'alg�ebre de Lorentz

[M��;M��] = i
�
g��M�� � g��M�� � g��M�� + g��M��

�
: (8.5)
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Alg�ebre de Lie = espace tangent �a l'identit�e du groupe de Lie = \transformations in�nit�esimales".
L'alg�ebre de Lie des !��M

��, so(3; 1), g�en�ere le groupe de Lie des e�
i
2!M , SO"(3; 1).

Une repr�esentation n-dimensionnelle de so(3; 1) est un ensemble de 6 matrices n � n

ffM01;fM02;fM03;fM12;fM13;fM23g telles que

(fM��) =

0BBB@
0 fM01 fM02 fM03

�fM01 0 fM12 fM13

�fM02 �fM12 0 fM23

�fM03 �fM13 �fM23 0

1CCCA (8.6)

v�eri�e l'alg�ebre �eq. (8.5).

Exemples :

� fM�� = M�� comme dans �eq. (8.4), dite la repr�esentation vectorielle (parce qu'elle g�en�ere
les transformations de Lorentz des vecteurs ��� ).

� fM�� = 0, la repr�esentation triviale (non �d�ele), g�en�ere seulement l'identit�e e0 = 1.

� La repr�esentation de Dirac : Soient � = (���) un ensemble de 4 matrices 4� 4 telles que

(�� + ��)�� = 2 g����� (alg�ebre de Cli�ord) (8.7)

alors les matrices fM�� =
i

4
[�; �] � �� (8.8)

forment une repr�esentation 4-dimensionnelle de l'alg�ebre de Lorentz (preuve : exercices).
Cette repr�esentation n'est pas isomorphe �a la repr�esentation vectorielle. Il se trouve que
toutes les repr�esentations des  sont �equivalents (li�ees par des transformations unitaires). Ici
on va utiliser la repr�esentation de Weyl de l'alg�ebre de Cli�ord,

0 =

�
0 1

1 0

�
; i =

�
0 �i

��i 0

�
(8.9)

avec les �i = les matrices 2 � 2 de Pauli, �1 =

�
0 1
1 0

�
, �2 =

�
0 �i
i 0

�
, �3 =�

1 0
0 �1

�
.

Pour construire une TQC invariante par des transformations de Lorentz, les champs doivent se
transformer de fa�con covariante = prendre ses valeurs dans un espace vectoriel n-dimensionnel
qui porte une repr�esentation n-dimensionnelle de so(3; 1).

Anciens exemples :

� champ scalaire, une composante, repr�esentation triviale : � ! �� avec � = 1.

� champ vectoriel, quatre composantes, repr�esentation vectorielle : A� ! ��
0

� A
� , � =

exp(� i
2!M).

8.2 Le champ de Dirac

Nouvel exemple :

� champ de Dirac (spineur de Dirac), quatre composantes, repr�esentation de Dirac :

 � ! ��
0

�  
� ; ��

0

� = exp

�
� i
2
!��

��

��0
�

: (8.10)
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Les premiers termes du lagrangien qui sont r�eels et invariants par Lorentz (! exercices) :

L =  �
�
i(�)��@� �m���

�
 � (8.11)

avec
 �  y 0 : (8.12)

�Equations de mouvement : �equation de Dirac,

(i�@� �m) = 0 (8.13)

et son conjugu�e (o�u on a supprim�e les indices des spineurs). L'�equation de Dirac implique l'�equation
de Klein-Gordon car

0 = (�i�@� �m)(i�@� �m) 

= (��@�@� +m2) 

=
�1
2
(�� + ��)| {z }

2 g��

@�@� +m2
�
 

= (�+m2) 

(8.14)

mais elle est plus restrictive : un objet avec quatre composantes qui sont tous des solutions de
l'�equation de Klein-Gordon n'est en g�en�eral pas une solution de l'�equation de Dirac.

La repr�esentation de Dirac est r�eductible : Si on pose

 =

0BB@
 L1
 L2
 R1
 R2

1CCA (8.15)

les objets �a deux composantes  L et  R ne sont pas melang�es par les transformations de Lorentz
propres. Ils sont dits spineurs de Weyl (�a main gauche, \left-handed", et �a main droite, \right-
handed"). On d�e�nit l'op�erateur de chiralit�e

5 � i0123 (8.16)

et on trouve

5
�

0
 R

�
=

�
0
 R

�
; 5

�
 L
0

�
= �

�
 L
0

�
: (8.17)

5 commute avec les g�en�erateurs de Lorentz (! Ex.) ce qui montre que  L et  R se transforment
ind�ependamment, par les repr�esentations de Weyl �a main gauche et �a main droite (irr�eductibles).

Les spineurs de Weyl d�ecrivent des fermions sans masse. Pour �ecrire un terme de masse 1 il en faut
toujours deux que l'on peut arranger dans un spineur de Dirac, donc on va d�esormais utiliser des
spineurs de Dirac exclusivement.

Les solutions de l'�equation de Dirac

Les solutions de l'�equation de Klein-Gordon

(�+m2) � = 0 (8.18)

sont les superpositions des ondes planes, par exemple

 �(x) = u�(~p)e�ipx avec p2 = m2 ; p0 > 0 : (8.19)

1. Plus pr�ecisement, un terme de masse \de Dirac" | pour des spineurs dits \de Majorana" il existe un autre
type de terme de masse.
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En ins�erant cette solution dans l'�equation de Dirac on trouve la contrainte suppl�ementaire

(�p� �m)u(~p) = 0 : (8.20)

Dans le r�ef�erentiel du repos, p = (m;~0) et

0 = (m0 �m1)u(~0) = m

� �1 1

1 �1
�
u(~0) (8.21)

donc

u(~0) =
p
m

�
�
�

�
(8.22)

avec � = un spineur �a deux composantes quelconque, normalisation conventionnelle �y� = 1. A
cause de l'�equation de Dirac il y a alors seulement deux degr�es de libert�e ind�ependants contenus
dans le spineur u(~p) (on trouvera plus tard qu'ils correspondent aux �etats de spin de la particule).

Dans un r�ef�erentiel quelconque on obtient u(~p) par un boost appliqu�e �a u(~0). Les g�en�erateurs des
boost de la repr�esentation de Dirac dans la direction des xi sont les matrices Ki � 0i. Avec

p̂ � ~p

j~pj (8.23)

un vecteur unitaire en direction de l'impulsion et

� = sinh�1
j~pj
m

= tanh�1
j~pj
p0

(8.24)

la rapidit�e qui param�etrise le boost, on a alors pour la transformation de Lorentz

� = e�i�p̂� ~K (8.25)

et

u(~p) = e�i�p̂� ~K
p
m

�
�
�

�
: (8.26)

On peut d�ecomposer u(~p) en spineurs de base en choisissant une base dans l'espace des � : avec
�+ =

�
1
0

�
et �� =

�
0
1

�
on a

us(~p) = e�i�p̂� ~K
p
m

�
�s
�s

�
(s = +;�) : (8.27)

Un autre type de solution de l'�equation de Dirac sont les ondes planes regressives

 = v(~p)e+ipx avec p2 = m2 ; p0 > 0 : (8.28)

Les mêmes consid�erations qu'avant donnent la contrainte

(�p� +m)v(~p) = 0 (8.29)

et les spineurs de base

vs(~p) = e�i�p̂� ~K
p
m

�
�s
��s

�
(s = +;�) : (8.30)

On va noter quelques identit�es utiles pour les spineurs de base vs et us ainsi que pour �us � uys
0

et �vs � vys0. Notons que

0Ki0 =
i

4
0[0; i]0 =

i

4

�
(0)2i0 � 0i(0)2� = � i

4
[0; i] = �Ki = (Ki)y (8.31)

53



et donc
0Ki = (Ki)y0 (8.32)

dont on d�eduit

�u(~p) = uy(~p)0 =
�
e�i�p̂� ~Ku(~0)

�y
0 = uy(~0)e+i�p̂� ~K

y

0 = �u(~0)ei�p̂� ~K : (8.33)

Alors les exponentielles se suppriment dans les combinaisons bilin�eaires comme �u(~p)u(~p) et on
obtient

�ur(~p)us(~p) = �ur(~0)us(~0) =
p
m

�
�r
�r

�yp
m

�
�s
�s

�
= 2m�rs : (8.34)

De même,

�vr(~p)vs(~p) = � 2m�rs ;

�ur(~p)vs(~p) = 0 ;

�vr(~p)us(~p) = 0 :

(8.35)

Plus tard on aura en outre besoin des sommes de spins, qui s'�ecrivent, dans le r�ef�erentiel du reposX
s=+;�

us(~0)�us(~0) = m0 +m;

X
s=+;�

vs(~0)�vs(~0) = m0 �m:
(8.36)

Dans un r�ef�erentiel g�en�eral on obtientX
s=+;�

us(~p)�us(~p) = =p+m;

X
s=+;�

vs(~p)�vs(~p) = =p�m:
(8.37)

Ici on a introduit la notation du slash de Feynman, p�
� � =p, �@� � =@ etc.

8.3 La quanti�cation canonique du champ de Dirac libre

On ne peut pas suivre le même chemin que pour le champ scalaire : d�ecomposition de Fourier +
relations de commutation canoniques. Il se trouve que l'on soit perd l'unitarit�e (plus de conserva-
tion de probabilit�e) soit tombe sur un hamiltonien sans borne inf�erieure (plus d'�etat fondamental).
A la place des relations de commutation on impose plutôt les relations de anticommutation (anti-
commutateur : fA;Bg � AB +BA) entre  et son moment conjugue @L=@ _ = i y :

f �(t; ~x);  y�(t; ~x0)g = �(3)(~x� ~x0)��� ;
f �(t; ~x);  �(t; ~x0)g = f y�(t; ~x);  y�(t; ~x0)g = 0 :

(8.38)

En g�en�eral : Th�eor�eme spin-statistique. Repr�esentations de Lorentz de spin demi-entier , rela-
tions de anticommutation , statistique de Fermi-Dirac, principe d'exclusion de Pauli, fermions.
Repr�esentations de Lorentz de spin entier , relations de commutation , statistique de Bose-
Einstein, bosons.

On d�ecompose en modes de Fourier :

 (x) =
X
s

Z fdp �as(~p)us(~p)e�ipx + bys(~p)vs(~p)e
ipx
�
;

 (x) =
X
s

Z fdp �bs(~p)�vs(~p)e�ipx + ays(~p)�us(~p)e
ipx
�
:

(8.39)
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ay, by, a, b = op�erateurs de cr�eation / annihilation. Comme pour le champ scalaire complexe (!
Ex.) il faut distinguer deux types d'excitation, particules/antiparticules. Des �eq. (8.38) et (8.39)
on obtient les r�egles d'anticommutation

fas(~p); ayr(~p 0)g = (2�)3 �(3)(~p� ~p 0) 2!~p �rs ;
fbys(~p); br(~p 0)g = (2�)3 �(3)(~p� ~p 0) 2!~p �rs ;

(autres anticommutateurs) = 0 :

(8.40)

Le hamiltonien est (! ex.)

H =

Z
d3x  (�ii@i +m) =

X
s

Z fdp !~p �ays(~p)as(~p)� bs(~p)bys(~p)� (8.41)

On note le signe � par rapport au cas bosonique. En utilisant les relations d'anticommutation on
trouve l'expression manifestement positive

H =
X
s

Z fdp!~p �ays(~p)as(~p) + bys(~p)bs(~p)
�
+ E0 (8.42)

avec E0 = constante (divergente), pas observable.

Espace de Fock :

� vide j0i annihil�e par tous les as(~p) et bs(~p)
� ays(~p) cr�ee un �etat �a une particule de \type a", impulsion ~p, spin s

� bys(~p) cr�ee un �etat �a une particule de \type b", impulsion ~p, spin s

Interpr�etation : \type a" = fermion, \type b" = antifermion.

L'identi�cation s $ spin

Moment cin�etique = g�en�erateur de rotations = charge conserv�ee associ�ee �a l'invariance par rotation
(th�eor�eme de Noether, voir sec. 2.3).

Transformation de Lorentz lin�earis�ee :

� = 1� i

2
!��

�� +O(jj!jj2) (8.43)

Rotations g�en�er�ees par

ij =
1

2
�ijk

�
�k 0
0 �k

�
| {z }

rotation avec axe xk

(8.44)

Pour une rotation par un angle � autour de l'axe des z :

� = 1� i

2
�

�
�3 0
0 �3

�
+O(j�j2) (8.45)

Transformation du champ  :

 (t; x; y; z) !
�
1� i

2
�

�
�3 0
0 �3

��
 (t; x+ �y; y � �x; z) +O(j�j2)

=  (t; x; y; z)� i

2
�

�
�3 0
0 �3

�
 (t; x; y; z)� �(x@y � y@x) (t; x; y; z) +O(j�j2) :

(8.46)

La variation du champ est alors

� = �
�
(x@y � y@x + i

2

�
�3 0
0 �3

��
 (8.47)
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ou au cas g�en�eral d'une rotation autour de l'axe d�e�ni par un vecteur unitaire r̂

� = �
�
~x� ~r+

i

2

�
~� 0
0 ~�

��
� r̂  (8.48)

Le courant conserv�e est

J� =
@L

@(@� )
� (8.49)

Il y a donc trois charges de Noether
R
d3xJ0 (une par axe de rotation ind�ependante) constituant

le vecteur du moment cin�etique :

~J =

Z
d3x  y

 
~x� (�i~r)| {z }
\MC orbital"

+
1

2

�
~� 0
0 ~�

�
| {z }
\MC intrinsique"

!
 (8.50)

On calcule le moment cin�etique en direction des z d'un �etat �a une particule au repos :

Jz ays(~0) j0i = [Jz; ays(~0)] j0i car Jzj0i = 0, vide invariant

=
X
r;r0

Z
d3x

Z fdp fdp0h�ayr(~p)uyr(~p)eipx + br(~p)v
y
r(~p)e

�ipx� 1
2

�
�3 0
0 �3

�
�
ar0(~p

0)ur0(~p 0)e�ip
0x + byr0(~p

0)vr0(~p 0)eip
0x
�
; ays(~0)

i
j0i

=
X
r;r0

Z
d3x

Z fdp fdp0 hayr(~p)uyr(~p)eipx 12
�
�3 0
0 �3

�
ar0(~p

0)u0r(~p
0)e�ip

0x; ays(~0)
i
j0i

=
X
r;r0

Z
d3x

Z fdp fdp0 ayr(~p)uyr(~p)ei(p�p0)x 12
�
�3 0
0 �3

�
u0r(~p

0)
h
ar0(~p

0); ays(~0)
i

| {z }
far0 (~p 0);ays(~0)g�2 ays(~0)ar0 (~p 0)

j0i

=
X
r;r0

Z fdp fdp0 ayr(~p)uyr(~p)12
�
�3 0
0 �3

�
ur0(~p

0)(2�)6�(3)(~p� ~p 0) �(3)(~p 0) 2!~p0�r0s j0i

=
1

2m

X
r

uyr(~0)
1

2

�
�3 0
0 �3

�
us(~0) a

y
r(~0)j0i

=
X
r=+;�

�
�yr
�3

2
�s

�
ayr(~0) j0i

= � 1

2
ays(~0)j0i (s = �) :

(8.51)

Pour arriver �a la troisi�eme �egalit�e on a utilis�e que [AB;C] = AfB;Cg�fA;CgB et alors [AB;C] =

0 si fA;Bg = fA;Cg = 0, donc les termes avec byr0(~p
0) s'annullent. De plus, un terme contenant plus

d'annihilateurs que de cr�eateurs va annihiler le vide, alors le terme impliquant [br(~p)ar0(~p
0); ays(~0)]

ne contribue pas non plus.

On conclut que le fermion cr�e�e par ay� a un moment cin�etique au repos (\spin") de � 1
2 . Le même

calcul pour les antifermions montre que by�(~0)j0i a le moment cin�etique � 1
2 .
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Le propagateur de Dirac

Calcul des fonctions �a deux points, en utilisant que bsj0i = 0 et h0jbys = 0 :

h0j �(x) �(y)j0i =
X
ss0

Z fdp fdp0 eip0y�ipxus(~p)�us0(~p 0)h0jas(~p)ays0(~p 0)j0i
=

Z fdpX
s

us(~p)
��us(~p)�| {z }

(=p+m)�
�

e�ip(x�y)

=

Z fdp (=p+m)�� e
�ip(x�y)

(8.52)

et de même

h0j �(y) �(x)j0i = �
Z fdp (=p+m)�� e

�ip(y�x) : (8.53)

D�e�nition de l'ordre chronologique pour les fermions : signe moins si on change l'ordre de deux
op�erateurs fermioniques,

T (x) (y) �
�

 (x) (y) ; x0 > y0

� (y) (x) ; x0 < y0
(8.54)

Un calcul �equivalent �a celui du cas bosonique (voir sec. 3.4) donne la repr�esentation

h0jT (x) (y)j0i =
Z

d4p

(2�)4
i(=p+m)

p2 �m2 + i�
e�ip(x�y) � SF (x� y) : (8.55)

Notation : vu que
(=p+m)(=p�m) = =p2 �m2

1 = (p2 �m2)1 (8.56)

on �ecrit parfois pour la transform�ee de Fourier de SF

eSF =
i

=p�m+ i�
(8.57)

même si strictement parlant =p�m est une matrice.

La formule de LSZ pour les champs de Dirac

Similaire au cas du champ scalaire mais avec quelques complications : il faut distinguer fermions
dans l'�etat initial u, antifermions dans l'�etat initial �v, fermions dans l'�etat �nal �u, antifermions dans
l'�etat �nal v. Avec impulsions entrants pi (i = 1 : : :m) et impulsions �emergents p0j (j = 1 : : : n), et

l'op�erateur (�i �=@ �m) agissant aux fermions �a sa gauche, on trouve

hf jii = termes d�econnexes + i(n+m)

Z
d4x1 : : : d

4x0n e
�i(p1x1+:::+pmxm�p01x01�:::�p0nx0n)

�ur01(~p
0
1)(i =@ �m)x01 : : : �vsm(~pm)(i =@ �m)xm

h0jT : : :  (x0n) : : :  (x01) : : :  (x1) : : :  (xm)j0i
(�i �=@ �m)x1us1(~p1) : : : (�i

 �
=@ �m)x0nvr0n(~pn

0) :
(8.58)

La formule suppose que m = masses physiques (pôles des propagateurs), ainsi que

h0j (x)j0i = 0 (8.59)

(garanti�e par invariance de Lorentz),

hp; s; fermionj (x)j0i = 0 = hp; s; antifermionj (x)j0i (8.60)
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pour tout �etat �a un (anti)fermion avec impulsion p et spin s (garanti�e pour des Fermions de Dirac
par la conservation du nombre fermionique), et en�n que

hp; s; fermionj (x)j0i = �us(~p)e
�ipx

hp; s; antifermionj (x)j0i = vs(~p)e
�ipx (8.61)

(�a assurer par des conditions de renormalisation dans les th�eories avec interactions).

8.4 Les int�egrales de chemin pour les fermions

Champs bosoniques $ relations de commutation, commutent au cas limite classique. On d�erive
les amplitudes de transition dans la th�eorie quantique des int�egrales de chemin = des int�egrales
sur l'espace de con�guration des champs classiques commutants.

Champs fermioniques $ relations d'anticommutation. Pour d�e�nir l'int�egrale de chemin, il faut
des objets qui anticommutent au cas limite classique :  � = �� . Nombres de Grassmann.
Alg�ebre de Grassmann = alg�ebre libre associative, r�eelle ou complexe, g�en�er�ee par l'identit�e 1
et par f�igi2I , modulo la relation �i�j = ��j�i.
Exemple important (en topologie et g�eom�etrie di��erentielle, aussi dans le traitement
math�ematique des th�eories de jauge classiques) avec un nombre �ni de g�en�erateurs : alg�ebre
ext�erieure sur un espace vectoriel, en particulier des formes di��erentielles (= champs tensoriels
antisym�etriques) sur l'espace tangent d'une vari�et�e de dimension n. Produit = ^, g�en�erateurs =
fdxig par rapport �a un syst�eme de coordonn�ees locales fxig, �el�ementsPn

k=0 !i1:::ik dx
i1^: : :^dxik .

Ici on va consid�erer un nombre in�ni de g�en�erateurs (même des familles I non d�enombrables) :
�i ! �(x).

Propri�et�es :
�2i = 0 (8.62)

[�i�j ; �k] = 0 (8.63)

o�u plus g�en�eralement : les produits d'un nombre pair des � commutent avec tous les �el�ements de
l'alg�ebre.

Des fonctions sont d�e�nies par leur d�eveloppement limit�e, n�ecessairement �ni :

f(�) = A+ � B+ �2 C + : : :| {z }
=0 car �2=0

(8.64)

La d�eriv�ee (de gauche) @
@� est d�e�nie par les propri�et�es

� lin�earit�e

�
�
@

@�
; �

�
= 1 (cf. nombres commutants o�u on a

�
@

@x
; x

�
= 1)

Il en r�esulte
@

@�
(A+ �B) = B : (8.65)

L'op�erateur d'int�egration (impropre)
R
d� est d�e�nie par les propri�et�es

� lin�earit�e

�
Z

d� f(� + �) =

Z
d� f(�) (invariance par un changement de variables additif)

�
Z

d� � = 1 (normalisation)
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Il en resulte Z
d� (A+ �B) = B

Z
d� � = B : (8.66)

Alors int�egration et di��erentiation sont e�ectivement la même op�eration.

Complexi�cation : d�e�nie de mani�ere �evidente. On traite �i et �
�
i comme variables ind�ependants

(plutôt que leurs parties r�eelles et imaginaires). On note la r�egle pour le conjugu�e des nombres de
Grassmann :

(�i�j)
� = ��j �

�
i = ���i ��j : (8.67)

Int�egrales de Gauss :Z
d�� d� e��

�a� =

Z
d�� d� (1� ��a�) =

Z
d�� d� (1 + �a��) =

Z
d�� a�� = a (8.68)

�A comparer avec le cas de nombres commutants,
R

dz dz�

2� e�z
�az = 1

a . En plusieurs dimensions (!
exercices) :

nY
i=1

Z
d��i d�i| {z }

�R dn�� dn�

e��
�
jAjk�k = detA (8.69)

�A comparer avec le cas de nombres commutants,
R

dnz dnz�

(2�)n e�z
yAz = 1

detA . Plus g�en�eralement,Z
dn�� dn� e��

yA�+�y�+�y� = (detA) e�
yA�1� : (8.70)

Int�egrales de chemin :

On suit largement le cas bosonique avec quelques modi�cations, voir section 5.3. Les champs  (x),
 (x) et les sources �(x), ��(x) sont des champs de Grassmann. La fonctionnelle g�en�eratrice de la
th�eorie libre est

Z[�; ��] = N
Z
D 

Z
D exp

�
i

Z
d4x (i =@ �m) + �� +  �

�
(8.71)

Apr�es un changement de variable d'int�egration :

Z[�; ��] = Z[0; 0] exp

�
�
Z

d4x d4y ��(x)SF (x� y) �(y)
�

(8.72)

On calcule les fonctions de correlation en prenant les d�eriv�ees fonctionnelles par rapport aux
sources (attention �a l'ordre des champs de Grassmann !). Par exemple,

h0jT (x1) (x2)j0i = 1

Z[0; 0]

�
1

i

�

���(x1)

��
i

�

��(x2)

�
Z[�; ��]

����
�=��=0

=
�

���(x1)

�

��(x2)
exp

�
�
Z

d4x d4y ��(x)SF (x� y) �(y)
�����

�=��=0

= � �

��(x2)

�

���(x1)
exp

�
�
Z

d4x d4y ��(x)SF (x� y) �(y)
�����

�=��=0

= SF (x1 � x2)

(8.73)

comme il faut.

8.5 La th�eorie de Yukawa

En quatre dimensions on ne peut pas �ecrire une th�eorie renormalisable avec interactions qui ne
contient que des fermions. En fait la dimension du lagrangien est 4 = [L] = [i =@ ], alors la
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dimension du champ  est [ ] = 3
2 et tout terme d'interaction est de dimension > 4 (par exemple,

[(  )2] = 6), non renormalisable.

La th�eorie renormalisable la plus simple qui contient des fermions et des interactions : un fermion
de Dirac  , un scalaire r�eel �. Th�eorie de Yukawa.

L = LDirac + Lscalaire + y �  : (8.74)

Ici le couplage y est sans dimension. Mod�ele pour les interactions du boson de Higgs avec les
fermions du mod�ele Standard, ou (avec un facteur de 5) pour les interactions entre pions et
nucl�eons.

Fonctionnelle g�en�eratrice :

Z[�; ��; J ]

=

Z
D D D� exp

�
i

Z
d4x  (i =@ �m ) � 1

2
(@��)

2 � 1

2
m2
��

2 + y �  + �� +  � + J�

�
= exp

�
iy

Z
d4x

�
1

i

�

�J(x)
i

�

��(x)

1

i

�

���(x)

��
Z0[�; ��; J ]

(8.75)

o�u on a s�epar�e le terme d'interaction avec le même raisonnement que dans section 6.1, avec Z0

donn�e par

Z0[�; ��; J ] = N exp

�
�
Z

d4x d4y ��(x)SF (x� y)�(y)
�
exp

�
�
Z

d4x d4y J(x)DF (x� y)J(y)
�
:

(8.76)

Diagrammes de Feynman :

On d�eveloppe les exponentielles et on repr�esente chaque terme par un diagramme de Feynman,
compos�e des �el�ements suivants :

��
��
��

��
��
�� source externe J : i

Z
d4xJ(x)

source externe � : i

Z
d4x �(x)

source externe �� : i

Z
d4x ��(x)

x y
propagateur de fermion : SF (x� y)

x y
propagateur de scalaire : DF (x� y)

vertex :

Z
d4x

�

�J(x)

�

��(x)

�

���(x)

Les propagateurs des fermions sont orient�es (indiqu�e par la �eche). Pour les propagateurs attach�es
aux sources externes, la direction est toujours et ; aux vertex, il y a toujours une
�eche qui entre et une qui sort. Indication du ux de nombre fermionique au travers du diagramme.

Repr�esentation diagrammatique de la fonctionnelle g�en�eratrice :

Z[J; �; ��] = Z0[0; 0; 0]
X

diagrammes D

D

facteur de sym�etrie S(D)
(8.77)
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R�egles de Feynman pour le calcul des amplitudes

Même que pour le cas du champ scalaire : les d�eriv�ees fonctionnelles par rapport aux sources
enl�event les J , �, ��, extr�emit�es des propagateurs correspondants labellis�es par xi. R�egles dans l'es-
pace d'impulsions obtenus par transformation de Fourier. Les propagateurs externes sont enlev�es
selon la formule LSZ. Sans d�emontrer les d�etails :

1.a Fermions incidents :

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

p

= us(~p)

1.b Fermions �emergents :

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

p

= �us(~p)

1.c Antifermions incidents :

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

p

= �vs(~p)

1.d Antifermions �emergents :

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

p

= vs(~p)

1.e Scalaires externes :

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

p

= 1

2.a Propagateurs de fermion :
p

=
i(=p+m )

p2 �m2
 + i�

2.b Propagateurs de scalaire :
p

=
i

p2 �m2
� + i�

3. Vertex : = �iy

4. Conservation des impulsions �a chaque vertex.

5. Int�egrer sur toutes les impulsions pas encore d�etermin�ees.

6. Diviser par le facteur de sym�etrie.

7. D�eterminer le signe total du diagramme :

� boucle fermionique ) facteur de (�1)
� deux pattes externes fermioniques �echang�ees ) facteur de (�1)
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Chapitre 9

L'�electrodynamique quantique

9.1 La quanti�cation du champ �electromagn�etique

On rappelle que le champ �electromagn�etique est repr�esent�e par un tenseur antisym�etrique, F�� =
�F��, qui est contraint par la relation

@��
����F�� = 0 (9.1)

(identit�es de Bianchi). Les �equations de mouvement sont

@�F
�� = J� (9.2)

avec J = (�; ~j) le courant �electromagn�etique. Les �eqs. (9.1) et (9.2) sont les �equations de Maxwell.

Une solution de la contrainte (9.1) est

F�� = @�A� � @�A� (9.3)

avec un vecteur A�, le quadri-potentiel. On utilise alors A� comme variable fondamentale ; les
�eqs. (9.2) sont les �equations d'Euler-Lagrange �

�A�(x)

R
d4xL = 0 avec

L = �1
4
F��F

�� � J�A� : (9.4)

Deux choix de A� sont toutefois �equivalents physiquement s'ils sont li�es par une transformation
de jauge

A�(x) ! A�(x) + @��(x) (9.5)

avec �(x) une fonction quelconque, car F�� ! F�� . La pr�esence de cette redondance de description
pose des di�culit�es pour la quanti�cation de la th�eorie.

Probl�eme : la quanti�cation canonique na��ve donne lieu aux contradictions. Le moment conjugu�e
�a A� est

�� =
@L
@ _A�

= F�0 (9.6)

donc �0 = 0 et on ne peut pas imposer les relations de commutation canoniques

[A0(t; ~x);�0(t; ~x
0] ?
= (autre que 0) : (9.7)

Une possibilit�e d'�eviter ce probl�eme est de \�xer la jauge". Classiquement on imposerait une
condition de jauge telle que, pour chaque con�guration de champs, il existe un A� unique qui la
remplit. Exemples : n�A� = 0 pour un vecteur n� �xe (jauge axiale/du cône lumi�ere/temporelle
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selon le signe de n2, non covariante), r � ~A = 0 (jauge de Coulomb, non covariante), @�A
� = 0

(jauge de Lorenz, covariante).

Pour la jauge de Lorenz, l'�equation de mouvement devient

�A� = J� : (9.8)

On obtient la même �equation de mouvement du lagrangien modi��e

L = �1
4
F��F

�� � J�A� � 1

2�
(@�A

�)
2

(9.9)

en posant � = 1 (\jauge de Feynman"), que l'on peut prendre comme point de d�epart pour une
quanti�cation canonique du champ �electromagn�etique. Le moment conjugu�e est maintenant

�� = � _A� (9.10)

et les relations canoniques de commutation sont

[A�(t; ~x);��(t; ~x
0)] = i��� �

(3)(~x� ~x0) : (9.11)

Si on poursuit cette approche canonique, on va tomber sur un espace de Hilbert avec une norme
ind�e�nie, mais la projection sur la partie avec une norme d�e�nie positive donne une th�eorie
coh�erente (formalisme de Gupta-Bleuler, quanti�cation canonique du champ �electromagn�etique).
Parce que ce formalisme est plus di�cile �a g�en�eraliser aux th�eories de jauge non-ab�eliennes, on va
plutôt poursuivre une approche di��erente, bas�ee sur les int�egrales de chemin.

Probl�eme �equivalent en langage des int�egrales de chemin :

Z
?
=

Z
DA eiS[A] (9.12)

On int�egre sur des con�gurations physiquement �equivalents (se d�eduisant l'une de l'autre par une
transformation de jauge). En fait

S = �1
4

Z
d4x F��F

�� =
1

2

Z
d4k

(2�)4
~A�(k)

��k2g�� + k�k�
�
~A�(�k) (9.13)

et si on pose ~A�(k) = k��(k) (avec �(k) une fonction quelconque : con�guration \pure jauge",
�equivalent �a A� = 0) :Z

d4k

(2�)4
~A�(k)

��k2g�� + k�k�
�
~A�(�k)

����
~A�(k)=k��(k)

= 0

) eiS[A]
���
~A�(k)=k��(k)

= 1

(9.14)

alors pour toutes les � on n'int�egre pas une fonction gaussienne mais une constante : divergence
grave (même si toutes ces con�gurations ne repr�esentent qu'une seule con�guration physique) ! Il
faut alors trouver un moyen de ne compter toute con�guration physique qu'une fois.

Astuce de Faddeev-Popov :

On consid�ere une fonction G(A) (condition de jauge) dont on va pr�eciser la forme ci-dessous. On
ins�ere 1 dans l'int�egrale de chemin sous la forme

1 =

Z
D�(x) �[G(A(�))] det

�
�G(A(�))

��

�
: (9.15)

Ici A
(�)
� est obtenu de A� par une transformation de jauge,

A(�)
� (x) � A�(x) + @��(x) : (9.16)
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Eq. (9.15) est la g�en�eralisation fonctionnelle de l'identit�e

1 =

Z
dny �(n)(y) =

Z
dnxdet

�
@(y1 : : : yn)

@(x1 : : : xn)

�
�(n) (y(x)) : (9.17)

Pour l'ensemble des conditions de jauge

G(A) = @�A
� � !(x) (9.18)

avec !(x) une fonction �xe, on obtient

G(A(�)) = @�A
� + @�@

��� ! (9.19)

et alors
�G

��
= � (9.20)

qui est ind�ependant de A� (en QED | plus compliqu�e pour les th�eories non-abeliennes). En
ins�erant �eq. (9.15) dans l'int�egrale de chemin on obtientZ

DA eiS[A] =

Z
DAeiS[A]

Z
D� �[G(A(�))] det

�
�G(A(�))

��

�
= det

�
�G(A(�))

��

�Z
D�

Z
DA eiS[A] �[G(A(�))]

= det

�
�G(A(�))

��

�Z
D�

Z
DA(�) eiS[A

(�)] �[G(A(�))]

= det

�
�G(A(�))

��

�Z
D�

Z
DA eiS[A] �[G(A)]

= det(�)

�Z
D�
�Z

DA eiS[A] �[@�A
� � !]

(9.21)

Dans la deuxi�eme ligne on a utilis�e que le d�eterminant est ind�ependant de �. Dans la troisi�eme
ligne on a exploit�e l'invariance de jauge de l'action et le fait que DA = DA(�). Dans la quatri�eme
on a renomm�e la variable d'int�egration. Dans la cinqui�eme on s'est servi des �eqs. (9.18) et (9.20).
A noter que l'int�egrale de chemin a �et�e restreinte aux A� qui v�eri�ent une condition de Lorenz
g�en�eralis�ee @�A

� = !.

Pour progresser il convient de ne pas consid�erer seulement une fonction ! mais d'int�egrer sur tous
! avec une pond�eration gaussienne (classe de jauges dite jauges R�)Z

DA eiS[A] = N(�)

Z
D! e�i

R
d4x !2

2� det(�)

�Z
D�
�Z

DA eiS[A] �[@�A
� � !]

= N(�) det(�)

�Z
D�
�Z

DA eiS[A]e�i
R
d4x 1

2� (@�A
�)2

= N(�) det(�)

�Z
D�
�Z

DA ei
R
d4x (L+Lgf ) :

(9.22)

Ici � est une constante, N(�) est un facteur de normalisation et

Lgf = � 1

2�
(@�A

�)2 : (9.23)

L'expression �nale contient toujours plusieurs facteurs divergents / mal d�e�nis, comme det(�) ouR D�, mais ils apparaissent en facteur. De cons�equence, pour le calcul des fonctions de correlation
ces facteurs se suppriment dans la fonctionnelle g�en�eratrice normalis�ee

Z[J ]

Z[0]
=

R DAei R d4x(L+Lgf+J�A
�)R DAei R d4x(L+Lgf )

(9.24)
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Les observables physiques doivent être ind�ependants du choix de param�etre de jauge �. Pour des
calculs en pratique, normalement le choix

� = 1 (9.25)

est le plus convenient (jauge de Feynman). Parfois d'autres choix comme � = 0 (jauge de Landau)
peuvent se trouver convenables selon le probl�eme.

Propagateur du photon :

Nous pouvons maintenant calculer la fonction �a deux points pour le photon en jauge R� g�en�erale :

h0jTA�(x)A�(y)j0i =
�
1

i

�

�J�(x)

1

i

�

�J�(y)

Z[J ]

Z[0]

�����
J=0

=

Z
d4k

(2�)4
eik(x�y)

�i
k2 + i�

�
g�� � (1� �)k�k�

k2

�
:

(9.26)

La \pure" �electrodynamique �etant une th�eorie libre, toutes les autres fonctions de correlation
sont triviales (d�econnexes). On obtient une th�eorie beaucoup plus int�eressante et importante si on
couple le photon aux autres champs.

9.2 L'�electrodynamique quantique

� Exercices : L = � 1
4F��F

�� �A�J� invariant de jauge si @�J
� = 0 (courant conserv�e).

� Th�eor�eme de Noether (sec. 2.3) : Si S[�i] = S[�0i] (sym�etrie continue avec �i ! �0i =
�i + ���i +O(jj�jj2)) et L ! L+ �@�Ĵ

� +O(jj�jj2), alors le courant

J� � @L
@(@��i)

��i � Ĵ� (9.27)

est conserv�e.

On consid�ere alors
LDirac =  (i =@ �m) (9.28)

et la transformation
 ! eie� ;  !  e�ie� : (9.29)

Ici e dans l'exposant est une constante. Si � est constant, alors LDirac ! LDirac, par cons�equent
Ĵ = 0 et S est invariant. On a � = ie , � = �ie et le courant de Noether est

J� = e � : (9.30)

On va identi�er la constante e avec la charge �electrique �el�ementaire et la charge
R
d3xJ0 avec la

charge �electrique port�ee par le champ  .

J� n'est plus une \source externe" (= un moyen auxiliaire pour calculer les fonctions de correlation
qui ne �gure plus dans le r�esultat �nal) mais une source physique : les �electrons sont la source du
champ �electromagn�etique, le courant est construit des champs quanti��es.

Tout ensemble :

LQED =  (i =@ �m) � 1

4
F��F

�� � e �A� 

=  (i =D �m) � 1

4
F��F

��
(9.31)
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o�u la d�eriv�ee covariante de jauge est

=D = �D� � �(@� + ieA�) : (9.32)

On note que �eq. (9.31) est invariant par des rotations de phase locales o�u � = �(x) :

 (x) ! eie�(x) (x)

 (x) !  (x)e�ie�(x)

A�(x) ! A�(x)� @��(x)
(9.33)

car

LQED !  e�ie�(i =@ �m)eie� | {z }
 (i =@�m) �e ( =@�) 

�1
4
F��F

�� � e e�ie� (A=� ( =@�)) eie� = LQED : (9.34)

Dit autrement, l'invariance du lagrangien de Dirac par des transformations de jauge locales
n�ecessite un couplage �a un champ de jauge (le photon). Le lagrangien (9.31) qui r�esulte est celui
de l'�electrodynamique quantique.

R�egles de Feynman pour la QED

Dans l'espace des impulsions, jauge de Feynman � = 1, sans preuve :

1.a (Anti)fermions externes : voir th�eorie de Yukawa, section 8.5

1.b Photon incidents :
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������
������
������
������
������
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µ

p

= "�(p)

1.c Photon �emergents :
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������

p

µ

= "��(p)

2.a Propagateur de fermion :
p

=
i(=p+m)

p2 �m2 + i�

2.b Propagateur de photon :
µ

p

ν
=
�i g��
p2 + i�

3. Vertex :

µ

= �ie�

4. Conservation des impulsions �a chaque vertex.

5. Int�egrer sur toutes les impulsions pas encore d�etermin�ees.

(6. Diviser par le facteur de sym�etrie | toujours 1 en QED spinorielle.)

7. D�eterminer le signe total du diagramme.

Ici "�(p) = quadrivecteur de polarisation du photon, "�(p) = (0; ~"(p)) avec j~"j = 1 et ~" � ~p = 0
(polarisation transverse).

9.3 Processus �el�ementaires au niveau des arbres

La di�usion e+e� ! �+��

Jauge de Feynman :
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p
1
+ p

2

e

µ

µ+

_
e

+

_
p

p

p’

p’

1 1

2 2

1
+ p − p’

2
= p

1

= �vs2(p2)(�ie�)us1(p1)
� �ig��
(p1 + p2)2

�
�us01(p

0
1)(�ie�)vs02(p02)

=
ie2

(p1 + p2)2
(�vs2(p2)

�us1(p1))
�
�us01(p

0
1)�vs02(p

0
2)
�
= iM� :

(9.35)

On a
(�v�u)� = uy(�)y(vy0)y = uy(�)y(0)yv = uy0�v = �u�v (9.36)

et donc

jM�j2 = e4

(p1 + p2)4
(�vs2(p2)

�us1(p1)�us1(p1)�vs2(p2))
�
�us01(p

0
1)�vs02(p

0
2)�vs02(p

0
2)

�us01(p
0
1)
�

(9.37)
On calcule la section e�cace non polaris�ee : on prend la moyenne 1

2

P
s1

1
2

P
s2
des spins incidents

et la somme
P
s01

P
s02

des spins �emergents. Avec m, M les masses de l'�electron et du muon :

1

4

X
s1s2s01s

0
2

jM�j2

=
e4

(p1 + p2)4
1

4

X
s1s2s01s

0
2

�vs2�
�
��us1��us1� �vs2��us01���0�0vs02�0�vs020

�
0�0us01�0

=
e4

(p1 + p2)4
1

4
(=p2 �m)�� 

�
�� (=p1 +m)� � � (=p

0
1 +M)�0�0 ��0�0 (=p

0
2 �M)�00 

�
0�0

� e4

(p1 + p2)4
1

4
tr (=p2

�=p1�) tr ((=p
0
1 +M)�(=p

0
2 �M)�)

(9.38)

On a utilis�e
P
s us(p)�us(p) = =p+m et

P
s vs(p)�vs(p) = =p�m. Dans la derni�ere ligne on a n�eglig�e

m par rapport �a M . Les identit�es pour les traces des matrices de Dirac

tr(��) = 4 g��

tr(����) = 4 (g��g�� � g��g�� + g��g��)

tr(produit d'un nombre impair de ) = 0

(9.39)

permettent de simpli�er

1

4

X
s1s2s01s

0
2

jM�j2

=
1

4

e4

(p1 + p2)4
4 (p�1p

�
2 + p�1p

�
2 � g��p1p2) 4

�
p01�p

0
2� + p01�p2�0 � g��(p01p02 +M2)

�
=

8 e4

(p1 + p2)4
�
(p1p

0
1)(p2p

0
2) + (p1p

0
2)(p2p

0
1) +M2 p1p2

�
:

(9.40)

Dans le r�ef�erentiel du centre de masse on a, toujours en n�egligeant la masse de l'�electron,

p1 = (E; 0; 0; E)

p2 = (E; 0; 0;�E)
p01 = (E;~k)

p02 = (E;�~k)

(9.41)
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avec ~k2 = E2 �M2 et ~k � ~ez = j~kj cos �. Dans ce r�ef�erentiel,
(p1 + p2)

2 = 4E2

p1p2 = 2E2

p1p
0
1 = p2p

0
2 = E2 � E j~kj cos �

p1p
0
2 = p2p

0
1 = E2 + E j~kj cos � :

(9.42)

et alors

1

4

X
spins

jM�j2 =
8 e4

16E4

�
E2(E � j~kj cos �)2 + E2(E + j~kj cos �)2 + 2M2E2

�
= e4

��
1 +

M2

E2

�
+

�
1� M2

E2

�
cos2 �

�
:

(9.43)

Pour calculer la section e�cace avec �eq. (7.20), on simpli�e d'abord les facteurs cin�etiques avec
�eqs. (9.41) et avec j~v1 � ~v2j = 2. On note que

dk � (f(k)) = dk
X

ki : f(ki)=0

1

jf 0(ki)j�(k � ki) (9.44)

et en particulier

dk �
�
2E � 2

p
k2 +M2

�
= dk

�
2 k

E

��1
�
�
k �

p
E2 �M2

�
(9.45)

ce qui nous permet de poser

1

E1E2 j~v1 � ~v2j
d3p01

2E0
1(2�)

3

d3p02
2E0

2(2�)
3
(2�)4�(E1 + E2 � E0

1 � E0
2)�

(3)(~p1 + ~p2 � ~p01 � ~p02)

=
1

2E2

k2 dk d


4E0
1E

0
2

1

16�2
�(2E � 2

p
k2 +M2)

=
1

2E2

k2 dk d


4E2

1

16�2

�
2k

E

��1
�
�
k �

p
E2 �M2

�
=

1

256�2

p
E2 �M2

E3
d


=
1

256�2
1

E2

r
1� M2

E2
d
 :

(9.46)

En�n, selon �eqs. (7.20), (9.43) et (9.46),

d�

d

=

�2

16E2

r
1� M2

E2

��
1 +

M2

E2

�
+

�
1� M2

E2

�
cos2 �

�
(9.47)

avec � = e2=(4�). La section e�cace totale est donn�ee par

� =

Z
d


d�

d

=
��2

3E2

r
1� M2

E2

�
1 +

1

2

M2

E2

�
: (9.48)

La di�usion e��� ! e��� (di�usion de Coulomb)

p
1

p’
1

p
2

p’
2

e
_

µ
_

µ
_

e
_
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Même diagramme apr�es une rotation par 90� ) même r�esultat pour 1
4

P
spins jM�j2 si on remplace

p2 $ �p01 :
1

4

X
spins

jM�j2 = 8 e4

(p1 � p01)4
�
(p1p2)(p

0
1p
0
2) + (p1p

0
2)(p2p

0
1)�M2 p1p

0
1

�
: (9.49)

Exemple de sym�etrie de croisement des amplitudes :

M� (�(p) + : : : ! : : :) =M�

�
: : : ! : : :+ ��(�p)� (9.50)

avec �� = antiparticule de �.

Cin�ematique ! exercices.

La di�usion de Compton e� ! e�

Deux diagrammes :

p’
1

p
1

p
2

p’
2

p
2

p’
2

p’
1

p
1

Sans �ecrire explicitement les indices de spin :

iM� = �u(p02)(�ie�)"��(p01)
i (=p1 + =p2 +m)

(p1 + p2)2 �m2
(�ie�)"�(p1)u(p2)

+ �u(p02)(�ie�)"�(p1)
i (=p2 � =p01 +m)

(p2 � p01)2 �m2
(�ie�)"��(p01)u(p2)

= � ie2"��(p01)"�(p1)�u(p02)
�
�(=p1 + =p2 +m)�

(p1 + p2)2 �m2
+
�(=p2 � =p01 +m)�

(p2 � p01)2 �m2

�
u(p2)

= � ie2"��(p01)"�(p1)�u(p02)
�
�(=p1 + =p2 +m)�

2 p1p2
� �(=p2 � =p01 +m)�

2 p2p01

�
u(p2)

= � ie2"��(p01)"�(p1)�u(p02)
�
�=p1

� + 2�p�2
2 p1p2

+
�=p01

� � 2�p�2
2 p2p01

�
u(p2) :

(9.51)

Pour la troisi�eme �egalit�e on a utilis�e p21 = p01
2 = 0 et p22 = m2. Pour la quatri�eme �egalit�e on a

utilis�e l'alg�ebre de Cli�ord et (=p2 �m)u(p2) = 0.

Pour calculer la section e�cace non polaris�ee on prend la somme sur les spins et polarisations dans
l'�etat �nal et la moyenne sur ceux dans l'�etat initial. Pour la somme des polarisations des photons
on va se servir de l'identit�e de Ward :

Si M� est une amplitude avec un photon ext�erieur d'impulsion p qui peut donc s'�ecrire
M� =M�(p)"��(p), alorsM�(p) p� = 0.

Preuve ! exercices. L'identit�e de Ward est une manifestation de l'invariance de jauge des ampli-
tudes.

On en d�eduit X
polarisations

jM�j2 = �g��M�(p)M��(p) (9.52)

Preuve : on choisit un r�ef�erentiel avec ~p en direction des z, (p�) = (p; 0; 0; p). Puisque la polarisation
du photon est transverse, elle est donn�ee par une combinaison lin�eaire de ("�1 ) = (0; 1; 0; 0) et
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("�2 ) = (0; 0; 1; 0), etX
"

j"��(p)M�(p)j2 = jM1(p)j2 + jM2(p)j2

= jM1(p)j2 + jM2(p)j2 + jM3(p)j2 � jM0(p)j2| {z }
0 selon l'identit�e de Ward

= �g��M�(p)M��(p) :

(9.53)

(On note que l'identit�e de Ward dans ce r�ef�erentiel est pM0(p)� pM3(p) = 0.)

Conclusion : pour la di�usion de Compton,

1

4

X
spins,

polarisations

jM�j2 = e4

4
g��g�� tr

 
(=p02 +m)

�
�=p1

� + 2�p�2
2 p1p2

+
�=p01

� � 2�p�2
2 p2p01

�

(=p2 +m)

�
�=p1

� + 2�p�2
2 p1p2

+
�=p01

� � 2�p�2
2 p2p01

�!

= 4 e4

 
4m4 � 2m2p2p

0
2 + 4m2p1p2 � 2m2p1p

0
2 + 2(p1p2)(p

0
1p
0
2)

(2p1p2)2

+
4m4 � 2m2p2p

0
2 � 4m2p01p2 + 2m2p01p

0
2 + 2(p01p2)(p1p

0
2)

(2p01p2)2

� 4m4 + 2m2p1p2 + 2m2p01p2
(2p1p2)(2p2p01)

!
:

(9.54)

La deuxi�eme �egalit�e suit d'un long calcul o�u on utilise les identit�es pour les matrices de Dirac de
fa�con r�ep�et�ee. En�n si on pose p1 + p2 = p01 + p02 on obtient

1

4

X
spins,

polarisations

jM�j2 = 2e4

 
p2p

0
1

p2p1
+
p2p1
p2p01

+ 2m2

�
1

p1p2
� 1

p01p2

�
+m4

�
1

p1p2
� 1

p01p2

�2
!
:

(9.55)
Exercices ! formule de Klein-Nishina pour la section e�cace,

d�

dcos �
=
��2

m2

!02

!2

�
!0

!
+
!

!0
� sin2 �

�
; (9.56)

avec ! et !0 les �energies des photons et � l'angle entre eux.

L'annihilation �electron-positron : e�e+ ! 

Li�ee �a la di�usion de compton par sym�etrie de croisement (on remplace p1 $ �p02) :

1

4

X
spins,

polarisations

jM�j2 = �2e4
 
p2p

0
1

p2p02
+
p2p

0
2

p2p01
+ 2m2

�
1

p02p2
+

1

p01p2

�
�m4

�
1

p2p02
+

1

p01p2

�2
!
:

(9.57)
Cin�ematique : voir p.ex. le livre de Peskin/Schroeder.
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9.4 L'�electrodynamique quantique �a une boucle

D�e�nition : un diagramme de Feynman connexe est irr�eductible �a une particule (1PI, \1-particle
irreducible") ,: le diagramme reste connexe si on coupe un des propagateurs internes.

Exemples :

diagrammes 1PI

diagrammes non 1PI

(les �eches indiquent o�u on peut couper en deux).

Le degr�e de divergence super�ciel

Expression alg�ebrique pour un diagramme typique en QED :

(diagramme) /
Z

d4p1 : : : d
4pn

(=p1 �m) : : : (=pj �m) p2j+1 : : : p
2
n

:

On appelleD le degr�e de divergence super�ciel = (la puissance des p au num�erateur) / (la puissance
des p au d�enominateur),

D = 4L� Pe � 2P (9.58)

avec L = nombre de boucles (chacune contribuant d4pi), Pe = nombre de propagateurs d'�electron
(chacun contribuant 1

=pj�m ), P = nombre de propagateurs de photon (chacun contribuant 1
p2
k

).

Premi�ere estimation du comportement UV si on int�egre les impulsions jusqu'�a jpj = � avec � !
1 :

� D = 0 : divergence logarithmique / R � dp
p / log �

� D > 0 : divergence de puissance / R � pD�1 dp / �D

� D < 0 : convergence / R � dp
p1�D

Cette estimation peut être erron�ee. Contrexemples typiques :

converge même si D = 0 (pas d'int�egration)

/ log � même si D = 2 car termes / �2 se suppriment

/ log � même si D = �2 (contient sous-diagramme divergent)

Les divergences des diagrammes r�eductibles ont toujours leur origine dans ses sous-diagrammes
1PI ) on �etudiera les divergences des diagrammes 1PI.

En QED, on a pour chaque diagramme

L = Pe + P � V + 1

V = 2P +N +
1

2
(2Pe +N2)

(9.59)

avec L, Pe; , V , Ne; = le nombre des boucles, des propagateurs d'�electron/photon, des vertex,
des �electrons/photons externes. Donc

D = 4(Pe + P � V + 1)� Pe + 2P = 4�N � 3

2
Ne (9.60)
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ne d�epend que des lignes externes.

Les diagrammes 1PI potentiellement divergents en QED sont alors
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1PI (D = 4) : pas d'int�erêt (renormalise la densit�e d'�energie du vide, pas observable)
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1PI (D = 3) : z�ero selon th�eor�eme de Furry () Ex.)
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1PI (D = 2) : divergence logarithmique (identit�e de Ward ) divergence quadratique s'annulle)
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1PI (D = 1) : z�ero selon th�eor�eme de Furry
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1PI (D = 0) : convergent (identit�e de Ward ) divergence logarithmique s'annulle)
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1PI (D = 1) : divergence logarithmique (sym�etrie chirale ) pas de divergence lin�eaire)
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1PI (D = 0) : divergence logarithmique

Les seuls diagrammes 1PI divergents sont alors ceux avec soit deux photons externes, soit deux
�electrons externes, soit un photon et deux �electrons externes. Au niveau d'une boucle il n'y a qu'un
repr�esentant de chaque classe :

correction au propagateur de photon

correction au propagateur de l'�electron

correction au vertex

Th�eorie des perturbations renormalis�ee pour la QED

Lagrangien de l'�electrodynamique quantique :

L = �1
4
F��F

�� +  (i =@ �m0) � e0 � A� (9.61)

avec m0 = \masse nue" 6= masse physique de l'�electron (pôle du propagateur) et e0 = \charge
nue" 6= couplage physique.

Propagateurs exactes avec toutes corrections inclues :
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=
iZ2

=p�m + r�egulier (9.62)
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=
�iZ3 g��

p2
+ r�egulier (9.63)

avec Z2, Z3 = constantes de renormalisation de la fonction d'onde et m = masse du pôle.

La formule LSZ n'est valide que pour Z2 = Z3 = 1, pour calculer les amplitudes de transition il
faut donc red�e�nir

 =
p
Z2 r ; A� =

p
Z3A

�
r (9.64)

tel que

L = �1
4
Z3Fr ��F

��
r + Z2  r(i =@ �m0) r � e0 Z2

p
Z3  r

� r Ar � : (9.65)

D�e�nitions :
Z1 � e0

e
Z2

p
Z3 ; �m � Z2m0 �m (9.66)

avec e = couplage physique (d�e�ni par condition de renormalisation, voir ci-dessous) et m = masse
du pôle. De plus,

�1;2;3 = Z1;2;3 � 1 (9.67)

On r�e�ecrit le lagrangien en fonction des param�etres physiques et des contre-termes :

L = � 1

4
Fr ��F

��
r +  r(i =@ �m) r � e r� r Ar �

� 1

4
�3 Fr ��F

��
r +  r(i�2 =@ � �m) r � e�1 r� rAr � :

(9.68)

1�ere ligne = lagrangien original avec  ;A� !  r; A
�
r et m0 et e0 remplac�es par la masse et le

couplage physique. 2�eme ligne = lagrangien pour les contre-termes.

Similairement �a la th�eorie �4 on trouve alors les r�egles de Feynman pour l'�electrodynamique quan-
tique en th�eorie des perturbations renormalis�ee :

p

=
i

=p�m+ i�

µ

p

ν
=
�i g��
p2 + i�

µ

= �ie�

p

µ ν
= �i(g��p2 � p�p�)�3

p

= i(=p �2 � �m)

= �ie � �1

Les contre-termes �1, �2, �3, �m doivent être d�etermin�es, ordre par ordre en th�eorie des perturba-
tions, de la mani�ere que les conditions de renormalisation sont remplies :

I. le pôle du propagateur de l'�electron est �a =p = m, voir �eq. (9.62)

II. le r�esidu de ce pôle est i (c.�a.d. Z2 = 1), voir �eq. (9.62)

III. le r�esidu du propagateur du photon au pôle p2 = 0 est �i g�� (l'invariance de jauge
garantie que le pôle est toujours �a p2 = 0 et que le photon est sans masse ! ex.), voir
�eq. (9.63)
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IV. pour l'�energie du photon ! 0 et les deux fermions sur couche de masse,
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������ !

�ie � (ce qui �xe la charge de l'�electron = e).

Cette derni�ere condition est un peu subtile �a cause d'une complication que l'on trouve dans des
th�eories avec des particules sans masse : lorsque les impulsions des photons ext�erieurs se rap-
prochent �a 0 on tombe sur des divergences infrarouges. Une d�e�nition judicieuse des observables
physiques permet de s'en d�ebarasser. Ici on ne les discut�era pas mais on les r�egularisera avec une
masse � 6= 0 pour le photon ; �a la �n du calcul on posera � = 0.

Propagateur de l'�electron

On d�e�nit la self-�energie de l'�electron �i�(=p) =
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

1PI (la somme des tous diagrammes 1PI

amput�es avec deux �electrons externes). Le propagateur exact est alors
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������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

= +
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������
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������
������

1PI +
������
������
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������
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������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

1PI 1PI + : : :

=
i

=p�m+ i�
+

i

=p�m+ i�
(�i�(=p)) i

=p�m+ i�

+
i

=p�m+ i�
(�i�(=p)) i

=p�m+ i�
(�i�(=p)) i

=p�m+ i�
+ : : :

=
i

=p�m+ i�

1X
n=0

�
�(=p)

=p�m+ i�

�n
=

i

=p�m+ i�

�
1� �(=p)

=p�m+ i�

��1
=

i

=p�m� �(=p) + i�

(9.69)

On se rend compte que :

(Condition de renormalisation I.) , �(=p)j=p=m = 0 (9.70)

(Condition de renormalisation II.) , d

d=p
�(=p)

����
=p=m

= 0 (9.71)

Calcul de �i�(=p) au premier ordre : au niveau d'une boucle il n'y a que deux diagrammes,

� i�(=p) = | {z }
�I

+ (diagrammes amput�es) (9.72)

Selon les r�egles de Feynman, avec une masse �ctive � pour le photon :

I =

Z
d4q

(2�)4
(�ie�) i(=q +m)

q2 �m2 + i�
(�ie�) �i g��

(q � p)2 � �2 + i�

= � e2
Z

d4q

(2�)4
���q

� + ��m

(q2 �m2)((q � p)2 � �2)

= � e2
Z 1

0

dx

Z
d4q

(2�)4
���q

� + ��m

(q2 � 2pqx+ x2p2 � x2p2 + xp2 � (1� x)m2 � x�2)2

= � e2
Z 1

0

dx

Z
d4`

(2�)4
���(`

� + x p�) + ��m

(`2 ��2)2

= � e2
Z 1

0

dx

Z
d4`

(2�)4
��m+ xp����

(`2 ��2)2
:

(9.73)
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On a utilis�e l'astuce de Feynman pour combiner les d�enominateurs, chang�e la variable d'int�egration
q ! ` = q � px, introduit �2 = x(x � 1)p2 + (1 � x)m2 + x�2 et utilis�e que

R
d4` `� f(`2) = 0

(invariance de Lorentz). Le r�esultat diverge dans l'ultraviolet, il faut alors r�egulariser et renorma-
liser.

Comme dans la section 6.3 on va utiliser la r�egularisation dimensionnelle : la dimension d'espace-
temps sera d = 4� 2� et

I ! �e2
Z 1

0

dx

Z
dd`

(2�)d
��m+ xp����

(`2 ��2)2
: (9.74)

Dans d = 4� 2� dimensions les identit�es pour les matrices  sont modi��ees car ��� = d :

�� = 4 (d = 4) ; �� = 4� 2� (d = 4� 2�) (9.75)

��� = �2� (d = 4) ; ��� = (2�� 2)� (d = 4� 2�) (9.76)

Alors

I = �e2
Z 1

0

dx

Z
dd`

(2�)d
(4� 2�)m+ (2�� 2)x=p

(`2 ��2)2
: (9.77)

On va appliquer la formule universelle pour l'�evaluation des int�egrales �a une boucle en
r�egularisation dimensionnelle, g�en�eralisation d'�eq. (6.37) qui prend d�ej�a en compte la rotation
de Wick :Z

ddq

(2�)d
(q2)�

(q2 ��2)�
= (�1)�+�i(4�)� d

2

�
�2
����+ d

2
�
�
� + d

2

�
�
�
�� � � d

2

�
�
�
d
2

�
�(�)

: (9.78)

) I = � ie2

16�2

Z 1

0

dx ((4� 2�)m� 2(1� �)x=p) (4�)� �(�)
�

1

�2

��
: (9.79)

Avec �eq. (A.11) et A� = 1 + � logA+O(�2) :

I = � ie2

16�2

Z 1

0

dx ((4� 2�)m� (2� 2�)x=p) (1 + � log(4�))

�
1

�
� E

��
1� � log�2

�
+O(�2)

= � ie2

16�2

�
1

��
(4m� =p) + =p� 2m+ 2

Z 1

0

dx (x=p� 2m) log�2(x; =p)

�
+O(�)

(9.80)

o�u 1
�� � 1

� + log(4�)� E .
On impose la condition de renormalisation II., �eq. (9.71) :

0 = �i d

d=p
�(=p)

����
=p=m

=
d

d=p
(I + i(=p �2 � �m))

����
=p=m

=
dI

d=p

����
=p=m

+ i�2 (9.81)

avec

dI

d=p

����
=p=m

=
ie2

16�2

�
1

��
� 1� 2

Z 1

0

dx

�
x log�2 + (x=p� 2m)

d

d=p
log�2

������
=p=m

=
ie2

16�2

�
1

��
� 1� 2

Z 1

0

dx

�
x log

�
(x� 1)2m2 + x�2

�
+ 2

x(x� 1)(x� 2)m2

(x� 1)2m2 + x�2

��
:

(9.82)

Donc le contre-terme �2 est donn�e par

�2 = � e2

16�2

�
1

��
� 1� 2

Z 1

0

dx

�
x log

�
(x� 1)2m2 + x�2

�
+ 2

x(x� 1)(x� 2)m2

(x� 1)2m2 + x�2

��
; (9.83)

ou en retenant seulement les parties non nulles lorsque � ! 0

�2 = � e2

16�2

�
1

��
+ 2 log�2 � 3 logm2 + 4

�
: (9.84)
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De même on impose la condition de renormalisation I., �eq. (9.70) :

0 = �i�(=p)
���
=p=m

= (I + i(=p �2 � �m))
���
=p=m

(9.85)

et on trouve alors

�m = � iI
���
=p=m

+m�2

= � e2

16�2
m

�
4

��
� 2� 4

Z 1

0

dx

�
log
�
(x� 1)2m2 + x�2

�
+
x(x� 1)(x� 2)m2

(x� 1)2m2 + x�2

��
! � e2

16�2
m

�
4

��
+ 2 log�2 � 6 logm2 + 8

�
(quand � ! 0) :

(9.86)

En�n la self-�energie de l'�electron est �i�(=p) = I+ i(=p �2� �m), ou avec �eqs. (9.80), (9.83) et (9.86)

�i�(=p) = � ie
2

8�2

Z 1

0

dx

�
(x=p� 2m) log

x(x� 1)p2 + (1� x)m2 + x�2

(x� 1)2m2 + x�2
� 2(=p�m)

x(x� 1)(x� 2)m2

(x� 1)2m2 + x�2

�
(9.87)

� Divergence IR (int�egrale ne converge pas si � = 0). Mais les observables physiques soigneu-
sement d�e�nies seront �nies lorsque � ! 0. Pour voir pourquoi : un traitement d�etaill�e des
divergences IR est donn�e p.ex. dans Peskin/Schroeder.

� Tous les termes sont �nis dans l'UV : il n'y a plus de d�ependence de �.

Propagateur du photon

Exercices : La structure tensorielle des graphes 1PI est

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

1PI = i���(p) = i(p2g�� � p�p�)�(p2) (9.88)

et la fonction �a deux points exacte s'�ecrit

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

=
�i

p2(1��(p2))

�
g�� � p�p�

p2

�
+ (termes d�ependant de �) : (9.89)

La condition de renormalisation III. est donc �equivalent �a

�(0) = 0 : (9.90)

Calcul de ��� �a une boucle :

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

1PI = + (diagrammes amput�es) (9.91)

Selon les r�egles de Feynman,

= (�1)(�ie)2
Z

d4q

(2�)4
tr

�
�

i(=q +m)

(q2 �m2 + i�)
�

i(=q + =p+m)

(q + p)2 �m2 + i�

�
= �e2

Z
d4q

(2�)4

Z 1

0

dx
tr (�(=q +m)�(=q + =p+m))

(q2 + 2xpq + x2p2 � x2p2 + xp2 �m2)2

= �e2
Z

d4`

(2�)4

Z 1

0

dx
tr (�(=̀� x=p+m)�(=̀� x=p+ =p+m))

(`2 ��2)2

= �e2
Z

d4`

(2�)4

Z 1

0

dx
tr
�
����`�`� � x(1� x)����p�p� + ��m2

�
(`2 ��2)2

:

(9.92)
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On a d�e�ni ` = q + px et �2 = x(x� 1)p2 +m2. Le (�1) de la premi�ere ligne vient de la boucle
fermionique. En d = 4 � 2� dimensions, grace �a l'invariace de Lorentz on peut remplacer, sous
l'int�egrale

R
dd`,

`�`� ! `2g��
d

=
`2g��
4� 2�

(9.93)

donc

= 4 e2
Z

dd`

(2�)d

Z 1

0

dx

�
1� �
2� �

`2 g��

(`2 ��2)2
+
x(1� x)(2p�p� � p2g��)�m2g��

(`2 ��2)2

�
:

(9.94)

L'int�egrale du permier terme est, selon �eq. (9.78),Z
dd`

(2�)d

Z 1

0

dx
1� �
2� �

`2 g��

(`2 ��2)2

= � i

16�2
g��

Z 1

0

dx�2 (1 + � log 4�)
�
1� � log�2

� �(3� �)�(�1 + �)

�(2� �)
1� �
2� �

= � i

16�2
g��

Z 1

0

dx�2 (1 + � log 4�)
�
1� � log�2

�
�(�1 + �)(1� �)

=
i

16�2
g��

Z 1

0

dx�2 (1 + � log 4�)
�
1� � log�2

��1
�
� E + 1

�
(1� �)

=
i

16�2
g��

Z 1

0

dx�2

�
1

��
� log�2

�
= � i

16�2

Z 1

0

dx (x(1� x)p2g�� �m2g��)

�
1

��
� log�2

�

(9.95)

o�u on a utilis�e �eqs. (A.8) et (A.12), et toujours 1
�� � 1

� + log(4�) � E . L'int�egrale du deuxi�eme
terme dans �eq. (9.94) est, selon �eq. (9.78),Z

dd`

(2�)d

Z 1

0

dx
x(1� x)(2p�p� � p2g��)�m2g��

(`2 ��2)2

=
i

16�2

Z 1

0

dx (1 + � log 4�)
�
1� � log�2

��1
�
� E

��
x(1� x)(2p�p� � p2g��)�m2g��

�
=

i

16�2

Z 1

0

dx
�
x(1� x)(2p�p� � p2g��)�m2g��

��1
��
� log�2

�
:

(9.96)

Dans la somme des int�egrales (9.95) et (9.96), les termes qui ne sont pas proportionnels �a (p2g���
p�p�) se suppriment et �eq. (9.94) devient

= i(p2g�� � p�p�)e�(p2) (9.97)

o�u e�(p2) = � e2

2�2

�
1

6

1

��
�
Z 1

0

dx x(1� x) log�2

�
: (9.98)

On impose la condition de renormalisation III. qui implique

�3 = e�(0) = � e2

2�2

�
1

6

1

��
�
Z 1

0

dx x(1� x) logm2

�
= � e2

12�2

�
1

��
� logm2

�
: (9.99)

Tout ensemble, on a trouv�e la self-�energie du photon �a une boucle

�(p2) = � e2

2�2

Z 1

0

dx x(x� 1) log
x(x� 1)p2 +m2

m2
: (9.100)
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Remarques :

� Des divergences \quadratiques" () renormalisation de masse pour le photon, brisure d'in-
variance de jauge) sont absentes grace �a l'identit�e de Ward mais cela n'est pas garanti
ind�ependamment du sch�ema de r�egularisation. 1 On a choisi la r�egularisation dimension-
nelle qui preserve l'invariance de jauge / l'identit�e de Ward.

� Le logarithme en tant que fonction complexe a une coupure �a x(x � 1)p2 + m2 = 0 qui
commence �a p2 = 4m2, car x(x� 1) � 1

4 si x 2 [0; 1]. Interpr�etation : seuil cin�ematique pour
production d'un pair �electron-positron r�eel. A partir de cette �energie, les fermions dans la

boucle de peuvent d�evenir r�eels.

� On peut utiliser �eq. (9.100) pour calculer le potentiel �electrostatique dans la limite non
relativiste :

V (r) = ��
r

�
1 +

�

4
p
�

e�2mr

(mr)3=2
+ : : :

�
(9.101)

Premier terme = terme de Coulomb. Correction : �a courtes distances (. longueur d'onde de
Compton de l'�electron) la force �electromagn�etique devient plus forte. Intuitivement : \pola-
risation du vide" par les pairs virtuels de e+ e� �a longue distance. Un �electron su�samment
�energ�etique peut p�en�etrer le \nuage d'�electrons virtuels".

Vertex

Pour renormaliser le vertex on d�e�nit

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

1PI

q = p’ − p

p p’

µ

� �ie��(p; p0) (9.102)

avec e = charge physique de l'�electron. Formulation pr�ecise de la condition de renormalisation IV. :
on met les �electrons externes sur couche de masse, p2 = p02 = m2, et on demande pour q ! 0 que

�us(~p
0)��(p; p0)ur(~p)

���
p2=p02=m2; q=0

= �us(~0)
�ur(~0) (9.103)

(Avec cette d�e�nition on obtient la loi de Coulomb habituelle comme cas limite de la di�usion de
Coulomb �a basse �energie, voir chap. 9.3.)

D�ecomposition de la structure tensorielle avec les �electrons (pas le photon) sur couche de masse :

��(p; p0)
���
p2=p02=m2

= �A(q2) + (p� + p0�)B(q2) + q� C(q2) (9.104)

avec A, B, C des fonctions scalaires. Selon l'identit�e de Ward,

q��u(~p
0)��(p; p0)u(~p)

���
p2=p02=m2

= 0 (9.105)

et alors

0 =
�
�u(~p 0)=q u(~p)A+ (p02 � p2)B �u(~p 0)u(~p) + q2C �u(~p 0)u(~p)

����
p2=p02=m2

: (9.106)

Le premier terme du membre de droite d'�eq. (9.106) s'annulle car

�u(~p 0)=q u(~p) = �u(~p 0) (=p0 � =p)u(p) = �u(~p 0) (=p0 �m� (=p�m))u(~p) = 0 : (9.107)

Le deuxi�eme terme du membre de droite d'�eq. (9.106) s'annulle car p2 = m2 = p02. Conclusion :
pour v�eri�er �eq. (9.105) il faut que

C(q2) = 0 (9.108)
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mais les deux fonctions A(q2) et B(q2) restent �a d�eterminer. Il est pratique courante d'employer
deux autres fonctions �equivalentes F1 et F2 qui sont li�ees �a A et B par l'identit�e de Gordon (! ex.)

�u(~p 0)�u(~p) = �u(~p 0)
�
p0� + p�

2m
+
i��q�
m

�
u(~p) (9.109)

tel que

��(p; p0)
���
p2=p02=m2

= �F1(q
2) +

i��q�
m

F2(q
2) : (9.110)

Les F1;2 s'appellent facteurs de forme. Au niveau de l'arbre on a F1 = 1 et F2 = 0.

Au niveau d'une boucle : calculer + , r�egulariser, renormaliser.

q = p ’ − p

p p’

k’ = k + qk

p − k

µ

=

Z
d4k

(2�)4
�i g��

(k � p)2 + i�
(�ie�) i(k=0 +m)

k02 �m2 + i�
(�ie�) i(k=+m)

k2 �m2 + i�
(�ie�)

= � e3
Z

d4k

(2�)4
�(k=0 +m)�(k=+m)�

((k � p)2 + i�) (k02 �m2 + i�) (k2 �m2 + i�)
:

(9.111)

Astuce de Feynman pour combiner 3 d�enominateurs :

1

((k � p)2) (k02 �m2) (k2 �m2)
=

Z 1

0

dx

Z 1

0

dy

Z 1

0

dz �(1� x� y � z) 2

D3
(9.112)

avec

D = x(k2�m2)+y(k02�m2)+z(k�p)2 � `2��2 ; ` = k+yq�zp ; �2 = �xyq2+(1�z)2m2 :
(9.113)

On transforme �egalement le num�erateur :

�(k=+ =q +m)�(k=+m)�

= �(=̀� y=q + z=p+ =q +m)�(=̀� y=q + z=p+m)�

= �(=̀�=̀� + �(=q � y=q + z=p+m)�(�y=q + z=p+m)� + (termes lin�eaires en `)| {z }
0 sous l'int�egrale

(9.114)

Tout ensemble :

= �e3
Z

d4`

(2�)4

Z
dxdy dz �(1� x� y � z) 
2�=̀�=̀�
(`2 ��2)3| {z }
divergent

+
2�(=q � y=q + z=p+m)�(�y=q + z=p+m)�

(`2 ��2)3| {z }
�ni

!
:

(9.115)

La partie divergente donne lieu �a la renormalisation du vertex en QED. Divergences UV et IR :
introduire masse du photon �, �evaluer en r�egularisation dimensionnelle, appliquer condition de
renormalisation IV. pour d�eterminer contre-terme �1. . .

� R�esultat �nal :
�1 = �2 : (9.116)
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� Signi�ance de ce r�esultat : Z1 = Z2. Dans le lagrangien �eq, (9.65)

L = �1
4
Z3Fr ��F

��
r + Z2  r(i =@ �m0) r � eZ1  r

� r Ar � (9.117)

les termes =@ et ieA= forment la d�eriv�ee convariante =D apr�es corrections radiatives :
L'invariance de jauge est pr�eserv�ee.

La partie �nie donne F2 :

F2(q
2) =

e2

8�2

Z 1

0

dxdy dz �(1� x� y � z) 2m2z(1� z)
m2(1� z)2 � q2xy : (9.118)

Evaluation �a q2 = 0 :

F2(0) =
e2

8�2

Z 1

0

dx dy dz �(1� x� y � z)2m
2z(1� z)

m2(1� z)2

=
e2

4�2

Z 1

0

dz

Z 1�z

0

dy
z

(1� z)
=

e2

8�2

=
�

2�
= 0:0011614 :

(9.119)

Cette quantit�e correspond �a une contribution d'ordre sup�erieur au moment magn�etique de
l'�electron. En fait, pour le lagrangien e�ectif au premier ordre en d�eriv�ees

L = e F1(0) A= +
e

2m
F2(0)F�� 

�� + : : : (9.120)

et un champ externe classique F�� d�eriv�e du potentiel A = (0; 0; Bx; 0) (alors F12 = �F21 = B,
toutes autres composantes 0 ! champ magn�etique en direction des z) on trouve le hamiltonien
d'interaction

HI = �eB
Z

d3x  
�
x2 +

�

2�m
12
�
 + : : : (9.121)

Le premier terme correspond au couplage du spin ~S de l'�electron au champ magn�etique de la
m�ecanique quantique. Il donne un moment magn�etique ~� = g e

2m
~S avec g = 2. Cette valeur de g

re�coit une correction de F2(0) par le deuxi�eme terme. La valeur exp�erimentelle est en fait

g = 2:0011597 (9.122)

en bon accord avec notre calcul (on s'attendait un �ecart de l'ordre �2 correspondant aux termes
d'ordre sup�erieur en th�eorie des perturbations).

Les calculs les plus r�ecents de g�2 prennent en compte des corrections �a 5 boucles, O(10 000) dia-
grammes de Feynman, et incluent aussi des corrections des autres particules du mod�ele standard.
Parce qu'il est �egalement possible de m�esurer g � 2 �a une tr�es grande pr�ecision, cette observable
est id�eale pour comparer th�eorie et exp�erience. La conclusion de ces exp�eriences (ainsi que de
nombreuses autres) est que, jusqu'�a ce jour :

La TQC fonctionne.
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Annexe A

Annexe math�ematique

A.1 Le th�eor�eme des r�esidus

Soient D � C un domaine, fa1 : : : ang � D un ensemble �ni de points, f : D n fa1 : : : ang ! C

holomorphe, et  un lacet dans D n fa1 : : : ang. AlorsI


f(z) dz = 2�i

nX
k=1

I(; ak)res (f; ak) : (A.1)

Ici I(; ak) est l'indice du lacet  par rapport �a ak (le nombre de tours de  autour le point ak dans
le sens de rotation math�ematique) et res (f; ak) est le r�esidu de f en ak, d�e�ni comme (�1)-�eme
coe�cient de la s�erie de Laurent autour de ak :

f(ak + z) = : : :+
c�3
z3

+
c�2
z2

+
res (f; ak)

z
+ c0 + c1 z + c2 z

2 + : : : (A.2)

Calcul des int�egrales impropres avec le th�eor�eme des r�esidus : on chercheZ 1

�1
f(x) dx : (A.3)

Si f permet un prolongement m�eromorphe au plan complexe, et si limr!1 f(rei�) = 0 pour
� 2 [0; �] avec une d�ecroissance su�samment rapide, alorsZ 1

�1
f(x) dx = 2�i

X
pôles ak : Im ak>0

res (f; ak) : (A.4)

Im z

a
1

ra
2

Re z = x

φ

γ
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Similairement : Si limr!1 f(re�i�) = 0 pour � 2 [0; �] (su�samment vite), alorsZ 1

�1
f(x) dx = �2�i

X
pôles ak : Im ak<0

res (f; ak) : (A.5)

On compte toujours la somme de tous les pôles �a l'int�erieur de la courbe d'int�egration | pour
ceux �a l'ext�erieur, I(; ak) = 0.

Exemple : pour calculer Z 1

�1

1

(1 + x2)2
dx

on note que (1 + z2)2 = (i� z)2(�i� z)2, alors la fonction f(z) = 1=(1 + z2)2 a un double pôle �a
z = i. On trouve f(i+ z) = � 1

4
1
z2 +

1
4i

1
z +O(z0), alors res(f; i) = 1

4i . De plus, jf(rei�)j � 1
(1�r2)2 ,

ce qui tend vers 0 comme 1=r4 lorsque r ! 1, donc l'int�egrale de f(z) sur l'arc �a rayon r tend
vers 0 �egalement. Le th�eor�eme des r�esidus donne en�nZ 1

�1

1

(1 + x2)2
dx = 2�i res (f; i) =

�

2
: (A.6)

A.2 Quelques propri�et�es de la fonction Gamma

La fonction Gamma d'Euler �(z) est une fonction m�eromorphe (holomorphe sauf sur un ensemble
de pôles isol�es) sur C. Elle est la g�en�eralisation continue de la factorielle, �(n) = (n � 1)! pour
n 2 N�. Sa restriction sur R�+ est donn�ee par

�(x) =

Z 1

0

tx�1e�t dt : (A.7)

Apr�es int�egration par parties on obtient l'�equation fonctionnelle fondamentale

�(x+ 1) = x�(x) : (A.8)

Une repr�esentation alternative, valable sur tout Cn(entiers non-positifs), est le produit in�ni

�(z) =
e�Ez

z

1Y
n=1

�
1 +

z

n

��1
e
z
n (A.9)

avec E = 0:577 : : : la constante d'Euler-Mascheroni. �(z) a des pôles simples �a z 2
f0;�1;�2;�3 : : :g et est holomorphe ailleurs. Proche des pôles son d�eveloppement de Laurent
est donn�e par

�(�n+ �) =
(�1)n
n!

�
1

�
� E + 1 +

1

2
+

1

3
+ : : :+

1

n

�
+O(�) (A.10)

alors le r�esidu �a z = �n est (�1)n=n!. En particulier, on a

�(�) =
1

�
� E +O(�) (A.11)

et

�(�1 + �) = �
�
1

�
� E + 1

�
+O(�) : (A.12)

La fonction Bêta d'Euler B(x; y) est d�e�nie par

B(x; y) =
�(x)�(y)

�(x+ y)
: (A.13)
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Sur R�+ � R�+ elle peut être repr�esent�ee par l'int�egrale

B(x; y) =

Z 1

0

tx�1(1� t)y�1 dt : (A.14)

En�n on note la relation entre la fonction Gamma et le volume de la sph�ere unit�e Sn�1 en n
dimensions

R
d
n : On a

�p
�
�n

=

�Z 1

�1
e�x

2

�n
=

Z
dnx e�

Pn
i=1 x

2
i =

Z
d
n

Z 1

0

rn�1e�r
2

dr

=

�Z
d
n

�
1

2

Z 1

0

(r2)
n
2�1e�r

2

d(r2) =

�Z
d
n

�
1

2
�
�n
2

� (A.15)

et donc Z
d
n =

2�
n
2

�(n2 )
: (A.16)

A.3 Calcul fonctionnel

Cette section sera moins rigoureuse car on ne va pas pr�eciser les pr�erequis pour les espaces de
fonctions sur lesquels nos a�rmations sont valables. Soit alors T un sous-ensemble de l'espace
C0(Rn) des fonctions continues r�eelles sur Rn. T , dit l'espace des \fonctions test", contiendra au
moins les fonctions C1 �a support compact (in�niment d�erivables et non nulles seulement sur un
ensemble born�e et ferm�e), mais souvent ces restrictions sont plus fortes que n�ecessaire. On peut
g�en�eraliser tout ce qui suit pour des fonctions et fonctionnelles complexes sans probl�eme.

D�e�nitions : Une fonctionnelle r�eelle est une application F : T ! R, f 7! F [f ]. Une fonc-
tionnelle est lin�eaire si F [f + �g] = F [f ] + �F [g] pour toutes fonctions f , g et tout scalaire �.
Elle est continue si pour chaque suite convergente de fonctions fn ! f on a F [fn] ! F [f ]. Une
fonctionnelle lin�eaire et continue s'appelle aussi une distribution.

Exemples :

1. Une fonction g 2 T peut elle-même être interpr�et�ee comme fonctionnelle lin�eaire par le
produit scalaire (de L2) sur T :

g[f ] = g � f =

Z
dnx g(x)f(x) :

2. L'application qui associe f 7! f(0) est une distribution d�esign�ee par �[f ]. On la repr�esente
souvent par une notation int�egrale :

�[f ] =

Z
dnx �(n)(x)f(x)

mais la \fonction delta de Dirac dans n dimensions" �(n)(x) qui �gure ici n'est pas en fait
une fonction, car sa valeur n'est pas d�e�nie en 0.

3. Soit L une fonction analytique �a plusieures variables et x 2 Rn �xe. Alors

Lx[f ] = L
�
x; f(x); @�f(x); @�@�f(x); : : :

�
d�e�nit une fonctionnelle (g�en�eralement non lin�eaire). On appelle locale une fonctionnelle F
qui peut être repr�esent�ee comme une int�egrale d'un tel Lx :

F [f ] =

Z
dnx Lx[f ]: (A.17)

D�e�nition : Soit F une fonctionnelle. La d�eriv�ee fonctionnelle �F
�f est une fonctionnelle lin�eaire

avec la propri�et�e

F [f + h] = F [f ] +
�F

�f
[h] +O(jjhjj2): (A.18)
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On supposera que �F
�f existe et soit unique o�u on en a besoin, sans en discuter les conditions.

Observations :

� Si F est une fonctionnelle lin�eaire, on a

F [f + h] = F [f ] + F [h] (A.19)

et alors
�F

�f
= F: (A.20)

En particulier,
� �[f ]

�f
[h] = �[h] = h(0) : (A.21)

� Si F est une fonctionnelle locale donn�ee dans la forme d'�eq. (A.17), un d�eveloppement limit�e
donne

Lx[f + h] = L�x; f(x) + h(x); @�f(x) + @�h(x); @�@�f(x) + @�@�h(x); : : :
�

= Lx[f ] + @L
@f

h(x) +
@L

@(@�f)
@�h(x) +

@L
@(@�@�f)

@�@�h(x) + : : :
(A.22)

Par cons�equent, apr�es int�egration par parties,

�F

�f
[h] =

Z
dnx

�
@L
@f

(x)� @� @L
@(@�f)

(x) + @�@�
@L

@(@�@�f)
(x)� : : :

�
h(x): (A.23)

Comme dans l'exemple 1. on peut alors identi�er la d�eriv�ee fonctionnelle �F�f avec une fonction
�F
�f (x) (parfois aussi d�esign�ee �F

�f(x) ) qui est donn�e par la d�eriv�ee d'Euler-Lagrange de L.
Similairement, la d�eriv�ee de la fonctionnelle � �eq. (A.21) est parfois exprim�ee avec l'aide de
la \fonction delta" (en identi�ant �[f ] = f(0)) de fa�con suivante :

�f(x)

�f(y)
= �(n)(x� y): (A.24)

Comparaison avec le cas de dimension �nie : Pour les espaces vectoriels V ' Rn de dimension
�nie n

� les fonctionnelles correspondent aux fonctions V ! R,

� les fonctionnelles lin�eaires correspondent aux formes lin�eaires,

� par le le produit scalaire euclid�een on peut identi�er chaque vecteur v avec une forme lin�eaire
qui envoie u 7! v � u (et contrairement aux cas de dimension in�nie, l'espace des formes
lin�eaires sur V est ainsi isomorphe �a V ),

� pour un indice �xe j on peut d�e�nir une forme lin�eaire �j : v ! vj qui est plus commune-

ment repr�esent�ee par la matrice �ji , en �ecrivant (vi) ! �ji v
i = vj ,

� la d�eriv�ee fonctionnelle correspond �a la d�eriv�ee ordinaire : soit f : V ! R, alors

f(v + h) = f(v) + (rf)(v) � h+O(jhj2) (A.25)

� l'�equivalent d'�eq. (A.24) est
@vi

@vj
= �ij (A.26)
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