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| Motivations



.|  Observations

Outre les scalaires et les vecteurs, les tenseurs utilisés en
mécaniques sont principalement :

des tenseurs du second ordre symétriques
— contraintes
— déformations, déformations plastiques,...

des tenseurs du 4e ordre symétriques
— tenseur délasticité (de Hooke)
— module tangent...

Pur un tenseur du second ordre, la symétrie rameéne le nombre
de constantes indépendantes a 6 au lieu de 9. Pour un tenseur
du 4e ordre, a 21 au lieu de 81. La base canonique est donc
redondante.



En base canonique le tenseur d’élasticité est difhcilement
représentable (4 indices).

L/anisotropie élastique contenue dans le tenseur d¢élasticité qui
connue exactement depuis les années 1995 (seulement).



) Le tenseur d'élasticité



2.1 Introduction

Le tenseur délasticité (ou tenseur de Hooke) établi une
application multilinéaire entre le tenseur des contraintes et celui
des déformations :

Oi5 = Cijkzé‘kl

Il est donc naturellement du 4e ordre. Son inverse (au sens de la
double contraction...) est le tenseur des souplesses S :

Eij — Sz’jkl(f kl
En notation intrinseque :
o = C:e¢
E = S:0

Ces tenseurs ont 34 = 81 composantes Cjju. Mais celles-ci ne
sont pas toutes indépendantes....



2.2 Petites symétries de C

On exploite la symétrie de € :
Oi5 = Cijkl5 kl
= Cijincin (indices £ et / muets)
= CijikEm (€ est symétrique)

— Ciii = Cijik

La symétrie de O entraine, par une démonstration similaire :

Cijet = Cjikl

Ces relations s'appellent les petites symétries de C.

Attention il s’agit de symétries indicielles, pas de symétries

physique !



2.3 Grande symétrie de C

La loi de Hooke est réversible donc équivaut a l'existence d'un
q
potentiel (énergie libre) dont dérive la contrainte :

oY oY
2p¢:€ZCZ€ 0'—,0% Ozg — Pagij
On peut détailler le calcul indiciel :
2000 = Cpgrs€pgErs
— 20'7;j — Opqrs (5@295]'(187«3 - €pq57;r,a5j8)
= Cijrs€rs T Cpqij€pq = CijpgEpq T Cpqii€pq
or 0;;; = CiipgEpq par définition (application linéaire)

Donc |Cijri = Chriij

Cette relation se nomme la grande symétrie de C



24 Constantes «ingénieur»

Le module d’Young o
o = onyYn
Dét. : rapport entre la e = OS:0
contrainte de traction e(f) = fned=c¢c:(i®n)
suivant n et déformation ~ o
mesurée suivant n : E(f) = e(7)
N = FEem:s @e
ocnP®n):D:(MAOn
/\\\\\\ E(i) = :
/ (M®n):S: (1®n)

nz'njnknlsz’jkl

Oi le matériau est isofrope, I ne dépend pas de n.



Le coeflicient de Poisson

on Qn
S:0=0S:(n®n)
n.en==c:(n®n)
oc(n®n):S:(nKn)
m.e.m =€ : (mQm)
c(M®1):S: (Mmem)

e(m)

e(7)

V(n,m) est le rapport o
entre la déformation c
suivant m et celle =(77)
suivant n lors d’'une
traction suivant n,
avec m.n=0. e(m)
e(m)
N7
/\\\\\ (1,17
N
% V(ﬁa T?L)

Si le matériau est isotrope, V ne dépend pas du couple (n,m). o



Module de compressibilité hydrostatique

K est le rapport entre o = pl
la pression p et la e = S:o=pS5:1
variation relative de trace(e) = e:I=pl:S:T
volume AV/V. D
AV/V est la trace du K = trace(e)
tenseur des déformations. 1
La contrainte est une = 1.s.1
pression hydrostatique. T
K =
\\\\ o, Siikk

Remarque : basé sur p et AV, qui sont des invariants (trace), Siiz
est un inwvariant du tenseur des souplesses S (ce neest pas le cas

de E et Vv)...



Module de cisaillement

u(n,m) représente la réponse en cisaillement suivant n m a une
contrainte de cisaillement suivant n m, avec m.n=0.

n, m, p base orth. l

2u=Y o
dela RDM... |2w(ri,m

dn;mingmyS;ik
|2



3 Notation de Voigt

W. Voigt

13



3.1 Principe

Dans les années 1900, W. Voigt (cristallographe et un des peéres
du calcul tensoriel) a proposé une notation en colonne 6x1 pour
les tenseurs symétriques du second ordre. Par ex. pour la
contrainte :

01 = 011

09 = 0929
_ 5'3 033
ol _

04 = 0923

05 = 031

O = 012

La bijection entre les couples d'indices 11...12 et les indices
uniques 1...6 est issu de la permutation circulaire.
Les 6 composantes au lieu de 9 en B.C. sont un gain de place.

| 4



3.2 Lol d'élasticité

Par la méme méthode on rameéne les 4 indices de C a un couple
d’indices variant de 1 a 6. On en déduit la loi d*¢lasticité sous

une forme de produit matrice-vecteur pratique :

011 Ci111 Cri22 Chizz Cii2z Crizr Chiie 11
022 Ca211 Ca222 (2233 (2223 (231 (2212 €92
033 Cs311 C3322 (3333 (3323 (3331 (3312 | €33
0923 Caz11 Cazos Caszs Chsos  Cossi Cosio | []2e2s
031 Cs111 Csz122 (3133 C3123 (3131 C3112 2€31
012 Ci211 Ci222 Ci23z Ch22z Ci23r Cro212 \_3812_

Les coefhcients 2 qui apparaissent sont nécessaires afin de
retrouver les termes multiples du calcul an B.C. Par ex.:

011 — 01111811 —+ -+ 61123823 —+ 01132532 + ...

A [€poque cétait consistant avec la notation Y de la RDM.

|5



3.3  Limrtes de cette écriture

Cette écriture est encore beaucoup utilisée dans les livres.

Cependant :

— Linversion de la matrice C;; ne donne pas 5;;

— La norme de 0, nest pas égale a ce!
i pas €g

— La norme de &; nest pas égale a ce!

— efc... pour les angles, les produits contractés. On peut sen

sortir mais avec de multiples précautions.

Ex.:

Sllll
32211

S3311
259311

253111
251211

81122
32222

S3322
252392

253129
251292

51133
599233

S3333
252333

253133
251233

251123
259223
253323
452323
453123
451223

le de oxy
le de €ij

251131
259231
253331
459331
453131
451231

251112
259212
253312
452312
453112
451212

|6




4 Base des tenseurs symétriques
(de Bechterew)

|7



4.1  Motivations

Les défauts de Iécriture de Voigt ont conduit a trouver des
bases fensorielles qui vont conserver toutes les propriétés
nécessaires.

La premiere publication identifiée est celle de Bechterew

(URSS, 1926).

Mais il a fallu attendre les années 1990 et les travaux
d’Ostrosablin (URSS, 1994), Cowin (USA, 1990), Francois
(1995) pour les diffuser. Aujourd’hui elle commence 2
supplanter lécriture de Voigt notamment dans les codes
numeriques.

|18



4.2 Principe

Les tenseurs du second ordre sont projetés dans la base :

B: = é&®é
Bs = e3®es
B, = (62®€é3+¢&®&)/V2
B; = (63061 +¢& ®&)/V2
B = (61®eér+ 52®51)/\/§

On vérifie que cette base est orhonormée par rapport a la
double contraction, produit scalaire pour ces tenseurs :

B[IBJ:5IJ

19



Ces tenseurs sécrivent, en base canonique :

1 0 0 0 0 0
B, [0 0 0 B,|0 0 1/V2
0 0 0 0 1/V/2 0 |
0 0 0 0 0 1/V2]
B,|0 1 0 Bs| 0 0 0
0 0 0 1/v2 0 0 |
0 0 O] 0 1/vV/2 0
B3 [0 0 0 Bs |1/vV2 0 0
0 0 1 0 0 0

Par définition, la [tme composante de O dans cette base est
donnée par le produit scalaire «:» pour les tenseurs du 2nd ordre:

O']ZO'IB[
Par ex.

o4 = (012 022 023 : |0 0 1/V2| = V2093




011
022

033
V2023
V2031

11
£929
€33

V2e93
V2€31

On vérifie aisément que, dans cette base, on a la relation
suivante entre les 6 composantes et la base canonique :

V201, B. V212 B,

On vérifie que la nature tensorielle de la base de Bechterew

permet de conserver les propriétés .

OJ1.£1
o:e=o0r¢; |o||=+0oror cos(o,e)=
\/O']O'] \/8181
ou l'indice 7 désigne l'utilisation de cette base.
Attention la simple contraction requiert la base canonique...

21



4.3  Base de Bechterew et tenseurs du 4¢ ordre

On forme la base de tenseurs a I'aide du produit tensoriel :
B;®B;

Cela donne :

CIZB]@BJ
B[:C:BJ
e1®e; :C:e1®er =Crin

e1 ®e;: C: (51®52+52®51)/\/§= V2C 112

(61 R +E:RE)/V2:C:(6,Q8 + e Qe1)/V?2
201212

22



V2093

44 Lol de Hooke

I.a loi de Hooke o

composantes en B.C. :

011
J22
033

V2031

C'1 122
C2222

C : e sécrit alors, par rapport aux

C1133
(9933

_______________________________________________________________________________________________

€11
€929
€33

V2e93
V2€31

I est facile de mémoriser que les lignes et les colonnes 3 a 6
doivent étre multipliées par V2 par rapport a la base canonique.
On vérifie aussi que l'on retrouve bien le calcul en B.C.

Le tenseur des souplesses sobtient naturellement par inversion
de la matrice du tenseur d’¢élasticité : Sy = Cyyl

23



[.a base de tenseurs en 2D sécrit :
B, = e1®e€;
B, = e®es

B = (51®52—|-52®51)/\/§

I.a loi de Hooke en 2D est :

o - Chin Ciizz V2Cia | [ en -
022 | = | Coon Cazzo  V2Co12 | .| €22
_\/50-12_ \/501211 \/501222 201212 _\/5612_

________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

.
.

On retrouve le jeu de multiplications par racine de 2 sur le
termes 12...



4.5  Symetrie indicielle

La petite symétrie est déja incluse dans la base de Bechterew.
La grande symétrie implique la symétrie de C7 ;.

- [01122] Ci1zz V2C1123 V2C1131 V2Ci112 -~
[ C2211 C'2222 Ca23z  V2C5203 @CQQSD V2C5212
C3311 C3322 CUs233 3323 V2C3331  V2C3312
V202311 V2C5330 V205333 205303 202331 2C2312
V203111 6@03129 V2C3133 203123  2C5121 2C3112
V201211 V2C1220  V2Ch233  2C1203 2C1231 2U1212

Au final; on identifie facilement que le nombres de
composantes indépendantes de Cr; (oude Cj,x; ) est de 21.

Les mathématiciens nomment Elalespace des tenseurs
d’élasticité (du 4e ordre, munis des petites et grandes symétries).

25



4.6 lenseur identité du 4e ordre

L'identité I (par rapport a la double contraction) est telle que :
VA A = [:A

On peut construire aisément : ;5 = 05047

Mais, si I'on veut en plus que I € £la, la forme convenable est :
Lijki = 5 (0ir0j1 + 6110

On vérifie que cette forme correspond a une matrice 6x6
identité en base de Bechterew.

Ity =017

26



Preuve 1
Termes diagonaux (11,22, 33), premier quadrant

I7, = 1:B;®B;
1 L
= 5(0ikdj1 +030jk)E; ®E ®E ® € 11 61 ® €L B eV €
1
— 5(5zk5]l —+ 5@553k)(5@16]16k15l1>
= 1
Termes hors diagonale (12,23, 31), premier quadrant :
I, = 1:B;®B;
1 . R R
=  — (0101 +0:10:1)8 RE; REL RV E 11 €1 V€L ® €Ex D o
5 J J J
1
— 5(5zk5]l -+ 5il6jk)(5i15j15k25l2)
= 0

elc. .. .



Preuve 2

Raisonnement plus rapide :

Ir; = 1:B;®By
= B;:1:Bjy
= B;:Bjy
= 01J

car B1 est orthonormée.

28



Preuve 3
On peut aussi considérer la partition de I'identité :

[=B;®B;+ -+ Bg®Bg

ou chaque Br représente une direction tensorielle (normée).
Et chaque By ® By représente le projecteur sur Bi. Alors :

1 00 0 0 0
00000 0
00000 0
B1eBil g 0000 0]

00000 O0|[0O0O0O0TO0OO

00000 01//l01 0000

' o000 0 0

B20B21 650 0 0 0 0

00000 0

0000 0 0

erc. ..




48 Formules de Bond

Le formules de rotation classiques
[R(C)]ijkl = TipTigTkrT1sCpgrs
nécessite 4x38 = 26244 multiplications. Bond (1943), puis

Cowin et de Saxcé l'ont réécrite en base de Bechterew. LLa

matrice :
- 2 2 2 -
11 719 13 V2ri9713 V2r117m13 V2ri17r12
2 2 2
51 759 53 V27199793 V2791793 V2799791
2 2 2
R 31 '35 33 V2733739 V2133731 V2131739

V2rair31 V2raarsa  V/27a3T33  TooTss 4 Tasrza TaiT33 + TasTsi  TaaTsi + TaiTso
V2riirs1  V2riarss  V2ri3rs3  TiaTss + Ti3Tsa  TiaTs1 4+ T1iTs3  T11732 + TiaT3n
V2riiro1  V2riaTes  V2risres  TiaTas + Ti3Tea  TisTol 4 TiiT23  TiiT22 + Ti2Tol.

permet les changements de base pour les tenseurs du 2nd et du
4¢me ordre, en base de Bechterew :

R(O’)] — R]p()'p
R(C)r; = RipRjoCpg :RIPCPQRg[

30



5 Décom

W. Thomson
(Lord Kelvin)
1824-1907

hosition de Kelvin

31



5.2 Histoire

Non content de définir la température 0, détre un des
fondateurs de la thermodynamique, de refuser la notion déther,
de promouvoir le cible transatlantique, l'effet thermoélectrique,
d’utiliser des quaternions, de mesurer 'dge de la terre (faux, a
400M années...), d’avoir cong¢u un calculateur mécanique...
Lord Kelvin a eu le temps de publier deux compres-rendus
(1856) a la Royal Society de Londres dans lesquels il montrait
que tout corps possédait au moins 6 «modes propres» pour
lesquels /a contrainte était proportionnelle a la déformation. La
démonstration était bancale et a été acceptée au regard du son
renom, puis oubliée pendant 130 ans...

Dans les années 1986 J. J. Rychlewski (Pol.) montrait que M.
Kelvin avait raison et avait diagonalisé le tenseur d’élasticité. A
une époque ou les tenseurs nexistaient pas et ou on n’avait pas
tous les théoremes sur la diagonalisation !

32



5.2 Preuve moderne

[.e tenseur des contraintes sécrit sous la forme d’'une matrice
6x6 symétrique. 11 est donc diagonalisable et ses 6 «vecteurs»
propres forment une base orthonormée E'o E’:

1

>~

cCoOo oo
CoOOoOT oo
o0 OO

C o oo O
O oo oo

o OO O O

>

i 6] RIgEY

Les 6 valeurs propres se nomment les modules de Kelvin. lls sont
homogenes a des Pascals.



5.3 Les modes propres

On a donc six modes propres, six états de déformations tels que
la contrainte y est proportionnelle :

ol = \E! (attention I non sommé ici...).

E = \O

El EF

34



5.4 Décomposition spectrale

On peut reprendre la décomposition spectrale que l'on a vue
pour les vecteurs et poser :

C = Z)\IEI@)EI
I

et se rappeler que E; ® Ej correspond a un projecteur sur la
direction (tensorielle) E; . Le tenseur d’élasticité apparait alors
sous forme de somme de projecteurs pondérés :

C = Z)\IIPI
1

Pl = E!'gE! ( I non sommé, ce ne sont pas des
indices !)

35



5.5 Lalol de Hooke re-visitée

la loi de Hooke (anisotrope) sécrit comme des relations de
proportionnalité entre projections correspondantes de la
contrainte et de la déformation :

O'I — )\181
ol = P.o
el = Pl.g
o = ZO’I
I
e p—

2.
1

Les 6 projections de la déformation sont proportionnelles aux 6
projections de la contrainte.

36



On peut avoir des valeurs propres multiples (lordre de
multiplicité définissant la dimension de l'espace propre).

), o A . .
Lécriture peut alors étre adaptée : C = Z AP
N 0l 0 0 0 0 d
0 M 0 0 0 0 : "I - -
o0 0 fx 0 0] o0 Pt = Z E"QE

0 00 X 0] 0 n=1

0 0|0 0 M| O
0 0 0 0 0 [Mgem, Zm = 6

P, P, P; g
EIm . EJn — 5]J5mn

>\I # )\J si [ 75 J
Les formules sur les
projecteurs sur des SEV

orthogonaux se vérifient en
base de Bechterew & Pé RP&! g

P]OPJ — 6]J7DJ
<~ PP = 6]JIP>J
5[JPQJS

37



5.6 Le tenseur des souplesses

Les Er, forment une base orthonormée donc les sous-espaces
propres sont orthogonaux. 1
2. 5P
T

1

EI:AI]P’I:Z)\—JIPJ

— Z—5IJIP>J_ZIP>I:H
1

Le tenseur des souplesses est alors trivial :

1/A 0 0 0 0 0 ]
1/Aa O 0 0 0

0 1/x3 O 0 0

0 0 1/A O 0
0 0 0 1/xs O
0

_ 0 0 0 1/A|gom, .

S

S C

o O O O O




Aspects énergétiques

[%énergie libre 2py = € : C : € se décompose par mode propre
200 = €:C:¢

— Ne:P:e
> Ar

1
2,0¢ — Z)\]ESIZEII
I
pY = prf
1

Elle ne peut étre que positive, cest a dire que tenseur délasticité

doit étre défini positif:

Ve oV >0
—A; = 0




6 |Le tenseur d'élasticité 1sotro

DE

40



6. Le projecteur hydrostatique P

Le tenseur d’élasticité isotrope sera composé de projecteurs
1sotropes.

I.es tenseurs du second ordre isotropes non nuls sont
p
proportionnels a 1.

Le projecteur sur I se nomme le projecteur hydrostatique -

1
PY = -I®I

;1o

1
P?jkl — §5ij5kl

Le 1/3 permet de normer le tenseur :

[P = \/ Pl Pl = /6100015009 = 1

41



La partie propre correspondante de la contrainte est :

la contrainte hydrostatique: % = PH:.o
o = I®I:0/3
1
ol = §trace(0')l

le sens physique se voit en base propre car :

1 1
§trace(0') = g((f_r +orr+orrr) =p

moy

représente la moyenne des contraintes normales, la pression

hydrostatique (de fluide) moyenne : oIl

42



La partie propre de la déformation correspondantes est :

la déformation hydrostatique el = P":¢
(ou sphérique) : el = I®I:e/3
1
el = §trace(€)1

De nouveau, le sens physique se voit en base propre :

1 1
gtrace(e) = §(6I +err +eEr117)

représente la déformation principale moyenne. Clest aussi, en
petites perturbations, la variation relative de volume :

av

trace(e) = %

43



Lo(l -+ 8[])

Preuve :
El -Lo EF

LO L0(1‘|—€])

En base propre, la variation relative de volume est, a cause de
I'hypothese de petites déformations :

V4+AV = Li1+en)d+er)A+err)
Lg + AV~ Lg(:_ +er+err+ernr)

AV
— —— ~ ¢er+errtergg

7

44



Le projecteur hydrostatique correspond a :

1 1
P = —Ig®-—I
V3 V3

|

cest a dire au projecteur sur la direction normée —=

V3

Son écriture en base de Bechterew est :

1/3 1/3 1/3 0

0 0

0 0 0

e /3 1/3 1/3 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

- 41 BB

On vérifie aisément qu’il «extrait» la partie hydrostatique.

45



—0'33)/3
—0'33)/3

(011 T 022 7

(011 + 022 -

(011 + 022 -
0
0
0

avec une grande efficacité numérique...

—0'33)/3

OO O O O O

OO O O O O

o OO O O O

46




6.2 Module de compressibilité (hydrostatique)

Si le tenseur d’élasticité est isotrope, PH est un de ses
projecteurs. Le module de Kelvin qui relie les parties o
(associée a la pression) et el (associée au changement de
volume) se nomme le module de compressibilité hydrostatique

H

ol = 3KeH

car :
trace(o") = 3Ktrace(e") AV/V
AV p 00
Smey — SK_ o— |0 D 0 p b
AV o
. moy eV
P vV

Ce module de compressibilité sexprime en Pa (ou GPa) ; il est

aussi utilisé en Mécanique des Fluides. .



6.3 Le projecteur déviatorigue PP

PH est un projecteur sur I/4/3, un espace 4 1 dimension.
)

Pour former un tenseur d¢lasticité isotrope il manque un

projecteur sur un espace 2 5 dimensions.

Le projecteur I est évidemment isotrope... Mais il nest pas
orthogonal 3 P = I ® I/3. Par contre le complément :

PP — T — PH| lest. Preuve :

pP.pH_q.pH _pH.pH _pH_pH_Q

(on peut aussi le vérifier en indiciel...).

PP est le complément de PH il projette un tenseur sur un
espace non hydrostatique : lespace déviatorique. Cest /e

projecteur déviatorique.
Complémentaire de I'identité, il projette sur /espace déviatorique

(complémentaire) qui possede donc 5 dimensions.

48



En base de Bechterew son expression est facilement obtenue

2/3
~1/3
~1/3

0

0

0

IP)D

depuis PP -1 pPH.

~1/3 —1/3 0
2/3  —1/3 0
~1/3  2/3 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

o= O O O O
—_— O O O O O

B;®XB,

On vérifie aisément qu’il extrait (efficacement) la partie
déviatorique d'un tenseur :

(2011 — 0922 — 033)/3
(2092 — 011 — 033)/3
(2033 — 011 — 022)/3
V2023
V2031

V2012

2/3

“1/3

“1/3
0
0
0

“1/3
2/3
“1/3
0
0
0

“1/3
“1/3
2/3
0
0
0

OO = O O O
o= O O O O
= O O O O O

V2031




Depuis les expressions indicielles vues précédemment on trouve

ue : 1 1
! (PP)ijrr = 5(57;/@% + 0110 k) — §5z’j5kl

Appliqué au tenseur des contraintes il donne bien le déviateur
des contraintes :

1
o° = P°:o=0— gtrace(a)l

on vérifie que trace(o”) = 0 , cet état de contrainte
correspond a une pression moyenne nulle.

Idem pour les déformations
1
e’ = PPie=¢e— gtrace(e)l
et trace(e”) = 0 indique que la transformation est isochore
(pas de changement de volume).

50



Module de cisalllement

La valeur propre associée au projecteur déviatorique est associée
au module de cisaillement :

o’ = 2ue®

On peut vérifier qu'un cisaillement «classique» est bien
compatible avec cette expression :

-12 0 oF 0
l o= |7 0 0 T = 2€12
15 _O 0 O_

Remarque : le «2» est un souvenir de I'ancienne notation RDM
T = py avec ¥ = 212 ... Elle était de plus compatible avec la
notation de Voigt...
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6.4 Bilan :tenseur d'élasticité i1sotrope

En associant ce qui a été vu précédemment, tout tenseur
d¢lasticité isotrope sécrit comme :

C = 3KP" + 2uP"

La loi d’¢lasticité sécrit comme deux proportionnalités, une sur
la partie hydrostatique et I'autre sur la partie déviatorique :

ol = 3Ke"

o = 2ue®

Depuis la condition de positivité de Iénergie on a :
K > 0
uwo > 0
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Le tenseur des souplesse est :

1 1
S = —PH -
IK 21

]P)D

Expressions en base Canonique .

Oij Okl o <5ik5j1 0i10ik  Oij 5k1>
V3V3 2 V33

1 05 Onl 1 (5ik5j1+5il5jk 0; 5k1>

3K 33 2 > V33

Cijr = 3K

Sijkl =



Vision géométrique de laloi de Hooke :

Espace des

tenseurs du

second ordre 6D

SOUS—Espace

hydrostatique 1D
>

\ e\ oH 3 H

déviatgrique 5D
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6.0 Criteres isotropes

Le critére de Von Mises (adapté aux métaux) revient a borner la
norme du déviateur :

3 D
_ < Yy
oo™l <o

Clest (évidemment) un invariant (car la norme en est un). Le
coefficient sert a caler la contrainte seuil mesurée en traction.

En Génie Civil, in utilise souvent le critere de Drucker-Prager,
qui donne un role a la pression hydrostatique :

3
\/;HO'DH + Btrace(o™) < oV
cest aussi un invariant.

La valeur de la limite 0¥ dépend du matériau. i



Espace des

Critére de Von Mises tenseurs du

\ second ordre 6D
\ \

sous-espace
déviatorique 5D

sous-espace
hydrostatique 1D
>

—




6.6 Forme classiques du tenseur d'élasticité

On obtient facilement la forme de Lamé en posant :

3K — 2
\ = &
3
oi; = Cik1€k1 = A0ij0kIERL + 2101k 051€ K
= Agkkéij + 2ue;
o = Mrace(e)l + 2ue

Forme de Young et Poisson

1 +v v
Le calcul est classique et donne : & = o — —trace(o)l

b b

Le sens physique de (F, /) est associé a la déformation d'une
barre en traction, ce qui constitue l'essai matériau de base. Par

contre elle est finalement peu commode en 3D... .



Table de correspondance entre les constantes d’élasticité

isotropes
?(325) zt Lamé Kelvin
E et v Aet u | K etpu
A2 9K
— B - A—-uu SKJ:LM
) — 1 A SK—2u
2(A+p) 23K +p)
__ vE \ SK—2u
o (1—|—1/)él—2y) 3
= 2(1+0) t t
_ E 3AF2
K 3(1—2v) 3 - K
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Tenseur d’élasticité isotrope en base de Bechterew

Depuis C = 3K PH 4 2,uIP’D et leur expression on a :

- 3K +4u SK—-2u SK—-2u =

0O 0 O
3 3 3
. 3K=2 3K=2 3K+4
9, 3 E 3 £ 3 E-0 0 O
0 0 0 2u 0 0
0 0 0 0 2u 0
i 0 0 0 0 0 2,u i BI R BJ

Remarque, cela implique Sgg = 1/2p soit 257212 = 1/2u
et la formule 1

Wi m =

dn;m;ingmySiik
€1

avec est bien consistente...

SU 3y

€2



Et, en utilisant la table de conversion des constantes on obtient
aisément :

C
011 (1—|—V1)z11/—2y) (1—|—1/)l(/1—2u) (1—|—1/)1(/1—21/) 0 0 0 €11
022 ) (1—20) (1+u1)Z1V—2u) ) (1=2) 0 0 0 €22
033 =B (1+y)l(/1—2u) (1—i—1/)€1—21/) (1+u1)Z1V—2u) 0 0 0 €33
V20393 0 0 0 - 0 0 V2e93
V2031 0 0 0 0 =5 O V2e31
V2015 0 0 0 0 0 15 V2e1:
S
€11 1 — VU — VUV 0 0 0 011
E99 —V 1 — VUV 0 0 0 09292
£33 — % — VUV — VUV 1 0 0 0 033
V2€93 0 0 0 1+v 0 0 V2023
V/2€31 0 0 0 0 1+v 0 V2031
V2e12 0 0 0 0 0 1+v V2012
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Bornes des constantes d’élasticité

On a vu, dans le cadre général, que les modules de Kelvin
devaient étre positifs :

Ar = 3K > 0
AT = 24 > 0
SK —2u
Y B 2(3K + )
1
=20 = V:§
K =0 = v = —1
= —-1< v<0,5

autre forme de l'inégalité :
21

A2
3 ¢



6./ (Generalisation des comportements

~Isotropes |
Fluides visqueux compressibles :

ol = 3Ket
o = &P
Matériaux «incompressibles» (caoutchouc)

K—00 << vr=0,5>

Un cas particulier de I¢€lasticité isotrope : Iélasticité «partaite»
Cas des mousses.

3K = 2u&sv=0&A=0
C = 2u(P" +PP)
C = 2ul

S0 = 2uE
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/  Le tenseur d'élasticité
anisotrope
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/.1 Introduction

Un groupe de symétrie est l'ensemble des transformations de
SO(3) (rotations), qui laissent le tenseur invariant :

R(C) = C

Une définition équivalente, plus ancienne, a 'avantage de ne
porter que sur des tenseurs du second ordre | Zaoui]

Ve, R(C:e)=C:R(e)

Le tenseur d¢lasticité peut posséder 8 groupes de symétrie

différents en 3D [Forte Vianello, 1996] et 4 en 2D [ Verchery,
1982].
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/.2 Les 8 groupes de symétrie possibles pour

e tenseur d'élasticité en 3

D

Les plans de symétrie permettent de les différentier et de

visualiser la relation d'ordre partiel :
orthotrope(3) Chaque fleche représente une

cubique(9) tétragonal(d)
7

> >

)4

Y

1sotrope

(200)

1sotrope transverse trigonal(3)

(+1) gl V

relation d’inclusion ; les figures
représentent les traces des plans

de symétrie de C et leur
nombre.

>

/ monoclinique  triclinique
N B, % °

(D) (0, wpreo0
L
i
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/.3 Représentation en base «naturelle»

Parmi les 21 constantes indépendantes du tenseur délasticité, 3
d'entre elles peuvent étre retenues comme les 3 angles d’Euler :
on peut toujours exhiber au moins 3 zéros dans la matrice 6x6

qui les représente.

On nomme «base naturelle» la base canonique qui exhibe le
plus de zéros.

| Dieulesaint et Royer, 74| montrent les 8* formes™ associées
aux 8 groupes de symétrie ainsi que les relations entre les
termes.

* Et d’autres, redondantes (c.f” Forte-Vianello)
“*Nous les reproduisons ici en base de tenseurs et non en écriture

de Voigt. .



Ils sont exprimeés dans leur repere associe et en notation de Voigt (pas de coefficients).

D’apres Dieulesaint et Royer, Ondes élastiques dans les solides, Masson, 1974.

@—@ composantes ¢gales
@—O composantes opposees
X composante ¢gale a (Cq1 - C12)/2

s grande symetrie

n nombre de coeff. indép.

Triclinique Monoclinique Orthotrope Trigonal
© ©0 06 06 0 O @ @6 6 ) 0 ©o © © 6 0 0 O o 0O O
© 06 06 0 0O @ 6 0 0O © @ © 0 O O .\. I 0O O
©@ 6 06 © @ 0 0 © © 0 0 O © 0\ O
©@ 0 O @ 0 () @ () 0 .\3 0
S © O S © 0 S © 0 S
o| 21 o| 13 ol 9 x| 6
Egimebasepeﬂneﬂamd’ember plan de sym. x3" plan de sym. x!" axe X3, xE€ p de sym
Tétragonal Isotrope transverse Cubique Isotrope
.\: 0O 0 O .\: 0O 0 O ._I 0O 0 O ._I 0O 0 O
0 0 0 0 0 0 .\ 0 0 0 \ 0 0 0
© 0 0 O © 0 0 0 0O 0 O 0O 0 O
.\3 0 .\2 0 0 0 x 0 0
S 0 S 0 S w S x 0
e| 6 <| S 3 <| 2
axe x3, x1€ p de sym axe x3 plan de sym. x1"

base quelconque
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/4  Démonstration (cas monoclinique)

Supposons C invariant par Sg. la symetne par rapport au plan
(€1, €5) . Samatrice est: S = ] — 285 ® &

1 0 0
S=10 1 0
0 0 -1

Appliquons la définition de I'invariance par rapport a §':

S(C) = C
SipSiqSkrOisCpgrs =  Cijki
Observons que
Si;; = lpouri=j=1|2
Sij = —lpouri=j=23

S@j — Opouri #]



Regardons le premier terme : le seul S1; possible est S11=1 :
C1111 = S1p91¢917515Cpgrs = 5115119115911 C1111 = C1111
Pour le second, cest pareil, avec un 52 :

Ci112 = S1p51¢91r52sCpgrs = 511911511522C1111 = Ch119

Pour le troisiéme intervient un S22 qui va inverser le signe et
imposer un 0 :

01113 — SlpslqslrSSSCpqrs — S11S11311S3361111 — _01113
—> C1113 =0

erc. . .

Au final; tous les termes comportant un nombre impair
d’indices 3 sont égaux a leur opposé, donc nuls :
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Un tenseur d’élasticité monoclinique par rapport au plan e3 a
donc la forme suivante, en base de tenseurs de Bechterew :

11 22 33 23 31 12
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/.5 Deéemonstration, cas orthotrope

Si lon suppose en plus un autre plan de symétrie Sgt , on
annule les termes comportant un nombre impair d'indices 2.

On remarque que, ce faisant, on induit la nullité des termes
comportant un nombre impair de 1, cest a dire la symétrie par
rapport au plan Sg. , et on «saute» a la symétrie orthotrope.

1122 33 23 31 12
llle @ @ 0 0 0

22 © ©0 (O (O O
33 @ 0 0 O
23 @ 0 (
31| s © (
12 O 7]




Le tenseur d’élasticité n'a pas une structure sufhisamment
complexe pour ne posséder que deux plans de symétrie
orthogonaux.

Conformément au théoréme de Herman [1932], il «saute» au

groupe de symétrie «juste au dessus» qui possede trois plans de
symétrie orthogonaux.
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/.6 Lecas 2D

Verchery [82] a montré que I'on pouvait avoir 4 groupes de
symétrie distincts :

— digonal ou Z; : symétrie centrale seule. Ex.: «Z».
Ceest le cas le plus général, il n'y a pas de relation particuliere
entre les composantes de C.

— orthotrope ou D> : deux plans de symétrie L, Ex. : «8»
Il existe une base dans laquelle :

Cr111 Chi2o 0
C 01122 02222 0 - “HCL(DQ)

01112 + U212

Cl 111 — 02222
73

L’angle entre cette base tan(2p"?) =
et une base quelconque :



— tétragonal ou Dy : quatre plans a 45°. Ex.

C

C11111

C1122
0

(71122

C1111
0

0

0 - {‘:la(Dél)

201212

L/angle entre cette base et une base

quelconque est :

— isotrope ou O(2) : tous les plans sont plans de symétrie.

Ex.: O

C

(71111

C1122
0

tan(4p”?) =

(71122

C1111
0

4C1112

0
0

(671111'_'(71122)

c

Chi111 — 2C1212 — Chi92

la(O(2))

Llexpression est la méme quelle que soit la base.
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Attention les projecteurs PH et PD ont la forme suivante en

2D :

IP)H

1/2 1/2 0

1/2 1/2 0
0 0 05 B,

1 0 0

0 1 0

0 0 1], &

1/2 —-1/2 0

-1/2 1/2 0

0 0 1|58,
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et la matrice de Bond est :

R

2
Rll

2
R21

V2R11 Ry

R7,
R3,
V2R15Ra9

ou Rj; est la matrice de rotation.

V2R11R1s
V2R25Ro

Ri1Ros + RioRot
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/./ Relation avec la cristallographie

La cristallographie consiste au recensement de toutes les
organisations atomiques régu/ieres possibles.

Le motif parallélépipédique pave l'espace régulierement.

[T

Cette organisation est perceptible a I'ceil nu : cest la découverte

de la cristallographie par
'abbé Just Hauy vers 1800.
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Un parallélépipede possede 5 parametres indépendants (la taille
physique n'intervient pas) :

L

Selon les valeurs de 4,6,&,B,Y, le groupe de symétrie du réseau est
différent. En 3D on dénombre au final 14 types de réseaux et 5

en 2D.

Par exemple, si a=6=1, (rhomboedre) le groupe ponctuel est

trigonal :
a=F=y # 90°

a Une maille trigonale N


https://www.google.fr/search?safe=active&client=safari&rls=en&q=rhombo%C3%A8dre&spell=1&sa=X&ei=990JVIvmL9bear-vgGg&ved=0CBwQvwUoAA

Aux sommets de la maille élémentaire sont placés des motifs
(atomes ou molécules). Ces motifs possedent aussi un groupe
pancz‘ue[ de symétrie.

Le groupe de symétrie du matériau est /’intersection des groupes
de symétrie du motif et des réseaux.

OKBWH?K%__;?;&CQQ
o P NP /-i o Vﬂ . .
g Si Q?&; ; Cristal de glace : les motifs sont
A Wk . . . 7
¢ '_"“?"'M’”&”'Q” des H20O dorientation variées.
| ?
SOy
kDo e Y o) (e O B
e ™

Au final il existe 32 groupes de symétrie possibles en 3D.
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Exemple : cristallographie en 2D (L. Chen)

i

5 mailles pour 5 #riangles possibles...

Oblique -Rectangle Rectangle Carré Hexagonal
centre
¥
Réseau
triangle Oblique Rectangle Isocele Isocele Equilatérale
rectangle
- ‘ol Gl L
- d - R
! - P e K
- - S-S % | e l s L F "‘A Y
, - - - > S P ‘- 4 - ."..‘t W -"... ..... P - :!' .....
Elément de ' e wenre Crvil ef M
symétrie du réseau
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Pour les motifs, on se limite a des groupes de symétrie

communs avec les précédents :

Nom et groupe Représentation Notation symbole Nom et groupe Représentation Notation symbole
de symétrie Schoenfflies du GdS de symétrie Schoenfflies du GdS
Virgule(1) / C1 Oiseau(1m) Y Cqip

Tilde(2) / Co - Tabouret(2mm) X Coy T
Triskele(3) \( Cs ‘ Triquetra(3m) X C3n A
Svastika(4) >< Cy . Croix de Malte(4mm) >< Cuo .

Etoile de Mer(6) >\< Cg ol Flocon(6mm) >x< Cev '

8l




Ces tables permettent de définir les intersections des deux

groupes de symétrie :

Rotation Plan de symétrie
Nom du réseaux CQ Cg 04 06 S() S% S()% S% S%
Oblique 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Rectangle 1 0 0 0 1 1 0 0 0
Rectangle centre 1 0 0 0 1 1 0 0 0
Carré 1 0 1 0 1 1 0 1 0
Hexagonal 1 1 0 1 1 1 1 0 1

Rotation Plan de symétrie
Nom de motif (o C'3 C4 Cs So S% Sg S% S%
Virgule 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Tilde 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Triskele 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Shuriken 1 0 1 0 0 0 0 0 0
Etoile de mer | 1 1 | 0 1 | 0 0 0 0 0
Oiseau 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Tabouret 1 0 0 0 1 1 0 0 0
Triquetra 0 1 0 0 1 0 1 0 0
Croix de malte 1 0 1 0 1 1 0 1 0
Flocon 1 1 0 1 1 1 1 0 1




Pour connaitre le groupe de symétrie du cristal on procede a
intersection des groupes de symétrie du réseau et du motif. Par
exemple, dans le cas suivant, le groupe final est réduit a

C> (invariance par rotation de ).

réseau motif combinaison combinaison
Se (p=n%) | Sp (¢ #n7)

Représentation
Représentation

.
Y P g - T
.. "

*.
L .o‘ : .,
- .0 -
-9 | L | e @ .-
- - . * . i .
- o H . H H .
o . L . H .
3 ¥ .,
.’ SPF - -
r L 3
R ¢ :
a* -

élément de symétrie

Figure de pole G




Et, au final, en étudiant les 71 combinaisons non dégénérées, on
trouve 10 groupes de symétrie possible pour un cristal en 2D.

2mm

3m

dmm

omm
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Le tenseur d¢lasticité hérite de ces symétries. Mais sa nature
tensorielle (¢./” théoreme de Hermann) entraine des symétries
supplémentaires. En premier lieu, la structure tensorielle

implique une centro-symétrie (invariance par x> -x et y—>—y),
qui nexiste pas sur les classes 7,71,3,3m.

Ces symétries induites par la nature tensorielle réduisent le
nombre de groupes de symétrie plane a :

— triclinique : groupe Z, —> @

— orthotrope : groupe D;

— tétragonal : groupe D >

— isotrope : groupe O(2)
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7.8 Elasticité de Cauchy

Cauchy, vers 1820, a modélisé la structure
atomique par des freillis articulés.
Ce faisant, on trouve une symétrie
supplémentaire au tenseur d’élasticité :

Cijet = Cjikl

= Clikji
Ce faisant, C est symétrique par
rapport a tous ses indices et ne
possede que 15 composantes
indépendantes.
Le sujet est toujours d’actualité
pour les matériaux architecturés.




Si lon impose cette symétrie indicielle, la forme du tenseur est :

11 22 33 23

31 12
V29 V2m V2]

11 i e g

22 b d om  V2h 2k
% 33 C 20  /2p f@

23 2d 21

31 2e 29

12 21 |

Quel est le groupe de symétrie possible pour de tels matériaux ?

Et bien en fait tous ! Il peut étre triclinique...
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Ces relations sont vraies tant quon considere un réseau

élastique (linéaire ou non) avec un potentiel fonction de la
distance interatomique.

Elasticité de Cauchy Elasticité de Hooke

Pour s’affranchir de la symétrie «de Cauchyw, il faut considérer
des interactions de type moment...

Ceci peut étre percu comme un argument pour les milieux
micro-polaires de Cosserat ou du second gradient...

Ces moments peuvent provenir des arrangements moléculaires
favorables, de I'alignement des spins (?)
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