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Préface

On trouve de nombreux livres, notes de cours, vidéos,. .. qui proposent une introduction
adéquate a la programmation et a l’algorithmique. Dans ce sens ces notes de cours sont
redondantes ; elles n’ont d’autre ambition que de fournir une trace synthétique des sujets traités
dans un cours d’introduction a la programmation (en C) et a l'algorithmique qui s’adresse
aux étudiants d’'un Master en mathématiques de I'Université de Paris. Des sous-ensembles
de ces notes ont été utilisés dans le cadre d’un cours d’initiation a la programmation pour
une classe préparatoire aux écoles d’ingénieurs et d’un cours d’introduction a I’algorithmique
pour une école d’ingénieurs.

Les chapitres de ces notes prennent la forme d’une visite guidée des structures princi-
pales de la programmation (en C) et d’un certain nombre d’exemples d’algorithmes classiques
qui illustrent leur utilisation. On s’attend a que le lecteur teste, modifie et améliore les pro-
grammes discutés en cours. Ces chapitres ne sont ni un manuel de référence ni une introduction
systématique au langage C (voir, par exemple, le manuel rédigé par les concepteurs du langage
C [KR14]). Dans le commentaire aux exemples, on esquissera quelques principes de génie logi-
ciel qu’il convient de suivre dans la conception de programmes (de taille modeste). Le lecteur
intéressé pourra consulter, par exemple, [KP17] pour une discussion plus étendue.

Les chapitres se focalisent sur des notions d’algorithmique plus avancées et s’arti-
culent autour de 3 thématiques.

— La présentation d’un certain nombre de structures de données : tas, arbres, listes a

enjambements, tables de hachage, graphes,. ..

— L’introduction de techniques de conception d’algorithmes : diviser pour régner, pro-

grammation glutonne et dynamique, approche probabiliste, programmation linéaire.

— La description de techniques d’analyse : la notion de complexité asymptotique dans le

pire cas et en moyenne et la solution de relations de récurrence.

Ces chapitres s’appuient sur un certain nombre de notions mathématiques qui sont nor-
malement couvertes dans un premier cycle scientifique. On suppose notamment des notions
élémentaires de théorie des groupes, d’algebre linéaire, d’arithmétique modulaire et de calcul
des probabilités. Pour les aspects algorithmiques, la lecture du livre [CLRS09] est fortement
conseillée et le livre [Sho05] permet d’approfondir les notions mathématiques évoquées.
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Notation

Ensembles

ensemble vide
{0,1} valeurs booléennes
nombres naturels
nombres entiers
nombres rationnels
nombres réels
union, intersection de deux ensembles
N union, intersection d’une famille d’ensembles
complémentaire de X
Y fonctions de X dans Y
P(X) sous-ensembles de X
Pan(X) sous-ensembles finis de X
g X cardinal de X
R* cloture réflexive et transitive d’une relation R

~CLmoNZbv=
)

Arithmétique

Z. entiers modulo n

zZ;, groupe multiplicatif des entiers modulo n
= congruence

a/b quotient division entiere

a mod b reste de la division entiére (ou module)

Algebre linéaire

A, B,... matrices

adj(A)  matrice adjointe

det(A)  déterminant
1

A~ matrice inverse
Probabilité
Q Ensemble des expériences
A Ensemble des événements
P(A) probabilité d’un événement
P(A| B) probabilité conditionnelle
X,Y variables aléatoires discretes (v.a.d)

9



10 Notation

Algorithmique

f est O(g) Ing, k> 0Vn >no (f(n) <k-g(n))
f polynomiale 3d >0 f est O(n?)



Chapitre 1

Introduction

On introduit les notions d’algorithme et de programme et on discute la structure et I'in-
terprétation d’un programme C. Il s’agit de deux sujets fondamentaux pour la suite du cours.
On termine avec des notions pratiques sur la compilation et I’exécution de programmes.

1.1 Algorithmes et programmes

L’informatique (en tant que science) s’intéresse au traitement automatique de I’information.

En général, une information est codifiée par une suite finie de symboles qui varient sur
un certain alphabet et, a un codage pres de cet alphabet, on peut voir cette suite comme une
suite de valeurs binaires (typiquement 0 ou 1). Par exemple, une information pourrait étre la
suite ‘bab’ qui est une suite sur ’alphabet francais. Il existe un code standard, appelé code
ASCII, qui code les symboles du clavier avec des suites de 8 chiffres binaires. En particulier, le
code ASCII de ‘a’ est ‘01100001, le code ASCII de ‘b’ est ‘01100010’ et en suivant ce codage
la suite ’bab’ est représentée par une suite de 24 valeurs binaires.

L’aspect automatique de 'informatique est lié au fait qu’on s’attend a que les fonctions
qu’on définit sur un ensemble de données (les informations) soient effectivement calculables et
méme qu’elles puissent étre mises-en-oeuvre dans les dispositifs électroniques qu’on appelle
ordinateurs.

L’ensemble des suites finies de symboles binaires 0 et 1 est dénombrable (il est infini et en
correspondance bijective avec I’ensemble des nombres naturels). Plus en général, I’ensemble
des suites finies de symboles d’un alphabet fini (ou méme dénombrable) est dénombrable.

Considérons maintenant I’ensemble des fonctions de type f : D — D’ oit D et D’ sont des
ensembles dénombrables.[]

Un algorithme est une telle fonction pour laquelle en plus on peut préciser une méthode
de calcul.

Exemple 1 On dénote par {0,1}* l'ensemble des suites finies de 0 ou 1 (y compris la suite
vide). Prenons D = D' = {0,1}* et associons a toute suite w = by ---by € D un nombre
naturel (w) défini par :

(w) = Eizo,..nbi - 2°

1. Ici par fonction on entend une relation binaire sur D x D’ telle que pour tout x € D il existe au plus un
y € D' tel que (z,y) est dans la relation.

11



12 Introduction

Par exemple :
(01010) =0-2°4+1-2' +0-22 +1-2°+0-2* =2+8 =10

La suite w représente donc un mombre naturel en base 2. Tout nombre naturel peut étre
représenté de cette facon mais la représentation n’est pas unique. Par exemple :

(10) = (010) = (0010) = --- = (0---010) = 2

Cependant, on peut obtenir 'unicité en se limitant aux suites de 0 et 1 qui ne commencent
pas par 0. Sin est un nombre naturel, on dénote par |n| la seule suite w € {0,1}* telle que :
(i) (w) =n et (i) w ne commence pas par O.E| On peut maintenant définir une fonction :

f:{0,1}* = {0,1}* ,

telle que f(w) = w' ssi w' = |[((w))?]. Par evemple, si w = 010 on a ((w))? = 22 = 4 et
w’ = 100. A un codage pres, on a défini la fonction carré sur les nombres naturels. Pour avoir
un algorithme, il faut encore préciser une méthode de calcul. La diagramme suivant illustre
deuz algorithmes possibles :

oy M oy
J/con'u(Z,lO) Tconv(lO,Q)
{0,...,90 ™Mo g g}

Le premier algorithme prend la suite w en entrée, la voit comme un nombre binaire en base 2
et multiplie le nombre par lui méme en adaptant a la base 2 l’algorithme pour la multiplication
appris en primaire. Le deuriéme algorithme convertit la suite w dans un nombre en base 10,
multiplie ce nombre par lui méme et enfin retrouve sa représentation binaire (on verra dans
la suite du cours comment effectuer ces conversions). On peut donc associer deux algorithmes
différents a la méme fonction et plus en général on peut montrer que pour tout algorithme il
y a un nombre dénombrable d’algorithmes qui sont équivalents dans le sens qu’ils calculent la
méme fonction.

Dans notre exemple, on a utilisé 'intuition des calculs appris en primaire pour spécifier
lalgorithme (la méthode de calcul). Le lecteur sait que 'on peut effectuer les opérations
arithmétiques sur des nombres de taille arbitraire a condition de disposer de suffisamment de
papier, de crayons et de temps. Plus en général, on peut imaginer des ‘machines’ qui savent
manipuler des chiffres, stocker des informations et les récupérer. Un programme est alors un
algorithme qui est formalisé de fagon a pouvoir étre exécuté par une telle ‘machine’.lﬂ

Exemple 2 Considérons le probléme de calculer le produit scalaire de deux vecteurs de taille
n. Une premiére description de ’algorithme pourrait étre la suivante :

Entrée z,y € R".
Calcul s =0. Pouri=1,...,n on calcule s = s + x;y;.

Sortie s.

2. Notez qu’avec cette convention |0] est la suite vide.
3. Un exemple particulierement simple d’une telle machine est la machine de Turing qui a été formalisée
autour de 1930 par Alan Turing.
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Pour aller vers un programme, il faut préciser une représentation des nombres entiers et des
nombres réels. Les langages de programmation disposent de types prédéfinis. En particulier,
en C on peut utiliser, par exemple, le type int pour représenter les entiers et le type float
pour représenter les réels. Dans ces cas, un nombre est représenté avec un nombre limité de
bits (typiquement avec 32 ou 64 bits); il faut donc savoir que les opérations arithmétiques
dans le contexte de la programmation peuvent provoquer des débordements, et dans les cas
des réels des approximations (erreurs d’arrondi) aussi. Par ailleurs, dans les langages de
programmation on peut représenter les vecteurs par des tableaux (qu’on étudiera, dans les
chapitre @) Ainsi un programme C qui raffine l'algorithme ci-dessus pourrait étre le suivant.

double produit_scalaire(double x[], double y[], int n){
double s=0;
int 1i;
for(i=0;i<mn;i++){
s=s+x[i]*y[i];}
return s;J}

ST W N

En résumant, un algorithme est une fonction avec domaine et codomaine dénombrable
et avec une méthode de calcul qui précise pour chaque entrée comment obtenir une sortie.
A ce stade, la méthode de calcul est typiquement décrite dans le langage semi-formel des
mathématiques. Un programme est un algorithme qui est codifié dans le langage de program-
mation d’une machine. C’est une bonne pratique de passer de la fonction a ’algorithme et
ensuite de l'algorithme au programme. Avec une fonction on spécifie le probléme, avec un
algorithme on développe une méthode de calcul (pour la fonction) en négligeant un certain
nombre de détails et enfin avec le programme on peut vraiment exécuter la méthode de calcul
sur une machine.

Digression 1 (théorie de la calculabilité) Les notions d’algorithme, de modéle de calcul
et de programme ont été développées autour de 1930 dans un cadre mathématique fortement
inspiré par la logique mathématique qu’on appelle théorie de la calculabilité. Deuzx conclusions
fondamentales de cette théorie sont :

1. Les modeéles de calcul et les langages de programmation associés (du moins ceux consi-
dérés en pratique) sont équivalents dans les sens qu’ils définissent la méme classe
d’algorithmes (c’est la thése de Church-Turing). Par exemple, pour tout algorithme
codifié dans un programme C on a un algorithme équivalent codifié dans un programme
python (et réciproquement).

2. Il n’y a qu’un nombre dénombrable de programmes et donc une trés grande majorité
des fonctions qu’on peut définir sur des ensembles dénombrables n’ont pas de méthode
de calcul associée. Par exemple, il n’y pas de programme qui prend une assertion dans
le langage de ’arithmétique et qui décide si cette assertion est vraie ou fausse. Et il est
aussi impossible d’écrire un programme qui prend en entrée un programme C et décide
si le programme termine ou pas.

Digression 2 (théorie de la complexité) Avec le développement des ordinateurs, on a
cherché a cerner l’ensemble des problémes qui peuvent étre résolus de fagcon efficace. Comme
on le verra dans la suite du cours (chapitre , la complexité d’un probléme est une fonction.
Par exemple, si on consideére le probleme de la multiplication de deux nombres naturels, on
peut montrer que ’algorithme du primaire permet de multiplier deux mombres de n chiffres
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avec un nombre d’opérations élémentaires qui est de Uordre de n?. On dit que la complexité
de lalgorithme est (la fonction) quadratique. Plus en général, un algorithme polynomial est
une méthode de calcul tel qu’il existe un polynéme p(n) avec la propriété que la méthode sur
une entrée de taille n effectue un nombre d’opérations élémentaires borné par p(n). On ap-
pelle théorie de la complexité la branche de linformatique théorique qui cherche a classifier
la complexité des problemes. Dans ce contexte, dans les années 1970 on a formulé le probléme
ouvert qui est probablement le plus important et certainement le plus célébre de I'informatique.
D’une certaine fagon, la question est de savoir si trouver une solution d’un probléme est beau-
coup plus difficile que de vérifier sa correction. L’intuition suggére une réponse positive mais
dans un certain cadre on est incapable de prouver le bien fondé de cette intuition. Le cadre
est le suivant : existe-t-il un algorithme qui prend en entrée une formule A du calcul propo-
sitionnel et qui décide dans un temps polynomial dans la taille de A si A est satisfaisable ¢
Par exemple, si A = (not(z) or y) and (z or not(y)) alors on peut satisfaire la formule avec
Uaffectation v(x) = true et v(y) = true. Par contre, le lecteur peut vérifier que la formule
B = (not(x) or y) and (z or not(y)) and (not(z) or not(y)) and (not(z) or y) n'est pas satisfai-
sable. Pour toute affectation v, il est facile de vérifier si une formule A est vraie par rapport a
Uaffectation. Par ailleurs, pour savoir si une formule est satisfaisable on peut générer toutes
les affectations et vérifier s’il y en a une qui satisfait la formule. Malheureusement, cette
méthode n’est pas efficace car pour une formule avec n variables il faut considérer 2" affecta-
tions (la fonction exponentielle 2™ croit beaucoup plus vite que n’importe quel polynéme). La
question ouverte est donc de trouver un algorithme polynomial qui nous permet de décider si
une formule est satisfaisable ou de montrer qu’un tel algorithme n’existe pas.E|

1.2 Structure et interprétation d’un programme C

Le langage C

Ce qui suit est une description & haut niveau du langage C qui suppose un lecteur qui a
déja une certaine expérience de programmation. A défaut, on retiendra un certain nombre de
termes techniques dont la signification deviendra plus claire dans la suite du cours.

Le langage C a été concu autour de 1970 dans le but d’écrire un systeme d’exploitation
(qui deviendra le systéme Unix) en utilisant C plutét qu'un langage assembleur, ce qui est
bénéfique pour la portabilité du systeme. Il s’agit d'un langage impératif dans le style des
langages ALGOL et PASCAL. Le calcul est donc organisé autour de 'exécution de commandes
qui modifient la mémoire. 11 se distingue de ses prédécesseurs par la possibilité d’effectuer
des opérations de bas niveau sur la mémoire (arithmétique de pointeurs); ce qui est une
source potentielle d’efficacité et d’erreurs. Par rapport a ses successeurs (C++, JAVA,...),
on notera l’absence d’un mécanisme pour combiner types de données et opérations et d’un
systéeme automatique de récupération de mémoire (on dit aussi ramasse miettes ou garbage
collector, en anglais).

4. On dit aussi que le probleme est de savoir si la classe NP est identique a la classe P des problemes qui
admettent un algorithme polynomial. Intuitivement, la classe NP est la classe des problemes dont la solution
peut étre vérifiée en temps polynomial. A priori NP contient P et le probleme est de savoir si I'inclusion est
stricte.
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Syntaxe et sémantique

En général, dans un langage la syntare est un ensemble de regles qui permettent de
produire des phrases admissibles du langage et la sémantique est une facon d’attacher une
signification aux phrases admissibles du langage.

Dans le cas des langages de programmation, on a besoin de regles pour écrire des pro-
grammes qui seront acceptés par la machine et aussi d’'une méthode pour déterminer la
sémantique a savoir la fonction calculée par le programme. On aura l’occasion de revenir
sur les détails de la syntaxe dans la suite du cours. Pour l'instant, on souhaite esquisser une
méthode pour calculer le comportement d’un programme (sa sémantique).

En premiere approximation, la sémantique d’un programme C (et plus en général d’un lan-
gage impératif) s’articule autour de 6 concepts : mémoire, environnement, variable, fonction,
bloc d’activation (frame en anglais) et pile de blocs d’activation.

Pour décrire I'exécution d’un programme qui est essentiellement composé d’une seule
fonction qui ne s’appelle pas récursivement on peut se concentrer sur les premiers 3 concepts
et sur la notion de compteur ordinal; un compteur ordinal est une composante d’un bloc
d’activation qui contient ’adresse de la prochaine instruction de la fonction qu’il faut exécuter.

Mémoire Une fonction qui associe des valeurs aux adresses de mémoire. Il est possible
de :
— allouer une valeur a une nouvelle adresse,
— lire le contenu d’une adresse de mémoire,
— modifier le contenu d’une adresse de mémoire,
— récupérer une adresse de mémoire pour la réutiliser.

Environnement Dans un langage de programmation de ‘haut niveau’ on donne des noms
symboliques aux entités qu’on manipule (une constante, une variable, une fonction,. . .)
Un environnement est aussi une fonction qui associe a chaque nom du programme une
entité (une valeur, une adresse mémoire, un segment de code,...) Environnement et
mémoire sont liés. Par exemple, dans une commande de la forme x = 10, on associe
au nom x une nouvelle adresse de mémoire ¢ (modification de ’environnement) et a
I'adresse de mémoire ¢ la valeur 10 (modification de la mémoire).

Variable Un nom qui est associé a une adresse de mémoire (on dit aussi location ou
référence) qui contient éventuellement une valeur. Dans un langage impératif comme C
la valeur peut étre modifiée plusieurs fois pendant ’exécution. Il ne faut pas confondre
les variables au sens mathématique avec les variables au sens informatique.

Exemple 3 On considére le programme suivant qui reprend lexemple [J et qui calcule le
produit scalaire de deux vecteurs fixés. Le programme en question contient les variables x, vy,
s et i. Au début de lexécution on associe aux variables x et y deux adresses de mémoires
dans lesquelles on mémorise les valeurs vectorielles (1,4) et (—4,5). Ensuite, on initialise la
variable s avec la valeur 0 et on entre dans une ‘boucle for’ dans laquelle on itére l’exécution
d’une affectation en faisant varier la variable i entre 0 et 1. L’exécution d’une affectation
commence par déterminer la valeur associée a l'expression a droite de l'affectation (symbole
=) et associe cette valeur a la variable a gauche de affectation. Dans le cas en question, a
chaque itération on peut modifier la valeur associée a la variable s. Enfin, a la sortie de la
boucle, on imprime la valeur associée a s et on termine.
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1 |void main (){

2 double x[2]={1,4};

3 double y[2]1={-4,5};

4 double s=0;

5 int i;

6 for(i=0;i<2;i++){

7 s=s+x[il*y[i];}

8 printf ("%d\n", s);}

En pratique, tout programme intéressant se décompose en plusieurs fonctions qui s’ap-
pellent mutuellement et pour comprendre son exécution il est nécessaire d’introduire les 3
concepts suivants.

Fonction Un segment de code qu’on peut exécuter simplement en invoquant son nom.
Souvent une fonction prend des arguments et rend un résultat. Dans un langage
impératif comme C, le résultat rendu dépend a la fois des arguments et du contenu de
la mémoire. Comme pour les variables, il convient de ne pas confondre les fonctions
mathématiques avec les fonctions informatiques.

Bloc d’activation Un vecteur qui contient :
— un nom de fonction,
— ses parametres (arguments, variables locales),
— le compteur ordinal.

Pile de blocs d’activation L’ordre de la pile correspond a l’ordre d’appel. Le bloc le
plus profond dans la pile est le plus ancien. Quand on appelle une fonction on empile
son bloc d’activation et quand on retourne d’une fonction on élimine le bloc d’activation
au sommet de la pile.

Exemple 4 On illustre lutilisation de ces concepts dans ’exemple suivant d’un programme
C qui calcule le plus grand commun diviseur (pgced) d’apres Ualgorithme d’Euclide. On rappelle
que si a,b sont des entiers avec b > 0 alors ils existent uniques q et r tels que 0 < r < b et

a=b-q+r

On appelle q le quotient ou la division entiere de a par b et r le reste qu’on dénote aussi par
a mod b. En supposant a,b entiers avec b > 0 on a la propriété suivante :

cd(a,b) = b sia mod b=0
b9 " pged(b,a mod b)  autrement.

En C, l'opération de quotient est dénotée par | et celle de reste par %. Voici un programme
pour le pged. A noter qu’en C, on peut avoir —6/4 = —1 et —6%4 = —2; si l'on veut que
Pexpression a%b calcule le module il convient de supposer que a > 0.

#include <stdio.h>
void lire(int *p){
printf ("Entrez un entier positif:");
scanf ("%d",p);}
int pgcd(int a,int b){
int mod=aY%b;
if (mod==0){

N O U W N




Introduction 17

PILE FRAMES MEMOIRE
main()
a->11, b->12
lire(11)
p—>13 13->11, 11->6
fin_lire
lire(12)
p->14 14->11, 12->4
fin_lire
resultat->15
pgcd(6,4)
a->16, b->17 16->6, 17->4
mod->18, 18->2
pgcd(4,2)
a->19, b->110 19->4, 110->2
mod->111 111->0
fin_pgcd 2
fin_pgcd 1
15->2
fin_main

TABLE 1.1 — Trace de ’exécution du programme avec entrées 6 et 4

8 return b;}

9 elseq

10 return pgcd(b,mod) ;}}

11 | void main (){

12 int a, b;

13 lire (&a);

14 lire (&b);

15 int resultat;

16 resultat = pgcd(a,b);

17 printf ("le pgcd est %d\n",resultat);}

Ce programme commence avec une directive au compilateur pour inclure les fonctions de
bibliotheque contenues dans stdio.h. Parmi ces fonctions, on trouve les fonctions printf et
scanf qu’on wutilisera dans le cours pour imprimer et lire des valeurs.

Le programme comporte 3 fonctions : lire, pged et main. Linterface (ou en téte) de chaque
fonction précise le type du résultat et les noms et types des arguments de la fonction. Par
exemple, la fonction pged rend un résultat de type int et attend deux arguments de type int
dont les moms sont a et b. La table décrit l’exécution du programme en supposant que
Uutilisateur rentre les valeurs 6 et 4. Chaque instant du calcul est décrit par la pile des blocs
d’activation et le contenu de la mémoire.

La table décrit l'exécution du programme en supposant que l'utilisateur rentre les
valeurs 6 et 4. Comme il s’agit d’un programme trés simple on n’a pas besoin d’expliciter les
locations de mémoire associées aux variables.

Remarque 1 Variables et fonctions sont des entités qu’on peut associer a certaines portions
du texte (la syntaxe) du programme. Par opposition, mémoire, environnement, bloc d’ac-
tivation et controle sont des entités qu’on a crée pour expliquer et prévoir l'exécution du
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programme (la sémantique )E| Pendant ’exécution peuvent coexister plusieurs instances (ou
avatars) du méme objet syntaxique. Par exemple, on peut avoir plusieurs instances de la
fonction pged et des variables a,b,mod. Aussi, on peut avoir des situations d’homonymie.
Par exemple, a est une variable de main et un paramétre (un argument) de pged. On élimine
toute ambiguité en supposant qu’on s’adresse toujours au a qui est le plus ‘proche’.

1.3 Compilation, exécution et erreurs

Un programme C est d’abord compilé (= traduit dans le langage de la machine) et ensuite
exécuté (par le processeur de la machine).

Exemple 5 Considérons un programme C qui imprime & [’écran le mot Bonjour. A partir
de maintenant, on omet les directives nécessaire a l'utilisation des fonctions de bibliothéque.
Le lecteur peut trouver ces directives dans tout manuel de programmation.

1 |int main (){ \\ un commentaire
2 printf ("Bonjour\n");
3 return 0;7}

Tout programme C contient au moins une fonction dont le nom est main (ligne 1). Le
calcul commence avec un appel a cette fonction et termine quand cette fonction termine son
exécution. Par défaut, la fonction main ne prend pas d’arguments et rend un entier 0 comme
résultat (ligne 3). Par convention, l’entier 0 indique une terminaison normale. Certains com-
pilateurs permettent aussi un résultat de type void (le type vide) et dans ce cas on marque la
fin de la fonction avec une commande return. La commande qui imprime Bonjour est a la ligne
2. La fonction printf est une fonction de la bibliothéque stdio et pour ['utiliser il faut ajouter
au programme ci-dessus une directive finclude(stdio.h). Le texte a imprimer est compris entre
guillemets. Dans ’exemple, apreés le mot Bonjour on imprime aussi un saut de ligne qui est
dénoté par le caractére \n. On notera que chaque commande dans le corps de la fonction est
suivie par un point virgule.

Tout ce qui suit le symbole // et se trouve dans la méme ligne est un commentaire. Un
commentaire devrait aider a comprendre le comportement d’un programme mais naffecte en
rien son exécution. Si l'on veut écrire un texte de commentaire sur plusieurs lignes on utilisera
la notation :

1|/* texte
2 de commentaire ici */

L utilisateur commence par écrire o U'aide d’un éditeur de texte (par exemple emacs) le
programme dans un fichier dont le nom termine par .c. Par exemple : Bonjour.c. Pour compiler
avec le compilateur gcc on écrira une commande :

cc Bonjour.c

Par défaut, le code exécutable généré est mémorisé dans le fichier a.out. Pour ’exécuter, on
lance la commande :

./a.out

5. Il faut raffiner ce modele pour arriver a couvrir tout C.
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On peut modifier le nom du fichier qui contient ’exécutable en wutilisant ’option -o. Par
exemple, avec la commande :

cc — o Bonjour Bonjour.c

on mémorise 'exécutable dans le fichier Bonjour. Chaque compilateur propose nombreuses
options. En gcc, avec l'option -O on peut générer un code optimisé, avec l’option -Wall on sol-
licite un certain nombre d’avertissements, avec l’option -Im on lie les fonctions de bibliotheque
a Uexécutable, avec 'option -save-temps on visualise les codes intermédiaires et assembleurs
produits par le compilateur.

En programmation, on est confronté a des erreurs qu’on peut classifier en deux catégories.

— Les erreurs générées au moment de la compilation : parenthese oubliée, variable non
déclarée, type du résultat incompatible avec le type de la fonction,. ..
— Les erreurs observées au moment de 1’exécution : division par zéro, indice d’un tableau
hors des bornes, manque de mémoire,. ..
En général, le compilateur fournit assez d’indications pour éliminer les erreurs du premier
type. Pour les erreurs de deuxieme type, il est souvent nécessaire d’analyser le programme en
détail et d’en tester le comportement.

Exemple 6 Considérons le petit programme suivant. Si l'on remplace le; en ligne 3 par :
on obtient une erreur au moment de la compilation. Autrement, ce programme compile sans
probléeme mais au moment de ’exécution il génére un message d’erreur car on cherche a
diviser 3 par 0. La raison de ce message tardif est que le compilateur gcc ne peut pas prévoir

que la variable y prend la valeur 0 a la ligne 5.

int main (){
printf ("%d\n",3/1);
int x=1;
int y=x-Xx;
printf ("%d\n",3/y);
return 0;}

S TR W N
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Chapitre 2

Types atomiques

Les valeurs manipulées par un programme sont classifiées dans un certain nombre de types.
Le type d’une valeur va déterminer les opérations qu’on peut lui appliquer (ou pas).

Tout langage comporte un certain nombre de types prédéfinis et atomiques (ou indivi-
sibles). Parmi ces types, le langage C propose les types suivants :

— short, int ou long pour les nombres entiers,

— char pour les caracteres ASCII (8 bits) ; par exemple, ‘a’, ‘b’, '@ sont des valeurs de

type char,
— bool pour les valeurs booléennes (true ou false),
— float ou double pour les nombres flottants (une approximation des nombres réels).

Remarque 2 FEn fonction de la version de C qu’on utilise, pour avoir le type booléen il faut
ajouter la directive : finclude < stdbool.h >. Dans toutes les versions de C, on peut codifier
false par l’entier O et true par tout entier différent de 0.

2.1 Entiers

Représentation

Soit B > 2 un nombre naturel qu’on appelle base. On dénote par d,d’, ... les chiffres en
base B. Typiquement, si B = 2 les chiffres sont 0, 1, si B = 10 les chiffres sont 0,1,2,...,9 et
si B = 16 les chiffres sont 0,1,2...,9, 4, B,C, D, E, F. Dans la suite on abusera la notation
en ne faisant pas de différence entre un chiffre et le nombre naturel qui lui est associé. Par
exemple, pour la base B = 16, C est un chiffre et il est aussi un nombre qu’on représente en
base 10 par 12.

Proposition 1 Pour toute base B > 2 et pour tout n > 0 nombre naturel positif ils existent
uniques £ >0 et dy,...,dy € {0,...,B — 1} tels que dy # 0 et

n="Y_. ¢d-B". (2.1)
On appelle la suite dy- - - dy la représentation en base B de n.

PREUVE. Existence. Pour trouver la suite il suffit d’itérer ’opération de division et reste. Soit
ng = n. Tant que n; > 0 on calcule le quotient et le reste de la division par la base B :

ni =niy1 - B+d; .
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On obtient ainsi la représentation de n & partir du chiffre le moins significatif (le plus & droite).
On a donc :

no =n1-B+d

ny =ng -B+d;

ng_1 =mng-B+di_q

ny =0-B+dy
et on peut vérifier :
= Yj—0..0 di - B" .

Unicité. On remarque que X;—o .k d; - B < BFt1 1] est ensuite facile de vérifer que deux
suites différentes dy, ..., do et dj, ..., d( ne peuvent pas représenter le méme nombre. O

En pratique, on a ’abitude de manipuler les nombres en base 10. Les deux questions qu’on
se pose en priorité sont donc :
— Comment trouver la représentation en base 10 d’un nombre représenté dans une autre
base ?
— Comment trouver la représentation en base B d’un nombre représenté en base 107
Pour repondre a la premieére question il suffit d’appliquer la formule . Par exemple,
le nombre 101 en base 2 a comme valeur :

1-2240-2'41-20=5.

Pour ce qui est de la deuxieme question, on applique la méthode de division itérée évoquée
dans la preuve de la proposition[I} Par exemple, pour convertir un décimal en binaire on itére
I’opération de quotient par 2 et reste :

19 =2-9+1 (bit le moins significatif)

9 =2-4+41
4 =2-240
2 =2-1+40
1 =2-0+1 (bit le plus significatif)

Donc :
19 =2-(2-(2-(2-(2:0+1)+0)+0)+1)+1
=24.1422.04+22.04+2"-1420.1

La représentation de 19 en base 2 est 10011.

Les entiers en C

La majorité des langages de programmation prevoient des types qui permettent de représenter
un nombre borné a priori d’entiers (typiquement des entiers sur 8, 16, 32, 64,... bits). En
C on dispose notamment des types int et long qui utilisent typiquement 32 et 64 bits. Par
ailleurs, certains langages disposent de bibliotheques pour la représentation de ‘grands entiers’
(typiquement des entiers avec de I’ordre de 102 chiffres). Sur les valeurs de type int ou long on
dispose des opérations arithmétiques suivantes : + pour ’addition, — pour la soustraction, *
pour la multiplication, \ pour la division entiere, % pour le reste de la division entiere.
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2.2 Booléens

En C on dénote les valeurs booléennes par true et false (ou alors par un nombre entier
différent de 0 et par 0, respectivement). Sur ces valeurs on dispose d’opérateurs logiques
standard && (and), || (or ) et ! (not) dont on rappelle le comportement :

X y | not(y) | and(z,y) | or(z,y)
false false true false false
false true false false true
true false false true
true true true true

Il est facile de montrer que ces opérateurs suffisent a exprimer toute fonction qu’on pour-
rait définir sur des valeurs booléennes. En particulier, on peut exprimer d’autres opérateurs
logiques binaires comme 'implication logique, I’équivalence logique, le ou exclusif,. ..

Les prédicats de comparaison (égalité ==, différence ! =, plus petit que <, plus grand que
>, plus petit ou égal <=,...) retournent une valeur booléenne. Typiquement on utilise ces
prédicats pour écrire des conditions logiques qui vont déterminer la suite du calcul. Bien str,
les conditions logiques peuvent étre combinées a ’aide d’opérateurs logiques. Par exemple, on
peut écrire :

(x==y)&& (x<z+5 || (x==y+72).

Remarque 3 En C, ainsi que dans d’autres langages, I’évaluation d’une condition logique se
fait de gauche a droite et de facon paresseuse, c’est-a-dire dés qu’on a déterminé la valeur
logique de la condition on omet d’évaluer les conditions qui suivent. Ainsi, en C, on peut
écrire la condition logique :

not(x == 0)&& (y/x == 3) (2.2)

qui ne produit pas d’erreur méme si x est égal a 0. En effet, six est égal a 0 alors la premiére
condition not(x == 0) est fausse et ceci suffit a conclure que la condition logique est fausse.
Le probléme avec ce raisonnement est qu’en C une expression logique peut étre vraie, fausse,
produire une erreur, produire un effet de bord (par exemple lire une valeur) et méme faire
boucler le programme. Il en suit que la conjonction en C n’est pas commutative. Par exemple,
la condition :

(y/x == 3) && not(x == 0) (2.3)

n’est pas équivalente a la condition ci-dessus.

2.3 Flottants

Représentation

Le proposition [1| sur la représentation des nombres entiers se généralise aux nombres réels.

Proposition 2 Soit B > 2 et x > 0 nombre réel. Alors ils existent uniques un nombre entier
e (exposant) et une suite de chiffres {d; | i > 0} en base B (la mantisse) tels que (i) dy # 0,
(ii) pour tout i > 1 existe j > i tel que dj # (B — 1) et (iti) x = B® - (£;>0 d; - B™).

PREUVE. On esquisse la preuve pour le cas B = 2. On a donc :

(i) do=1, (i) dye{0,1}, (ii) Vi>13j>i(d;=0). (2.4)
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En utilisant les propriétés des series géométriques on vérifie les propriétés suivantes :
(1) 1=20<%50d;i-277<2,  (2) Byssd;-270 <275 (s >1).
Pour tout z > 0 nombre réel positif, il existe unique e nombre entier tel que :
2¢ <x <2t

Sion pose h = x/2° on a 1 < h < 2. Il reste maintenant & montrer que pour un tel A il existe
une suite unique dy, d1, ... avec les propriétés et telle que : h = X;>0 d; - 271,

Les chiffres do, dy, ... sont détérminées de facon itérative. Au premier pas, si h = 270 on
termine avec dy = 1 et d; = 0 pour ¢ > 1. Sinon, on cherche 'unique dy tel que :

270 4 d 27 <h<2 04 (d+1)-27" .
A nouveau si h = 279 4 d; - 27! on termine et sinon on cherche ds tel que :
270 4d - 27 4 dy 272 <h<204dy - 27 F(da+1)-272.

En continuant de la sorte, on montre I’ existence de la suite dq, do, . . . Pour 'unicité, on suppose
disposer de deux suites qui correspondent au méme nombre i et on montre que dans ce cas
une des deux suites doit avoir des chiffres 1 a partir d’un certain indice. O

Norme IEEE 754

Les langages de programmation disposent de un ou plusieurs types qui permettent de
représenter les nombres réels (du moins une partie). En général, la représentation et le calcul
sur ces représentations entrainent des approximations. Pour assurer la fiabilité et la portabilité
des programmes, il est alors important d’établir des normes que toute mise en oeuvre doit
respecter.

Dans ce cadre, la norme IEEE 754 est de loin la plus importante. Elle fixe la représentation
des nombres en virgule flottante sur un certain nombre de bits (typiquement 32 ou 64). La
norme reprend la notation avec exposant et mantisse utilisée dans la proposition [2] Par
exemple, dans le cas ou les nombres sont représentés sur 64 bits (on dit aussi en double
précision) la norme utilise 1 bit pour le signe, 11 bits pour 'exposant et 52 bits pour la
mantisse. Comme en base 2 le chiffre a gauche de la virgule est forcement 1, on utilise les 52
bits pour représenter les chiffres binaires a droite de la virgule. Certaines valeurs de ’exposant
sont réservées pour représenter le 0 et d’autres nombres non standards (+oo,...).

Les opérations sur les nombres flottants ne sont pas forcement exactes car le résultat
théorique de 'opération n’est pas forcement un nombre flottant. Pour cette raison, la norme
IEEE 754 fixe aussi la fagon dans laquelle le résultat d’une opération arithmétique ou d’une
opération d’extraction de la racine carrée doit étre arrondi pour obtenir un nombre flottant.

Erreur absolue et erreur rélative

Soit R I’ensemble des nombres réels et F ’ensemble des nombres réels représentables par
la machine. On souhaite analyser la facon dans laquelle F approxime R. Clairement, pour
tout z € R on peut définir un nombre € F (pas forcement unique) qui approxime z.
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Définition 1 On appelle erreur absolue la quantité |z — x| et et si x # 0 on appelle erreur
rélative la quantité E|
T—x

X

En pratique, il est bien plus intéressant de controler 'erreur relative que I’erreur absolue !
Par exemple, supposons z = 100.11 et = 100.1 alors l’erreur absolue est 1072 et I'erreur
relative d’environ 10™%. D’autre part si = 0.11 et = 0.1 alors I'erreur absolue est toujours
1072 mais lerreur relative est d’environ 1071,

Soit F fini (ce qui est le cas par exemple en double précision), soient f~ et f* le plus
petit et le plus grand nombre flottant positif dans F. Soit maintenant = > 0 (le cas x < 0 est
symétrique). Que peut-on dire sur lerreur absolue et relative d’une approximation de x dans
F 7 On distingue 3 cas.

1. Siz< fTetonposez=0o0na:

|z —Z| =2 < f~ (borne sur I'erreur absolue), [Z=Z

=1 (erreur relative).

Il est intéressant de noter que si on avait pris £ = f~ on aurait toujours la méme borne
sur ’erreur absolue mais une erreur relative qui tend vers 400 pour x qui tend vers 0.

2. Siz > fT et on pose T = f* on a une erreur absolue qui tende vers +oo pour x qui
tend vers 400 et une erreur relative qui tend vers 1 pour z qui tend vers +oo.

3. Siz € [f,f"] on considere la situation ot on est en virgule flottante en base B et
avec une mantisse qui comporte t chiffres. Dans ce cas, I’erreur absolue est au plus la
distance entre 2 nombres consécutifs dans F. Cette distance est de la forme B!, ol
I’exposant e peut varier. La distance n’est donc pas constante mais depend de "*ordre
de grandeur’ des nombres qu’on est en train de considérer : plus le nombre est grand
plus l'erreur absolue est grande. En utilisant la proposition [2} on peut supposer que
x = (do,dydy -~ -didyyq -+ ) - B¢ avec dy # 0. On obtient donc la borne suivante sur
Ierreur relative :

Beft

Be

r—T

- =B, (2.5)

Il est remarquable que cette borne depend seulement du nombre de chiffres de la
mantisse. Par exemple, en double précision on obtient une borne de 2752
relative.

sur erreur

Remarque 4 On pourrait penser qu’une erreur relative de 2752 est négligeable (277 =~
2 -10716). En particulier, si on se place dans le cadre de mésures physiques une erreur
relative de 2752 est trés probablement négligeable par rapport a Uerreur de mésuration. Le
probléme est que les fonctions mises en oeuvre pour approcher les fonctions mathématiques
usuelles (opérations arithmétiques, extraction de racine carrée, fonctions trigonométriques,
logarithme,. . .) induisent aussi des erreurs et que ces erreurs se propagent et peuvent s’accu-

muler jusqu’a rendre le résultat d’un calcul sur les flottants non-significatif.

1. Ici on prend l'erreur rélative comme une valeur non-négative. Dans d’autres contextes, on peut aussi
définir Verreur relative comme le nombre € = (Z — z)/z ce qui permet de dire que T = (1 +¢€) - z.
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Exemple 7 Considérons deux définitions de la méme fonction sur les réels :

fl@)=z- (Vo + —ﬁ)zm-

Dans la premiére formulation, le numérateur tend a 0 et provoque des erreurs de calcul signi-
ficatifs pour x > 10'°. Le lecteur peut tester le programme suivant (en compilant avec loption
-Im).

int main O){
float x;
printf ("Input?");
scanf ("%Ef", &x);
printf ("fonction 1\n");
float y=x * (sqrt(x+1) - sqrt(x));
printf ("%f\n",y);
printf ("fonction 2\n");
y=x/(sqrt (x+1) + sqrt(x));
printf ("%f\n",y);
return 0;}
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2.4 Entrées-sorties

On utilisera en priorité printf pour écrire une valeur a 1’écran et scanf pour lire une valeur
de I’écran. On verra plus tard (section que des variantes de ces commandes permettent
aussi de lire/écrire des fichiers. Voici deux exemples d’utilisation des commandes printf et
scanf.

1 |printf ("x=%d4d",4); //imprime : x=4
2 |scanf ("%d4d" ,&x); //1lit et sauve un entier dans x

On remarquera la présence des symboles %d. Dans le cas de la commande printf, il faut
interpréter ces symboles comme un entier dont la valeur doit étre déterminée en évaluant
I’expression suivante qu’on passe en argument a printf. L’expression 4 ayant comme valeur
Pentier 4, 'impression de x=%d produit en effet I'impression des caracteres x=4. Dans le cas de
la commande scanf, on interprete les symboles %d comme un entier rentré par I'utilisateur qui
doit étre mémorisé a une adresse spécifiée dans I’expression qu’on passe en argument a scanf.
Dans 'exemple, il s’agit de ’adresse de la variable x. On notera 'introduction d’un nouveau
opérateur de déréférencement & qui sert a déterminer l'adresse associée a une variable. Il
s’agit d’un cas particulier de pointeur dont on examinera 'utilisation dans le chapitre [9]

Exemple 8 Voici un programme qui lit un entier n et imprime n + 1.

int main (){
int x;
printf ("Entrez un nombre : \n");
scanf ("%d",&x) ;
printf ("%d\n",x+1);
return O0;}
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Les symboles %d servent a lire/écrire des valeurs de type entier. Pour manipuler des
caracteres on utilise les symboles %c et pour des flottants les symboles %f ou %lf. Par ailleurs,
une commande printf (ou scanf) peut contenir plusieurs occurrences de ces symboles et dans
ce cas pour chaque occurrence il faut prévoir une expression (ou une adresse de mémoire)
d’un type compatible. Par exemple, la commande :

1‘printf("\%d : %f", 3, 455.45);

va imprimer un entier et un flottant de la facon suivante :

3 : 455.45

Exemple 9 Voici un petit programme qui illustre lintroduction de variables des différents
types primitifs, la forme des valeurs de ces types et les directives utilisées pour les imprimer
avec la commande printf.

1 |int main() {

2 char xi1=’a’; printf ("%c\n",x1);
3 short x2=2754; printf ("%d\n",x2);
4 int x3=333333; printf ("%d\n",x3);
5 long x4=333333333; printf("%1d\n",x4);
6 float x5=0.45f; printf ("%f\n",x5);
7 double x6=455.54; printf ("%1f\n",x6);
8 return 0;7%}

2.5 Conversions implicites et explicites

Dans la pratique mathématique, on a ’habitude de voir un entier comme un réel et un
réel comme un complexe. Les langages de programmation supportent ce type de pratique en
introduisant des conversions implicites. Notamment, en C on effectue automatiquement les
conversions suivantes :

char < short < int < long < float < double .

Parfois, il est nécessaire de procéder dans 'autre sens. Par exemple, on veut voir un int comme
un char. Dans ce cas, le programmeur doit effectuer une conversion explicite. En C, on parle
aussi d’opération de cast (ou coercition). Par exemple, on peut écrire :

1 |int x=34444,
2 | char y=(char) (x);

Le lecteur remarquera qu’il y a beaucoup plus d’entiers de type int (32 bits) que de
caracteéres de type char (8 bits). L’opération de cast a donc un caracteére arbitraire et il faut
bien comprendre son effet. En général, les opérations de cast entre types produisent souvent
des erreurs et il faut les utiliser avec parcimonie.
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Controle

On peut voir le corps de chaque fonction comme une suite de commandes. Dans les pro-
grammes les plus simples on a une liste de commandes qu’on exécute une fois dans I'ordre.
On va présenter des opérateurs qui permettent d’exécuter les commandes selon un ordre plus
élaboré. Par exemple :

— On exécute une commande seulement si une certaine condition logique est satisfaite.

— On répete l'exécution d’une commande tant qu’une certaine condition logique est sa-

tisfaite.

— On arréte 'exécution d’une suite de commandes pour sauter directement a I’exécution

d’une commande plus éloignée.

Digression 3 Pour apprendre a écrire, il est aussi important de connaitre la grammaire
que de lire les classiques. De la méme fagcon, pour apprendre & programmer, il convient de
maitriser les regles du langage et en méme temps d’étudier un certain nombre d’exemples
classiques. En essayant de reproduire les ‘classiques’, vous comprendrez mieuz les régles du
langage et vous développerez votre propre style de programmation. Dans ces notes de cours,
on va examiner un certain nombre d’algorithmes classiques. Le lecteur est averti que leur pro-
grammation correspond au style de l’auteur de ces notes. Des variations et des améliorations
sont certainement possibles et encouragées !

3.1 Commandes de base et séquentialisation

Les commandes de bases comprennent I'affectation d’une valeur a une variable, la com-
mande d’écriture (printf) et de lecture (scanf), I'appel et le retour de fonction (return). Il est
aussi possible de composer les commandes pour obtenir des commandes plus complexes. Le
premier opérateur de composition est la séquentialisation qui dans de nombreux langages est
dénoté par le point virgule :

Cl; CQ .

L’interprétation de cette commande composée est qu’on exécute d’abord C; et ensuite Co.
On notera que 'opération de séquentialisation est associative :

(C1; C2); O3 = Cy; (C2; Cs)
il est donc inutile de mettre les parentheses.
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3.2 Branchement

Un deuxieme exemple d’opérateur de composition de commandes est le branchement. La
forme de base est :

if (b){C1} else {C2}

L’interprétation est qu’on évalue une condition logique b. Si elle est vraie on exécute C et
sinon Cy. Dans la syntaxe de C, on admet aussi une version sans branche else :

if (b){C1}

qui est équivalente a :
if (b){C1} else {skip}

ou skip est une abréviation pour une commande qui ne fait rien d’observable.

Exemple 10 Pour pratiquer le branchement, on consideére la conception d’un programme qui
lit trois coefficients a,b, c et imprime les zéros du polynéme ax? + bx + c. La premiére partie
de la fonction main lit les coefficients. Dans la deuxieme partie on trouve un certain nombre
d’instructions de branchement imbriquées qui nous permettent de distinguer les différentes
situations qui peuvent se présenter. Il est fortement conseillé de visualiser d’abord avec un
schéma qui peut prendre la forme d’un arbre binaire les différentes possibilités. Une fois qu’on
a vérifié la correction du schéma on procédera a son codage en C.

1 [int main (){

2 double a,b,c,delta,root,so0ll,so0l2;

3 printf ("Entrez coeff a : ");

4 scanf ("%1f" ,&a);

5 printf ("Entrez coeff b : ");

6 scanf ("%1f",&b);

7 printf ("Entrez coeff c : ");

8 scanf ("%1f" ,&c);

9 delta = b*b-(4*xax*xc);

10 if (a==0 && b==0){ // degré 0

11 if (c==0){

12 printf ("Tout nombre est une solution\n");}
13 else{

14 printf ("Pas de solution");}}

15 elseq

16 if (a==0){ // degré 1

17 soll=-c/b;

18 printf ("L’unique solution est :%1f\n",soll);}
19 elsed

20 if (delta==0){ // degré 2

21 soll=-b/(2%*a);

22 printf ("L’unique solution est :%1f\n",soll);}
23 else{

24 if (delta<0) {

25 printf ("Pas de solution\n");}

26 elseq

27 root = sqrt(delta);

28 soll=(-b+root)/(2*a);

29 sol2=(-b-root)/(2*a);
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30 printf ("2 solutions :%1f,%1f\n",soll,so0l2);}
31 return O0;}

Exemple 11 On souhaite concevoir un programme qui recoit en entrée le nombre de billets
de 50, 20 et 10 euros dont on dispose ainsi qu’une somme s a payer. Si possible, le programme
doit imprimer une fagon de payer (exactement) la somme s avec les billets dont on dispose.
Sinon, le programme imprime un message qui dit que le payement de la somme n’est pas
possible. Pour simplifier le probléme, on va supposer qu’on dispose d’au moins une note de
10 euros. Dans ce cas, la stratégie suivante permet de résoudre le probleme : on paye autant
que possible, c’est-a-dire sans dépasser la somme s, avec des billets de 50, ensuite avec des
billets de 20 et enfin avec des billets de 10. Le lecteur est invité a vérifier que sans I’hypothése
sur les billets de 10 euros, cette stratégie ne permet pas toujours de trouver une solution. Un
codage possible de la stratégie en C est ci-dessous ot on laisse au lecteur le soin de compléter
les parties qui concernent la lecture des paramétres et l'impression du résultat.

1 |int main (){

2 int n50, n20, nl10, s, p50, p20, pl0;
3 /* on 1lit n50, n20, n10 et s *x/
4 /* calcul */

5 if ((s/50) <= nb0){

6 p50=(s/50);}

7 elseq

8 p50=n50;}%

9 s=s-(50%p50) ;

10 if ((s/20) <= n20){

11 p20=(s/20);}

12 else {p20=n20;}

13 s=s-(20%p20);

14 if ((s/10) <= n10){

15 pl0=(s/10);}

16 else {p10=n10;}

17 s=s-(10%p10);

18 /* impression resultat x*/

19 return 0;7}

3.3 Boucles

Une boucle permet d’exécuter une commande un nombre arbitraire de fois. L’opérateur
while est probablement le plus utilisé pour construire une boucle. Sa forme est :

while(b){C} .

La commande résultante évalue la condition logique b et elle termine si elle est fausse. Au-
trement, elle exécute la commande C et ensuite elle recommence a exécuter la commande
while(b){C'}. Ainsi, d’un point de vue conceptuel on a ’équivalence suivante :

while(b){C} = if (b){C; while(b){C}} .

Exemple 12 On programme lalgorithme d’Euclide pour le calcul du pged (exemple en
utilisant une boucle while.
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int main (){

int a,b;

/* lire a et b */

int aux;

while (b!=0){
aux=b;
b=alb;
a=aux;}

/* imprimer a x*/

return 0;7}
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Tant que b n’est pas 0, on remplace a par b et b par a mod b. Cependant, le langage C
ne permet pas d’effectuer deux affectations en méme temps. Pour cette raison, on introduit
une variable auziliaire aux qui garde la valeur originale de b pendant qu’on remplace b par a
mod b. Il s’agit d’une technique standard pour permuter le contenu de deux variables.

Exemple 13 On utilise la boucle while pour programmer un exemple de recherche dichoto-
mique. Le principe général de la recherche dichotomique est qu’a chaque itération soit on
trouve [’élément recherché soit on divise par deux la taille de ’espace de recherche. On ap-
plique ce principe au probléme du calcul d’une approximation a un € pres de la racine carrée
d’un nombre flottant x > 1.[] A priori, on sait que \/x € [1,z]|. Plus en général, si on sait
que \/z € [low, high] avec 1 < low < high on peut appliquer le raisonnement suivant :
— Si |high — low| < € on connait \/z & un € prés.
— Sinon, on calcule le carré du milieu de lintervalle [low, high] et on le compare d x.
Si la valeur est plus grande il faut continuer la recherche dans la moitié gauche de
lintervalle et autrement dans la moitié droite.
Une programmation possible de la méthode est la suivante.

1 |int main (){

2 /* lire x */

3 double low = 1;

4 double high = x;

5 double mid;

6 while ((high-low)> eps){
7 mid = (high+low)/2;
8 if (mid*mid>x){

9 high=mid;}
10 else {
11 low=mid;}};
12 /* imprimer x x*/
13 return O0;}

Boucle for

Pour améliorer la lisibilité du programme, on utilise aussi une boucle dérivée for avec la
forme :

for(C’l;b; CQ){C} (31)
En premiere approximation, la boucle for est équivalente a :
Cy;while(b){C; Ca} . (3.2)

1. Bien sir on pourrait aussi utiliser la fonction de bibliotheque sqrt pour résoudre ce probleme.
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Dans une bonne pratique de la boucle for, on utilise la commande C; pour initialiser la boucle
et la commande Cy pour modifier les variables dont dépend la condition logique b (la condition
d’arrét). Typiquement, il s’agit d’incrémenter ou décrémenter un indice et, en lisant le texte
du programme, il est aisé de déterminer combien de fois le corps C de la boucle for sera itéré.

Exemple 14 On souhaite lire un nombre naturel n et imprimer ses diviseurs propres (différents
de 1 et n). Pour résoudre ce probléme, on peut utiliser une boucle for qui va parcourir les en-
tiers compris entre 2 et n/2.

int main (O
int n,i;
/* lire n */
for (i=2;i<=n/2;i=i+1){
if (n%i==0){
printf ("%d\n",i);2}2}
return O0;}
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3.4 Rupture du controle

On présente un certain nombre de commandes qui permettent de s’extraire de la com-
mande en exécution et de sauter & un autre point du contréle. On les présente en ordre
décroissant de puissance :

— exit(n) pour terminer 'exécution du programme. Convention C : on utilise n = 0 pour

indiquer une terminaison normale.

— return pour terminer 'exécution d’une fonction.

— break pour terminer 'exécution de la boucle dans laquelle on se trouve.

— continue pour reprendre l’exécution au début de la boucle dans laquelle on se trouve.E]

Exemple 15 Dans la boucle suivante on va imprimer 5,4,3,2,1. En particulier le décrément
x- - apres continue n’est jamais exécuté.

int x=5;
while (x>0){
printf ("%d\n",x);
x--;
if (x>0){
continue;}

x--;}
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Exemple 16 La boucle suivante ne terminerait pas sans break.

int acc=0;
int i
for(i=1;i<=n;i--){
acc=i+acc;
if (i<-100){
break;}}
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2. Si on se trouve dans une boucle for, continue va quand méme exécuter la commande d’incre-
ment/décrement. Pour cette raison, la transformation de la boucle for en boucle while décrite dans (3.2))
doit étre raffinée.
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Remarque 5 1l faut utiliser break et continue seulement si on se trouve dans une boucle (ou
dans une commande switch qui sera discutée dans la section qui suit).

3.5 Aiguillage switch

La commande switch (aiguillage) permet aussi d’effectuer des branchements dans le calcul.
Elle est présentée ici car elle est utilisée souvent en combinaison avec les commandes break
ou return. Voici un exemple :

1 |switch(x){

2 case 0 : printf ("%d\n",x);

3 case 1: printf ("%d\n",x+1);

4 default: printf ("%d\n",x+2); }

Si z est 0 on imprime 0,1,2 si z est 1 on imprime 2 et 3 et autrement on imprime x + 2.
Le switch évalue une expression entiere qui donne une valeur n et ensuite exécute toutes les
branches a partir de celle de la forme case n (si elle existe) et la branche default autrement.
En pratique, on a souvent besoin d’exécuter seulement la branche qui correspond a case n.
On obtient ce comportement en insérant une commande break a la fin de chaque branche.
Ainsi, notre exemple devient :

1 |switch(x){

2 case 0 : printf ("%d\n",x); break;

3 case 1: printf ("%d\n",x+1); break;
4 default: printf ("%d\n",x+2); }

Dans ce cas, si x est 0 on imprime 0, si z est 1 on imprime 2 et autrement on imprime
T+ 2.

3.6 Enumération de constantes

Pour améliorer la lisibilité d’un programme qui depend d’un certain nombre de valeurs
entieres constantes, on peut regrouper ces constantes dans une déclaration. Par exemple, on
peut définir :

typedef enum {ZERO, ONE} bool;
bool not(bool x){
switch(x){
case ZERO: return ONE;
case ONE: return ZERO;
default: return x;}}
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Par défaut, le compilateur associe aux noms une suite d’entiers croissants : 0,1, 2, ... Dans
I’exemple, on associe donc I'entier 0 & ZERO e 'entier 1 & ONE. Notez que la spécification de
C n’exige pas que I'argument ou le résultat de la fonction not soit bien un ZERO ou un ONE.
Par exemple, avec gcc appel not(3) ne produit pas d’erreur au moment de la compilation ou
de 'exécution et retourne 3.
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Un programme C est composé d’une liste de fonctions qui peuvent s’appeler mutuellement.
Les fonctions sont un élément essentiel dans la modularisation et le test d’un programme.

Si une tache doit étre répétée plusieurs fois c¢’est une bonne pratique de lui associer une
fonction ; ceci permet de produire un code plus compact tout en clarifiant le fonctionnement
du programme.

Aussi si une tache est trop compliquée il est probablement utile de la décomposer en
plusieurs fonctions. Le code de chaque fonction devrait tenir dans une page (20-30 lignes) et
avant de tester le programme dans son intégralité, il convient de s’assurer de la fiabilité de
chaque fonction.

4.1 Appel et retour d’une fonction

Comme indiqué dans la section une fonction est un segment de code identifié par un
nom. En C, la forme d’une fonction est la suivante :

t f(tl x1,...,tn xn)
{corps de la fonction}

La premiere ligne spécifie Iinterface (ou en téte) de la fonction, & savoir le nom de la fonc-
tion (f), le type du résultat (t) et les types et les noms des arguments (t1 x1,...,tn xn).
Quand on appelle une fonction on définit les valeurs de ses arguments. Par exemple, dans

lappel f(e1,...,en) on évalue les expressions ei,...,e, et on affecte leurs valeurs aux va-
riables x1,...,xn. On dit que 'appel d’une fonction est par valeur. Un appel de fonction est
une expression dont le type est le type du résultat de la fonction. Donc 1'appel f(eq, ..., eq)

a type t. Par ailleurs, le corps de la fonction contient des commandes return e ou e est une
expression de type t.

Exemple 17 Voici un programme simple composé de 3 fonctions et d’une variable globale
pi. Une wvariable globale est une variable dont la déclaration n’est pas dans le corps d’une
fonction. Une variable globale est visible dans toutes les fonctions du programme sauf si elle
est cachée par une déclaration locale (plus de détails dans la section . On remarquera que
les appels de fonction peuvent étre imbriqués comme dans imprimer(1.0, circonference(1.0));
Dans ce cas, il faut d’abord exécuter l’appel interne (circonference(1.0)) et ensuite celui externe
imprimer(1.0,6.28 - - -)
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double pi = M_PI; //constante pi définie dans math.h
double circonference (double r){

return 2 * pi * r;}
void imprimer (double r, double c){

printf ("La circonference de %1f est %1lf\n", r, c);}
int main (){

printf ("%1f\n",pi);

imprimer (1.0, circonference (1.0));

imprimer (2.0, circonference (2.0));

return 0;7}
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4.2 Portée lexicale

Dans un programme, en particulier dans un programme avec plusieurs fonctions, la méme
variable peut étre déclarée plusieurs fois (et avec plusieurs types).

Une bonne pratique consiste a utiliser des noms différentes pour les arguments et les
variables locales et si possible a éviter d’utiliser le méme nom pour les variables locales et les
variables globales. A défaut, la variable locale couvrira la globale.

Exemple 18 Voici un programme composé de 2 variables globales et 3 fonctions. Quels sont
les entiers imprimés ¢ Voici des indices. Dans 4, x est 'argument de la fonction alors que
dans 5y est la variable globale. Dans 7, laffectation n’a pas d’effet sur le x de la fonction
main ni sur le x global. Dans 9, la déclaration de 'y cache la variable globale dans le segment
de code délimité par les accolades. Ainsi, dans 11 on se réfere a la variable globale et dans 12
on peut déclarer a nouveau une variable y. Dans 16, on passe la valeur de la variable x du
main, ainsi l'incrément dans 7 n’a pas d’effet sur la variable du main.

int x=5;

int y=6;

void imprimer (int x){
printf ("%d\n",x);
printf ("%d\n",y);}

void portee(int x){
x=x+1;
imprimer (x);
{int y=10;
imprimer (y);3}
imprimer (y);
int y=20;
imprimer(y);}

int main (){
int x = 4;
portee (x);
imprimer (x);
return 0;%}
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Exercice 1 Dans le programme suivant on trouve 10 appels a la fonction imprimer. Pour
chaque appel vous devez prévoir combien de fois il sera exécuté et avec quelles valeurs.
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1 |int x=5;

2 |int y=6;

3 |void imprimer (int x){

4 printf ("%d\n",x);}

5 |void portee(int x){

6 x=x+1; imprimer(x);
7 {int y=10; imprimer(y);}
8 imprimer (y);

9 int y=20; imprimer(y);}
10 | int main (){

11 int x = 4;

12 portee (x);

13 imprimer (x);

14 controle ();

15 return 0;}

16 | void controle (){

17 if (x>0){

18 imprimer (--x);}

19 elseq

20 imprimer (x++);1};
21 int acc=1, n=2;

22 int k;

23 for (k=1;k<=n;k++){
24 acc=k*acc;

25 imprimer (acc) ;};
26 int i=2;

27 while (i>0){

28 acc=acc-i;i--;
29 imprimer (acc);
30 if (i==1){

31 break;}

32 elseq

33 continue;}}
34 imprimer (£(3));
35 return ;}

36 |[int f(int x){

37 switch(x){

38 case 0: return 1;
39 case 1: return 2;
40 default: return f(x-1)*f(x-2); } }

4.3 Argument-résultat, Entrée-sortie

Une fonction C doit prendre n arguments (n > 0) et rendre un résultat (éventuellement de
type void). Par ailleurs, comme effet de bord, elle peut aussi lire des valeurs (avec scanf par
exemple) et imprimer des valeurs (avec printf par exemple). Il faut bien comprendre que :

— prendre en argument est différent de lire une valeur.

— rendre un résultat est différent d’imprimer une valeur.

Un argument est passé par la fonction appelante alors que la valeur lue vient de 1’écran
ou d’un fichier. De méme une fonction rend le résultat a la fonction appelante alors qu’elle
imprime une valeur & ’écran ou dans un fichier. Prendre en argument/rendre un résultat est
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donc une interaction entre deux fonctions alors que lire une valeur/imprimer une valeur est
une interaction entre une fonction et l'utilisateur (ou un fichier externe au programme).

4.4 Méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson est une méthode élémentaire utilisée en calcul numérique
pour trouver le zéro d’une fonction dérivable f. On commence par un point zg ‘assez proche
d’un point x tel que f(z) = 0. Au pas i, on détermine x;11 par la formule :

oy = L2020
7 1+1
dont on dérive :
Fig1 = 25— jf((“) | (4.1)

Le calcul sur les flottants étant approché, on fixe un niveau de précision € souhaité et on
arréte l'itération des que (cf. recherche dichotomique de l'exemple :

|x; — zip1| < €.

Notons au passage qu’il faut étudier f et le point initial x¢ pour s’assurer de la convergence
vers un zéro de la fonction. En effet, la méthode peut ne pas converger méme si f est un
polynéome. Considérons une mise en oeuvre pour la fonction f(z) = 22 —a ot a > 0. Il
faut : (1) lire la valeur a, (2) itérer 'opération jusqu’au niveau de précision souhaité et
(3) imprimer le résultat. Par ailleurs, il convient de prévoir une fonction C qui correspond
a la fonction mathématique f. Ainsi si 'on souhaite adapter le programme & une autre
fonction mathématique il suffira de modifier la fonction C correspondante. En suivant ces
considérations, une mise en oeuvre possible est la suivante.

el e e e e
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1 |#define epsilon 10E-10
2 |double a;
3 |double fun(double x){
4 return x*x - a;}
5 |double itere(double x){
6 double =xnext;
7 while (1){
8 xnext = x - fun(x)/(2*xx);
9 if (fabs (xnext-x)<epsilon){
return xnext;}
elseq
x=xnext ;}}}
int main ()
double x;
// lire a
x=itere(a);
//imprimer x
return O0;}

J—
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4.5 Intégration numérique

Pour calculer une approximation numérique de l'intégrale d’une fonction f dans I'intervalle
[a,b] avec a < b on peut découper l'intervalle [a,b] en n intervalles de taille (b — a)/n et
approximer la surface de chaque petit intervalle par la surface du trapeze. Plus précisément,

si 'on veut approximer :
b
|t
a

on fixe le nombre n d’intervalles et h = (b;—a). Soit :
T; = a—+ih 0<i<n.

La surface S; du trapeze déterminé par x; et x;41 est :

(f(x;) + f(wig1))h .

S = :

En additionnant les surfaces des trapezes on dérive :

h

Yi=0,.n-15 = 5(2(Zi:1,...,n—1f(xi)) + f(a) + f(b)) .

Il convient de dissocier le calcul de la somme des surfaces des trapezes. Ainsi la structure
d’un programme pour ce probléme pourrait étre celle ci-dessous ou ’on suppose que f est
la fonction de bibliotheque sinus. Comme pour la méthode de Newton-Raphson, on pourrait
ajouter des fonctions pour lire et imprimer et on pourrait encapsuler la fonction mathématique
dont on calcule I'intégrale dans une fonction C séparée.

double integral (double a,double b,int n){
double h=(b-a)/n;
double acc=0;
double x=a+h;
int i;
for (i=1;i<=n-1;i++){

acc=acc+sin(x) ;x=x+h;}

acc= (2xacc+sin(a)+sin(b));
acc= (accxh)/2;
return (acc);}

int main (){
double a,b,val; int n;
/* lire a, b, n */
val=integral(a,b,n);
/* imprimer résultat */
return 0;}

© 0 O Tk W N
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4.6 Conversion binaire-décimal

En se basant sur les principes discutés dans la section on souhaite effectuer deux
opérations.
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Fonctions

Lire un nombre de type int et imprimer sa représentation binaire (aussi de type int).
Par exemple :
On lit ‘ On imprime
19 10011

. Lire un nombre de type int dont les chiffres varient dans {0, 1}, le voir comme un

nombre binaire et imprimer sa représentation décimale (aussi de type int). Par exemple :

On lit ‘ On imprime
10011 | 19

Le lecteur remarquera que dans cet exemple on utilise un sous-ensemble des valeurs
de type int (celles dont les chiffres varient sur 0 et 1) pour représenter les nombres
binaires.

Dans une mise en oeuvre il est naturel d’introduire une fonction pour chaque conver-
sion. Remarquons que la solution ci-dessous utilise la fonction de bibliotheque assert de la
bibliotheque assert.h. La commande assert(b) évalue la condition logique b. Si la condition est
fausse le calcul s’arréte et un message d’erreur est émis qui permet d’identifier I’assertion qui
n’est pas valide. Avec la fonction assert, on a une facon simple et fort utile de documenter et
tester un programme.

int

int

int

dec_to_bin (int d){
int q,r;
if (d==0){
return O0;}
elseq
r=d%2;
q=d/2;
return (r+10*xdec_to_bin(q));}}
bin_to_dec (int b){
int q,r;
if (b==0){
return 0;}
elseq{
r=b%10;
q=b/10;
assert ((r==0) || (r==1));
return (r+2*bin_to_dec(q));}}
main () {
printf ("Entrez 10 pour décimal et 2 pour binairel\n");
int choix;
int x;
scanf ("%d" ,&choix);
assert ((choix==2) || (choix==10));
if (choix==10){
printf ("Entrez un nombre décimalel\n");}
elseq
printf ("Entrez un nombre binaire\n");}
scanf ("%d",&x) ;
if (choix==10){
printf ("%d\n",dec_to_bin(x));}
elseq
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printf ("%d\n",

33 return 0;}

bin_to_dec(x));}
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Chapitre 5

Fonctions récursives

Un programme C est composé d’une liste de fonctions qui peuvent s’appeler mutuellement.
En particulier, une fonction peut s’appeler elle méme ; il s’agit alors d’un exemple de fonction
récursive (n fonctions qui s’appellent mutuellement sont aussi des fonctions récursives). On a
déja examiné dans ’exemple [4] la programmation de I’algorithme d’Euclide par une fonction
récursive. Les fonctions récursives permettent de programmer aisément les définitions par
récurrence qu’on trouve souvent en mathématiques. Aussi, un certain nombre d’algorithmes
qui suivent une stratégie diviser pour régner se programment naturellement de facon récursive ;
par exemple, la recherche dichotomique et certains algorithmes de tri qu’on étudiera dans la
section suivent cette stratégie. On a vu dans I'exemple [12| que ’algorithme d’Euclide peut
se programmer aussi avec une boucle; on dira aussi de facon itérative. La récursion utilisée
dans la programmation de 1’algorithme d’Euclide est de type terminal dans le sens qu’apres
I’appel récursif il ne reste plus rien a faire et la fonction retourne immédiatement.[ﬂll se trouve
que pour la récursion terminale (tail recursion en anglais), un compilateur optimisant peut
générer automatiquement un programme itératif équivalent.

Dans la section on pratique la programmation récursive et itérative dans le cadre du
probleme de I’évaluation de polyndmes.

Comme on I’a vu dans la section[I.2] I'appel et le retour de fonction manipule implicitement
une pile de blocs d’activation. Il s’avere que dans certaines situations cette structure de données
permet une programmation élégante et compacte. Dans la section [5.2] on illustre une telle
situation avec le probleme de la tour d’Hanoi.

Enfin, il y a aussi des situations dans lesquelles la programmation d’une définition par
récurrence a l’aide d’une fonction récursive peut générer un programme particulierement
inefficace. Dans la section on examine différentes stratégies pour contourner ce probleme
dans le contexte du calcul de la suite de Fibonacci.

5.1 Evaluation de polynomes

Considérons le probleme de I’évaluation d’un polynome de degré n :
p(x) =ag+ a1z + - + apa”
dans un point z. Un premier algorithme peut consister a calculer les sommes partielles :

2
ao, ag + a1, aog + a1 + agz”, - -

1. Il s’agit d’une intuition, on ne donnera pas de définition formelle de la récursion terminale.
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en calculant en parallele les puissances de x :
x, xr=x-x, =z, P =x-x°,...

Pour ce calcul, il faut donc effectuer 2 -n — 1 multiplications ainsi que n sommes. Cependant
le cotit d’une somme est bien inférieur & celui d’une multiplication et donc on peut considérer
que le cout du calcul dépend essentiellement du nombre de multiplications.

Regle de Horner

La regle de Horner est un autre algorithme pour évaluer un polynéme de degré n dans un
point qui demande seulement n multiplications. On définit :

ho = ap
hi = hi_1$+an—i 1<i<n.

On remarque que :
hi = an®’ + an 12" o a1+ an_;
Donc p(x) = hy, et on peut calculer p(x) avec seulement n multiplications!

Exemple 19 Pour mettre en oeuvre I’évaluation d’un polynéme on va faire I’hypothése que le
programme lit le degré du polynéome, un point ot il faut évaluer le polynome et les coefficients
du polynome. Pour linstant, on ne dispose pas d’une structure de domnées pour mémoriser
(de fagon simple) n + 1 coefficients ot n est variable; les tableaux qui seront discutés dans
le chapitre [(] feront Uaffaire. Il s’agit donc de lire les coefficients et en méme temps de faire
progresser I’évaluation du polynémeﬂ Pour mettre en oeuvre l’algorithme on a 4 choix pos-
sibles. En effet, on peut choisir entre la méthode d’évaluation directe et la méthode de Horner
et aussi entre une programmation par récursion et une par itération. On présente ci-dessous
la méthode de Horner programmée de facon récursive et itérative et on laisse en exercice le
méme probléme pour la méthode directe. Notez que dans la version récursive on lit les coef-

ficients dans l'ordre ag,a1,...,a, alors que dans la version itérative on procéde dans l’ordre
inuverse.

1 |double horner_rec(int i, double x, int n){

2 double a;

3 printf ("Entrez coefficient %d\n",i);

4 scanf ("%1f" ,&a);

5 if (i==n){

6 return a;}

7 elseq

8 return (a+ x* horner_rec(i+1,x,n));}}
9 |double hormer_it (double x, int n){

10 double a;

11 double b;

12 printf ("Entrez coefficient %d\n",n);

2. On voit ici un exemple d’algorithme en ligne (on line en anglais) dans lequel le programme ne dispose pas
d’assez de mémoire ou de temps pour mémoriser toutes les entrées avant de commencer le calcul. Typiquement,
on trouve ce type d’algorithme dans des situations ou il faut traiter des grandes masses de données et/ou le
processeur qui traite ces données a un pouvoir de calcul limité.
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13 scanf ("%1f" ,&a);

14 int i;

15 for (i=1;i<=n;i=i+1){

16 printf ("Entrez coefficient %d\n",(n-1i));
17 scanf ("%1f",&b);

18 a=b+xx*a;}

19 return a;}

5.2 Tour d’Hanoi

Le jeu de la tour d’Hanoi est bien connu. On dispose de 3 pivots et de n disques de
diametre différent qu’on peut enfiler dans les pivots. Au début du jeu, tous les disques sont
enfilés sur le premier pivot par ordre de diametre décroissant (le plus petit diametre est au
sommet).

Une action élémentaire du jeu consiste a déplacer 1 disque du sommet d’une pile au
sommet d'une autre pile en gardant la propriété qu'un disque n’est jamais au dessus d’un
disque de diametre inférieur.

Le probleme est de trouver une suite d’actions élémentaires qui permettent de transférer
la pile de n disques du pivot 1 au pivot 2 (par exemple).

Pour n = 1, une suite est 1 — 2. Pour n = 2, une suite est 1 — 3;1 — 2;3 — 2. Pour
n = 3, ¢ca devient déja plus compliqué, mais heureusement la solution du probleme s’exprime
naturellement de fagon récursive :

Hanoi(i,j,n):{ ey o o S%n::l

Hanoi(i, k,n — 1);i — j;Hanoi(k,j,n —1) sin>1

ou 1, j, k sont 3 pivots distincts. Le raisonnement est le suivant : pour déplacer n disques du
pivot ¢ au pivot j (i # j), on peut commencer par déplacer n — 1 disques du pivot i au pivot
k (k # i et k # j). Ensuite, on déplace le disque de diamétre maximal qui se trouve au pivot
7 au pivot j et on termine en déplagant n — 1 disques du pivot k£ au pivot 5. Une possible mise
en oeuvre en C est la suivante :

void hanoi (int n, int pl, int p2){
int p3=troisieme (pl,p2);
if (n==1){
imprimer (pl,p2);%}
elsed{
hanoi(n-1,pl,p3);
imprimer (pl,p2);
hanoi(n-1,p3,p2);}
return;}
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On laisse au lecteur le soin de programmer la fonction troisieme qui prend pl,p2 € {0, 1,2}
tels que pl # p2 et rend lentier p € {0, 1,2} différent de pl et p2. On notera que chaque appel
a la fonction hanoi avec n > 1 génere deux appels a la méme fonction. En particulier, quand on
commence a calculer hanoi(n — 1,...) on utilise la pile des blocs d’activations pour se souvenir
qu’il reste encore a exécuter imprimer(...) ainsi qu'un deuxiéme appel hanoi(n —1,...). Le
lecteur est invité a modifier le code ci-dessus pour qu’il trace chaque appel a la fonction hanoi
en imprimant un petit message.
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5.3 Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est définie par :

[ n sine{0,1}
f(n)_{f(n—2)+f(n—1) sin>2

Il y a des mathématiques non-triviales autour de cette suite. .. mais ici on 8’y intéresse parce
que elle illustre un probléme de mise en oeuvre qu’on rencontre parfois dans les définitions
récursives. Une mise en oeuvre directe de la fonction f pourrait étre la suivante.

1 |int fibo_rec(int n){

2 switch(n){

3 case 0: return 0 ;

4 case 1: return 1;

5 default: return fibo_rec(n-2)+fibo_rec(n-1);}}

Cette solution est particulierement inefficace car on recalcule plusieurs fois la fonction f
sur les mémes arguments. Dans le cas de la suite de Fibonacci, il est facile de concevoir une
version itérative dans laquelle on calcule f(0), f(1), f(2),... exactement une fois et au pas
1 > 2 on se souvient de la valeur de la fonction f dans i —1 et ¢ — 2.

int fibo_it (int n){
int x=0;
int y=1;
switch(n){
case 0: return O;
case 1: return 1;
default: {
int z=0;
int i;
for (i=2;i<=n;i++){
Z=X+y;
X=y;
y=z;}
return(z);}}}

© 00 O Ut i W N
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Il est intéressant de noter qu’on peut mettre en oeuvre cette méme idée en utilisant une
fonction récursive un peu plus générale (fonction fibo_aux).

1 |int fibo_aux(int n,int x, int y,int i){
2 if (i==n){
3 return(y);}
4 elseq
5 return fibo_aux(n,y,x+y,i+1);3}}
6 |int fibo_rec_eff (int n)A{
7 switch(n){
8 case 0: return O;
9 case 1: return 1;
default: return fibo_aux(n,0,1,1);}}

J—
o

Il existe aussi une technique générale dite de mémoisation qui permet de transformer
automatiquement une fonction récursive. On mentionne 1'idée générale sans aller dans les
détails car on ne dispose pas encore des structures de données nécessaires. On associe a la
fonction une structure de données dans laquelle on mémoise tous les arguments passés a
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la fonction ainsi que les valeurs retournées. Chaque fois qu’on appelle la fonction avec un
argument on vérifie d’abord dans la structure si la fonction a été déja appelée avec le méme
argument et dans ce cas on retourne directement le résultat. Autrement, on effectue le calcul
et on mémorise le résultat dans la structure.
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Chapitre 6

Tableaux

En mathématiques, un vecteur de dimension n sur un domaine D est un élément de D™.
Le tableau est la structure de données qui correspond au vecteur. Un vecteur de vecteurs est
une matrice. De la méme fagon il est possible de représenter une structure de données a deux
dimensions en déclarant un tableau de tableaux.

6.1 Déclaration et manipulation de tableaux

Pour déclarer un tableau x de type T et de dimension n on écrit en C :
T x[n]; (6.1)

Ceci a Deffet de réserver un segment de mémoire suffisant pour contenir n données de type T
et d’associer ’adresse de base du segment au nom x. On notera que le nom d’un tableau est
associé a une adresse et non pas a son contenu.

Dans une déclaration comme , le contenu du tableau x n’est pas défini. Comme pour
les variables de type primitif, il est une erreur de lire un tableau avant de ’avoir défini. En
C, il est aussi possible de déclarer un tableau et en méme temps de l'initialiser. Par exemple,

int a[10] = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};

déclare un tableau a avec 10 cellules et initialise la i-eme cellule avec la valeur 7 pour i =
0,1,...,9.

On peut écrire ou lire le i-eme élément du tableau en utilisant la notation x[i] & condition
que 0 <i < (n—1). Cest au programmeur de respecter les bornes. En particulier, on notera
qu’on commence a compter de 0 et que donc un acces a x[n] produit une erreur.

Exemple 20 On met en garde le lecteur sur le fait que ce type d’erreur peut passer inapercu
et provoquer un comportement bizarre du programme. Par exemple, avec le compilateur gcc
le programme ci-dessous compile et imprime 10.

int main (){
int al4];
int bl[4];
b[0]=10;
printf ("%d\n",a[4]);
return 0;}

ST W N
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Exemple 21 Voici un programme qui lit le degré et les coefficients d’un polynéome et évalue
le polynome dans un point. Par opposition au programme considéré dans la section |5.1], on
utilise maintenant un tableau pour mémoriser tous les coefficients. Il est donc possible de lire
complétement les données en entrée avant d’évaluer le polynome. On laisse au lecteur le soin
de modifier le programme ci-dessous de facon a utiliser la régle de Horner.

1 |int main (){

2 int n;

3 double x;

4 printf ("Entrez degré polyndme\n");

5 scanf ("%d4d" ,&n) ;

6 printf ("Entrez point\n");

7 scanf ("%1f" ,&x);

8 double al[n+1];

9 int i;

10 for (i=0;i<=n;i++){

11 printf ("Entrez coefficient %d\n", i);
12 scanf ("%1f",&al[il]);}

13 double s=al0];

14 double y=1;

15 for (i=1;i<=n;i++){

16 y=X*y;

17 s=alil*y+s;}

18 printf ("La valeur du polyndme est : %1f\n",s);
19 return 0;}

6.2 Passage de tableaux en argument

Une fonction peut compter parmi ses arguments une variable de type tableau. Par exemple :

1
2

void f(int x[]1){
x[0]=3;}

Comme on 'a déja remarqué, la valeur d’une variable de type tableau est une adresse de
mémoire (et non pas le contenu du tableau). Par exemple, si on appelle la fonction f comme
dans :

1
2

int y[3];
f(y);

on va modifier le tableau de 'appelant (y).

Exemple 22 Considérons un petit exemple qui permet de comparer les variables de type
tableau auz variables de type primitif. Dans (7), on appelle f en lui passant ladresse du
tableau a et la valeur de la variable x de la fonction main. Dans (2), la fonction f incrémente
la variable x de f et I’élément a[0] du tableau a de la fonction main. Dans (8), on imprime 0
car la variable x du main n’a pas été modifiée alors que dans (9) on imprime 1.

1 |void £ (int all, int x){
2 x=x+1;

3 a[0]=al[0]+1;}

4 |int main (){

5 int x=0;
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6 int al10]={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};
7 f(a,x);

8 printf ("x=%d\n",x);

9 printf ("al0]=%d\n",al[0]);

10 return 0;}

Remarque 6 On peut se demander pourquoi on passe les variables de type primitif par valeur
et les variables de type tableau par adresse. La raison est que les tableauxr peuvent occuper
beaucoup de mémoire et qu’autant que possible il est préférable de les partager plutot que de
les dupliquer. En cas de nécessité, il n’est pas compliqué de dupliquer un tableaw : il suffit
de déclarer un tableau dans la fonction appelée et d’y recopier le tableau dont la fonction
appelante a fournit l'adresse. Dans le cas de la fonction f de l’exemple ci-dessus, on aura
par exemple :
void f (int all, int x){

Xx=x+1;

int b[10];

int 1i;

for (i=0;i<10;i++){

bl[il=alil;}
b[0]=b[0]+1;2}
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Exemple 23 On souhaite écrire une fonction qui prend en argument un tableau et sa taille
et imprime le minimum et le mazimum du tableau. Une solution possible est la suivante.

1 |void minmax (int al[]l, int n){
2 int min, max, 1i;

3 min=a[0];

4 max=al[0];

5 for (i=1;i<n;i++){

6 if (alil<min){

7 min=ali];}

8 elseq

9 if (max<ali])A{
10 max=ali]l;}}}
11 printf ("min=%d\n",min) ;
12 printf ("max=%d\n",max);
13 return;}

En suivant la discussion ci-dessus, on notera que la fonction minmax utilise le tableau
dont ladresse lui est communiquée par la fonction appelante.

Dans le pire des cas, la fonction minmax effectue 2 - (n — 1) comparaison (trouvez un tel
cas!). Il est possible d’utiliser un autre algorithme qui lit les éléments du tableau par couple
et les compare au min et au max. Vérifiez qu’on peut effectuer cette opération avec au plus 3
comparaisons et dérivez un algorithme qui effectue %n comparaisons dans le pire des cas.

6.3 Primalité et factorisation

Soit n > 2. Si n n’est pas premier alors il y a un premier p tel que p | n et p < y/n. Donc
tout nombre n qui n’est pas premier s’écrit comme :

n=i-j,oun:2<i<+yneti<j<n/i.
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La liste des premiers inférieurs ¢ un n donné peut étre générée avec un algorithme ancien
connu comme crible d’Eratosthéne :

pouri=2,...,n
PJ[i] = true
pour i =2,...,[v/n]
pour j =14,...,n/i
Pli- j] = false

Exemple 24 Pour n = 15, on obtient :

i\j|2 3 4 5 6 7
2 [4 6 8 10 12 14
3 9 12 15

Exercice 2 Estimez en fonction de n le nombre de fois qu’on exécute l’affectation Pli-j] =
false. Soit m(n) la cardinalité des nombres premiers inférieurs a n. On sait que m(n) ~ n/logn.
Comparez votre estimation avec la cardinalité des nombres composés inférieurs a n (a savoir

n—m(n)).

Exemple 25 Voici une fonction filtre qui prend en entrée un tableau de short de n + 1
éléments et marque avec 1 les nombres premiers et avec 0 les autres.

void filtre (short f[], int n){
int i,];
int r =(int)(sqrt(n));
for (i=2;i<=n;i++){
flil=1;}%
for (i=2;i<=r;i++){
for (j=i; j<= n/i; j++){
flixjl=0;3}}2}
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On a donc une méthode pour générer un segment initial des nombres premiers. Considérons
maintenant le probleme de savoir si un nombre n est premier. Par exemple