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Avant-propos

Ce cours est une introduction a la théorie spectrale des opérateurs auto-
adjoints en dimension infinie et a son utilisation dans le cadre de la mécanique
quantique.

Si la plupart des outils mathématiques présentés ici sont relativement
classiques et peuvent étre trouvés dans de nombreux ouvrages [Wei87, RS72,
RS75, RS78, CFKS87, Dav95, Dav07, Tes09, Hel13], nous avons choisi d’illus-
trer ces notions dans le cadre de la physique quantique, dans une présentation
intégrée. Historiquement, la théorie des opérateurs auto-adjoints non bornés
a justement été développée par von Neumann (rejoint par Riesz, Stone, Weyl
et d’autres) a la fin des années 20 [vN32, vN30, Ste73] pour permettre une
formulation rigoureuse de la mécanique quantique, inventée quelques années
plus tot. Pour cela, en plus des travaux historiques de Cauchy sur la diago-
nalisation des matrices, von Neumann a abondamment profité des avancées
réalisées par Hilbert sur les premiers systémes de dimension infinie. !

En plus des applications en mécanique quantique, nous détaillons de
nombreux exemples illustratifs. Une partie de ce cours est tirée de précédentes
notes [Lew17] qui étaient plutot centrées sur les opérateurs a résolvante com-
pacte et sur les différentes réalisations auto-adjointes du Laplacien sur un
ouvert borné.

Le cours suppose que le lecteur a déja la maitrise des principaux concepts
de l'analyse fonctionnelle, de 'intégration de Lebesgue, de la théorie de la
mesure, de 'analyse de Fourier et de la théorie des distributions. L’appen-
dice A contient une présentation détaillée des espaces de Sobolev qui jouent
un role central dans ce cours, mais dont la connaissance préalable n’est pas
nécessaire ; les éléments utiles sont introduits ou mentionnés au long de 1’ex-
posé. Le lecteur pourra consulter par exemple [Bre94, Brel0, LL0O1, GLPV1S,
Gol18, Rem18, DR18] pour combler ses lacunes dans tous ces domaines.

La présentation de la mécanique quantique que nous faisons dans ce
cours est assez axiomatique. Nous espérons qu’elle pourra convenir a la

1. Il est amusant que le terme ‘spectre’ ait été introduit dans ce cadre par Hilbert,
mais bien avant l'invention de la mécanique quantique. Il n’était donc dans un premier
temps pas reliée au spectre que 'on obtient dans les expériences de spectroscopie en
mécanique quantique. Hilbert a lui-méme déclaré “I developed my theory of infinitely
many variables from purely mathematical interests, and even called it ‘spectral analysis’
without any presentiment that it would later find an application to the actual spectrum
of physics.” [Ste73]
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fois a ceux qui n’ont pas de notion dans ce domaine, et a ceux qui ont
déja de bonnes connaissances en physique quantique mais qui désirent en
savoir plus sur ses aspects rigoureux. Des références classiques de phy-
sique sont [LL75, FLS14, CTDL13a, CTDL13b, CTDL17, BD06]. Pour une
présentation mathématique, nous renvoyons aussi a [HS96, Tes09, Dim11,
Hall3].

Les sections dont le titre est marqué d’une étoile* sont des compléments
que le lecteur pressé pourra ignorer s’il le souhaite. Le dernier chapitre
contient une présentation de quelques développements de niveau recherche
obtenus depuis les années 80, concernant les propriétés mathématiques des
atomes et des molécules dans 'approximation de Born-Oppenheimer. C’est
un chapitre un peu plus ardu, quoique concu pour étre accessible avec les ou-
tils développés dans le cours. Bien siir, il existe de nombreux autres systemes
quantiques qui posent des questions mathématiques intéressantes et qui
peuvent étre abordés avec les connaissances acquises ici. Le lecteur intéressé
a en savoir plus pourra lire par exemple [RS78, Thi02, LS10, LSSYO05].



Chapitre 1

Introduction a la mécanique quantique :
I’atome d’hydrogene

Afin d’introduire le sujet principal de ce cours, nous commengons avec
le systeme quantique le plus simple : I’atome d’hydrogene. En plus d’avoir
joué un role historique extrémement important dans le développement de
la mécanique quantique au début du 20eme siecle, c’est aussi un systeme
possédant des propriétés mathématiques spéciales, puisqu’on peut calcu-
ler explicitement toutes les solutions (ce que nous ne ferons pas ici). Nous
commencons par rappeler le modele classique et ses défauts, avant d’in-
troduire le modele quantique. Des exposés tres similaires peuvent étre lus
dans [Lie90, Lie76, LS10].

1.1 L’atome d’hydrogeéne classique

L’atome d’hydrogene est composé d'un proton de charge +e et d'un
électron de charge —e qui interagissent par le potentiel de Coulomb. Le pro-
ton est bien plus lourd que I’électron (d’un facteur 1837) et nous suppose-
rons que c’est une particule classique ponctuelle immobile, placée en 0 € R3.
C’est l'approximation de Born-Oppenheimer [BO27]. L’électron va lui étre
décrit par la mécanique quantique, mais nous commencons par rappeler ici
le modele classique.

Rappelons que deux particules chargées interagissent avec le potentiel
de Coulomb

N2 (1.1)
47 80‘1’1 - .752|
oit les g; et x; € R3 sont, respectivement, la charge et la position des parti-
cules en question et gg est la constante diélectrique du vide. La force exercée
par la particule n° 2 sur la particule n° 1 est donc

4192 _ 4192 1 — T2

F: = -V = .
. Mdweglmy —wo|  dmeg |z — w2]3

Le potentiel de Coulomb (1.1) a deux propriétés notables. Tout d’abord
il est singulier lorsque x1 — 2 — 0, ce qui décrit le fait que deux parti-
cules de charge opposée s’attirent énormément quand elles se rapprochent.

9



10 Chapitre 1. L’atome d’hydrogene

A\ 4

FI1GURE 1.1 — L’atome d’hydrogene en mécanique classique.

Comme nous ’expliquons dans cette section, cette divergence a l’origine est
la raison premiere de l'instabilité de ’atome d’hydrogene classique. Mais la
décroissance a l'infini du potentiel est aussi un probleme important, puisque
la fonction x — 1/|x| tend lentement vers 0 et n’est pas intégrable, en di-
mension 3. Ainsi, dans un grand systéme chaque particule n’interagit pas
seulement avec ses plus proches voisins, mais également avec toutes les autres
particules méme éventuellement tres lointaines. Ceci génere des probléemes
importants de stabilité pour les systemes comprenant un grand nombre de
particules chargées... comme toute la matiere autour de nous. Essentielle-
ment, la stabilité est assurée par le fait qu’il y a des charges opposées qui
se positionnent de sorte que le systeme soit aussi neutre que possible locale-
ment, de fagon a écranter le potentiel et le faire décroitre plus rapidement. La
preuve que la matiere usuelle est stable en ce sens est difficile, méme pour le
modele quantique. Elle a généré de nombreux travaux dans les 40 dernieres
années et a mené a des développements mathématiques intéressants. !

Mais revenons maintenant a notre atome d’hydrogene classique. L’énergie
de I'unique électron est donnée par la somme de son énergie cinétique et de
son énergie potentielle d’interaction avec le proton :

_bE_ &

E = -
() 2m  4dweo|x]

(1.2)

L’instabilité se lit dans la propriété que cette fonction n’est pas minorée,
puisqu’on peut faire tendre z vers 0 indépendamment de p qui peut lui
rester fixé :

inf E(z,p) = —o0. (1.3)
z€R3
pER3

En fait, E(z,p) peut prendre toutes les valeurs possibles entre —oo et 4o0.

1. Nous verrons plus tard a la section 5.5.3 'exemple des inégalités de Lieb-Thirring.
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La propriété que E n’est pas minorée signifie que ce systéme est physi-
quement instable, puisqu’on doit imaginer que notre atome est un réservoir
infini d’énergie, qu’il peut échanger avec le monde extérieur. L’instabilité ne
peut pas se voir simplement lorsqu’on étudie le systeme isolé. Il faudrait en
principe autoriser I’atome a échanger de 1’énergie avec un second systeme, ce
que nous ne faisons pas ici car il existe de nombreuses manieres différentes
de le faire. Nous resterons plutot a un niveau intuitif.

L’instabilité peut également étre formulée dynamiquement. En mécanique
classique, I’évolution temporelle du systeme est décrite par le systeme Ha-
miltonien basé sur I’énergie F, c’est-a-dire les équations canoniques de Ha-
milton :

(1) = V,B(a(0) () = 22,
. 2 alt) (1.4)
pt) = —VxE(;r(t),p(t)) = _47r50 Wﬁ
qui fournissent ’équation de Newton
i e?  x(t)
M) = e WP

Les solutions de ces équations sont des coniques, comme la lune qui tourne
autour de la terre. L’énergie est conservée le long des trajectoires. Pour
décrire I'interaction avec le monde extérieur on peut ajouter une petite per-
turbation extrémement petite et quand méme faire tomber ’électron sur le
noyau, avec E(z(t),p(t)) — —oo. Mais ceci ne peut bien sur pas avoir lieu
avec le systéme non perturbé (1.4).

Pour un systeme Hamiltonien, les états stationnaires sont les solutions
indépendantes du temps, ce qui meéne aux équations

VpE(z,p) = £ =0,
—VzE(:r,p) —_ ¢ =« 0,

~dem e =
qui n’admettent aucune solution. Pour un potentiel V' général, un role par-
ticulier est joué par les points critiques de V (les solutions de I’équation
VV(z) = 0) qui génerent tous les états stationnaires du systeme, et par la
dérivée seconde en ces points qui est reliée a leur stabilité dynamique. Ici il
n’y en a aucun.

En plus de I'instabilité mentionnée ici, qui a été un probléme majeur en
physique a la fin du 19eme siecle, il faut aussi savoir que le modele clas-
sique ne décrit pas convenablement les résultats expérimentaux. En effet,
si on réalise une expérience de spectroscopie et qu’on observe la lumiere
émise par un gaz d’hydrogene excité, on trouve un spectre de raies, qui tra-
duisent I’existence d’énergies précises quantifiées entre lesquelles les électrons
passent par des procédés d’excitation / désexcitation. Un tel phénomene
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pourrait éventuellement étre décrit par un potentiel V(x) ayant des points
critiques a certaines énergies spéciales, mais certainement pas avec notre
potentiel de Coulomb qui n’a aucun point critique.

1.2 En mécanique quantique

1.2.1 Energie

La raison de I'instabilité de ’atome d’hydrogene classique est claire. C’est
parce qu’il est possible de faire tendre x vers 0 a p fixé, car il n’existe aucun
lien entre x et p. Dans un systeme fictif pour lequel il aurait un lien entre
x et p de sorte que |p| — +oo quand |z| — 0, I'énergie cinétique pourrait
compenser la divergence de I’énergie potentielle et rendre ’énergie totale
minorée.

La mécanique quantique est basée sur deux procédés mathématiques
principaux :

(i) Le recours a une modélisation probabiliste de I’électron. Ainsi on doit
décrire le systeme par deux mesures de probabilités, disons p qui décrit
la probabilité que I’électron soit en x € R3 et v qui décrit celle qu’il
ait une quantité de mouvement p € R3. L’énergie est bien str alors

donnée par
1 9 e? du(x)
— d — —_—.
2m /]1&3 ’p‘ V(p) 47‘&'80 /Rs |$’

(ii) L’instauration d’un lien explicite entre les deux probabilités p et v, qui
soit tel que [ps |p|?dv(p) diverge lorsque [ps 2|~ du(x) diverge (ce qui
correspond a concentrer une partie de p en 0).

I1 est évident que ’étape (i) seule ne résout rien du tout, puisqu’on peut
toujours prendre p = d, et v = 4, ce qui nous ramene au modele précédent.

Le lien entre p et v est par définition donné par la fonction d’onde qui
est une fonction ¢ € L?(R3,C) (& valeurs complexes et de carré intégrable)
telle que [ps [¢0(x)[* dz = 1. Il est alors postulé que

o u(z) = |1(x)]? est la densité de probabilité que I’électron soit en x €
R3;

e v(p) = llz(p)lz est la densité de probabilité qu’il ait une quantité de
mouvement p € R3.

Ici 12 est la transformée de Fourier de ¢ qui est définie par

o~ 1 jEP

=—— x)e "h dx 1.5
¢(p) (27Th)3/2 R3 ( ) Y ( )
pour un nombre A appelé la constante de Planck et qui doit étre déterminé
expérimentalement. La définition (1.5) est choisie de sorte que la transformée
de Fourier soit une isométrie, afin que v soit une probabilité.
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Remarque 1.1 (Spin). L’électron est un fermion de spin 1/2 et il faudrait
en principe tenir compte du spin, ce qui revient d ajouter une variable o €
{1,1} et a travailler avec (z,0) € L*(R? x {1,1},C) ~ L*(R3,C?). En
l’absence de champ magnétique, nous pouvons négliger le spin pour simplifier
l’exposé.

Rappelons qu’une fonction trés concentrée en espace a une transformée
de Fourier trés étalée. Par exemple la transformée de Fourier de e=%/2 f(x/¢)
qui est concentrée a I'échelle € (f est une fonction fixe de L?(R3,C)) est juste
(e/h)3/% f(ep/h) qui est étalée & Déchelle hi/e. Ainsi, le lien recherché en (ii)
entre position et vitesse est réalisé par la transformée de Fourier et c’est la
valeur de la constante A qui détermine ’amplitude de ce lien. A la limite
h — 0 le lien disparait.

Il est commode d’exprimer I’énergie du systeme a l’aide de ), ce qui
mene a l'expression

-~ 62 X 2
ew) =5 [ WPRwPs- = [ Mhe g

2m dmeg ||

Les deux variables (z,p) € R? x R? ont été remplacées par une seule variable
v vivant dans I’espace L?(R3, C) de dimension infinie. On peut faire tendre
I'énergie potentielle vers sa valeur classique —e?/4meg|z| en prenant |¢)|?
trés proche de la delta 6. On peut aussi faire tendre I’énergie cinétique vers
Ip|?/2m en prenant [)|? ~ §,. Mais il est impossible de faire les deux & la
fois. R -

En utilisant le fait que py(p) = —ihV(p) et le théoreme de Plancherel

4]l ;2 = [|%]| 12, nous obtenons une expression faisant uniquement intervenir
() : , , )
h e ¥ ()]

)= 1w de — / dz. 1.7

W =g [ wepa- [ PO

Nous allons maintenant simplifier la forme de I’énergie en nous placant dans
le systeme des unités atomiques. Nous faisons le changement de variable

x = (4mwegh? /me?)x’, E = (m/h%)(e*/4ney)2E’

(ce qui change également la fonction 1) et obtenons I’énergie suivante, notée
encore £ pour simplifier :

T 2
E() = ;/Rd ]Vzﬂ(m)]zdx—/w W@E . (1.8)

2]

Nous avons donc e? /4meg = h?/m = 1 et il est alors commode d’utiliser la
définition suivante de la transformée de Fourier

1

@7 Jos (z)e %P da, (1.9)

b(p) =
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ce que nous ferons dans tout le cours.

La disparition totale des parametres physiques est possible car les deux
termes de I'énergie ont des homogénéités différentes. Le terme [ |V)|? est
l'inverse du carré d’une distance ? alors que I’énergie potentielle est I'inverse
d’une distance. Si on remplace 1/|x| par 1/|z|* (ou le Laplacien par un
opérateur différentiel d’ordre un) on ne peut faire totalement disparaitre les
constantes physiques.

Pour avoir une énergie cinétique finie, il semble naturel de travailler dans
I’espace de Sobolev

HY(R?,C) == {¢ € L*(R*,C) : Vy € L*(R? C)}

ol nous rappelons que Vi est ici compris au sens des distributions. Nous
renvoyons a ’appendice A, qui contient un rappel des propriétés les plus
importantes des espaces de Sobolev. Il reste a vérifier que I’énergie potentielle
fait sens dans cet espace et a prouver la stabilité du systeme, ce que nous
faisons a la section suivante.

Dans toute la suite du cours nous utiliserons fréquemment la notation
L?*(R%), H'(R?), etc, sans préciser que les fonctions sont & valeurs complexes,
ce que nous supposerons toujours. Lorsque le contexte est clair, nous écrirons
méme parfois L2, H', etc. Nous écrirons L?(R% R), H'(R% R), etc, si les
fonctions sont supposées a valeurs réelles.

1.2.2 Stabilité

Nous allons maintenant prouver que l'atome d’hydrogeéne est stable en
mécanique quantique, en utilisant des inégalités fonctionnelles classiques.

Proposition 1.2 (Stabilité de 'atome d’hydrogene classique). La fonc-
tionnelle £ est bien définie et continue sur H'(R3). Il eriste une constante
universelle C' telle que

E)=C
pour tout 1 € H'(R?) avec / |2 = 1.
R3

Il existe de nombreuses preuves possibles de la proposition 1.2. Plus loin
nous en donnerons une extrémement simple qui permet méme d’identifier
précisément la valeur de I'infimum et du minimiseur correspondant, mais
qui ne fonctionne que pour le potentiel 1/|z|. Ici nous utilisons une preuve
plus générale qui s’adapte a de multiples situations, par exemple lorsque V
n’est pas exactement égal a 1/|x|.

Nous utiliserons ['inégalité de Sobolev suivante, rappelée et démontrée
plus loin au théoreme A.10 a ’appendice A.

2. Clest car [,5 [1(2)|* dz = 1 donc |1(z)| se comporte comme I'inverse du cube d’une
distance pour compenser le dx.
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Théoréme 1.3 (Inégalité de Sobolev en dimension d = 3). Soit ¢ €
Ll (R3) telle que Vip € L*(R?) et telle que l'ensemble {|(x)| > M} soit

de mesure finie pour tout M > 0. Alors ¢ € LS5(R3) et on a

(/RB ()| dac) 1/3 s /}R3 Vo) da (1.10)

ou Sg = (4/3)2_%77_% est la meilleure constante possible dans cette inégalité.

Remarque 1.4. Nous avons mis ici des hypothéses assez faibles sur 1 car il
n’est pas trés naturel de supposer que 1 € L*(R3), puisque la norme L?(IR?)
n’apparait pas dans l'inégalité. Pour ¢ € L?>(R3) comme c’est notre cas, les
ensembles {|1| > M} sont évidemment de mesure finie puisque

\WMZMHZ/

1
d:vg/ ()] de < oo.
{lp|=M} 217 [ V)

L’inégalité de Sobolev (1.10) est une maniere de décrire la fagon dont
I’énergie cinétique d’une fonction doit exploser lorsqu’elle se concentre en
espace. La norme L°(R?) est tres naturelle ici, car elle a la méme homogénéité
que ’énergie cinétique (lorsqu’elle est mise a la puissance 1/3). Pour le voir
on peut insérer une fonction dilatée 1)(x/¢) et vérifier que les deux termes se
comportent en 2. De facon équivalente, on peut juste compter les unités
de longueur (les “dz”) dans chaque terme de Iinégalité. Comme dz ~ L3
et V.~ L7 le terme de droite se comporte en |¢|2L et celui de gauche
en (|9|L3)Y/3 = [¢|?L. En fait une inégalité comme (1.10) ne pourrait étre
vraie pour une autre puissance p % 6 car on arriverait a une contradiction
en dilatant la fonction .

On doit penser que 'inégalité de Sobolev (1.10) est une forme de prin-
cipe d’incertitude d’Heisenberg qui fournit une contrainte entre position et
vitesse. L’inégalité usuelle d’Heisenberg prend une forme différente et elle
s’énonce d’habitude sous la forme

[V (2)|? do v [y () [? dx 1/223 [Y(x)|*dz (1.11)
R3 R3 R3

(ou une version similaire avec la variance). Malheureusement, il ne semble
pas exister de preuve mathématique de la stabilité de 'atome d’hydrogene,
qui soit uniquement basée sur cette inégalité. La raison est qu’elle fournit la
borne inférieure suivante sur 1’énergie cinétique

o([ )

V(@) da > 5 : (1.12)
43 [ et s
R3
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Il est naturel de chercher & minorer le terme de droite par [g; [1(z)|?/|z|? dz,
qui possede la bonne homogénéité. Mais, par Cauchy-Schwarz, c’est I'inégalité
inverse qui est vraie :

2
@) d )
%x%@)?i - /R W';’g'? "
R3

et on ne peut alors pas conclure.

S’il semble difficile d’utiliser I'inégalité (1.12) dans notre contexte, il est
peut-étre plus naturel de se demander si I’énergie cinétique peut étre direc-
tement minorée par [p; [¢)(x)[?|z|~? dz. Cette inégalité est vraie, comme I'a
prouvé Hardy :

u\xr 2
/R3 \Vu(z)]? dz > i/RB | &,3‘ dz. (1.13)

L’inégalité (1.13) implique donc l'inégalité de Heisenberg (1.11) (mais avec
une constante différente). Elle peut aussi étre utilisée pour prouver la sta-
bilité de I’atome d’hydrogene. La preuve de I'inégalité (1.13) et des détails
sur son utilisation pour I’atome d’hydrogene peuvent étre trouvés plus loin
a l'exercice 1.31.

Revenons maintenant a la preuve de la stabilité de 'atome d’hydrogene
basée sur I'inégalité de Sobolev.

Preuve de la proposition 1.2 avec l'inégalité de Sobolev (1.10). L’idée est de
traiter & part la singularité a ’origine en coupant l'intégrale de la fagon sui-
vante, pour r > 0 :

()2 ()2 ()2
Y dp = d dx.
/R3 El /mgr o] “/W El

En dehors de la boule de rayon r, nous estimons simplement 1/|x| par r~
comme suit :

W(»T)P -1 2 -1 2
T~ dx <r )| de <7 z)|* dx.
/M < /|| pla)fde <t [ i)

] RS

1

On borne ensuite ’énergie potentielle a I'intérieur de la boule en utilisant
I'inégalité de Holder (nous prenons 1/|z| & la puissance 3/2 et [1|? & la
puissance 3 pour faire apparaitre la norme L6) :

/ W@ 4, (/ o )2/3</ W(x)qu:>1/3
|z|<r |l" lz|<r |l“3/2 |z|<r
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A la derniére ligne nous avons utilisé 'inégalité de Sobolev (1.10). En conclu-
sion nous avons montré que

W’(w)P v < ko )2 de + r 1 12 da
[ < [ vo@Pdee [ eelRa (g

] B3

avec k= (87/3)%/3S3 ~ 0.753. Maintenant nous prenons r = 1/(2r) et
obtenons

T 2
/W @ ;/ V()2 dm+2n/ ()P, (115)

|z R3 R3

L’estimée (1.15) montre que application linéaire 1) € H'(R3) — o|z|~1/2 €
L?(R3) est bornée, donc continue. Ainsi, Iénergie £ est continue sur H*(R?)
et
E(Y) > —2/-;/ |4(x)|? dz ~ —1.506  pour / )2 =1,
. RS

R&

ce qui conclut la preuve de la proposition 1.2. O

1.2.3 Etat fondamental

Nous avons vu que 'énergie de 1’électron quantique dans ’atome d’hy-
drogene était minorée (pour des fonctions d’onde 1 normalisées dans L?).
L’étape suivante est I’étude de ’existence d’un minimiseur, appelé état fon-
damental. Le théoreme suivant fournit la valeur exacte du minimum de &
ainsi que 'unicité du minimiseur associé.

Théoréme 1.5 (Etat fondamental de I’atome d’hydrogene). L’infimum de
& sur la sphére de L*(R3) est un minimum, donné par

werg%l(aRs) E) = —5 (1.16)
fR3 W}‘Q:l

Les minimiseurs correspondants sont tous sous la forme

et?

Y(x)=—=e Pl heRr. (1.17)

Vi

Le minimiseur est donc unique, ¢ une phase prés. Ce minimiseur appartient
a H2(R3) et résout I’équation de Schrédinger indépendante du temps

(-3-m)v=-3¢ (1.18)

o chaque terme est dans L*(R3).
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Iei A = ZZ 1 I est le Laplacien. Nous verrons plus tard a la re-
marque 1.26 que les fonctions (1.17) sont aussi les seules solutions positives
de I'équation (1.18) telles que ¢ € L?(R3).

La preuve suivante est basée sur une astuce inspirée de la preuve de
I'inégalité de Hardy (1.13) qui est le sujet de 'exercice 1.31.

Démonstration. Pour ¢ € C°(R3,C) nous calculons

[ [+ o]

Vi ()| dx + 2R 31 d 2 da.
/\w B dat 2 [ D) Vo) das [ ol da

En intégrant par parties nous trouvons
—
[ G Vi) de = [ Vi) da
Re |zl s |2
o e (2)
Z/ o[

[ P
— 2 [ Wl

2
dx

dx

Ainsi, nous avons

1

T
05 [|Vee) + et

T 2
= [ Ivver i [ FEE e [ wera o

Avec un argument de densité on peut vérifier que la relation (1.19) reste
valide dans H'(R3). Nous pouvons réécrire (1.19) de la facon suivante :
2
V() + 9 (x)

1
£() = /R 3 -

Ceci montre que l'infimum de € (avec la contrainte de normalisation sur 1))
est au moins égal & —1/2. Nous pouvons rendre £(7)) égal & —1/2 en annulant
le premier terme, c’est-a-dire en trouvant toutes les fonctions ¢ € H'(R?)
telles que

X

m—;AJM@Pm. (1.20)

(@) (1.21)

|z

Vi(z) = -

pour presque tout z € R3. Il est facile de voir que ¥(x) = 71/2 e~ lal
vérifie cette propriété et appartient & H?(R?) (donc & H'(R3)). Par ailleurs,
la constante 7 1/2 a précisément été choisie pour qu’elle soit normalisée
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dans L?(R3). Nous concluons donc que Iinfimum est un minimum et qu’il
vaut exactement —1/2. On peut finalement vérifier par le calcul que ¢ =
712 ¢=17l est solution de équation de Schrodinger (1.18).

Pour I'unicité, on utilise que si 1 € H'(R3) vérifie (1.21), alors la fonc-
tion 7)(z) := el*ly(2) appartient & H! (R?) (elle n’est pas forcément de carré
intégrable & I'infini) et vérifie Vn(x) = 0 presque partout, donc au sens des
distributions. Les seules solutions de cette équation sur R? sont les solu-
tions constantes, n(x) = ¢, ce qui démontre bien que les solutions de (1.21)
dans H'(R3) sont toutes sous la forme ce~*/. Comme nous considérons uni-
quement des fonctions normalisées dans L?(R?), on doit avoir |¢| = 1/4/7,
Cest-a-dire ¢ = m1/2¢%, O

Exercice 1.6. Ecrire le calcul montrant que 1 est dans H?(R3) et est une
solution de (1.18).

Nous pouvons transformer notre information sur la valeur de 1’énergie
fondamentale de ’atome d’hydrogeéne en une inégalité, en suivant les idées
de Kato [Kat51].

Corollaire 1.7 (Inégalité de Kato). Nous avons

@) T
[ <o [ uwPder L[ wopdn 22)

pour tout ¢ € HY(R3), tout R € R3 et tout n > 0.

Démonstration. Pour R =0 et n = 1/2, c’est exactement notre inégalité sur
I’énergie fondamentale de ’atome d’hydrogene

1 212 de — ¥ (@) " 1 22 de
5 | IVi@Pde— [ e 5 [ )P d.

|z

Nous pouvons obtenir (1.22) pour tout 7 > 0 et tout R € R? en appliquant
cette inégalité & la fonction dilatée et translatée (2n)3/ 27?(2771’ + R). 11 suffit
alors d’effectuer les changements de variables appropriés. O

1.3 Vers la théorie spectrale

Nous avons vu au théoreme 1.5 que le minimiseur de ’énergie de ’électron
dans I'atome d’hydrogene est unique (a une phase pres et sous la contrainte
[ L2(rsy = 1) et résout Iéquation

HY = =,

ou H est 'opérateur

Hw=-=__ 1.23
2 Tl (1.23)
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appelé Hamiltonien. Ce n’est pas une grande surprise. Si ¢ est assez réguliere,
par exemple ¢ € H?(R3), on peut intégrer par parties I’énergie cinétique et

obtenir
5@@==<w,<—§-—;ﬂ>w> (1.24)

ot (-,-) est le produit scalaire usuel de L?(R3) :

()= [ F@g(o) o

Nous voyons donc que &€ n’est rien d’autre que la forme quadratique associée
a Vopérateur H = —A/2 — 1/|z|. Or, rappelons que pour toute matrice
hermitienne A de taille d x d, la plus petite valeur propre de A s’obtient par
la formule variationnelle

De fagon similaire, on s’attend donc ici a ce que —1/2 soit la premiere valeur
propre de 'opérateur H = —A/2 — 1/|z|. Il faut cependant donner un sens
rigoureux a cette assertion, et c’est I’objectif principal de ce cours.

Notons que I'on peut trouver l'opérateur H = —A /2 —1/|z| directement
a partir de I’énergie classique E(z,p) = |p|?/2 — 1/|x| en remplacant p par
—iV, un procédé appelé (premiere) quantification et qui est ici réalisé par
la transformée de Fourier. Nous y reviendrons rapidement un peu plus tard
a la section 1.6.5.

Remarque 1.8. Que ce soit dans C ou en dimension infinie, on peut voir
les solutions de I’équation Hp = AP comme les points critiques de la forme
quadratique (1, H) sur la sphére unité {|[v|| = 1}. En effet, le gradient
de cette fonctionnelle est (au moins formellement) 2Hv mais comme on
travaille sur la sphére, ce gradient doit étre projeté sur l’espace tangent a
la sphére en 1, qui est {Y}*. Ainsi, Uéquation Hy € C qui équivaut
Hvy = A\, consiste juste a dire que v est un point critique de € sur la
sphére unité.

Sans avoir recours a la théorie spectrale, on peut énoncer le théoreme
suivant, que nous ne démontrerons pas ici.

Théoréme 1.9 (Spectre de 'atome d’hydrogene). Les solutions non nulles
Y € HY(R3) de I’équation

(§;>¢:A¢ (1.25)

au sens des distributions sur R3, sont toutes dans H*(R3) et existent si et
seulement st

1 x
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Nous retrouvons ici le célebre spectre de ’atome d’hydrogene. Les énergies
trés spéciales, quantifiées, correspondent aux états stationnaires entre les-
quels I’électron peut naviguer en fonction de I’énergie qu’il échange avec le
monde extérieur. La solution v correspondant & A = —1/2 est appelé état
fondamental, alors que les suivantes sont appelées états excités.

Exercice 1.10. En utilisant l'inégalité de Hardy (1.13), montrer que si
Y € HY(R3) satisfait I’équation (1.25), alors ¢ € H*(R3).3

La théorie spectrale que nous allons développer en détails dans ce cours
permet de prouver que les A < 0 possibles sont forcément quantifiés et
tendent vers 0. Par contre, pour montrer la formule explicite (1.26) il faut
calculer ces valeurs propres explicitement, ce qui est un peu fastidieux et
que nous ne ferons pas ici. Le calcul est basé sur le fait que le modele
est invariant par rotations autour de l'origine 0 € R?, ce qui permet de
se ramener a travailler dans les sous-espaces propres du moment angulaire
(section 4.7.3) [Tes09, Hall3, BLR12]. A la fin, on se rameéne & une équation
différentielle ordinaire pour la partie radiale de v, sous la forme

) = Ly + 5D

2 r 2r2

ou ¢ € N, équation qu’il faut ensuite résoudre explicitement. Il faut ici
déterminer les valeurs possibles de f(0) ou f’(0) de sorte que I'unique so-
lution, donnée par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, tende vers 0 a I'infini
pour que la fonction correspondante soit dans L?(R3).4

Le fait qu’il ne puisse pas y avoir de valeur propre positive ou nulle suit de
identité du Viriel® qui stipule que toute solution H!(R3) de I’équation (1.25)
doit nécessairement satisfaire

/ yv¢(x)12dx=/ )" dz, (1.27)
R3 R3

|z

Fr) = ) = A (r)

ce qui implique immédiatement

1 2 |¢($)|2 1 2
)\_Q/RS V()] dx—/R3 - dx——2/Rg|V¢(:c)\ dz < 0.

Il ne peut donc pas y avoir de valeur propre positive ou nulle. L’identité
du Viriel (1.27) peut s’obtenir en multipliant I’équation par (3/2)y(z) +

3. Nous montrerons plus tard & la section 3.1 du chapitre 3 qu’il suffit en fait de
supposer que ¥ € L?(R®) pour en déduire que o) € H?(R?).

4. Si £ = 0 on prend toujours f'(0) = 0 et on doit déterminer f(0). Ceci vient du fait
que le secteur £ = 0 correspond aux fonctions radiales dans R®, qui sont paires. Par contre,
si £ > 1 on doit considérer f(0) = 0 et varier f'(0) car le terme £(¢£ + 1)/r? diverge trop
vite & lorigine.

5. La relation (1.27) est parfois aussi appelée identité de PohoZaev, du nom de ce-
lui qui semble avoir été I'un des premiers a l'utiliser pour étudier des équations non
linéaires [Poh65].
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x - Vip(z) et en intégrant par parties. Ceci requiert de vérifier que tout les
termes font sens dans H'(R3), ce que nous ne discuterons pas ici. Nous y
reviendrons plus tard a la section 4.7.5.

Exercice 1.11 (Viriel/Pohozaev). En supposant que 1 est suffisamment
réguliere et tend vers 0 suffisamment vite a l'infini, de sorte que tout fasse
sens, écrire le calcul menant a l'identité du Viriel (1.27) en multipliant
léquation auz valeurs propres (1.25) par la fonction (3/2)Y(x) + x - Vip(x)
et en intégrant par parties.

La relation (1.27) peut aussi étre vue comme une condition de station-
narité dans une direction particuliere, celle correspondant a appliquer des
petites dilatations & 1. Considérons en effet la fonction ¥, (x) = o/ %y (ax)
avec o > 0. Apres changement de variable, on trouve que 1’énergie de v,

o 2 (@)
(0] o
E(a) = 2/R3 |Vop(z)|? do — a/RS 2] dz.

Comme 1, appartient a la sphere unité pour tout a et que ¢ est un état
stationnaire, on doit nécessairement avoir

d

%5(1/@)@:1 =0,

ce qui fournit précisément (1.27). Un calcul plus explicite de la dérivée four-

nit
d d
%g(wa)\azl = 2§Q< <Cl0[¢a> - 7H¢> =0

o, bien sir,

i X)) = 3a1/2 ax 043/2117' ax
(da¢a)|a:1<>—< (o) + 0 Vil >>

a=1

= J0(@) & V()

et c’est pour cette raison qu’il faut intégrer 1’équation contre cette fonc-
tion. En d’autres termes, étudier les petites variations de 1 sous 'action
des dilatations revient a regarder la dérivée directionnelle dans la direction
(3/2)1 + - V4. Nous en reparlerons a la section 4.7.5 du chapitre 4.

Apres plusieurs chapitres nous pourrons montrer que le spectre a la forme
donnée a la figure 1.2. Il n’est pas constitué seulement de valeurs propres
négatives, mais contient également du spectre continu sur tout l'intervalle
[0, 0), typique de la dimension infinie. On doit imaginer ce spectre continu
comme des “quasi valeurs propres” au sens ou on peut fabriquer une suite
() € H?(R3) avec ||n]| = 1, qui résout presque 1’équation (1.25), mais
telle que 1, — 0 faiblement, de sorte qu’'un passage a la limite ne fournit
aucune solution non triviale de (1.25). Rappelons qu’il n’y a aucune valeur
propre positive ou nulle.
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état fondamental 0 spectre continu

—
états excités

FI1GURE 1.2 — Forme du spectre du Hamiltonien décrivant 1’électron quan-
tique dans ’atome d’hydrogene et, plus généralement, une grande classe
d’opérateurs sous la forme H = —A + V(z).

Exercice 1.12 (Valeurs propres approchées). Soit x € C°(R3) telle que
Jgs Ix|? = 1. On considére la suite de fonctions

Un(z) = eik'xn_3/2x(3:/n).

A1 |K?
(-5 ) v

fortement dans L?(R?) et que 1, — 0 faiblement dans H?(R?). Inversement,
montrer que si A < 0, il n'eviste aucune suite (V) C H?(R3) telle que
l¥nll2msy =1 et ¥n — 0 faiblement dans H'(R?) et telle que

A 1
(-3 woo

Montrer que

fortement dans L*(R3). Ainsi il n’y a aucune “quasi valeur propre” dans
] —00,0[.

1.4 L’équation de Schrodinger dépendant du temps

Jusqu’a présent nous n’avons parlé que du probleme stationnaire. Nous
discutons maintenant de I’équation de Schrodinger dépendant du temps.

En principe, cette équation est juste définie comme le systeme Hamilto-
nien associé a I’énergie £(1)). Ainsi I’énergie sera automatiquement conservée
le long des trajectoires. Mais un systeme Hamiltonien requiert deux va-
riables et une forme symplectique, et le lecteur est peut-étre inquiet de
voir que n’avons qu’une seule variable 1. Il se trouve que v contient bien
deux variables puisqu’elle est a valeurs complexes! Ceci justifie pleinement
I'utilisation de fonctions a valeurs complexes dans la théorie, ce qui n’était
peut-étre pas tres clair (et en fait pas tellement indispensable) lors de ’étude
du probleme indépendant du temps.

Si on écrit ¥ = 1)1 + i1he, on trouve immédiatement

E(p) = E(Wr) + E(22).
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On peut alors considérer le systeme Hamiltonien

o 0E B
e %(1/1) = 2H1
O OE B
rre 37)1(«#) = —2Hin
que 'on peut réécrire en une seule équation sous la forme
0y
— =2H
"ot 4

qui est I’équation de Schrodinger dépendant du temps. Dans ce formalisme,
la forme symplectique est donc donnée par la multiplication par ¢. On peut
bien str enlever le facteur 2 changeant d’unité de temps, ce qui fournit la
célebre équation de Schrodinger

O

ig, = H. (1.28)

Un calcul formel montre que la norme L? et I'énergie de toute solution est
conservée au cours du temps :

Gew®) =5 [ Pz o

La conservation de la norme L? est évidemment cruciale pour que notre
interprétation probabiliste de [1]? et ]zZ]Q persiste pour tout temps le long
des trajectoires. Nous étudierons 1’équation de Schrodinger rigoureusement
a la section 4.6 du chapitre 4.

On peut se demander s’il existe un lien ‘formel” entre les équations de
Hamilton (1.4) et I’équation de Schrodinger (1.28). Nous travaillons dans
un systeme d’unité o h = 1, il ne s’agit pas ici de regarder la limite
semi-classique 2 — 0, pour laquelle on a en effet bien convergence vers
les équations de Newton, en un sens approprié. Nous voulons plutot com-
prendre le comportement des positions et vitesses moyennes de la solution de
Schrédinger. En fait, si nous utilisons les notations abrégées (A), = (A, 1)

et p = —iV, un calcul (formel) montre que
d
dt "' ! (1.29)

d
D) = —(TV (@),

des équations qui sont habituellement appelées relations d’Ehrenfest [Ehr27].
Nous voyons donc que les équations de Hamilton restent d’une certaine
maniere vraies en moyenne, a condition de bien remarquer que

(VV(2)), # VV({z),)

sinon on retrouverait exactement les équations classiques (1.4).
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Exercice 1.13. Vérifier la validité de (1.29), en supposant l’existence d’une
solution ¥ (t) suffisamment lisse et qui décroit suffisamment rapidement pour
que tout fasse sens.

Nous terminons cette section par une remarque concernant le lien entre
les fonctions propres de 'opérateur H et 1’équation dépendant du temps.
Le terme “solution stationnaire” est peut-étre source de confusion, car si
on suppose que ¥ est indépendant du temps, on trouve ’équation Hy = 0
et non Hi¢Y = M. La raison est que notre modele est invariant par les
“changements de phase”, c’est-a-dire par la multiplication par un complexe
de module 1 sous la forme ¢ — €?1). Comme la fonction d’onde 1) n’a
pas de réalité physique et que toutes les quantités physiques calculées a
partir de ¢ sont invariantes par multiplication par ¢ (nous reviendrons
plus longuement sur cet aspect a la section 1.6), nous devrions travailler
plutoét modulo les phases, c’est-a-dire dans le quotient de la spheére de L2
par la relation d’équivalence

U1~y = FIER : )y =Y.

Ainsi, lorsque nous disons que ¥ est indépendante du temps, nous devons
toujours penser “modulo une phase”. Ceci revient alors & considérer des
fonctions sous la forme ¢??®) ot ¢ ne dépend pas du temps. En injectant
dans I’équation (1.28) on trouve

Hp = —0'(t)y

pour tout t. Comme 1) ne peut pas étre une fonction propre associée a
plusieurs valeurs propres différentes, on en déduit que €'(t) = A est constant.
Ainsi les solutions stationnaires sont précisément celles sous la forme

P(t) = e My,  Hipg = Mo. (1.30)

La phase dépend ainsi linéairement du temps, mais ceci ne joue aucun role
dans notre modélisation, toutes les quantités importantes calculées a partir
de 7 seront bien indépendantes du temps.

1.5 Un théoreme général pour une particule

Apres avoir discuté de 'atome d’hydrogene, nous démontrons mainte-
nant un théoreme plus général, couvrant le cas d’'une particule quantique
dans R? (avec d > 1), soumise & un potentiel extérieur V' quelconque, satis-
faisant la condition qu’il tend vers 0 a I’infini. C’est-a-dire, nous considérons
la fonctionnelle

E() = /R (V)P + / V(@) b (2)|? da.

R4
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L’étude réalisée dans cette section est dans le méme esprit que [LLO1, Chap. 11].
Dans toute cette section nous supposons que
V € IP(RY,R) + L*®°(R?, R)
est une fonction a valeurs réelles, avec

p=1 sid=1,
p>1 sid=2, (1.31)
p=49 sid>3.

Cela signifie qu’on peut écrire V. = V3 + V5 ou Vi € Lp(Rd) et Vo €
L>®(R%). Cette décomposition n’est évidemment pas unique. Les valeurs de
p dans (1.31) ont été choisies en fonction des injections de Sobolev, de sorte
que le terme d’énergie potentielle fasse sens dans H'(R%). Le lemme suivant
contient les propriétés les plus importantes du terme faisant intervenir le
potentiel V.

Lemme 1.14 (Energie potentielle). Soitd > 1 etV € LP(R?, R)+L>°(R?, R)
avec p vérifiant (1.31). Alors |V (x)|Y?*y appartient o L*(RY) pour tout
Y € HY(RY). Pour tout e > 0, il existe une constante C- telle que

'/Rd V(x)W(x)P dx| < /Rd V()] W(m’)!Qda:

2 2
§5/Rd V() d;v—l—C’E/Rd (@) Pde.  (1.32)

Si de plus V- — 0 a linfini, alors Uapplication
v [ Vil ds

est faiblement continue. C’est-a-dire, si 1, — 1 faiblement dans H'(RY),
alors on a

lim V(@ywn(:ﬁ)y?d:ﬂ:/w V() i(2)|? da.

n—oo Rd

Remarque 1.15. L’énergie potentielle n’est en général pas faiblement conti-
nue st V. - 0 a Uinfini. Par exemple pour V.= 1 on trouve simplement
Jpa [¥(x) 2 dx qui west pas faiblement continu.

Remarque 1.16. Si on a V € LI(RY) avec ¢ > max(1,d/2) en dimension
d # 2, alors V € LP(R?) + L>®(R%) ou p vérifie (1.31). En effet, on peut
écrire V. =VI1(|[V| < M)+ V1(|V| > M) avec VI(|V| < M) € L®(RY) et
V1(|V| > M) € LP(R?), puisque

/ |V (x)|P dox < Mq_p/ |V (z)]?dr < oo.
V<M V<M

Ainsi, Uhypothese (1.31) est la plus générale possible dans les espaces de type
LP.
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Démonstration. Nous pouvons directement majorer [, |V|[1|%. L'idée est
bien stur d’écrire V = Vi 4+ V5 et d’estimer les deux termes séparément.
Cependant, le lecteur averti aura remarqué que l'exposant choisi pour p va
nous amener a faire intervenir I’exposant critique de I'injection de Sobolev,
ce qui risque de ne pas permettre d’avoir l'estimée (1.32) avec un ¢ aussi
petit que 'on veut. L’astuce consiste & noter dans un premier temps que
I’on peut écrire

Vi = W(Vi| = M) + Vi1([Vi] < M)

ot le second terme est dans L°(R%) et peut étre ajouté a Va, alors que le
premier est aussi petit que 1’on veut dans LP(R?), puisque par convergence
dominée

lim |Vi(x)|P dx = 0.
M—o00 |V1‘ZM

En d’autres termes, cet argument montre que les fonctions de LP + L avec
1 < p < oo peuvent toujours s’écrire V1 + Vo avec Vi aussi petit que 'on
veut dans LP. En revenant a notre énergie potentielle, nous obtenons

[ Iv@lewp i
< /V1|>M |V1($)‘ ‘w(x)‘de + (M+ ”VQHLOO(]Rd)) /Rd ’¢($)|2 dx

< IVALVE] = M)lgagay 1013 gy + (M + Vel ) | 10022 o

ou p' =p/(p—1) est 'exposant conjugué de p.
En dimension d > 3, on trouve 2p’ = 2d/(d—2) qui est I’exposant critique
de Sobolev, pour lequel on a I'inégalité similaire & (1.10)

2 2

<
91 g o <50 [ V0@ da (1.3
(voir le théoréeme A.10 & l'appendice A). On a donc prouvé, comme voulu,
que

/ V(@) (@) de < C|ViL(Vi] = M)HLP(Rd)/ V()| da
R4 Rd

4 (M4 WVall ) [ (@) da,
Rd

ou la constante devant le gradient peut étre choisie aussi petite que I’on veut
en prenant M tres grand.

En dimension d = 2, la contrainte p > 1 implique que 2p’ < oo et on
peut alors utiliser 'inégalité sous-critique

1/2
1l v 2y < C IV 22z + 13 0en)) -
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En dimension d = 1 on a p = 1 de sorte que 2p’ = oo mais on a bien
I'inégalité

1/2
1l @y < C (IV913ag) + Il3em))

On trouve donc dans ces deux cas
L V@l @R de < CIVEIVE] = M)laqeey [ V0GP da

+ (M Vall gty + C IVEVAL 2 M) [ ()P da
Rd

qui permet de conclure de la méme fagon.

Il reste a prouver la continuité faible lorsque V' — 0 a I’infini. Cette fois,
Phypothese signifie que [|V|| 0 ga\ g, tend vers 0 quand R — oo (ici Bg
est la boule centrée en 0 de rayon R). Bien sur la restriction V1p, de V' a
la boule Bg appartient toujours & LP(RY) + L>®(RY).

Soit donc 1/, — 1) une suite qui converge faiblement dans H'(R?). Par
les injections de Sobolev, on en déduit que la convergence faible est aussi
vraie dans L2(R%) N L% (RY). Par ailleurs, le théoreme A.16 de Rellich-
Kondrachov rappelé a I'appendice A implique la convergence forte locale
dans L?(R9), ce qui signifie en fait que 1, — 1 fortement dans L9(Bg) pour
tous 2 < ¢ < 2p’. En dimensions d = 1 et d = 2, on a méme convergence
dans LQP/(BR) car 'exposant est sous-critique. Par contre, la convergence
n’est que faible dans L2’ (Bg) en dimension d > 3. Comme |¢),,|? est bornée
dans L¥ (BRr), elle admet aussi des limites faibles dans cet espace. Mais
comme 1,2 — || fortement dans L'(Bg), on conclut que I'on a aussi
1|2 — [1|? faiblement dans L¥' (Bg). Ceci montre donc que, dans tous les
cas, on peut passer a la limite dans 'intégrale sur la boule By :

i [ V@l@Pdo= [ V@) d
car V1p, appartient a LP(Bpg), et par définition de la convergence faible.

On peut alors conclure par un ‘argument en ¢/2’. C’est-a-dire, on se
donne un € > 0 et on commence par estimer l'intégrale en dehors d’une
boule Bi uniformément par rapport n par

Lo V@l@Pde— [ V@@ ds
R\ Bp

RN\ Br

< WVl sy (1220 + 1913 2(m0) ) < C IV o -

Nous avons utilisé ici que (t/,,) est bornée dans H'(R?) donc dans L?(R%).
Comme V — 0 a l'infini par hypothese, on peut alors choisir R de sorte que

3
§§7

/ V() o () 2 it / V(@) ()2 da
RI\Bg

RN\Bg
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pour tout n. Ensuite, pour ce R fixé, on a pour n assez grand

/BR V(@) (s de/ V(@)lp()? da| <

comme nous avons expliqué précédemment. Au total on a bien

[ v@ls@Pis- [ v ) <

pour n assez grand, comme il fallait démontrer. ]

< £
2’

L’inégalité (1.32) montre immédiatement que £ est bien définie et conti-
nue sur H'(R%), avec I’estimée

1
ew) =g [ IVe@lde-Cup [ p@Pd (130

en prenant € = 1/2. Ainsi, le modele est stable et on peut poser

I:= inf £&E(W)
YeH (RY)
f]Rd ‘wP:l

Nous étudions maintenant quand I est un minimum.

Théoréme 1.17 (Une particule quantique : existence). Soitd > 1 et V €
LP(RE R) + L>®(R4,R) avec p vérifiant (1.31) et V — 0 a Uinfini. Alors on
a toujours

1<0.

e Si I =0, il existe toujours une suite minimisante (1,) C H'(R?) telle que
|¥nllr2may = 1 et ¢ — O faiblement. L’infimum peut étre ou ne pas étre
atteint.

e Si I <0, alors toutes les suites minimisantes convergent fortement dans
HY(RY), & sous-suite prés. En particulier, Uinfimum est un minimum, et il
existe toujours au moins un MmMinimiseur.

Démonstration. Soit x une fonction quelconque de H'(R?) telle que Jra IXI? =
1. Considérons la suite de fonctions dilatées

Xo(z) = n~Px(x/n).

Alors on a x, — 0 au sens des distributions et, comme

1
/ V(@) d = / Vx(@) de, / n (@) d = / (@) de,
Rd n Rd R4 R4
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la suite x,, est bornée dans H'(R?) et on doit donc avoir x, — 0 faiblement
dans H'! (Rd). On en déduit d’apres le lemme 1.14 que

lim V(z)|xn(z)?dz =0

n—oo Rd
et donc que E(x,) — 0. Par définition de l'infimum ceci montre que I < 0.
Si I = 0, cette suite convient pour satisfaire les propriétés de I’énoncé.

Supposons maintenant que I < 0 et considérons une suite minimisante

(¢,). Nous commencons par remarquer que (¢,,) est bornée dans H'(R?)
puisque |92 = 1 et d’apres 'inégalité (1.34). Donc quitte & extraire une
sous-suite on peut supposer que 9, — 1) faiblement dans H'(R?). D’apres
le lemme 1.14 nous en déduisons que

im [ V(@) |n(2)]? dz = /

n—oo Rd R

V@) dr.
En particulier
e = [ IVi@Pdo+ [ V@@ e+ ol

et puisque &(tr,) tend vers I, lanorme du gradient [pq |Vipn(2)|? do converge.
A cause de la convergence faible on a toujours

liminf/ |V, ()| dx = lim/ Vzpn(x)\?dxz/ 'V (2)| de,
Rd n—00 Jpd R

n—oo

1 = liminf /Rd | ()| dz > /d [v(2)|? da.

n—oo R

L’inégalité sur la limite du gradient fournit donc
1> [ [V@Pde+ [ V@@ =ew),
R Rd

Nous pouvons tout de suite remarquer que la limite faible ¢ de la suite (1)
ne peut étre nulle car sinon on aurait I > 0, qui contredit ’hypothese que
1 < 0. Puisque 9 # 0, nous pouvons alors écrire

Y
0212 EW) = 1622 € (ku > (102 g 1.
L2(RY)
Comme [[¢)||f2ray < 1 et I < 0 ceci montre que |[1)]|;2gay = 1, donc que

Y, — 1 fortement dans L?(RY), avec £(3p) = I. La limite 1) est donc un
minimiseur. En revenant aux limite ci-dessus, on trouve aussi que

— 00

@inf/w Vi ()2 dae = /R V()2 da,
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qui implique la convergence forte dans H'(R?). Pour résumer, nous avons
bien montré que dans le cas ou I < 0, toute suite minimisante possede une
sous-suite qui converge fortement dans H'(R?), et que les limites possibles
sont toutes des minimiseurs. O

La proposition suivante fournit une condition relativement simple avec
laquelle on peut démontrer que I < 0, et qui s’applique par ailleurs a I’atome
d’hydrogene.

Proposition 1.18 (Existencesi V ~ —|z|™® avec 0 < a < 2). Si la fonction
V € LP(RY R) + L=(R4 R) tend vers 0 a linfini tout en vérifiant

Viz) < -— ¢

— |x‘a7

pour |z| > R

avecc >0 et 0 < a<?2, alors I <0 et on a donc existence d’un minimum.

Démonstration. Soit x € C°(Bs \ Bp) a support dans la couronne située
entre les boules de rayon 1 et 2, et telle que fRd |x|?> = 1. Nous dilatons x
comme précédemment en définissant x,(z) = n~%2y(z/n). Apres change-
ment de variables nous obtenons

1
Elxn) = — [ |Vx(@)]? dx+/ V(na)|x(z)[? de
n Rd 32\31
1 2
<= | |Vx(@)dx— % \X(wll p
" m = JB2\By |.7,‘|

qui est négatif pour n assez grand, puisque 0 < « < 2 donc le terme en n=%

est dominant. O

La condition que a < 2 est optimale. Si le potentiel décroit plus vite a
I’infini, il est possible d’avoir I = 0, méme si V' est négatif. En fait, il suffit
juste que V soit assez petit dans L%2(R?), en dimension d > 3.6

Proposition 1.19 (Non-existence si V' est petit dans L%2(R%)). En dimen-
sion d > 3, si

VIl par2(ray < (Sa)~
ot Sy est la meilleure constante de Sobolev apparaissant dans (1.33), alors
on a I =0 et Uinfimum n’est pas atteint.

Démonstration. Comme précédemment, on utilise les inégalités de Holder
et de Sobolev (1.33) pour estimer

2 2
£w) 2 [ IVo@) do = IVl I g

> <1 — HVHLd/Z(Rd) Sd) / ’vw(;(;)’Q dx.
Rd

6. La situation est plus compliquée en dimensions d = 1,2 ol le minimum est toujours
atteint si par exemple V' < 0 partout, quelle que soit sa décroissance [RS78, Thm. XIII.11].
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Ceci montre que £ > 0 donc I = 0. Si £(y) = 0, alors on doit avoir
par l'inégalité précédente Vi) = 0 donc ¢y = 0, qui contredit la contrainte
Jga [¥]* =1. 1l 0’y a donc pas de minimiseur. O

Il est maintenant temps d’étudier I'unicité du minimiseur, lorsqu’il existe.
Nous énongons un théoreme général, mais nous n’en donnerons la preuve
complete qu’avec des hypotheses supplémentaires sur V.

Théoréme 1.20 (Une particule quantique : unicité). Soit d > 1 et V €
LP(RY R) + L¥(R% R) avec p vérifiant (1.31) et V. — 0 a Uinfini. Si I est
atteint, alors les minimiseurs sont uniques a une phase preés. Ils s’écrivent
tous sous la forme

e, 0 eR

avec Y € Hl(Rd) une fonction strictement positive sur R?, qui est solution
de ’équation

(- 2+ V@) =@ (1.35)
au sens des distributions et dans H™'(R?).

Remarque 1.21. L’unicité du minimiseur dans le cas quantique est a
mettre en paralléle avec le cas classique, pour lequel il n’y a pas unicité
en général. En effet, st une fonction V atteint son minimum en plusieurs
points, la fonction E(x,p) = |p|> + V(x) posséde alors plusieurs minima
distincts. Lintuition est que le modéle quantique fournit un minimiseur
unique, mais qui sera typiquement localisé dans tous les puits a la fois.

Démonstration. On suppose que 1) € H'(R?) avec %[ L2(ray = 1 est un mi-
nimiseur pour le probléme de minimisation I. Nous commengons par montrer
que 1 est solution de I’équation (1.35). C’est un argument tres général qui
consiste juste a dire que £ doit étre stationnaire en v sur la sphere unité
{yp € HY(R?Y) : |9||z2 = 1}. Pour cela il n’est pas nécessaire de parler
de dérivée en dimension infinie, nous pouvons nous contenter de regarder la
dérivée dans une direction, ce qui revient a calculer une dérivée en dimen-
sion 1. Soit donc 0 # x € H'(R?) une fonction quelconque (la direction dans
laquelle nous allons calculer la dérivée de 1’énergie). Nous définissons alors

P +ex

T w2 S
Y+ exll e e

Comme x # 0, on a
o+ exlages = [ (@) +ex(o) do
R4

= 1+26§]%/Rdw(x)x(m) dx + & /Rd Ix(x)|? dz
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qui ne s’annule pas pour ¢ assez petit. Ainsi 1. est une fonction bien définie
dans H'(R?), qui est normalisée dans L?(R?). Maintenant, on écrit que la
fonction € — £(1)z) atteint son minimum en ¢ = 0 et donc que sa dérivée
s’annule en 0. Le résultat du calcul est :

R (/R Vi) - V() de + /R V() p(@)x(x) dz — I/Rd D@ (@) da:) _o.
(1.36)

Comme 1’équation est valable pour tout x € H'(R?), nous pouvons rempla-
cer x par iy et ainsi enlever la partie réelle :

[, V0@ Vx@)do+ [ Vie) i) da -1 [ eina)do=o.
Rd R4 Rd
(1.37)
Comme
H-1(®4) (A, X) g1 (may = (VU VX) 12(rey

par définition, ceci signifie exactement que 9 résout (1.35) dans H~1(R%).
Si on se restreint & x € C°(R?), on retrouve exactement la définition de la
validité de I’équation au sens des distributions.

Il faut maintenant montrer I'unicité a une phase pres. La preuve repose
sur deux résultats importants. Le premier est le lemme fondamental suivant,

tiré de [LLO1, Thm 6.17 & Thm. 7.8].

Lemme 1.22 (Convexité des gradients). Pour tout f,g € H'(R* R) on a
V 2+ g2 € HY(RYR) avec linégalité

VI @)+ [Vg(@)? = [TV + g(a)

2
’ (1.38)

presque partout. Si f2 + g> > 0 sur RY, alors on a égalité dans (1.38) pour

presque tout x € RY, si et seulement si f = ar\/f2+ g2 et g = b\/f2 + ¢2

presque partout, pour des constantes a,b € R avec a® + b* = 1.

Nous remarquons que l'inégalité peut étre réécrite sous la forme
[VF(z)] = |[V|F|(z)|

pour toute fonction F' = f + ig a valeurs complexes. En intégrant, elle
implique que

/ VF(x)|2dx>/ V|F|(2)|"de,  VF e H'(RY. (1.39)
Rd Rd

Si |F| > 0 sur R? le cas d’égalité correspond alors & F = €| F| pour
un 0 € [0,27[. Rappelons que pour des fonctions mesurables, la condition
24 g% > 0 sur R¢ signifie que pour toute boule B (de centre et rayon
quelconque), on a f2 + g% > ep > 0 presque partout sur B.
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Preuve du lemme 1.22. Pour € > 0, considérons la fonction
F.=\f*+g*+e?—¢
qui vérifie
0 < Fe < |f[+]g]

donc appartient a L? (Rd)7 et qui converge presque partout (donc au sens des
distributions) vers \/f2 + ¢g2. Nous prétendons que F. appartient & H'(R?)
et que son gradient est la fonction

f(Wﬂ) (Wm)

VI (z)= NIT) s (1.40)
dont le carré vaut
_ f@) Vi) + g(x)Vg(z)?
’vFE(Sﬂ)F - f(l‘)2 +g($)2 +€2
T ) — f(z x)|?
=HU@N”HVM@F—W(§ggngJX§)| (1.41)
<|Vf(@)]? + V() (1.42)

Pour obtenir toutes ces formules avec I'hypothese que f,g € H'(R?) on
peut commencer par faire le calcul avec f,g € Cg° (RY) et ensuite raison-
ner par densité. Le terme & droite de (1.40) est bien défini dans L%(R%)
d’apres (1.42) et il est continu pour la convergence forte de H'(R?) car
cette derniere implique la convergence presque partout par le théoreme de
Rellich-Kondrachov.

Exercice 1.23. Montrer la validité des formules (1.40) et (1.41) dans H'(R%)
en utilisant un argument de densité.

Maintenant nous pouvons prendre € — 0. La suite VF; est bornée dans
L?(R%) et sa limite 1/ f2 + g2 au sens des distributions doit donc appartenir
a H'(R?), avec I'estimée annoncée

V12 + @(@)|* < V(@) + V()%

presque partout dans R%. Plus précisément, en passant & la limite dans (1.41)
et en utilisant que

g(z) 0 sur {g =0}

H T
V@2 + g(x)? + &2 o0 7}0(;)(2:9(@2 sur {g # 0},

nous obtenons la formule
IV + (@) = [V ()] + V()]

( )ﬂg¢0(x)

VI@)?+g(x)?

f(@)Lg20(2)

VI (@)? +g(x)?

sV () -
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pour tout f,g € H'(R?). Lorsque f2+ g% > 0, il y a égalité si et seulement
si

9(@)Lgz0(x)V f(2) = f(2)1s20(2)Vy(2)
pour presque tout 2 € R%, ce qui équivaut a
9(@)V f(z) = f(z)Vy(z)
pour presque tout z € RY Par des arguments similaires & précédemment,

on a pour h = 4/ f2 + g2

vl (@) = 9D (4@)V (@) - f(@)Va(a))

et

vi@)= -7 o 9@V (@) = [ (@) V()

presque partout sur R A cause du dénominateur, ces fonctions appar-
tiennent a priori seulement & Hﬁ)C(Rd), ce qui est suffisant pour raisonner
au sens des distributions. On en déduit bien que f = ah et g = bh avec

a® 4+ b? = 1. La réciproque est évidente. O

Nous aurons besoin d’un deuxieme outil tres important, que nous n’allons
pas démontrer dans tous les détails.

Théoréme 1.24 (Principe du maximum fort). Soitd > 1 et V € LP(R? R)+
L®(R4,R) avec p vérifiant (1.31). Soit f € HY(RY) une fonction positive
ou nulle, mais non identiguement nulle, telle que —Af + V f appartient a
Lz(Rd) et est positive ou nulle presque partout :

~Af(@)+ V(@) f(x) > 0.

Alors f > 0 partout.

L’intuition du théoreme est la suivante. Prenons f une fonction tres lisse
satisfaisant les hypotheses du théoreme, et supposons que f s’annule en xg.
Alors x est un point de minimum et ainsi la matrice hessienne Hessf ()
est positive, c’est-a-dire n’a que des valeurs propres positives ou nulles. En
particulier A f(zg) > 0. Mais I’équation implique a 'inverse que A f(zg) < 0
car f(zg) = 0, et ainsi Hessf(xg) = 0. Nous voyons que f doit s’annuler plus
vite que prévu en xg. Le théoreme énonce que ’on peut améliorer ’argument
et obtenir f = 0 partout, qui contredit I’hypothese que f # 0. Evidemment,
la preuve est largement compliquée par le fait que f n’est pas lisse car elle
est supposée appartenir a H 1(Rd) seulement. Par ailleurs, le cas d'un V
quelconque satisfaisant uniquement les hypotheses du théoréeme est assez
difficile. Nous fournirons ici une preuve plus simple en supposant que
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e Vf e L*(R?) (cette information ne suit pas des hypotheses (1.31) que
nous avons faites sur V) ;

e |/ est majoré par une constante.
Preuve du théoréme 1.2 avec ces hypothéses supplémentaires. Comme on a
supposé que —Af + Vf € L*(R?) et Vf € L*(R?), on déduit que Af €
L?(RY) et donc que f € H2(R?). Soit g := —Af 4+ V f qui est une fonction
positive de L?(R?). On introduit alors une grande constante C' > 0 et on
écrit ’équation sous la forme

(—A+O)f =(C—V)f+g:=h. (1.44)

Comme nous avons aussi supposé que V est majoré, disons V < M, nous
pouvons prendre C' = M + 1 de sorte que (C'— V) f > f # 0. La fonction
h € L?(RY) est donc positive et non triviale (car f n’est pas nulle par
hypothese). L’équation (1.44) peut étre résolue explicitement. En passant
en Fourier on trouve (C + |k|?)f(k) = h(k) et donc

fla) = @r) 20 < h(w) = (202 [ B —ph)dy  (145)

ot ® est la transformée de Fourier inverse de la fonction k ~ (1 + |k[?)~L.
En dimension d = 3 cette fonction est explicite,

—/Clz|
e

et s’appelle le potentiel de Yukawa. En général on peut utiliser par exemple
la formule intégrale

1 o0
o / o~ tAFIR2) g
L+ k[ Jo

et la transformée de Fourier des gaussiennes, pour en déduire que

9—d/2 (3] d
@(x) = d—2/ e_slx‘z_ﬁ 72 (146)
’JJ‘ 0 S2

La fonction ® est intégrable sur tout R?, puisque ® > 0 et

& ds e~ lel®
o = (x/2)%? / —a5 / e .
/Rd (x)dx = (7/2) < ; e e o 2] dr | < oo

Par ailleurs, ® est strictement positive en dehors de 'origine (elle est méme
lisse sur R?\ {0}). Comme h > 0 est non triviale, la formule (1.45) implique
alors que f > 0 partout. O



Chapitre 1. L’atome d’hydrogene 37

Remarque 1.25. Pour le cas général on ne peut dissocier V. du Laplacien
et on doit montrer directement que l'opérateur (—A+V +C)™1 a un noyau
strictement positif. Plus précisément, on démontre que, pour C assez grand,
l’équation

(—A+V+O)f=h

admet une unique solution v € Hl(Rd), qui peut s’écrire

flz) = y G(x,y) h(y) dy

ot G > 0 presque partout sur RTxR%. Une approche fréquemment utilisée est
d’exprimer G par la formule de Feynman-Kac, qui fait intervenir la mesure
de Wiener sur l’ensemble de tous les chemins menant de y a x [Sim05,
LHB11].

Nous pouvons maintenant écrire la fin de la preuve de 1'unicité, en
nous basant sur le lemme 1.22 et sur le théoreme 1.24. Nous aurons donc
fourni tous les détails quand V' satisfait les hypotheses supplémentaires men-
tionnées apres le théoreme 1.24, ce qui couvre déja un grand nombre de
situations physiques (incluant ’atome d’hydrogene).

Soit donc g un minimiseur pour le probleme I. Comme & (o) > £(|1o])
par le lemme 1.22, |t)g| est aussi un minimiseur de I’énergie. Nous pouvons
donc supposer des le départ que 19 > 0. Comme vy > 0 est solution de
I’équation

(~ A+ V(@) - I)iola) =0,

comme vu plus haut, nous pouvons appliquer le théoreme 1.24. Il suit que
Yo > 0 partout. Ensuite, un calcul basé sur une intégration par parties
utilisant I’équation (1.35) montre que

2
V%(ﬂﬁ)

Cette formule fait sens grace a la propriété que ¥y > 0. Elle montre que
E(p) = E(o) = I si et seulement si

2
&) = [ (o dosd [ lpl@Pde. (147

¥
V—(x)=0
wo( )
presque partout sur R?, ce qui signifie que ¢ = ctbg, comme dans la preuve
de 'unicité pour ’'atome d’hydrogene. O

Remarque 1.26. L’argument utilisé ci-dessus implique une unicité plus
forte que celle énoncée. Nous avons en réalité montré que s’il existe A € R
et ¢ > 0, une fonction normalisée dans L*(R%) telle que

(A +V(2)(x) = (),
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alors A = 1 et ¥ = g est lunique minimiseur. En effet, le théoréme 1.24
montre que ¥ > 0 puis on peut refaire le calcul (1.47) qui implique A = I =
E(Y). En d’autres termes, nous avons prouvé 'unicité des solutions (¢, \)
de I’équation tel que v est positif.

Dans cette section nous avons étudié une particule quantique dans R¢,
soumise a un potentiel extérieur qui tend vers 0 a l'infini. Nous avons vu
qu’il y avait toujours un minimiseur lorsque l'infimum de 1’énergie I était
négatif (théoreme 1.17). Le minimiseur est toujours unique, quand il existe
(théoreme 1.20). La condition I < 0 est physiquement tres naturelle. Une
particule qui s’en va a l'infini ne voit plus le potentiel V et son énergie
minimale est alors nulle, car il ne reste que I’énergie cinétique. Mais ceci
n’est pas favorable pour minimiser I’énergie. Ainsi, ’hypothése I < 0 permet
d’éviter la perte de compacité a l'infini en la rendant non favorable du point
de vue énergétique.

Un systeme plus simple, et également important physiquement, est celui
ol la particule est confinée, ce qui revient a prendre cette fois V' qui tend vers
+00 & linfini, par exemple V(z) = |z|?. L’existence d’un minimiseur pour
ce probléeme est toujours garantie car s’échapper a 'infini cotite maintenant
une énergie infinie et devient donc impossible. Cette situation importante
est étudiée plus en détail a ’exercice 1.32.

1.6 Introduction au formalisme mathématique de la mécanique
quantique

Nous terminons ce chapitre par une rapide description du formalisme
abstrait de la mécanique quantique en suivant von Neumann [vN32], sans
entrer dans les détails techniques puisque la formulation rigoureuse des prin-
cipes ci dessous requiert justement les notions de théorie spectrale que nous
allons développer dans la suite du cours. Le lecteur pourra toujours penser
au cas de la dimension finie §) = C? pour simplifier.

1.6.1 Systéme physique, états

Un systéme physique fini” est décrit par un espace de Hilbert $), que
I’on suppose toujours séparable. Les états du systeme sont par définition
les vecteurs de la sphere unité SS9 = {v € $ : |v|| = 1} de $, modulo
les phases. L’ensemble des états physique est donc le quotient S$/~ de la
spheére unité par la relation d’équivalence définie par v ~ v’ si et seulement
si v = €. 1l est souvent plus commode de travailler dans la sphere S$
plutot que dans le quotient, a condition de vérifier a tout moment que les
quantités calculées sont bien indépendantes des phases.

7. Nous ne parlons pas ici des systémes infinis, pour lesquels il peut étre difficile voire
impossible de trouver un espace de Hilbert fixe dans lequel vivent et évoluent les états
du systeme. Il est alors souvent plus commode de décrire les états physiques comme une
forme linéaire sur une C*—algebre bien choisie [BR02].
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Exemple 1.27. Pour [’électron de l’atome d’hydrogéne, nous avons § =
L2(R3,C) lorsqu’on néglige le spin et $ = L*(R? x {1,1},C) = L*(R3,C?)
si on en tient compte. Nous verrons de nombreux autres exemples plus loin.

1.6.2 Observables

Les observables physiques sont les quantités que ’on peut en principe me-
surer expérimentalement : énergie, position, vitesse, etc. Dans le formalisme
quantique, elles sont représentées par des opérateurs auto-adjoints agissant
sur §. La plupart des exemples importants sont des opérateurs non bornés, ce
qui complique grandement la définition mathématique de ’auto-adjonction.
Nous en parlerons longuement au chapitre suivant.

Exemple 1.28. Pour l’électron, l'observable “position” est l'opérateur X :
f = af, qui est en fait un vecteur contenant 3 opérateurs distincts X; : f
xjf correspondant aux 3 aves de R3 dans le repére choisi. De la méme fagon,
lobservable “quantité de mouvement” est la collection P = (Py, Py, P3) des
trois opérateurs Pj : f w —i0y, f. Enfin, nous avons vu que l'observable
“énergie” est lopérateur H = —A/2 — |z| 7.

Pour une observable décrite par I'opérateur auto-adjoint A, la valeur
moyenne de cette quantité lorsque le systeme est dans I’état v € S$) est par
définition (v, Av) (v doit satisfaire des conditions appropriées de sorte que ce
produit scalaire fasse sens). Ceci n’est que la valeur moyenne. Les quantités
que ’on peut obtenir par ’expérience sont en fait aléatoires, données par une
mesure de probabilité 114, sur R (dépendant de A et de I'état v), appelée
mesure spectrale. Elle est bien sir telle que la valeur moyenne soit donnée
par

(v, Av) :/RaduAm(a).

La probabilité 4, est toujours a support dans le spectre de A et sa définition
rigoureuse est un peu subtile, nous la verrons au chapitre 4.

Pour simplifier, expliquons la définition de p4 , en dimension finie §) =
C?, auquel cas A est juste une matrice hermitienne d x d. La matrice A peut
étre diagonalisée dans une base orthonormée vy, ..., vg de C%, avec des valeurs
propres Ap, ..., A\q (certains \; peuvent coincider en cas de dégénérescence).
La mesure p14 , est dans ce cas définie sur {1, ..., \¢} C R par les probabilités
pj = |(v,v;)|?, c’est-a-dire

d
paw =Y (v, v05) P,
j=1

Comme les v; forment une base orthonormée, on a bien str

d d
/ diau(a) =3 by = 3 1,02 = o = 1.
R j=1 j=1



40 Chapitre 1. L’atome d’hydrogene

Nous voyons que les mesures expérimentales ne peuvent donner que les va-
leurs A, ..., Ag, chaque \; étant observé avec la probabilité p; = |(v,v;)|?,
qui dépend de I'état v du systeme. S’il s’avere que v est égal a I'un des vy,
alors on devra nécessairement obtenir ;. Mais pour des v trés variés on
peut obtenir toutes les probabilités possibles sur {1, ..., A\g}.

Cette définition s’étend aisément au cas de la dimension infinie pour
les opérateurs A qui sont diagonalisables dans une base orthonormée (par
exemple les opérateurs auto-adjoints compacts rappelés plus loin a la sec-
tion 5.2.1). Par contre, la définition pour un opérateur auto-adjoint général
est plus subtile. Nous la verrons au chapitre 4 a la remarque 4.12.

Un postulat important mais encore abondamment discuté est celui qui
exprime l'action d’une mesure expérimentale sur un systéme quantique (la
“réduction du paquet d’onde”). Nous n’en parlons pas ici.

1.6.3 Evolution du systéme

La dynamique d’un systéeme quantique est décrite par 1’équation de
Schrodinger
d

i%v(t) = Ho(t)

v(0) = vp.

ol H est I'observable “énergie”. Eventuellement, l'opérateur H peut dépendre
du temps, lorsque le systeme est soumis a des forces extérieures qui varient.

Si H est indépendant du temps, on obtient un systeme Hamiltonien, comme

nous ’avons expliqué dans le cas de I’électron dans I’atome d’hydrogene. En

dimension finie, la solution de I’équation avec v(0) = vy est donnée par la

formule

v(t) = ey, (1.48)

ou e~ est par définition la matrice unitaire dont les valeurs propres sont
égales & e~ ™ dans la base des v; qui diagonalise H. Nous voyons alors

facilement que I’énergie moyenne
(v(t), Hu(t)) = <€_thU0, He_thU0> = (vo, ethHe_thv0> = (vo, Huvp)

est conservée au cours du temps. De fagon similaire, la mesure spectrale p
est également invariante par la dynamique car

}<67thUO,Uj>’2 - ‘<U0,€thUj>‘2 = <UO,€i>‘thj>‘2 = ‘<UO7UJ'>|2

pour tout vecteur propre v; de H. Par ailleurs, les états stationnaires (mo-
dulo phases) sont les vecteurs propres de H. Ces propriétés resteront vraies
en dimension infinie pour tout opérateur auto-adjoint H.
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1.6.4 Réunion de systemes quantiques

Lorqu’on met ensemble deux systemes physiques représentés chacuns par
les espaces $)1 et $o et, disons, des Hamiltoniens Hy et Ho, la réunion des
deux systemes est toujours décrite par le produit tensoriel = H1 ® Ho. Le
Hamiltonien du systéeme total est souvent sous la forme

H=H 1+1®Hs+ I

ou H1®1 signifie que 'opérateur n’agit que sur la premiere partie du produit
tensoriel et vaut 'identité sur 'autre partie :

(Hl &® ll)vl X vo = (Hlvl) X V9. (149)

L’opérateur I;5 qui fait intervenir les deux composantes décrit alors l'inter-
action entre les deux systemes.

Ainsi, un systéme comprenant N particules quantiques devra étre décrit
par un produit tensoriel de N espaces de Hilbert. Cette propriété engendre
une croissance exponentielle du nombre de variables par rapport N, ce
qui est 'un des défauts principaux du formalisme quantique. Cette crois-
sance démesurée rend le calcul numérique, méme approché, des solutions
de I'équation de Schrodinger tres difficile des que N devient trop grand.
Nous y reviendrons lorsque nous étudierons les atomes et les molécules au
chapitre 6.

Exemple 1.29 (Atome d’hydrogene complet). Si on décrit le proton de
l’atome d’hydrogéne comme une particule quantique, au lieu d’une particule
classique fixe comme nous l’avons fait au début de ce chapitre, nous devons
travailler dans

H=L*R3 C)® L*(R3,C) = L*(R? x R, C).

Ici, le produit tensoriel signifie qu’on considére les combinaisons linéaires
de fonctions sous la forme f(z)g(y) avec x,y € R3, ce qui engendre toutes
les fonctions de deuz variables. En fait, si (f;) est une base orthonormée de
L3(R3,C), alors (f; ® fi)(x,y) = fi(x)fr(y) est une base orthonormée de
L?(R3xR3,C). Le Hamiltonien décrivant l’atome d’hydrogéne complétement
quantifié (nous avons a nouveau négligé le spin pour simplifier) est alors
donné par

A, Ay e2

2m  2M  Ameolz — y|

qui est bien sous la forme (1.49). Les termes s’interprétent de gauche a
droite comme l’énergie cinétique de [’électron (de masse m), celle du proton
(de masse M ) et Uinteraction Coulombienne entre eux. L’état du systéme est
représenté par des fonctions d’onde ¥(x,y) € L?(R3 x R3,C), ot |¥(z,y)|?
est la densité de probabilité que lélectron soit en z € R3 et que le proton soit
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en y € R? et une interprétation similaire pour la transformée de Fourier.
L’énergie correspondante est, bien sur,

1 1
Ew)= - / / Ve, ) dwdy + / / \vym,mr?dmdy
2m R3 JR3
d d 1.
47750/R?,/R3 \x—y\ zdy. (1.50)

L’approximation de Born-Oppenheimer (consistant a traiter le proton comme
une particule classique) peut étre justifiée a la limite M — oo.

Exercice 1.30. Montrer que l’atome d’hydrogéne o l’électron et le proton
sont tous les deux traités par la mécanique quantique est stable. Déterminer
Vinfimum de son énergie (1.50) dans l’ensemble {¥ € H*(RS) : V]| f2(rey =
1}. On pourra effectuer le changement de variable w = (mx+ My)/(m+ M)
etv=x—1y.

1.6.5 Quantification*

Le formalisme abstrait présenté jusqu’a présent ne précise pas comment
choisir I'espace § et les observables importantes pour décrire le systéme.
Nous discutons ici rapidement de cette question

En pratique, on dispose souvent déja d’une description classique du
systeme physique étudié et il s’agit d’en déduire le modele quantique corres-
pondant, un procédé qui s’appelle quantification.® En principe, la régle est
simple puisqu’il suffit de remplacer p par —iAV, ce qui transforme I’énergie
classique E du systeme en un opérateur H.

Toutefois, ce procédé n’est pas clairement défini pour tous les cas en-
visageables. Imaginons une fonction a(x,p) définie sur I'espace des phases
R? x R? d’une particule évoluant dans R?. On aimerait pouvoir associer
chaque telle fonction un opérateur A = Opy(a) sur L?(R%), de sorte que
I’application

a — Opp(a)

satisfasse de bonnes propriétés mathématiques. Par exemple il semble na-
turel de demander qu’elle soit un morphisme d’algebre si on se restreint a
un ensemble de fonctions a formant une algebre. Plus précisément on peut
demander

e que l'application soit linéaire;

e que si a(x,p) = f(z), Opy(a) soit Vopérateur ¢(x) — f(z)(x);

8. Evidemment, c’est le modele quantique qui est fondamental. Le modele classique
doit en principe se déduire de ce dernier dans une limite appropriée, et pas l'inverse.
Cependant, le modele classique est le plus souvent connu et a déja montré sa capacité a
fournir des prédictions expérimentales convenables dans certains régimes. Il s’agit donc
plutét de construire un modele quantifié qui a le comportement approprié & la limite
h— 0.
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e que si a(z,p) = g(p), Opy(a) soit l’opérateur Y — g(—ihV)y défini

en Fourier par F{g(—ihV)y}(k) g(hk)Y(k), ce qui signifie que

g(—ihV)p = (2m)%2h- (h_l )) * w ou § est la transformée de Fou-
rier inverse de g;

e que Opy(F(a)) = F(Opp(a)) ol le terme de droite est entendu au
sens du calcul fonctionnel (voir la section 4.3) ;

e que sia > 0 presque partout sur R? x R?, alors 'opérateur Opy,(a) soit
positif, au sens ou (v, Opy(a)v) > 0 pour tout v;

e que l'application conserve la norme :

(%Tlmd /R d /R alx,p) dzdp = Tr (Op;(a))
ot Tr(A4) =3
o ()

On peut ajouter de nombreuses autres conditions tres naturelles que nous
ne discuterons pas ici. Malheureusement, ceci ne permet pas d’identifier un
processus de quantification universel car il n’existe pas d’application Op;
qui satisfasse toutes les propriétés voulues. Il existe de nombreuses solutions
possibles, chacune avec ses avantages et ses inconvénients. Elles coincident
toutes a la limite A — 0.

Pour comprendre la difficulté du processus de quantification, considérons
I'exemple une fonction sous la forme a(z,p) = f(x)g(p). On peut penser
définir sa quantification comme

A = f(a)g(=ihV)

qui est I'opérateur défini sur L?(R?) par

; (vj, Avj) est la trace de A;

_ [T Y
()() = o g [ 7 (250 v an
ol ¢ est la transformée de Fourier inverse de g. Celui défini dans ’autre sens
Ag == g(—ihV) f(x)

agit comme

(ew) () =m0t [ 5 (U51) st av

On peut vérifier que A; et As sont bien définis et bornés si, par exemple
f,g € L*(R%). Nous y reviendrons plus tard & la section 5.2.1. Une troisi¢me
possibilité, plus symétrique, s’écrit

Ay + A

e



44 Chapitre 1. L’atome d’hydrogene

c’est-a-dire

(4a0) &) = (2m) 20

R4

p (x ; y) fl@) + fy)

L’opérateur Ag est symétrique (si f et g sont a valeurs réelles), ce qui semble
plus naturel étant donné qu’on doit normalement utiliser des opérateurs
auto-adjoints. Mais on peut également introduire I’opérateur défini par

() = ot [ g (U20) 7 (5 vway sy
R h 2
qui s’appelle quantification de Weyl et est aussi symétrique. Comme

o 5 0
h dg(h 1.) — o /Rdg(x) dor = (2975)3/250

au sens des distributions, on voit que les quatre solutions convergent vers la
meéme limite quand A — 0.

En pratique, on rencontre assez peu de tels problemes de quantification,
car les Hamiltoniens classiques sont tres souvent des sommes de fonctions de
x et de fonctions de p, comme nous ’avons vu pour ’atome d’hydrogene. 11
existe cependant quelques opérateurs importants qui mélangent = et p. Avoir
conscience des limitations mathématiques du procédé de quantification est
par ailleurs nécessaire a une bonne compréhension du formalisme quantique.

Exercices complémentaires

Exercice 1.31 (Inégalité de Hardy).
1. On se place dans R? avec d > 3. Pour u € C° (Rd) et o € R, développer

/.

et en déduire 1'inégalité de Hardy

[ M0 e < (dfz) [, 1vuta)? a. (152)

2. Montrer que = — u(z)/|z| appartient & L*(R?) pour tout uw € H'(R?) et que (1.52)
reste valable dans H'(R?).
3. En utilisant la fonction radiale

2
dx

Vu(z) + a‘x%u(x)

w(@) = [z “1(lz] < 1)+ (2= 211 <[] < 2),

montrer que la constante 2/(d — 2) est la meilleure possible dans (1.52).
4. Donner une preuve de la stabilité de l’atome d’hydrogéne basée sur l'inégalité (1.52).

Exercice 1.32 (Une particule confinée dans R%). Soit V = Vi — V_ ot Vi > 0 sont des
potentiels & valeurs réelles tels que V_ € LP(RYR) 4+ L>°(R%),R) ot p satisfait (1.31) et
Vo — 0 a Uinfini, et Vi € L (RY) avec Vi (xz) = +oo quand |z| — +o0o. On considére
l’énergie

£(u) = /Rd V(o) do + /Rd V(@) u(z)]? de.
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1. Montrer que £ est bien définie et continue sur l’espace
V= {u e H'RY) : Ve LQ(Rd)}

muni de la norme
el = llull 3 gay + /Rd Vi (@)|u(z)|? da.

2. Montrer que
I'= inf €&(u)>-o00
uey
f]Rd Jul?=1
3. Montrer que V s’injecte de fagcon compacte dans L*(R?).
4. En déduire que I est atteint et écrire I’équation vérifiée par tout minimiseur.

Remarque : Il est possible de montrer l'unicité avec des arguments similaires a cette sec-
tion, car le principe du maximum vu au théoreme 1.24 est en fait une propriété locale,
voir [LLO1].
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Chapitre 2

Auto-adjonction

Rappelons qu’une matrice carrée A de taille d & coefficients complexes est
dite auto-adjointe ou hermitienne lorsque A* = A ou A* est par définition
la matrice obtenue en appliquant la transposée et en prenant la conjugai-
son complexe de tous les coefficients. La propriété A* = A est équivalente
a (v, Aw)ea = (Av,w)ea Ot (v, W)ea = v*w est le produit scalaire de C.
Les matrices auto-adjointes sont toutes diagonalisables dans une base ortho-
normée et leurs valeurs propres sont réelles.

La généralisation en dimension infinie est bien plus laborieuse. L’objectif
de ce chapitre est de développer la théorie correspondante. Des références
classiques pour la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints sont [RS75,
Wei87, Dav95, Dav07, Hell3].

2.1 Opérateurs, graphe, extension

Soit £ un espace de Hilbert séparable quelconque. Il est souvent nécessaire
de considérer des applications linéaires A qui ne sont définies que sur un
sous-espace D(A) de £, appelé domaine de A.

Définition 2.1 (Opérateurs en dimension infinie). Un opérateur sur §) est
la donnée d’un sous-espace dense D(A) C $ et d’une application linéaire

A:D(A) — 9.

On peut travailler sans ’hypotheése que D(A) est dense, mais 'ajouter
simplifie grandement le cadre de I’étude. La densité jouera un réle important
au moment de définir 'adjoint de A a la section 2.4. En dimension infinie,
il est absolument nécessaire de toujours spécifier le domaine D(A) sur le-
quel on travaille. Comme nous allons le voir sur des exemples, la résolution
de I’équation aux valeurs propres Av = Av dépend fortement du domaine
considéré.

L’exemple le plus simple d’un opérateur A est celui d’'une application
linéaire définie sur tout l'espace D(A) = ), mais nous verrons de nom-
breux exemples d’opérateurs qui ne peuvent pas étre définis sur tout $ et
dont le domaine est nécessairement un sous-espace strict de . Nous pen-
sons particulierement & la dérivation f — f’ qui est bien linéaire mais qui

47
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n’est pas définie sur $ = L2(]0,1[). On peut la définir sur L2(]0,1]) mais
son image est alors une distribution qui n’appartient pas nécessairement a
L?(]0,1]). L’opérateur de dérivation est par contre bien défini sur C2°(]0, 1[),
par exemple, ou sur 'espace de Sobolev H1(]0,1[) C L?(]0, 1]).

Au lieu de se donner A et son domaine D(A), il est parfois commode
de travailler avec le graphe de A, qui contient & la fois I'opérateur et son
domaine de définition.

Définition 2.2 (Graphe d’'un opérateur). On appelle graphe d’un opérateur
(A, D(A)) le sous-espace vectoriel de $ X $

G(A) = {(v,Av) € D(A) x H}. (2.1)

Réciproquement, il est légitime de se demander a quelle condition un
sous-espace de ) X $ est le graphe d’'un opérateur, ce qui est 'objet du
lemme suivant.

Lemme 2.3 (Graphe). Un ensemble G C $x $) est le graphe d’un opérateur
(A, D(A)) si et seulement si

(i) G est un sous-espace vectoriel de $ X $) ;
(i) (0,y) € G implique y =0 ;
(iii) la projection D ={x € $ : Jy €N, (x,y) € G} est dense dans .

Démonstration. Afin de pouvoir définir une application A, il est nécessaire
que chaque point ait une unique image, donc que si (z,y) et (x,z) appar-
tiennent tous les deux a G, on puisse en déduire que y = z. Comme G est un
sous-espace vectoriel de ) x $) (ce qui implique que Papplication correspon-
dante est linéaire), ceci est équivalent a (7). La condition (i) est la densité
du domaine de A. O

Nous pouvons comparer différentes réalisations d’un méme opérateur sur
des domaines inclus les uns dans les autres en utilisant la notion d’extension.

Définition 2.4 (Extension d’un opérateur). Soient A et B deuz opérateurs
définis respectivement sur D(A) et D(B). On dit que B est une extension
de A et on note A C B si D(A) C D(B) et si B coincide avec A sur D(A),
c’est-a-dire si Bx = Az pour tout x € D(A). Une définition équivalente
consiste a demander que G(A) C G(B).

Exemple 2.5. On peut définir l'opérateur de dérivation f — f’ dans D(A;) =
C2°(]0,1]) ou dans D(A3) = H(]0,1[), et on a alors Ay C As.
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2.2 Spectre

On appelle spectre d’une matrice carrée ’ensemble des nombres com-
plexes A tels que det(A — \) = 0, c’est-a-dire tels que A — A\ ne soit pas
inversible. L’inversibilité est ici équivalente a la non injectivité ou a la non
surjectivité de A — . Par ailleurs, I'inverse (A — \)~! est toujours une ap-
plication continue car linéaire. En dimension infinie la situation est plus
complexe car une application linéaire peut étre injective sans étre surjec-
tive, et réciproquement. De plus, l'inverse peut exister sans étre borné. La
définition du spectre est la suivante.

Définition 2.6 (Spectre). Soit A un opérateur défini sur D(A) C $. On
appelle ensemble résolvant de A le sous-ensemble de C

p(A) :={A e C tels que A= X: D(A) = $
est inversible, d’inverse (A —\)"1: 9 — D(A) C $ borné}.
Le spectre de A est par définition ’ensemble o(A) = C\ p(A).

L’hypothese que (A — A\)~! est borné signifie qu'il existe une constante
C telle que ||(A — \)~lv|| < C|lv]| pour tout v € § ou, dit autrement, que
(A—X)~! définit une application continue sur £ (mais qui prend ses valeurs
dans D(A)). Lorsque A € p(A), l'opérateur (A — \)~! est appellé résolvante.
Remarquons que si D(A) = § et A est borné, alors l'inversibilité de (A —
A) implique automatiquement que (A — A\)~! est borné, par le théoréme
de l'application ouverte. Cependant, pour un opérateur non borné il est
important d’ajouter I’hypothese que la résolvante (A — A)~! est bornée,
dans la définition de p(A).

Nous voyons qu’un nombre complexe A peut appartenir au spectre de A
pour plusieurs raisons différentes. Par exemple A — A pourrait ne pas étre
injectif, et il existe alors un v # 0 tel que Av = Av. Dans ce cas, A est appelée
une valeur propre de A et v est un vecteur propre associé. La multiplicité
(géométrique) de A est par définition la dimension de ker(A — A) et elle peut
étre finie ou infinie. Mais il est également possible que A — A soit injectif
sans étre surjectif, ou méme qu’il soit inversible mais que son inverse ne soit
pas borné sur $).

Exemple 2.7 (Décalage). Sur $§ = ¢%(N) on introduit le décalage a droite
S défini par S(x) = (0, x1,x2,...) pour X = (x1,r2,...) € L2(N). Alors S est
injectif mais pas surjectif. Donc 0 € o(S) mais 0 n’est pas une valeur propre.

Avant d’aller plus loin nous commencgons par prouver que le spectre d’un
opérateur est toujours un ensemble fermé.

Lemme 2.8 (0(A) est fermé). Soit A un opérateur défini sur son domaine
D(A) et z € p(A). Alors la boule ouverte de centre z et de rayon

v
I(A—=2)~1
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est incluse dans p(A). En particulier, o(A) est fermé.

Démonstration. On peut écrire
A—z—n= (lfn(Afz)A)(Afz)

ou l'opérateur A — z & droite est une bijection de D(A) dans $) puisque
z € p(A) par hypothese, et I'opérateur 1 —n(A—2)~! est borné sur §. Or on
sait que pour tout opérateur borné B de norme || B| < 1, 'opérateur 1 — B

est inversible avec
1-B)'=>"B"
n>0

Ainsi, opérateur 1 — n(A — z)~! est inversible pour n||(4 — )| < 1.
Comme composition d’opérateurs inversibles, on conclut alors que A —z —n
est inversible de D(A) dans $) d’inverse borné, égal a

(A—z—n)1=(A-2)"" Zn”(A —z) ",
n>0

ceci pour tout n||(4 — 2)7Y| < 1. O

2.3 Fermeture
Nous discutons ici de I'importance du concept de fermeture d’un opérateur.

Définition 2.9 (Opérateur fermé). On dit qu’un opérateur A de domaine
D(A) est fermé lorsque son graphe G(A) est fermé dans $Hx$) ou, en d’autres
termes, si pour toute suite (x,) C D(A) telle que x,, — = et Ax,, — y, on a
alors x € D(A) et Az =y.

Par le théoreme du graphe fermé, A est fermé si et seulement si A :
D(A) — $ est continu, lorsque D(A) est muni de la norme du graphe

[zllpa) = llzlls + | Az] 5.
La proposition suivante montre I'importance du concept de fermeture.

Proposition 2.10 (Spectre d’'un opérateur non fermé). Si A, défini sur
D(A), n'est pas fermé, alors on a o(A) = C.

Démonstration. Par contraposée, nous montrons que si o(A4) # C, alors A
est obligatoirement fermé. Supposons en effet que z ¢ o(A) et considérons
une suite (x,) C D(A) telle que x, — x et Ax,, — y. Puisque (A — z) est
inversible d’inverse borné, on a

(A—2) Az, = 2y + 2(A — 2) L,
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En passant & la limite on obtient, grace & la continuité de (A — 2z)~!,

(A—2)ly=a+2(4—2)" a

Ainsi x = (A—2)"(y—2zx) € D(A) car (A—z)~! est & image dans D(A). En
composant a gauche par (A — z), il est alors facile de voir que Az =y. O

De ce résultat nous concluons que définir un opérateur A sur un domaine
trop petit est vraiment une mauvaise idée, car ’opérateur pourrait ne pas
étre fermé et dans ce cas le spectre sera égal a tout le plan complexe, ce
qui contredit notre intuition physique que, par exemple, le spectre d’un
opérateur auto-adjoint doit étre réel.

Exemple 2.11 (Impulsion sur R). Dans $ = L%(R), considérons l’opérateur
impulsion P™ défini par P™0f = —if’, par exemple sur D(P™®) =
CX(R). Alors P™™ n'est pas fermé, donc

o(P™n) = C.

Pour voir que P™™ plest pas fermé il suffit de prendre une fonction f €
HY(R) \ C>®(R), par ezemple f(z) = e ** et de rappeler qu’il existe une
suite f, € CX(R) telle que f, — f et f, — f' dans L*(R). Le couple
(f,—if") est alors dans l’adhérence du graphe de P™", sans étre dans le
graphe.

Si on a commencé par définir un opérateur A sur un domaine tres petit,
de sorte que tout soit aisément défini, il semble naturel de chercher a le fer-
mer en fermant son graphe. Malheureusement, la fermeture du graphe d’un
opérateur non fermé n’est pas toujours un graphe. En effet, si les propriétés
(i) et (ii) du lemme 2.3 passent facilement & la fermeture, il n’en est pas
de méme de la propriété (ii), qui peut étre perdue. Ceci amene la définition
suivante.

Définition 2.12 (Fermeture). Soit A un opérateur défini sur son domaine
D(A). On dit que A est fermable s’il admet au moins une extension fermée.
Dans ce cas, G(A) est le graphe d’un opérateur noté A, de domaine D(A) et
appelé la fermeture de A. C’est la plus petite extension fermée de (A, D(A)).

La définition contient ’assertion qu’il suffit d’avoir une extension fermée
pour en déduire que la fermeture du graphe G(A) est le graphe d’un opérateur.

En effet, si B est une extension fermée de A, alors G(A) C G(A) C G(B)
car G(A) est par définition le plus petit fermé contenant G(A). Mais alors
la propriété (ii) du lemme 2.3 est vérifiée, puisque si (0,y) € G(A) alors
(0,y) € G(B), donc y = 0.

Nous donnons maintenant des exemples qui illustrent I'importance des
espaces de Sobolev, qui apparaissent comme les domaines des fermetures
des opérateurs différentiels ordinaires. Nous exhiberons un opérateur non

fermable plus tard a I’exercice 2.18.




52 Chapitre 2. Auto-adjonction

Théoréme 2.13 (Fermeture de 0,; et A dans RY). Dans $ = L*(R%), soit
ijin DUopérateur défini par ijmf = —i0y,; f, sur le domaine D(ijin) =
C>®(R%). Alors P]min est fermable et sa fermeture est l’opérateur P]min = P;

donné par Pjf = —i0y, [ sur le domaine

D(P;) = {f € L*(RY) : 0,,f € LZ(Rd)}
= {f e L*(RY) : kif(k) € L2(Rd)}

ot Oy, f est ici entendu au sens des distributions.
De facon similaire, soit A™™ Uopérateur défini par A™™f = —Af, sur
le domaine D(A™®) = C®(R?). Alors A™® est fermable et sa fermeture

est Uopérateur A™n =: A donné par Af = —Af sur le domaine D(A) =
H?(RY).

Si d = 1, on a simplement D(P) = H'(R). Si d > 2, alors H!(R?) =
ﬂ;l:l D(Pj). Ce théoreme fait donc apparaitre de facon tres naturelle les
espaces de Sobolev, sur lesquels il est incontournable de définir les opérateurs
différentiels usuels, lorsqu’on désire qu’ils soient fermés.

Démonstration. 1l suffit de montrer que la fermeture de G(ijin) est exac-
tement {(f, —i0z;f)}rep(p,)- L'inclusion C est évidente. Si (f, —i0y; f) est
donné dans L?(RY) x L?(RY), on sait qu'on peut trouver une suite f, €
CX(RY) telle que f,, — f et Ox; fn — Ox, [ fortement dans L? (R%). Ainsi, P;
est bien la fermeture de P;™". La preuve est similaire pour A, en utilisant
en plus le fait que

H?*(RY) = {f € L*(RY) : Af e L*(RY)}
(régularité elliptique rappelée a I’Appendice A). O

Les exemples suivants fournissent des résultats similaires sur un intervalle
ou une demi-droite, en se basant sur la densité des fonctions régulieres dans
les espaces de Sobolev et sur la continuité de I’évaluation en un point f —
f(z0) en dimension d = 1. La preuve est trés similaire au cas de tout R

Exemple 2.14 (Impulsion sur un intervalle borné). Dans $ = L*(]0, 1), la
fermeture Py = P™in de [opérateur P™™ = —i(d/dz), considéré au départ
sur D(P™1) = C(]0,1[), est donnée par Py = —i(d/dx) sur le domaine

D(Py) = Hg(10,1]) = {f € L*(J0,1]) = f" € L*(J0,1]), f(0) = f(1) =0}.

On rappelle que les fonctions de H'(]0,1[) sont toutes dans C°([0,1]) et
admettent donc des valeurs au bord f(0) et f(1) bien définies (lemme A.2 a
la section A.2 de l'appendice A).
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De la méme fagon, la fermeture P™** de l'opérateur —i(d/dx) défini sur
C*>([0,1]) est donnée par P™** = —i(d/dx) sur le domaine

D(P™) = H'(10,1]) = {f € L*(J0,1]) = f" € L*(]0.1)}.

Les notations P™™ et P™3 sont communément employées et renvoient au
fait que P™™ est défini sur le domaine le plus petit, alors que P™* est sur le
plus grand qu’on puisse imaginer. Nous verrons plus tard que les extensions
auto-adjointes de P™™ sont toutes entre P™™ et P™max,

Exemple 2.15 (Impulsion sur la demi-droite). Dans $§ = L?(]0, +o0l),
la fermeture Py de l'opérateur P™™ = —i(d/dz), considéré au départ sur
D(P™n) = C2°(]0, c), est donnée par Py = —i(d/dx) sur le domaine

D(Py) = Hy (10, 00[) = {f € L*(J0,+o0[) : f" € L*(J0,+0c[), f(0) = 0}.

La fermeture P™* de l'opérateur —i(d/dx) défini au départ sur C2°([0, co[)
(les fonctions a support compact mais qui ne s’annulent pas forcément en
0) est donnée par P™* = —i(d/dx) sur le domaine

D(P™>) = H'(]0, +o0[) = {f € L*(]0, +oc[) : f" € L?(]0, 4oc0[}.

Exemple 2.16 (Laplacien sur un intervalle borné). Dans $ = L?(]0,1]),
la fermeture Ag de Uopérateur A™" = —d?/dx?, considéré au départ sur
D(A™M) = ()0, 1[), est lopérateur Ag = —d?/dx?, défini sur le domaine

D(Ag) = D(A™in) = Hg(]0, 1])
= {f € H*(0,+00]) : f(0) = f(1) = f'(0) = f'(1) = 0}.

La fermeture A™®* du méme opérateur défini au départ sur C°([0,1]) est
définie sur le domaine

D(A™™>) = [H?(]0,1[).

On notera que, dans nos conventions, les opérateurs minimaux (P™",
A™™ etc) ne sont jamais fermés alors que les opérateurs maximaux (P™2*,
AM3X - ete) le sont toujours.

Exercice 2.17. Montrer que la fermeture de Uopérateur A = A* défini au
départ sur C*(RY) est définie sur H?*(RY).

Exercice 2.18 (Un opérateur non fermable). Dans § = L?(]0,1[), on ap-
pelle 015 Uopérateur défini par (81/2f)(x) = f(1/2), par exemple sur le
domaine D(615) = C°([0,1]). Montrer qu’il existe une suite de fonctions
fn € C°([0,1]) telles que f,(1/2) =1 pour tout n > 1 et f, — 0 fortement
dans L*(]0,1[). En déduire que la fermeture du graphe de Uopérateur 6y 5 ne
vérifie pas la condition (ii) du lemme 2.3, donc que 015 n'est pas fermable.
Plus précisément, montrer que

G(012) = {(f,A), feL*(]0,1]), Ae C} = L*(]0,1]) x C.
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2.4 Adjoint

Nous pouvons maintenant définir I'adjoint d’'un opérateur. Comme en
dimension finie nous désirons avoir

(v, Au) = (A*v,u) (2.2)

pour tous u € D(A) et tout v € D(A*). L’idée est de définir A* sur le
domaine D(A*) le plus grand possible de sorte que cette égalité ait lieu.
Cette relation peut encore s’écrire

<('U, A*U)a (AU, _U)>f)><j’) =0 (23)
ou le produit scalaire de $ x §) est bien sur défini par
((u1,ug), (7117712)%5”J i= (u1,v1) + (u2,v2).

La relation (2.3) suggere de définir le graphe de l'opérateur A* comme ’or-
thogonal du graphe tourné de A :

G(A*) = {(Au, —u), u € D(A)}* (2.4)

ou l'orthogonal est pris dans $ x §). Remarquons que G(A*) est alors toujours
fermé, puisque c’est I'orthogonal d’un sous-espace.

Avant toute chose, nous devons vérifier que 1’ensemble G(A*) introduit
en (2.4) est bien le graphe d’un opérateur A* sur son domaine D(A*). Il
faut donc vérifier les conditions du lemme 2.3. La premiere remarque est
que G(A*) satisfait bien les propriétés (i) et (i) du lemme 2.3. Pour (i)
c’est évident, puisque l'orthogonal d’un ensemble est toujours un espace
vectoriel. Pour (7i), Pargument repose sur la densité de D(A). En effet, on
a (0,w) € G(A*) si et seulement si (w,u) = 0 pour tout u € D(A), d’apres
la définition. Ainsi

DA = {weH : (0,w) € G(A)} (2.5)

et notre hypothese que D(A) est dense, c’est-a-dire D(A)* = {0}, garantit
que 'application linéaire A* est bien définie. C’est 'une des raisons princi-
pales pour lesquelles nous travaillons toujours avec des opérateurs a domaine
dense.

Par contre, le domaine D(A*) n’est lui pas forcément dense dans $).
On pourrait d’abord penser s’affranchir de cette propriété, mais elle est
nécessaire si on désire par exemple pouvoir définir (A*)*, par largument
précédent. On peut écrire que v € D(A*)L si et seulement si
L

= {(Au, —u), u € D(A)}

(v,0) € G(A")* = ({(Au,—u), u € D(A)}*)
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ou, de facon équivalente,

(0,v) € G(A).

En d’autres termes, nous avons trouvé que

DAt ={ven : (0v) eGA)}. (2.6)
Ainsi, D(A*) est dense si et seulement si G(A) satisfait la propriété (ii) du
lemme 2.3, c’est-a-dire A est fermable.
La conclusion de cette discussion est que

e I'hypothese que D(A) est dense sert a pouvoir définir I'application A*
mais D(A*) n’est pas nécessairement dense;

e D(A*) est dense si et seulement si A est fermable.

A cause de ces observations, nous ne travaillerons qu’avec des opérateurs
fermables & domaine dense. L’adjoint A* est alors bien défini. Ceci permet
alors de considérer (A*)*, qui se trouve étre égal a A.

Lemme 2.19 (Double adjoint). Soit A un opérateur fermable défini sur son
domaine D(A). Alors on a
(47 =7

de sorte que
*

(A7) = A" =4,

Démonstration. La premiere égalité suit du fait que le bi-orthogonal coincide
avec la fermeture. Le graphe est par ailleurs tourné deux fois dans la définition
de (A*)*, ce qui fait bien apparaitre le graphe de A. Ensuite, il reste a re-

marquer que A* = A" puisque V= = VL pour tout sous-espace V. O
Exercice 2.20. Si A C B, montrer que B* C A*.

Nous déterminons maintenant ’adjoint de quelques uns des opérateurs
différentiels introduits précédemment.

Exemple 2.21 (Adjoint de P™" sur un intervalle). Dans § = L*(]0,1]),
considérons a nouveau l’opérateur

. d .
Pmln — . D PIIllIl — (o ] 1 .
i, D(PM") = C(0,1)

Nous avons vu & Uexemple 2.14 que sa fermeture était 'opérateur Py défini
sur HY(]0,1[). Le graphe de l’adjoint (P™")* est par définition l’ensemble
des couples (f,g) € L*(]0,1]) tels que

—i /01 f@) (z) de = /01 g(z)u(x) dx
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pour tout u € C2°(]0,1[). Ceci signifie précisément que —if" = g au sens
des distributions, donc f € H*(]0,1]) et (P™™)*f = —if’. Ainsi, (P™")* C
pmax - Dopérateur introduit a 'exemple 2.14 et défini sur tout D(P™*) =
H(]0,1]). Réciproquement, si f € D(P™>) = H'(]0,1[), on peut intégrer
par parties et obtenir

1 T .
(Pmf oy = i /0 Fu(t) dt = —i /0 FOOW (1) dt = (f, P™")

puisque les termes de bord s’annulent quand u € C°(]0,1[). Ceci montre
que la relation (2.2) est satisfaite sur le domaine de P™**, donc que P™** C
(P™imy* - Ainsi, nous avons prouvé que (P™n)* = Pmax,

Par le lemme 2.19 nous savons alors que (P™2*)* = Pmin = Py, Nous
pouvons le vérifier comme suit. Par définition, le graphe de l’adjoint de P™2*
est l'ensemble des couples (f,g) tels que

—i /01 f@) (z) dx = /01 g(z)u(z) dz,

mais maintenant pour tout u € H(]0,1[) = D(P™), au lieu de seulement
C2°(]0,1]) comme avant. En prenant u € CZ°(]0, 1[) on trouve comme avant
que —if' = g avec f € HY(]0,1[). Mais on peut aussi considérer des fonc-
tions u € H'(]0,1[) qui ne s’annulent pas forcément au bord et faire une
intégration par parties (on rappelle que les fonctions de H'(]0,1[) sont dans
C%([0,1])). On trouve

1 1
—i/o flx)u (x) do = i/o f'(x)u(z) de —i(f(1)u(l) — f(O)u(O))
La condition est donc que f(1)u(1)— f(0)u(0) = 0 pour tout f € D((P™)*)
et tout u € H'(]0,1[). Ceci est équivalent d la condition f(1) = f(0) =0 et
nous avons bien retrouvé la fermeture de P™™. En conclusion, nous voyons
que tous ces opérateurs sont des réalisations différentes de lapplication f —
—if" sur H'(]0,1]) et que seules les conditions au bord changent. Il pourra
étre utile de retenir les conclusions de cet exemple :

(Pmin)* — I_—;max7 ((Pmin)*)* — (PmaX)* — PO — m (27)

Exercice 2.22 (Adjoint de (—A)™"). Généraliser I'ezemple précédent au
cas du Laplacien A™" = —d? /dx? vu & lexemple 2.16. Montrer que l’adjoint
de Ay = —d*/dx® défini sur D(Ag) = HZ(]0,1[) est lopérateur A™a* =
—d?/dx? défini sur tout H?(]0, 1]).

2.5 Symétrie

Pour définir les opérateurs auto-adjoints, il est important de distinguer
la propriété de symétrie (déja rencontrée pour les matrices) et les problemes
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liés au domaine D(A), qui sont eux typiques de la dimension infinie. Nous
discutons d’abord de la propriété de symétrie.

Définition 2.23 (Symétrie). On dit qu’un opérateur A défini sur le domaine
D(A) C $ est symétrique lorsque (v, Aw) = (Av,w) pour tous v,w € D(A).
De fagon équivalente A C A*, c’est-a-dire G(A) C G(A*).

Comme A* est toujours fermé, on en déduit qu’un opérateur symétrique
est toujours fermable, avec A = (A*)*. Un opérateur symétrique a donc deux
extensions fermées notables, qui sont A (la plus petite extension fermée) et
A*. Si B est une extension symétrique de A, alors on a

ACcBcCcB"C A"

Nous voyons donc que toutes les extensions symétriques de A sont situées
entre A et A*. Si elle sont de plus fermées, elles doivent étre entre A et A*.

L’exemple suivant montre que ’adjoint d’un opérateur symétrique n’est
pas toujours symétrique, alors que A 'est toujours.

Exemple 2.24. Dans $§ = L*(|0,1[), lopérateur P™® = —i(d/dz) défini
sur son domaine D(P™") = C°(]0,1[) est bien symétrique car les termes
de bord s’en vont lorsqu’on fait une intégration par parties. Sa fermeture
Py = Pmin ¢st également symétrique. Par contre leur adjoint (P™1")* =
(Py)* = P™a% qui est défini sur tout H'(]0,1]) (exercice 2.24) n’est pas
symétrique.

Exemple 2.25. Lopérateur Aof = —f" est symétrique et fermé sur son
domaine D(Ag) = H2(]0,1[) car les termes de bord s’en vont quand on fait
une intégration par parties. Son adjoint A™** défini sur tout D(A™®) =
H?(]0,1]) (exercice 2.22) nest pas symétrique.

Exercice 2.26. Montrer que si (A, D(A)) est symétrique, alors sa fermeture
lest aussi.

Avant de définir la notion d’auto-adjonction, nous faisons une petite
digression spectrale et discutons de la forme du spectre des opérateurs
symétriques. En dimension infinie, un opérateur symétrique n’a pas toujours
un spectre réel, mais nous allons voir qu’il existe des contraintes importantes
sur le spectre des opérateurs symétriques, qui impliquent que seul I'un des
quatre cas suivants peut arriver.

Théoréme 2.27 (Spectre des opérateurs symétriques). Soit (A, D(A)) un
opérateur symétrique et (A, D(A)) sa fermeture, qui est aussi symétrique.
Alors le spectre de A est

e soit égal a tout le plan compleze :

o(A)=C ;
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e soit €gal au demi plan supérieur fermé :
0(A)=C; ={2€C : S2>0};

e soit égal au demi plan inférieur fermé :

oc(A)=C_={z€C : 32<0};

e s0it inclus dans R :

o(A) C R.

Dans tous les cas, le spectre ne contient jamais de valeur propre dans C\ R.
C’est-a-dire ker(A — z) = {0} si 3(2) # 0.

De plus, sl eziste z € C avec I(z) # 0 tel que Im(A — 2z) = $, alors
A=A etz € p(A), de sorte que o(A) est inclus dans le demi-plan ne

contenant pas z.

On rappelle que si A n’est pas fermé, alors o(A) = C (Proposition 2.10).
Le théoreme fournit 'information que le spectre d’un opérateur symétrique
fermé est soit égal a tout C, soit égal & un demi plan complet, soit inclus
dans R. Il n’y a aucune autre possibilité. De plus, la seule information que
A — z est surjectif pour un z avec 3(z) # 0, suffit & impliquer que A = A et
I’absence totale de spectre sur tout le demi-plan auquel appartient z. Nous
voyons donc que le spectre des opérateurs symétriques est tres rigide et ne
peut pas valoir n’importe quel ensemble de C.

La preuve du théoreme repose sur une égalité anodine, qui joue en fait un
role central dans toute la théorie. Il s’agit du fait que, pour tout u € D(A)
et a,b e R,

I(A —a — ib)ul|”

((A—a—ib)u, (A —a—ib)u)
(A = a)ul® + 07 [|u]* — 263((A — a)u, u)
(A= a)ul® + 0% |[ul?,

ou nous avons utilisé que (A — a)u,u) = (u, (A —a)u) = (A — a)u,u) est
réel pour tout opérateur symétrique A. La relation

lI(A
lI(A

I(A = a — ibul® = [|(A — a)ul|* + b [|u* > b* |[ull” (2.8)

implique immédiatement que si (A —a — ib)u = 0 avec b # 0, alors u = 0,
donc il ne peut pas y avoir de valeur propre non réelle. Elle implique aussi
que si l'inverse (A —a —ib)~! existe, alors il est automatiquement borné par

A —a—ib)| < \15; (2.9)

Ainsi, la seule chose qui puisse arriver pour un opérateur symétrique est que
A — a—1b ne soit pas surjectif. Mais écrivons maintenant la preuve complete
du théoreme 2.27.
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Démonstration. Nous avons vu au lemme 2.8 que I’ensemble résolvant p(A)
était ouvert et avons donné une estimée sur le rayon de la boule incluse dans
p(A) pour tout z € p(A), en fonction de ||(A—z)7!||. Le fait essentiel est que
pour un opérateur symétrique, ce rayon est toujours au moins égal a |b| =
|$(z)], de fagon indépendante de 'opérateur A. Ainsi, si ’ensemble résolvant
p(A) de 'opérateur symétrique fermé A intersecte I'un des demi-plans, disons

{S(z) > 0}, alors nous prétendons que tout le demi-plan doit étre dans p(A).
Supposons par contradiction que o(A) N{z : J(z) > 0} n’est pas vide et
prenons z = a + ib € C \ R dans la frontiere de cet ensemble. Il existe alors
une suite z, = a, + ib, — z avec z, € p(A). Comme b, — b, la boule
B(zn, |b|/2) est alors incluse dans p(A), mais comme z appartient a cette
boule pour n assez grand on arrive & une contradiction. Ainsi, 'existence
d’un point de p(A) dans le demi-plan supérieur suffit & garantir 1’absence
totale de spectre dans ce demi plan. Comme 'argument est le méme pour
le demi-plan inférieur, ceci montre que le spectre doit satisfaire 'une des
quatre possibilités du théoreme.

Par ailleurs nous avons déja vu que les valeurs propres devaient étre
réelles et que, pour un opérateur symétrique, la seule chose qui pouvait
arriver était que A — z ne soit pas surjectif, pour (z) # 0. Ceci termine la
preuve du théoreme 2.27. O

Le lemme suivant permet de ramener la question de la surjectivité de
A — z a ’étude du noyau de A* — Z.

Lemme 2.28. Soit A un opérateur fermable défini sur son domaine D(A) C
9. Alors

ker(A* — z) = Im(A — 2)* = Im(4 — 2)*,
pour tout z € C.

Démonstration. Par définition de A*, on a (v,zv) € G(A*) si et seulement
si (v, Au) = (Zv,u) = (v,zu) pour tout u € D(A), ce qui signifie bien

v € Im(A—z)t. Comme A* = A" il suit que Im(A — 2)+ =Im(A—2)t. O
Ceci nous permet alors de traiter deux exemples.

Exemple 2.29 (Impulsion sur un intervalle : spectre). On considére l’opérateur
symétrique fermé Py défini par Pof = —if’ sur D(Py) = H}(]0,1[), que nous
avons €tudié précédemment. Nous allons montrer ici que

O'(PQ) =C.

D’apres le théoreme 2.27, il suffit de montrer que, par ezemple, +i € o(P).
Le lemme 2.28 suggére d’examiner ’équation (Py)*f = if. Or nous avons
vu que (Py)* = P opérateur défini sur tout H*(]0,1]) et on doit donc
résoudre f' = —f dans H'(]0,1]). L’unique solution est f_(xr) = e *.
Cette fonction est bien dans H'(]0, 1[) mais elle n’appartient pas a D(Py) =
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HE(J0,1[). Méme si elle n’est pas une fonction propre de Py +1i, nous avons
Im(Py + i)+ = vect{f_} donc Py + i nest pas surjectif et —i € o(Py). Le
méme argument avec la fonction fi(x) = e* montre que +i € o(Fy), ce qui
termine la preuve.

Remarque : On peut bien sur utiliser cet argument directement pour tout
z € C et obtenir o(FPy) = C sans recourir au théoréme 2.27.

Exemple 2.30 (Impulsion sur la demi-droite : spectre). Considérons main-
tenant 'opérateur Py défini cette fois sur la demi-droite par Pyf = —if’ sur
D(Py) = HE(]0,4+o0[). Le méme argument que précédemment montre que
o € ker((Py)* —i) = Im(Py + i)+, donc que —i € o(Py). En conséquence,
o(Py) doit contenir tout le demi-plan inférieur, par le théoréme 2.27. Cepen-
dant la fonction f(z) = e n’appartient pas a L? car elle n’est pas intégrable
a linfini. On a donc ker((FPo)* +1) = {0}, ce qui montre que Im(Py — i) est
dense dans L%(]0,1[). On peut vérifier que cet espace est en fait fermé, ce
qui implique donc
o(Py)=C_.

Une autre facon de comprendre le fait que le demi-plan supérieur ne contient
aucun élément du spectre est de résoudre explicitement l’équation (Py—z)u =
v pour I(z) > 0, c’est-a-dire de déterminer (Py — z)~!. Comme u doit
appartenir a L?(]0,00[), on trouve par la variation des constantes

u(x) =i / Vg (y) dy,
0

qui définit bien un opérateur borné de L*(]0,00[) dans Hi(]0,00[) puisque
x> %% est dans L1(]0, 00]) lorsque S(z) > 0.

Exemple 2.31 (Laplacien sur un intervalle : spectre). L’opérateur Ayf =
—f" est symétrique fermé sur son domaine D(Ag) = H3(]0,1[). En raison-
nant comme précédemment, nous pouvons montrer que
o(Ap) =C.

En effet, considérons la fonction g(t) = €' avec z un nombre complexe
quelconque, qui appartient a ker(A™* — z2). Cette fonction est bien dans
H?(]0,1[) mais elle n’appartient pas a H3(]0,1[). On trouve (g, (Ao — 2%)f) =
0 pour tout f € D(Ag), de sorte que 2> € o(Ag) pour tout z € C. Ceci montre
bien que o(Ag) = C.

2.6 Auto-adjonction
Il est maintenant temps d’introduire la notion d’auto-adjonction.

Définition 2.32 (Auto-adjonction). On dit qu’un opérateur A, défini sur
D(A) C 9, est auto-adjoint lorsqu’on a A = A*, ce qui signifie que A est
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symétrique (A C A*) et que D(A*) = D(A). On dit qu’il est essentiellement
auto-adjoint sl est symétrique et A est auto-adjoint.

Rappelons que pour tout opérateur symétrique A on a A C A*, ce qui
signifie qu’on a l'inclusion des graphes

{(v, Av) € D(A) x H} C {(Aw, —w) € H x D(A)}" = G(A*).  (2.10)

Lorsque l'espace de Hilbert ambiant §) est de dimension finie d, le graphe
et le graphe tourné sont des sous-espaces de dimension d de $) x £). Comme
dim($H x $) = 2d, Porthogonal a droite est aussi de dimension d. Ainsi, en
dimension finie les deux ensembles de (2.10) sont nécessairement égaux pour
une matrice symétrique. En dimension infinie, les deux espaces ne sont pas
forcément égaux et I’auto-adjonction s’exprime sous la forme

{(v, Av) € D(A) x H} = {(Aw, —w) € § x D(A)}". (2.11)

Notons qu’un opérateur auto-adjoint n’a jamais d’extension ou de restric-
tion auto-adjointe. Ainsi, il n’est jamais possible de diminuer ou d’augmenter
le domaine d’un opérateur auto-adjoint en conservant I’auto-adjonction. En
effet, rappelons que si A C B, alors B* C A*, de sorte que les égalités
A = A* et B = B* impliquent immédiatement A = B.

Si A est un opérateur symétrique, les extensions auto-adjointes de A sont
toutes situées entre A et A*, puisqu’elles sont symétriques fermées et comme
nous l'avons expliqué a la section précédente. Nous avions dit également
que A* n’est pas forcément symétrique. Il se trouve que la symétrie de A*
équivaut a l'auto-adjonction de A, c’est-a-dire au caracteére essentiellement
auto-adjoint de A.

Exercice 2.33. Soit (A, D(A)) un opérateur symétrique. Montrer que A est
auto-adjoint si et seulement si A* est symétrique.

Exemple 2.34 (—id/dx n’est pas auto-adjoint sur Hg(]0,1[)). L opérateur
Py qui est la réalisation de f ~ —if' sur le domaine D(Py) = H{(]0,1])
n’est pas auto-adjoint car nous avons vu en (2.7) a lexercice 2.21 que son
adjoint est P™® défini sur le domaine D(P™) = H'(]0,1[). C’est une
extension stricte de Py qui n’est méme pas symétriqgue. Nous verrons a la
section 2.8.1 comment décrire toutes les extensions auto-adjointes de P™™,
qui vérifient toutes

Pmin — PO C P = P*C pmax _ (Pmin)*
car elles sont symétriques fermées.

Un autre exemple facile est celui d'un opérateur symétrique défini sur
tout ), qui est automatiquement auto-adjoint.
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Proposition 2.35 (Opérateurs auto-adjoints bornés). Si A est défini sur
tout D(A) = ) et est symétrique, alors A est auto-adjoint et borné.

Démonstration. Comme D(A) C D(A*) puisque A est supposé symétrique,
on a immédiatement D(A) = D(A*) lorsque D(A) = $. Donc A est auto-
adjoint. En particulier, A est fermé donc, par le théoréme du graphe fermé,
cela signifie que A est continu, donc borné. O

Pour des opérateurs définis sur un domaine strict D(A) de $, la notion
d’auto-adjonction introduite précédemment est totalement justifiée par le
théoreme suivant.

Théoréme 2.36 (Caractérisation des opérateurs auto-adjoints). Soit A un
opérateur symétrique défini sur le domaine D(A) C $). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. A est auto-adjoint, c’est-a-dire vérifie D(A*) = D(A);
2. le spectre de A est réel : 0(A) CR;

3. il existe X € C tel que A — X et A — X\ soient tous les deux surjectifs,
de D(A) dans 9.

Si on revient au théoreme 2.27 fournissant la forme du spectre des
opérateurs symétriques fermés, nous voyons que seul le cas ot o0(4) C R
correspond a celui d’'un opérateur auto-adjoint. L’équivalence entre la re-
lation abstraite D(A) = D(A*) et le caractere réel du spectre montre que
la théorie développée jusqu’a présent est nécessaire. En plus d’imiter le cas
de la dimension finie, avoir un spectre réel est extrémement important d’un
point de vue pratique car c’est I'un des fondements de la mécanique quan-
tique, comme nous ’avons discuté rapidement a la section 1.6. Si on désire
avoir un spectre réel, il faut donc travailler avec des opérateurs vérifiant
D(A) = D(A*). Ceci impose en particulier 'utilisation des espaces de So-
bolev et des dérivées faibles.

Si l'assertion 2 du théoreme est tres réconfortante du point de vue de
la théorie, 'assertion & est elle tres utile d’un point de vue pratique et sera
fréquemment utilisée dans la suite du cours. Elle est en effet beaucoup plus
rapide a vérifier que 2 puisque si 0(A) C R alors A—a—ib et A—a+ib sont
surjectifs pour tous a € R et tous b € R*. Notons que 1’équivalence entre les
assertions 2 et & suit immédiatement du théoreme 2.27.

La preuve du théoreme 2.36 repose a nouveau grandement sur la relation
fondamentale (2.8) vue & la section précédente.

Preuve du théoréme 2.36. Soit A un opérateur auto-adjoint et montrons
Passertion 2, c’est-a-dire que A — X\ : D(A) — $ est inversible d’inverse
borné, pour tout A € C\ R. En fait, d’apres le théoreme 2.27 il suffit de le
faire pour +i, par exemple (mais la preuve est exactement la méme pour
tout z € C\ R). Le méme théoréme nous précise que A n’a aucune valeur
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propre non réelle, de sorte que ker(A +i) = {0}. Or, d’apres le lemme 2.28,
on a ker(A + i) = ker(A* i) = Im(A F i)+, ce qui montre que A 4 i est
d’image dense. Pour voir que Im(A +7) est fermée (donc finalement égale a
tout $), nous pouvons utiliser la relation (2.8). En effet, si (A £ i)v, — w,
on a

o — wpll < 1A % 8) (0 — 1))

qui montre que v, est de Cauchy, donc converge vers un vecteur v dans $).
Comme A = A* est fermé, on conclut bien que v € D(A) et que (A+i)v = w,
c’est-a-dire que Im(A 4 i) est fermée, donc égale a tout 9. A nouveau par
le théoreme 2.27, nous en déduisons bien que o(A4) C R.

Comme l’assertion 2 implique évidemment 3, il reste a prouver que 3
implique 7. On suppose maintenant que A — X\ et A — X sont surjectifs pour
un A € C (réel ou pas) et on désire montrer que A est auto-adjoint, c’est-a-
dire l'inclusion D dans (2.11). Soit (v,w = A*v) € G(A*) = {(Az,—=2), z €
D(A)}*, cest-a-dire tel que (v, Az) = (w, z) pour tout z € D(A). Comme
A— X est surjectif par hypothese, il existe y € D(A) tel que w—Av = (A—N)y
et on obtient

(v,(A=XN)z) = <w — v, z> = <(A -y, z> = (y, (A —N)z),

puisque z € D(A) et que A est symétrique. Par ailleurs A — X\ est aussi
surjectif, donc on peut trouver z € D(A) tel que (A — \)z =y —v. On en
déduit alors que y = v et donc que v € D(A) et w = Av. O

Exercice 2.37 (Caractérisation des opérateurs essentiellement auto-ad-
joints). Soit A un opérateur symétrique défini sur le domaine D(A) C 9.
Montrer que A est essentiellement auto-adjoint (c’est-a-dire A est auto-
adjoint) si et seulement s’il existe A € C\ R tel que A — X et A — X soient
tous les deux d’image dense dans $.

Voici maintenant un résultat qui permet de donner une interprétation
du spectre des opérateurs auto-adjoints en dimension infinie.

Théoréme 2.38 (Spectre des opérateurs auto-adjoints). Soit A un opérateur
auto-adjoint sur le domaine D(A) C $), et A € R. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Xeo(A);

2 inf [(A—Ao|=0;
veED(A)
f[vll=1

3. il existe une suite (v,) C D(A) telle que ||v,|| =1 et ||(A—X)vy| — 0.
Ce résultat nous donne une interprétation tres utile du spectre. La troisieme

assertion nous précise ainsi que les éléments du spectre sont tous des “quasi-
valeurs propres” au sens ot on peut résoudre I’équation Av = Av de maniere
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approchée avec une suite v,,, sans nécessairement pouvoir passer a la limite
et trouver réellement une solution. En dimension finie, comme la sphére
unité est compacte et A est continue, on peut bien sir toujours passer a la
limite et il n’y a que des valeurs propres.

Définition 2.39 (Suite de Weyl). Une suite (vy,) satisfaisant les propriétés
du point 3. du théoréme 2.38 est appelée suite de Weyl.

Démonstration du théoreme 2.38. L’équivalence entre les assertions 2. et 3.
suit de la définition de I'infimum. Si 2. est vraie, il est clair que l'inverse
de A — ), ¢'il existe, ne peut étre borné, puisque ceci impliquerait ||(A —
A tw|| < Cljw|| et done 1 = |jv|| < C||(A — X\)v|| en prenant w = (A — \)v
avec ||v]| = 1, qui contredirait le fait que I'infimum dans 2. vaut 0. Donc A
est nécessairement dans le spectre.

Réciproquement, si U'infimum dans 2. vaut € > 0, alors ||[(A — \)v|| >
eljv]| pour tout v € D(A). Cette inégalité jour alors un réle similaire a
notre relation fondamentale (2.8), mais avec A réel. En effet, ceci implique
évidemment que ker(A — X) = {0} et donc, par le lemme 2.28, que A — X est
d’image dense. Mais avec le méme argument qu’au début de la preuve du
théoreme 2.36, on conclut que 'image est fermée et que I'inverse est borné
par 1/e. Ceci montre donc que A ¢ o(A). O

Remarque 2.40. Si (x,,) est une suite de Weyl, alors (zy,) admet des sous-
suites qui convergent faiblement dans $), puisque x, est bornée. Il se trouve
qu’on peut passer a la limite dans I’équation (A—N)xz, — 0 et en déduire que
les limites faibles sont toutes nécessairement dans ker(A—X). En particulier,
si A appartient au spectre de l'opérateur auto-adjoint A mais n’est pas une
valeur propre, on en déduit que x, — 0 pour toute suite de Weyl associée
a A. Pour justifier le passage a la limite, on peut utiliser I’argument suivant.
On prend le produit scalaire contre un vecteur fize y € D(A) et on trouve,
grace a la symétrie de A,

0= lim (y,(A—XNzy,,) = lim ((A—Ny,zn,) = ((A—Ny,z)
ng—>00 ng—00
en supposant que T, — x faiblement dans $) et en utilisant que (A—X)x,, —
0 fortement. Ceci montre que (Ay,x) = XNy, x) pour tout y € D(A), donc
que (z, \x) € G(A*). Comme A est supposé auto-adjoint, on en déduit bien
que x € D(A) et que Ax = \z.

Nous donnons maintenant une conséquence intéressante du théoreme 2.38,
avant de traiter des exemples.

Corollaire 2.41 (Localisation du spectre). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur le domaine D(A) C $ et a € R. Si (v, Av) > a||v||? pour tout v € D(A),
alors o(A) C [a,+o0].
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La réciproque est également vraie, ce que nous verrons plus tard au
corollaire 4.9.

Démonstration. Soit A € o(A) et (v,,) une suite comme au théoréme 2.38.

Comme Av, — Av, — 0 et que ||v,| = 1, on en déduit par 'inégalité
de Cauchy-Schwarz que (vn, Av, — Av,) = (vn, Av,) — A — 0. Comme
(U, Avy) > allvn||? = a par hypothese, on conclut bien que A > a. O

2.7 Impulsion et Laplacien sur R¢
Voici des exemples tres importants d’opérateurs auto-adjoints.

Corollaire 2.42 (Impulsion et laplacien sur R?). Les opérateurs Pj = —i0,
définis sur D(Pj) = {f € L*(RY) : 0,,f € L*(R))} C $ = L*(R?) pour
7 =1,...,d sont auto-adjoints et leur spectre est

o(P) =R

Loopérateur A = —A défini sur D(A) = H*(R?) C $ = L*(R?) est auto-
adjoint et son spectre est

(o(=A) = [0, +00).

Les opérateurs Pj et A ne possedent aucune valeur propre.

Démonstration. Ecrivons la preuve pour le Laplacien, celle pour P; est tres
similaire. Il est classique que 'opérateur —A est symétrique sur H?(R%). En
effet, on a apres une intégration par parties

- [ S At de =~ [ Bl fa)da
R4 R4
pour tous f, g € C°(R?) et 1'égalité suit alors dans H2(R?), en utilisant que
C>®(R%) est dense dans cet espace.

D’apres le théoreme 2.36 avec A = —1 = A, il suffit alors de montrer
que pour tout g € L?*(R%) il existe une fonction f € H?(R?) telle que
(1 = A)f = g. En passant a la transformée de Fourier, on trouve que

1+ k) F(k) = G(k),

1= (5

donc la fonction

convient. Elle est bien dans H?(RY) par la_caractérisation de cet espace
rappelée & 'appendice A, puisque (1 + |k|?)f(k) = g(k) € L?(R%).

En fait, nous avons choisi A = —1 par soucis de simplicité, mais 1’ar-
gument précédent montre aisément que (—A — \) est inversible d’inverse
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borné pour tout A < 0, donc que o(A) C R*. Montrons maintenant I'inclu-
sion réciproque. Pour tout ky € R et toute fonction f € H?(RY) normalisée
dans L?(R%), considérons la suite de fonctions

falw) =n=2f (2) i,

T
n
dont la transformée de Fourier vaut

Falk) =n2f(n(k - ko).

Nous avons défini f,, pour que |f,,|> — 0k, au sens des mesures. On a alors

(=2 = o[®) full 7 2(ga) = /Rd<\k|2 — |ko|?)2[Fu (k) [? dk

qui tend vers 0 quand n — oo et montre, d’aprés le théoreme 2.38, que |ko|?
appartient a o(—A) pour tout kg € R?. Comme |ko|? parcourt tout R, nous
avons bien démontré que o(—A) = R*. Le spectre ne contient aucune valeur
propre car si on a (—A — \)f =0 pour un f € H%(R?), alors on déduit de

1A = X)) = /R (RPN F0) i

que la transformée de Fourier fest supportée dans la sphere de rayon V.
Comme cette derniére est de mesure nulle, il suit que f = 0. O

Exercice 2.43 (Dérivation). Ecrire la prewve du théoréme pour P;.

2.8 Impulsion et Laplacien sur |0, 1] : réalisations auto-adjointes

Dans cette section, nous terminons 1’étude détaillée des opérateurs

P = —ii et A= —d—z sur  L%(]0,1])
dx dx? ’
qui est tres instructive et illustre bien les notions introduites aux sections
précédentes. Nous avons déja trouvé la fermeture de ces opérateurs définis
préalablement sur C2°(]0, 1[) et leur adjoint. Nous déterminons maintenant
toutes leurs extensions auto-adjointes possibles.
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2.8.1 P = —id/dx sur]0,1]

Nous cherchons les extensions auto-adjointes de 'opérateur P™" défini
par _ _
P f = g f! D(P™") = C>(]0,1]).

C’est un opérateur symétrique dont nous avons déterminé la fermeture Py =
Pmin 3 Pexemple 2.14, donnée par

Pof =—if,  D(Py)=Hj(0,1])

et qui est également symétrique. Finalement, nous avons trouvé I'adjoint a
lexemple 2.21, qui est 'opérateur P™** = (Py)* = (P™")* donné par

PmaXf — —if,, D(Pmax) —_ Hl(]O, 1[)

Cet opérateur n’est pas symétrique car les termes de bord ne s’éliminent pas
quand on fait une intégration par parties. Ceci provient du fait que Py n’est
pas auto-adjoint.

Rappelons en passant que les fonctions de H'(]0, 1]) sont toutes continues
jusqu’au deux points du bord de l'intervalle, d’apres le lemme A.2, et que
I’application

fe Yo, 1)) = (£(0), f(1)) € C? (2.12)

est donc continue.
Nous voulons déterminer toutes les extensions auto-adjointes de P™™,
qui vérifient nécessairement

pmin — Py C P = P* C P,

Ce sont toutes les réalisations auto-adjointes possibles de f +— —if’ sur
'intervalle 10, 1].

Théoréme 2.44 (Impulsion sur |0, 1[ : auto-adjonction et spectre). Les
extensions symétriques strictes de Py sont les opérateurs Pyerg définis par

Pper,@f = _if/7

sur le domaine

D(Pyera) = Hheup00,1) = { £ € H(0,1) : £(1) = €71 (0)}

ot 0 varie dans [0, 27[. Ces opérateurs sont tous auto-adjoints et leur spectre
est le réseau 27 translaté de 6 :

0(Pperp) =1k +0, k € 2nZ}.

Chaque élément k + 0 du spectre est une valeur propre simple, de fonction
propre associée x — e kt0)z
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Lorsque 6 = 0 nous trouvons la condition de périodicité f(1) = f(0),
qui décrit également une particule évoluant sur un cercle. La condition au
bord f(1) = € f(0) est souvent appelée condition de Born-von Karman et
elle intervient dans le calcul du spectre des opérateurs périodiques, par la
théorie de Bloch-Floquet.

Le théoreme précise que les conditions au bord de Born-von Karman
sont les seules possibles pour que l'opérateur —id/dx soit auto-adjoint sur
un intervalle borné. Par exemple, la condition de Dirichlet f(0) = f(1) =0
fournit 'opérateur Py qui n’est pas auto-adjoint.

Démonstration. Soit P une extension symétrique de Py. Comme on a alors
(Pof,g) = (Pf,g) = (f,Pg) pour tout u € HZ(]0,1[), nous voyons que
Pf = —if’ et que son domaine est D(P) C H'(]0,1[). Ceci suit également
du fait que P est une restriction de (FPy)*. La condition de symétrie s’écrit,
apres intégration par parties,

f(M)g(1) = f(0)g(0),  Vf,g € D(P)cC H(0,1]). (2.13)

En prenant f = g, on trouve en particulier que |f(1)|> = |f(0)|? pour tout
f € D(P). Comme on a supposé que P est une extension stricte de Py
(pour lequel f(0) = f(1) = 0), il existe au moins une fonction fy € D(P)
telle que |fo(0)] = |fo(1)] # 0. En écrivant alors fo(1)/fo(0) = =%, nous
trouvons que g(1) = ?g(0) pour tout g € D(P). Ceci montre que P C P g
comme défini dans 'énoncé. Les opérateurs Ppe g sont symétriques (car ils
vérifient la condition ci-dessus) et fermés. Or, on peut écrire toute fonction
fe Héerﬂ(](), 1]) sous la forme

_ SO x x) — /(0) x
flz)= fo(O)fO( )+ f(z) fo(O)fO( )
€H;(]0,1])

Ceci montre que tout sous-espace contenant fo et H2(]0,1[) doit contenir
tout Héer,e(]o’ 1[). Comme c’est le cas de D(P), on a Pper g C P et on conclut
bien, comme annoncé, que P = Pyer g.

Pour montrer 'auto-adjonction des opérateurs P, g, on utilise simple-
ment la définition. On a g € D((Pperg)*) si et seulement si (g, —ih/) =
(—ig’, h) pour tout h € D(Pperg). Aprés une intégration par parties, ceci
fournit la condition

g(D)r(1) = g(0)h(0), Vg € D((Ppere)*) h € Hper (10, 1]).

En prenant h = fp (ou n’importe quelle autre fopction de ngrﬁ(]o,l[)
qui ne s’annule pas en 0), on trouve que g(1) = €g(0), c’est-a-dire que
(Pper,0)* C Pper,g- Ainsi Pyer g est auto-adjoint.
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Lorsque 8 = 0 on trouve le probleme périodique qui possede une base de
vecteurs propres explicite, donnée par les modes de Fourier. Plus précisément,
en posant ey(z) = e’** pour k € 277, nous voyons que e, est une base or-
thonormée de L*(]0,1[), composée uniquement de vecteurs de HJ. (]0,1])
(nous omettons 6 en indice dans le cas § = 0). Par ailleurs on a évidemment
Pyerer, = key, de sorte que 20Z C 0(Pper). Pour montrer I'inclusion in-
verse, il faut prouver que Pper — A est inversible d’inverse borné pour tout
A € 27Z\ R. L’inverse est donné par la théorie des séries de Fourier, comme
nous avons utilisé la tranformée de Fourier pour le cas de tout l’espace R?
a la section précédente. Il est donné par la formule explicite

=P —N"g= > ed) e g e 12(0,1]), (2.14)

et nous laissons la fin du raisonnement en exercice. Le cas de 6 # 0 est
exactement similaire, en utilisant la base orthonormée é(x) = e'**+9)% qui
est 'image de la base de Fourier par isométrie f — €% f. O

Exercice 2.45 (—id/dx n’admet aucune réalisation auto-adjointe sur [0, 00)).
Montrer que Uopérateur P™™ défini par f — —if" sur D(P™") = C2°(]0, oo|)
n’admet aucune extension auto-adjointe. Plus précisément, montrer en s’ins-
pirant des résultats de cette section, que sa seule extension symétrique fermée
est Py, définie sur HE(]0,+o0[), ce qui permet de conclure car (Pp)* =
pmax 7& P,.

2.8.2 A= —d*/dx? sur0,1]

Nous cherchons maintenant les extensions auto-adjointes du Laplacien

Aminf — _ //7 D(Amin) = Ccoo(]ov 1D

dont nous avons montré a I’exemple 2.16 que sa fermeture est donnée par
Aof = —f" sur le domaine

D(Ag) = Hg(0,1]) = {f € H*(10,1]) : f(0) = f(0)
et a lexercice 2.22 que son adjoint A™** = (A)

Amax]c _ //’ D<Amax) — H2<

f(1) = f'(1) =0}
(A™IN)* vaut
10,1]).

Comme a la section précédente, les extensions symétriques A de Ag
doivent vérifier

gMf1) =g F'1) +9(0)f(0) —g(0)f(0) =0,  Vf g€ D(A).
Cette condition peut encore s’écrire sous forme matricielle

g(0) 0 1.0 O f(0)

< gO| (-1 00 o][rO > o
gl)y1’{ 0 0 0 -1 f(1)

g'(1) 0 01 0/ \f(Q1)
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et signifie que V := {(f(0), f(0), f(1), f'(1)) € C* : f € D(A)} est un
sous-espace isotrope de la forme symplectique associée a la matrice 4 x 4

0 10 0
-1.00 0

M=10 0 o0 -1 (2.15)
0 01 0

Rappelons qu’un espace isotrope de M est par définition un sous-espace
de C* tel que (v, Mv)ca = 0 pour tout v € V' qui, par polarisation, est
équivalent a (w, Mv)ca = 0 pour tout v,w € V.

Ceci suggere d’introduire les opérateurs Ay définis par

Avf =", D(Av)={f € H2(0,1) : (£(0).7'(0), F(1), F'(1) €V}

(2.16)
pour tout sous-espace isotrope V de la matrice M. Ces opérateurs sont
symétriques et fermés. Reste maintenant a déterminer les sous-espaces iso-
tropes de M pour lesquels Ay est auto-adjoint. Pour cela, on commence par
remarquer que M est inversible. Ainsi, (w, Mv)ca = 0 pour tous v,w € V
signifie que V € (MV)*. Comme dim(MV)* = 4—dim(MV) = 4—dim(V),
on conclut que dim(V') < 2. Les sous-espaces isotropes sont tous de dimen-
sion au plus 2. Par exemple, pour V' = {0} on trouve les conditions au
bord f(0) = f/(0) = f(1) = f/(1) = 0 et on a alors D(Ay) = HZ(]0,1[),
c’est-a-dire Ay = Ag. Le tableau 2.1 recense quelques exemples célebres de
conditions au bord avec V' de dimension deux.

Dirichlet floOy=f1)=0 V = Vect(ea, €4)
Neumann f0)=7(1)=0 V = Vect(eq, e3)
Périodique f(0) = f(1) et f'(0) = f'(1) V = Vect(ey + e3,e2 + €e4)
Robin af(0) =bf(0)=af(1)+0bf'(1)=0 V = Vect(bey + aeq,
(a,b) € R%\ {(0,0)} bes — aey)
Born-von | €Zf(0) — f(1) =€ f'(0) — f'(1) =0 V = Vect(e; + e,
Karman 6 € [0, 2x| es + eiee4)

TABLE 2.1 — Quelques conditions au bord classiques avec V' de dimension 2.

Nous pouvons maintenant caractériser les réalisations auto-adjointes du
Laplacien sur ]0, 1[. Le théoréme suivant précise que ’on doit choisir exacte-
ment deux conditions au bord pour que 'opérateur obtenu soit auto-adjoint.

Théoréme 2.46 (Laplacien sur |0, 1[). Les extensions symétriques de Ag
sont exactement les opérateurs Ay introduits en (2.16), lorsque V' parcourt
tous les sous-espaces isotropes de la matrice M. Le domaine de Ay peut
s’écrire

D(Av) = Hg (0, 1]) + vect(fi), (2.17)
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[) sont des fonctions quelconques choisies pour que les

ou f; € HQ(]O 1
fi(1), fI(1)) forment une base de V.. On a

(fi(0), £i(0), fi

’AV auto-adjoint <= dim(V) = 2.‘

Lorsque dim(V') € {0,1}, on a
o(Ay) =C.

Ce résultat confirme l'intuition que le domaine doit étre choisi assez
grand pour que ’égalité soit satisfaite dans (2.11). Il y a donc une sorte de
compétition entre I’hypothese de symétrie qui nécessite que V' ne soit pas
trop grand, de sorte que les termes de bord disparaissent dans I'intégration
par parties, et l'auto-adjonction qui requiert elle que V soit assez grand.
Seuls les espaces isotropes de dimension 2 sont alors admissibles et ce sont
les conditions aux bords que nous devons considérer physiquement. Ce sont
les seules pour lesquelles le spectre de Ay est réel, comme en dimension finie.

Quelle condition au bord utiliser ou étudier 7 En principe aucune n’est
meilleure que les autres et elles ont toutes leurs particularités. Le choix
d’une condition est toujours motivé par des considérations pratiques liées
au modele étudié. Par exemple si I’on désire décrire les vibrations d’une corde
qui est attachée a ses deux extrémités, on choisira bien str la condition de
Dirichlet. Comme nous I’avons mentionné pour P = —id/dz, la condition
de Born-von Karman (qui inclut la condition périodique) intervient natu-
rellement lorsqu’on étudie des systemes périodiques, en lien avec la trans-
formation de Bloch-Floquet. La condition de Robin intervient elle souvent
en électromagnétisme, ou elle est parfois appelée condition d’impédance ou
condition de Gennes.

Démonstration. 1l faut commencer par montrer que les extensions symétriques
de Ay sont exactement les Ay. Soit A une telle extension. On a alors
(Aof,g) = (Af.g) = (f,Ag) pour tout f € HZ(]0,1() et tout g € D(A),
ce qui fournit 'information que Ag = —g¢” et que D(A) C H?(]0,1]). La
condition de symétrie signifie alors, apres intégration par parties que le sous-
espace

V = {(£0), £(0), (1), f'(1)), f € D(A)}

de C*, est un sous-espace isotrope de M, c’est-a-dire que A C Ay . Il reste
a montrer 'inclusion inverse. Soit v; une base de V et f; des fonctions de
D(A) telles que v; = (fi(0), f/(0), fi(1), f/(1)). Toute fonction de D(Ay)
peut s’écrire sous la forme

- Zo‘ifi(ﬂf) + f(x) — Zaifi(x) (2.18)

€Hg(10,1[)
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ou les «; sont choisis de sorte que

U@f@ﬂmﬂm=2mw

Ainsi, tout sous-espace contenant les f; et HZ(]0,1[) doit contenir tout
D(Ay), ce qui implique Ay C A et finalement A = Ay. Par ailleurs, la
formule (2.18) montre bien (2.17).

II reste a étudier I'auto-adjonction de Ay. On a (g,h) € G(A}) C
L%(]0,1])? si et seulement si

1 1
—/g@ﬂmﬁ=/hmmwt
0 0

pour tout f € Dy. En prenant d’abord f € C2°(]0,1[), qui est inclus dans
tous les Dy, on obtient que —g” = h au sens des distributions. Comme
g,h € L?(]0,1[) par hypothese, on peut conclure, en utilisant le lemme de
régularité elliptique (lemme A.3 dans Pappendice A) que ¢’ € L*°(]0,1]) C
L?(]0,1[) et donc que g € H2(]0,1]). Ceci est juste la traduction du fait que
A}, C (Ag)* = A™*. Une fois cette information obtenue, on peut utiliser
une intégration par parties qui fournit

g(1)f(1) —g(1)f'(1) + g(0).f'(0) — ¢'(0).f(0) = 0

ou, de facon équivalente,

AW

g/ 0 f/ 0 B
<gm S 7Y >0'

) \rm)’ .

Comme cette relation est valable pour tout f € D(Ay) et que, par ailleurs, le
vecteur (f(0), f/(0), f(1), f/(1)) décrit tout le sous-espace isotrope V par la
surjectivité de la restriction au bord (2.12), on en déduit que nécessairement

(9(0),4'(0),9(1), g'(1)) € (MV)*.

De telles fonctions étant évidemment dans D(AJ,), on conclut que
D(A}) ={g : g€ H*(0,1]), (9(0),4'(0), 9(1),¢'(1)) € (MV)*}.

Dit autrement,

* — A

v (MV)+
(on utilise ici la notation (2.16) pour I'espace (MV)+ qui n’est pas forcément
un espace isotrope de la matrice M). On a toujours V C (MV)*, avec égalité

si et seulement si V = (MV)* ce qui, puisque M est inversible, est équivalent
a dim(V) = 2. Ainsi Ay = Aj, si et seulement si dim V' = 2.
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Il reste & démontrer que le spectre de Ay est tout le plan complexe
lorsque V' est de dimension 0 ou 1. Nous avons déja vu le cas de Ag a
I’exemple 2.31. Le cas ou V est de dimension 1 est exactement similaire,
sauf qu’on ne peut pas tester contre n’importe quelle fonction g puisqu’une
condition au bord doit étre respectée ((MV)* est dans ce cas de dimen-
sion 3). Il faut alors utiliser g(t) = ae'™® + Be~@ avec des constantes «, 3
bien choisies. Nous laissons la preuve en exercice. O

Exercice 2.47. Ecrire la preuve que o(Ay) = C lorsque V' est de dimen-
ston 1.

Exercice 2.48. Montrer que pour les Laplaciens de Dirichlet, de Neumann
et périodique, on a

1
<f7AVf>L2(Q) :/0 |f’(t)|2dt

pour tout f € D(Ay ). En déduire du Corollaire 2.41 que o(—Ay) C [0, o0l
Que dire du Laplacien de Robin ?

Exercices complémentaires

Exercice 2.49 (Espace H}..(]0, 1[) et séries de Fourier). On note
Hper(10,1]) := {f € H'(J0,1]) = f(1) = f(0)}

qui est un sous-espace fermé de H'(]0, 1[).

1. On appelle c,(f) = f01 f®)e ™ *t dt = (e, f) les coefficients de Fourier de f. Montrer
en intégrant par parties que pour tout [ € H;er(]O,l[), on a ck(f') = ikex(f). En
déduire que 3, oo |k [ck(f)? < oc.

2. Soit f € L*(]0,1[) une fonction telle que Y, oo, |kI*[ck(f)]? < co. Montrer que la

série de Fourier
> er(fen()

ke2n
converge uniformément sur [0,1]. En déduire que f s’identifie a une fonction continue,
telle que f(0) = f(1). Calculer aussi (f, ") pour tout ¢ € C°(]0,1]) et en déduire que

f € Hyer (10, 1]).
En conclusion nous avons montré que

Hyer (10, 1]) = {f e L*(0,1) = Y [kPle()I” < OO}-

ke2nZ

3. Montrer que pour tout X\ € R\ 2nZ, lopérateur (Pper — \) ™" introduit en (2.14) est
bien défini de L*(]0, 1) dans Hpe,(]0,1]) et qu’il est borné. Montrer pour finir que c’est
bien linverse de Pyer — A sur Hpo, (0, 1]).

4. Etendre les résultats H}.. 5(10,1]) et conclure la preuve du théoréme 2.44.

Exercice 2.50 (Attention aux commutateurs). La théorie des opérateurs en dimension
infinie est plus délicate qu’elle n’y parait et peut parfois aller contre l’intuition. L’excellent
article [Gie00], écrit & destination des physiciens, fournit plusieurs exemples d’apparentes
contradictions qui découlent d’une mauvaise utilisation de cette théorie. En wvoici ['un
d’euz.
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On se place sur le cercle unité ou, de fagon équivalente, sur |0, 1] avec les conditions
périodiques au bord vues dans cette section. On regarde les opérateurs X : f(x) — xf(x)
et Poor = —i(d/dx), définis sur leurs domaines respectifs D(X) = L?*(]0,1]) (c’est un
opérateur borné!) et

Hper (0,1)) = {f € H'(J0,1]) = f(0) = f(1)}}
sur lesquels mous avons vu qu’ils étaient tous les deux auto-adjoints. On a
[Poer, X] f = (Poer X = X Ppex) f = —i((af) —zf') = —if

qui est la relation d’Heisenberg [Pper, X] = —i. Les fonctions ex(z) = e pour k €
277 sont les vecteurs propres normalisés de Pper, avec Pyerer = key. En utilisant ’auto-
adjonction de Pper, on trouve :

—1= <6k, —ieg) = <ek, [Pper,X]€k> = <Pper€k,X€k> — <Xek:7Pperek>
1
— (k- k)/ slew(@)? da = 0.
0
Ou est lerreur ¢

Exercice 2.51 (Indices de défaut). Soit A un opérateur symétrique fermé.

1. Montrer que ||(A +i)v|| = ||(A — i)v|| pour tout v € D(A). En déduire que 'opérateur
U= (A+i)(A—1i)"" est une isométrie (partielle) de Tm(A — i) dans Im(A + i).

2. Que peut-on en conclure en dimension finie ?

3. Soit B = B* une extension auto-adjointe de A. Montrer que V = (B +14)(B —i)~" est
une isométrie de $) dans $), qui est une extension de U, c’est-a-dire telle que Vf = U f
pour tout f € D(A).

4. Montrer alors que l’image de Tm(A 4 4)* = ker(A* —4) par V contient Im(A — i)+ =
ker(A* +1).

5. En déduire qu’un opérateur symétrique ne peut posséder des extensions auto-adjointes
que st dimker(A* — i) = dimker(A* + 1) (qui peut étre finie ou infinie).

6. Réinterpréter le résultat de ’exercice 2.30 dans cette perspective.

Exercice 2.52 (Laplacien périodique et de Born-von Karman). A la section 2.8.1, nous
avons défini l'opérateur d’impulsion périodique Pper sur H;er(]O7 1[) et sa généralisation
auz conditions de Born-von Karman sur Hpe (]0,1[). Ensuite, a la section 2.8.2 nous
avons traité le cas du Laplacien sur le méme intervalle |0, 1[. L’étude se généralise a toute
dimension.

Soit Q =]0, l[d le cube unité de R%. Les conditions périodiques sont juste celles qui sont
obtenues lorsqu’on restreint une fonction Z-périodique f € HIQOC(Rd) a la cellule unité Q).

Les fonctions périodiques sur R satisfont par définition la relation
fz+10) = f(z), vz eRY, weezd,
ce qui implique en particulier que
Vi(z+0) =Vf(z), vz eR?, Veezt

La seule fagon pour que x et x+{ soient tous les deux dans 2 est qu’ils soient tous les deux
sur le bord, sur deux faces opposées. Ainsi, nous sommes amenés a étudier le Laplacien
défini sur le domaine

D(—Aper) = Hpor () := {f € H*(Q) : f(z+410) = f(z) et

(Onf) (@ +£) = —(0nf)(x), Y(x,€) € OQ X Z avec x +{ € 89}, (2.19)
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que nous notons —Aper. Le signe moins dans la condition sur les dérivées normales vient
de Dorientation du vecteur normal au bord, qui est toujours sortant par définition. Dans
UAppendice A nous rappelons la définition de la trace d’une fonction f € H*(Q) et de
sa dérivée normale sur le bord. Ici Q) est l'intérieur un polyédre et il n’est donc pas lisse.
Cependant 002 est 'union de faces qui sont plates (donc lisses), et la restriction & chacune
de ces faces F; est donc bien définie, avec fir, € H**(F}) et Onfir, € HY*(F;). Il y a
également des conditions de compatibilité supplémentaires sur les arétes mais nous n’en
avons pas besoin pour définir correctement le domaine (2.19), puisque la condition ne fait
intervenir que les faces opposées. Dans tous les cas, la continuité de l’application de trace
sur le bord implique que D(—Aper) = H2or(Q) est un sous-espace fermé de H*(Q) (mais
pas de L*(Q)).

1. Pour f € D(—Aper), calculer les coefficients de Fourier de Af. Donner une ca-

ractérisation de D(—Aper) = HZor(Q) a l'aide des séries de Fourier.
2. Montrer que l'opérateur —Aper est auto-adjoint sur D(—Aper) et que son spectre est

o(—Aper) = {|k|2, ke 271'Zd},

avec les fonctions propres (eik“”)kezﬂzd.

3. Généraliser ce qui précéde a la condition de Born-von Karman

fle+0) = fx)e", e (0,2m)™

fF(=1/2,y) = f(1/2,y)

[z, —1/2) = f(=,1/2)

Fi1GURE 2.1 — Conditions périodiques en dimensions 2 et 3.
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Chapitre 3

Criteres d’auto-adjonction : Rellich, Kato &
Friedrichs

L’objectif de ce chapitre est de fournir des criteres pratiques pour construire
des extensions auto-adjointes d’opérateurs symétriques.

Une premiere approche naturelle est de déterminer sous quelle condition
sur B un opérateur sous la forme A + B est auto-adjoint lorsque A est
lui-méme un opérateur auto-adjoint connu. Dans la premiere section nous
présenterons une condition, due a Rellich et Kato, qui garantit que A + B
est auto-adjoint sur le méme domaine que A :

D(A+ B) = D(A).

Ensuite, nous discuterons d’une méthode due a Friedrichs mais basée
sur des théoremes de Riesz et de Lax-Milgram, qui permet de définir des
opérateurs de fagcon un peu indirecte, en utilisant leur forme quadratique.
Cette derniere méthode est si efficace qu’il est maintenant devenu clas-
sique [Bre94, EvalO, Alol8] de développer la théorie des équations aux
dérivées partielles elliptiques en se basant presque uniquement sur la forme
quadratique, sans jamais parler d’auto-adjonction de l'opérateur associé!
Nous ferons ici le lien formel entre la question de I'auto-adjonction et les
méthodes basées sur les formes quadratiques, comme le théoreme de Lax-
Milgram. Ceci permettra ensuite de construire des réalisations auto-adjointes
d’opérateurs sous la forme A+ B, en garantissant seulement 1’égalité des do-
maines des formes quadratiques associées

Q(A+ B) = Q(4)

sans que les domaines des opérateurs soient eux nécessairement égaux.

Finalement, nous appliquerons ces techniques aux opérateurs de Schrédin-
ger, c’est-a-dire sous la forme A = —A + V(z). La fonction V' peut tendre
vers 0 & I'infini en décrivant ainsi une particule quantique qui n’est confinée
que localement, ou alors tendre vers +o0o quand |z| — 400, ce qui corres-
pond a une particule vraiment confinée, comme c’est le cas pour 'oscillateur
harmonique.

7
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3.1 Perturbations relativement bornées

Dans cette section nous donnons un critere sur un opérateur symétrique
B qui implique que A + B est auto-adjoint sur le méme domaine D(A) que
Iopérateur auto-adjoint A, puis nous l'appliquons au cas ou A = —A et
B = V(x) est I'opérateur de multiplication par une fonction.

3.1.1 Théorie de Rellich-Kato

Le résultat suivant est essentiellement di a Rellich [Rel37], mais il a été
popularisé et abondamment utilisé par Kato pour les opérateurs de Schrédin-
ger [Katb1].

Théoréme 3.1 (Rellich-Kato). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son
domaine D(A) et B un opérateur symétrique sur le méme domaine D(A).
S’il existe 0 < a <1 et C >0 tels que

[Bul| < aflAv]| + Cllof|, Vv e D(A), (3.1)

alors Uopérateur A + B est auto-adjoint sur D(A). De plus, si D C D(A)
est un sous-espace dense tel que Ajp = A, alors A+ B est essentiellement
auto-adjoint sur D, de fermeture définie sur D(A).

Démonstration. Comme A + B est par hypothese symétrique sur D(A), il
suffit de montrer que A+ B +iu est surjectif de D(A) dans $ pour un p € R
bien choisi, d’apres le théoreme 2.36. On écrit alors

A+ B+iu= (1 +B(A+m)*1)(A+z'u).

Comme l'opérateur A + iy est inversible de D(A) dans $) pour tout u € R,
puisque A est auto-adjoint, il suffit de prouver que 1 4+ B(A + iu)~! est
inversible sur . Comme nous 1’avons rappelé dans la preuve du lemme 2.8,
il suffit pour cela de trouver u tel que

|B(A +ip) "] < 1.
En appliquant I'inégalité (3.1), on déduit que

)

|BA+ip) || < a||A(A+ip) "ol + C ||(A+in) v

ce fournit I'inégalité sur les normes d’opérateurs
|BA+ip)7 || < o |A(A+ip) |+ C || (A+ip) |-
Rappelons la relation fondamentale vue en (2.8)

1A +ip)ol® = [[Avl* + w? ol*, Vo € D(A),
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ce qui implique
lol* = A + i) "o + 2 [[(A+im o Woes,

et donc

. . 1
|AA+ip) 7| <1, WA+W)WSHJ

Pour conclure, nous avons

HMA+WYW§a+g—
|l
qui est bien strictement inférieur a 1 pour p assez grand.

Si D est un cceur de A, c’est-a-dire un sous-espace dense sur lequel A
est essentiellement auto-adjoint (ou encore qui est dense dans D(A) pour la
norme du graphe), alors (A + B)p est également symétrique. Par ailleurs,
si v, — v et Av, — Av avec v, € D, nous avons Bv, — Buv par (3.1). Ceci
montre que (A + B)v, — (A + B)v, c’est-a-dire que A + B est la fermeture
de (A + B)|p. O

Remarque 3.2. Si A a son spectre minoré, alors sous les hypothéses du
théoréme 3.1, A+ B aura aussi un spectre minoré. L’argument est exacte-
ment le méme que dans la preuve précédente, en remplacant iy par p € R
trés grand. On doit utiliser le fait que si A a un spectre minoré, alors

A<+ S0 s e

pour p assez grand, ce qui suit du théoréme spectral que nous verrons au
chapitre 4.

Définition 3.3 (Opérateurs relativement bornés). Soit o €]0,00] et A un
opérateur auto-adjoint. Lorsqu’un opérateur B symétrique sur D(A) sa-
tisfait (3.1), on dit qu’il est A-borné, de borne relative «. S’il vérifie de
plus (3.1) pour tout o > 0, on dit qu’il est infinitésimalement A-borné.

Dans la preuve du théoréme nous avons montré que HB (A+ip)~t H <1
pour g assez grand. Il se trouve que ceci est en fait équivalent a 1'hy-
pothese (3.1).

Exercice 3.4. Soit A un opérateur auto-adjoint et B un opérateur symétrique
sur D(A). Montrer que B est A-borné de borne relative < 1 si et seulement
si B(A+ip)~! est un opérateur borné, avec

limsup || B(A+ip) 7| < 1.
|| —+o00

Montrer qu’il est infinitésimalement A—borné si et seulement si

lim || B(A+ip)~"|| =0.
k=00
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3.1.2 Application aux opérateurs de Schrédinger

Nous voulons appliquer la technique de Rellich-Kato pour étudier les
opérateurs sous la forme —A + V(x) dans H2(R?). Il faut pouvoir controler
|V f|| par f € H?(RY), ce qui est I'objet du théoréme suivant.

Théoréme 3.5 (Potentiels infinitésimalement (—A)-bornés). Soit
V € LP(RY) + L*®(RY)

avec
p=2 sid=1,2,3,
p>2 sid=4, (3.3)
p:% st d>b.

Alors, pour tout € > 0, il existe une constante C. telle que

IV fll2@ay < € IAf 2gay + Ce I fll2may,  Vf € HX(RY).|  (34)

et

[ vlsep

<c [ IVi@PderC. [ 1f@Pds, v € H R,
R4 Rd

(3.5)

Remarquons que les conditions (3.3) sont légérement plus fortes (en di-

mension d < 4) que celles rencontrées en (1.31) au chapitre 1, qui servaient
seulement & assurer (3.5).

Remarque 3.6. Comme a la remarque 1.16, si on a V € LI(RY) avec
q > max(2,d/2) en dimension d # 4, alors V. € LP(R?) + L®(R?) ou p
vérifie (3.3).

Démonstration. La preuve est exactement la méme que celle du lemme 1.14,
sauf qu’on doit estimer [ V2| f|? par la norme H?(R?) de f, et il faut donc
utiliser I'injection de Sobolev correspondante, rappelée a 'appendice A au
théoréme A.13. O

Exercice 3.7. Ecrire la preuve du théoréme 3.5.

Le résultat suivant est une simple conséquence du théoreme précédent
et du théoreme 3.1 de Rellich-Kato.

Corollaire 3.8 (Auto-adjonction des opérateurs de Schrodinger). Soit

V € LP(R%R) + L®(R%, R)
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une fonction a valeurs réelles, avec

p=2 sid=1,2,3,
p>2 sid=4,
p:% st d>b.

Alors Uopérateur f +— —Af +V f est auto-adjoint sur D(—A) = H*(R?) et
son spectre est minore.

Par ailleurs, f +— —Af+V f est essentiellement auto-adjoint sur C2°(R?)
ou tout autre sous-espace dense dans H*(R?).

Démonstration. Comme la fonction V est réelle, f — V f est symétrique. Par
ailleurs cet opérateur est bien défini sur H?(R?) et il est infinitésimalement
(—A)-borné, d’apres (3.4). Le résultat suit alors du théoréme 3.1 de Rellich-
Kato. Pour la minoration du spectre, on utilise le corollaire 2.41 et I'inégalité

=B+ V) Py = [ IVS@Pde+ [ V@@ da
2(1—6)/ Vi@Ede . [ 1@ da

—C: / ()| de,
d’apres (3.5). O

Le théoreme signifie que perturber le Laplacien par une fonction qui reste
bornée a I'infini dans un sens faible (plus précisément une fonction qui s’écrit
V =Vi+ Vi avec V; € LP(R?) et Vo € L(R?)) ne change pas le domaine
d’auto-adjonction. Les opérateurs sous la forme A = —A 4+ V s’appellent
opérateurs de Schrddinger.

Exemple 3.9 (Atome d’hydrogene). L’atome d’hydrogéne étudié au cha-
pitre 1 est décrit par le potentiel V(z) = —|z|~! en dimension d = 3. Comme
V € L2(R3) 4+ L>®(R3), on conclut que

Vopérateur —A — |z| ™! est auto-adjoint sur H?(R3).

Voici un autre exemple d’utilisation de la technique de Rellich-Kato.

Exemple 3.10 (Champ magnétique). Soit A : R? — R3 un champ de
vecteur tel que A € LA(R3,R3) + L2 (R3,R) et divA € L2(R?) + L*(R3), ou
divA est compris au sens des distributions. On désire définir 'opérateur

Hy = P+A

Mw

18;,;] + Aj( ))

J=1
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Si f € HX(R3), alors f € L*>(R3) N L>®(R3) par les injections de Sobolev, de
sorte que par exemple Af € L*(R3) + L>®(R3) et on peut calculer, au sens
des distributions,

3
Haf=-Af+ ‘A|2f _iz (ijAjf +Aj82jf)

j=1

3
= —Af+|APf —idiv(A)f — 20 Ao, f.

Jj=1

Pour justifier le passage de la premiére a la seconde ligne, on peut d’abord
prendre f € C°(R3) et conclure par densité dans H?(R3). La fonction |A|* f
appartient a L*(R3), avec l’estimée

|HA|2fHL2(R3) < ellAfllp2msy + Cellfl L2ms)
d’apres le théoréme 3.5 appliqué o V = |A|?. De facon similaire, on a
[div(A) fll 2 msy < €AfllL2gsy + Ce 1| L2 (s
et, en écrivant A = A’ + A" € LA(R3) + L>(R?),
1450, £ || oy < 11451 ooy 190 Fll oy + 1471 e sy 1925 £ 1] 2 sy

Par ailleurs, on a par linjection de Sobolev

4 4
100, ey < 00 11y 10 1ty < € 100, 7ot 1A W

et, par Cauchy-Schwarz,

) - -
19z, £1[ 2gs) = /R [k P17 (k) b < /R KPP dk < 11l g2 [ Afl g2

ce qui montre finalement que

C
1400, £ 2gas) < C NI ms) 1A atmsy < € NAF I oqusy + 27 11l oo -

Comme lopérateur H, est symétrique sur H>(R3) (le vérifier en écrivant
lintégration par parties) et que |A|? —2i Z?Zl A;jOy; —idivA est une pertur-
bation infinitésimalement bornée de —A, on conclut que H 4 est auto-adjoint
sur H?(R3).

3.2 Formes quadratiques et auto-adjonction

Dans cette section nous présentons une technique completement différente
pour trouver des extensions auto-adjointes d’opérateurs, qui est adaptée au
cas particulier ou la forme quadratique associée a 'opérateur est minorée.
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3.2.1 Définition et fermeture

Soit A un opérateur symétrique sur son domaine D(A) C $. On appelle
forme quadratique associée a A celle définie par

qa(v) := (v, Av), v € D(A).
On peut aussi regarder la forme polaire associée, qui vaut
va(v,w) == (v, Aw), v,w € D(A)
et peut étre retrouvée a partir de g4 a I’aide de la formule de polarisation
va(v,w) = %(qA(v +w) —ga(v —w) +iga(v + iw) —iga(v — zw))
Définition 3.11 (Borné inférieurement, coercif). On dit qu’un opérateur

symétrique (A, D(A)) est borné inférieurement ou minoré lorsqu’il existe
a € R tel que

(v, Av) > a|jv||?, Vv € D(A). (3.6)

Dans ce cas on note
A > a.

On dit qu’il est coercif lorsque (3.6) est vérifiée avec un a > 0.

Lorsque A est auto-adjoint, le corollaire 4.9 du chapitre suivant montrera
que 'hypothese (3.6) est équivalente a dire que o(A) C [a, co[. Mais nous
supposons pour l'instant seulement que A est symétrique.

Dans cette section, nous supposerons toujours que A est un opérateur
borné inférieurement, et aurons fréquemment besoin qu’il soit de plus coercif.
Bien stir, si A est borné inférieurement par « sans étre coercif, alors A+a est
coercif pour a > —a, et tous les résultats énoncés avec A coercif s’étendent
aisément au cas d’un opérateur borné inférieurement en remplagant A par
A+ a.

Lorsque A est coercif, nous voyons que v € D(A) — /qa(v) définit une
norme, et que @4 définit un produit scalaire sur D(A), tels que

qa(v) = allvl.

En général, espace D(A) n’est pas complet pour cette norme et il semble
naturel de chercher a le compléter.

Lorsqu’on dispose d’une structure pré-hilbertienne sur un sous-espace D
de 9, le complété abstrait Q n’est pas nécessairement identifiable & un sous-
espace de . Il peut étre beaucoup plus gros. Voici un exemple similaire a
I’exercice 2.18 du chapitre 2.
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Exemple 3.12 (Complétion de §). Considérons la forme quadratique q :
ue C(0,1[) — fol |u|? + |u(1/2)|? qui est associée a l'opérateur de l'exer-
cice 2.18, dans l'espace de Hilbert = L?(]0,1[) et vérifie (3.6). Nous pou-
vons identifier C°(]0,1[) au sous-espace {(u,u(1/2)), u € C°(]0,1])} de
espace de Hilbert élargi $' = L?(]0,1]) x C, sur lequel la forme quadratique
est une restriction de

1
¢ () = /0 () 2 da + |\

Le procédé de complétion fournit justement la forme q' sur tout ’espace de
Hilbert $ car la valeur u,(1/2) peut converger vers n’importe quel com-
plexze X € C lorsque u, — u dans L*(]0,1[). Par ce procédé, 'espace ' ne
s’identifie pas a un sous-espace de $ = L*(]0,1]).

La définition suivante est une adaptation des concepts vus au chapitre 2
au cas des formes quadratiques.

Définition 3.13 (Formes quadratiques). Soit ¢ un produit scalaire défini
sur un sous-espace Q dense dans ), de forme quadratique associée q(v) =
o(v,v). On dit que q est coercive lorsqu’il existe une constante o > 0 telle
que

a@) = alll?,  Wweo.

On dit que q est fermée lorsqu’elle est coercive et (Q,¢) est un espace de
Hilbert, c’est-a-dire est complet : pour toute suite (vy,) telle que
lim Q(Un - Um) =0,
,1M—00

il existe v € Q tel que
lim ¢(vy, —v) =0.

n—oo

On dit que q est fermable dans ) lorsqu’elle admet une extension dans $,
qui est fermée. Dans ce cas, le complété (Q,p) de (Q,p) s’identifie 4 un
sous-espace dense de §).

De la méme facon que tout opérateur symétrique est fermable, nous pou-
vons montrer que tout opérateur symétrique coercif a une forme quadratique
qui est fermable.

Théoréme 3.14 (Forme quadratique d’un opérateur symétrique). Soit A >
a > 0 un opérateur symétrique coercif sur son domaine D(A). Alors sa
forme quadratique q4 est toujours fermable. Sa fermeture, notée qa et de
forme polaire associée P4, est définie sur Qa C 9, qui est complet pour p4.
De plus on a les propriétés suivantes :

e D(A) est dense dans Q4 pour la norme associée a QA ;

e Oy est dense dans $ pour la norme de $) ;
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e pour tout u € D(A) et tout v e Q4 on a
a(v,u) = (v, Au) ;
o [injection Q4 — $ est continue, c’est-a-dire
allv|* < ga(v)

pour tout v € Q4 ;

o si A est fermé, l'injection D(A) — Q4 est également continue, c’est-
a-dire ) )
_ ol 1A

_ L, 2
QA(’U) = <’U,A’U> < 5 HUHD(A) - 2 + 9

pour tout v € D(A).

Si A est borné inférieurement sans étre coercif, ¢’est-a-dire vérifie (v, Av) >
al|v]|? pour tout v € D(A), nous posons de fagon similaire g4 := qa1q—al|-||?
pour a > —a. On vérifie que cette définition est indépendante de a.

Démonstration. Plutot que de montrer que la complétion abstraite de g4 sur
D(A) s’identifie bien & un sous-espace de ), nous la construisons de fagon
plus concrete. Soit (v,) C D(A) une suite de Cauchy pour g4, c’est-a-dire
telle que
lim qa(vy, —vm) =0.
n,Mm—00

Alors par (3.6), (v,) est de Cauchy dans §, et converge donc vers v € $.
Par ailleurs nous avons I'inégalité triangulaire

lim ‘\/qA(vn) - \/qA(vm)‘ < lim qga(vp —vm) =0

7,M—+00 7,1M—+00

(car v — /qa(v) est une norme) ce qui montre que g4(vy,) converge vers un
réel positif noté g4 (v). Ceci nous ameéne & poser

Q4= {v €9 : Ivn) CDA), vo = v, lim qa(vy —vm) = 0}

n,Mm—00

et
qa(v) = Jim qa(vn).

Il faut vérifier que ceci définit ga de fagon univoque, c’est-a-dire que g4 (v)
ne dépend pas de la suite (v,) choisie. Soit donc (v,) une autre suite de
Cauchy pour g4 qui converge vers v dans §). Alors v, — v}, est aussi de
Cauchy pour g4 et converge vers 0 dans §). Ainsi, il suffit de montrer que
qA(wy) — 0 pour toute suite w, — 0 qui est de Cauchy pour g4, ce qui est

I’équivalent de la propriété (i7) du lemme 2.3. C’est & ce moment seulement
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qu’intervient I'hypothese que g4 provient d’un opérateur symétrique. En
effet, nous pouvons écrire

QA(wn - wm) = QA(wn) + QA<wm) - 2%(’(1]”, Awm>
de sorte que

lim ga(w,) = lim R(w,, Awy,) = lim lim R(w,, Aw,) =0

n—o0 n,m—oo m—00 Nn—00

car w, — 0 dans . Ceci termine la preuve que g4 est bien définie. Nous
laissons la vérification des autres propriétés en exercice. O

Exemple 3.15 (Laplacien sur R?). Considérons lopérateur A = —A qui est
auto-adjoint sur H*(R?), comme nous U'avons vu au corollaire 2.42. Alors
on a

w(f) == [ F@as@ e = [ [Vi@Pde V7 e R,

Comme qa est seulement positive, on peut regarder par exemple A + 1 de
sorte que

QAJrl(f) = HfH%]l(Rd) > ||f||%2(Rd)

est coercive. Nous voyons que le procédé de complétion fournit simplement
la forme quadratique

wlh) = [ Vr@)Pde s Qa=H'(RY,

puisque H*(R?) est dense dans H'(R?) pour la norme de H'(R).

3.2.2 Cas des opérateurs auto-adjoints

Nous verrons que la forme quadratique est un objet qui peut étre parfois
plus facile & manipuler que 'opérateur A lui-méme. Il est cependant légitime
de se demander quelle relation il y a entre A et g4. Peut-on retrouver A a
partir de ga 7 La réponse est négative pour un opérateur symétrique quel-
conque, mais elle est positive pour un opérateur auto-adjoint, ce qui justifie
en partie I'introduction de la notion de forme quadratique.

Théoréme 3.16 (Caractérisation du domaine). Soit A un opérateur auto-
adjoint borné inférieurement et soit ©a la forme polaire fermée associée,
construite au théoréme 3.14. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) v e Qa et il existe z € $ tel que a(v,h) = (z,h) pour tout h € Q4 ;
(ii) v € D(A) et Av = z.
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Démonstration. Si v € D(A) et Av = z, alors pa(v,h) = (Av,h) = (2, h)
pour tout A € Q4.

Réciproquement, si @4(v,h) = (z,h) pour tout h € Q4, alors on peut
prendre h € D(A) et on trouve (v, Ah) = (z,h) pour tout h € D(A). Cela
signifie que (v,z) € G(A*) = G(A) puisque A est supposé auto-adjoint.
Donc v € D(A) et Av = 2. O

Puisqu’un opérateur auto-adjoint est totalement caractérisé par la fer-
meture g4 de sa forme quadratique, nous noterons toujours, pour simplifier,

’CIA = qa, A = P4, Q(A) == QA-‘

Pour un opérateur symétrique nous conserverons les notations g4 et ga.

Nous pouvons maintenant utiliser le résultat précédent pour donner une
caractérisation variationnelle de I’équation (A + a)v = z, un résultat qui est
di a Lax et Milgram.

Théoréme 3.17 (Lax-Milgram). Soit A > « un opérateur auto-adjoint
borné inférieurement et soit a > —a. Soit z € § quelconque. Alors, le
probléeme de minimisation

1 a 2
inf - - - R ; 3.7
Jant L aa(w)+ 5 ol - Rw.2) | 37)
admet pour unique minimiseur v = (A+a)~'z € D(A). Ce dernier est aussi
Vunique v € Q(A) satisfaisant la relation

va(v,h) +alv,h) = (z,h) (3.8)
pour tout h € Q(A).

Le théoréme nous précise comment retrouver A (ou plutét (A + a)~1t)
a partir de la forme quadratique g4, puisque le point v = (A + a)~'z est
I'unique minimiseur du probleme (3.7). L’équation (3.8) s’appelle la formu-
lation faible de 'équation (A + a)v = z et elle s’obtient formellement en
prenant le produit scalaire avec h. Le caractere “faible” vient du fait qu’on
suppose seulement que v € Q(A).

Démonstration. Nous avons déja vu au théoreme 3.16 que la formulation
faible (3.8) alliée a la condition que v € Q(A) était équivalente au fait que
v € D(A) avec (A + a)v = z, c’est-a-dire v = (A + a)"'z. On peut alors
écrire pour tout w € Q(A), en complétant le carré,

1 a2 1 @
Saa(w) + 5 [l = R(w, 2) = Zaa() + 3 [o]* = R(v, 2)
a+ «

lw —]* (3.9)

1
= 44w =)+ 3w —o]* >

qui est positif et s’annule seulement quand w = v. ]
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Exercice 3.18. Sans utiliser l'information que v = (A + a)~'z, montrer
que le probléme de minimisation (3.7) admet un minimiseur (prendre une
suite minimisante, montrer qu’elle est bornée dans Q(A) et passer a la limite
faible dans cet espace). Par un argument de perturbation, montrer que tout
minimiseur vérifie la relation (3.8).

3.2.3 Exemple du Laplacien sur |0, 1]

Nous avons vu a la section 2.8.2 de nombreuses réalisations auto-adjointes
possibles du Laplacien sur |0, 1[. Ces derniéres sont paramétrées par tous les
espaces isotropes de dimension 2 de la matrice M définie en (2.15). Elles ont
toutes une forme quadratique minorée (ce que nous prouverons plus tard au
théoreme 5.22) que nous déterminons ici dans différents cas particuliers.

Laplacien de Born-von Karman
Pour la condition de Born-von Karman nous avons
D(Apers) = Hperp(10, 1))
- {u e H2(0,1]) : u(1) = e®u(0), u'(1) = ei%'(())}

avec Apergu := —u”. Une intégration par parties montre que, pour u €
D(Aper,9)7

1
QA pero (1) = /0 [/ ()|? dt.

La forme quadratique du Laplacien de Born-von Karman est donc définie
sur la fermeture de D(Aperp) pour la norme H'(]0,1[), c’est-a-dire sur le
domaine

Q(Apers) = Hyer (10,1 = {u € H(0,1]) : (1) = e?u(0)}.

La condition liant /(1) et u/(0) est perdue car elle ne fait pas sens dans
H'(]0,1]).

Laplacien de Robin

Nous discutons maintenant de la condition au bord de Robin, que nous
écrivons sous la forme

D(Arobs) = {u e H2(]0,1]) : cos(m0)u(1) + sin(r0)u/(1) = 0,
cos(mf)u(0) — sin(mf)u’(0) = O}.

Une intégration par parties fournit, cette fois,

1

(11, Aron o) — / o (1)2 dt
0

L

+ { tan(md)

0 pour 0 € {0,1/2}.

2 2
(1P = [(OF)  pour 6 €lo, 1/2101/2.1], -\ o



Chapitre 3. Criteres d’auto-adjonction : Rellich, Kato & Friedrichs 89

Par 'inégalité

Sul? ‘u|2 <2 ||UHL2(}O,1[) HU,HLQ(}OJ[) + HUH%?(]OJ[) ) (3.11)

démontrée en (A.7) a Pappendice A, la norme associée est encore équivalente
a celle de H! et la forme quadratique est définie sur le domaine

H'(]0,1[) pour 6 €]0,1],

H}(]0,1[) pour § = 0. (3.12)

Q(ARob,) = {

En effet, les conditions sur u/(0) et u/(1) disparaissent dans H'(]0, 1[). Seule
la condition de Dirichlet u(0) = u(1) = 0 fait sens dans cet espace. Nous
voyons que

e seule la condition au bord de Dirichlet fait sens dans H*(]0,1]), et la
forme quadratique est alors définie sur Q(Agrobo) = Hg(]0,1]);

e les formes quadratiques pour le Laplacien de Robin avec 6 €]0, 1] (in-
cluant donc le cas # = 1/2 de Neumann) sont toutes définies sur le
méme domaine H(]0,1[), ol la condition au bord est invisible;

e la condition au bord de Neumann n’est visible ni dans ’espace de
définition Q(Agep,1/2) = H 1(J0,1]), ni dans 'expression de la forme
quadratique associée ;

e la forme quadratique associée a Agepp dépend de 6 et contient un
terme de bord seulement pour 6 €]0, 1[\{1/2}.

Ces résultats font jouer des roles particuliers aux Laplaciens de Dirichlet et
de Neumann, alors que du point de vue des opérateurs auto-adjoints Argb.g,
il n’y a pas de différence flagrante dans les domaines de définitions D(ARrob g),
qui se déduisent les uns des autres en faisant varier  continiiment. Cette
discussion montre comment, d’une certaine maniere, la théorie spectrale
des opérateurs est parfois plus naturelle que celle des formes quadratiques
associées.

Remarque 3.19. Lorsque 6 — 0% le terme de bord en 1/ tan(wf) tend vers
400 et il joue alors le role d’une pénalisation qui méne, a la limite, a la
condition de Dirichlet w(0) = u(1) = 0. Nous étudierons le comportement
des valeurs propres du Laplacien de Robin plus tard a ’exercice 5.56.

3.2.4 Réalisation de Friedrichs

Nous avons prouvé que, pour un opérateur auto-adjoint minoré, la donnée
de la forme quadratique g4 et de son domaine Q(A) est équivalente a
celle de A et D(A). En pratique, une version réciproque du théoreme 3.17
due a Friedrichs est souvent utilisée. Elle stipule que toute forme qua-
dratique fermée ¢ est égale & un g4 pour un opérateur auto-adjoint A.
C’est une technique élégante pour construire des extensions auto-adjointes
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d’opérateurs symétriques minorés. L’idée est de partir d’un opérateur A
symétrique borné inférieurement défini sur un domaine tres petit, puis de
calculer la forme quadratique associée ¢4. Comme cette derniere est minorée,
on peut la fermer par le théoreme 3.14, ce qui fournit alors une extension
auto-adjointe B = B* O A. En particulier, tous les opérateurs symétriques
bornés inférieurement ont des extensions auto-adjointes.

Théoréme 3.20 (Riesz-Friedrichs). Soient Q C $ deux espaces de Hilbert,
de normes || [|g et ||- || et de produits scalaires (-,-)g et (-,)5. On suppose
que Q est dense et s’injecte continiment dans ), c’est-a-dire qu’il existe
a >0 tel que

lvlle = allvlly,  Vve Q. (3.13)

Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint A sur son domaine D(A) C
9, tel que ga = || - |3, pa = () g et Q= Q(A).

De plus, si B est un opérateur auto-adjoint sur D(B) C Q tel que D(B)
est dense dans Q et qg = q sur D(B), alors B = A.

La derniere propriété est un peu plus forte que l'unicité du début du
théoreme, car nous ne supposons pas a priori que ¢q est la fermeture gg de
la forme quadratique associée a B. Mais c’est ce que nous montrons dans la
preuve.

Démonstration. Par le théoréeme 3.16, on est amené a introduire
G(A) ={(v,2) € Q%9 : (v,h)g=(z,h)g, Vhe Q}

et
D(A)={veQ : Jz€h, (v,2) e G(A)}.

I1 est clair que G(A) est un sous-espace vectoriel de $) x §. Si par ailleurs
(0,2) € G(A) alors on a (z,h)y = 0 pour tout h € Q, ce qui implique que
z = 0 puisque Q est dense dans ). Ainsi, G(A) est le graphe d’un opérateur
linéaire A défini sur D(A) par Av = z. Nous allons vérifier dans un instant
que D(A) est un sous-espace dense de $).

Pour v1,v9 € D(A), on a

(Avi,v2) g = (v1,v2) g = (V2,V1) g = (Av2, V1) = (v1, Ava)g

qui montre immédiatement que l'opérateur A est symétrique sur son do-
maine.

Soit z € $ quelconque. Comme h — (z, h) 5 est une application linéaire
continue sur 9, le théoreme de Riesz implique 'existence d’un unique v € Q
tel que (v, h)g = (z,h)g pour tout h € Q, c’est-a-dire tel que Av = 2. La
preuve habituelle consiste & minimiser la fonctionnelle strictement convexe

1
we Qo lwl|% — R(z, w).
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L’existence d’un minimiseur est garantie par l'inégalité (3.13) et un argu-
ment de minimisation comme a l’exercice 3.18. Ainsi, nous avons montré
que Popérateur A est surjectif de D(A) dans $.

Ecrivons maintenant la preuve que D(A) est dense. Soit h dans l'ortho-
gonal de D(A) pour le produit scalaire de Q et, puisque A est surjectif, soit
alors v € D(A) tel que Av =h. On a 0 = (v,h)g = (h, h)4 ce qui implique
h =0, donc D(A) est dense dans Q pour la norme de Q. Puisque Q est lui
méme supposé dense dans §), on conclut que D(A) est dense dans $.

Comme nous avons déja montré que A est surjectif de D(A) dans $),
d’apreés le théoreme 2.36, il suit donc que A est auto-adjoint. Par ailleurs
nous avons également prouvé que D(A) est dense dans Q pour sa norme, et
on a donc bien g4 = || - ||QQ comme annonce.

Il reste finalement & montrer que A est aussi le seul opérateur auto-
adjoint dont le domaine est dense dans Q pour la topologie associée, et dont
la forme quadratique coincide avec ¢ sur son domaine. Soit B un tel autre
opérateur. Nous avons par hypothese gg(v) = ¢q(v) pour tout v € D(B) ce
qui, par polarisation, implique

(Bv,h) = (v,h)g

pour tout v, h € D(B). Comme D(B) est supposé dense dans Q, cette rela-
tion reste vraie pour tout h € Q. C’est alors exactement la caractérisation
du fait que v € D(A) avec Av = Bv. Ainsi, B C A ce qui implique A = B
car les deux opérateurs sont auto-adjoints. O

Le résultat précédent permet de définir I’extension de Friedrichs d’un
opérateur symétrique coercif.

Corollaire 3.21 (Extension de Friedrichs). Soit A un opérateur symétrique
sur son domaine D(A) C 9, qui est borné inférieurement. Soit ¢ = qa la fer-
meture de la forme quadratique associée, construite au théoreme 8.14, dont
le domaine est noté Q. Alors il existe une unique extension auto-adjointe B
de A, appelée extension de Friedrichs telle que

[D(4) c D(B) c Q]

Plus précisément, on a
DB)={veQ : 3z, (v,h)g = (2,h), Yh € 9}
et
q=9B, Q= Q(B).

Remarque 3.22. Une conséquence de ce théoréme est que tout opérateur
symétrique A borné inféricurement admet au moins une extension auto-
adjointe, qui est par ailleurs aussi minorée. En général, les autres extensions
possibles n’ont pas toujours un spectre minoré [RS75, p. 179-180).
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Démonstration. Nous avons déja vu au théoreme 3.20 que la forme quadra-
tique ¢ était associée a un unique opérateur auto-adjoint B. L’opérateur B
est une extension de A car on a D(A) C Q par construction, donc

(Bv,h) = (v,h)g = (v, Ah)

pour tout v € D(B) et tout h € D(A) C Q. Ceci montre que B C A* et
donc A C A= (A*)* C B* = B.

L’unicité suit de la derniére assertion du théoréme 3.20. En effet, comme
D(A) est par construction dense dans Q, toute extension auto-adjointe B

de A telle que D(A) C D(B) C Q a aussi son domaine D(B) dense dans Q.
Par ailleurs, on a pour tout v € D(B) et tout w € D(A)

<Bv,w> = <U,Bw> = (v, Aw) = pp(v,w)

puisque A C B. Comme D(A) est par définition dense dans Q@ = Q(B) pour
la norme associée, la relation reste vraie dans tout D(B) et nous pouvons
alors utiliser 'unicité démontrée au théoreme 3.20. O

La méthode de Friedrichs permet de montrer que A+ B est auto-adjoint
lorque A l'est et que B est relativement borné, mais en un sens faisant
intervenir les formes quadratiques au lieu des opérateurs, comme nous avions
vu pour le théoreme de Rellich-Kato. Le résultat suivant est di a Kato,
Lions, Lax, Milgram et Nelson [RS75, p. 323].

Théoréme 3.23 (KLMN). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son do-
maine D(A) C $, qui est coercif, ¢’est-a-dire tel que (v, Av) > a||v||* pour
tout v € D(A) et pour un o > 0. Soit qa la forme quadratique fermée as-

sociée, de domaine Q(A). Soit b une autre forme quadratique définie sur
Q(A), telle que

()] <nga() +r o], VoeQA),

pour un réel 0 < n < 1 et k > 0. Alors v — ga(v) + b(v) est fermée sur
Q(A) et est donc associée a un unique opérateur auto-adjoint C, qui est tel
que Q(C) = Q(A).

St b est la forme quadratique d’un opérateur symétrique B défini sur
D(A), alors C est l'unique extension auto-adjointe de A + B défini sur
D(A+ B) = D(A), telle que D(A) C D(C) C Q(A).

Démonstration. Comme
(1= n)ga(v) — £ [v])* < ga(v) + b(v) < (1 +n)ga(v) + £ [v]?,

la forme v — qa(v) + b(v) + (1 + &)||v||? est équivalente & g4 sur Q(A).
Ainsi Q(A) est également complet pour cette nouvelle forme quadratique et
le résultat suit du théoreme 3.20. O
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3.3 Formes quadratiques et opérateurs de Schrodinger

Dans cette section nous utilisons les formes quadratiques pour construire
des réalisations auto-adjointes des opérateurs de Schrodinger sous la forme

H=-A+V(x),

en particulier dans le cas ol I'opérateur de multiplication par la fonction V
n’est pas naturellement défini sur I'espace D(—A) = H?(R?). Ceci comprend
par exemple le cas ou V est trop singulier, ou alors le cas ou V(x) tend vers
I'infini & ’infini.

3.3.1 Cas des potentiels singuliers localement

A Paide du théoreme de Rellich-Kato, nous avons vu au corollaire 3.8
que les opérateurs de Schrodinger H = —A + V() étaient auto-adjoint sur
D(H) = H?(R%) lorsque

V € LP(RY, R) + L= (R%, R)
avec
p=2 sid=1,2,3,
p>2 sid=4, (3.14)
p= % sid>5.

Ils sont méme essentiellement auto-adjoints sur C2°(R?), ce qui signifie qu’il
n’existe qu'une seule réalisation auto-adjointe possible.

D’un autre c6té, nous avions vu auparavant au lemme 1.14 que 1’énergie
correspondante

v = ’U,IIZ'2.’1? [17U[172.’13
= [ [Vu@Pde+ [ V)P

était continue et bornée inférieurement sous I’hypothese plus faible

p=1 sid=1,
p>1 sid=2, (3.15)
p:% sid>3

Plus précisément, on a
2 1% 2 -1 2
e llullfrey < € (w) + Cllullf2@ay < € [ullg(ray
pour des constantes C' € R et ¢ > 0. Ainsi &Y + O - H%Q(Rd) définit une
forme quadratique équivalente au carré de la norme de H 1(]R“l).

Les deux hypotheses (3.14) et (3.15) different en dimension d < 4.
L’énergie est minorée pour des potentiels plus singuliers localement que
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ceux pour lesquels nous pouvons montrer que l'opérateur est auto-adjoint
sur H2(RY).

Plagons-nous par exemple en dimension d = 1. L’hypothese (3.15) couvre
les potentiels tels que

Cc

V@) e € #0

avec a < 1 alors que l'opérateur correspondant n’est auto-adjoint sur H?(R)
que sous I’hypothese que o < 1/2. En fait, lorsque 1/2 < o < 1, 'opérateur
—A + V(x) n’est méme pas défini sur C°(R) car pour une fonction u telle
que u(0) = 1, nous aurons Vu ¢ L?(R). Ainsi 'opérateur —A + V(z) n’est
pas non plus bien défini sur H2(R). Ceci nous force & travailler plutot sur
D(H™®) = C®(R \ {0}), un domaine sur lequel H™" est bien défini et
symétrique, a condition que V soit par exemple borné en dehors de l'ori-
gine. Aucune des extensions auto-adjointes possibles de H™™ ne contiendra
H2(R).

Nous voyons sur cet exemple que le domaine le plus petit sur lequel on
peut définir 'opérateur —A + V(x) peut dépendre des singularités locales
de la fonction V. Ceci complique grandement la construction des extensions
auto-adjointes possibles. Cependant, ces subtilités disparaissent lorsqu’on
utilise la forme quadratique, qui est toujours définie sur tout H'(R?).

Corollaire 3.24 (Réalisation de Friedrichs pour les potentiels singuliers).
Soit V€ LP(RY R) + L¥(R% R) avec p satisfaisant (3.15). Alors il existe
un unique opérateur auto-adjoint H tel que D(H) soit dense dans H'(R?)
et dont la forme quadratique vaut

<u,Hu>—/Rd yvu(x)y2dm+/ V(@) u(z)? de

R4

pour tout u € D(H). Cet opérateur est défini sur le domaine

D(H) = {ue HI(RY) : —Au+Vue 1R}

par

’Hu = —Au+Vu‘

ot chaque terme est compris au sens des distributions ou dans Hil(Rd).
On a alors

Q(H) = H'(RY).

Démonstration. La forme quadratique est coercive et fermée sur H'(R?)
par le lemme 1.14. Le théoreme 3.20 de Riesz-Friedrichs ou le théoreme
KLMN 3.23 fournissent alors un unique opérateur auto-adjoint H dont la
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forme quadratique est £¥. Le domaine D(H) est I’ensemble des fonctions
u € H'(R?) pour lesquelles il existe h € L2(R%) tel que

Vo(z) - Vu(z) dx + /]Rd V(z)v(z)u(r) de = / v(z)h(z) dx

R4 R4

pour tout v € H'(R?). Cest exactement la définition du fait que —Au +
Vu = h € L*(R?%), ou chaque terme est interprété dans H~!(R?). Comme
C®(R?) est dense dans H'(R?), il est équivalent de prendre v € C°(R%),
auquel cas chaque terme est maintenant vu comme une distribution. ]

L’unicité de H sous I'’hypothese que D(H) est dense dans H'(R?) est
importante d’un point de vue physique car elle signifie que la contrainte que
I’énergie soit finie sur le domaine de H suffit a déterminer 'opérateur H.

Il est important de remarquer que, sur D(H ), seule la somme —Au+ Vu
appartient & L?(R%). Les deux termes peuvent ne pas appartenir a L*(R%)
séparément (sinon le domaine serait inclus dans H2(R%)). Il est méme pos-
sible que l'on ait H2(R?) N D(H) = {0}, c’est-a-dire que les deux termes
—Awu et Vu ne soient jamais dans L?(R?) (exercice 3.33).

Remarque 3.25. Si V' vérifie (3.14) alors —A + V' est auto-adjoint sur
Hz(Rd), auquel cas la réalisation de Friedrichs coincide avec cette derniére,
car H?(R%)) ¢ HY(R?) et est dense dans cet espace.

3.3.2 Cas d’un potentiel positif quelconque

Jusqu’a présent nous avons principalement étudié les opérateurs de Schrodin-
ger —A + V(x) décrivant une particule soumise a un potentiel extérieur qui
reste borné & 'infini. Il est d’usage d’étudier aussi les particules confinées,
ce qui signifie que

lim V(x)= +oo,
|z|—00
le représentant le plus classique de cette classe étant 'oscillateur harmo-
nique, obtenu pour V(z) = |z|?.

Avec la technique des formes quadratiques, nous pouvons définir H =
—A + V() pour un potentiel dont la partie positive est quelconque (locale-
ment intégrable), bornée ou pas. Considérons un potentiel V' € L}OC(Rd,R)
a valeurs réelles que ’on écrit sous la forme

V() = Vi(2) - V- (a)
ou Vi = max(V,0) et Vo = max(—V,0). Nous supposons que
V_ € IP(RY,R) + L®(R%, R)

avec p qui satisfait ’hypotheése (3.15), de sorte que I’énergie potentielle as-
sociée puisse étre controlée par 1’énergie cinétique. Pour V4 nous avons plus
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de liberté, car il suffit juste que la forme quadratique soit bien définie, le
terme [pq V|ul? étant toujours positif. Nous demandons alors juste que

V+ € Llloc(RdvR)'
L’énergie
Ev(u):/ |Vu(:):)|2dx+/ V(@) u(z) 2 do (3.16)
R4 R4

est bien définie sur C°(R?%) (car V est localement intégrable), et nous
pouvons la fermer, ce qui mene & introduire ’espace suivant

V= {u e H'RY) : /Viue LQ(Rd)} . (3.17)

On peut vérifier que V est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni de la forme
polaire associée a la forme quadratique £¥ +C||- |2, (ray> O € > 0 est choisi
2 (RY) soit coercive. L’espace (3.17) est le
plus grand dans L2(R?) sur lequel 1'énergie £ est bien définie. Par ailleurs,
C>®(R%) est dense dans V pour la norme associée.

Le résultat suivant se démontre exactement comme le théoreme 3.26.

assez grand pour que £ + C|| - ||

Théoréme 3.26 (Réalisation de Friedrichs pour V, € Li (R%)). Soit V =

loc
Vi —V_ avec Vo € LP(RY,R) + L>®(R% R) ou p satisfait (3.15) et V, €
Ll (R4, R). Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint H tel que D(H)
soit dense dans V et dont la forme quadratique vaut

<u,Hu>—/Rd yvu(x)y2da:+/ V(@) u(z)? de

R4

pour tout u € D(H). Cet opérateur est défini sur le domaine

p(H)={ueV : —Au+Vue R}

par

’Hu = —Au+Vu‘

ot chaque terme est compris au sens des distributions. On a alors
QH) =V.

3.3.3 Systemes confinés, oscillateur harmonique

Comme application des théoremes précédents, nous considérons ’opérateur
H = —A + V(z) et supposons que

V, |VV] € LE(RL,RY),  lim V(z) = 400

|x|—o00

et |[VV(z)| <O+ |V(z)]). (3.18)
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L’exemple principal que nous avons en téte est 1'oscillateur harmonique
H=—-A+|z]?

qui correspond & prendre V(x) = |z|?. Cependant, I'’hypothése (3.18) est
vérifiée pour tout potentiel V' qui se comporte comme |x|* & l'infini, avec
a > 0 quelconque.

Comme le potentiel V appartient & Li’(fc(Rd) C Llloc(Rd), nous pouvons
définir H™™ sur

D(H™™) = C*(RY).

Par le corollaire 3.21, H™" admet une unique extension auto-adjointe H
dont le domaine D(H) est dense dans l'espace d’énergie

V= {u e H'RY), [V]ue LQ(Rd)} .
Plus précisément
D) = {ue B'®RY, VVlue ARY), (-A+V)ue AR},

Il est en fait possible de montrer que sur ce domaine, les deux termes —Au
et Vu sont séparément dans L2(RY), ce qui est une sorte de théoreme de
régularité elliptique pour ces opérateurs.

Théoréme 3.27 (Domaine pour un potentiel confinant). On se place en
dimension d > 1. Soit V. € LS (R?) tel que VV € L (RY), V(z) — 400

loc

a Uinfini et |[VV(x)| < C(1 + |V (x)|) pour presque tout x € Re. Alors le
domaine de lextension de Friedrichs H de lopérateur H™™ est égal a

D(H) = {u e HXRY), Vue L2(]R<d)}

et il existe une constante C' (ne dépendant que de V' et de d) telle que
| A 72 (gay + IV ull72 (e
<0 (184 V)ullgun + lulfpgasy + [ W@l dz) . (319

Lopérateur H™" est essentiellement auto-adjoint sur D(H™™) = C°(R?)
avec, bien sur,
Hmin = [,

Démonstration. Pour u € C2°(RY), on écrit

H(—A+V)UI@2(R«1)=/ \AU(ﬁ)\deJr/ V(x)?|u(z)|* dz
R4 R4

2R [ V(z)u(x)Au(z)dz.
Rd
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Or on a

2Ru(z)Au(z) = 2R div(u(z)Vu(z)) — 2|Vu(z)?

ce qui donne la relation

I(=A+ V)ul2agay = / Au(z)[? d + / V(@)lu(e)]? de
Rd Rd

- 2/d V(2)|Vu(z)|* dx + 2R d@vwx) -Vu(z)dr (3.20)
R R
en intégrant par parties. Cette relation suggere que Au, Vu et \/m u doivent
appartenir & L?(R%) lorsque (—A +V)u € L*(R?), car le dernier terme peut
étre controlé (nous allons le faire en détail plus bas). Malheureusement notre
calcul ne fait pas sens dans D(H) et il va falloir étendre la formule a cet
espace.

Soit donc u € HY(R?) tel que v/|V]u € L2(R?) et —Au + Vu € L2(R?).
Comme V est borné localement, nous avons Au € L% _(R?) et comme Vu €
L?*(R%) par hypothese, nous en déduisons que u € HIOC(Rd). Soit alors x €
C>°(R?) une fonction radiale positive a support dans la boule de rayon 2, qui
vaut x = 1 sur la boule de rayon 1. On pose alors xr(z) = x(z/R). Grace

au fait que u € HI%C(Rd), nous pouvons calculer comme précédemment

/ (@) = Au(@) + V(@)u(@) de = / a(@)| Au(@) 2 do
R4 Rd
+ [ xnle)V @) da+ 2 /R Xr(@)V (2) V() de
+23?/ V(xrV)(z) - Vu(z)dz. (3.21)

Afin d’utiliser I'hypothese (3.18) on effectue des intégrations par parties suc-
cessives pour écrire le dernier terme sous une forme que ’on peut controler
facilement :

2R W)wxm( ) - Vu(z) da

P / X)) TV (@) Vala)do+ 2R [ V(@)@ Vxn(a) - Vu(e) do

= 2R » xr(@)u(z)VV (2) - Vu(z) dx — / lu(x)|? div(VVxg)(z) dx

=2 [ @@V (@) Va(e)do = [ @BV (@) Vla) da
- [ @V @) Axn() de

2 (R9). Nous
avons ici utilisé que 2RuVu = V|u|?. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et

Tous les calculs sont justifiés car xg € C(RY) et u € H?
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I’hypothese (3.18), nous obtenons la borne inférieure
23‘3/ V(xrV)(z) - Vu(x) dzx
C
—C/ Xr(@)(1+ [V(2)))[Vu(z)| [u(z)| dz — R/ (1 + [V (@))u(2) [ da
R4 R4

- [ @)V @) da

e ( /. xR<x>|v<x>Hu<x>|2dx)2( /, XR<x>|v<x>HVu<x>|2dx)2

= Cllully = 5 [0+ V@@ de - g5 [ u@PIv @) ds
> - /R AR(@) |V (@)]|Vu(z) 2 dz — C / xr(@) |V (@) [u) ? da

~ Cllullyey = 3 [0+ V@@ P do =55 [ [u@PIV@)ds,

car [Vxgr| < C/R et |Axr| < C/R?. Dans ce calcul, C est une constante
générique qui peut changer d’une ligne a 'autre. En utilisant I'inégalité

2
Cab < a® + %bQ,

nous avons pu mettre une constante 1 devant le terme [pq4 Xg|V]|Vul? ce
qui permet de le controler par celui de (3.21), qui lui a un facteur 2. Nous
avons donc prouvé 'inégalité suivante

/ x| M) ? e + / R (@) V (@) ) da
R4 R4
+ [ xel@) V(@) - V@) [Vu(e)? do
R
< /R (@)~ ) + V(@)ule) o+ Cllul g
+C/ (z)|? da. (3.22)

Comme u € Vet (—A + V)u € L?(R%), le terme & droite est uniformément
borné par rapport a R. On en déduit en passant a la limite R — oo, que les
trois fonctions Au, Vu et \/|V|Vu appartiennent & L?(R?). Puis on trouve
les relations (3.20) et (3.19) en passant a la limite. Comme

/Rd V(2)|Vu(z))?dz = —R | u(x)VV(z)- Vu(z)ds

Rd

—R [ V(z)u(z)Au(z)dz
R4
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la propriété que \/WVU € L?(RY) suit déja de I'information que Au et Vu
sont dans L?(R?), d’apres notre hypothese (3.18) sur VV.

Pour montrer que H = H™® nous devons prouver que pour toute fonc-
tion u € D(H) il existe une suite u, € C(R?) telle que u, — u et
Hu, — Hu dans L*(R%). D’apres (3.20), il suffit de montrer que u, — u
dans H?(R%) et Vu, — Vu dans L?(R%). Nous pouvons commencer par
approcher u par une fonction v, dans D(H) a support compact (mais pas
forcément C'*°). En utilisant le fait que V' est borné localement, le résultat
suivra alors de la densité habituelle de C>°(R%) dans H?(R?). Nous pouvons
prendre, simplement,

vn(x) = x(/n)u(z)
oll ¥ € C°(R?) est une fonction telle que [pq x =1 et x(1) = 1. Alors

lim V(x)*vp(z)—u(z)|* de = lim V(:J:)z(l—x(x/n))2|u(:v)]2 dx =0

n—oo R4 n—oo Rd

par convergence dominée, puisque Vu € L?(R?). L’argument est le méme
pour conclure que v, — u dans L?(R%). De plus,

Alx(z/n)u(@)) = u(x) (AX)(@/n) |, Vulz) - (Vx)(@/n)

n2 n
qui converge fortement vers Av dans L?(R%), ce qui implique la convergence
de v, vers u dans H?(R%). O

+ x(z/n)Au(zx)

Remarque 3.28. Si AV est bien défini, alors le dernier terme de (3.20)
est aussi €gal a

2R | w(z)VV(z) - Vu(z)dx = —/ lu(x)PAV (x) dz
Rd Rd

et 'argument est plus simple. Pour l'oscillateur harmonique, on trouve sim-

plement —2d [pq |ul?.

Remarque 3.29. Il est possible de partir de H™™ et de montrer directement
que cet opérateur est essentiellement auto-adjoint. Son adjoint est H™3*
défini sur

D(H™) = {u € L2RY) : (“A+V)ue L2(Rd)} .

Afin de montrer que cet opérateur est symétrique, nous devons d’abord prou-
ver que toute fonction u € L*(R) telle que (—A + V)u € L*(RY) appartient
en fait o H*(R?) avec Vu € L2(R?). C’est un résultat de type “régularité
elliptique” plus fort que celui du théoréme 3.27 car nous ne disposons pas
de Uinformation supplémentaire que u € H'(R?) et v/Vu € L*(RY), infor-
mation que nous avons abondamment utilisée dans la preuve. L’utilisation
de la théorie des formes quadratiques a permis d’obtenir ces deux propriétés
de facon rapide, sans avoir a €étudier trop précisément les propriétés de
régularité des solutions de ’équation (—A 4+ V)u = f € L?>(R?).
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3.3.4 Laplacien sur un domaine borné Q C R? *

Soit © un ouvert borné de R? dont la frontiere est Lipschitzienne. On
appelle Laplacien de Dirichlet I'unique extension auto-adjointe (—A)Reb,o
de opérateur (—A)™" défini sur D((—A)™™") = C(Q), telle que

q(_A)Robp(u) = /Q \Vu(z)|? d, sur Q((—A)Robo) = H&(Q)

Souvent nous écrirons
(—=A)pir := (=A)Robo

pour simplifier les notations.

De la méme facon, on appelle Laplacien de Robin de paramétre 6 &€
10, 1[ I'unique extension auto-adjointe (—A)gepg de (—A)™™ dont la forme
quadratique est égale a

q(- ARobe /\Vu ‘2dx+tanz7'r9)/ |u (37)’2d33a
sur - Q((—A)Robg) = H'(Q). (3.23)

Le terme de bord fait sens et q_a)g,., , équivaut & la norme H L(Q) grace
a l'inégalité (A.14) du théoréme A.6. Pour § = 1/2, nous retrouvons le
Laplacien de Neumann et écrirons fréquemment

(—A)Neu = (*A)Rob,1/2

pour simplifier les notations.

La détermination explicite du domaine des opérateurs ainsi obtenus est
assez difficile. Lorsque 2 est assez lisse ou est convexe au voisinage de son
bord, il est possible de montrer que

D((=A)gobg) = {u € H*(Q) : cos(m)u|gq + sin(m0)dpujpn = 0}
C H*(Q), (3.24)
en utilisant le théoreme A.18 de régularité elliptique. Cependant il peut

arriver que D((—A)Rrobe) € H?(£2) lorsque 2 n’est pas convexe au voisinage
de son bord.

Exemple 3.30 (Laplacien sur un secteur angulaire dans R?). Considérons
le secteur angulaire d’ange g

Qpy = {z =71(cos(p),sin(p)) €R* : 0<r <1, 0<p <o},

comme a la figure 3.1, et qui peut servir de prototype “local” pour les coins
de tout domaine 2 C R2.

On cherche des solutions de [’équation aux valeurs propres —Af = Af
avec f € H}(Qy,), sous la forme f(r,p) = u(r)sin(nmp/eo). La condition
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de Dirichlet signifie que u(0) = u(1) = 0. En utilisant la formule du Lapla-
cien en coordonnées cylindriques, on trouve que u doit résoudre l’équation
différentielle
2,2
2 (r) 4+ ra/ (r) + (/\r2 _n 7; > u(r) = 0.
%0

L’unique solution qui admet une limite en r = 0 s’exprime sous la forme
u(r) = Jnn /gy (VAT)

o

Ja(T‘) — Z i (_1)m T,2m+a

= (m + a + 1)22m+a

est la fonction de Bessel du premier type. En ajoutant la contrainte que
u(1l) =0, nous en déduisons donc que les fonctions propres du Laplacien de
Dirichlet sur le secteur angulaire sont données par la formule

fre(rs @) = Jnn /g (\/ At 7“) sin (W) : (3.25)

®0

ot, pour chaque entier n > 1, les valeurs propres A, ¢ sont déterminées par
la condition que Jm/%(\//\mg) =0, c’est-a-dire les valeurs propres sont les
carrés des zéros de Jyr/p,, pour chaque n > 1. Par exemple, la premicre
fonction propre est associée a la valeur propre égale au carré du premier
zéro de la fonction Jr ., (qui correspond a prendre n =1).

Le résultat est similaire pour le Laplacien de Neumann, dont les fonctions
propres peuvent s’écrire

gn,é(ra ()0) = Jnﬂ/goo (\/mr) COs <W> (326)

¥o

ot les A g sont cette fois choisis de sorte que J;Lﬂ/%( Ane) = 0, en auto-
risant n = 0 qui correspond & la fonction constante. Le cas du Laplacien de
Robin est également du méme type.

Nous pouvons maintenant lire la régularité des fonctions propres du La-
placien de Dirichlet dans le secteur Qg sur la formule (3.25). En effet, la
fonction de Bessel J,(r) est égale a r* multipliée par une fonction entiére

du paramétre r* = 2* + y? (donc C*(Qy,)) et c’est donc le terme

P20 gin <n7rcp>
¥0

qui détermine toute la régularité des fonctions propres. Si m/po = m est un
entier, alors il est facile de vérifier que ™" sin(nmey) est un polynoéme en
x =rcosy ety =rsinp, et ainsi la fonction propre correspondante est C'*°.
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FIGURE 3.1 — Les fonctions et valeurs propres du Laplacien sur un secteur
d’angle ¢ (gauche) peuvent s’exprimer a ’aide de la fonction de Bessel
Jnr /g, dessinée a droite pour g = 7/3 et n = 1.

Par contre, si /@y n’est pas un entier, la fonction propre est dans H® au
voisinage de 0 seulement pour s < w/po+ 1. Le domaine du Laplacien avec
les conditions aux bords considérées ne peut donc étre inclus dans H*®(2)
pour s > m/po+1. Si l'angle pq est strictement supérieur a w (cas d’un angle
rentrant), alors la premiére fonction propre n’est méme pas dans H?().

Exercices complémentaires

Exercice 3.31 (Champ magnétique II). A l’ezemple 3.10 nous avons négligé le spin pour
simplifier. Le spin interagit avec le champ magnétique par lintermédiaire du terme de
Zeeman. Si f € L*(R®,C?), on doit alors considérer opérateur de Pauli

3
Haf = (P+A)?f+)_ Bj(x)o;

Jj=1

ot les o; sont les matrices de Pauli définies par

ae (O (0 ) w() o

et ot B = rotA est le champ magnétique. Montrer que 'opérateur de Pauli Ha est auto-
adjoint sur H*(R®) quand A € L*(R%) 4+ L®(R?), div A € L*(R®) + L=(R?) et B =
rot A € L*(R?) + L (R?).

Exercice 3.32 (Potentiels dans Lﬁnif(]Rd), opérateurs périodiques). Soit V' une fonction
a valeurs réelles dans l’espace LY

P s(RY), cest-a-dire telle que V € LY, (R?) et

sup ||VHL1>(CZ) <o
tezd

ot Cp = £+ [=1/2,1/2)% est le cube unité centré en £. Montrer que si p satisfait la
condition (3.3), alors tout V € LF_.(R?) satisfait (3.4) et (3.5).
Ceci permet de couvrir les opérateurs de Schrédinger —A +V ou V' est une fonction

périodique de Lfoc(Rd), ce qui est adéquat pour décrire des cristauxr quantiques.
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Exercice 3.33 (On peut avoir H*(R%) N D(H) = {0}). Travaillons en dimension d < 3,
de sorte que toutes les fonctions de H*(R?) soient continues. Soit (R,) une suite dense
quelconque de RY et considérons le potentiel

1
V(l‘) = Z ’I’L2|I _ Rn|a

n>1

Montrer que EY a la formule (3.16) est bien définie et équivalente & la norme de H'(R?)
pour tout 0 < a < d, mais que opérateur H = —A + 'V défini au corollaire 3.24 satisfait

H*(RY)YND(H) = {0} et méme CZ(RYNDH) = {0}

dés que d/2 < a < d.



Chapitre 4

Théoréme spectral et calcul fonctionnel

Ce chapitre est dédié aux résultats concernant la diagonalisation des
opérateurs auto-adjoints en dimension infinie, ¢’est-a-dire a la généralisation
du théoreme di & Cauchy en 1826 qui stipule que “toute matrice hermi-
tienne est diagonalisable dans une base orthonormée”. Comme le spectre
des opérateurs auto-adjoints en dimension infinie ne contient pas que des
valeurs propres, comme nous ’avons vu sur plusieurs exemples, I’énoncé du
théoreme correspondant est bien stir plus subtil. En dimension infinie, il n’y a
en fait pas ‘un’ théoreme spectral, mais plusieurs résultats équivalents les uns
aux autres, chaque auteur préférant mettre en avant 'un ou I'autre. Comme
dans [RS72, Dav95] nous donnons ici la priorité au théoreme qui stipule
que tout opérateur auto-adjoint est unitairement équivalent a un opérateur
de multiplication, c’est-a-dire sous la forme f(x) — a(z)f(z) sur un es-
pace L?(B,du). Lorsque B = {x1,...,24} est I'union de d points distincts
et que la mesure u charge tous ces points, alors L2({z1, ..., 24}, dp) ~ C? et
un opérateur de multiplication n’est rien d’autre qu'une matrice diagonale,
de coefficients a(z;). Nous mentionnons d’autres énoncés, en particulier la
construction du calcul fonctionnel, qui est un élément important dans la
preuve du théoreme spectral.

Le théoreme spectral, dans n’importe laquelle de ses formulations équiva-
-lentes, est sans aucun doute le résultat mathématique central de la théorie
des opérateurs auto-adjoints non bornés.

4.1 Opérateurs de multiplication

Soit B un ensemble borélien de R? et ; une mesure borélienne positive
sur B, que l'on suppose localement finie, ce qui signifie que pu(B NC) < oo
pour tout borné C C R?. Nous allons étudier des opérateurs particuliers
sur I'espace de Hilbert § = L?(B,du) (les fonctions sont toutes & valeurs
complexes).

L’hypothese que p est localement finie suffit & assurer que L?(B,du)
contient toutes les fonctions de LX°(B,dpu), c’est-a-dire bornées a support
compact, qui forment alors un sous-espace dense de ). En effet, on peut

105
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écrire pour tout v € L?(B, du)
v=0vi(jo| = R) + vi(jv| < R)L(|z| = R) + vi(jo| < R)L(jz| < R') (4.1)

ott les deux premieres fonctions tendent vers 0 dans L?(B,du) par conver-
gence dominée, lorsque R, R — oo.

Le choix de l'espace L?(B,du) permet de couvrir de nombreux exemples
de fagon unifiée, en faisant varier la mesure u.

Exemple 4.1 (Spin). Pour une particule avec spin évoluant dans R?, nous
devons travailler dans L*(R? x {1,1},C). On peut plonger R? x {1,1} dans
R en prenant deux copies de R? par exemple en xqpqy = 0 et 441 =
1, ce qui revient & travailler avec B = R x {0,1} C RY*!. La mesure
correspondante p vaut alors

i = Lebpa ® ((50 + 51).

Exemple 4.2 (Matrices hermitiennes). Soit B = {1, ..., x4} un ensemble
de d points distincts dans R et y la mesure Z?:l Oz;- Alors $ = L?*(B,dp) ~
C?, de sorte que toute matrice hermitienne de taille d x d s’identifie & un
opérateur auto-adjoint sur ). L’image d’une fonction f € L*(B,du) est par
définition la fonction g € L*(B,du) telle que g(x;) = ZZZI My f(zx). En
particulier, st M est une matrice diagonale, on voit que l'opérateur peut
aussi s’écrire f — af ot a est la fonction telle que a(x;) = Mj;.

L’exemple précédent amene naturellement la définition suivante.

Définition 4.3 (Opérateurs de multiplication). Soit a une fonction de

L} (B,du) (a valeurs complezes), c’est-a-dire telle que fBﬂBR lal?dp < oo

pour toute boule Br de rayon R, centrée a l'origine. On appelle opérateur
minimal de multiplication et on note M ™™ l'opérateur défini par

(M) (z) = a(z)v(x)

sur le domaine
D(M;™) = LE(M, dp)

des fonctions bornées a support compact. On appelle opérateur maximal de
multiplication et on note M, 'opérateur défini par

(Mqv)(z) = a(x)v(z)
sur le domaine
D(M,)={ve L*(B,dp) : av € LQ(B,d,u)} .

Le résultat principal de cette section est le suivant.
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Théoréme 4.4 (Opérateurs de multiplication). Soita € L2 (B,du). Alors :

loc
(i) L’opérateur MM est fermable et sa fermeture vaut M™» = M,. Le

spectre de ce dernier vaut

o(M,) = ImEss(a), (4.2)
l’image essentielle de la fonction a définie par
ImEss(a) = {y € C : u({e : la(z) —y| <2}) >0, ve>0}.
(1) Les valeurs propres de M, sont les A € ImEss(a) tels que
pfz : a(z) = A}) = p(fa=A}p) >0
et l’espace propre correspondant est
ker(M, — A) = L*({a = A}, dp),

Uespace de toutes les fonctions a support dans l’ensemble {a = A},
définies i presque partout.
(7i7) Sia est une fonction bornée, alors M, est un opérateur borné, de norme

IMall = llall Lo (,ap) - (4.3)

(tv) Si a est une fonction a valeurs réelles (bornée ou pas), alors M, est
auto-adjoint (donc MM est essentiellement auto-adjoint).

Démonstration. Nous avons déja étudié des opérateurs sous cette forme, par
exemple le Laplacien ou 'impulsion apres avoir appliqué la transformée de
Fourier. La preuve dans le cas général est tres similaire.

Si v € D(M,) on peut construire une suite v, € LX(B,du) telle que
v, — U et av, — av, daM(B,d,u), en utilisant la décomposition vue
n (4.1). Ceci montre que MMin = M,.

Soit alors A € C \ ImEss(a), ce qui signifie d’apres la définition qu’il
existe € > 0 tel que |a — A| > & p-presque partout. En particulier, nous
avons |(a — A\)7Y < 7! p-presque partout. Pour tout v € L?(B,dpu), la
fonction v(a — A\)~! est dans D(M,) puisque

jo(z)? .
/B o o) < & /B fo(@)|? dju(z) < oo

a\xr 2'1) xr 2
[ BEEOE ) < (14 e)? [ o)) < o

C
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L ;
Iz Yo WY1 z x1

FIGURE 4.1 — Exemple d’une fonction a définie sur Uintervalle [z¢, z1], que
I'on munit de la mesure u = Leby ;149 (la mesure de Lebesgue & laquelle
on ajoute un atome en z). Le spectre de I'opérateur de multiplication M,
correspondant est l'image a([xg,x1]), avec seulement deux valeurs propres
A1 = a(yp) et Ay = a(z). La premiere est de multiplicité infinie et ker(M, —
A1) est Pespace des fonctions de carré intégrable qui sont supportées dans
I'intervalle [yo,y1]. La seconde est de multiplicité 1 et ker(M, — \2) ~ C est
I’ensemble des fonctions qui s’annulent presque partout, sauf éventuellement
au point z.

Nous voyons alors que v + v(a — \)~! est Iinverse de (M, — ) et qu'il est
borné par e~1. Ainsi, A ¢ o(M,), ce qui montre que o(M,) C ImEss(a).

Réciproquement, si A € ImEss(a), alors on a pu({|la — | < 1/n}) >0
pour tout n donc il existe un rayon R, tel que

0<p({la—Al <1/n}NBg,) < .

Nous préférons travailler avec un ensemble de mesure finie, car rien n’empéche
p({la — Al < 1/n}) = +oo. Alors, la fonction

o = L{ja—x<1/n}nBg,
" pl{la =\ < 1/n} 0 Bg,)'?

est normalisée dans L?(B, du). Comme on a

[ st @late) = APdu@)
< —
W{a - N<UnfnBg)

1(Ma = AJvall* =

nous voyons que M, — A ne peut pas avoir d’inverse borné, donc que A €
o(M,), ce qu'il restait & démontrer pour avoir égalité o(M,) = ImEss(a).
Ceci montre en particulier que M, est auto-adjoint si et seulement si a est
réelle pu-presque partout, c’est-a-dire ImEss(a) C R, d’apres le théoreme 2.36.
D’autre part, v est un vecteur propre de M, si et seulement si

(a(z) — X)v(z) =0



Chapitre 4. Théoreme spectral et calcul fonctionnel 109

p-presque partout, ce qui est équivalent a dire que v a son support dans
I’ensemble o1 a = A. De telles fonctions existent si et seulement cet ensemble
est de mesure non nulle.

Enfin, si a est bornée, nous avons évidemment [[M| < [lal|p(p qp-
L’inégalité opposée est obtenue en construisant une suite v, de la méme
fagon que précédemment, sur 'ensemble {|a| > ||al| oo (B,4u) — 1/} O

4.2 Théoréme spectral

Nous sommes maintenant préts a diagonaliser tous les opérateurs auto-
adjoints. L’énoncé suivant signifie que tout opérateur auto-adjoint est en fait
un opérateur de multiplication sur un bon espace.

Théoréme 4.5 (Théoréme spectral). Soit (A, D(A)) un opérateur auto-
adjoint sur un espace de Hilbert séparable $). Alors il existe d > 1, un borélien
B C RY, une mesure borélienne localement finie p sur B, une fonction
localement bornée a € LS. (B,du) a valeurs réelles, et une isométrie U :
9 — L3(B,dpu) tels que

\UAU* = M,,  UD(A) = D(M,).|

Plus précisément, il est possible de prendre
d=2, B =0(A) x N CR? a(s,n) = s.

Remarque 4.6. Alors que nous avons défini M, avec la seule hypothese que
a € LIQOC(B, dp), le théoréme stipule que pour un opérateur auto-adjoint on
peut toujours prendre a € LS (B, dp). C’est bien sir évident pour a(s,n) = s

lorsque B = o(A) x N C R2,

Le fait que I'on puisse prendre B = o(A) x N C R? et a(s,n) = s signifie
que toute la structure de 'opérateur A peut étre contenue dans la mesure p
(en plus bien str du spectre o(A)). Dans la plupart des cas il n’est pas utile
de savoir que ’'on peut faire ce choix particulier, mais parfois ceci simplifie
quelques arguments, puisque I'image réciproque de tout y par la fonction a
est évidemment donnée par

{a=y} = J{w.n)}

neN

ol on ne peut retenir que les points qui sont chargés par la mesure pu,
puisqu’on travaille toujours p-presque partout. En particulier, d’apres le
théoreme 4.4, nous avons

ker(A — \) = U*L*({\} x N, dp)
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et la multiplicité d’une valeur propre éventuelle est donnée par
dimker(A — \) = #{n eN : p({(\n)}) > 0}.

Ainsi, I'ajout de N au spectre sert (entre autre) & tenir compte de la multi-
plicité des valeurs propres.

Remarque 4.7 (Support de p). Dans la représentation ou A est [’opérateur
de multiplication par la fonction (s,n) — s, nous voyons que ’on doit avoir

p(A=eA+el xN)=> pu((A—e A +el x{n}) #0
neN

pour tout A € o(A), sinon \ ne pourrait pas étre dans le spectre de A.

Remarque 4.8. La représentation comme un opérateur de multiplication
n'est pas unique. Par exemple nous avons déja vu que le Laplacien sur RY
était unitairement équivalent a la multiplication par la fonction a(k) = |k|?
sur L*(R?), donc avec B = RY, p la mesure de Lebesgue, et U la transfor-
mation de Fourier. En passant en coordonnées radiales et en introduisant
Vespace L?(S?1,C), il est possible de réécrire cet opérateur sous la forme
a(s,n) = s sur B=RT x N c R2.

Nous allons maintenant donner une sélection de quelques résultats qui
découlent immédiatement du théoreme spectral. Nous verrons de multiples
autres conséquences plus tard. Le premier est I’équivalence manquante du
corollaire 2.41.

Corollaire 4.9 (Localisation du spectre). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur le domaine D(A) C $. On ao(A) C [a, +00] si et seulement si (v, Av) >
al|v||* pour tout v € D(A).

Démonstration. L’équivalence suit immédiatement du théoréeme spectral.
Dire que o(A) = ImEss(a) C [a,+o0[ signifie que a > « p-presque par-
tout, ce qui est équivalent & dire que [z(a — a)|f|?du > 0 pour tout f €
L*(B, dp). 0

Nous déterminons maintenant la norme de la résolvante (4 — 2)~1 pour
tout z € C\ 0(A). Nous avons déja vu et largement utilisé que

1

S(2)]

[(A—2)7!| <

lorsque z € C\ R et que A est symétrique. Avec le théoreme spectral nous
pouvons maintenant calculer la valeur exacte de la norme en question.
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Corollaire 4.10 (Norme de (A — 2)~1). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur le domaine D(A) C $). Pour tout z € C\ o(A), nous avons

1

d(z,0(A)) (44)

a2 =

(la distance de z au fermé o(A) dans le plan compleze).

Démonstration. A une isométrie pres on peut supposer que A = M, est un
opérateur de multiplication sur $ = L?(B,du). Alors, par le théoréme 4.4,

on a
1

(A= 27 = 6@ = 27 o () = TapEssla =]

Inf Ess|la — z| = min{y >0 : p({la—z <A +e)y}) >0, Ve > 0}
est égal a la distance de z & I'ensemble ImEss(a) = o(A). O

Voici un dernier corollaire du théoreme spectral.

Corollaire 4.11 (Tout point isolé du spectre est une valeur propre). Soit
A un opérateur auto-adjoint sur le domaine D(A) C $. Si X € o(A) est un
point isolé du spectre (c’est-a-dire [N — e, A+ ¢] No(A) = {\} pour e >0
assez petit), alors \ est une valeur propre de A.

Démonstration. Nous avons vu que dans la représentation ou A devient
lopérateur de multiplication par (s,n) — s, nous avions nécessairement
p([A —e, A+ ¢l x N) > 0 pour tout € > 0. Comme g est supportée sur
o(A) x N, ceci implique alors p({\} x N) > 0, donc que A est une valeur
propre car {\} x N =a"1({\}). O

Remarque 4.12 (Mesure spectrale). Lorsque B = 0(A) x N et a(s,n) = s,
nous pouvons définir la mesure spectrale p4, associée a l'opérateur A et a
l’état normalisé v € D(A), que nous avions évoquée lors de la présentation
du formalisme abstrait de la mécanique quantique a la section 1.6, par

dpaw(s) =Y |Uv(s,n)[dp(s,n)
neN

ce qui signifie plus précisément que
| e dnants) = [ eslUos.m)Pduts.n).

C’est la projection sur l’aze réel de la mesure de probabilité |Uv(s,n)|?du(s,n),
qui est bien sur telle que

_ 2 _ _
[ aunts) =0l =1, [ sdants) = v, av)
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1l est possible de définir cette mesure dans une représentation quelconque
dans laquelle A est un opérateur de multiplication (et la mesure obtenue ne
dépend bien sir pas de la représentation choisie). Nous en reparlerons a la
section 4.4.

4.3 Calcul fonctionnel

Nous utilisons maintenant le théoreme spectral pour définir f(A) pour
toute une classe de fonctions f.

Considérons une représentation quelconque ou l'opérateur A devient
I'opérateur de multiplication par la fonction a € LiS (B, dp). Soit f : R — C
une fonction mesurable qui est localement bornée. Nous pouvons définir
Popérateur f(A) en demandant que ce soit 'opérateur de multiplication par

la fonction f(a) dans la représentation ou A a été diagonalisé :

F(A) = UMyU, — D(f(A)) = U D (M) (4.5)

Rappelons que M, et son domaine ont été définis & la section 4.1. L’hy-
pothese que f est localement bornée sert a assurer que f(a) est aussi lo-
calement bornée (puisque a l'est), de sorte que M f(a) Soit bien définie.
L’opérateur f(A) est inchangé lorsque nous modifions f sur un ensemble
de p-mesure nulle, mais pas forcément sur un ensemble de mesure de Le-
besgue nulle, car la mesure p n’est pas nécessairement absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue. En fait la mesure de Lebesgue ne joue
aucun role particulier dans cette théorie. Par ailleurs nous ne pouvons pas
travailler avec des fonctions définies u-presque partout, car nous ne connais-
sons pas la mesure ! Le plus simple est donc de conserver la définition pour
toute fonction mesurable f. Une autre observation est que f(A) =0si f a
son support en dehors de o(A) = ImEss(a).

Si f est réelle, alors l'opérateur f(A) ainsi défini est auto-adjoint sur
son domaine D(f(A)), par le théoreme 4.4. Si f est une fonction bornée
sur o(A) (réelle ou pas), alors f(A) est un opérateur borné et par ailleurs
1A = (@)l )

Comme il n’y a pas une unique maniere de représenter A comme un
opérateur de multiplication, il faut vérifier que la définition (4.5) ne dépend
pas de la représentation choisie. L’idée est de commencer par vérifier que
f(A) vaut ce & quoi on s’attend pour une bonne classe de fonctions f,
quelle que soit la représentation choisie, puis & conclure par densité. Pour
un opérateur borné, nous pouvons par exemple regarder les puissances A*
qui correspondent & f(z) = z¥ ou plus généralement tous les polynémes
f(x) = P(z). Pour traiter le cas on A n’est pas forcément borné, il est na-
turel de commencer par étudier la résolvante (A — 2)~! pour tout z ¢ o(A),
qui correspond 4 la fonction bornée f(x) = (v — 2)7L.

Le théoréme suivant fournit, entre autre, l'unicité de f(A) pour tout
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f mesurable bornée sur tout R, donc en particulier le caractére non am-
bigué de notre définition (4.5) lorsqu’on change de représentation de A
comme opérateur de multiplication. Nous commencons par nous restreindre
ici aux fonctions mesurables bornées car ceci évite les discussions de domaine
(pour ces fonctions D(f(A)) = $) et, de plus, ces derniéres ont le bon gott
de former une x—algebre de Banach commutative.

Théoréme 4.13 (Calcul fonctionnel mesurable borné). Soit A un opérateur
auto-adjoint. Il existe une unique application

feZ%R,C)— f(A) € B(9)

définie sur l'algébre L°(R, C) des fonctions boréliennes bornées sur tout R,
a valeurs dans lalgébre B($)) des opérateurs bornés sur ), telle que

(i) c’est un morphisme de x—algébres, c’est-a-dire (f + ag)(A) = f(A) +
ag(A), (f9)(A) = f(A)g(A), 1(A) = 1y et f(A) = f(A);

i1) qui est continu, c’est-a-dire || f(A)| < sup,er |f(2)];

iii) si f(z) = (x — 2)7! avec z € C\ R, alors f(A) = (A—2)"!;

i) si f a son support dans R\ o(A), alors f(A) =0;

v) si|fu(x)|] < C et fo(x) = f(z) pour tout x € R, alors fn,(A)v — f(A)v
pour tout v € §.

(
(
(
(

Remarque 4.14. La propriété (v) du théoreme 4.13 fournit une sorte
de théoréme de convergence dominée. Il est usuel de remplacer (v) par la
convergence monotone, qui est une hypothése plus faible.

Notre définition (4.5) satisfait toutes les hypotheses requises, quelle que
soit la représentation choisie, ce qui fournit I’existence du théoreme. C’est
I'unicité qui nous intéresse ici, et elle implique que la définition (4.5) ne
dépend pas de la représentation choisie pour A en tant qu’opérateur de
multiplication, du moins lorsque f est bornée.

L’énoncé du théoreme 4.13 peut cependant paraitre un peu surdimen-
sionné g’il s’agit juste de prouver 'indépendance en question. Le point im-
portant est que, en fait, le théoréme 4.13 est équivalent au théoreme spec-
tral 4.5! Il est méme usuel de d’abord construire le calcul fonctionnel (il suffit
de le faire pour des fonctions f continues, comme nous le verrons) pour en
déduire que A est unitairement équivalent & un opérateur de multiplication.
Avec ce point de vue, c’est alors 'existence qui devient plus difficile a mon-
trer... Nous y reviendrons a la section 4.4 qui contient la preuve couplée des
deux théoremes 4.5 et 4.13.

Nous allons maintenant discuter de ’extension au cas de fonctions me-
surables qui sont seulement localement bornées, ce qui implique de travailler
sur les domaines qui dépendent de f. Nous avons déja donné une définition
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de f(A) en (4.5) mais il faut vérifier que cette derniere ne dépend pas de la
représentation choisie. Il y a plusieurs manieres de procéder.

Une premiere facon est de remplacer f par une fonction bornée, par
exemple f, = f1(|f] < n) puis de passer a la limite. Rappelons que le
domaine maximal de l'opérateur My, de multiplication par la fonction
f(a) sur L?*(B, du) est donné par

D(My) = {o e (B [ |Fate)Plote)Paute) < oo

Or, pour f, = f1(|f| < n), nous avons I’équivalence
v € D(My,)) <

lim sup || fo (a)o] —mw/n DIE[o(x)2du(z) < 0o (4.6)

n—o0 n—oo

et dans ce cas f(a)v = lim, 00 fn(a)v dans L?(B,du). En effet, si v €
D(Mp(,)) Vintégrale & droite de (4.6) converge vers [ | f(a(2))[?|v(z)|*du(x)
par convergence monotone, et f,(a)v — f(a)v fortement dans L?(B,du).
Réciproquement, par le théoreme de Fatou nous avons

/u |wnwm<mm/m DIlo(a) Pdp(x)

qui est donc fini quand le terme de droite reste borné. Ceci permet de ca-
ractériser f(A) et son domaine maximal par des propriétés faisant unique-
ment intervenir f,(A), de la fagon suivante :

v € D(f(A)) < limsup || fn(A)v|| < oo,

f(Ay = lim f(A).

(4.7)

En particulier, on trouve que la définition (4.5) est indépendante du choix
de la représentation de A comme un opérateur de multiplication.

Une autre fagon de procéder, assez similaire, est de commencer par définir
f(A) sur un domaine particulier indépendant de f et de fermer 'opérateur
correspondant.

Définition 4.15. On dit que v € $ est un vecteur & support A-compact
sl existe un intervalle borné I C R tel que v =17(A)v. On appelle

D.(A) ={v : 3I C R intervalle borné tel que v =17(A)v} (4.8)

Pespace de tous les vecteurs a support A-compact, qui est inclus dans D(A)
et est dense dans 9.

L’espace D (A) C D(A) est invariant par A et, de plus, A est essentiel-
lement auto-adjoint sur D.(A).
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Lemme 4.16. La restriction A™" de l'opérateur A au domaine D(A™") =
D.(A) est essentiellement auto-adjointe et sa fermeture est A™n = A,

Démonstration. Dans la représentation ou A devient 'opérateur de multi-
plication (s,n) +— s, A™" est le méme opérateur de multiplication, restreint
a espace des fonctions a support sous la forme I x N. L’opérateur est es-
sentiellement auto-adjoint sur ce domaine car il ’est sur I’espace plus petit
des fonctions bornées a support compact, d’apres le théoréeme 4.4. ]

Pour tout v € D.(A) et tout f borélienne localement bornée, nous pou-
vons définir

f(A)v = (fl7)(A)v, onv=17(Aw (4.9)

qui fait sens puisque f1; est bornée. Cette définition ne dépend pas de I'in-
tervalle I choisi. Le résultat suivant est un corollaire immédiat du théoreme
spectral.

Corollaire 4.17 (Calcul fonctionnel mesurable non borné). Soit A un opéra-
teur auto-adjoint sur son domaine D(A) C $). Pour toute fonction f mesu-
rable sur R localement bornée, l'opérateur f(A)™® défini sur D.(A) par (4.9)
est fermable et sa fermeture est l'opérateur f(A) défini en (4.5). En particu-
lier, elle ne dépend pas de la représentation choisie de A comme opérateur
de multiplication. Si f est a valeurs réelles, f(A) est auto-adjoint sur son
domaine, c’est-a-dire f(A)™™ est essenticllement auto-adjoint. Son spectre

est o(f(A)) = f(a(A)).

Remarque 4.18. [l suit de la définition (4.5) que pour tout unitaire U :
$H — 9 entre deuz espace de Hilbert éventuellement différents, on a 1’égalité
Uf(A)U* = f(UAU*) sur le domaine UD(f(A)).

En plus de la résolvante (A — z)~! obtenue pour f(z) = (z — 2)~!, dans
la suite de ce chapitre nous verrons plusieurs opérateurs sous la forme f(A)
qui jouent un roéle important :

e les projecteurs spectrauz sont les 1 p(A) ou F est un ensemble borélien
quelconque de R, et ils jouent le méme role en dimension infinie que
les projecteurs sur les sous-espaces propres des matrices hermitiennes
— nous les avons déja utilisés a la définition 4.15;

e le propagateur de Schridinger est Popérateur unitaire défini par e "4

pour tout t € R et il sert a résoudre I’équation de Schrodinger dépendant

du temps

.d
z%v(t) = Av(t) ;

e le noyau de la chaleur est Popérateur e *4 qui n’est borné que si le
spectre de A est minoré, et il sert a résoudre I’équation de la chaleur.

d

%v(t) = —Av(t).



116 Chapitre 4. Théoreme spectral et calcul fonctionnel

Avant de passer a I’étude de ces opérateurs, nous discutons un peu du cas

spécial des puissances f(r) = z*.

Théoréme 4.19 (Puissances). Soit A un opérateur auto-adjoint et k > 2.
Lopérateur AF défini par (4.5) avec f(z) = z*F a le domaine défini par

récurrence

D(AR) = {v € D(AF1) ALy e D(A)} (4.10)

avec AFv = A(A*W). L'opérateur AF est auto-adjoint, de spectre {\F
Aea(A)}.

Démonstration. 1l s’agit juste de remarquer que
[+ la@)) (o)l duta)

converge si et seulement si a’v € L*(B,dy) pour tout £ = 0,...,k. C’est la
méme preuve qui est utilisée en Fourier pour montrer que H 2(]Rd) ={fe
L*(RY) : Af € L*(R%)}. O

Exemple 4.20. Considérons l'opérateur d’impulsion périodique Pper sur
10, 1[ étudié en détail a la section 2.8.1, dont le domaine vaut

D(Pyer) = {f € H'(J0,1]) = f(0) = f(1)}.

Alors son carré est le Laplacien, mais il faut identifier laquelle des extensions
auto-adjointes trouvée a la section 2.8.2. Sans surprise, on trouve

D(Pe) = {f € Hyer(10,1]) = f" € Hye,(10,1D)}
= Hper(10,1])

per

={feH*(0,1]) = f(0)=f(1), f(0) = f(1)},

; o 2 _ "
avec bien sur Py, f = —f".

Exemple 4.21 (Forme quadratique d’un opérateur auto-adjoint coercif).
Si Dopérateur auto-adjoint A a son spectre positif, nous pouvons également
définir de fagon unique la racine carrée de A en utilisant la fonction f(x) =

V. Un argument similaire au précédent implique alors que A = \/ZQ, et
D(A) = {f € D(VA) : VAf € D(VA)}.

Par le théoréme spectral lopérateur A est unitairement équivalent a un
opérateur de multiplication par une fonction a sur un espace L*(B,du),
avec a(x) > a > 0 pour p-presque tout x € B. Dans cette représentation, la
forme quadratique de A devient

4a(U"0) = /B a(@)o(x) [ dy(z)
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de sorte que Uespace Q(A), introduit a la section 3.2 vaut
Qa=U" {v € L*(B,du) : / a(x)v(x)|? du(x)w < oo} = D(VA),
B

le domaine de lopérateur /A. Ainsi,

2

. Voe D(VA) = Q).

7a(v) = |VAY|

4.4 Preuve du théoreme spectral

Nous adoptons la démarche consistant a construire d’abord le calcul fonc-
tionnel continu (une version plus faible du théoreme 4.13) pour en déduire
la diagonalisation des opérateurs auto-adjoints (théoreme 4.5).

4.4.1 Construction du calcul fonctionnel continu

Nous allons fournir ici une preuve partielle du théoreme 4.13, au sens
ou nous ne montrerons pas les propriétés pour toute la classe des fonctions
mesurables bornées mais uniquement pour la classe des fonctions continues
qui admettent des limites en +oo :

OO (R) = {f e COR) -

lim f(z) et lim f(x) existent et sont égales}.

T—+00 T—r—00
Ceci est suffisant pour prouver le théoreme spectral 4.5. Une fois ce dernier
démontré, nous reviendrons ensuite a la preuve du théoreme 4.13, pour la-
quelle il ne restera que 'unicité & prouver. S’il est plus classique de travailler
dans CJ(R) (I'algebre des fonctions continues qui tendent vers 0 & infini),
nous préférons y ajouter I'identité pour avoir une algeébre unitaire, et ainsi
travailler dans Cf}_(R) = C + C§(R). Nous montrons donc le théoréeme sui-
vant.

Théoréme 4.22 (Existence du calcul fonctionnel dans C{._(R)). Soit A un

lim
opérateur auto-adjoint sur D(A) C $. Il existe une unique application

f € Cim(R) = f(A) € B(%)

qui soit un morphisme continu de x—algebres de Banach, c’est-a-dire telle
(1) (f +ag)(A) = f(A) + ag(A), (f9)(A) = f(A)g(A), L(A) = 1y et

| < [Ifllzoow) 5
(iii) si f(z) = (x — 2)~! avec z ¢ a(A), alors f(A) = (A —2)7L.
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Remarque 4.23. Pour simplifier nous n’énongons pas la propriété (iv)
que f(A) = 0 lorsque f a son support dans R\ o(A) car cette derniére
n’est pas mécessaire pour montrer le théoréme spectral, et suivra ensuite
immédiatement de ce dernier, comme nous le verrons

Preuve du théoréme 4.22. Considérons I'algebre A engendrée par 'identité
et les (z — 2)7! avec z € C\ R, c’est-d-dire celle composée des sommes
finies de produits finis de telles fonctions. Le théoreme de Stone-Weierstrass
dans sa version locale (voir également 1’exercice 4.55) implique que Iespace
vectoriel engendré par l'identité et les (xz — 2)~! avec z € C \ R est dense
dans CP (R) pour la norme || - ||f(g) et il en est donc de méme pour
Palgebre A. Par un argument de continuité, il suffit donc de démontrer
lexistence du calcul fonctionnel sur A, avec les propriétés (i)—(iii). L unicité
suit alors immédiatement de (iii) et de la densité des combinaisons linéaires
des (z — z)~! et de I'identité. Nous en reparlerons aussi a la section 4.4.3.

La partie difficile de la preuve est en fait la continuité (i7), car il est assez
clair comment f(A) doit étre défini pour f une combinaison linéaire finie
de produits de (z — 2z)~!, de sorte que (i) et (i7i) soient vrais. Notons tout
d’abord que pour tous z, 2’ € C \ R, les opérateurs (A —z)~!et (A —2/)7!
commutent :

(A-—2)YA-2)t=U-2) 1 A-2)"L.
Pour le voir nous pouvons utiliser la formule de la résolvante
(A-2)t=UA-)T+ -2 A-2)A-2)! (4.11)

qui se démontre en multipliant & gauche par A —z = A — 2’ + 2z — 2/ et qui
implique

(A=2)1 A=)t =(z-2)" ((A — )t —(A- z’)*l)

ou le terme de droite est invariant quand on échange z et z’. Nous aurons
aussi besoin du fait que I'adjoint de (A — 2)~! est

[(a-27] T (A-z)! (4.12)

ce qui suit de la relation

<f7< Z g>_< _2)71]07 (A_Z)ilg> = <(A_2)71fag>

puisque A est symétrique et que A — Z est inversible, pour tout z € C\ R.
Maintenant nous pouvons définir pour tout

o

J

J

k 1
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I’opérateur
J k;
A =c+Y o [J(A=z)"
j=1 k=1

L’ordre des opérateurs ne joue pas de role puisqu’ils commutent tous. Cette
définition est bien str forcée par les propriétés (i) et (ii7). L’ensemble de
tous ces opérateurs forme une *—algebre abélienne d’opérateurs bornés

R=A{f(4) : feA}

qui s’appelle l'algébre des résolvantes et qui satisfait les hypotheses (i) et
(747) du théoréme 4.22. La difficulté est maintenant de montrer la continuité
(i), ce qui va suivre du fait que A est stable par la racine carrée et contient
I'identité.

Lemme 4.24 (Stabilité de A par racine carrée). Soit f € A une fonction
qui est positive sur tout R. Alors il existe g € A telle que f = |g|°.

Preuve du lemme. En réduisant au méme dénominateur, nous voyons que
les fonctions f € A peuvent toutes s’écrire sous la forme d’une fraction
rationnelle réduite

P(z)
Q(z)
ou () a toutes ses racines dans C\R et ou d’(P) <d°(Q). Réciproquement, par

la décomposition en éléments simples, toute fraction rationnelle satisfaisant
ces deux propriétés appartient a A. Ecrivons alors

fz) =

L J J’

Pa)=][@—a) [[x—2)¥, Q@) =]]—=2)%

=1 j=1 j=1

ou les ay € R sont les racines réelles de P et les z;, z} € C\R sont les racines
non réelles de P et (Q, respectivement. Nous voyons que f est a valeurs réelles
sur R si et seulement si P/Q = P/(@Q ou encore

J! J!

H (z — 2)¥ H(x_;}yz;: H (z —z)% H(x_%)(lﬁ.

z;€C\R j=1 z;€C\R j=1

Comme (x — z;)% divise le terme de gauche mais pas @ car la fraction est
réduite, nous en déduisons que Z; est une racine de P de multiplicité au
moins égale a ¢;. En retournant I’argument, et en utilisant ensuite la méme
méthode pour (), nous obtenons finalement que f est a valeurs réelles si et
seulement si elle s’écrit sous la forme
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Finalement, f est positive si et seulement si tous les py sont pairs, ce qui
signifie bien que f = |g|? avec

T T
=1 [[j=i(z = 2))%
O

Le lemme permet de montrer la continuité. En effet, pour tout f € A, on
al0< Hf||2<x,(R) —|f]? € A, donc il existe g € A telle que ||f|]%oo(]R) —fI? =
lg|?. Cela signifie que

FAA F(A) = 1 f T ) — 9(A)79(A)

et donc que pour tout v € H

LF(A)oll* = (v, f(A)* F(A)0) = 1oy 101 = lg(A)0l* < [1F11Fe o 0]

Ainsi, || f(A)[| < [|f]| oo (r) comme il fallait démontrer. Ceci termine la preuve
du théoreme 4.22. O

4.4.2 Preuve du théoreme spectral 4.5

Nous allons maintenant prouver le théoréme spectral en utilisant le
théoreme 4.22, c’est-a-dire l'existence du calcul fonctionnel sur CP (R) =
C + CJ(R).

Soit v un vecteur normalisé quelconque de ) et considérons la forme
linéaire

qui, par le théoréme 4.22, est continue sur C{ (R). De plus, pour toute

fonction f € CP_(R) positive, on a f = |g|* avec g € CP_ (R), de sorte que

pu(f) = (v, 9(A4)"g(A)v) = [lg(A)v]* = 0.

Par ailleurs nous avons également ¢,(1) = ||v||> = 1. Par le théoréme de
Riesz-Markov, ceci signifie qu’il existe une mesure de probabilité u, sur R
telle que

oolf) = (v, F(A)) = /R £(5) dpn(s)

pour tout f € CP (R). La forme linéaire ¢, admet alors une unique ex-
tension a ’algebre des fonctions mesurables bornées sur R mais cette infor-
mation n’est pas nécessaire pour la suite. En tous cas, il faut probablement
retenir que 'espace Cﬁm(R) ne joue pas un role particulier, c’est juste un

intermédiaire utile pour la preuve.
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Remarque 4.25. La mesure u, est la mesure spectrale associée au vecteur
v et a opérateur A, que mous avons évoquée a la remarque 4.12 et a la
section 1.6.

Nous pouvons montrer tout de suite que p, s’annule en dehors de o(A).

Lemme 4.26. Pour tout v € ) normalisé, la mesure [, a son support dans

o(A) CR.

Preuve du lemme. Soit A € R\ o (A) et z, = A+i/n. L’opérateur (A —z,)~!
converge en norme vers I'opérateur borné (A — \)~! (par exemple grace au
lemme 2.8). Or nous avons

2

L2 Ay = [ d(s)
=)ol = (4= 4= )71y = [ el

et donc en passant a la limite

dpiy (s -
[l a7t < oo,

Ceci montre que l'intégrale de gauche converge. Si cette intégrale peut
converger pour un A particulier a condition que p s’annule assez vite en ce
point, elle ne peut converger pour tous les A d’un intervalle que si p s’annule
sur tout cet intervalle (pour le voir, intégrer en A en utilisant que R \ o(A)
est ouvert). Ceci termine la preuve que p a son support dans o(A). O

Comme i, est une mesure de probabilité, on a Cf_(R) C L*(R, du,) =
L*(0(A),dpy) et C_(R) est méme dense dans cet espace de Hilbert. Nous
pouvons faire apparaitre I'espace L2 (o (A), dj, ) trés naturellement en étudiant
la forme sesquilinéaire

(g(A)v, F(A)v) = (v, (GF)(A)v) :/ 9(s)f(s)dpeo(s). (4.13)

o(A)
Cette égalité montre que ’application linéaire
f= f(Aw (4.14)

est une isométrie de Cf} (R) C L%*(c(A),du) dans $. Ainsi, I'espace

X, = {f(A. [ € O, (®) (4.15)

est isométrique & L?(c(A),du). Notons immédiatement que comme (z —
z)71f € CP (R) pour tout z € C\ R et tout f € C (R), nous avons par
continuité de (A — z)~! que

(A—2)"'x, Cc &,
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pour tout z € C\ R. Un tel espace est appelé invariant (exercice 4.56).
Une autre remarque importante pour la suite est que, méme si (A — z)*l
n’est pas auto-adjoint puisque z est complexe, (A — z)~! laisse également
invariant (X, )", puisque si w € (X,)*

<f(A)vk, (A— z)_1w> = <(A — Z)_lf(A)vk, w> =0

pour tout f € Cf_(R). Finalement, nous avons, avec r,(s) = (s — z) !,
IO g ),

(4.16)
une relation qui s’étend a tout &), par continuité et signifie que, apres avoir
appliqué l'inverse de (4.14), Popérateur (A — z)~! restreint au sous-espace
invariant X, n’est rien d’autre que 'opérateur de multiplication par la fonc-
tion s+ (s — 2)~! dans L%(o(A), du,).

La preuve du théoreme est terminée si nous pouvons trouver un vecteur
normalisé v de § tel que X, = $H (un tel vecteur v s’appelle un vecteur
cyclique). En effet, dans ce cas nous avons montré que (A — z)~! est uni-
tairement équivalent & I'opérateur de multiplication par s + (s — 2)~! dans
L?(R,du,), ce qui implique que A est 'opérateur de multiplication par s
dans cet espace. Nous pouvons donc prendre d = 1, B = o(A) et p = .
Sinon, nous devons itérer ’argument.

(9(A)o, (A — 2" F(A) = (o, (gr-f)(A)w) = /
o(A)

Lemme 4.27 (Décomposition en sous-espaces cycliques invariants). Soit
A un opérateur auto-adjoint sur D(A) C $. Alors il existe une famille de
vecteurs vy, va, ... (finie ou infinie) telle que

H=Pa, (4.17)

ot les termes de la somme directe sont orthogonauxr deux d deu.

Preuve du lemme. Prenons une base orthonormée (e;) de $ (toujours sup-
posé séparable) et posons simplement v; = e;. Si &, # ), considérons le
plus petit j > 2 tel que e; ¢ X,,. Nous prenons alors vy = P;%Ul e; (la pro-
jection orthogonale de e; sur I'orthogonal de X,,. Comme vy € (X, )", tout
I'espace X, est orthogonal a X, . Pour le voir, il suffit de remarquer que

(F(A)vr, g(A)v2) = ((gf)(A)v1, v2) = 0,

pour tout f,g € CY

i (R), une relation qui persiste apres fermeture. En
itérant 'argument nous aurons soit écrit $ comme une somme directe fi-
nie apres un nombre fini d’étapes, soit construit une suite v, telle que

vect(er, ..., en) C @p_q Xu, pour tout n. Ceci montre bien (4.17). O
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Pour tout z ¢ R, chacun des espaces X, est invariant par (4 — 2)71,

ainsi que son orthogonal. L’opérateur (A — 2)~! est donc diagonal par blocs.
Par ailleurs, (A — z)~! restreint & chacun de ces espaces est isométrique
a Popérateur de multiplication par la fonction s — (s — 2)~! sur I'espace
L?(c(A),du,,). Nous pouvons mettre toutes ces informations ensemble en
définissant la mesure p sur o(A)xN C R? qui vaut y,,, sur chacun des o(A4)x
{n} et l'isométrie appropriée sur tout §. S’il n’y a qu’'un nombre fini de vy,
nous prenons simplement p nul sur les autres copies de o(A). L’opérateur
(A — 2)71 est dans cette représentation 'opérateur de multiplication par
la fonction (s,n) + (s — 2)71, ce qui montre bien que A est unitairement
équivalent a l'opérateur de multiplication par la fonction (s,n) — s, et
termine la preuve du théoreme spectral 4.5. O

Exemple 4.28 (Impulsion et vecteurs cycliques). Considérons ['opérateur
P = —id/dx qui est auto-adjoint sur D(P) = HY(R) C $ = L*(R) et qui
est diagonalisé par la transformée de Fourier. Un vecteur v € L?(R) est
cyclique pour P si et seulement si l'ensemble {k : ©(k) =0} est de mesure
de Lebesgue nulle, et on a alors en Fourier

dpio (k) = [6(0k) d.
L’unitaire (4.14), composé avec la transformée de Fourier, est I'application

a(k

)
u € L*(R) @1@

(20 € L* (R, [0(k)|? dk)

4.4.3 Preuve du théoréme 4.13 (calcul fonctionnel mesurable borné)

Nous avons déja expliqué comment construire f(A) pour toute fonc-
tion mesurable a l'aide du théoréme spectral. Notre définition (4.5) satis-
fait toutes les propriétés (i)—(v) du théoréme 4.13 (I'assertion (v) suit du
théoreme de convergence dominée). Il reste donc & montrer 'unicité (ce qui
prouvera en particulier que notre définition (4.5) est bien indépendante de
la représentation choisie).

Considérons donc une autre application f — f(A)
hypothéses du théoreme. A cause du fait que pour f(z) = (z — 2)"! on a
f(A) = (A —2)~! d’apres (iii) et comme c’est un morphisme de *-algebres
d’apres (i), nous voyons que f(A) = f(A) pour tout f € A (lalgebre
de la résolvante). Par densité de cette derniere et par la continuité (ii),
ceci implique que f(A) = f(A) pour tout f € Cf (R). Considérons alors
Pensemble F des f mesurables bornées telles que f(A) = f(A). A cause
des propriétés (i)-(v), c’est une algebre, qui contient C{ (R) et qui est
stable par limite monotone, c’est-a-dire si 0 < f,(x) ~ f(x) pour tout
r € R avec fr(A) = fn(A') alors on a f,(A)v = fn(A)v et en passant
a la limite on trouve d’apres (v) que f(A)v = f(A')v pour tout v € 9,
donc que f(A) = f(A)". Or il est connu que la plus petite algebre contenant

" vérifiant toutes les
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CJ(R) qui est stable par limite monotone est I’algébre de toutes les fonctions
mesurables bornées. Ceci montre finalement que f(A) = f(A)" pour tout f.

Remarque 4.29. La derniére assertion suit du lemme de classe monotone
qui précise que toute classe d’ensembles boréliens stable par complémentaire
et par limite monotone, et qui de plus contient tous les intervalles de R,
est nécessairement égale a la tribu de tous les boréliens. En effet, comme
les fonctions indicatrices 17 d’intervalles de R (ouverts ou fermés) sont
des limites monotones de fonctions continues, nous avons nécéssairement
1;(A) =1;(A). Par ailleurs, l’ensemble des F boréliens tels que 1p(A) =
17(A) est bien stable par complémentaire (car 1pe =1 —1g) et par limite
monotone d’aprés (v). Le lemme de classe monotone implique alors que
1r € F pour tout borélien F et il suit ensuite que toutes les fonctions
mesurables bornées sont dans F.

4.5 Projections spectrales

Les projections spectrales généralisent les projecteurs sur les sous-espaces
propres des matrices hermitiennes.

Définition 4.30 (Projections spectrales). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur D(A) C $. On appelle projections spectrales les opérateurs sous la
forme 1p(A) ou F est un borélien quelconque de R. Le sous-espace spectral
correspondant est l'image 1p(A)$H =Im(1p(A)).

Le résultat suivant est une conséquence du théoreme spectral 4.5 et du
calcul fonctionnel du théoreme 4.13.

Théoréme 4.31 (Projections spectrales). La famille des (llF(A))F satisfait
les propriétés

() 1p(4) = 1p(4) = (Lr(4)*;

(i1) 1p(A) =0, Ig(A) =15 ;

(i7i) si F' = Up>1Fy, alors 1p(A)v = A}im Lyn p,v pour tout v € §;
—00 n=

(Z"U) 1p (A)]le (A) =1pnm (A)
De plus, le sous-espace spectral 1p(A)$ est un sous-espace invariant de A,
sur lequel A est borné lorsque F' est borné.

Exemple 4.32 (Espaces propres). Si F = {A} est réduit ¢ un point,
nous avons l1y\y(A) = 0 si A n'est pas une valeur propre de A, c’est-a-dire
ker(A—X) = {0}. Si A est une valeur propre de A, 1151(A) est le projecteur
orthogonal sur ker(A — \), qui est le sous-espace spectral correspondant.

Pour un opérateur qui n’a pas de valeur propre (comme par exemple le
Laplacien sur tout R?), les projecteurs 115} (A) sont donc tous nuls et il est
nécessaire de prendre F' non réduit & un point. Par le calcul fonctionnel nous
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voyons que I'image de 1,5 (A) contient des vecteurs v € D(A) qui vérifient
tous, par exemple,

(A = a)vl| < (b= a) o]

Sur cet espace, Al,; est donc un opérateur borné.

De la méme maniere qu’il est possible de caractériser une mesure quel-
conque par sa fonction de partition A — pu(] — 0o, A]), il est possible de
caractériser un opérateur auto-adjoint a 'aide de la famille de ses projec-
teurs spectraux

P(A) = 1) o n(A).

C’est d’ailleurs 'une des versions équivalentes du théoréme spectral.

Pour une matrice hermitienne M de taille d x d, de valeurs propres
ordonnées A\; < --- < Ay (éventuellement avec multiplicité, donc d' < d),
Popérateur P(A) := 1j_ (M) est le projecteur orthogonal sur la somme
directe des sous-espaces propres correspondant aux valeurs propres A; <
A. C’est une matrice d x d dont on peut calculer la dérivée au sens des
distributions. Comme la fonction a des sauts aux valeurs propres et est
constante entre deux \; distincts, nous voyons que

d
P'(N) = 6y, (N1, (M).
j=1
En particulier, nous avons la représentation

M= /R N dP()) (4.18)

car M = Z?:l ALy (M).

Il semble naturel de se demander s’il est possible d’écrire une formule
similaire en dimension infinie pour un opérateur auto-adjoint quelconque.
Soit donc A un opérateur auto-adjoint et fixons nous un vecteur v € .
Alors la fonction

Pv()\) = <’U, IL]—OO,M (A)’U>

est bornée et croissante. Sa dérivée au sens des distributions est donc une
mesure [,. C’est la mesure spectrale que nous avons déja rencontrée aupa-
ravant (remarque 4.12) et qui est telle que

(v, f(A)v) = /Rf(A) dpy(N) = /Rf()\) d<v,]l]_oo,)\](A)v> (4.19)

pour tout f mesurable bornée, et

(v, Av) = /R Nn(2) = /R N d(v, 1)y (A)) (4.20)
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si de plus v € D(A). L’équation (4.20) est la version en dimension infinie de
la résolution spectrale (4.18).

Réciproquement, il est possible de montrer que toute famille de pro-
jections satisfaisant les propriétés (i)—(iv) du théoreme 4.31 est associée
a un unique opérateur auto-adjoint A. En fait, plusieurs ouvrages (par
exemple [Tes09]) commencent par construire les opérateurs 1)_. yj(A), pour
ensuite en déduire le calcul fonctionnel via la formule (4.19) et finalement le
théoreme spectral. C’est une troisieme version équivalente de la théorie.

Pour finir cette section, nous voulons mentionner deux formules tres
utiles pour le projecteur 1, (A).

Théoréme 4.33 (Formule de Cauchy). Soit A un opérateur auto-adjoint,
a,beR ete >0 tels que

ocA)Nja—c,a+el=c(A)Nb—e,b+e] =0,

c’est-a-dire qu’il n’y a pas de spectre au voisinage de a et de b. Alors nous
avons la formule
1 -1
Tjapp(A) = 1 (A4) = ~ % (K(A —2z) dz (4.21)
pour tout lacet fermé € dans le plan complexe, orienté dans le sens tri-

gonométrique, qui entoure l'intervalle [a,b] et croise l'axe réel en a et b
(Figure 4.2).

Démonstration. Noter que l'intégrale a droite de (4.21) converge, puisque
la résolvante est en norme majorée par l'inverse de la distance au spectre
(d’apres (4.4)) et que la courbe € reste a une distance positive du spectre.
Le résultat suit alors du théoréme spectral et de la formule de Cauchy qui
stipule que

1

—1
— —2)"d

B {—1 si le résidu x est dans la région délimitée par la courbe,

0 sinon.
O

Nous avons vu au théoreme 4.33 une formule qui permet d’exprimer les
projecteurs spectraux en fonction des résolvantes, en utilisant un contour
qui croise ’axe réel en deux points qui ne font pas partie du spectre. Cette
formule ne permet pas d’obtenir 1|, ;)(A) si a et b sont dans le spectre de A,
car l'intégrale sur le contour diverge au voisinage de a et b. Cependant, en
choisissant un contour symétrique par rapport a ’axe réel et en ’aplatissant
(Figure 4.3), on peut montrer une formule valable pour tout a,b € R.
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- »-o—@-o—o-:—> o(A)
a b

FIGURE 4.2 — La formule de Cauchy (4.21) permet d’exprimer un projecteur
spectral comme I'intégrale de la résolvante (A — z)~! sur un contour dans le

plan complexe.

13
~ Fo— oo+ o(4)
. l\:

a b
FIGURE 4.3 — La formule de Stone (4.22) permet d’exprimer un projecteur

spectral comme D’intégrale de la résolvante (A — z)~! sur un contour qui
s’aplatit dans le plan complexe, méme avec a,b € o(A).

Théoréme 4.34 (Formule de Stone). Soit A un opérateur auto-adjoint et
a<beR. Pour toutv € 9, on a

lim 1/b((Asi6)_1(As+is)_1) dsv

e—0+ 20T

_ <]1}a7b[(A) + %]l{a}(A) + ;]l{b}(A)) v, (4.22)

Démonstration. Considérons la fonction

I 1 1
fe(fb‘)—%/a <x—s—i5_m—s+i5>ds
_e/” ds
1), (x—5)2+e?

1 (b—x) 1 <a—x>
= — arctan — —arctan
™ 5 s €

qui est uniformément bornée et converge vers

. 1 1
lim fg(a,’) = ﬂ]a’b[(l’) + ill{a}(:z:) + §]l{b}(a;)

e—0t

pour tout z € R. Par la propriété (v) du théoréeme 4.13 sur le calcul fonc-
tionnel, le résultat suit immédiatement. ]
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4.6 Equations de Schrodinger, de la chaleur et des ondes

4.6.1 Equation de Schrédinger

Dans cette section nous montrons que 1’équation de Schrodinger dépendant
du temps

o(0) = v (4.23)

itA

{z’@tv(t) = Av(t)

admet I'unique solution v(t) = e~ ®4vy, ol e ™4 est défini par le calcul
fonctionnel. Une premiere difficulté consiste a définir précisément le concept
de solutions de (4.23). Ici, nous allons nous restreindre & des solutions qui
sont dans L1(]0,T[,$) et vérifient (4.23) au sens faible.

On dit que la famille v(¢) pour t €]0, T[ appartient & L1(]0, T'[, ) lorsque

T
/ lo(®)|| dt < oo.
0

Il y a des subtilités concernant la définition du caractere mesurable de 'ap-
plication ¢ — v(t) qui prend ses valeurs dans l’espace de Hilbert $). En fait
nous pouvons définir la notion de mesurabilité en faisant intervenir la tribu
des boréliens de $ (on parle alors de mesurabilité forte), ou demander plutot
que les applications ¢ — (w, v(t)) soient toutes mesurables, ce qui revient a
projeter v(t) sur une base (on parle de mesurabilité faible). Nous n’en dirons
pas plus ici et renvoyons & [Eval0O, App. E.5] pour quelques détails.

Soit A un opérateur auto-adjoint. Comme A est fermé, 1'espace D(A)
est fermé lorsqu’il est muni de la norme du graphe

1ol pay =/ llol* + [l 4w,

En fait, D(A) est méme un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit

scalaire associé
<U,U’>D(A) = <v,v'> + <Av, Av'>.

Ceci permet de considérer le dual D(A)" de D(A), qui est aussi un espace de
Hilbert. Par le théoreme spectral, ce dual s’identifie & ’espace des fonctions
w € L2 (B, dp) telles que w(1+|al)~* € L*(B, du), car nous identifions tou-
jours  ~ L?(B,du) avec son dual. Comme A est symétrique, tout vecteur

v € $ fournit une forme anti-linéaire sur D(A)’, donnée par
u € D(A) — (Au,v),

et notée formellement Av. Cette derniére coincide avec Av siv € D(A). Ceci
permet d’identifier A$) & un sous-espace de D(A)’, avec

A
| Aol pay = sup LAu!

S < .
wen(4) lullpay
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Ainsi, nous voyons que tout v(t) € L'(]0, T[, $) est tel que
Av(t) € L(]0,T[, D(A))

ce qui permet de donner un sens faible au terme de droite de I’équation (4.23),
en tant que forme anti-linéaire sur D(A). Il faut aussi donner un sens au
terme de gauche 0,v(t), que 'on veut interpréter comme la dérivée faible au
sens des distributions de v(t). Plutot que de parler de dérivée faible, nous
allons simplement prendre le produit scalaire contre un vecteur w € D(A)
et parler de dérivée au sens des distributions de (w,v(t)), en utilisant la
relation

d

%@u, v(t)) = (w, dv(t)).

Définition 4.35 (Solutions faibles de I’équation de Schrodinger). On dit que
v € LY(]0,T[,$) est une solution faible de I’équation de Schrédinger (4.23)
si on a, au sens des distributions sur |0, T,

d .
a(w,v(t» = —i(Aw,v(t)) (4.24)
avec de plus
tLiI(I)1+ (w,v(t)) = (w,vo), (4.25)

ceci pour tout w € D(A).
Notre hypothese que v € L*(]0, T[, ) implique que
¢(t) = (w,o(1)) € L0, T[,C).

De plus, I’équation (4.24) implique que ¢’ € L'(]0,T[, C) ce qui, par les pro-
priétés des espaces de Sobolev en dimension un (rappelées a la section A.2),
montre que ¢ € C°([0,T],C), c’est-a-dire que la limite & gauche de (4.25)
existe. Bien str, il existe une définition similaire pour les solutions en temps
négatif.

Remarque 4.36 (Dérivée faible a valeurs dans un espace de Banach).
L’équation (4.24) signifie que pour tout ¢ € C°(]0,T), on a

—<w,/OT & ()(t) dt> _ —z’<Aw,/0T o(H)0(1) dt>.

L’interversion de l'intégrale et du produit scalaire est justifié par le fait que
v e LY(]0,T[,$). Cela signifie qu’on a I’égalité des formes anti-linéaires

T T
—/ O (t)v(t)dt = —i/ o(t) Av(t)dt € D(AY, (4.26)
0 0

pour tout ¢ € C°(]0,T[). C’est la définition du fait que v(t) posséde une
dérivée faible dans D(A)', qui est égale o —iAv(t). Ainsi, la formulation
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faible (4.24) consiste juste a demander que ['égalité v = —iAv ait lieu
dans D(A)" ot 0w est la dérivée définie par (4.26). Nous renvoyons par
exemple a [Eval0, Sec. 5.9.2 & App. E.5] ou [DL88, Chap. XVIII § 1] pour
plus de détails concernant les dérivées faibles a valeurs dans des espaces de
Banach.

On se préoccupe fréquemment du caractere bien posé de 1’équation, qui
consiste a demander, en plus de I'existence et de I'unicité des solutions, que
I’application

vo +— v(t)

soit continue dans des espaces appropriés. Ceci signifie que la solution v(t) ne
changera qu’un peu lorsque la condition initiale vy est légerement perturbée.

Théoréme 4.37 (Existence, unicité et caractere bien posé pour I’équation
de Schrédinger). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son domaine D(A) C
$. Alors pour tout vg € $, l'équation (4.23) admet une unique solution
faible, donnée par

v(t) = ey,

Elle est définie sur tout R et vérifie v € CO(R, $), avec la relation
o)l = [[voll

pour tout t € R. En particulier I’équation est bien posée de § dans C°(R, §).
Si de plus v € D(A), alors v € CH(R,$H) N COR, D(A)) et résout (4.23)

au sens fort.

Remarque 4.38. Il suit du calcul fonctionnel que v(t) = e~ vy € D(f(A))
pour tout f tel que vg € D(f(A)), avec (v(t), f(A)v(t)) = (vo, f(A)vg) pour
tout t € R.

Démonstration. Par le calcul fonctionnel, v(t) = e~ 4y, est bien une solu-
tion forte de I’équation si on ajoute I’hypothese supplémentaire que vy €
D(A). Supposons donc maintenant que vy € ) sans nécessairement appar-
tenir & D(A). On trouve

d

%<w, e_itAvo> = i<eit’4w,vo> = —i<eitAAw,v0> = —i{Aw,v(t))

dt
pour tout w € D(A) et tout t € R, qui signifie que v(t) est une solution
faible sur R si vg € 9.

Il reste donc a montrer I'unicité. Nous allons utiliser le fait que si v €

LY(]0,T[, $) est une solution faible de 1’équation, alors on a pour tout w €
CH([0,7],9) n C°([0,T], D(4))

d

a(w(t),v(t» = —i(Aw(t),v(t)) + (Quw(t), v(t)). (4.27)
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En d’autres termes, nous pouvons prendre w dépendant du temps dans (4.24)
a condition de bien str penser a dériver w. Nous laissons la preuve de (4.27)
en exercice.

Soit alors vy € $ et v(t) une solution faible quelconque sur ]0,7[. Soit
aussi wg € D(A) et w(t) = e *Awy, ce dernier étant une solution forte de
I'équation, avec w(t) € D(A) pour tout ¢. Nous obtenons donc

%<w(t),v(t)> = —i(Aw(t),v(t)) + i(Aw(t),v(t)) = 0.

Comme ¢(t) = (w(t),v(t)) est continue sur [0,7] (car intégrable et de
dérivée intégrable), ceci montre que

(w(t),v(t)) = (wo, ™ v(t)) = (wo, vo)

qui est la limite en 0 de cette méme quantité. Comme nous avons cette
relation pour tout t € R et tout wy € D(A), on en déduit par densité de D(A)
que eZtAv(t) = vp pour presque tout t € R, c’est-a-dire v(t) = e~ Ay,. ]

Exemple 4.39 (Laplacien). Pour A = —A sur D(A) = H*(R?) C § =
L*(RY), lopérateur e=4 est la multiplication par la fonction e itlkl?

en
Fourier et on obtient
) 1 o=y
e o) (x :/ e et vo(y)d
(e 00) @) = s [, o) dy
une formule qui fait sens par exemple pour vo € L'(RY) N L2(RY).
Remarque 4.40 (Attention aux séries). La formule v(t) = e vy de

l'unique solution de l’équation de Schrédinger brille par sa simplicité, mais
il est important de garder & Uesprit que lunitaire e~ o été défini par
le calcul fonctionnel (théoréme 4.13), qui n’est pas un résultat trivial. Par
exemple, on pourrait penser que l’on peut écrire la solution sous la forme

v(t) = e Ay = Z ﬂfl"vo (4.28)

n!
n>0

mais cette formule ne fait vraiment sens que si v € D(A™) pour tout n > 1
et que la série converge. Une mauvaise utilisation de (4.28) peut conduire
de fausses conclusions.

Voici un exemple tiré de MTWB10, FLLOS16]. Considérons la fonction
vo = eIl € §§ = L2(R) et Vopérateur A = —d?/dz? qui est auto-adjoint sur
D(A) = H*(R). Un calcul montre que

—7}6/ + vy = 249 (4.29)
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au sens des distributions sur R. Ainsi, nous avons —vj +vo = 0 sur R\ {0}.
Le terme de droite de la formule (4.28) semble donc fournir

it (2m o
Zuv((f ):voz(n)!:etvo, sur R\ {0}.

n!
n>0 n>0

Ceci ne peut étre égal a e vy car sinon vy serait un vecteur propre de
A = —d*/dz?, de valeur propre —1, et on sait que o(A) = [0,00[ sans
aucune valeur propre. En fait vo(x) = eIzl wappartient pas a H?(R) =
D(A) puisqu’on a (4.29), ce qui rend illicite 'utilisation de la série (4.28),
méme en dehors de l’origine.

Exercice 4.41. Montrer que v(t) = e~ 4wy est dérivable k fois en t = 0
dans $) (donc pour tout t € R), si et seulement si vg € D(A¥), et que alors
v (0) = (—i)k A*vy. Donner une condition sur vy pour que la série (4.28)

converge et coincide bien avec v(t).

4.6.2 Equation de la chaleur

L’étude réalisée pour ’équation de Schrédinger peut s’étendre a d’autres
situations. Par exemple, I’équation de la chaleur prend la forme

{Otv(t) = —Av(t)

o(0) = 00 (4.30)

et peut étre étudiée avec exactement la méme méthode que précédemment.
Une différence est que la solution est maintenant

v(t) = ety

qui ne fait sens en temps positif que s’il existe T' > 0 tel que vy € D(e_TA).
Ainsi, le probléme n’est bien posé sur $) en temps positif que si e =74 est un
opérateur borné, c’est-a-dire A a son spectre qui est minoré. Le probléeme
n’est bien posé sur R que si A est un opérateur borné. Nous énoncons ici
un théoréme qui se montre de la méme fagon que celui pour ’équation de
Schrodinger, dans le cas des temps positifs uniquement. Les solutions faibles
sont définies de facon similaire a la définition 4.35 en demandant bien str

que
d

%@U, v(t)) = —(Aw,v(t)).

Théoréme 4.42 (Existence, unicité et caractere bien posé pour I’équation
de la chaleur). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son domaine D(A) C 9,
dont le spectre est minoré. Alors pour tout vy € 9, "équation (4.30) admet
une unique solution faible sur |0, T'[, donnée par

v(t) = e .
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Elle vérifie v € CO(R, $), avec la relation
lo(@)]] < e ™ |
pour tout t € R. En particulier I’équation est bien posée de $) dans CY([0, +o0[, H).
Si de plus v € D(A), alors v € CH(R, $H) NCO(R, D(A)) et vérifie (4.23)

au sens fort.

Remarque 4.43. Pour l’équation de Schriodinger nous avons vu que vy €
D(f(A)) implique v(t) € D(f(A)) pour tout t € R. En fait, v(t) € D(f(A))
pour un t si et seulement si vg € D(f(A)) car on peut appliquer le flot
en sens inverse. En d’autres termes, [’équation de Schrédinger propage la
“régularité par rapport a A” de la condition initiale sans jamais ’améliorer.
La situation est trés différente pour l’équation de la chaleur pour laquelle
on a v(t) € D(et) pour tout t > 0, donc en particulier v(t) € D(A*) pour
tout k > 1, méme si cette propriété est fausse en t = 0.
Exemple 4.44 (Laplacien). Pour A = —A sur D(A) = HQ(]R‘? cH=
L*(RY), opérateur et est la multiplication par la fonction e Uk en Fou-
rier et on obtient

(e vo)(2) = W /]R , 6’%?10(?;) dy

dont on vérifie qu’elle est de classe C*° pour toutt > 0, méme si vy est juste
une fonction de L*(R?).
4.6.3 Equation des ondes

Parmi de multiples autres équations intéressantes, nous mentionnons
aussi I’équation des ondes

8ttv(t) =-A ’U(t)
v(0) = vo (4.31)
8tv(0) =11

qui requiert une formulation faible sous la forme

lim i(w,v(t» = (w,v1),

car maintenant la fonction ¢(t) = (w,v(t)) a deux dérivées intégrables sur
10, T[, donc est C*(]0,T7],C). L’unique solution s’écrit sous la forme

v(t) = cos(tv/A)vg + sin(t\/%ﬂ)vh

et nécessite que o(A) C RT. Le probleme est alors bien posé sur R.
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4.7 Théoréeme de Stone et groupes de symétrie

4.7.1 Théoreme de Stone

Nous avons vu & la section 4.6 Pimportance de I'unitaire U(t) = e~*4
pour tout opérateur auto-adjoint, qui permet de résoudre ’équation de
Schrodinger dépendant du temps. Dans cette section nous montrons que,
réciproquement, toute famille d’unitaires (U(t)):cr formant un groupe a un
parametre fortement continu, est nécessairement sous la forme U (t) = e~#4,

C’est le célebre théoreme de Stone.

Théoréme 4.45 (Stone). Soit (U(t))ier une famille d’opérateurs sur un
espace de Hilbert $ vérifiant

(i) Ut +s) =U@)U(s) =U(s)U(t) pour tous t,s € R,

(13) U(—=t) =U(t)* pour tout t € R,

(iii) U(0) = 1y,

(iv) t— U(t) est fortement continue en 0 : on a U(t)v — v dans $ quand
t — 0, pour tout v € ) fizé.

Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint (A, D(A)) tel que U(t) =
e "4 pour tout t € R, appelé le générateur infinitésimal de U(t).

De plus, s’il existe un domaine dense D C $ invariant par tous les
U(t), tel que t — U(t)v soit différentiable en t = 0 pour tout v € D, alors
D C D(A),

d

dt
et la restriction A™™ de A au domaine D(A™") = D est essentiellement
auto-adjointe, avec A™» = A,

U(t)vj—g = —iAv (4.32)

Remarque 4.46. La continuité forte en 0 dans (iv) et la dérivabilité en 0
dans (4.32) sont équivalentes a la méme propriété en tout ty € R, puisque

U(t+to) =U(t)U(to) par (7).

Nous donnons maintenant la preuve du théoreme.

Démonstration. Nous commencons par construire un domaine D sur lequel
U(t) est différentiable, ce qui nous permettra d’introduire B := iU’(0) sur
D(B) = D. Ensuite nous montrerons que B est symétrique et essentiellement
auto-adjoint, ainsi 'opérateur de I’énoncé sera A = B. L’idée principale de
la preuve est basée sur la remarque que

Aﬂmﬂmﬁ=¢%ﬂm

ce qui permet de retrouver f(A) pour tout f intégrable. Nous introduisons
donc 'espace

{/f o, feC?@Lveﬁ}. (4.33)
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Ici I'intégrale est convergente dans ) puisque

/Hf ) o] dt—HvH/\f )| d.

Soit x € C°(R) & support dans [—1,1] et telle que [, x = 1. Comme

1
< [ x@0te/mp = ol dt 3 0

n/ x(nt)U(t)vdt —v
R

pour tout v € £, on conclut que D est dense. Par ailleurs,

s)/Rf(t)U(t)vdt:/Rf(t)U(t—i—s)vdt:/Rf(t—s)U(t)vdt (4.34)

de sorte que

Uls )_1/1" Hvdt = /ft_s Oy vat

S
s—)O / f 1) i,

ce qui montre que t — U(t) est dérivable sur le domaine dense D en t = 0.
Par ailleurs, D est invariant par tous les U(t), d’apres (4.34).

Afin de montrer en méme temps la seconde partie du théoreéme, considérons
maintenant un domaine dense D quelconque (pas forcément celui introduit
précédemment), invariant par tous les U(t) et sur lequel U est dérivable en
t = 0. Montrons alors que B = iU’(0) défini sur D(B) = D est symétrique
et essentiellement auto-adjoint, avec U(t) = e 5. 1l est clair que B est un
opérateur linéaire car la limite

im Y8 =1

s—0 S
dépend linéairement de v. Par ailleurs, la dérivabilité en ¢ = 0 implique celle
en tout ¢, avec

ZU( o = UM U’ (0)0 = —i () Bo = —iBU (t)o (4.35)

ol nous avons utilisé ici I'invariance de D par U(t). Finalement, on a

TS TR R

qui, en passant a la limite s — 0, montre que B est symétrique sur D. Soit
alors B* I'adjoint de B et supposons que w € ker(B* + i). D’apres (4.35),
nous avons donc pour tout ¢ € R

d

%@U, U(t)v) = (w, —iBU(t)v) = (iB*w,U(t)v) = (w,U(t)v).
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C’est une équation différentielle ordinaire dont la solution est
q
(w,U(t)v) = e (w,v).

Or comme U(t) est unitaire on a |[(w, U(t)v)| < ||w]| ||v]| qui implique donc,
en prenant t — +oo, (w,v) = 0. Ainsi, w € D+ = {0} car D est supposé
dense. Le méme argument pour —i et ¢ — —oo fournit finalement

ker(B* +i) = Im(B F i)+ = {0}.

D’apres l'exercice 2.37, ceci montre bien que B est essentiellement auto-
adjoint, de fermeture notée A = B.

Il reste a montrer que U(t) = e . Nous avons déja vu que pour tout
v € D, v(t) := U(t)v était solution de I'équation

{z’jtv(t) = Av(t)
v(0) =wv

—itA

(car A est une extension de B). Or nous avons expliqué a la section 4.6
que cette équation admet 'unique solution v(t) = e~*4v, de sorte que U (t)
coincide avec =4 sur D. Par densité ils doivent coincider partout.
Finalement, nous discutons de 'unicité. Supposons que U(t) = e~ itA!
pour un opérateur A’. Nous avons vu que U(t) est différentiable en 0 sur
le domaine D introduit en (4.33) au début de la preuve. Or par le calcul
fonctionnel on peut voir que ¢ — e 4y est différentiable dans $ si et
seulement si v € D(A’); dans ce cas la dérivée vaut —iA’v. Ceci montre
donc que D C D(A’), et que A = A’ sur D. Comme A est essentiellement
auto-adjoint sur D et que A’ est auto-adjoint, on doit avoir A’ = A. O

Remarque 4.47 (Continuité faible). Remarquons que si U(t) est faible-
ment continu, c’est-a-dire (w,U(t)v) — (w,v) quand t — 0 pour tous
v,w € 9, alors il est nécessairement fortement continu. En effet, on a

U (#)w = v]|* = 2 |o]|* = 2R(v, U(t)v) = 2R(v, (1 = U(t))v) = 0
puisque U est unitaire.

Dans les sections suivantes nous allons discuter des exemples les plus
classiques de groupes unitaires, qui correspondent tous a des groupes de
symétrie [BLR12], et calculer leur générateur infinitésimal.

4.7.2 Groupe des translations et quantité de mouvement

Plagons-nous dans §) = L?(R) et considérons le groupe des translations
défini par
(T ()v)(z) = v(z — t). (4.36)
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Ce groupe vérifie toutes les hypotheses (i)—(iii) du théoréeme 4.45, il peut
donc étre écrit sous la forme d’un propagateur de Schrédinger. Prenons alors
v € CX(R) et calculons la dérivée explicitement

d

ET (O = 0~ Do = —v'(2).

dt

Ainsi, le générateur est 'opérateur P™" défini sur D(P™®) = C°(R) par
P™ingy = —iv’. Nous avons déja vu que cet opérateur est essentiellement
auto-adjoint et que le domaine de sa fermeture est H'(R).

Corollaire 4.48 (P = —i(d/dx) est le générateur des translations). L’ opérateur
de translation (4.36) est donné par

Tt)=e ™ o P= —z‘di sur D(P) = H'(R).

X

En particulier, nous avons pour toute fonction f € L>=(R)
ez‘tPf(w)e—itP — f(ZL' 4 If)

ot f(x) et f(x +t) sont ici interprétés comme opérateurs de multiplication
sur L*(R).

De fagon similaire, en dimension d nous pouvons translater d’un vecteur
a € R% en définissant

(T(a)v)(z) = v(z — a). (4.37)

et obtenons avec le méme raisonnement que

T(a) — e—ita'P
ou l'opérateur
d
a-P= —zZajﬁzj
Jj=1

est essentiellement auto-adjoint sur C2°(RY). Le domaine de a - P est un
espace de Sobolev dans la direction a

D(a-P)={ve I*R?) : a-Vve L*RY)}

que nous avons déja rencontré pour P;, obtenu lorsque a = e; (un vecteur
de la base canonique).
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4.7.3 Groupe des rotations et moment cinétique orbital

Plagons nous en dimension d = 2 dans L?(R?) et considérons 'opération
consistant a tourner le systeme autour de l'origine. Ceci revient a examiner
la transformation unitaire

(R(0)v) (21, x2) = v(cos(f)z1 + sin(B)zs, — sin(f)z1 + cos(f)z2) = v(R_gx)
(4.38)

N

ou

cosf) —siné
Ry = (sin9 cos 6 )

est la matrice de rotation associée. A nouveau cette famille d’opérateurs sa-
tisfait les hypotheses (7)—(¢i¢) du théoreme 4.45 et il est possible d’écrire R(6)
comme un propagateur de Schrodinger. Pour déterminer son générateur, pre-
nons v € C°(IR?) et calculons

a
do

Corollaire 4.49 (Générateur des rotations en 2D). L’opérateur symétrique

R(0)vjg—0 = (v20x, — ¥10,)v.

Lmin = —i(l’laxz — xQ(?zl)

est essentiellement auto-adjoint sur C°(R?) et sa fermeture L = L™ qp-
pelée moment cinétique orbital, est le générateur des rotations :

R(0) = e L

ot R(0) a été défini en (4.38). Par ailleurs on a
D(L) = {v e L*(R?) : (2205, — 210z,)v € L*(R?)} (4.39)

ou le terme de droite est compris au sens des distributions, et bien sir

L= —i(210,, — 720y,

sur D(L). De plus,
o(L)=7%Z

ot chaque valeur propre est de multiplicité infinie.

Démonstration. Le seul élément nouveau est ici la formule explicite du do-
maine et du spectre de L. Le reste suit du théoreme 4.45. L’opérateur défini
sur le domaine D(L) en (4.39) est fermé et il suffit donc de montrer que pour
tout v € D(L) on peut trouver une suite v, € C°(R?) telle que v, — v et
Lv, — Lv. Ceci peut se faire en tronquant et en convolant par un noyau
régularisant. Plus précisément, nous pouvons prendre

on(z) = n’x(x/n) /R2 x(n(x —y))v(y) dy = x(x/n)(xn xv)(z)  (4.40)
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ot x est une fonction radiale de C°(R?) qui vaut 1 dans un voisinage de
I'origine et telle que fRQ x = 1. Nous avons aussi introduit y,(x) = n?x(nz).
On sait déja que x, *v est une fonction C* qui converge vers v dans L?(R?),
et comme x(z/n) — 1 presque partout, on a v, — v dans L?(R?). Ensuite,
on remarque que Ly = 0 car x est radiale, ce qui implique apres un petit
calcul que

(Lu@) = n*x(o/n) [ x(n(e = 9)(Lo)(w)dy

qui converge vers Lv pour la méme raison. Ainsi la fermeture de L™ est
bien 'opérateur L introduit dans I’énoncé.

Il reste a montrer que o(L) = Z. Pour cela nous notons que R(27) =
—i2rL  ce qui montre par le calcul fonctionnel que le spectre de L
est contenu dans Z (apres diagonalisation, on a e~ 2™ = 1 pour p-presque
tout s € o(L)). En fait 0 est une valeur propre dont ’espace propre est
de dimension infinie, car il contient toutes les fonctions radiales dans D(L),
c’est-a-dire invariantes par rotations. On peut aussi facilement exhiber des
fonctions propres pour les autres valeurs propres, par exemple

]1.7)26

(x1 +iz2)"x(x), nes (4.41)
avec x € C°(R?\ {0}) radiale. O
Il est fréquent d’écrire L = z A P ou il est ici entendu que
XANY =det(XY) = 2192 — 2y
Une autre écriture fréquemment rencontrée est
L =20, —Zz0s

ou z = x1 + ix2, 0, = Oy, — 10y, €t Oz = Oy, + 10y,.

Notre étude du moment cinétique orbital peut étre généralisée a la di-
mension d = 3. Par un raisonnement similaire on trouve que les rotations
R (0) d’angle § autour d’un axe w € S? (un vecteur de la spheére unité) sont
données par

3
Rw(é?) = e—i@wL’ w-L= ZWij
7=1

ou les trois opérateurs L; correspondent aux rotations autour des vecteurs
de la base canonique :

x261‘3 - x3a$2 Ll
L=xA (—ZV) = —1 56‘383;1 — xlam = | Lo
xlal‘g - x28$1 L3
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Chacun des L; est essentiellement auto-adjoint sur C2°(R3) et auto-adjoint
sur

D(Lj) ={ve L*R? : Ljve L*R®}.
Comme en dimension d = 2, on a
o(Lj;) = Z.
Un opérateur important est le carré du moment angulaire total
L] := LT + L5 + L}

qui est également essentiellement auto-adjoint sur C°(R3). Comme les L;
ne commutent pas entre eux, le spectre de |L|? n’est pas juste la somme des
spectres. En fait, il est possible de montrer que

o(|L*) = {¢(¢+ 1), £>0}.

Ceci joue un role particulier lorsqu’on étudie des opérateurs de Schrodin-
ger avec un potentiel radial. En effet, en écrivant 'opérateur Laplacien en
coordonnées sphériques on trouve

10,0 L
r2dr Or 12
ce qui permet par exemple de calculer le spectre de I'atome d’hydrogene

explicitement. Voir [Tes09, Chap. 8 & 10] pour plus de détails dans cette
direction.

~A+V(z]) = + V(r), r=|x|

4.7.4 Action du groupe SU(2) et moment cinétique total

Le groupe SU(2) apparait naturellement lorsqu’on considere une parti-
cule avec spin 1/2, c’est-a-dire qu’on travaille dans L?(R3,C?), puisque ce
groupe permet de tourner les vecteurs de C2. Il se trouve que ce groupe forme
aussi un revétement de SO(3) [BLR12|. En effet, nous pouvons associer a
chaque vecteur = € R3 la matrice complexe 2 x 2 donnée par

3 .
I3 1 — 11X
xr-o = E T;05 = .
— Tl + 129 —I3
]:

ou les o; sont les matrices de Pauli déja rencontrées en (3.27). On a det(z -
o) = —|z|?, Tr(z-0) =0 et (z-0)* = x- 0. Ces relations sont préservées
sous l'action d’un unitaire U € SU(2). On peut alors voir qu’il existe un

Ry € SO(3) tel que

U(z-0)U* = (Ryz) - o.

De fagon équivalente,

3
UrorU =Y (Ru)kjo;.
j=1
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La relation entre U et Ry est donnée par
-
(RU)ij = §TI‘(U O’iUO'j).

La rotation Ry tourne bien le spin du systéme comme désiré. En effet,
le spin d'un systeme dans l'état v € L?(R3,C2) est défini par le vecteur
Yi(v) = (v, 0,v) de R3 et ainsi nous avons bien

3
(Uv,0,Uv) = (0,U* o0, Uv) = > _(Ry)xj (v, 0;0),
Jj=1

c’est-a-dire
Y(Uv) = RyX(v).

Plus précisément, tout U € SU(2) peut s’écrire sous la forme U = e ibao/2

(les o sont les générateurs de SU(2)), et il est alors possible de vérifier que
Ry est la rotation d’axe a € S? et d’angle 6.

Ceci permet de faire agir le groupe SU(2) sur = L%(R3,C?) sous la
forme

(U -v)(z) = Uv(REla;).

Nous obtenons une nouvelle famille d’unitaires
(Ua(0)0) (z) = e/ 20(R, _g2)

dont le générateur est le moment cinétique total

1

Ce dernier est en fait un vecteur de trois opérateurs, chacun étant essentiel-
lement auto-adjoint sur C°(R3,C?), et qui sont donnés par

1
Jp = L + §O'k.

Comme Lj commute avec la matrice constante oy, (de spectre £1), le spectre
de cet opérateur est juste donné par deux copies de 1/2 +7Z :

1

En particulier, 'observable Ji ne prend que des valeurs demi-entiéres.
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4.7.5 Groupe des dilatations et son générateur

Considérons maintenant un autre groupe agissant sur L2(R?) (en di-
mension quelconque), consistant a dilater une fonction. Comme le facteur
de dilatation doit étre un nombre positif, il est fréquent de I’écrire sous la
forme e, ce qui permet de faire apparaitre la structure de groupe. Définissons
donc la famille d’unitaires

(D(t)v)(z) = e2 v(e ') (4.42)

qui vérifie les propriétés (i)—(dii) du théoreme 4.45. Afin de déterminer le
générateur associé, nous prenons v € C°(R%) et calculons

%D(t}vﬁzo = —gv(x) —z-Vo(z) = —%(V x4z - V)v(x).

Corollaire 4.50 (Générateur des dilatations dans RY). L’opérateur symétrique

Amin:—%(v-x+x-V)

est essentiellement auto-adjoint sur C°(R?) et sa fermeture A = Amin est
le générateur des dilatations :

D(t) = e 4

ot D(t) a été défini en (4.42). Par ailleurs on a
D(A) = {ve I*RY) : V-wve AR}
= {UEL2(Rd) : Vezo etm-Vv€L2(Rd)} (4.43)

et bien sur

A=—=(V-z+2z-V)

v
2

sur D(A). De plus,
o(A)=R

qut ne contient aucune valeur propre.

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que celle du corol-
laire 4.49. Pour la fermeture, nous prenons la méme fonction v, qu’en (4.40)
(avec le facteur n¢ au lieu de n?), mais il y a moins d’annulation car on n’a
pas Ax = 0 (0 n’est pas valeur propre de A). En écrivant A = id/2 —iV -z,
nous obtenons

Avp = —i(V-2x)(@/n) (Xn *v) (2) —ix(z/n) (nn ) (2) + X (2/7) (xn * Av) (2)
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ol N, = n(V - xx)(nx). Ainsi,

Avn—>—i< V-:rx(:r)d:):)v+Av—Av

Rd
car l'intégrale est nulle. Pour déterminer le spectre nous remarquons que
les fonctions homogenes |z|* sont des fonctions propres formelles de A, mais
aucune n’est dans L2(R?). Plus précisément, nous avons au sens des distri-

butions sur R\ {0}
Alz|® = (z'd - is) || ®.
2

Ceci suggere de choisir s sous la forme s = —d/2 4+ i\. Nous pouvons
régulariser la fonction correspondante en 0 et en l'infini en posant par
exemple

=8+ ki

Ue = |x T+ o=

avec £ > 0 de sorte que u. € L2(R?). On trouve alors

(A= Nue(e) = ]+ 2 v LT
Ue(T) = —1|T T 1—|—|x|25
2¢e
ol dring Lol o
= — 2 1_2
il e 1+ 2%

de sorte que

Nous obtenons donc

ce qui montre que u.|luc||~! est une suite de Weyl, et finalement que A €
o(A) pour tout A € R, par le théoreme 2.38. O

Nous avions déja évoqué 'opérateur A lors de notre étude de 'atome
d’hydrogene, a propos de I'identité du Viriel (1.27).

Proposition 4.51 (Identité du Viriel / de Pohozaev). Soit
V € LP(R?) 4+ L®(RY)

une fonction a valeurs réelles, avec p satisfaisant (3.3). Soit u une fonction
de H?(R?) telle que

—Au(z) + V(z)u(z) = Mu(z). (4.44)

Si de plus x - VV (z) € LP(RY) + L>®(R?) alors on a

2 gy X w() 22 - ) da
/Rd V()| dz = 2/Rdl (@)% - VV () d (4.45)
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ce qui fournit en particulier la relation
1
A= / |u(z)[? <V(m) + 3% VV(x)) dx. (4.46)
R4

Remarque 4.52. Si V(z) + 1z - VV(z) < 0 (par ezemple pour V(z) =
—|x|™% avec 0 < s < 2) nous voyons que —A + V ne peut pas avoir de
valeur propre positive ou nulle. Il existe de nombreuses améliorations de ce
résultat [RST8, Sec. XIII.13].

Démonstration. L’idée est de multiplier I’équation par Au et d’intégrer par
parties. Malheureusement, nous ne savons pas que u est dans le domaine
de A. En tirant profit du fait que u € H?(R?), nous allons donc plutot
multiplier par la régularisation de Au sous la forme

d— . T -
z§u(x) + Zm -Vu(z) € HY(RY),
ce qui donne
d u(x)|? dx z) — ) |u(x) ] dx
([ va@R s [ (v - Miua)?a )
B — x (V(z) =Nz _——
=R y Au(x) Vu(x)-mdx—% RdW-Vu(x)u(x) dx.
(4.47)

En remarquant que R(uVu) = V|u|?/2 et en utilisant 'hypothese sur x-VV,
nous pouvons intégrer par parties la seconde intégrale, ce qui donne

(V(:c) - A)x _
/]Rd 1+ glz|? u(z)u(z) do
- . (V(z) =Nz
T2 /Rd |U($)|2d1v g
- )= Y ar - Vi(z) -\
Y /Rd |U(l')|2T€‘x|2 dr — 3 » |U(l‘)|2l‘ ) vm .
d

=_—= xT) — uacQ:Jc—1 w(@) P - x)dz + o(1).
=5 [, V@ =Nl de =5 [ ju@)Pe- 9Via) o+ o)
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De fagon similaire, nous avons pour le premier terme

— T

d
T

d
ij=1 7R

d
. 51‘]’ — 26.7)@'.7}]'(1 + 6|x‘2)_1 ‘ '
= Z R y < 1+ claf? Oiu(x)dju(x) dx

dx

,j=1

1 9 . T

_ <_1 . j) [, Ivuta)? o + (1),

Dans la seconde égalité nous avons d’abord intégré par parties 'une des
dérivées 0;, puis nous avons intégré par parties 9; pour le terme

R(9ju0iju) = %@WMZ,

ce qui fournit la divergence de (1 + £|z|?)~!. En insérant dans (4.47) et en
prenant la limite &€ — 0 nous arrivons bien a (4.45). O

4.8 Commutateurs et quantités conservées

Si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints bornés, on peut définir leur
commutateur par
[A, B] = AB — BA.

Si ce commutateur s’annule, on dit que A et B commutent et on trouve que
I’observable B est constante le long des trajectoires du flot de Schrédinger
généré par A, c’est-a-dire :

d .. . , A A ,

%<€_ZtA’U, Be_”Av> = <—iAe_”Av, Be_’tAU> + <e_’tAU, —iBAe_”Av>

= 2‘<e_"tAv, [A, B]e_itAv> =0
pour tout v € $. En d’autres termes, on a
4B " =B VteR

qui signifie juste que [eitA, B] = 0. Ceci étant valable pour tout ¢, on conclut
aisément que [f(A), B] = 0 pour toute fonction f bornée puis, en raisonnant
de la méme fagon pour B, que [f(A),g(B)] =0.

La généralisation de cet argument a des opérateurs non bornés n’est pas
évidente a cause de la difficulté a définir le commutateur [A, B]. On pour-
rait penser demander par exemple que [A, B] fasse sens et soit nul sur un
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sous-espace D dense de ), mais cette notion n’a pas les propriétés atten-
dues [RS72, Sec. VIIL.5]. Voici un résultat qui précise comment aborder cette
question différemment.

Théoréme 4.53 (Commutateur). Soient A et B deux opérateurs auto-
adjoints sur leurs domaines respectifs D(A), D(B) C $. Les propositions
sutvantes sont équivalentes :

(i) [f(A),g(B)] = 0 pour tous f,g continues bornées sur un voisinage de
o(A)Ua(B);

itA sz]

, € =0 pour tous t,s € R;

(id) [e

(iii) [(A—2)"L (B —2')71 = 0 pour tous z,2' € C\ R;

() [17(A),1p(B)] =0 pour tous intervalles I,1' C R;
)

(v) D(A) est stable par eP pour tout t € R et on a e™BPA = Ae'B sur
D(A);

(vi) D(B) est stable par ¢ pour tout t € R et on a 4B = Be' sur
D(B).

Si ces conditions équivalentes sont vérifiées, on dit que A et B commutent.

En particulier, si A et B commutent et vg € D(B), on conclut bien que
v(t) = e 4y, appartient & D(B) pour tout t et que la valeur moyenne de
I’observable B est constante au cours du temps :

(v(t), Bu(t)) = <v0,eitABe_itAvo> = (vg, Bug).

Démonstration. L’équivalence entre (i)—(iv) suit du calcul fonctionnel et du
fait que les fonctions considérées génerent toutes les fonctions bornées. Nous
allons donc montrer que, par exemple, (vi) est équivalent & (7). Si (7) est
vraie, alors 4 commute avec B(1+¢eB?) ™! = f(B) ot f(x) = x/(1 + ex?)
est bornée, donc

|B(1+eB?) ey = || B(1+eB?) || = || B(1 +eB*) ||
pour tout t € R. Comme on a par le théoréme spectral et le calcul fonctionnel
w € D(B) <= limsup || B(1 + eB?*)~ wH < 00
e—0+
avec dans ce cas lim._,o B(1 + eB?)~'v = Bw, on conclut bien que ey €
D(B) pour tout v € D(B), et que Be4v = ¢4 By,

Réciproquement, si Be't = ¢*4B sur D(B), nous en déduisons que
e~ Bed = B et ainsi e 4(B — 2)e'4 = B — z sur D(B) pour tout t € R
et tout z € C\ R. Or

e—itA<B o Z)eitA e—itA(B o z)—leitA _ e—itA(B o Z)(B o z)—leitA _ ]155

=B—z
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ce qui montre que e *4(B — 2)"le4 = (B — 2)~! ou, écrit différemment,
[e7®4(B—2)"1] =0, WteR, Vz€C\R.

Par le méme argument que pour (i)—(iv), on conclut bien que [f(A), g(B)] =
0 pour tous f, g continues bornées. O

Exemple 4.54. Considérons un opérateur de Schridinger sous la forme
H=-A+V(z) onV € L?>(R3)+ L>®(R3) est une fonction a valeurs réelles.
Alors H est auto-adjoint sur H*(R®) par le théoréme 3.5. Par ailleurs, nous
avons e L H2(R3) C H2(R3) ou L est le moment cinétique orbital pour
tout a € R3, car e consiste juste & appliquer une rotation sur les fonc-
tions, ce qui conserve le caractére H*(R3). Si V est une fonction radiale, ce
qui signifie que V(Rx) = V() pour toute rotation R € SO(3), on a alors

eza~LH€—za~L —H

pour tout a € R, sur D(H) = H?(R?). Nous concluons que H commute
avec a - L pour tout a € R3. En particulier, on a

eitHLje_itH = Lj, Vi eR
et le moment angulaire est donc préservé le long des trajectoires.

Exercices complémentaires

Exercice 4.55 (Formule de Helffer-Sjostrand et densité de A). Soit f € CZ(R) une
fonction C* a support compact. Nous introduisons une extension “quasi-analytique” de f
sur C par

f2) = (f(@) + iy (@)x (\/%)

ot z =z +1iy et x est une fonction C & support compact dans [—2,2] qui est constante
égale a 1 sur [—1,1]. On remarquera que fir = f. Montrer alors la formule

1 of(z) dz

T e 0Z xz—=z2

f(z) = (4.48)
ot . . _
0i(z) _ 0i(z)  0(2)
0z Ox oy
En déduire en particulier que vect{(x — 2z)™', z € C\ R} est un sous-espace dense dans
C§(R). Pour une prewve du théoréme 4.22 basée sur la formule (4.48), voir [Davd5].

Exercice 4.56 (Espaces invariants). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son domaine
D(A) C $. On dit qu’un sous-espace fermé & C ) est A-invariant si (A—z) '8 C & pour
tout z € C\ R.

1. Montrer alors que f(A)R C 8 pour tout f € CJ(R,C).
2. Montrer que 8% est aussi A—invariant.

3. Montrer que K est A—invariant si et seulement si A commute avec le projecteur
orthogonal Ilg sur R, au sens de la section 4.8.
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FIGURE 4.4 — Les formules de Stone (4.49) et (4.50) permettent d’expri-
mer un projecteur spectral sous la forme 1)_., ;) (A) comme I'intégrale de la
résolvante (A — 2)~! sur les droites représentées.

Exercice 4.57 (Laplacien et vecteurs cycliques). Considérons lopérateur A = —d?/da®
qui est auto-adjoint sur D(A) = H*(R) C $ = L*(R). En utilisant le fait que

L2 (R) = Liair(R) 2] LiQmpair (R)

(somme orthogonale de lespace des fonctions paires et des fonctions impaires), montrer
que A n’a aucun vecteur cyclique. Montrer par contre qu’il existe deux vecteurs v1 et va € )
tels que L?(R) = Xy, ® X,,, de sorte que dans la représentation du Laplacien en opérateur
de multiplication nous pouvons utiliser seulement deuzx copies de o(A) = [0,00) dans R
Qu’en est-il du Laplacien en dimension supérieure ?

Exercice 4.58 (Projecteurs 1o 3)(A)). Montrer que l’on peut prendre a = —oco dans la
formule (4.22), de sorte que
b

1 L — - 1
dm o | ((A-s—ig T —(A-s+ie) ) dsv= (ﬂJfoo,b[(A) + §ﬂ{b}(A)) b
(4.49)

En tournant les deux azes (Figure 4.4), montrer également la formule

e—0+ 2T Lo

lim 1 /75 (A-b-— is) ' — (A - b—i—is)*l) dsv= (Il]_oo s(A) + = IL{,,} )
(4.50)



Chapitre 5

Spectre des opérateurs auto-adjoints

Dans ce chapitre nous étudions plus précisément le spectre des opérateurs
auto-adjoints.

5.1 Spectre essentiel et spectre discret

Nous avons déja introduit le concept de valeur propre qui correspond aux
éléments A du spectre tels que ker(A — \) # {0}. L’ensemble de toutes les
valeurs propres est habituellement appelé spectre ponctuel, car il correspond
aux A € o(A) tels que > <o pu({(A,n)}) > 0 dans la représentation out A de-
vient I'opérateur de multiplication par la fonction a(s,n) = s sur L?(o(A) x
N, du). Alors p charge certains des points (A, n),>0. Le complémentaire du
spectre ponctuel est habituellement appelé spectre continu.

Exemple 5.1. Considérons l'opérateur My de multiplication par la fonc-
tion nulle sur $ = L2(]0,1[). II est tel que o(My) = {0} avec ker(My) =
L?(]0,1[), c’est-a-dire n’y a que du spectre ponctuel. Par contre, l'opérateur
M, de multiplication par la fonction f.(x) = ex a le spectre o(M.) = [0, €]
et il ne posséde aucune valeur propre, d’aprés le théoréeme 4.4.

L’exemple précédent montre que la séparation de o(A) en spectres ponc-
tuel et continu n’est pas stable par rapport aux petites perturbations, ce qui
amene souvent & considérer une autre classification.

Définition 5.2 (Spectres discret et essentiel). Soit A un opérateur auto-
adjoint sur son domaine D(A) C $. On appelle spectre discret et on note
odisc(A) Uensemble des valeurs propres isolées de multiplicité finie. On ap-
pelle spectre essentiel et on note cess(A) son complémentaire dans o(A).

Rappelons qu'un point A € o(A) du spectre est dit isolé lorsqu’il existe
e>0tel que [A—eg,A+¢]Na(A) ={\}.
5.1.1 Stabilité du spectre discret

Il est possible de montrer que le spectre discret est stable par petites per-
turbations relativement bornées. Par stable nous voulons dire que le spectre
peut bouger avec la perturbation, mais reste du méme type.

149



150 Chapitre 5. Spectre des opérateurs auto-adjoints

Théoréme 5.3 (Théorie des perturbations pour A € ogisc(4)). Soit A un
opérateur auto-adjoint sur son domaine D(A) C $ et X € ogisc(A) une
valeur propre isolée de multiplicité

k = dimker(A — \) < oo.

Soient a < X < b tels que [a,b]No(A) = {A}. Soit B un opérateur symétrique
sur D(A), tel que

|B(A—a)'| <1 et [[BA-b)7' <L (5.1)

Alors lopérateur A+ B est auto-adjoint sur D(A) et son projecteur spectral
Lo (A 4+ B) est de rang exactement égal a k. C’est-a-dire, le spectre de
A+ B dans |a,b] est composé d’au plus k valeurs propres, dont la somme
des multiplicités est égale a k. De plus, on a

a,b¢ o(A+ B).

Finalement, on a l'estimée suivante sur la différence des projecteurs spec-
traux correspondants :

1A+ B) 1)) < o= (1BGA—a) | + [ BA— )] ) x

5 2(b — a) }
Xq -+ - (5.2)
{2 A({a,b}. o(4)) (1~ max || B(A =)~ )

Remarque 5.4. Si B est un opérateur borné, on peut remplacer l’estimée (5.1)
par la condition plus simple

1B < d({a,b},0(4)),
la distance de {a,b} au spectre de A, d’apreés le corollaire 4.10.

Remarque 5.5. Nous avons fourni l’estimée explicite (5.2) pour illustrer
la méthode de preuve basée sur la formule de Cauchy. Cette estimée n’est
en aucun cas optimale et peut étre améliorée.

Démonstration. L’hypothese (5.1) implique que
|Bo|| = || B(A — 2)7HA - 2)v||
< || Ba— 27 (4ol + 12 o))

pour z € {a,b}, qui montre que A + B est auto-adjoint sur D(A), par le
théoreme 3.1 de Rellich-Kato. Par ailleurs,

(A+B—2)=(1+BA-2)"")(A-2) (5.3)
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est inversible d’inverse borné, donc a,b ¢ o(A + B). Nous pouvons méme
donner une estimée sur la taille des voisinages de a et b qui n’intersectent
par o(A~+ B). En effet, par la relation (5.3) nous aurons z ¢ o(A+ B) quand
|B(A—2)7Y <1etz € p(A). Comme

_ _ A—a
B4 - 271 < |Ba - ) |42
avec, par le corollaire 4.10,
A—a <14 |z — al
—z|| 7 d(z,0(4))

nous en déduisons que

|z —ad| 1 B
p(Am{ZGR'd(z,a(A))<|B(A—a)1|| 1}Cp(A-|—B). (5.4)

Ceci fournit un voisinage de a qui n’intersecte pas le spectre de A + B, la
taille de ce voisinage ne dépendant que de A, de a et de HB(A —a)™! H Iy
a bien stir une estimée similaire au voisinage de b. Sur ces deux voisinages,

nous avomns

-1

(A+B-2)"'=(A-2)""(1+BA-2)"") (5.5)

Pour comprendre la nature du spectre de A + B dans l'intervalle [a, ],
nous raisonnons de proche en proche et introduisons le projecteur spectral

P(e) =1 5(A+eB)

ou 'opérateur A+e¢ B satisfait les mémes propriétés que A+ B pour 0 < e < 1
car bien str B vérifie aussi (5.1). Comme le spectre de A+ eB ne rencontre
jamais a et b, nous pouvons utiliser la formule de Cauchy (4.21), avec une
courbe dans le plan complexe qui croise I’axe réel uniquement en ces deux
points et entoure U'intervalle [a, b] (par exemple un rectangle dont les longs
cOtés sont paralleles a 1’axe réel). En particulier, nous trouvons

_ /__17{ L
P(e) = Ple) = 2w %(A‘FEBZ A+5’Bz> dz (56)

De plus, la taille des voisinages autour de a et b qui n’intersectent pas o(A+
eB) est indépendante de ¢, par (5.4). Comme d’apres (5.5)

1 1
AteB—2 A+éeB—z

o 1 1
=( 6)A—l—gB—zBA—I—e/B—Z

1 1 _
= (' —¢) B (1+&BA-—2)"1""  (5.7)

A+eB—z A—=z
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ou l'opérateur & droite est uniformément borné pour z € %, nous avons
|P(e) — P(e"]| < Cle — €'l

Ceci prouve que 'application € — P(g) est continue de [0, 1] pour la norme
d’opérateur sur $). Nous utilisons maintenant le lemme suivant

Lemme 5.6 (Paires de projecteurs). Soient P et P’ deuz projecteurs ortho-
gonauzx sur un espace de Hilbert §), tels que ||P — P'|| < 1. Alors rang(P) =
rang(P’).

Preuve du lemme. Si les projecteurs sont tous les deux de rang infini, il n’y
a rien a démontrer. Supposons par exemple que P est de rang k < oo. Si
I'image de P’ est de dimension > k41, alors elle doit intersecter 'orthogonal
de I'image de P, c’est-a-dire ker P. Mais pour v € Im(P’) N ker(P) nous
avons (P — P)v = —v donc [[(P — P’)v|| = ||v|| qui contredit I'hypothese
que ||P — P'|| < 1. Ainsi rang(P’) < rang(P). En particulier, P’ est de rang
fini et on trouve l'autre inégalité en inversant P et P’. O

Le lemme permet de déduire de proche en proche que rang P(e) = k
pour tout € € [0,1], puisque lapplication ¢ — P(e) est continue. Ainsi
P(1) = 144 (A+B) est de rang k, ce qui implique le résultat, par le théoreme
spectral.

Finalement, nous pouvons donner une estimée explicite sur P(1) — P(0).
Nous prenons pour cela une courbe ¥ qui est un rectangle, symétrique par
rapport & ’axe réel, dont les cotés horizontaux sont situés a une distance §
de 'axe. Sur le co6té vertical du rectangle, qui passe en a, donné par

{z=a+ip, pe[-650},
nous utilisons la relation (5.7) et I'estimée
[(A+B—z)"—(A-2)""=|(A+B-2)""B(A—2)7"|
<l(A+B-a)[|B(A—-a)”|
car

C—-a
C—a+ip

’<1

pour tout opérateur auto-adjoint C, par le calcul fonctionnel. Par (5.3), nous
avons

! 1A =)~
8=l < o
de sorte que
|B(A-a)|

—2) P —(A-2)""t '
A +B =27 = (A= 27 < ge— ey a 1BE — o)
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Il y a une estimée similaire sur I’autre coté vertical. Finalement, sur la moité
gauche des deux coté horizontaux nous pouvons écrire

I(A+ B2t — (A= 1] < MAZ A= T BA- o)

)
46+ (b—a
<O pa a7

(faire un dessin) et il y a une estimée similaire sur la moitié droite, avec
HB (A—b)~! H En intégrant sur le rectangle nous avons donc prouvé que

IP(1) — P(0)] < %( 1B(A =)~ +[|B(A-8)7"]| )
. < 25
d({a,b},0(A)) (1 — max.—qp | B(A - 2)~1|])

—|—(b—a)45+(b_a)>.

242

S’il est possible d’optimiser par rapport a J, on trouve l'estimée (5.2) en
prenant § = b — a. O
5.1.2 Caractérisation de Weyl

Apres avoir montré la stabilité des éléments de ogisc(A), nous donnons
maintenant une caractérisation a ’aide des suites de Weyl de son complémentaire,
le spectre essentiel. Rappelons que A € o(A) si et seulement s’il existe une
suite (v,) C D(A) telle que ||v,]| =1 et (A — N)v, — 0 (théoreme 2.38).

Théoréme 5.7 (Caractérisation de Weyl du spectre essentiel). Soit A un
opérateur auto-adjoint sur son domaine D(A) C $. Alors on a

A € Oess(A)

si et seulement s’il existe une suite (v,) C D(A) telle que
o flall =1;
e (A—MNv, —0;
e v, — 0 faiblement dans 9.
Démonstration. Par le théoréme spectral (voir aussi le corollaire 4.11), nous

avons
A € 0gise(A) <= dim L*([\ — g, A\ + ] x N, dpu) < oo

pour un € > 0, dans la représentation ou A devient I'opérateur de multipli-
cation par la fonction a(s,n) = s. Ainsi,

A € Oess(A) <= dim L*([\ — e, A +¢] x N,du) = 00, Ve > 0.
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Commencons alors par montrer I'implication directe. Si A € 0ess(A),
nous construisons une suite normalisée v, par récurrence en prenant

vp € L2([A = 1/n, A+ 1/n] x N, dp)

avec I’hypothese supplémentaire que v, € vect(vy, ..., vp_1)+. Comme L?([A—
1/n, A+1/n]xN, du) est de dimension infinie, nous pouvons toujours trouver
un tel vecteur. Alors v, — 0 par construction et par ailleurs

. Lo a2 1
(A= Vel = | 8 APl ) o) < B = 5 =0

comme nous voulions.
Réciproquement, si A\ € ogisc(A), alors nous avons par le théoréme spec-
tral

[Ty (A)(A = Vo] =6 [[Lry 2y (A)v]|

pour tout v € D(A) car on a |s—A| > & p-presque partout sur o(A)\{A} xN,
pour un 0 > 0. Prenons alors une suite de Weyl (vy,) telle que ||v,|| =1 et
(A — X)v, — 0. En écrivant

(A= Nvp =TI\ (2} (A)(A = Aoy

nous trouvons

1(A = Nonl|? = 6% || Lz oy (A)wn |

qui implique donc que Igy\(3vn — 0 fortement dans §). Ceci montre que la
suite

Uy = ]I{A}(A)’Un + ]I]R\{)\}(A)Un = ]I{A}(A)Un + 0(1)

est compacte car le projecteur spectral 11y,(A) est de rang fini donc compact
(voir la section 5.2.1 pour des rappels sur les opérateurs compacts). Plus
précisément, nous avons

k

Loy (A)vn =Y {65, vn)e;

j=1

ou (e1, ..., e;) forme une base orthonormée de ker(A—\). Chacun des (e;, vp)
possede une sous-suite convergente. En particulier, il est impossible que
v, — 0 car il en découlerait v,, — 0 fortement, ce qui contredirait la propriété
de normalisation |[v,|| = 1. En fait (v,) converge fortement & sous-suites
pres. O

Exercice 5.8 (0ess(A) est fermé). Montrer que le spectre essentiel d’un
opérateur auto-adjoint est toujours fermé.

Le tableau 5.1 fournit un résumé de la caractérisation des éléments du
spectre a l'aide des suites de Weyl.
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A€ o(A) 11 existe une suite (v,) C D(A) telle que ||vp]| =1 et (A — AN)v, — 0
fortement (suite de Weyl)

A € Oess(A) Il existe une suite de Weyl telle que v, — 0 faiblement
A € 0aisc(4) Toutes les suites de Weyl ont des sous-suites fortement convergentes
dans 9

A € 0cont(A) | Toutes les suites de Weyl (vy,,) vérifient v, — 0 faiblement
X € opon(A) | 1l existe une suite de Weyl qui admet une limite faible différente de 0.
De fagon équivalente, ker(A — X) # {0}.

TABLE 5.1 — Caractérisation des éléments du spectre d’un opérateur auto-
adjoint a ’aide des suites de Weyl.

Remarque 5.9 (Critere de Weyl pour les opérateurs non auto-adjoints).
1l 0’y a pas de définition univoque du spectre essentiel et du spectre discret
pour un opérateur non auto-adjoint [RS78, Sec. XIII.4]. Par exemple, dans
le cas non auto-adjoint un point isolé du spectre n’est pas toujours une va-
leur propre. Cependant, la théorie fonctionne de fagcon trés similaire si on
ajoute ’hypothése que lopérateur est diagonalisable, c’est-a-dire unitaire-
ment équivalent a un opérateur de multiplication par une fonction localement
bornée.

Si A est un opérateur auto-adjoint, considérons B = (A — 2)~1 avec
z € C\a(A), qui est borné mais n’est pas auto-adjoint quand z € C\ R. Il
est cependant unitairement équivalent a un opérateur de multiplication, par
le théoréme spectral appliqué a A. Alors ses valeurs propres isolées (dans C)
et de multiplicité finie sont exactement données par

O'disc((A — z)fl) ={(A—2)"1, M€ ogise(A)},

car la fonction x + (x — 2)~1 est bijective et continue sur un voisinage de
o(A). Le spectre essentiel est alors égal a

0 si A est borné,

ess ((A — z)_l) ={(A—2)"1, A€ oes(A)}U {

{0} st A est non borné.

En effet, 0 est un point d’accumulation du spectre de (A—=z)~! lorsque A n’est
pas borné. Le spectre essentiel aess((A — z)_l) est caractérisé par les suites
de Weyl exactement comme au théoreme 5.7, avec une preuve similaire.

Il existe une formule basée sur les suites de Weyl, fournissant le bas du
spectre essentiel sous ’hypotheése supplémentaire que 'opérateur est borné

inférieurement.

Théoréme 5.10 (Formule pour minoess(A)). Soit A un opérateur auto-
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adjoint borné inférieurement sur son domaine D(A) C $. Alors on a

minoegs(A) = min  liminf (v,, Av,) = min liminf g4 (vy). (5.8)
vpn€D(A) n—o0 v €Q(A) n—00
llun|l=1 flunll=1
v —0 v —0

La convergence faible dans les deux minima de la formule (5.8) est sup-
posée dans $) seulement (pas dans Q(A) ou dans D(A)). Le minimum a
gauche est pris égal & +o0o par convention, si gess(A) = 0, auquel cas la for-
mule (5.8) signifie simplement que g4 (vy,) — 400 pour toute suite v, € Q(A)
telle que ||v,|| =1 et v, — 0.

Démonstration. L’égalité des deux termes a droite de (5.8) suit de la densité
de D(A) dans Q(A) pour la norme associée.

Supposons d’abord gess(A) # 0. Comme X(A) := min oess(A) appartient
a l’ensemble fermé oess(A) (Exercice 5.8), il existe une suite de Weyl satisfai-
sant ||vp]| =1, (A — 2(A))v, — 0 et v, — 0. En prenant le produit scalaire
contre v, on trouve que (v, (A — X(A))v,) — 0, c’est-a-dire (v, Av,) —
Y (A). Réciproquement, si v, € D(A) est telle que liminf,, o ga(vy) < o0,
alors on peut écrire

A= Al_ 5a)—e)(A) + Alys ) —c 400 (A)

ot le premier opérateur R = Alj_ 5;(4)—c](A) est de rang fini car le spectre
de A est composé d’'un nombre fini de valeurs propres de multiplicités finies
dans | — 00, X(A) — €], par définition de X(A) et puisque A est minoré. En
fait on a, plus explicitement,

arva) = > (A (wn,e))> =0
X (A)<Z(A)—e

ot les e; sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres \;(A) situées
sous X(A) — e (répétées en cas de multiplicité). Ainsi

liminf ga(v,) = Hminf gag ;) L) (vn) = (3(4) — )
car <v,All}E(A)_E,+OO[(A)U> > (B(A) — ¢€)||v]|* par le théoréme spectral. Le
résultat suit en prenant € — 0.

La preuve est exactement similaire si gess(A) = 0, en utilisant cette fois
la. décomposition

A=Al a)(A) + Al oo (A)

et en prenant M — oo a la fin. O
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5.2 Opérateurs compacts et a résolvante compacte

5.2.1 Opérateurs compacts

Rappelons qu’un opérateur K est dit compact lorsque 'image de la boule
unité est compacte ou, dit autrement, lorsque Kv, — 0 fortement pour
toute suite v, — 0 faiblement. Les opérateurs compacts forment un idéal
bilatere IC($)) fermé de B($)) dans lequel les opérateurs de rang fini sont
denses [Rem18]. La fermeture de K($)) signifie que si | K,, — B|| — 0 ou tous
les K, sont compacts, alors B est automatiquement compact. Dire que c’est
un idéal bilatere signifie que BK, KB € K($)) pour tout K € k() et tout
B e B(#9).

Un opérateur de rang fini est sous la forme

J
R=>|w;){vl,
j=1

une notation avec les ‘ket’ et les ‘bra’ qui signifie

J
Rv = Z <Uj’ U>’U)j
j=1

ou les vj,w; sont des vecteurs de §). En diagonalisant 'opérateur auto-
adjoint R*R on peut aussi se ramener au cas ou les v; forment un systeme
orthonormé, auquel cas on obtient w; = Rvj, qui sont orthogonaux deux a
deux, car (Rvj, Rug) = (vj, R* Ruy,).

Voici une conséquence du théoreme 5.7.

Corollaire 5.11 (Opérateurs compacts). Supposons dim($)) = +oo. Un
opérateur auto-adjoint borné A est compact si et seulement si

|Tess(A) = {0} |

En particulier, A est alors diagonalisable dans une base orthonormée, avec
des valeurs propres \j, qui tendent vers 0. Les valeurs propres non nulles
sont toutes de multiplicité finie.

Si A n’est pas auto-adjoint, alors on peut écrire par la décomposition
polaire A = U|A| et appliquer le résultat précédent a |A| = v A*A.

Démonstration. Si A est compact et A € oess(A), alors il existe une suite de
Weyl (v,) normalisée telle que (A — X\)v, — 0 et v, — 0. Alors Av,, — 0,
ce qui implique Av, — 0 et n’est possible que si A = 0, car ||v,|| = 1 par
hypothese. Donc oess(A) C {0}. Mais pour un opérateur borné on ne peut
avoir gegs(A) = () en dimension infinie. En effet, tout point d’accumulation de
valeurs propres appartient & oegs(A) donc 'hypothése oess(A) = @) implique



158 Chapitre 5. Spectre des opérateurs auto-adjoints

pour un opérateur borné que le spectre de A n’est composé que d’un nombre

fini de valeurs propres de multiplicité finie. Mais alors dim()) < co par le

théoreme spectral. Donc oess(A) # 0 et finalement oess(A) = {0}.
Réciproquement, si oeg5(A) = {0}, nous pouvons écrire

A=Al 4(A) + Alp (. (A).

Comme A est borné, son spectre est aussi borné et ’hypothese oegs(A4) = {0}
implique alors que o(A) NR\ [—¢, €] est composé d’un nombre fini de valeurs
propres de multiplicités finies. En particulier, I'opérateur Alg (. -(A) est
de rang fini. Comme

AL (A <&

nous voyons que A est une limite en norme d’une suite d’opérateurs de rang
fini, et il est donc compact. O

Nous donnons maintenant plusieurs exemples d’opérateurs compacts.
Opérateurs Hilbert-Schmidt

On se place sur $ = L?(B,du) pour un ensemble mesurable B ¢ R?
quelconque et p une mesure positive localement finie (par exemple B = R
et u la mesure de Lebesgue).

Définition 5.12 (Hilbert-Schmidt). Un opérateur A sur L?(B,du) est ap-
pelé Hilbert-Schmidt lorsqu’il est donné par un noyau intégral a € L*(B x
B,du ® ), c’est-a-dire par la formule

(Au)(z) = /B a(z,y) uly) du(y). (5.9)

Nous n’avons pas spécifié le domaine de définition de A car un opérateur
Hilbert-Schmidt est toujours borné donc défini sur tout $. En effet, par
I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

()@ < s [ lale )P duto) (5.10)

qui implique bien, en intégrant par rapport a xz, que A est borné avec

1Al < llallL2(Bx B duop)-

Il est facile de vérifier que I’adjoint de A est aussi Hilbert-Schmidt, avec le
noyau intégral a(y, z). Ainsi, A est auto-adjoint si et seulement si la fonction
a vérifie a(y, z) = a(x,y) presque partout.

On doit penser que la fonction a(zx,y) est I’équivalent continu des co-
efficients M;; d’une matrice en dimension finie. La formule (5.9) est alors
Iéquivalent continu de la formule (Mv); = _; M;jv; olt la somme a été

remplacée par une intégrale. Méme en enlevant I’hypothese que a € L?(B x
B,du® ), il n’est cependant pas vrai que tout opérateur borné possede un
tel noyau intégral a.
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Proposition 5.13 (Compacité). Un opérateur Hilbert-Schmidt est toujours
compact.

Démonstration. Par le théoréme de Fubini, la fonction y — a(x,y) appar-
tient & L?(B,du) pour presque tout x. Ainsi, si u, — 0 faiblement dans
L?(B,dp), alors on a

(Auy)(z) = /B a(z, 9) un(y) du(y) — 0

pour presque tout x, par définition de la convergence faible de u,, dans la va-
riable y. Donc Au,, — 0 presque partout. Par ailleurs, ’estimée (5.10) fournit
une domination indépendante de n car (u,) est bornée dans L?(B, dpu). Par
convergence dominée on a alors || Aun||r2(p,4u) — 0 O

Un opérateur de rang fini est toujours Hilbert-Schmidt. En utilisant les
notations précédentes, on trouve que l'opérateur A = |v)(w| a le noyau
a(z,y) = v(z)w(y).

Il est possible de caractériser les opérateurs Hilbert-Schmidt parmi les
opérateurs compacts sur § = L%(B, du), & partir de leurs valeurs singulieres,
c’est-a-dire les valeurs propres de A*A.

Théoréme 5.14 (Caractérisation des opérateurs Hilbert-Schmidt). Soit A

un opérateur compact sur ) = L*(B,du), avec B et u comme précédemment.

Alors A est Hilbert-Schmidt si et seulement si ses valeurs singulieres p1;(A) :=
X\j(A*A) forment une suite de carré sommable, et on a dans ce cas

a(z,y) = Y (Auj)(@)u;(y) (5.11)

J

ot la somme est convergente dans L*(B x B,du® ) et ot (uj) est une base
de vecteur propre pour l'opérateur A*A. De plus,

(A)? = al(z,y)|? du(z )
Zj:m(A) —/B/B| ()2 dyu(z) da(y)

Démonstration. Soit A un opérateur compact. Apres diagonalisation de A* A,
on peut écrire

A=Y JAu,)

ol la somme _;|Au;)(u;| est convergente en norme d’opérateur. Comme
nous I’avons mentionné, chacun des opérateurs | Au;) (u;| est Hilbert-Schmidt,

avec le noyau intégral Fj(z,y) := (Au;)(x)u;(y). On remarquera que les Fj

sont orthogonaux deux & deux dans L?(B x B, du ® p) car les u; le sont, et
2

Qe (15122 = 140225, = 1 (A)2.
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Siy; pi(A)? = > | F5]1? < oo, la fonction a(z,y) := > Fi(w,y) est
bien définie dans L?(B x B, du® p). Ceci définit donc un opérateur Hilbert-
Schmidt A de noyau a. Un calcul montre que A coincide avec A sur la
base des uj, et ils doivent donc étre égaux partout. En particulier, A est
Hilbert-Schmidst.

Réciproquement, si A est Hilbert-Schmidt on peut écrire par 'inégalité
de Cauchy-Schwarz

J 2 J J
F} =Y (A =D (Auy, Auy)
j=1 L2(BxB) j=1 j=1
J N —
=Y [ [ Tw@ate. vusty) dutz) duty)
‘5/BJB
J
—/ > Fi(x,y)a(z,y) dp @ p(z,y)
BxB j=1
J
< ||a”L2(B><B) ZFj :
=1 lz2(BxB)
Donc
J J 2
ZM(A)Q = ZFj < ”CLH%Q(BXB)
j=1 j=1 L*(BxB)
et la somme converge. O

L’ensemble des opérateurs Hilbert-Schmidt sur l'espace L?(B,du) est
noté &2(B,du). C’est un espace de Hilbert qui est isométrique a L?(B x
B, du ® p) lorsqu’il est muni de la norme

||A||62(B,du) = Ha”LQ(BxB,du@u)

ol a est le noyau intégral de A. On fera attention que &2(B,du) n’est
pas fermé pour la norme d’opérateur. En fait, G2(B,du) contient tous les
opérateurs de rang fini, donc sa fermeture est tout K($). Il se trouve que
&?2(B, du) est aussi un idéal bilatere de B($)), c’est-a-dire que AM € &%(B, du)
pour tout opérateur borné M, lorsque A € &2%(B,du).

Exercice 5.15 (62(B, du) est un idéal bilatere). Soit A un opérateur borné
sur ) = L*(B, du). Soient (ey,) et (f,) deux bases orthonormées quelconques
de $). Montrer ’égalité

Yo lMenll* = D7 [fms Aen)? = Y 1A ful® (5.12)

n>1 n,m>1 m>1



Chapitre 5. Spectre des opérateurs auto-adjoints 161

ot les termes peuvent étre finis ou infinis. En déduire que A est un opérateur
Hilbert-Schmidt si et seulement si ces séries sont toutes convergentes, avec

A& (B.a = D 1 Aenll?

n>1

pour toute base orthonormée. Montrer de cette maniére que AM et M A sont
Hilbert-Schmidt lorsque A l’est et M est un opérateur borné quelconque.

Voici un exemple particulierement important d’opérateur Hilbert-Schmidt.

Proposition 5.16. Lorsque f,g € L*>(R%), les opérateurs
Ar = f(2)g(—=iV), Ay =g(—iV)[f(z) (5.13)

définis préalablement sur C°(R?) sont fermables et leurs fermetures sont
Hilbert-Schmidt sur tout $) = Lz(Rd), avec

1Al = | Zlles = @021 £l 2t 9 et (5.14)

et les noyaux intégraur correspondants

ay(z,y) = 2m) 2 f(2)gx —y),  aa(z,y) = 2m)" gz —y) f(y).

On rappelle que g(—iV) est P'opérateur de multiplication par la fonc-
tion g(k) en Fourier, ce qui correspond bien a la convolution par la fonc-
tion (27)~%2§ en espace direct. Dans (5.13) nous interprétons f(z) comme
I'opérateur My de multiplication par la fonction f. Les opérateurs A; et A
ont déja été considérés a la section 1.6.5.

Comme les opérateurs f(x) et g(—iV) ne sont pas en général bornés,
donc pas définis sur tout L2(R?), on doit comme dans 1’énoncé commen-
cer par définir A7 et Ao sur un sous-espace approprié et ensuite montrer
qu’ils admettent une unique extension bornée a tout L?(R?). Nous voyons
donc qu’il peut arriver qu’'un produit d’opérateurs non bornés soit finale-
ment borné! Pour simplifier les notations, nous appellerons souvent dans la
suite A1 = f(z)g(—iV) et Ay = g(—iV)f(x) les opérateurs Hilbert-Schmidt
définis sur tout L?(R%).

Démonstration. Pour toute fonction u € C°(R9), on a fu € L*(RY)NL?(R?)
car u € L?(R%) N L>°(R?). Sa transformée de Fourier appartient &
Fu € LA(R% N L=(RY).

Ceci garantit que fu € D(g(—iV)), c’est-a-~dire gﬁt € L*(R%), puisque
fu € L>®(RY). Ainsi Ay est bien défini sur C2°(R?). Un calcul explicite
montre ensuite que

(Agus) (x) = (2m)~/2 / 3 — v)f (w)uly) dy

R4
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pour tout u € C°(R%). Or le noyau intégral as(z,y) = (27)¥%g(x — y)f(y)
appartient & L2(R? x R?) et définit un opérateur Hilbert-Schmidt. Comme
cet opérateur est borné, par le théoréme 5.14, c’est la fermeture de Ay, défini
au préalable sur C2°(R?). L’argument est le méme pour Aj. O

Opérateurs f(z)g(—iV) pour f,g € LP(RY)

Nous avons montré que les opérateurs f(z)g(—iV) et g(—iV) f(x) étaient
compacts (en fait Hilbert-Schmidt) sur L?(R?) des lors que f,g € L?(R9).
L’exposant 2 pour f et g n’est pas relié au fait que nous travaillons dans
I'espace de Hilbert L?(R%). Il se trouve que ces opérateurs sont bien définis
pour tout f,g € LP(R?) avec p € [2;00] et qu'ils sont compacts pour p < oo.

Théoréme 5.17 (Compacité de f(z)g(—iV)). Lorsque
f,g¢€ Lp(Rd) avec 2 <p < oo,
les opérateurs
Ay = f(2)g(=iV) et Ay =g(—iV)f(z)

définis au préalable sur C°(R?) sont fermables et leurs fermetures sont
bornées sur espace de Hilbert L>(R?) avec

1AL = 1420 < 2m) 21| 1| o ety |91 o (rety (5.15)

De plus, ces opérateurs sont compacts quand p € [2;+o0[ ou quand p = +0oo
et f et g tendent tous les deux vers 0 a linfini.

Les opérateurs A; et As ont les noyaux intégraux respectifs formels

ar(z,y) = 2m) P f@)ge—y),  aslx,y) = 2m) g - y)f(y)
mais il faut faire attention que § est en principe une distribution tempérée.

Démonstration. Soient u € C°(R?) et p € [2;400]. Alors, par 'inégalité de
Holder, on a fu € LY(R?) avec

[full Laay < [ fllpeayllll 22 (ray

et 1/g = 1/2 4+ 1/p. Comme g = 2p/(p + 2) € [1;2[, ceci implique que
fue LY (R%) ot1 1/¢' +1/q = 1. On rappelle en effet que si ¢ € L"(R?) avec
1<r <2 alors e L"(R%) ot 1/r 4+ 1/r' =1 avec

d(2—

—~ _ r)
18l ey < @05 Nl 1o gy (5.16)

(inégalité de Hausdorff-Young). On a donc

— _d
HfUHLq/(Rd) < (2m) v HfHLP(Rd)”UHL2(Rd)
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car (2—q)/2q = 1/p. Par ailleurs on a aussi J/‘ZL € L?(RY) car fu € LP(R)N

LI(RY) c L*(RY). Ainsi fu € D(g(—iV)) car, & nouveau par I'inégalité de

Holder,

_d
P

lg full2@ay < 9]l o eyl full por (gay < 2) 71 £l o ey 9]l 2o Rty 10l L2 (R

en notant que 1/2 = 1/p+ 1/¢’. En conclusion nous avons montré que As
est bien défini sur C°(R?) et satisfait 1’estimée
_d
HA2UHL2(Rd) < (2m) v Hf”LP(Rd) ”g”LP(Rd) ”UHL2(Rd)
sur cet espace. Ceci montre que As est fermable et que sa fermeture est un
opérateur borné sur tout L?(R%), qui vérifie comme nous voulions

- d

[Az]| < @2m) "7 1 fll oqray 191l 2o (ray -
L’argument est valable pour tout 2 < p < 0o et il est similaire pour Aj.

Montrons maintenant que As est compact lorsque 2 < p < oo ou si

p = +oo mais qu'on ajoute 'hypotheése supplémentaire que f,g — 0 a
Iinfini. Pour cela il suffit de remarquer que l'on peut dans tous ces cas
approcher f et g par des suites (fi) et (gx) de fonctions dans C°(R%) qui
convergent vers f et g dans LP(R%). On a alors, par I'argument précédent,

l9(=iV) f(x) = gr(=iV) fir(2)]]
< Itg = gr)(=iV) f (@) + [lgr(=iV)(f = fi)(@)]]

_d
< (2m) @ (”fHLP(Rd) lg — gk“Lp(Rd) +f - fk||Lp(JRd) HngLP(]Rd)) — 0.

Or chacun des opérateurs gi(—iV)fr(z) est Hilbert-Schmidt donc com-
pact par le théoreme 5.14. Ainsi, l'opérateur g(—iV) f(z) est aussi compact,
comme limite en norme d’une suite d’opérateurs compacts. Pour A; on peut
utiliser par exemple que A; = F1f(—iV)g(x)F qui est compact car la
transformée de Fourier est unitaire. O

Remarque 5.18. De facon similaire au théoréme 5.14, il est possible de
prouwver [Sim79, Chap. 4] que

_d
(e (A1)l o = [1(15(A2))jll e < )2 [[fll Lo ety 191l Lo ety

qui est une inégalité plus forte que (5.15).
Remarque 5.19. Méme si la fonction x — |z|~%P nest pas dans LP(R%),
il se trouve que l'opérateur f(x)g(—iV) reste compact si on remplace f ou g
par |z| =P, Ceci suit de Uinégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev [LLO1] qui
stipule que

1 512 oy < €l g (5.17)

lorsque

1 1 S
l<pg<oo e 1+—-—=—-+4—,
p q d

et qui permet de remplacer l'inégalité de Holder utilisée dans notre argument.



164 Chapitre 5. Spectre des opérateurs auto-adjoints

5.2.2 Opérateurs a résolvante compacte

Définition 5.20 (Opérateurs a résolvante compacte). On dit qu’un opérateur
auto-adjoint A est a résolvante compacte si (A +i)~1 est compact.
Pour tout A ¢ o(A), on a par le calcul fonctionnel
A+i
A—-A
qui est un opérateur borné, de sorte que

=1+A+i)(A-N""!

A+1

A=
N——
€B(H)

(A-N"t=(A+i)! (5.18)

est compact également. Cet argument montre qu’il est équivalent de deman-
der que (A — \)~! soit compact pour tout ou pour un A ¢ o(A).
Voici alors un corollaire du méme type que pour les opérateurs compacts.

Corollaire 5.21 (Opérateurs a résolvante compacte). Soit A un opérateur
auto-adjoint sur son domaine D(A) C $, avec dim($)) = +oo. Alors A est
a résolvante compacte si et seulement si

Oess(A) = 0.

Dans ce cas, le spectre de A est composé d’une suite (\,) de valeurs propres
de multiplicité finie qui vérifient

lim |A\,| = +o0.
n—oo
En particulier, A est diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration. Supposons que (A + i)~! est compact et considérons \ €
Oess(A), avec une suite de Weyl v,, — 0 associée. Alors

0 (A=Nvp,=(A+)v, — (A +179)v,

de sorte que, par continuité de (A 414)~!,

v — A+ i) (A+i)lv, =0

fortement. Or v, — 0 et la compacité de (A + i)~! implique alors que
(A + i), — 0 fortement, ce qui implique v, — 0 et contredit ||v,|| = 1.
Ainsi, oes5(A) = 0.

Réciproquement, si oess(A) = 0 le spectre de A n’est composé que de
valeurs propres isolées de multiplicité finie, qui doivent nécessairement s’ac-
cumuler en o0 sinon §) serait de dimension finie par le théoréme spectral.
Soit dans ce cas A € R\ o(A). Par le calcul fonctionnel et la remarque 5.9,
le spectre de opérateur auto-adjoint (4 — X\)~! est composé d’une suite de
valeurs propres de multiplicité finie, qui tendent vers 0. Ceci signifie que
Oess((A — A)71) = {0} et donc, d’apres le corollaire 5.11, que (A — A\)~! est
compact. O
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Application : Laplacien sur |0, 1]

Rappelons que le Laplacien Ay sur |0, 1 a été construit a la section 2.8.2,
pour tout V' sous-espace isotrope de la matrice (2.15). Il est défini par

Ayv = ="
sur le domaine

D(Ay) = {v e H2(]0,1[) : (v(0),v'(0),v(1),2'(1)) € V}

et il est auto-adjoint si et seulement si dim(V') = 2. Plus précisément, dans
le cas o dim(V') = 2, nous avons vu au théoréme 2.46 que

D(Ay) = HZ(]0,1[) + vect(vy, vo) (5.19)

ot v,ve € H?(]0,1]) sont telles que (v;(0),v!(0),v;(1),vi(1)) forment une
base de V.

Théoréme 5.22 (Spectre du Laplacien sur |0, 1[). L’opérateur Ay est
résolvante compacte et son spectre est composé d’une suite de valeurs propres
de multiplicité finie, qui tendent vers +oo. De plus, Ay a au plus deux
valeurs propres strictement négatives (comptées avec multiplicité), c’est-a-
dire 11_o o{(Av) est de rang inférieur ou égal a 2.

Démonstration. Considérons une suite v, — 0 faiblement dans L?(]0, 1]) et
posons wy, := (Ay + i) 'v, dont nous voulons montrer que w, — 0 for-
tement. Comme (Ay + i)~! est un opérateur borné, w, est bornée et on
a méme w, — 0 faiblement. Or —w! + iw, = v,, ce qui montre que w!
est bornée dans L2(]0, 1[). Par le lemme A.3 de régularité elliptique sur un
intervalle, nous en déduisons que w,, est bornée dans H2(]0,1]) et, finale-
ment, que w, — 0 fortement dans = L?(]0, 1[), d’apres la compacité de
Iinjection H2(]0,1[) < L2(]0,1[) (théoréme A.16 de Rellich-Kondrachov).
Ceci montre bien la compacité de (Ay + i)~

Montrons finalement que 1]_0070[(AV) est de rang au plus 2, ce qui impli-
quera a fortiori que Ay est minoré, et donc que les valeurs propres doivent
s’accumuler en +oo. Par I’absurde, si ]1]_0070[(14\/) est de rang supérieur ou
égal a trois, alors il en est de méme pour 1j_y7o((Av) lorsque M est assez
grand. Mais dans ce cas I'image de 1)_,70/(Ay) (qui est incluse dans D(Ay)
car M est fini) doit intersecter H3(]0,1[), d’aprés (5.19). Soit alors v # 0
dans cette intersection. Comme v € HZ(]0, 1]) nous avons vu que les termes
de bord s’en vont dans l'intégration par parties, de sorte que

1
(v, Ayw) :/ [v/(t)|*dt > 0.
0

Ceci contredit le fait que v € 1;_y7,0/(Av ) car sur cet espace, on a (v, Ayv) <
0 pour tout v # 0. O
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Exemple 5.23 (Spectre du Laplacien de Dirichlet & de Neumann). Dans le
cas du Laplacien de Dirichlet, correspondant a la condition u(0) = u(1) = 0,
les fonctions propres doivent résoudre I’équation

1" =

ot A > 0 puisque le spectre est inclus dans RT. En écrivant A\ = (7k)2, on
trouve f(x) = acos(mkx) + Bsin(rkx) avec les conditions au bord o = 0 =
acos(mk)+ Bsin(mk). Ceci implique que k € Z, donc que (avec une notation
simplifiée évidente pour le Laplacien de Dirichlet)

o((=d?*/dz*)py) = {7?k?, k> 1}

avec les fonctions propres

upir k() = sin(mkx), kE>1.

De la méme fagon, on montre pour la condition de Neumann u'(0) = u/(1) =
0 que

o ((—d* /e )en) = {7%K2, k> 0}

avec les fonctions propres

UNeu,k(2) = cos(mkz), k> 0.

Les deuxr opérateurs ont donc le méme spectre, si l’on excepte la valeur
propre 0. Toutes les valeurs propres sont de multiplicité 1.

Le comportement des valeurs propres du Laplacien avec condition au
bord de Robin (en fonction du parametre 6 € [0, 1) est étudié plus bas dans
I’exercice 5.56.

Application : Laplacien sur un ouvert borné 2 ¢ R?¢

L’argument est similaire sur tout ouvert borné Q C R%, avec la différence
que nous ne pouvons travailler dans H?(§) puisque le domaine n’est pas
toujours inclus dans cet espace, par exemple en cas d’angles rentrants (sec-
tion 3.3.4). Une autre différence est que (—A)™® admet des extensions auto-
adjointes non bornées inférieurement, une pathologie que nous ne discuterons
pas plus en détails, puisque nous ne traitons ici que du Laplacien de Robin.

Théoréme 5.24 (Spectre du Laplacien sur Q C R%). Soit Q un ouvert borné
de RY dont la frontiére est Lipschitzienne. Le Laplacien de Robin (—A)Rob,o
défini a la section 3.3.4 est a résolvante compacte et son spectre est composé
d’une suite de valeurs propres de multiplicité finie, qui tend vers +oo.
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Démonstration. Nous pouvons travailler dans ’espace d’énergie et tirer par-
tie de la compacité de l'injection H'(Q) < L?(Q). La forme quadratique du
Laplacien de Robin est donnée par (3.23). Prenons comme avant w, :=
((=A)Roby + C) v, ot v, — 0 dans L*(2) et avec C assez grand. Alors
—Aw, +Cw, = v, ce qui, en prenant le produit scalaire contre w,, € H(Q),
implique

1
anz—i—/ wn2—|—C/ wp|? < |lonll lwn|| = O(1).
L v+ i [l € [ < ol = 001)

Ceci prouve que w, est bornée dans H'(f2), ce qui fournit la compacité
attendue. O

Exemple 5.25 (Dirichlet & Neumann sur un hypercube). Plagons-nous
dans le cube unité Cy :=]0,1[%C R? en dimension d > 1. Alors une base de
fonctions propres pour les Laplaciens de Dirichlet et de Neumann est four-
nie par les produits tensoriels des fonctions propres dans chaque dimension.
C’est-a-dire par les

d d
Hsin(wk’jmj), kj > 1, et les H cos(mkjx;), k; >0,
j=1 '

respectivement. En particulier, le spectre vaut

o((—A)pir) Z ki >1 sur Oy =]0,1[¢,
et
O'(( A Neu = Z kj > 0 sur C1 :]0, 1[d.
Les deux spectres different plus qu’en dimension un. Par exemple, 0,72, ..., (d—

1)72 sont dans le spectre du Laplacien de Neumann mais pas dans celui du
Laplacien de Dirichlet.

Sur un cube quelconque C C R?, le spectre ne dépend pas de la position
du cube car le Laplacien est invariant par translations. Par ailleurs, en ef-
fectuant une dilatation on peut toujours se ramener au cas du cube unité.
Ainsi, on trouve que les spectres sur un cube quelconque valent

a((—A)Dir |C\2/d Zk kj>1 sur un cube de volume |C|,

et

d
o((—A)Nen) = |C’|2/d Z ki >0 sur un cube de volume |C/,
J=1
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ot |C|V4 est la longueur de Uaréte du cube.

Exercice 5.26. Soit Q C R? un ouvert borné. Montrer que la premiére
valeur propre du Laplacien de Robin tend vers —oo quand 8 — 17. En
supposant que d > 2 et que ) est assez lisse, construire une extension de
(—A)™ gui n’est pas bornée inférieurement (utiliser des conditions de Robin
sur différentes parties de 092, avec des 0, — 17 ).

Application : cas d’un potentiel confinant

Nous avons finalement un résultat similaire dans le cas d’un potentiel
qui tend vers I'infini & I'infini.

Théoréme 5.27 (Spectre des opérateurs de Schrodinger avec potentiel
confinant). Soit V =V, —V_ avec V_ € LP(R4 R) + L>®(R%, R) ot p satis-
fait (3.15) et Vi € LL _(RY) tel que

loc

lim Vi(x) = +4o0.

|z| =00
Soit H = —A+V la réalisation de Friedrichs construite au théoréme 3.26.
Alors H a une résolvante compacte. Son spectre est composé de valeurs
propres de multiplicité finie, qui tendent vers +oo. En particulier, H est
diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration. Comme avant, nous avons pour w, = (H + C)~tv, avec
vy, — 0

/ |an|2+/ (V + OYw, |2 < C.
Rd Rd

Ceci montre que (wy,) est bornée dans l’espace d’énergie V introduit en (3.17).
En particulier (w,,) est bornée dans H'(R?) donc converge fortement loca-
lement vers 0, et /V;w, est bornée dans L?(R%). En écrivant

/ wn|2:/ ’wn‘Q"‘/ ‘wn|2
R Bgr (Br)©

1
S/ !wn\2+/ Vi Jwn|®
Br Vil oo ((BR)e) J (Br)e

nous en déduisons que w, — 0 fortement car le premier terme tend vers 0
pour tout R fixé et le second est petit lorsque R est assez grand, puisque
Vi — oo par hypothese. O

Exemple 5.28 (Diagonalisation de 'oscillateur harmonique). Calculons le
spectre de loscillateur harmonique H = —d?/dx? + x2, dont le domaine a
été déterminé plus haut au théoréme 3.27. L’idée est de remarquer que (au
moins formellement [RS75, Thm. X.25]),

H——d72—|-x2— i%—x —£+x 1= —i—i-:c i%—x +1
 da? - \dzx dx N dz dx '
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Du point de vue de ’énergie, ceci s’écrit

(u, Hu) :/R|u’($)+xu(az)]2da:+/R]u(x)]2da:

ot chaque terme fait bien sens dans Q(H). Nous pouvons annuler le premier
terme en résolvant I’'équation f' + xf = 0, c’est-a-dire en prenant

folw) = w272

qui engendre donc ker(H — 1). Ainsi, la premiére valeur propre est 1 et elle
est non dégénérée.

Du point de vue physique, les opérateurs a = (—d/dx + x)/v/2 et a* =
(d/dz + x)/\/2 satisfont la relation de commutation (formelle)

aa* —a‘a=1
qui permet d’identifier L*>(R) a l’espace de Fock bosonique a un mode

F(C)=Ca Pcen,

n>1

dans lequel H devient 2a*a+1 ot a*a est l'opérateur de nombre et fy est le
vide. Comme on géneére tous les vecteurs de l’espace de Fock en appliquant
Popérateur de création a*, ceci suggére d’introduire la suite de fonctions

fo=(a")"fo=2"% (;‘i + x) fo.

Un calcul montre en effet que fy est un vecteur propre de H de valeur propre
2n + 1. 1l s’avére que

Folz) = Po(z)e /2,

ou les Py, sont les polynomes de Hermite, dont on sait qu’ils forment une
base orthonormée de L:(R,e™*"dx), c’est-a-dire les (f,) forment une base
orthonormée de L*(R). Nous avons donc diagonalisé H et avons prouvé que

(o(H)=2N+1.]

En dimension d > 2, nous obtenons une base de L*(R?) en formant les
produits tensoriels des f,. Plus précisément,

foa(@1) -+ fng(2a)

est un vecteur propre associé a la valeur propre

2(n1+~-+nd)+d.
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Le spectre est donc égal a

|o(H) =2N+d.|

La multiplicité de la valeur propre 2n+1 est le nombre de fagons que n peut
s’écrire comme une somme d’entiers n =ni + - -+ + ng, qui vaut

(n+d—1)!
nl(d—1)!

5.3 Théorie de Weyl sur I'invariance du spectre essentiel

Dans cette section nous étudions a quelle condition sur B on a gegs(A +
B) = 0ess(A).
5.3.1 Perturbations laissant le spectre essentiel invariant

Nous avons vu au chapitre 3 la notion de perturbations (infinitésimalement)
relativement bornées. Nous introduisons ici une notion plus forte, sous la-
quelle le spectre essentiel sera inchangé.

Définition 5.29 (Perturbation relativement compactes). Soit A un opérateur
auto-adjoint sur D(A) C $ et B un opérateur symétrique sur D(A). On dit
que B est A-compact lorsque l'opérateur

B(A+i)™!
est compact (donc borné) dans $).
Pour tout z ¢ 0(A) on peut écrire d’apres (5.18)
B(A-2)'=BA+i)' 1+ (z+i)(A-N"1

de sorte que B est A-compact si et seulement si B(A — z)~! est compact
pour un ou pour tout z ¢ o(A).

Lemme 5.30 (A-compact = infinitésimalement A-borné). Si B est un
opérateur symétrique A-compact, alors B est infinitésimalement A-borné,
ce qui signifie que pour tout €, il existe C; tel que

| Bv|| < el Av]| + Ccllv]l, Vv € D(A).
Démonstration. Nous écrivons
A+i
B(A+ip) t=BA+i)! .
(Ain) ™ = BlA+i)

Pour p > 1, nous introduisons f,(x) = (x +14)/(x + iu), et remarquons que

v+i| _ (2241\"?
o\ @2 2 =1

T4

veeR,  |ful@)| =
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de sorte que, par le calcul fonctionnel (assertion (i7) du théoréme 4.13),

A+i
A+ip

501 =|

Par ailleurs, la fonction f,(x) converge vers 0 pour tout z fixé, quand
pu — oo. Ceci montre, toujours par le calcul fonctionnel (assertion (v) du
théoreme 4.13), que

A+1 . A—i

li =
ugEOA+iuv ug]gOA—iu

v =

pour tout v € § fixé. Comme B(A +i)~! est compact, nous pouvons écrire
B(A+i) "' =C+Rou||C| <ecet R= ijl |w;)(v;| est de rang fini. Alors

J
Rfu(A) = w) (Fu(A)v]
j=1

de sorte que
A+
A+ip

I

J
< gl [Ty |
j=1

ou HTAL(A)UJH — 0 pour tout 7 = 1,...,J, comme expliqué précédemment.
Par ailleurs A
i
e

A+ip

<|IC| Le.

Par un ‘argument en £/2’, ceci permet de conclure que

1 A+
A+ip

U—>00 pU—+00

lim ||B(A+ip) || = lim HB(A—H’)

Comme
|Bv|| = || B(A+ip) " (A+ip)o| < ||B(A+iw) | ([Av] + p vl

ou le coefficient de || Av|| tend vers 0 quand p — oo, ceci implique le résultat.
0

Voici maintenant un résultat qui fournit I'invariance du spectre essentiel
lorsque B est A-compact.

Théoréme 5.31 (Weyl). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son domaine
D(A) C $ et B un opérateur symétrique qui est A-compact. Alors A+ B
est auto-adjoint sur D(A) et

|ess(A + B) = 0ess(A). |
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Démonstration. L’auto-adjonction de A + B sur D(A) suit du théoréme de
Rellich-Kato et du lemme 5.30. Si A € 0egs(A), il existe une suite v, € D(A)
telle que (A — \)v, — 0 et v, — 0. Alors

(A4+ B —Nv, = (A= Nv, — B(A+41) YA +i)v,

converge vers 0 fortement car (A +i)v, = (A — \)v, + (A +14)v, tend vers 0
faiblement et B(A +)~! est compact. Ainsi A € oess(A + B) et nous avons
montré que oess(A) C oess(A + B).

L’inclusion inverse suit en échangeant les roles de A et A + B mais il
faut d’abord montrer que —B est A + B compact. Ceci suit de la relation

A+ B+ip= (1+BA+in) ") (A+ip)

qui implique que

B(A+B+in) ' = BA+ipn) ' (1+BA+in) )"
est bien compact. L’opérateur & droite est inversible deés que | B(A+iu) || <
1, ce qui est le cas pour u assez grand d’apres la preuve du lemme 5.30. [

Remarque 5.32. Le caractére auto-adjoint des opérateurs considérés est
important pour la stabilité du spectre essentiel. A Uexercice 5.58 nous don-
nons ’exemple d’un opérateur mon auto-adjoint borné, auquel on ajoute
un opérateur de rang fini (donc compact), mais qui modifie énormément
le spectre essentiel.

Le théoreme 5.31 que nous avons présenté est le plus connu et probable-
ment le plus simple, mais il existe plusieurs autres versions du méme type.
Par exemple, au lieu de la compacité de B(A+14)~!, nous pouvons demander
celle de (A+ B +i)~! — (A+14)~L. Comme

(A+B+i) ' —(A+i) ' =—(A+B+i)'BA+i)!
ot (A+B+i)~! est borné, c’est une hypothese plus faible que précédemment.

Théoréme 5.33 (Weyl I1). Soient A et A’ deux opérateurs quelconques sur
leur domaines respectifs D(A), D(A") C 9. S’il existe z ¢ o(A) Uo(A') tel
que

(A—2)"1 — (A =271 soit compact,

alors

Oess (A) = Oess (A/) .

Démonstration. Le spectre essentiel de (A—z)~! et de (4'—2)~! a été calculé
en fonction de ceux de A et A’ & la remarque 5.9 et il est caractérisé avec les
suites de Weyl comme au théoreme 5.7. La preuve est alors la méme qu’au
théoreme 5.31. Si A € 0ess(A), alors il existe une suite (vy,) telle que |lvy,|| =1
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et ((A—2)"t—=(A=2)"")v, = 0. La compacité de (4 — 2z)~ 1 — (A’ — 2)~!
implique alors que

((A’ —2) (A= z)*l)vn — 0,

ce qui montre que (A — 2) 7! € gess((A’ — 2)71), et donc que A € gess(A').
On obtient I’autre inclusion en échangeant les roles de A et A’. O

Il existe également une version un peu plus compliquée faisant intervenir
uniquement les formes quadratiques.

Théoréme 5.34 (Weyl I1I). Soit A un opérateur auto-adjoint coercif sur
son domaine D(A) C $). Soit b une forme quadratique sur Q(A), telle que

b(v)] < naa(e) +Cllol*, Vo e Q(A), (5.20)

pour un réel 0 < n < 1. Soit A’ 'unique opérateur auto-adjoint associé a la
forme quadratique fermée v — qa(v)+b(v) sur Q(A) (théoréme KLMN 3.23).
Si b est continue pour la topologie faible de Q(A), c’est-a-dire

lim b(v,) = b(v) (5.21)

n—o0

pour toute suite v, — v dans Q(A), alors

Oess (A/) = Oess (A) .

Démonstration. Posons B = A’ — A. Cet opérateur n’est pas bien défini sur
$) car A et A’ peuvent avoir des domaines tres différents. Par contre il I'est
sur Q(A), a condition d’interpréter Av et A’v comme des formes linéaires
de Q(A)" pour tout v € Q(A). En particulier, 'opérateur

K =A"'12BA~Y?

est bien défini et borné sur $, par Ihypothese (5.20). L’opérateur A~1/2
est borné de Q(A)' dans $), puisque Q(A) = D(v/A). Aprés polarisation,
I’hypothese (5.21) s’écrit

nh_)rr;o b(vl,vn) =0
pour toutes suites vy, v, — 0 dans Q(A), ou b(-,-) désigne par abus de no-
tation la forme polaire associée a b. Ces suites peuvent justement s’écrire
v, = A V2w, et v, = A"V, ot w,,w!,, — 0 dans $. Ainsi, ’hy-
pothese (5.21) signifie que

lim (w),, Kw,) = lim <w;,A*1/2BA*1/2wn> =0

n—o0 n—o0
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pour toutes suites w,,w], — 0 dans ). Comme K est borné nous pouvons
prendre w), = Kw, — 0, ce qui implique que ||Kwy,| — 0 pour toute
suite w,, — 0, donc que K est compact. L’hypothese (5.21) est donc une
reformulation du fait que

K =A"Y2BA/? est compact.

Par ailleurs, nous avons pour k,C assez grands

1 2 )
Lllcas 2] < ga) + ) + sl = |4+ 5720
2
<c||catmyr|
pour tout v € Q(A) = Q(A’), d’apres hypothese (5.20). Ferit iféremment,

cela signifie que (A 4 &)/2(A" + k)12 et (A’ 4 r)/2(A+ k)~Y/2 sont des
opérateurs bornés. En conclusion, 'opérateur

(A +5) " = (A4 k)" =(A+r)BA +r)

= A\/f A~12p A1/ f x
—— ./
R/—R’ =K \_V_{j
€B(H) €B(H)
X (A+r)YV2(A 4+ k) V(A + 1)

eB(H) eB(H)

est compact, ce qui termine la preuve, par le théoreme 5.33. ]

5.3.2 Spectre essentiel des opérateurs de Schrodinger

Nous avons déja prouvé au lemme 1.14 que tout potentiel V' € LP(RY R)+
L>®(R4,R) satisfaisant I'hypothese (3.15) et tel que V — 0 & linfini, four-
nissait une énergie

ue HY(R?) — N V(z)|u(z)? dx

faiblement, continue pour la norme H'(R9). Par le théoreme 5.34, ceci im-
plique immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 5.35 (Spectre essentiel des opérateurs de Schrodinger). Soit
V € LP(RY R) + L>®(R% R) satisfaisant ’hypothése (3.15) et tel que V — 0
a linfini. Soit —A+V la réalisation de Friedrichs obtenue au corollaire 3.24.

Alors

Uess(_A + V) = [0, +OO[ ‘
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Une autre facon de montrer le résultat est d’argumenter comme dans
la preuve du théoreme 5.34. On commence par utiliser la formule de la
résolvante

(—A+V+O) P =(A+O) - A+ O V(A V 4+ O)TE

ou la constante C est choisie assez grande pour que —A 4V + C soit coercif.
L’équivalence des formes quadratiques implique que

B=(-A+O)'?(-A+V4+0)71/2

est un opérateur borné. Comme (—A 4+ V 4 C)~1/2 est aussi borné par le
calcul fonctionnel, on voit que le corollaire 5.35 suit alors de la compacité
de I'opérateur

K=(-A+C)"'WV(-A+0C)"V/?

et du théoreme 5.33. Pour montrer que K est compact, on peut alors utiliser
le théoreme 5.17.

Exemple 5.36. Pour l'atome d’hydrogéne, nous avons

| Gess(—A = 1/|z]) = [0, +00|

dans L?(R3).

5.4 Valeurs propres et formule de Courant-Fischer

Dans cette section, nous discutons de la présence ou de I'absence de
valeurs propres en dessous du spectre essentiel.

5.4.1 Formule de Courant-Fischer

Nous commencons par la formule de Courant-Fischer [Cou20, Fis05], qui
généralise une formule similaire pour les matrices hermitiennes.

Théoréme 5.37 (Courant-Fischer). Soit A un opérateur auto-adjoint borné
inférieurement sur son domaine D(A) C $) et

Y(A) ;= minoess(A4) € RU {400}

le bas de son spectre essentiel. Alors

A):= inf Avy = inf 5.22
PAN = By R A= dg, s b)) (622
dim(V)=k [lvll5=1 dim(V)=k Ilvllg=1
est €gal a

e la kieme valeur propre de A comptée avec multiplicité si 1}—0072(14)](14)
est de rang au moins égal a k ;



176 Chapitre 5. Spectre des opérateurs auto-adjoints

e le bas du spectre essentiel $2(A) si A posséde moins de k valeurs propres
sous L(A).
Siuk(A) < X(A), Uinfimum de (5.22) est exactement atteint pour les espaces
V' qui sont engendrés par k vecteurs propres de A, dont les valeurs propres
associées sont toutes inférieures ou égales a py(A).
Une autre formule pour ug(A) est donnée par

ur(A) = sup 1nf (v, Av) =  sup inf ga(v). (5.23)
WCD(A) WCQ(A) veﬂil
dim(W+)=k ”U”” dim(w )=k Vo=

La formule de Courant-Fischer est souvent appelée Rayleigh-Ritz [Str71,
Rit09] en physique et Hylleraas-Undheim-McDonald (HUM) [HU30, Mac33|
en chimie quantique, du nom de ceux qui 'ont utilisée les premiers pour
calculer une approximation des valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint.
Divers autres auteurs ont en fait utilisé des formules similaires auparavant,
comme Weyl [Weyl12] et méme Poincaré [Poi90] a la fin du XIXeme siecle.
La formule implique que

pe(A) < nf - max ga(v)
dim(V)=k |ollg=1

pour tout espace D C Q(A) de dimension d > k. En prenant une base
(e1,...,eq) de D, on se ramene a chercher la kieme valeur propre de la matrice
dxd

(Mp)ij := palei, e5)
et I'inégalité assure que cette derniere sera toujours une borne supérieure
pour la véritable valeur propre de A. Voir par exemple [Lew17] pour une
discussion plus détaillée de la convergence de ces méthodes numériques.

La preuve du théoréme 5.37 repose essentiellement sur la propriété fon-
damentale que tout espace de dimension k doit intersecter I’orthogonal d’un
espace de dimension < k.

Démonstration. L’égalité des deux formules a droite de (5.22) se montre en
utilisant la densité de D(A) dans Q(A) pour la norme associée. Les nombres
pr(A) ainsi définis forment une suite croissante :

p1(A) < pp(A) < -+

Notons A\x(A) la kieme valeur propre de A, comptée avec multiplicité, en
supposant qu’elle existe. Soit alors V' le sous-espace engendré par k vecteurs
propres v; correspondant aux valeurs propres A;(A) avec j < k. Pour tout
v dans V', nous avons

k
(v, Av) = 3 Aj(A)[(v,05)* < A(A

j=1 j:1

[, )7 = A (A) 0],

M?r
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de sorte que ur(A) < Ag(A). Si A possede moins de k valeurs propres
inférieures & 3(A), nous pouvons utiliser que 1j_, 5 (4)4<](A) est de rang
infini pour tout € > 0 (comme vu dans la preuve du théoreme 5.7). En
prenant V' n’importe quel sous-espace de dimension k£ dans 'image du pro-
jecteur spectral 1)_ 5(4)+)(A), nous avons par le théoreme spectral

(v, Av) < (5(4) +¢)lv]”

pour tout v € V. En prenant ¢ — 0 nous avons donc montré que ug(A) <
Y(A) pour tout k.

Il reste a prouver 'inégalité inverse, ce que nous faisons par récurrence
sur k > 1. Pour k =1,

w1 (A) = in‘f/ (v, Av) = mino(A),

ve
llv]l5=1

qui suit du théoreme spectral. Le bas du spectre est soit égal a la premiere
valeur propre quand elle existe (avec égalité si et seulement si v est un vec-
teur propre associé), soit égal au bas du spectre essentiel. Supposons ensuite
que Dassertion sur ug(A) a été démontrée et prouvons-la pour pgiq(A).
Si pk(A) = 3(A), il n’y a rien & démontrer car la suite p;(A) est crois-
sante et inférieure a 3(A), donc ugy1(A) = X(A) également. Ainsi, nous
pouvons supposer que ui(A) = A\g(A) < X(A), ce qui signifie que A a au
moins k valeurs propres (comptées avec multiplicité) strictement inférieures
a X(A). Par ailleurs, si A\gy1(A) = A(A) (ce qui est possible en cas de
dégénérescence) alors bien sur pp1(A4) > pup(4) = M(A) = Ag11(4). 1
nous reste donc a traiter la situation ot A\x(A) < B(A) et 1j_ ,(a)(A)
est de rang exactement k. Soit V}, ’espace engendré par les k premiers vec-
teurs propres. Si V' C D(A) est un sous-espace quelconque de dimension
k + 1, alors il doit intersecter (V). Or pour tout v € (Vi)t N Q(A) =
Ty, (A), 400 (A)HNQ(A) tel que [[v]| = 1, nous avons par le calcul fonctionnel

qa(v) = minG(A]I]Ak(A)v"'oo[(A)leL)‘

Par le méme argument que pour Aj(A4), le minimum a droite vaut A\;11(A)
(la premiere valeur propre de Alyy, | [(A) sur (Vi) * si elle existe) ou X(A)
(si A n’a que k valeurs propres sous %(A)). Ainsi, nous avons montré la
formule (5.22).

Maintenant, si de plus A\p(A4) = pup(A) < X(A), tout sous-espace en-
gendré par k vecteurs propres de valeurs propres < A (A) réalise 'infimum
a droite de (5.22). Soit alors j tel que Ap(A) = A\t (A4) < pirtjr1(A) (qui
dépend de la multiplicité, finie, de la valeur propre Ax(A)). Un sous-espace
V C Q(A) de dimension k qui intersecte l'image du projecteur spectral
1y, (4),4+00[(A) = ]l[uk+j+1(A),+OO[(A) vérifie pour v dans cet espace

0a(V) = QA oo () (V) = g (A)][0]]
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de sorte que

max (v, Av) = piyj1(A) > Ae(A).
llvllg=1

Ainsi, on ne peut avoir égalité que si V est inclus dans 'image du projecteur

spectral 1)_o . (4)(4)-
La preuve pour (5.23) est similaire et laissée en exercice. O

Une méthode pratique pour montrer que A possede au moins k va-
leurs propres sous son spectre essentiel suit immédiatement de la formule
de Courant-Fischer.

Corollaire 5.38 (Critere d’existence de k valeurs propres sous X(A)). Soit
A un opérateur auto-adjoint borné inférieurement sur son domaine D(A) C
et

Y(A) := minoess(A) € RU {400}

le bas de son spectre essentiel. S’il existe un sous-espace V. C Q(A) de di-
mension dim(V') = k tel que

max g4(v) < X(A4)

alors A posséde au moins k valeurs propres (comptées avec multiplicité)
strictement inférieures a L(A).

La formule de Courant-Fischer permet également de comparer les valeurs
propres d’opérateurs en comparant leurs formes quadratiques.

Définition 5.39 (Inégalité entre opérateurs). Soient A et B deux opérateurs
auto-adjoints, bornés inférieurement sur leurs domaines respectifs D(A) et
D(B). On dit que

A<B

lorsque Q(B) C Q(A) et ga(v) < qp(v) pour tout v € Q(B).

Il est souvent utile en pratique que seuls les domaines des formes qua-
dratiques entrent en jeu, puisque nous rappelons que D(A) et D(B) peuvent
étre tres différents. Le résultat suivant est une conséquence immeédiate de la
formule de Courant-Fischer.

Corollaire 5.40 (Valeurs propres d’opérateurs ordonnés). Soient A et B
deuz opérateurs auto-adjoints, bornés inférieurement sur leurs domaines res-

pectifs D(A) et D(B), tels que A < B. Alors
ur(A) < pp(B)  pour tout k > 1, et X(A) < X(B),

pour le bas de leur spectre essentiel.



Chapitre 5. Spectre des opérateurs auto-adjoints 179

Exemple 5.41 (Valeurs propres de Dirichlet, Neumann et Robin). Soit Q C
R un ouvert borné dont la frontiére est Lipschitzienne. Soient (—A)Rob,o
le Laplacien avec conditions au bord de Robin. Alors les valeurs propres
associées, notées \i(0) sont toutes des fonctions décroissantes de 6 €]0, 1].
Ceci suit de la formule de Courant-Fischer, puisque la forme quadratique
associée

q(- ARobe /\Vu ‘2dx+tanz779)/ |u (37)’2d33a
sur Q((—A)rob) = H'(Q). (5.24)

(relire la section 3.3.4) est une fonction décroissante de 6. Par ailleurs il
est possible de montrer la convergence de A\ (0) vers la kiéme valeur propre
du Laplacien de Dirichlet quand 6 — 07 .

Exercice 5.42 (Régularité des valeurs propres de Robin). En wutilisant la
formule de Courant-Fischer, montrer que la fonction 0 € [0, 1[— A(0) est
Lipschitz pour tout k > 1.

Exercice 5.43 (Principe de Courant). On se place sur L*(R), avec un
potentiel V € CS(R, R) pour simplifier. En utilisant la formule de Courant-
Fischer, montrer que toute fonction propre associée & une valeur propre
Aj <0 de —d?/dx® + V(z) s’annule au plus k — 1 fois, ot k > j est lentier
tel que \j = A\, < A\gy1. Montrer aussi avec le théoréme de Cauchy-Lipschitz
que la fonction propre change de signe a chacun de ses points d’annulation.

5.4.2 Principe variationnel pour la somme des valeurs propres

Pour les particules fermioniques (exercice 6.20 plus bas) nous verrons
qu’il est naturel d’étudier la somme des N premieres valeurs propres d’un
opérateur. Nous fournissons donc ici une formule pour Z;V: 1A (A), qui est
un peu moins classique que la formule de Courant-Fischer.

Soit A un opérateur auto-adjoint qui est minoré sur son domaine D(A) C
$H.Si W C Q(A) est un espace de dimension finie, on appelle Iy le projec-
teur orthogonal sur W et on note

k

Tr(Tw A) := > _ qa(w;) (5.25)

j=1

la trace de la restriction de g4 a W, ou les w; forment une base orthonor-
male quelconque de W. On peut vérifier que cette définition ne dépend pas
de la base orthonormée de W que l'on choisit. S’il est possible de définir
proprement la trace d’un opérateur compact, nous nous contentons ici de
voir la formule (5.25) comme une notation.
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Théoréme 5.44 (Somme des k premieres valeurs propres). Soit A un
opérateur auto-adjoint borné inférieurement sur son domaine D(A) C $
et pi(A) les niveaur de Courant-Fischer du théoréme 5.37. Alors on a

k

(A) = inf Tr(lIwA) = inf Tr(IIywA). 5.26
Zu;( )= b Tlwd) = inf Tr(TyA) (5.26)
J=1 dim(W)=Fk dim(W)=k

Si pi(A) < X(A), Uinfimum est exactement atteint lorsque W est un espace
engendré par k premiers vecteurs propres de A.

Le théoreme est généralement attribué a Fan [Fan49], méme si on peut
supposer qu’il était connu avant a cause du lien avec I’énergie fondamentale
des systemes de k fermions sans interaction.

Démonstration. La borne supérieure se démontre comme au théoréme 5.37
et nous discutons ici seulement de la borne inférieure.

Soit ¢ < k le plus grand entier tel que uy(A) soit une valeur propre de
A et posons p = pp+1(A), qui est soit égal a la valeur propre suivante si
A possede au moins k + 1 valeurs propres sous son spectre essentiel, soit
égal au bas du spectre essentiel ¥(A) sinon. Soit (wq,...,wy) un systeme
orthonormé de vecteurs de D(A) formant un espace W de dimension k, et
v1, ..., V¢ des vecteurs propres de A associés aux £ premieres valeurs propres.
Alors on peut écrire

L

k k k
Z (wj, Awj) Z Z fin (A)[(w;, Um>|2 + Z <wj7 A]l]u,+oo[(A)wj>
j=1

v

k k
SNt (A wj, vmd P+ 1> [ oo (A
i=1

=1 m=1

.

(5.27)

En utilisant que

14
1) oo (A)ws[|* = 1= [T oy (A |* = 1= 3 (w0, va)
m=1
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nous pouvons continuer ’estimée précédente de la fagon suivante :

j=1m=1
L k ¢
:Z(” i (A Z| Wj, Um)| +ZMm(A)+:u(k_£)
m=1 j=1 m=1

Notre choix de p implique que o — g (A) > 0 pour tout m = 1,...,£. On a
méme p — A\, (A) > 0 lorsque iy, (A) < pgs1(A). Par ailleurs,

k
S ws, v P = 1Mol < o =
7=1

ou on rappelle que ITyy est le projecteur orthogonal sur W = vect(wy, ..., w).
Nous concluons que

k k
Z wj, Aw;) > Z
j=1 m=1

comme il fallait démontrer.

Si g (A) < pr+1(A) on doit avoir |[[IIyvy,| = 1 pour tout m < k, ce qui
signifie que Iy v, = vy, donc que vect(vy,...,vx) C vect(wy, ..., wg), d’ou
’égalité car les deux espaces ont méme dimension. Sion a seulement 5, (A) =
prt1(A) < X(A), on conclut également que v, € vect(ws,...,wx) pour
pm(A) < gk (A), mais il faut un argument différent pour le niveau p(A4). En
fait, quitte a changer de base, on peut supposer que wi = V1, ..., Wi = Vg
ou k" est le plus grand entier tel que py (A) < pr(A). Il faut alors montrer
que Wy 41, ..., wy € ker (A — pg(A)). Ceci suit du cas d’égalité dans (5.27),
c’est-a-dire du fait que

<wj7 A]l]u,+oo[(A)wj> = M<wj’ ]1]#,+oo[(A)wj>

si et seulement si les w; sont tous dans I'image de 1y_., ) (A). Pour j > &'+1
on sait déja que ]1]_OO,M[(A)wj = 0 et ceci signifie donc exactement que
w; € ker (A — pi(A)), ce qu'il restait & démontrer. O
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état fondamental 0 spectre essentiel

—
oo d’états excités

FI1GURE 5.1 — Forme du spectre de la réalisation de Friedrichs de 'opérateur
de Schrodinger —A + V lorsque V satisfait les hypotheéses du théoreme 5.45.

5.4.3 Spectre discret des opérateurs de Schrédinger

A Taide de la formule de Courant-Fischer, nous pouvons maintenant
discuter de I’existence ou de ’absence de valeurs propres négatives pour les
opérateurs de Schrodinger —A + V. Le premier résultat est une adaptation
de la proposition 1.18.

Théoréme 5.45 (Infinité de valeurs propressi V < —|z| ™ avec 0 < a < 2).
Soit V € LP(RY,R) + L* (R4, R) avec

p=2 sid=1,2,3,
p>2 sid=4, (5.28)
p:% sid> 5.

telle que V() — 0 quand |x| — oo avec 'estimée supérieure
V(z) < —clz[™®

pour |z| assez grand avec ¢ > 0 et 0 < a < 2. Alors la réalisation de
Friedrichs de lopérateur de Schrodinger —A + 'V satisfait

(A +V) < S(-A+V)=0

pour tout k > 1, c’est-a-dire posséde une infinité de valeurs propres stricte-
ment négatives, qui tendent vers 0.

Ce résultat, qui s’applique par exemple a 'atome d’hydrogene, signifie
que le spectre a la forme représentée a la figure (5.1) des que le potentiel
V' est négatif a 'infini et ne tend pas trop vite vers 0. Rappelons que les
valeurs propres négatives expliquent le spectre de raies que 1’on obtient lors
d’une expérience de spectroscopie.

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que celle de la pro-
position 1.18. Considérons un sous-espace W quelconque de CS°(By \ By)
(les fonctions & support dans la couronne située entre les boules de rayon 1
et 2), avec dim(W') = k. Posons ensuite

Wi = {xn(z) = n*d/2x(x/n), X €W} =U,W C C*(Ba \ By)
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ott Upv = n~%?v(-/n) est 'unitaire consistant & dilater les fonctions d'un
facteur 1/n. L’espace W, a donc la méme dimension que W. Pour tout
Xn = Unx € W, normalisé dans L?(R%), nous avons pour n assez grand

d-aev(xn) = /R V(@) dr + /B V(na)|x (@) da

2\B1

1 2
<[ wwpa-S [ XOE,

n BQ\Bl n BQ\Bl ‘.YJ’

1
< — max IVx(z)|? do — . min

n XEW Bo\B; n® xew

Jpa IxI?=1 Jga IxI?=1

Comme W est de dimension finie, le minimum

min [x(x)? du
fflil\/gﬂ am lel®
- Ixl2=

Bs\B:

x(2)]
||

2

dx.

est atteint, donc strictement positif. La formule (5.22) de Courant-Fischer

implique alors

w(—A+V)< max  goasv(xn)
XEW
Jra IxI?=1

qui est strictement négatif pour n assez grand, car le terme n~

a

est domi-

nant. Ainsi, pur(—A+V) < 0=3%(—A+V) pour tout £k > 1 et —A4+V
possede une infinité de valeurs propres négatives, qui ne peuvent s’accumuler
O

que en 0 car oess(—A + V) = [0, +o0[ par le corollaire 5.35.

La méme preuve montre que le résultat reste valable pour a = 2, si les
constantes peuvent étre comparées de facon appropriée, ce qui peut se faire

en dimension d > 3 par 'inégalité de Hardy (1.52).

Nous allons maintenant voir que la puissance o = 2 est critique, au sens
ou tout potentiel qui décroit comme |z|~® a l'infini avec o > 2 ne peut
générer qu’'un nombre fini de valeurs propres. Plus précisément, nous avons
déja vu a la proposition 1.19 que si V est petit dans Ld/Q(Rd), alors il n’y
a aucune valeur propre. Le résultat suivant traite le cas d’un potentiel de

taille quelconque.

Théoréme 5.46 (Inégalité CLR si V € L¥2(R%)). Si V € L¥2(R?) en di-
mension d > 3, alors la réalisation de Friedrichs de l'opérateur de Schridin-

ger —A +V satisfait

(A V) = S(-A+ V) =0

pour k assez grand. Plus précisément, —A + V n’a qu’un nombre fini de
valeurs propres négatives ou nulles, c’est-a-dire 1)_ o)(—=A+V') est de rang
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fini et il existe une constante universelle Corr(d) ne dépendant que de la
dimension d telle que

vang (1o (—A + V) < Cor(d) /R d V(x)? do (5.29)

ot V(z)- = max(0,—V(x)) > 0 est la partie négative de la fonction V.

L’inégalité (5.29) est due a Cwikel [Cwi77], Lieb [Lie80] et Rozenbl-
jum [Roz72]. Une inégalité comme (5.29) ne peut étre valable en dimension
d = 1,2, méme avec d’autres normes de V a droite. En effet il est pos-
sible de montrer que si V < 0 partout, alors —A + AV possede une valeur
propre négative pour tout A > 0 [RS78, Thm. XIII.11], ce qui contredit
toute inégalité du type (5.29) que l'on peut imaginer. Avec des hypotheses
supplémentaires sur le potentiel V, il est cependant possible de montrer que
—A + V admet un nombre fini de valeurs propres en dimension d € {1, 2}.
Par exemple, on peut prendre V € L°(R% R) (borné & support compact),
voir ’exercice 5.54.

La preuve du théoreme 5.46 dépasse le cadre de ce cours. Pour illus-
trer certains outils d’analyse fonctionnelle, nous allons juste montrer que
—A + V n’a qu'un nombre fini de valeurs propres en dimension d > 5
lorsque V € L%/ 2(R%), mais par un raisonnement par I’absurde basé sur la
convergence faible, qui ne fournit aucune estimée explicite du nombre de
valeurs propres. Nous nous placons en dimension d > 5, car I’hypothese que
V € LY2(R?) implique que D(—A 4+ V) = H*(R?), ce qui simplifie 'ar-
gument. Nous utilisons 1'inégalité de Sobolev dans les espaces LP(R?), qui
n’est pas contenue dans le théoreme A.10 et que nous admettrons ici [Bre94].
Pour une estimée moins bonne que (5.29) mais valable pour tout d > 3, voir
I’exercice 5.57 plus bas.

Preuve de la finitude du spectre négatif en dimension d > 5. Par ’absurde,
supposons que —A+V possede une infinité de vecteurs propres v, € H? (Rd)
formant un systéme orthonormé dans L?(R?), de valeurs propres —\, < 0.
Alors nous avons v, — 0 et

—Av, + Vo, = — A, vy,
que nous réécrivons sous la forme
(=A 4+ \p)v, = =V,

Comme V est infinitésimalement (—A)-borné (théoréme 3.5), nous avons
par exemple

1
Vonll < 5 1Av[l + Cllvall
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qui implique que v, est bornée dans H?(R%), donc que v, — 0 dans L*(R%)N
L%(Rd), par 'injection de Sobolev (théoréme A.10). De plus, nous avons
vp, — 0 fortement dans LIQOC(Rd). Nous voulons en déduire que v, — 0 dans
L?(R%), ce qui sera une contradiction avec le fait que ||v,|| = 1.
Supposons d’abord A, > 0 pour simplifier. Alors —\,, ¢ o(—A) et nous
en déduisons
v = —(=A+ X)W, (5.30)

Nous allons ensuite utiliser le fait que I'opérateur (—A)~!'V est compact,
ce qui donnera v, — 0, la contradiction recherchée. La compacité ne suit
pas du théoréme 5.17 car p + (|p|? + ;) ! n’est pas dans L¥?(R). Nous
devrons donc argumenter comme a la remarque 5.19. Nous utiliserons en fait
I'information supplémentaire que v, est bornée dans H 2(]Rd), ce qui nous
rameéne & plutot étudier (—A)~1V (1 — A)~L.

Mais avant, cherchons une estimée indépendante de \,,. L’équation (5.30)
peut se réécrire sous la forme

v (2) = Gy, * (Vop)(z)

ol G, est la transformée de Fourier inverse de k — (21)~%2(\, + [k|?)~,
qui peut s’exprimer par la méme formule que (A.24) par

_ 1 2oL dt C
Gy, (z) =2 d/2|w|“/o o—tA21al g < |x|dd*2 = Go(z),  (5.31)
2

ot Cy = 2742 fo e~ 1t=%/2 dt est la constante obtenue pour A, = 0. Nous

voyons donc que

U] < Go * V| = (=A)"HV| |ug]. (5.32)
Si A, = 0, nous pouvons écrire

vp = lim(—A +¢) " ev, — Voy,)
e—0

ce qui fournit la méme inégalité (5.32). Dans tous les cas il suffit de montrer
que le terme & droite de (5.32) tend vers 0 dans L?(R%) pour en déduire la
méme convergence pour v, et conclure la preuve du théoreme.

L’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev (5.17) mentionnée plus haut a
la remarque 5.19 implique que

=27 V] ol gy = C |12 5 V] o]

<C|vel,

3 (a)

(5.33)
et il suffit donc de montrer que le terme de droite tend vers 0. On peut aussi
obtenir (5.33) en utilisant l'injection de Sobolev critique Wt (RY) —
L?*(R%) qui s’énonce sous la forme

£l z2ray = CIALI

L2(Rd)

(5.34)

_2d_
d+1 (R4)
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en dimension d > 4 et est équivalent a (5.17). En conclusion, il faut montrer

2d
que Vv, — 0 fortement dans L3+ (R?), c’est-a-dire que

lim [ |V (x)| @ |on ()| 7 da = 0. (5.35)

n—oo Rd

. 2d . N == . 2d , dtd o
Ici, |V|@+1 appartient a L 1 (R?) et la suite |v,|#+1 est bornée dans L @ (R?),
donc admet des sous-suites faiblement convergentes dans cet espace. En
général, les suites faiblement convergentes se comportent tres mal avec les
puissances, mais ici nous pouvons utiliser la convergence forte locale de v,

loc
seule limite faible possible des sous-suites vaut 0 et donc

2d d+d
dans L2 _(R%), qui implique que |v,|@+i — 0 fortement dans L2 (RY). La

|Un|% -0 faiblement dans L%(Rd)-

Ceci démontre bien (5.35) et termine la preuve qu’il y a un nombre fini de
valeurs propres négatives ou nulles, en dimension d > 5. 0

Nous fournissons plus bas a l’exercice 5.57 une preuve plus longue, mais
pas beaucoup plus difficile, d’'une estimée quantitative sur le nombre de
valeurs propres négatives, qui est toutefois un peu moins bonne que (5.29).
L’idée est la suivante. On part de I’équation (5.30) (qui était déja la relation
clé de la preuve précédente) qu’on multiplie par la fonction |V['/2. Ceci fait
naturellement apparaitre ’opérateur auto-adjoint compact positif

Kp =V (2)|'*(=A+E)"V ()2

En supposant V' < 0 pour simplifier, on montre alors & ’exercice 5.57 que u
est une fonction propre de —A + V' de valeur propre A < 0, si et seulement
si [V]'/2u est une fonction propre de K_y de valeur propre 1. Comme, de
plus, les valeurs propres de K g sont continues et décroissantes par rapport a
E, ceci permet d’estimer le nombre de valeurs propres négatives de —A+V
par le nombre de valeurs propres supérieures a 1 de Ky :

rang (1)_c0)(—A +V)) < rang (11, 100/(K0)) (5.36)

(faire un dessin). Cette technique, due a Birman et Schwinger, permet donc
de ramener I'étude du spectre de 'opérateur non borné —A + V a celle
de Popérateur compact Ko = |V (x)|Y2(=A)~"HV(z)|'/2, qui a une forme
proche de celle des opérateurs étudiés a la section 5.2.1. La derniere étape
consiste & estimer le terme a droite de (5.36). On peut par exemple com-
mencer par la borne

rang (]1[1;+oo[(Ko)) < ZAJ'(KO)”
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pour un entier n bien choisi de sorte que la somme a droite converge. Comme
expliqué plus bas a ’exercice 5.57, un calcul de la somme permet de montrer
I'inégalité

v n/2 174 n/2
rang (]l]—oo,O](_A + V)) < C’/ / V(=) |2 d(E/)‘ dz dy
Rd JRd |l’ — y| ( n)

! n
SOV gy (537

ou n est le plus petit entier strictement supérieur a d/2. Méme quand d

est pair, il se trouve que l'intégrale double a droite de (5.37) diverge pour

n = d/2, ainsi que la constante C’. C’est ce qui empéche de prendre n = d/2.
La preuve de Cwikel consiste elle & montrer directement que

N
1
\V/N Z 1, W E )\J(KO) S C ||VHLd/2(Rd)’
Jj=1

ol les valeurs propres \;(Ky) sont ici ordonnées de facon décroissante. Ceci
implique alors le résultat en prenant, N = rang (]1[1;+oo[(K0))~

L’inégalité (5.29) appartient & toute une classe tres importante d’es-
timées concernant les valeurs propres négatives des opérateurs de Schrodin-
ger, communément appelées inégalités semi-classiques ou inégalités de Lieb-
Thirring, du nom de leurs deux inventeurs [LT75, LT76, LS10] (voir le
théoréme 5.52 plus loin). Le caractere semi-classique provient du fait que le
terme & droite de (5.29) est exact & la limite semi-classique. Plus précisément,
nous allons montrer a la section suivante que si on dilate le potentiel V(x)
en V(ex) avec € — 0, de sorte qu’il devienne essentiellement constant loca-
lement, alors

lim = rang (1) o g)(— A+ V(e2)) ) = S R 5.38
lim &% rang (1} oo g (ex) =A@ e (x)2dzx.| (5.38)

Ainsi, pour un potentiel sous la forme V(ex) avec V € L¥2(R%), le nombre
de valeurs propres se comporte comme ¢ & la limite ¢ — 0, en dimension
d > 3. Clest aussi la raison pour laquelle (5.37) est une bien moins bonne
estimée, car le terme de droite diverge trop vite quand n > d/2.

5.5 Un peu d’analyse semi-classique*

L’objectif de cette section est de déterminer plus précisément le compor-
tement des valeurs propres de 'opérateur —A + V(ex) a la limite ot € — 0.
Apres une dilatation de x d’un facteur e, ceci revient a étudier I'opérateur
—&2A + V(z), ol le caractére semi-classique est maintenant plus transpa-
rent. Comme nous travaillons dans un systéme d’unités ot #? = 2m, nous
préférons changer ’échelle de variation spatiale € du potentiel extérieur V,
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plutot que la constante physique A. Dans la premiere section nous com-
mencons par le cas ou V' est constant et ol on travaille sur un cube, ce qui
sera ensuite utile pour le cas de tout espace R% avec un potentiel variable.

5.5.1 Valeurs propres du Laplacien dans Q2 ¢ R?

Nous avons vu aux exemples 5.23 et 5.25 que les valeurs propres des
Laplacien de Dirichlet et de Neumann sur un cube quelconque C' C R?
valaient

U((_A)Dlr |C|2/d Z kj >1

7=1
et
2
o((-8) = E_:""" b=
ot |C'/? est la longueur de Paréte du cube, lorsque |C| désigne le volume de

ce dernier. La différence entre les deux spectres devient négligeable lorsqu’on
regarde un grand ensemble de valeurs propres, par exemple si on compte le
nombre de valeurs propres inférieures a un niveau E et qu’on prend la limite
E — +oo.

Lemme 5.47 (Asymptotique de Weyl pour un hypercube). Soit C' C R?
un cube de taille arbitraire et

NDir/Neu(-Ea C)

le nombre de valeurs propres du Laplacien de Dirichlet/Neumann, inférieures
strictement a E, comptées avec multiplicité. Alors il existe une constante
universelle K = K(d) (ne dépendant que de la dimension), telle que

s
d(2m)¢

NDir/Neu(E7 C) -

Ed/2|0\‘<K )( 1+|C)TE L). (5.39)

Démonstration. Apres dilatation et translation, il suffit de montrer le résultat
pour le cube unité C' =)0, 1[%. Le nombre de valeurs propres de Dirichlet
strictement inférieures & E est égal au nombre de vecteurs k = (ki, ..., kq) €
(Z3)? tels que |k[> = Y7_, k? < Ex~2. Soit Cy, = []0_,]k; — L, k;[ le cube
dont k est a I'extrémité droite supérieure (en dimension 2). Ces cubes sont
tous inclus dans l'intersection de la boule de rayon v E /7 avec {(z1, ..., z4) :

x; > 0} (Figure 5.2). Comme cette région est de volume

i
2 B0, VE/™)| = gl
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0 VE/x 0 \/E’/W

FIGURE 5.2 — Les k € (Z.)? qui fournissent toutes les valeurs propres |k|?
des Laplacien de Dirichlet (gauche) et Neumann (droite) a lintérieur du
disque de rayon E /72

nous avons
ST

~ d(2m)d

De la méme facon, pour le Laplacien de Neumann il est naturel d’introduire
les cubes C}, = H;l:l]kj, kj + 1] dont k est a 'autre extrémité, et on trouve
par le méme argument

s

d/2
@it

NNeu(Ea C) Z

La différence entre le nombre de valeurs propres des deux opérateurs est
égale au nombre de k € (Z )¢ dont au moins une des composantes s’annule,
c’est-a-dire

NNeu(Eu C) - NDir(Ea C)

d
=49 (k1. kq) € (Z1)" = [[ k=0, |k < VE/x*
j=1

D’apres l'estimée précédente sur le Laplacien de Dirichlet, le nombre de
vecteurs k = (ki,...,kg) qui ont exactement ¢ composantes non nulles est
majoré par E‘/2. Donc

%
—
Nl

Nxea(E,C) — Now(E,C) < KS E: < K (1 + Ed;) ,

I
o

ce qui termine la preuve. O

Le lemme 5.47 précise que pour tout cube fixé C, le nombre de valeurs
propres sous E a un comportement en E%42 & la limite E — oo. De facon
équivalente, si nous fixons un niveau d’énergie F et faisons grandir le cube,
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le nombre de valeurs propres sous F se comporte de fagon proportionnelle au
volume. Il se trouve que ces comportements sont universels et n’ont rien de
spécifique aux cubes. Le résultat suivant, dia & Weyl [Wey12], est un premier
pas vers la compréhension du spectre des opérateurs de Schrodinger avec des
méthodes semi-classiques. Nous nous restreignons au Laplacien de Dirichlet
pour simplifier.

Théoréme 5.48 (Asymptotique de Weyl pour un domaine €2 quelconque).
Soit Q C R un ouvert borné dont la frontiére est de mesure négligeable, au
sens ou

lim (992 + B(0, ¢)| = lim Hx eR? : d(z,d0) < a}] ~0. (5.40)
Soit
NDir(Eaﬂ)

le nombre de valeurs propres du Laplacien de Dirichlet sur ), inférieures
strictement a E, comptées avec multiplicité. Alors

. NDir(Ea Q) ’Sd71|
lim =
E—+o0 Ed/2 d(271‘)d

Q. (5.41)

Pour un domaine dont la frontiere est réguliere (par exemple C1), le
volume de (5.40) sera d’ordre €, au quel cas la preuve ci-dessous fournit une
estimée quantitative (non optimale) pour tout E.

De facon équivalente, nous pouvons dilater le domaine 2 d’un facteur £
a FE fixé, ce qui donne

. d—1
L Now(B, ) _ s

d
E3|Q). 5.42
(e M iz 219 (542)

Démonstration. La preuve repose fortement sur le principe de Courant-
Fischer et les comparaisons de formes quadratiques, comme vu a la sec-
tion 5.4.1. Elle est issue de [RS78, Sec. XIII.15]. Considérons un pavage du
plan par des cubes de coté e, c’est-a-dire

d
eC = H[é‘kj,&(kj + 1)[, kj e 7.
j=1

Dans chacun des cubes qui sont strictement a l'intérieur de ) (Figure 5.3),
nous pouvons considérer les vecteurs propres du Laplacien de Dirichlet a
I'intérieur de ce petit cube, dont la valeur propre est strictement inférieure
a E. Ces vecteurs propres sont dans H&(Q) Le spectre du Laplacien de
Dirichlet est le méme dans chacun de ces cubes, par invariance par transla-
tion. Dans 'espace W engendré par tous ces vecteurs, la forme quadratique
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est diagonale par blocs, car deux vecteurs dans des cubes différents sont
orthogonaux puisqu’a support disjoint. Ainsi, nous avons

q—ny(v) = / |Vo|? < E/ |v|?, Vv e W.
Q Q
Par la formule de Courant-Fischer (5.22), nous en déduisons que
faimw) (—A) < E.
Le nombre de valeurs propres inférieures a F dans () est donc
Npir(E, Q) > dim(W) = Npi,(E,eCy) x #{k € Z¢ : C), c Q}.

Les cubes qui intersectent {2 mais ne sont pas a l'intérieur sont au plus a
distance ev/d du bord, de sorte que

Q] > el {k e 28 : «Cp C Q} > |Q| — |09 + B(0,eVd)|.

En utilisant (5.39) nous en déduisons que

Now(E, Q) > s°77]
Dir ) - d(27r)d

B2 (1] - 09+ B(0,eVd)|) +0 (=BT ).

Pour un domaine € régulier, lerreur est d’ordre e %2 4+ E(d=1/2¢=1 ce qui
suggere de prendre ¢ = E~Y4 Dans le cas général, il n’est pas possible
d’exhiber un e concret, mais nous pouvons toujours faire tendre € — 0 tres
lentement ou, ce qui revient au méme, prendre d’abord £ — oo puis ensuite
€ — 0. Nous trouvons dans tous les cas

. . NDir(E7 Q) ‘Sdil,
>
bminf —=piz— 2 J@nd

2.

Pour obtenir I'estimée opposée, nous considérons cette fois I’ensemble
de tous les petits cubes €C) qui intersectent ). Dans chacun des eCj,
considérons toutes les fonctions propres du Laplacien de Neumann, dont la
valeur propre correspondante est strictement inférieure a E. Ces fonctions
sont dans H'(eC},), donc bien dans L?(R?) mais pas dans H'(R%). De fagon
similaire & précédemment, ’espace W’ engendré par toutes ces fonctions est
de dimension

dim(W’) = Nxeu(E,eCr) x #{k € Z¢ : eC, NQ # 0}
ST

= d(2n)

E/? (|Q| +109 + B(0, g\/&)|) +0 (s—dE%) .

Maintenant, pour tout v € H}(£2), nous avons

Vo2 = / IVol2.
/;2 Z eCrLN

eCLNQAD
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0 Ck Q §Ck

H

[ s
{ D ,

FI1GURE 5.3 — Preuve du théoreme 5.48 : on utilise les fonctions propres de
tous les petits cubes C}, inclus dans 'ouvert €2 comme fonctions tests pour
le Laplacien de Dirichlet sur €2, ce qui fournit une borne supérieure sur ses
valeurs propres (donc une borne inférieure sur Np;i(F,€)). Puis on utilise
toutes les fonctions propres des cubes qui intersectent 2 avec la condition
de Neumann, ce qui fournit une borne inférieure sur les valeurs propres dans
le domaine  (donc une borne supérieure sur Npi(E, §2)).

N

Si v est dans (W’')* N H}(Q), nous avons par le théoréme spectral

/ Vo2 > E/ W (5.43)
eCLNQ eCrNQ

pour tout k, car vc, est orthogonal a tous les vecteurs propres du Laplacien
de Neumann de valeur propre < FE, dans £C}. Ainsi,

/Q Vol? > E/Q v, Yo € HY(Q) n(W')*+

ou encore

inf / |Vo|]? > E.
veHYNWHL Jo
flvll=1

Par la seconde formule de Courant-Fischer (5.23), ceci montre que
paimw) (=8) = E,
car (H(Q)N (W')J-)J' = W'. Ainsi,
Npir(E, Q) < dim(W'),
ce qui termine la preuve du théoreme. O

De cette preuve on pourra retenir que les conditions de Dirichlet sont tres
utiles pour obtenir des bornes supérieures sur les valeurs propres, puisque
toute fonction dans H}(A) est dans H}(B) quand A C B. A Dinverse, les
conditions de Neumann servent & obtenir des bornes inférieures sur les va-
leurs propres. L’utilisation de ces deux opérateurs “en tandem”, s’appelle
en anglais la méthode du Dirichlet-Neumann bracketing.
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Remarque 5.49. Pour un ouvert régulier, notre preuve fournit [’estimée

Sdfl 4 1
Npie(E, Q) = C‘l(%)LEd/ﬂm + O (Ez 4)

qui n’est pas optimale. Le terme suivant du développement est d’ordre |3Q\E%
sous certaines conditions [lurl6].

Remarque 5.50 (Peut-on entendre la forme d'un tambour?). Une ques-
tion naturelle est de se demander si on peut retrouver le domaine Q (a
isométries de R prés) a partir de la fonction E — Npi(E, Q). Comme
E — Npi(E,Q) est la fonction de comptage des valeurs propres du Lapla-
cien de Dirichlet, c’est équivalent a se demander si on peut retrouver 0 a
partir du spectre de (—A)pi, une question célébre posée par Mark Kac en
1966 [Kac66]. La réponse a cette question est en général non, en dimension
d>2.

5.5.2 Limite semi-classique pour —A +V

Voici maintenant un résultat qui fournit en particulier la limite semi-
classique (5.38) énoncée plus haut, en toute dimension.

Théoréme 5.51 (Limite semi-classique des valeurs propres négatives). On
suppose que d > 1. Soit V€ CO(R%,R) (continue a support compact) et f
une fonction positive a support dans l'intervalle | — 00, 0], qui est continue
par morceaux. Alors on a

e—0 e—0

(5.44)

im &% (= EX = imi 2 EX T
1 ;f(xj( A+ V() =1 (Qﬂ)d//RdXRdf(\p] + V(ex)) dpd

ot les Aj(—A+V(ex)) sont toutes les valeurs propres négatives ou nulles de
Vopérateur —A + V (ex) auto-adjoint sur H?(R?), qui sont répétées en cas
de multiplicité.

L’intégrale & droite de (5.44) est finie car V est bornée et f est bornée
localement, de sorte que A\;j(—A + V(ex)) > —||V_| e~ et

//Rded F(lpP? + V(2)) dpde < C//RdXRd 1(|p* + V(z) < 0) dpda
=C L, (/W]l(\JOI2 < V(z)-) dp) dx

Sd—l d
= w V(z)2 dx
R4
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o C = Sup_jy._|,e<z<o|f(2)]- En particulier, si nous prenons f(z) =
1g- (x), nous obtenons exactement la limite (5.38).

La convergence (5.44) exprime le fait que lorsque € — 0, les observables
quantiques f(—A+V (ex)) convergent vers leur équivalent classique f(|p|? +
V(ex)) sur I'espace des phases R? x R?, voir la section 1.6.5. En effet, la
somme a gauche de (5.44) est (formellement) égale & la trace de 'opérateur
f(=A + V(ex)), de sorte que (5.44) peut se réécrire

Tr f(— A+ Viex)) o (271r)d //Rded f(\p!2 + V(ex)) dadp

ol —iV a été remplacé par la variable classique p et la trace devient une
intégrale sur I’espace des phases, multipliée par (27r)*d.

Selon la dimension d, la convergence (5.44) est vraie pour des classes plus
grandes de potentiels. Par exemple, en dimension d > 3, on peut se contenter
de supposer que V e LY 2(]Rd). Par ailleurs, 'hypotheése que V' est continue
est bien trop forte. La preuve ci-dessous fonctionne sous la condition que
V' puisse étre approchée par le dessous et par le dessus par une suite de
fonctions étagées, dans LY2(RY).

Démonstration. Posons V.(xz) = V(ex). Nous écrivons la preuve d’abord
dans le cas ou f(z) = 1(z < 0), auquel cas nous devons prouver que le
nombre N(0,V;) de valeurs propres négatives de l'opérateur —A + V. se
comporte comme

§d-1 d
(27715)d//]gd><]gd ]l(’p|2 < —V(x)) dpdxr = d(27T€)’d /Rd V(x)? dz.

La démonstration est exactement la méme que celle du théoreme 5.48 et nous
nous contentons d’en donner les idées principales. Considérons un pavage de
RY avec des cubes {{C},cz¢ de volume ¢4, ot 1 < £ < 71, par exemple
¢ = e71/2. Dans chacun de ces cubes, la fonction = — V (ex) varie trés peu
(si elle est dérivable, sa dérivée est d’ordre € sur un domaine de taille ¢
avec e — 0). Nous allons donc remplacer V (ex) par une fonction constante
dans chacun des cubes en prenant soit son maximum sur le cube, soit son
minimum.

Considérons d’abord tous les cubes ¢C} inclus dans le support de V; (de
fagon équivalente, e¢Cy est dans le support de V') et prenons ’espace en-
gendré par les fonctions propres du Laplacien de Dirichlet sur chaque cube
{C},, dont les valeurs propres sont strictement inférieures a —maxyc, Ve =
—max.c, V. Ces fonctions forment un espace sur lequel la forme quadra-
tique associée a —A + V(ex) est négative, ce qui prouve que le nombre de
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ses valeurs propres négatives est au moins égal a

> Now <— max V/ ka)

elC, Csupp(V)
> M E |elC| | —max V
~ d(2me)d ek SO
elC Csupp(V)

-k Y (1+£d*11%%x|w%).
elCy, Csupp(V) ek

[SI[oH

+

Nous avons utilisé ici I'estimée (5.39) sur Np;(E,C). Le premier terme est
. . d/2
une somme de Riemann qui converge vers fRd V,/ alors que le second est
un O(e~4~1).
Pour avoir une borne dans ’autre sens, on écrit comme dans la preuve
du théoreme 5.48

/Rd\wuvyv\?z 3 /w Vol? + Valo]?
k

£Cy,Nsupp(V2)#40

> Vol|? — <minV> / v|%.
> > [ e () [

€Cynsupp(Ve)#0 ¢

L’utilisation des fonctions propres avec condition au bord de Neumann sur
chacun des cubes ¢CY,, dont les valeurs propres sont inférieures & (mingsc, V') _
et de 'inégalité (5.39) fournit une borne supérieure sur le nombre de va-
leurs propres négatives, qui permet de conclure la preuve du théoreme pour
f(z) = 1(z <0).

Si on prend maintenant f(z) = 1(x < a) avec a < 0, il faut estimer le
nombre de valeurs propres inférieures & a de —A + V., qui est bien str égal
au nombre de valeurs propres négatives de —A 4 V. — a. Le potentiel V. —a
ne tend pas vers 0 a 'infini, ce qui ne joue aucun role ici (le spectre essentiel
commence & —a > 0). La preuve précédente montre alors que la limite (5.44)
est valable pour f(z) = 1(z < a) avec a < 0.

Par différence, nous obtenons la limite pour f(z) = 1(a < x < b) ou
b < 0. Comme V € L®(RY), I'opérateur —A + V. a son spectre inclus
dans [—[|V|| o (ra), +00[. Seule la restriction de f a [—[|V|| oo (ra); 0] importe
donc pour la limite (5.44). Or, toute fonction continue par morceaux peut
étre approchée par le dessous et le dessus par des fonctions étagées, pour
lesquelles la limite a été démontrée. Un argument par densité permet de
conclure la preuve. O
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5.56.3 Inégalités de Lieb-Thirring

La convergence (5.44) dans le cas ou f(z) = x_ concerne la somme des
valeurs propres négatives :

> A+ V)|~ (271r)d //RR (Ipl* + V (h)) _ dpda
2 Sd—l d
= (%h)'ddw /Rd Vie) 2 de.  (5.45)

Il semble alors naturel de se demander quand il existe une borne universelle
sur la somme des valeurs propres, en fonction de fRd V(x)l_+d/ 2 dx, de la
méme fagon que nous avions la borne universelle (5.29) sur le nombre de
valeurs propres. C’est la céléebre inégalité de Lieb-Thirring, qui a joué un
role fondamental dans la compréhension mathématique du comportement
de la matiére fermionique dans la limite d’un grand nombre de particules,
c’est-a-dire la stabilité de la matiere ordinaire [LT75, LT76, Lie90, LS10].

Théoréme 5.52 (Inégalités de Lieb-Thirring). Soit V € L7t42(R% R) en
dimension d > 1, avec
>1/2 sid=1,
y¢>0 std=2,
>0 sid> 3.
Alors il existe une constante universelle Crr (v, d) telle que les valeurs propres

négatives ou nulles de 'opérateur —A+V auto-adjoint sur H*(R?) satisfont
Uinégalité

SNV < Gt [ V@ | (sa0)

ou V(z)- = max(0,—V(x)) > 0 est la partie négative de la fonction V.

Le cas v = 0 est I'inégalité CLR (5.29) du théoréme 5.46. Pour la preuve
du théoreme 5.52, voir [LT76, LS10]. Une conjecture célebre de [LT76] énonce
que la meilleure constante dans I'inégalité (5.46) vaut

2 2|Sd71‘
Crr(l,d) = (@n)idd+2)

en toute dimension d > 3.
Exercices complémentaires

Exercice 5.53 (Laplacien discret). Dans lespace de Hilbert = (*(Z%) des suites x =
(x(k))kezd, on introduit l'opérateur de dérivation discret dans la direction e; par

(D;x) (k) = x(k + €;) — z(k).
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1. Montrer que Dj est un opérateur borné sur $). Quel est son adjoint ?

On introduit alors l'opérateur Laplacien discret défini par

d
L= D;D,
j=1

c’est-a-dire
d

(Lx)(k) = 3 20(k) — a(k + ¢;) — alk - ¢;).

j=1

o

Montrer que L est auto-adjoint et que son spectre est inclus dans [0, 00).
8. On considére Uisométrie U : § — $' = L*(]0,1[%) définie par

Ux = Z x(k)e* ™,

kezd

Donner une interprétation de U.
4. Calculer UD;U™ et ULU" et en déduire le spectre de Dj; et L. Ont-ils des valeurs
propres ?

On montre maintenant sur un exemple, issu de [RS78, Sec. XIII.}], l'importance de
la condition que les opérateurs sont auto-adjoints, dans la théorie de Weyl sur la stabilité
du spectre essentiel par perturbations compactes.

On se place en dimension d = 1 et on note S = D + 1 le décalage a gauche. On
considére opérateur défini par (Bx)n = donx1, ¢’est-a-dire B = |00)(01].

5. Vérifier que B est compact.
6. Montrer que le spectre essentiel de l'opérateur S — B est tout le disque unité fermé.

Exercice 5.54 (0aisc(—A + V) est fini lorsque V € L (R4, R), d > 1). On suppose que
V' est une fonction bornée a support compact, inclus dans la boule B(0, R) de rayon R, en
dimension d > 1.

1. Rappeler pourquoi —A +V est auto-adjoint sur H*(R?).

2. Considérons le Laplacien de Neumann (—A)Neu et Uopérateur

(_A)Neu + \%4

sur la boule B(0, R). Rappeler pourquoi cet opérateur est a résolvante compacte et en
déduire qu’il admet un nombre fini de valeurs propres négatives.
3. Déduire de linégalité

/Rd|Vu(m)\2d1’+/Rd V(;r:)|u(x)|2dx2/B(O,R) |Vu(w)|2dﬂc+/ V(@)|u()[? do

B(0,R)
qu’il existe un espace W C L* (Rd) de dimension finie tel que
g-at+v(v) >0, pour tout v € W,
4. Conclure que —A +V admet un nombre fini de valeurs propres négatives.

Exercice 5.55 (Etude d’un opérateur avec potentiel Coulombien). Soit p une mesure
bornée signée sur R® & support compact, et W un potentiel & valeurs réelles, tel que
W € LP(R® R) pour un 2 < p < oo.
1. Montrer que l'opérateur
1
H::—A—i—,u*ﬁ—i—W (5.47)
x
est auto-adjoint sur D(H) = H*(R®) C $ = L*(R?).
2. Montrer que gess(H) = [0, +00].
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3. Si ,u(]R3) < 0 et2 < p< 3, montrer que H posséde une infinité de valeurs propres
négatives, qui s’accumulent en 0.

4. Si w(R3) > 0 et W_ € L32(R?), montrer que H n'a qu’un nombre fini de valeurs
propres négatives ou nulles.

5. On suppose p(R®) = 0 et [ x du(z) = 0. Donner le comportement & Uinfini de pux|x| ™"
et en déduire que st W_ € L3/2(]R3), H n’a qu’un nombre fini de valeurs propres
négatives ou nulles.

6. Que dire lorsque pu(R*) =0 et [, xdu(z) #£0?

Exercice 5.56 (Comportement du Laplacien de Robin & la limite § — 17). On considére
la réalisation auto-adjointe du Laplacien Arob,ou = —u"" avec la condition au bord de
Robin

D(ARob,s) = {u € H*(]0,1[) : cos(mf)u(1) + sin(wh)u’ (1) = 0,
cos(m8)u(0) — sin(w6)u’(0) = O}.

comme étudiée auzx sections 2.8.2 et 8.2.3. On appelle \1(0) < A2(0) < --- les valeurs

propres ordonnées de Agrob,o, Tépétées en cas de multiplicité.

1. En utilisant la formule de Courant-Fischer, montrer que 6 — X\1(0) est continue et
strictement décroissante.

2. Montrer que M\ (1/2) = 0 et en déduire que A1(0) > 0 pour tout 6 € [0,1/2], et que

M (0) < 0 pour tout 6 €]1/2,1[. Enoncer une inégalité de Poincaré pour la forme

quadratique de Robin lorsque 6 € [0,1/2].

Montrer que A1(0) — —oo et A2(0) — —oco quand 6 — 1.

4. Montrer que w®> # 0 est une valeur propre du Laplacien de Robin As (de fonction
propre ae™® + Be™ ™ qvec o, B bien choisis) si et seulement si

o

(005(71'9) +iw sin(ﬂ@)) Zew = ( cos(mf) — iw sin(7r9)) 2671‘“).

Montrer que 0 est une valeur propre uniquement pour 8 = 1/2 et pour § = 1 —
n~ tarctan(1/2) ~ 0,85. Que se passe-t-il quand § — 1~ ?

La courbe de la figure 5.4 représente les trois premiéres valeurs propres en fonction de 6
alors que celle de la figure 5.5 représente la troisiéme fonction propre pour diverses valeurs
de 0.

Exercice 5.57 (Une estimée moins bonne que (5.29)). On suppose que V € L?(R?) et
que d > 3. L’objectif est de prouver une estimée sur le nombre de valeurs propres négatives
de (la réalisation de Friedrichs de) Uopérateur —A + V.

1. En utilisant le principe de Courant-Fischer (5.22), montrer que le nombre de valeurs
propres négatives de —A+V ne peut qu’augmenter lorsqu’on remplace V (x) par sa par-
tie négative =V (z)—, ot a— := max(—a,0). De cette fagon, on peut toujours supposer
que V <0, ce que nous faisons dans toute la suite.

2. On considére ensuite ’opérateur

Kp = |V(@)|"*(=A + B) |V ()[/*

En utilisant les mémes arguments que pour le théoréme 5.17, vérifier que Kg est bien
défini sur le domaine D(Kg) = CZ(R?) C L*(RY), pour tout E > 0, et qu’il est
symétrique positif.

3. Montrer que Kg posséde un noyau intégral kg (z,y) > 0, c’est-a-dire tel que (Kgu)(z) =
Jra kE(2,y) u(y) dy pour tout u € C*(R?) (donner sa formule explicite), et calculer sa
limite k‘o = liIIlEA,OJr kE.
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20

FIGURE 5.4 — Tracé des trois premieres valeurs propres A;(0) < Aq(0) <
A3(0) du Laplacien de Robin sur l'intervalle |0, 1], en fonction de 6 € [0, 1].

o
015 yah s
10
010 1o
005 o8
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o 04 06 08 10 08
005 04
\

02 04 08 08 10

FIGURE 5.5 — Tracé de la troisieme fonction propre du Laplacien de Robin
sur l'intervalle |0, 1[ pour § = 0.7, pour 6 = 0.97 et & la limite 6 — 1~.

4. On admet Uinégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev [LLO1] qui stipule que

Hf * \$|_SHLP(W) <C ||f||L<I(Rd) (5-48)
lorsque
1 1 s
1<p,g<oo et 1+—-—=—-+-.
p g d
Montrer que K est borné sur D(Kg) = L& (R?) :
Vu € L?(Rd)y ||KEUHL2(Rd) <cC HUHLz(Rd) )

ot en plus C ne dépend pas de E € RY. En déduire que Kg est essentiellement auto-
adjoint pour tout E > 0, et que son unique extension, encore notée Kg, est définie
sur tout L? (Rd). Montrer que l’opérateur auto-adjoint Kg ainst obtenu est compact et
positif sur L?(R?). Dans la suite on note \;(E) ses valeurs propres (répétées en cas de
multiplicité) ordonnées de fagon décroissante.

5. En utilisant le principe de Courant-Fischer, montrer que les valeurs propres A;(E) sont
toutes continues et décroissantes par rapport & E sur RT.

6. Montrer que A < 0 est une valeur propre de la réalisation de Friedrichs de —A +V, si
et seulement si 1 est une valeur propre de K_», avec les mémes multiplicités.
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7.

10.

11.

En déduire que le nombre de valeurs propres négatives de —A + V' est inférieur au
nombre de valeurs propres > 1 de Ko :

rang (1)—c,0(—A +V)) < rang (11,400[(K0)).

Soit A un opérateur auto-adjoint compact positif sur LQ(Rd), qut est donné par un
noyau intégral positif k(x,y) > 0 appartenant & L, (R x RY). Montrer que pour tout
entiern > 1,

/ k(z1, x2)k(w2,3) - - k(2n, 21) dy - - - dan = Z Aj(A)" > rang (L1, 400((A)).
(RE)™ i>1

Calculer le terme de gauche pour k = ko.
En dimension d = 3, vérifier que l’on peut prendre n = 2 et obtenir

rang (1) co,0)(—A +V)) < C V- ||75/2s) (5.49)

G Uaide de (5.48).
Soitd > 1,0 < s < d et n un entier tel que d/(d — s) < n < 2d/(d — s). Montrer
l'tnégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev multi-linéaire

//mw B fz) (oa) - Fzn) doy -+ oy

_ :p2|5|$2 _ m3|5 o |$n71 _ l‘n‘sll‘n _ CUl‘S
F@) )" e
<cC = dxdy < C . (5.50
- Rd \/]Rd |;E — y‘n8+(277’b)d Tay = HfHLﬁ(]Rd) ( )

d
pour tout f € Lm(Rd,RJF). Pour cela, on pourra écrire la fonction intégrée a gauche
comme produit de n fonctions sous la forme

f(@1)f(22)
To — T3] 7T - [Ty — T | @ — @[T
f(@2) f(z3)
|21 — o| 7T |@g — 24| T T - @1 — T |7 @ — |7 T
f(an)f (1)
|21 — @o| 7T |2 — ws| 7T e |Tpg — @] 7T
et utiliser l'inégalité de Hoélder, suivie du fait que
SRS S C
ja| = o771 Jalrer e

n — 1 convolutions

On vérifiera bien que les hypothéses sur d, s et n garantissent la convergence de toutes
les intégrales.
En utilisant Uinégalité (5.50) avec s =d — 2 et d > 3, monirer que

()" 2V (y)"/2

Vv n
rang (1j_oo,0)(—A+V)) < C/Rd ey dedy < C' ||VHL (5.51)

g (rd)

pour tout entier n strictement compris entre d/2 et d.



Chapitre 6

Application : systemes a N particules, atomes
et molécules

Ce dernier chapitre est une petite excursion dans le monde des opérateurs
de Schrodinger décrivant N particules. Il s’agit d’un vaste sujet, tres impor-
tant d’un point de vue physique, pour lequel des questions d’apparence tres
basique sont parfois encore tres peu comprises d’un point de vue mathématique.
Nous mentionnons ici quelques résultats de recherche, actuelle ou moins
récente, sans toujours fournir toutes les preuves. Nous avons choisi de dis-
cuter un peu plus en détail du cas de N électrons dans une molécule dont
les noyaux sont des particules classiques.

6.1 Hamiltonien pour N particules, bosons et fermions

Dans cette section nous expliquons comment modéliser un systeme com-
prenant plusieurs particules, par exemple les N électrons d’un atome ou
d’une molécule.

Nous considérons donc un systeme de N particules identiques qui évoluent
dans R¢, sont soumises & un potentiel extérieur V et qui interagissent par
paires avec un potentiel w. L’énergie classique d’un tel systéme (en suppo-
sant m = 1/2 pour simplifier) est donnée par

N
E(z1,p1,xn,pn) = 3 o2+ Vi) + > w(z; — )
j=1 1<j<k<N

ou x; € R? et pj € R? sont respectivement la position et la quantité de
mouvement de la particule n” j. Nous supposons toujours que w est une
fonction paire et discuterons plus bas du type d’hypothése que nous voulons
pouvoir couvrir pour cette fonction. Le systeme quantique associé est posé
sur ’espace de Hilbert
H = L2 ((Rd)N, (C)
qui comprend des fonctions d’onde ¥(z1, ..., zy) avec interprétation que
o |U(x1,...,zn)|? est la densité de probabilité que la particule n° 1 soit
en x1, que la particule n° 2 soit en x9, etc;

201
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. ](I\l(pl, ...,pN)|? est la densité de probabilité que la particule n° 1 ait
une quantité de mouvement p1, que la particule n° 2 ait une quantité

de mouvement po, etc.

Comme pour ’atome d’hydrogene au chapitre 1, ’énergie de ce systéeme dans
I’état ¥ est donc donnée par la formule

N
\% 2
U :E 2 V(2,0 dzy---d
EV(¥) 2 /RdN |V, U(z1,...; xN)|" dy TN

+ Z / w(:l:]*fﬁk”\l’(xl,,x]v)ﬁdxlde
1<j<k<n /RN

qui est la forme quadratique associée & 'opérateur Hamiltonien

N
HY(N)=> —=Ag, + V() + > wlay — ), (6.1)
Jj=1 1<j<k<N

la quantification de 1’énergie classique E. Dans notre notation H" (N) nous
avons indiqué le potentiel extérieur V car celui-ci peut étre varié, par exemple
en fonction des expériences physiques réalisées, alors que l'interaction w
entre les particules est généralement une caractéristique de ces dernieres et
elle reste fixée dans I'étude.

Nous devons étudier I'opérateur HY (N) sur l'espace de Hilbert $ =
L2((RH)N,C). Cependant la situation est un peu plus subtile qu’il n’y parait.

En effet, I'interprétation que nous avons donnée de |¥ (21, ..., zn)|2 et | (py, ..

souleve des questions, puisqu’elle laisse entendre que nous pouvons mettre
des étiquettes sur les particules et savoir qui est qui a tout moment. En fait,
si nous observons les particules a deux moments différents il est bien str im-
possible de savoir quelle particule est allée ou, puisqu’elles sont exactement
identiques. Notre modélisation n’est donc pas adéquate et il faut la modifier
légerement.

Il faut que notre modele soit invariant par toutes les permutations des
numéros que ’on peut attribuer aux particules. Nous devrions donc tra-
vailler, non pas dans (R?)", mais plutét dans le quotient

RYY ) &N

sous l'action du groupe symétrique (r1,...,2N) = (T5(1); -+, To(n)) qui per-
mute les indices. Ce quotient a des propriétés topologiques que nous ne
mentionnerons pas et qui jouent un role important en dimensions d =

S pN)[?

1,2 [LMT77]. Nous allons plutot nous contenter de vérifier que notre modélisation
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est a chaque instant invariante sous 'action du groupe symétrique. Nous
avons adopté la méme stratégie pour I'invariance sous la multiplication par
un complexe de module un.

Nous désirons que |U(zy, ..., zn)[2 et |U(py, ..., pn)|? soient symétriques
par rapport aux échanges de leurs variables, afin que la numérotation des
particules ne joue pas de role. Mais par ailleurs nous devons travailler dans
un espace vectoriel, de par le formalisme de la mécanique quantique présenté
a la section 1.6. Ceci ameéne naturellement & deux contraintes linéaires pos-
sibles sur la fonction W : !

’ 2

e soit on travaille avec 'hypothese que ¥ est symétrique par rapport
aux échanges de ses variables, c’est-a-dire

\Il(xa(l)a ...,.%'U(N)) = \I/(a;l, ...,(I}N), Vo € Gy ; (62)

e soit on travaille avec ’hypothese que U est anti-symétrique par rapport
aux échanges de ses variables, c’est-a-dire

\I/(xa(l), ...,xJ(N)) = 6(0’) \I/(.Z‘l, ...,Z‘N), Vo € Gy (63)

ou (o) est la signature de la permutation o.

Ces deux contraintes impliquent que |¥|? et |¥|? sont symétriques, comme on
le désire et, par ailleurs, ce sont des contraintes linéaires qui imposent simple-
ment de travailler dans les sous-espaces fermés correspondants de L?((R?)V),
que nous noterons dans la suite

L2((RH)N,C) := {xy e L2 ((RHN,C) vérifiant (6.2) p.p.} (6.4)

et
L2(RYN,C) = {\IJ € L2((RHYN,C) vérifiant (6.3) p.p.} (6.5)

et qui seront bien siir munis de la norme habituelle de L?((R%)",C). De
fagon similaire, on peut définir les espaces de Sobolev H Zf /S((Rd)N ,C).

Le choix de la condition de symétrie ou d’anti-symétrie dépend du type
de particule étudié. Celles qui sont modélisées par des ¥ symétriques s’ap-
pellent des bosons, alors que celles pour lesquelles ¥ est anti-symétrique
s’appellent des fermions. Le modele standard nous apprend que toutes les
particules fondamentales composant la matiere sont des fermions (exemples :
électron, quark), alors que toutes les particules permettant les échanges
d’énergie sont des bosons (exemples : photon, gluon, Higgs).

Il est souvent commode de décrire des particules composites (compre-
nant plusieurs particules élémentaires) comme une seule entité, en fonction

1. En adoptant une vision plus topologique et en travaillant dans le quotient, on peut
voir qu’en dimension d = 1 et d = 2, il y a d’autres possibilités, décrites dans [LMT77],
mais pour lesquelles ¥ n’est plus vraiment une fonction.
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de I’échelle a laquelle étudie son comportement. Par exemple, lors de notre
étude de I’électron dans I’atome d’hydrogene, nous avons supposé que le pro-
ton était une particule classique et fixe. Nous pouvons aussi décrire ce dernier
de fagcon quantique, comme a ’exemple 1.29. Cependant, nous oublions ici
que le proton contient en fait trois quarks, et également qu’il existe des iso-
topes de I’hydrogene qui ont aussi des neutrons, eux-mémes étant composés
de trois quarks. Le modele choisi peut donc étre complexifié en fonction de
I’échelle a laquelle on étudie le systeme.

Pour une particule composite, la regle est que seul le nombre de fer-
mions compte pour déterminer son type. C’est un boson si le nombre de
fermions élémentaires est pair et un fermion sinon. Par exemple, les protons
et neutrons, qui sont composés de trois quarks sont des fermions. L’Hélium
4 (2 électrons, 2 protons et 2 neutrons) se comporte comme un boson alors
que 'Hélium 3 (2 électrons, 2 protons et 1 neutron), beaucoup plus rare
sur terre, se comporte comme un fermion. Cette regle est assez intuitive,
puisque si on regroupe les variables d’une fonction d’onde, et qu’on observe
le signe qui apparait lorsqu’on échange ces groupes de variables, on voit
immédiatement qu’il dépend seulement de la parité du nombre de variable
dans chaque groupe. 2

Tant que N est fini, il n’y a pas toujours de différence flagrante dans les
propriétés mathématiques entre les modeles fermioniques et bosoniques. Par
contre, le Hamiltonien H"Y (N) se comporte souvent de facon tres différente
a la limite N — oo selon s’il est restreint aux sous-espaces des fonctions
symétriques ou anti-symétriques. Les systemes bosoniques peuvent étre plus
instables que les systemes fermioniques lorsque le nombre de particules gran-
dit. Pour le cas Coulombien qui nous intéresse tout particulierement, seuls
les systemes fermioniques sont stables a la limite N — oo, ce qui explique
probablement pourquoi la matiere est composée de fermions élémentaires.

L’idée intuitive est que les bosons sont des particules tres sociables qui
aiment étre ensemble. Par exemple, on peut mettre toutes les particules dans
le méme état u € L*(R?) en prenant

Upgc(z1,..xn) = u(xy) - - u(zy)

qui s’appelle un condensat de Bose-Finstein. Ceci est impossible pour les
fermions. L’anti-symétrie de W est souvent appelée principe de Pauli et elle
implique, par exemple, que deux fermions ne peuvent jamais étre au méme
endroit. En effet, si ¥ est une fonction continue, on a

U (L1, ey @y ey Ty ooy xy ) = 0.

La question de comprendre I'implication mathématique du principe de Pauli

2. Par exemple, un systéme comprenant quatre fermions est décrit par une fonction
d’onde anti-symétrique ¥(z1, 22,23, 24) et comme ¥ (z1,x2, 3, 24) = ¥(x3, 24,21, 22) ON
trouve bien que les paires de fermions se comportent comme des bosons.
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sur la stabilité des systemes quantiques a la limite N — oo a beaucoup
occupé les mathématiciens ces dernieres années.

Alors que les électrons interagissent avec le potentiel de Coulomb (en
négligeant les forces faibles), les particules composites ont une interaction
complexe qui ne peut étre déterminée qu’empiriquement, puisqu’elle émane
de leur structure interne. Il est fréquent de la décrire par un potentiel d’inter-
action par paires w comme dans cette section. On suppose souvent dans ce
cas que w a la forme présentée a la figure 6.1, avec une assez forte répulsion
a lorigine et une faible attraction & l'infini. Pour les atomes I'attraction
décroit au plus comme —1/|2|8 qui est le potentiel de Van Der Waals, mais
elle peut décroitre plus lentement, par exemple si les atomes peuvent se po-
lariser. En tous cas, il est important que la théorie mathématique soit assez

flexible du point de vue des hypotheses sur les potentiels V' et w, qui ne sont
pas toujours connus exactement.

FI1GURE 6.1 — Forme typique de I'interaction empirique w pour des atomes.

Nous étudierons plus en détail le cas des électrons dans les atomes et les

molécules a la section 6.5. Dans 'approximation de Born-Oppenheimer, une
molécule comprend

e N électrons quantiques

e M noyaux classiques fixes, de charges 21, ..., z)s et situésen R, ..., Ry €
R3.

Les M noyaux induisent le potentiel de Coulomb extérieur
M z
Viz) = — o
( ) Z ‘l’ - Rm‘
m=1

qui est ressenti par les IV électrons du systéme. Par ailleurs, les N électrons
interagissent entre eux avec la répulsion Coulombienne

Z;

< Then |25 — k]
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qui correspond par conséquent a

Nous travaillons ici & nouveau dans un systéme d’unité ott e?/(4meg) = 2m =
1. Le Hamiltonien décrivant les IV électrons est donc

1
mol Z ij Z Z |5U] | Z I (66)

J=1 m=1 1<]<k<N| j — Tl

et il doit étre étudié sur L2((R?)Y, C) puisque les électrons sont des fermions.
Ici nous n’avons pas tenu compte de la répulsion Coulombienne entre les

noyaux
> o
1<f<m<M |[Be — R

car c’est une constante, tant que ces derniers restent immobiles. Il faut bien
str l'ajouter si on fait varier les positions des noyaux et que ’on compare
les énergies obtenues.

Il est assez surprenant que 'opérateur (6.6) décrive tous les atomes du
tableau périodique et toutes les molécules en allant de petits objets comme
la molécule d’eau H5O a des macro-molécules comme I’ADN. C’est I'une des
plus grandes réussites de la mécanique quantique. L’opérateur Hy,, dont la
formule tient sur une ligne est supposé décrire les comportements physiques
variés et complexes de tous ces objets. Il faut cependant tempérer un en-
thousiasme trop prononcé, car réaliser des prédictions concretes et précises
avec l'opérateur (6.6) se révele d’une extraordinaire difficulté, a cause de la
tres grande dimension de I'espace R3Y dans lequel agit cet opérateur.

FIGURE 6.2 — Pour la molécule d’eau, on a z1 = 29 =1, z3 =8 et N = 10.

6.2 Auto-adjonction

Dans cette section nous allons maintenant montrer que l'opérateur H" (V)
défini en (6.1) est auto-adjoint sur H? /s((Rd)N , C), sous des conditions phy-



Chapitre 6. Systemes a N particules 207

siquement tres raisonnables sur les potentiels V' et w. Nous travaillons en
dimension d > 1 quelconque. Malheureusement nous ne pouvons pas appli-
quer le théoreme 3.5 dans RV, Le potentiel total

N
V) + Y wlay — )
j=1

1<j<k<N

n’est dans aucun LP(R4Y) car il fait intervenir des fonctions qui ne dépendent
que d’une ou deux variables a la fois. Par ailleurs, 'utilisation de I'injection
de Sobolev en dimension dN nous ameénerait naturellement a utiliser ’espace
LAN/ 2(R¥N) qui a une tres mauvaise dépendance par rapport & N. La forme
tres spéciale de l'opérateur H V(N ) permet cependant de montrer 1’auto-
adjonction avec les méme hypotheses sur V et w que dans R?, donc de facon
totalement indépendante du nombre N de particules.

Rappelons que l'opérateur HY (1) = —A + V(x) est auto-adjoint sur
D(HY (1)) = H?(R?) lorsque V € LP(RY) + L*®°(R?), avec

p=2 sid=1,2,3,
p>2 sid=4, (6.7)
p:% sid>5,

(théoréme 3.5). Le résultat suivant signifie que H"Y (N) est auto-adjoint sur

Hz/s((Rd)N) pour tout N > 1, avec la méme condition.

Théoréme 6.1 (Opérateurs a N corps : auto-adjonction). On suppose que
V et w sont dans LP(RY, R)+L> (R4, R) avec p satisfaisant ’hypothése (6.7).
On suppose également que w est paire. Alors, pour tout N > 2, l'opérateur
HY(N) est auto-adjoint sur

H?*((RHN C) ¢ L2(RHN,C)  (pas de symétrie),
D(HY(N)) = { H2(RHYN,C) ¢ L2(RH)N,C)  (bosons),
H2(RHYN,C) ¢ LZ((RHN,C)  (fermions),

et son spectre est minoré dans chacun de ces trois cas.

Démonstration. L’opérateur —A est auto-adjoint sur H?((R%)Y), comme
nous l’avons vu au corollaire 2.42. Comme les sous-espaces HZ2((RY)N) et
H2(RH)N) sont fermés dans H2((RY)N) et qu'ils sont stables par —A, on
peut voir que —A reste auto-adjoint lorsqu’il est restreint & ces deux sous-
espaces. Simplement, I’équation (1 — A)¥ = & qui admet une unique so-
lution ¥ pour tout ® € L2((RH)N) vérifie ¥ € Hsz/a((Rd)N) des lors que
delL? /a((]Rd)N ) (Iécrire en Fourier). D’apres le théoreme 2.36, ceci montre
Pauto-adjonction de —A sur les deux sous-espaces HZ, ((R%)V), avec le
meéme spectre (exercice 6.2).
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Par le théoreme 3.1 de Rellich-Kato il suffit donc de montrer que cha-
cun des termes apparaissant dans la définition du potentiel total est infi-
nitésimalement (—A)-borné. Nous commengons par exemple par la fonction
V(z1) et calculons donc

||V(.T1)\I/||%2 :/ </ V($1)2‘\I/(:L‘1,.,.,g;N)|2dx1> ceedry
Rd R
< <€/‘ o / ‘Am\Ij(xlw"axN)‘le’l cdxy
R4 R4
+Cs/ / |\I/(-T1,---,.%'N)’2d$1"-diL'N.
R Rd

Nous avons ici utilisé I'inégalité (3.4) dans la variable z; en fixant toutes les
autres variables xo, ..., xn, ce qui est autorisé par Fubini. Comme

/ Ay, W2 = / INETTE
(RN (RN
d 2

< k|2 @2—/ AV|?,
Lo |t ) o= [ 1ol

Jj=1

ceci montre bien que V' (x1) est infinitésimalement (—A)-borné. L’argument
est évidemment exactement le méme pour V(z;).

Il reste a traiter I'interaction. Nous commencons par remarquer que dans
I'inégalité (3.4), le terme de droite est invariant par translations alors que
celui de gauche ne l'est pas. En remplagant f par f(- + R), nous obtenons
donc

V(- = B)fll2ray < € 1f | 2ray + Ce | flpomay,  Vf € HX(RY), VR € RY.

(6.8)
Nous avions utilisé la méme astuce dans la preuve de I'inégalité de Kato au
corollaire 1.7. Ainsi, nous pouvons maintenant écrire

w(zy — 29) |7, :/ </ w(zy —$2)2|\Il(x1,...,xN)|2dx1> ceday
R4 R4
SE/ / ‘A$1\P<I17"'7$N)‘2d$1"'de
Rd R4
+C€/ / |\II(ZL‘1,...,IL‘N)|2dIL'1"-d£L‘N
R4 R4

ou nous avons utilisé (6.8) avec R = xg, toujours en fixant g, ...,z par
le théoreme de Fubini. Ceci montre bien que tous les termes du potentiel
sont infinitésimalement —A-bornés, donc que le potentiel total D’est. Le
comportement en N de nos estimées est assez mauvais, mais ceci n’a pas
d’importance ici puisqu’on peut prendre € aussi petit que ’on veut.
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Les arguments précédents peuvent étre adaptés a f(Rd)N V(z;)|P)? et
f(Rd)N w(x; — z1)|¥|*>. Comme au théoréme 3.5, nous pouvons également
obtenir une estimée sur 1’énergie totale sous la forme

EV (W) > (1 -
mza-9 [

qui prouve que le spectre est borné inférieurement, par le corollaire 2.41. [

vor-c. [ jup (6.9)
N (Rd)N

Exercice 6.2 (Laplacien : bosons et fermions). Montrer que le spectre de
Vopérateur auto-adjoint —A défini sur H2(RON) et H2((RHN) est encore
égal a [0, 400l

Exercice 6.3 (Atomes et molécules). En utilisant l’inégalité de Kato (1.22),
trouver le comportement de la constante C. en fonction de €, N, M (le
nombre de noyaux) et max(|zy,|) (la charge mazimale des noyauzx), pour
Vopérateur (6.6).

Avec I'hypothese plus faible V € LP(RY, R) + L= (R4, R) ou
p=1 sid=1,
p>1 sid=2, (6.10)
p= g sid> 3,
nous avons pu construire au corollaire 3.24 la réalisation de Friedrichs de
I'opérateur H” (1) = —A + V, dont le domaine est donné par
D(-A+V) = {u e H'RY) : (“A+V)ue L2(Rd)} .

La méme preuve que celle du théoreme 6.1 précédent permet d’en déduire
le résultat suivant.

Théoréme 6.4 (Opérateurs & N corps : auto-adjonction II). On sup-
pose que V et w sont dans LP(RY,R) + L¥ (R, R) avec p satisfaisant ’hy-
pothése (6.10). On suppose également que w est paire. Alors, pour tout
N > 2, lopérateur HY (N) est auto-adjoint sur

D(HY (N)) = {\11 e QHY(N)) : HY(N)U ¢ LQ((Rd)N)}

ot
HY((RHN C) ¢ L2(RHN,C)  (pas de symétrie),
Q(HY (N)) = { HY(R)V,C) € L2(RY)Y,C) (bosons),
Hy(RYN,C) € LZ((RHN,C)  (fermions),
et son spectre est minoré dans chacun de ces trois cas.

Il y a bien str des résultats similaires pour des potentiels tendant vers
Pinfini & Iinfini ou satisfaisant les hypotheses de la section 3.3.
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6.3 Spectre essentiel : théoreme HVZ

Le théoreme suivant fournit la forme générale du spectre essentiel des
opérateurs a N particules. Nous appelons

EY,(N) := mino (H,) (N))

a/s

le bas du spectre (qui peut étre une valeur propre ou pas), et

2V, ((N) == minoess (Hy o (N))

a/s a/s
le bas du spectre essentiel.

Théoréme 6.5 (HVZ). Supposons que V,w € LP(R% R)+ L>®(R% R), avec
p satisfaisant (6.10), tendent vers 0 a linfini. On suppose aussi que w est
paire. Alors le spectre essentiel est une demi-droite

Oress (HV(N)ILE/S(W)N)) = [2Y(N); 400 (6.11)
avec
5Yo(V) = min {EX/S(N — k) + B (k) k=1, N} ' (6.12)
SiV =0, ona

Byo(N) = 0} (N) = min { B}, (N = k) + B}, (k), k=1,...,N ~ 1}
(6.13)

La formule (6.12) a été prouvée par Zhislin [Zhi60], Van Winter [Van64]
et Hunziker [Hun66] dans les années 60. Elle signifie que le bas du spectre
essentiel commence lorsque k particules ont été arrachées du systeme, alors
que N — k restent dans un voisinage du support de V. L’énergie minimale
d’un tel systéme est la somme de celle des N —k particules restantes EY (N —
k) et de I’énergie E°(k) des particules qui se sont échappées, et qui ne voient
plus le potentiel V' (ce dernier tend vers 0 a l'infini par hypothese). Il faut
ensuite chercher quel est le nombre optimal k de particules & envoyer a 'infini
pour que I’énergie obtenue soit la plus petite possible, d’ou le minimum sur
k=1,..,N.

Lorsque V = 0, il n’y a jamais de valeur propre et, comme énoncé
en (6.13), il faut enlever le cas k = N dans (6.12) car sinon la formule
n’apporte rien.

Si le résultat est assez intuitif, la preuve de (6.12) et (6.13) n’est pas si
simple puisque les trois nombres E;//S (N), EV(N —k) et E°(k) que 'on doit
comparer concernent des opérateurs définis sur des espaces L2 /S((Rd)N ),
L? /s((Rd)N “F) et L? /s((Rd)k) différents. La structure de produit tensoriel
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joue alors un role fondamental. L’idée sous-jacente au théoreme est que toute
suite de Weyl (¥,,) associée a XY, (N), c’est-a-dire telle que [|[¥,| = 1,
v, = 0et

(HV(N) —yv (N)) U, >0,

a/s

doit se comporter comme
\I/n([]}l, veey IBN) >~ (I)(.%'l, ceuy xN,k)CI);L(.%'N,k+1, veey IBN) (614)

(qu’il faut aussi symétriser ou anti-symétriser), ou ® est la premieére fonction
propre de HY (N —k), en supposant qu’elle existe, et ®/ — 0 est une suite de
Weyl associée & EY(k). La difficulté est quun tel produit tensoriel converge
toujours faiblement vers 0, méme si ® est fixe, ce qui empéche 'utilisation
de la convergence faible usuelle pour déterminer I’état ® des particules qui
ne s’échappent pas. En fait, une bonne maniere pour décrire le comporte-
ment des particules qui restent consiste justement a changer de topologie
faible [Lew11].

Le cas ou w > 0 est plus simple et c’est celui qui nous concernera le
plus lorsque nous étudierons les électrons, pour lesquels w(x) = 1/|z| en
dimension d = 3.

Corollaire 6.6 (HVZ pour les systemes répulsifs). Supposons que V,w €
LP(RY,R) 4 L>®(R4, R) avec p satisfaisant (6.10) tendent vers 0 a l’infini et
que

w >0

est une fonction paire. Alors on a EY(N) =0 pour tout N > 1 et

Shs(N) = By (N = 1). (6.15)

a/s

Démonstration. Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, nous supprimons
I'indice a/s. Lorsque w > 0, la forme quadratique associée £9 est positive,
donc E°(N) > 0. En prenant une fonction test sous la forme

Uy (@1, .y an) = n NY20(zy /n, ..., xy/n)
ou ¥ € Cg°, on trouve

T, = 1/ V|2
RAN

T n2
b [ et m) W) ey da
1<j<k<N /R

qui tend vers 0 et montre donc que E°(N) = 0. Par le théoreme HVZ nous
avons EV(N) < ¥V(N) < EV(N — 1) car E%(1) =0 donc N — EY(N) est
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décroissante. Ainsi, V(N — k) + E°(k) = EV(N — k) > EV(N — 1) pour
tout k=1,...,N et

YY(N) = min{EY(N — k) + E°(k), k=1,..,N} = EVY(N —1).
O

Nous allons maintenant donner la preuve détaillée du théoreme HVZ
(sauf (6.13)). L’argument est inspiré de [Fri03, Lew11].

Preuve du théoréme 6.5. Pour simplifier nous écrivons la preuve dans le cas
ou les potentiels V' et w satisfont I'hypothese (6.7), sous laquelle le domaine
de HV(N) est Hg/s((Rd)N). C’est un cas plus simple car chaque terme du

Hamiltonien est dans L? séparément. La preuve dans le cas général se fait
par une méthode d’approximation, c’est-a-dire en approchant V et w par
des potentiels plus lisses. On peut utiliser la formule (5.8) pour montrer que
le bas du spectre essentiel E(‘I//S (N) dépend de facon continue des potentiels
V et w dans les espaces correspondants.

Nous divisons la preuve en plusieurs étapes. Pour simplifier les notations,

nous ne mettons généralement pas les indices a/s, sauf en cas d’ambiguité.

Etape 1 : preuve que o(H°(N)) = [E°(N), +oo. Nous commencons par
montrer que le spectre de H°(N) (lorsque V = 0) est une demi-droite, c’est-
a-dire que

o(HO(N)) = 0ess(H(N)) = [E°(N), +00].

Pour cela nous allons utiliser Iinvariance par translation de H°(IV) et le fait
qu’on peut donner une vitesse arbitraire au centre de masse du systeme.
Une technique classique pour étudier 'opérateur H°(N) est de changer de
variable en posant, par exemple,

r+ -+ aN /

!
X:#, ry =1 —ITN, .. Tn_1=TN—-1—TN-

Comme nous n’avons pas étudié les opérateurs de ce type auparavant, nous
allons utiliser ici un argument légerement différent, quoique du méme type.

L’opérateur H°(N) commute avec les translations arbitraires de tout le
systeme, c’est-a-dire sous la forme

U(zy1,.yzey) = ¥(x) — T,y xy — T)

avec 7 € R?. Si on se fixe une direction w € S¥1, les translations 7 = tw
dans cette direction forment un groupe a un parametre d’unitaires, fortement
continu. Comme vu a la section 4.7.2, le générateur infinitésimal de ce groupe
est donné par l'opérateur

N
w-P:= —iZw-ij,
i=1
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qui est auto-adjoint sur l’espace de type Sobolev
{wer (®)Y) : w-Pwer? (R},

contenant D(H°(N)). Nous en déduisons que H(N) et w - P commutent,
au sens vu a la section 4.8, c’est-a-dire que [f(H°(N)),g(w - P)] = 0 pour
toutes fonctions f, g continues bornées. Nous prétendons alors qu’il existe
une suite de Weyl (®,,) C D(H°(N)) et A € R telle que ||®,| 2 =1,

(H'(N) = E°(N)) @, =0 et (w-P—X)®, —0. (6.16)
En effet, nous pouvons considérer I'image du projecteur spectral

Ligo(ny,E0(N)+1/n] (HO(N))

qui est invariante par tous les g(w - P) et incluse dans D(H°(N)) donc dans
le domaine de w - P. Ceci implique que cet espace est également invariant
par w - P et on peut trouver ®,, normalisée telle que

[(w- P = An) @uf <1/n

ou A, est un point quelconque du spectre de la restriction de w - P. Comme
®,, est alors une suite de Weyl pour H°(N), elle est bornée dans H*((R%)N)
(méme dans H?((R?)™V) sous nos hypotheses sur V et w), ce qui implique que
A, est bornée et une extraction de sous-suite fournit la suite ®,, souhaitée.

L’argument précédent s’applique a n’importe quel point du spectre de
H°(N). Maintenant nous allons montrer que pour E°(IV), on a nécessairement
A = 0, ce qui signifie physiquement que le centre de masse ne peut avoir de
vitesse a l’énergie fondamentale. Pour cela, nous allons modifier ®,, pour
donner une impulsion & son centre de masse d’intensité k € R dans la direc-
tion w. Nous définissons

O}, (21, ..., 7N) = Pp(@1, ..., )M TN

Un calcul montre que

N
HO(N)®, = ethelottom) [ HO(N)D, +2ik Y " w - Vg, &y + K0,
j=1

En utilisant (6.16), nous en déduisons que
(HO(N) — (E°(N) — 2k + k?) ><I>;l -0,

c’est-a-dire que ®/, est une suite de Weyl associée & E°(N) — 2k\ + k2. En
particulier,
E°(N) = 2kA+ k* € o (H(N))
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pour tout k € R. Si A # 0, on a EO(N)—2kA+k? < E°(N) pour k assez petit
du méme signe que A, ce qui contredit le fait que E°(V) est le minimum du
spectre. Donc A = 0 et en faisant varier k on trouve, comme annoncé, que

[E°(N); 4-00[C o(H(N)).
On a donc égalité, par définition de E°(N).

Etape 2 : preuve de la borne supérieure. Nous allons maintenant montrer
que

i {BY(N k) + E°(k)), +00| C ous(HY (V)
et en particulier l'inégalité < dans (6.12). Soit k € {1,..N} et (®,) C
Hg/s((]Rd)N_k), (@) C Hz/s((]Rd)k) des suites de Weyl pour, respective-
ment, EV (N — k) et A € [EY(k); +oo|, c’est-a-dire telles que

1@nllr2 = 1P ]lr2 =1

et
(HY(N — k) — EV(N —k)) ®, — 0, (H (k) — X\) @), — 0.

Nous utilisons ici le fait que le spectre de H(k) a été déterminé a I'étape 1.
Comme Cg° est dense dans Hg /> IOUS pouvons supposer que ®,,, P! sont
dans C2° (sans estimée précise sur la taille du support). Nous introduisons

alors
\Ifn(iﬁl, ...,ZCN) = @n(l‘l, ...,.Z‘N_k) (I);L(I’N—k-H — Rnw, ey TN — Rnw)

ol R, est choisi suffisamment grand de sorte que la distance entre les sup-
ports des deux fonctions soit au moins égale a n, et aussi de sorte que la
distance entre le support de @/ (- — R,w) et Porigine soit au moins égale & n.
Dit autrement, nous placons N — k particules proches du potentiel V' dans
I’état @, et les autres k particules tres loin & distance R, dans la direction
w € S9! dans I'état ®/,. Nous utilisons ici I'invariance de H°(k) sous les
translations globales de tout le systeme, comme discutée a I'étape 1.

La fonction W¥,, n’est ni symétrique ni anti-symétrique. Nous pouvons la
symétriser en posant

o= —— > U(@(1)s - To()) (6.17)

D e(0) Tnl@o1)s - To(v))- (6.18)
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Ces deux sommes ont beaucoup de redondance car les permutations des
variables {1,....N — k} et {N — k + 1,..., N} ne sont pas utiles, puisque
®,, et @ sont déja (anti-)symétriques. Lorsqu’on échange deux variables
des deux groupes on génere des fonctions a support disjoint, puisque @, et
! (- — R,w) sont elles mémes & support disjoint. Un calcul montre alors que

H\Iff/s —1.

Ainsi, par linéarité nous pouvons nous contenter de prouver que
(HY(N)—EY(N —k) =\ ¥, -0

car HV(N) est invariant par les permutations des z;.
Pour montrer cette convergence, nous partons de la formule de 'opérateur
HV(N) et séparons les variables en deux groupes de la facon suivante :

N—k
HY(N) =Y =D + V() + > wlzj— )
j=1 1<j<¢<N—Fk
N
D D S
j=N—k+1 N—k+1<j<t<N

N—k N

N
+ D, Vi)t w(zj — ). (6.19)
(=N—Fk+1

j=1 ¢=N-k+1
Ceci montre que
(HY(N) = EY(N —k) =) ¥,
= (HY(Ny) — EV(N - k))®,) @ @, + &, @ (H°(k) — \)®),)

N N
+ Z Vi(x;)W, + Z w(xj — x0) Wy
j=N—k+1 j=1 (=N —k+1

<

Sur le support de U,,, nous avons
el =n et |zj—adl =0
par choix de Ry, lorsque £ > N — k+1 et j < N — k. Ceci montre que
|(HY(N) — EV(N — k) = \) U,
< [|((HY (Nk) = BY (N = k)@ || + [ (H (k) = )@
+EVl oo mey Bo.n)) T (N = B)E [[w]| oo (mey B(0,n)) -

Puisque V,w — 0 & linfini par hypothese, nous concluons bien que ¥,
(symétrisée ou anti-symétrisée comme ci-dessus) est une suite de Weyl as-
sociée & EV (N — k) + A, et finalement que

[EY(N — k) + E°(k), +00[ C 0ess(HY (N)),
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pour tout k£ =1,..., N. En particulier,
»Y(N) < . r{linN{EV(N — k) + E°(k)}.

Etape 3 : preuve de la borne inférieure. 1l reste & prouver que

»Y(N) > . r{linN{EV(N — k) + E°(k)}.
C’est la partie la plus difficile de I’argument. Pour cela, nous allons devoir
examiner toutes les fagons dont une suite de Weyl arbitraire ¥,, peut perdre
de la compacité, et montrer que des particules doivent partir a I'infini. La
méthode consiste a prendre une boule de rayon R > 1 et a regarder toutes
les possibilités d’avoir N — k particules dans la boule et k a I’extérieur, pour
tout £ =0,...,N.

Considérons deux fonctions x,n € C2°(R%, R) telles que x2+n* = 1, avec
x = 1 sur la boule de rayon 1 et x = 0 en dehors de la boule de rayon 2.
Nous posons xr(z) = x(z/R) et nr(x) = n(z/R). Afin de considérer toutes
les possibilités, nous engendrons une partition de I'unité dans (R%)YN
développant

N

1= (xa(x;)? + nr(z;)? Z > I xr@)? I nrze)?

=1 k=0 KC{1,..N} j¢ K (€K
K=k
(6.20)
La fonction
k(@1 man) = [[ xrl@s) [ nalzo)

jeK lEK
localise le systeéme dans une région de I'espace (RY)N ot les k particules
d’indice dans l’ensemble K = {ji,...,jx} C {1,..., N} sont essentiellement
en dehors de la boule, alors que celles de {1,..., N} \ K sont essentiellement
a l'intérieur.
Afin de séparer les différentes situations, nous aurons besoin de localiser
I’énergie cinétique, ce qui est 'objet du lemme suivant.

Lemme 6.7 (Formule IMS). Soit 3, X; = 1 une partition de l'unité dans
RP, avec X, Vx| € L®(RP,R) pour tout j. Alors, pour tout u € H'(RP),
on a

[, vuta |2d:c—2/ |2d:c—2/ V5@ u(a)? e
(6.21)

Prewve de la formule IMS (6.21). Il suffit de développer le carré |V (x;ju)|> =
Ix;Vu + uVx;|?> dans I'intégrale de droite et d’utiliser que Ej x;Vx; =0
ce qui annule le terme croisé. ]
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La formule (6.21), simple mais tres utile pour étudier les opérateurs de
Schrodinger, a été découverte par R. S. Ismagilov [Ism61], J. D. Morgan [Mor79]
et B. Simon [MS80, Sim77|, avant d’étre popularisée plus tard par I. M.
Sigal [Sig82]. L’acronyme IMS est dii & Barry Simon.

Considérons maintenant une suite de Weyl (¥,,) pour XV (N), c’est-a-
dire telle que [|¥,|| =1, ¥, — 0 et

(HY(N) - =Y(N)) @,, — 0.

En particulier,

EV(v,) = 2V(N)
et ¥, est bornée dans H'. On a donc ¥,, — 0 fortement dans L120c par le
théoreme de Rellich-Kondrachov A.16, ce qui va jouer un role crucial dans

notre argument. La formule IMS appliquée a notre partition de 'unité (6.20)
dans R implique immédiatement

N
FW) =Y P et - [ (VP

k=0 Kc{1,..,N}
|K|=k

al c
>> . Y VY - 5

k=0 Kc{1,..,N}
|K|=k

car |U, |72 = 1 et les gradients de xr et de ng sont un O(1/R). La fonction

ExVy(z1,.cszn) = Yp(xy, ..., zN) H XR(z)) H nr(zy)

JEK teK

a la symétrie appropriée lorsqu’on considere les échanges des variables dans
K ou en dehors de K, mais pas les échanges de variables entre ces deux
groupes. Par (anti-)symétrie de ¥,, et de £V, on a cependant

EV(ExTn) = EV (§n—kt1,..N} n)
et
1€k Wnll e = [|En—kr1, Ny Pn| L2

et nous pouvons donc toujours supposer que K = {N —k +1,...., N} (ou
K = si k =0). Pour k > 0, nous regroupons alors les termes de I’énergie
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&V comme en (6.19), ce qui fournit
€V (ExWn) = / M ()2 (XN W, X), HY (N = RGN 50 (-, X) )dX
(RE)*

TR (), B (Y, ) )Y
(RA)N—k

N
2 2
DN RGN

(=N—k+1
&k N

+ > / w(aj — 20)E% |2 (6.22)
j=1 t=N—k+1 7/ BROY

En fixant les variables X = (zy_g41,...,2n) et en utilisant le fait que la

fonction
N—k

Yo I xe@)¥n 1, o yN—hs TNt o0 2N
j=1
est (anti)symétrique pour tout X = (xy_ki1,...,2x) fixé, nous pouvons
utiliser I'inégalité HY (N —k) > EV (N —k) au sens des formes quadratiques,
ce qui fournit

(G (4, X), HY (N = XY (-, X))

ZEV(N—k:)/ |U(Y, X)[2dY.
(Rd)N—k

La méme inégalité pour l'autre terme fournit la borne inférieure

EV(ExTn) > (BY (N — k) + E°(K)) |6k ¥n

N
+ Z / V()& Wn|?

¢=N— k+1 R)
N—k

Yy o v =g (62)
j=1 ¢=N—-k+1

Les deux derniers termes représentent 1’énergie d’interaction des particules
en dehors de la boule avec le potentiel V', et celle entre les particules situées
dans et hors de la boule. Comme V — 0 & l’infini par hypothese, on peut
estimer directement

Z / V(w0)E5 |V |* > —k[Vl oo (rav B0, R)) -
"kl
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Le terme d’interaction entre particules demandera un peu plus de travail et
pour l'instant nous nous contentons de 1’estimer par

N—k N
> [ wle - eoglu P

J=1 t=N—k+17 ROV

> k(N — k) / xR (@) 2R (@) (e — o) |02
(RE)N

> k(N — k) /( o XS o] < 3o —a2)| [
R

= k(N = k) |l oo rer B0, ) -

En conclusion, nous avons prouvé 1’estimée

&V (W) 2V (VW) + min (EV(N — k) + E°(k)) <1 - HX%V\I/”

=1,...,

= C [Vl oo v B0, R)) — C Wl oo (me B(0, R))
C
e / (@) 1(R < |12] < 3R)w(zy — 22)] [Taf? — <.
(RA)N R

La constante C ne dépend que de N. Le terme £ V(x%N ¥,,) correspond au
cas oul k = 0, c’est-a-dire K = (). Comme W¥,, — 0 faiblement dans Hg/s, elle

converge fortement vers 0 dans leOC et ainsi X%N U,, — 0 fortement dans L2.
Par ailleurs X%N W, est bornée dans H?, donc X%N ¥, — 0 fortement dans
H', par interpolation. Ceci démontre que

2
lim SV(X%N\D”) = lim ’XgN\Ifn =0.

n—oo n—o0

Ainsi, en passant a la limite n — 0o a R fixé, nous avons démontré I'estimée

C
= ClVlze@npor) — Clwlie@wasor) — 7

- Climsup/ (@) 21(R < |os] < 3R)[w(zs — )] |[Unl2. (6.24)
(k)

n—oo

Avant de pouvoir prendre la limite R — oo, ce qui terminera la preuve
de (6.12), nous devons préciser le comportement du dernier terme.

Lemme 6.8 (Densité a k particules). Soit ¥ € H;/S((Rd)N) telle que

Jgan |W|2 = 1. On appelle densité & k particules ou fonction de corrélation
a k points la marginale

N
pgﬂ)(‘rla"-al‘k) = <k§> / |\P(I1,...,Ik,zk+17,.,7ZN)’2de+1 dZN
(RA)N—Fk
(6.25)
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o) e HI(RYHF)

2 N
® _ (N / (k) N—-1 / 2
= t < U
/(Rd)kp\l} <k> ¢ /(Rd)k ViV Py _<k—l>; RdN|v] |
(6.26)
(1)

La fonction py,” est la densité totale de particules dans le systeme. C’est

une fonction positive telle que fRd pEI,l )= N et qui donne le nombre moyen
de particules localement. Plus précisément,

N
(1)_/ 2
Py = L1o(x; U(xy,....,zeN)|“dxy---den
/Q o (RA)N Z ( ]) ‘ ( 1 )‘ 1

j=1

est le nombre moyen de particules dans le domaine Q C R, L’interprétation

de p‘(f ) est similaire. Par exemple, pour deux ensembles disjoints Q, Q/ ¢ R¢

/ p(f)(fc,y) dx dy
QxQ/

:/ > Lo(z)la(a) | (21, ay) doy - - doy
(RAN 1<j<k<N

donne le nombre moyen de paires de particules qui sont telles que I'une est
dans € alors que I'autre est dans €V'.

Preuve du lemme. Comme le reste suit de la définition, nous donnons seule-
ment la preuve de Pestimée sur le gradient dans (6.26), qui est tres similaire
au lemme 1.22 vu au chapitre 1. Pour cela, nous supposons que V¥ est suf-
fisamment réguliere et ne s’annule pas, afin que les calculs suivants fassent
sens. Le cas général s’en déduit par densité. Nous calculons donc, avec la
notation X = (x1,...,zx) et Z = (241, ..., 2N),

2 ‘Vpﬁ)(X)‘Q

‘V pg)(X)' ~ Px)
(3)? i

‘%/ U(X, Z2)VxVU(X,Z)dZ
(RN —k

P (X)

v

()’

<l [ oz [ Ve z)Paz
Py (X) (RI)N—k (R)N—k

N
— >/ IVxU(X,Z)|?dZ.
k] Jmayn-r
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En intégrant cette inégalité et en utilisant la symétrie ou I'anti-symétrie de
¥, nous obtenons

2 N
[wf (N / pp= (V-1 / Mk
/(Rd)k Ve S (kﬁ) (RA)N Vo ¥ k—1 ]z; (RA)N |ij |

comme voulu. O

Revenons maintenant a la preuve du théoreme HVZ. De I'inégalité (6.26),

nous déduisons que les pg ) sont bornés dans H L(RH*) pour tout k =

n

1,...,N. A extraction d’une sous-suite pres, nous pouvons donc supposer que

,0512 — f® faiblement dans H!((R%)F).

Or le dernier terme de (6.24) peut s’écrire
| xa@)P LR < foa] < 3R (e — 22) [0, P
(RN

N —1
_ <2> /(Rd)2 Xr(@)?1(R < |y| < 3R)|w(z — y)| p§) (x,y) dz dy.

La convergence forte locale de p‘(ﬁi permet alors d’en déduire que

lim Xr(71) (R < |22| < 3R)|w(z1 — 22)| | ¥,

n—oo (Rd)N

-1
=(3) [, xePr < bl < 3Rt - 110 e dy

o / f® € HYR? x RY), avec la méme preuve qu’au lemme 1.14. En reve-
nant a (6.24), nous obtenons donc 'inégalité

-----

C
~ ClVlze@npor) ~ Clwlie@asor) — 7

= Yr(@)1L(R < |y| < 3R)|w(z — v)| O (2, y) dz dy.

En prenant finalement R — oo, nous avons bien montré (6.12).
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Etape 4 : preuve de (6.13). Lorsque V = 0, Pégalité (6.12) n’apporte pas
grand chose puisque

. 0 0 0
i (E°(N — k) + E°(k)) = E°(N).

La preuve de la formule (6.13) est du méme type que argument que nous
avons utilisé pour (6.12), mais plus compliquée. En effet, puisqu’il n’y a pas
de potentiel extérieur, il n’y a pas d’origine particuliere dans le systeme et,
au lieu d’utiliser une partition de I'unité de (R%)" basée sur le nombre de
particules qui sont a l'intérieur ou a 'extérieur d’une boule fixe de rayon
R, nous devons plutot comparer les positions relatives des particules. Par
exemple, nous pouvons distinguer celles qui sont dans ou a 'extérieur d’une
boule de rayon R autour du centre de masse

T+ -+ TN

X =
N

Ceci génere une partition de 'unité faisant intervenir toutes les particules
a la fois, ce qui complique grandement les calculs. Nous renvoyons donc
a [RS78, Sec. XIIL.5] ou a [CFKS87, Chap. 3| pour la preuve détaillée de
Pégalité (6.13). O

6.4 Particules sans interaction

Avant d’étudier plus en avant les systémes avec interaction, il est utile
de commencer par le cas beaucoup plus simple ou

w =0,

que nous supposons dans toute cette section. Nous énongons ici un résultat
pour l'opérateur —A + V qui est en fait général et se démontre de facon
similaire pour tout opérateur sous la forme

sur un produit tensoriel symétrique ou anti-symétrique, dans un espace de
Hilbert quelconque. Une fagon de réaliser ces opérateurs est, par le théoreme
spectral, de considérer les opérateurs de multiplication sous la forme

Za(xj), sur Li/S(BN,du®N), (6.27)

Jj=1

par exemple avec B = o(A) x N et a(s,n) = s. Nous laisserons en exercice
I’extension du résultat suivant a ce cadre plus général.
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Théoréme 6.9 (Spectre de HY(N) quand w = 0). On suppose que V
satisfait les hypotheéses du théoréme 6.5 et on appelle pp(—A+ V') le kiéme
niveau de Courant-Fischer de lopérateur —A 4+ V', qui est égal a la kiéme
valeur propre comptée avec multiplicité ou a 0 si ['opérateur posséde moins
de k valeurs propres négatives. Alors on a

EVY(N)=Nm(-A+V) et SV(N)=(N-Dwm(-A+V)| (6.28)

s

dans le cas bosonique, et

N N—-1
EY(N) =Y "pi(-A+V) et SU(N) =" pi(-A+V)| (629
j=1 Jj=1

dans le cas fermionique. De plus, les valeurs propres de HV(N) sont données
par

gpone(HV(N)) =4 > N (—A+V)+ -+ N (A +V)
1<ii<<jyn
(6.30)

dans le cas bosonique, et

Uponc(HV(N)) = Z A;l(—A—FV)—f——F)\;N(—A—FV)
1<j1<<jn
(6.31)
dans le cas fermionique, ot les )\;(—A + V) sont toutes les valeurs propres
de Uopérateur —A + V' (y compris les valeurs propres positives quand elles
existent).

Nous voyons ici une différence flagrante entre les bosons et les fermions,
comme représenté a la figure 6.3. L’énergie fondamentale d’un systeme bo-
sonique sans interactions est obtenue en mettant toutes les particules dans
le méme état de plus basse énergie, c’est-a-dire en prenant

QN

\I/($1,...,$N) :ul(xl)---ul(xN) = (ul) (xl,...,xN) (6.32)

ol wuy est la premiére fonction propre de —A + V', en supposant qu’elle
existe (dans ce cas elle est toujours non dégénérée, par le théoreme 1.20).
Un tel systeme s’appelle un condensat de Bose-FEinstein. A I'inverse, I'anti-
symétrie de ¥ implique que deux fermions ne peuvent occuper le méme
état, une regle que l'on appelle principe de Pauli en physique. Ceci force
les fermions a occuper les N plus petites valeurs propres (comptées avec
multiplicité). En particulier, on peut avoir EY (N) > EY (N) pour N grand,
en fonction du comportement des valeurs propres au voisinage de 0. Le



224 Chapitre 6. Systemes a N particules

probléeme fermionique n’a pas de minimiseur si —A 4+ V' posséde moins de
N valeurs propres négatives ou nulles, alors que le probleme bosonique a
toujours un minimiseur si —A + V' en a au moins une.

Notons pour finir que le spectre de HY (N) contient beaucoup de va-
leurs propres plongées au milieu du spectre essentiel. Si 'opérateur —A +V
posséde une infinité de valeurs propres, alors H" (N) a des valeurs propres
qui ont beaucoup de points d’accumulation. Par exemple si N = 2, le spectre
contient des valeurs propres qui s’accumulent en tous les ;(—A+V). Ces va-
leurs propres plongées sont tres instable et il est généralement admis qu’elles
vont “génériquement” toutes disparaitre lorsqu’on prend w # 0 petit.

Bosons Fermions
A A

0 peeeeeee::s (R SESESRRETTES
e — - —,
A5 — —10———
A — ——

Ao = A3 =
A —reeeee —to——

FIGURE 6.3 — Représentation graphique de la premiere valeur propre de
l'opérateur H V(N ) lorsque w = 0, comme énoncé dans le théoreme 6.9.
Dans le cas bosonique, EY (V) est obtenue en mettant toutes les particules
dans le méme état, ce qui forme un condensat de Bose-Einstein. Pour les
fermions, EY (N) est obtenue en remplissant les énergies en partant des plus
basses, sans redondance (sauf en cas de multiplicité).

spectre discret

l valeurs propres plongées
Eg),(2) By, (1) 0

FIGURE 6.4 — Représentation graphique du spectre de I'opérateur H" (2)
lorsque w = 0, comme énoncé dans le théoreme 6.9.

Démonstration du théoréme 6.9. Commencons par (6.28). En prenant une
fonction ¥ = u®N ot u € H2(R?) est normalisée, on trouve que

EY(N) < (¥,HY(N)¥) =N </Rd |Vul|? + /Rd V|u|2> .
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Par le principe de Courant-Fischer, ceci montre que

EY(N)<N inf (u,(~A+V)u)=Nu(-A+V)=NE"(1).
u€H?(R%)
| p2=1

Réciproquement, on a par symétrie de ¥
(U, HY(N)U) = N/dN (Ve U2 + V(1) [T[?)
R

(RAN-1 \ JR4

>EV (1) [ga ¥(z1,22,...)|2 da1
> NE" (1)||¥|

qui montre bien que EY (N) = NEVY(1). Le reste suit alors du théoréme
HVZ 6.5.

L’argument est plus difficile pour les fermions. En prenant une fonction
sous la forme?

1
U(zy,....,xN) = Vil det(u;(z;)) :=u1 A--- ANun(z1, ..., TN)
ot uy,...,uy € H%(R?) forment un systéme orthonormé dans L?(R?), un
calcul fastidieux mais completement élémentaire donne
N
1O =1 et (U,H'(N)T) = (u;,(~A+V)uy).
j=1

En minimisant par rapport aux systemes orthonormés ug, ...,y nous en
déduisons que

EY(N) < pii(=A+V) 4+ un(—A+ V),

par le théoreme 5.44.
La preuve de la borne inférieure est plus difficile. Nous voulons montrer
que
EVD) > i (~A+V)+ -+ un(-A+V) (6.33)

pour tout ¥ € H}((RY)N) telle que ||¥| = 1. Soit, alors, (uj) une base
orthonormée quelconque de L2(R%), avec u; € D(—A + V) = H?(R?) pour
tout j. Les fonctions

(i Ao Nty ) 15y <oy

3. Une telle fonction s’appelle Hartree-Fock ou un déterminant de Slater
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forment une base orthonormée de L2((R?4)Y) (exercice 6.20). Nous pouvons
donc montrer (6.33) pour toute combinaison linéaire finie de ces fonctions,
le cas général s’en déduisant par densité. Une facon simple de tronquer la
série est de se fixer un entier K > 1 et de regarder I'espace

Vi := vect (uj, A+ A ujN)1§j1<~~-<jN§K’
qui est de dimension (ﬁ) On peut vérifier que cet espace est inchangé si
on choisit une autre base de vect(uy, ..., ux). Considérons alors la matrice
K x K donnée par

Mij = (ui, (A + V)u;),

et qui représente la projection de —A+V sur vect(uy, ..., ux ). Comme M est
une matrice hermitienne, elle est diagonalisable dans une base orthonormée,
c’est-a-dire il existe un unitaire U € U(K) tel que

K
(v, Avj) = (vi, (A 4+ V)v;)0;; avec les vecteurs v = Z Ugjug.
k=1

Considérons donc une fonction ¥ € Vi que 'on écrit sous la forme

— E . . . . § . C12 —
v = Ci1,enin U1 ASERRA Ujns ‘CJhmJN‘ =1L
1<ii<<jn<K 1<ji<<jn<K

dans cette nouvelle base. Un autre calcul simple mais fastidieux montre que
HY(N) projeté sur Vi est diagonal dans la base qui diagonalise la projection
de —A 4V, ce qui fournit

gV (D) = > (€1 P03 A - A, HY (N vy A== Ay )
1<ji<-<jn<K
N
= Z ‘lew-,jN ’2 Z <'Uj1w (—A+ V)Ujk>
1<ii<-<jN<K k=1
> (m(=A+V)+ o un(A+ V) Y e

1< <-<n<K

=1

a nouveau par le théoreme 5.44 et termine la preuve de (6.29).

S’il est facile de voir que pour uj,, ..., u;, des fonctions propres de —A 4
V, uj, ®s - Qs ujy et uj, A+ Aujy sont des fonctions propres de HY (N),
de valeur propre A;, +---+ Aj, il est plus difficile de vérifier que ce sont
les seules valeurs propres possibles, comme énoncé en (6.30) et (6.31). Pour
cela, il est probablement plus simple d’appliquer le théoreme spectral et de
le montrer pour les opérateurs sous la forme (6.27). En effet, par récurrence
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sur N, on a p®N({sy+---+sy = A}) > 0 siet seulement si A = A\j+- -+ Ay
avec u({A} x N) > 0. C’est une conséquence de Fubini, puisque

pEN ({s1+ -+ sy = A})

:/((A) N)N]l(sl+--~—|—3N:)\)du(sl,nl)"‘du(sN,nN)
g X

:/ / ]l(SN:A—Sl—"‘stl)d,u(Sl,nl)
(o(A)xN)N-1 \ Jg(A)xN

/

=0saufsi A\ —s1 —---sy_1 € 0(A)

X dp(se,ne) - - du(sy,ny).

O]

Exercice 6.10. Ecrire les premiers arguments de la preuve du théoréme 6.9
pour un opérateur sous la forme (6.27).

Dans le cas fermionique, la premiére valeur propre de H" (V) est donnée
par la somme des N premicres valeurs propres de HY (1) = —A 4+ V. En
utilisant 'inégalité de Lieb-Thirring (5.46) vue au chapitre précédent, on en
déduit le résultat suivant.

Corollaire 6.11 (Lieb-Thirring pour les fermions). On suppose que V €
LY2(RY), en dimension d > 1. Alors pour tout ¥ € HY(RHN) (fermio-
nique), normalisée dans L2((RHN), on a

N d
Z/ Vo U2 1 V()0 > —C’LT(d)/ V) de (6.30)
j=1 7/ ROY Re

ot Crr(d) := Crr(1,d) est la constante du théoréme 5.52. De plus, on a

N
S [ e Ca@ [ e )
j:1 (Rd)N Rd
avec
Cl :

20 (1 + df2)
ot p$) est la densité définie en (6.25).

Démonstration. L'estimée (6.34) suit immédiatement du fait que £V ()
EV(N) > > 521 j(=A + V) et du théoreme 5.52. En prenant V()
—/fp(a:)z/d et en optimisant par rapport k, on trouve l'inégalité (6.35). [

v
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L’inégalité (6.35) est une fagon de quantifier I'influence de la contrainte
d’anti-symétrie sur les fonctions d’onde. Imaginons un systéme completement
inclus dans un domaine Q C RY, c’est-a-dire représenté par une fonction

U e HH(QN). Alors ,051,1 ) a son support dans §2 et on trouve par I'inégalité
de Holder

N 1+2

_2 d _2 2
S [ 992 = cin@ior ([ o) = el inie,
j=1

(6.36)
Ainsi nous voyons que ’énergie cinétique d’un systeme de N fermions dans
un domaine © doit croitre au moins comme N112/4. Ceci est dit au principe
de Pauli qui interdit aux particules d’occuper les mémes états, et a la crois-
sance des valeurs propres du Laplacien de Dirichlet dans €2 comme étudié a
la section 5.5. Pour les bosons, I’énergie cinétique peut étre d’ordre N (par
exemple pour ¥ un condensat).

Exercice 6.12. Montrer directement l'inégalité (6.36) en utilisant des es-
timées sur les valeurs propres du Laplacien de Dirichlet dans un domaine
Q, supposé suffisamment régulier.

6.5 Atomes et molécules*

Dans cette section, nous énongons en détails certains résultats concer-
nant le spectre du Hamiltonien HY(N) décrivant les N électrons quan-
tiques d’une molécule comprenant par ailleurs M noyaux classiques, de
charges 21, ..., zar €]0;+00[ et situés en Ry, ..., Ry € R3. Comme expliqué
précédemment, ceci revient a choisir les potentiels

M
V(z) = — Z_:l ‘xfi’”Rm', w(z) = ; (6.37)

Tous les résultats précédents s’appliquent, puisque V,w € L?(R?) + L*°(R3?)
et V,w — 0 a l'infini.

Corollaire 6.13 (HVZ pour les atomes et molécules). Pour V,w donnés
par (6.37) en dimension d =3, on a 0ess(HY (N)) = E;//S(N -1).
Méme si les électrons sont des fermions, il est intéressant d’étudier en
détails le cas bosonique, pour comprendre les différences avec le cas fermio-
: 4
nique.

4. Comme nous avons négligé le spin pour simplifier, le cas bosonique intervient aussi
quand N = 2 si on place toute l’antisymétrie dans le spin (états singulets).
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6.5.1 Existence de valeurs propres, conjecture d’ionisation

Une question importante est celle de ’existence ou de la non existence
de valeurs propres sous le spectre essentiel, qui représentent des états stables
du systeme, entre lesquels les électrons peuvent naviguer lorqu’ils sont ex-
cités, et qui expliquent le spectre de raie observé lors d’une expérience de
spectroscopie.

Intuitivement, les M noyaux ne pourront maintenir pres d’eux un nombre
trop important d’électrons. Si les électrons sont bien attirés par les noyaux
(car le potentiel V' est négatif), ils se repoussent aussi entre eux (w est
positif), ce qui rend une surpopulation d’électrons défavorable d’un point
de vue énergétique. Le théoreme suivant fournit une description compléte
du nombre de valeurs propres sous XV (N) en fonction de la charge totale
du systeme.

Théoréme 6.14 (Existence ou non de valeurs propres sous X (N)). On
suppose que V' et w sont donnés par (6.37) en dimension d = 3, avec z,, > 0,
et on appelle

la charge totale des noyaux.

e (Molécules neutres ou chargées positivement [Zhi60, ZS65]). St N < Z +
1, alors HN(V) possede une infinité de valeurs propres sous son spectre
essentiel, c’est-a-dire on a

pe(HY (N)) < B94(N),

pour tout k > 1.

e (Molécules chargées négativement [Zhi71, Yaf76, VZ77, Sig82]). Si N >
Z 41, alors HN (V') posséde au plus un nombre fini de valeurs propres sous
son spectre essentiel, c’est-a-dire on a

(1Y (V) = B0, (V),

a/s

pour k assez grand.

e (Non-existence si N est grand [Rus82, Sig82, Sig84]). Il existe un nombre
critique d’électrons N, /4(V') tel que HN (V) ne posséde aucune valeur propre
sous son spectre essentiel pour tout N > Na/S(V), c’est-a-dire on a

Eys(N) = By (N —1) = 2, (N).
e (Estimée sur N,/4(V') [Lie84]). On a

N,s(V) < 2Z + M. (6.38)
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Le théoreme précise que la charge totale du systeme est un bon critere
pour déterminer s’il y aura une infinité ou non d’états stables : un systeme
neutre ou chargé positivement possede toujours une infinité d’états excités,
alors qu’'un systéme chargé négativement n’en a qu’un nombre fini, voire
aucun si le nombre d’électrons est trop grand. Il faut noter que si les z,,
sont tous entiers (comme c’est le cas en réalité), alors la condition devient
N < Z ou N > Z. Toutefois, le théoreme est valable lorsque les z;,, sont des
entiers positifs quelconques.

L’idée de la preuve de l'existence d’une infinité de valeurs propres sous
E;//S(N ) est assez simple et elle est trés similaire a celle utilisée pour le
théoreme 5.45. En fait, la premiere partie du théoreme 6.14 est valable en
dimension d quelconque si on remplace 1/|x| par un potentiel se comportant
comme 1/|z|* & I'infini, avec 0 < o < 2. L’argument consiste & montrer qu'il
n’est pas énergétiquement favorable qu’une particule s’échappe a l'infini.
Cette derniere serait soumise a un potentiel Coulombien généré par les autres
particules, formant un systeéme de charge totale Z—(N—1) = Z+1—-N > 0,
donc attractif.

40—0—0—00_—» N<Z+1
40—0—_—»2+1§N§Na/s(‘/)

EV(N) SV (N)=EY, (N-1)

0
_—» N > N, /s(V)
2y (N) = E}, (N)=E], (N -1)

FI1GURE 6.5 — Illustration des résultats du théoreme 6.14.

Preuve partielle du théoréme 6.14. Nous montrons seulement ici I’existence
d’une infinité de valeurs propres quand N < Z+1, en prouvant par récurrence
sur 1l < N < Z+1que

pe(HY(N)) < EJ (N —=1),  Vk>1.

Pour N = 1 c’est exactement le théoreme 5.45. Supposons donc que E(‘z/ S(N—

1) < E;//s (N —2) et considérons le cas de N électrons. L’opérateur H" (N —1)
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possede une premiere valeur propre sous son spectre essentiel et nous ap-
pelons ¥ une fonction propre associée. Nous aurons besoin de quelques in-
formations sur la décroissance a l’infini de W. Il se trouve que ¥ décroit
exponentiellement [HH77] mais ici nous n’aurons pas besoin d’une estimée
si précise.

Lemme 6.15 (Estimée sur la décroissance de ¥). Soit ¥ une fonction propre
de HV(N) sur Li/s((R‘g)N), de valeur propre A < EY, (N —1). Alors

a/s
o M2 ) (0 929 4 92, F) = oA e (659)
R

Preuve du lemme. Soit ng(z) = n(x/R) ou n € CX(R3\ B(0,1)) est telle
que n = 1 sur R3\ B(0,2). Nous multiplions ’équation de ¥ par ng(x1)? et
intégrons contre ¥. En utilisant par ailleurs la relation

—R n%uAu:/ ]V(unR)|2—/ [ul?|Vnr|? (6.40)
RR3 RR3 R3

similaire & la formule IMS (6.21), nous obtenons

E )W) = A [ e ) oy diy
(R3)N

+ / |V7]R(IL’1)|2’\I’(.T1, ...,a:N)\2 d(El cee da:N. (6.41)
(R3)N

Maintenant nous décomposons 1’énergie comme dans la preuve du théoreme
HVZ en isolant la variable x1, ce qui fait apparaitre HY (N — 1) dans les
variables xs, ..., zy. Pour ce terme nous utilisons que

[ (¥, ) YN = )%, ) da

> EV(N — 1)/ nr(z1)? 0. (6.42)
(R3)N

Ensuite, nous remarquons que Zé\le |z — xj|_1 > 0, et obtenons donc
/ |Vx1‘1’77R(551)|2
(R3)N

M
V4
+ x2—§ . C— L\ N B
/(st"R( g < PR RS )’ |

< / V()P0 = R / V(@ /R)PI = o(R™2) ks
(R3)N (RN
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Pour R assez grand, on a

M

Zm
—ZWHEV(N—D—AZ

EV(N —1) -\
2

> Oa V|J/‘1| > Ra

m=1

ce qui termine la preuve de l'estimée sur les deux premiers termes de (6.39).
Pour le terme ng(x1)?| V4, ¥|? il faut revenir a (6.42). Nos estimées four-
nissent

/Rg nr(z1)?(¥(21,-), (HY (N — 1) = EV(N — 1))¥(21,)) dz1 = 0o(R™?) Rsyoo-
Or on a

1
(®,HY (N —1)®) > 2/

Vo, @ — Ol 2]*
(R3)N—1

avec nos potentiels V' et w, de sorte que
[ o190 = (R
(R3)N

comme annonceé. O

Puisque ¥ décroit assez vite a l'infini, nous pouvons introduire la tron-
cature

N—-1
I xn(@)® (@1, ... zn)
j=1

N-1 I
/(Rs)]v_1 H Xn(CCj)Z\\I/(xl, enxn_1)*dzy - dey_y
j=1

ou xn(x) = x(z/n) avec x € C(Bz2) et x = 1 sur Bj. Ensuite, nous
considérons un espace V quelconque de dimension k dans C2°(By4 \ B3), et
introduisons ’espace V,, comprenant les fonctions sous la forme

O(zy,...,TN) = n*3/2e@a/5\11n(x1, v TN—1)p(xN/n)

ot p € V,w € S? et P,/s symétrise ou anti-symétrise la fonction obte-
nue comme en (6.17) et (6.18). Comme les fonctions obtenues apres (anti)-
symétrisation sont a support disjoint, I’énergie est finalement la méme que
celle de la fonction non symétrisée. Par ailleurs, la norme vaut ||®| = [|¢||
et dans la suite nous supposerons toujours que ||| = 1. La fonction test
® représente un systeme de N — 1 particules dans I'état tronqué W¥,, avec
les Z noyaux, en interaction avec un électron tres dilaté, placé dans la cou-
ronne 3n < |z| < 4n (figure 6.6), et dont 1'état peut varier dans l’espace de
dimension finie V.
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1 électron

Z+1-N

FIGURE 6.6 — Etat test utilisé dans la preuve du théoreme 6.14.

Un calcul similaire a celui vu dans la preuve du théoreme HVZ 6.5 fournit

(2, HY(N)®) = (U,,, HY (N - 1)¥,,) + 12/ |Vo(x)]? dx

’SO P\p )
dz + — // — " " dxd
Z /R |as— /n| - |as— y/n Y
(1)

ou py’ est la densité associée a W, comme vue au lemme 6.8. Puisque
n

ng p&}i = N — 1 nous obtenons pour les derniers termes

Z/ d+//|¢ p%)ddy
R3 ’93— m/”’ R3 JR3 \f'?—y/n’

—Z—14+N
— + |(p(l’)’ da:—I—o(n_l)
n r3 |z

oitle o(n~!) est uniforme par rapport & ¢ € V grace au support des fonctions
considérées. Finalement, on a

(U,,H'(N - 1)¥,) = E /S(N — 1) +o(n7?)

a

par le lemme 6.15 et on finit 'argument comme au théoréeme 5.45, avec le
principe de Courant-Fischer. O

Exercice 6.16. Généraliser le premier point du théoréme 6.14 au cas de
potentiels V' et w qui se comportent comme |x|~% a linfini, avec 0 < o < 2.

Nous avons montré ’existence d’une infinité de valeurs propres sous
EV(N — 1) lorsque N < Z + 1. La preuve qu’il n'y a qu'un nombre fini
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de valeurs propres sous EV (N —1) lorsque N > Z +1 est beaucoup plus dif-
ficile et nous ne la donnerons pas ici. Une question importante est également
de déterminer a partir de quelle valeur de N la molécule devient instable,
c’est-a-dire quel est le degré d’ionisation négative maximal d’une molécule.
Ceci revient a estimer la constante N, /,(V) du théoréme 6.14. Dans la nature
on n’observe pas d’atomes tres chargés négativement, ce qui laisse supposer
que, au moins pour M =1 (atomes), on devrait avoir

N, (V)< Z+C, pour M =1, (6.43)

ou C est une constante universelle valant tres probablement 1 ou 2. Cette
assertion est appelée conjecture d’ionisation et sa preuve est encore man-
quante. Pour le cas des molécules, on pourrait penser que ’estimée prend la
forme

No(V)< Z+CM, pour M > 1.

Pour M = 1, la meilleure estimée connue a ce jour est due & Nam [Nam12] :
No(V)<1.22Z +32Y%,  pour M = 1.

La plupart des travaux ont été focalisés sur 'existence ou 1’absence de
valeurs propres sous le spectre essentiel, car ces dernieres sont aisément
accessible par la méthode de Courant-Fischer. S’il est raisonnable physi-
quement d’imaginer que l’absence de valeurs propres sous EX(N ) entraine
I’absence totale de valeur propre dans tout le spectre, ce fait n’est pas
connu mathématiquement. En revanche, il a été prouvé dans [LL13] avec
une méthode basée sur I’équation de Schrédinger dépendant du temps que
HY(N) ne possede aucune valeur propre pour N > 47 + 1, lorsque M = 1.

6.5.2 La limite N ~ kZ — oo pour les atomes

Dans cette section nous considérons le cas des atomes M = 1, avec
N ~ KZ — 400 ou kK > 0 est fixé. Pour kK = 1 ceci revient a avancer
indéfiniment dans le tableau périodique. Pour comprendre l'influence du
principe de Pauli, c’est-a-dire de la contrainte d’anti-symétrie sur la fonction
d’onde W, il est intéressant d’examiner le comportement du systeme si on
fait I’hypothese non physique que les électrons sont des bosons. Nous verrons
alors que la conjecture d’ionisation est simplement fausse dans ce cas : les
atomes “bosoniques” sont stables méme quand il sont ionisés négativement
avec Kk > 1. Par ailleurs, nous verrons que le systéme s’effondre sur lui méme.
C’est donc bien le principe de Pauli qui assure la stabilité des atomes, en
plus d’empécher leur trop forte ionisation négative.

Le théoréme suivant est un résumé de plusieurs travaux de recherche
obtenus pendant les années 80-90. Il a été possible de démontrer que le
comportement moyen des électrons d’un atome tres lourd est donné par un
probléme non linéaire dans R?, ce dernier étant différent pour les bosons et
les fermions.
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Théoréme 6.17 (Atomes avec N ~ kZ — o0). On prend V(z) = —Z/|z|
et w(z) = 1/]z|. Soit k €)0; +o0] fizé.
e (Bosons [BL83, Sol90, Bac91, BLLS93]). On a

i BN {/stu(x)ﬁdx—/ |u,£|?y|2 da

N—o00 N3 u€H(R?) R3

f}R3 |u|2:1
2 2
+1// Ju@)Futy) dmdy}. (6.44)
2 JJrsxrs T =l

Ce probléme de minimisation admet une unique solution u, o une phase
pres, lorsque k < k. ~ 1.21, et aucun minimiseur pour K > k.. La fonction
u, est radiale décroissante et strictement positive. Pour 0 < k < K¢, on a
également, pour la densité électronique,

:051111)\/ (2)

fna N3|ue(Nz)|> = 0 (6.45)

fortement dans L*(R3) N L3(R3), pour tout vecteur propre Wy associé a la
valeur propre EY (N) de HY(N). Finalement, on a

- Ny(V) _
Zh_r)rgo 7 = e 1.21. (6.46)
e (Fermions [LS77, LSST88]). On a
EY(N
lim ag 3) = min {3CTF/ p(x)gdx—/ @da:
2 N et BT e ks Kl
fR3 p=1
1
+ // p(x)p(y)d:cdy} (6.47)
2 ) Jrexrs |z — Y
ot erp = m/322/332/3 . Ce probléme de minimisation admet une unique

solution ps lorsque k < 1, et aucun minimiseur pour x > 1. La fonction
Pr est radiale décroissante et a support compact. Pour 0 < k < 1, on a
également, pour la densité électronique,

%) (x)

. Npo(NY3z) =0 (6.48)

fortement dans L'(R?) N L5/3(R3), pour tout vecteur propre ¥y associé d la
valeur propre EY (N) de HY(N). Finalement, on a

= 1. (6.49)




236 Chapitre 6. Systemes a N particules

Ces résultats prouvent qu'un atome fictif ou les électrons seraient des
bosons aurait un comportement tres différent des atomes que nous connais-
somns.

Dans nos atomes, la densité des électrons & I’échelle 1/N/3 est donnée
par la solution du probleme a droite de (6.47), qui s’appelle le modele de
Thomas-Fermi [Tho27, Fer27]. Ce probléeme de minimisation est non linéaire
et il n’a de solution que sous ’hypothese que k < 1, ou k est la proportion
limite du nombre électrons par rapport a la charge du noyau. C’est cette pro-
priété du modele non linéaire effectif qui permet de montrer la limite (6.49).
Si c’est une indication forte que la conjecture d’ionisation est vraie, il y a
cependant encore un long chemin & parcourir entre N, (V) = Z + o(Z) et
N,(V)=Z+0(1).

A I'inverse, un atome ‘bosonique’ est bien plus concentré, a 1’échelle
1/N et son énergie est bien plus basse (d’ordre —N3) que celle des fermions
(d’ordre —N7/3). Le modele non linéaire est stable pour un x. > 1 dont
on peut donner l'estimation numérique . ~ 1.21. Les atomes bosoniques
peuvent donc étre fortement ionisés négativement, ce qui ne correspond a
aucune réalité physique.

Il peut paraitre étonnant que le probleme tres ardu de minimisation de la
forme quadratique £V associée au Hamiltonien H"Y (N) se simplifie comme
aux limites (6.49) et (6.46), et mene de plus & des problémes non linéaires,
alors que I’équation aux valeurs propres pour HY (V) est elle linéaire. C’est
un phénomene trés courant pour les systemes a grand nombre de parti-
cules. Il se trouve que les deux résultats du théoréme 6.17 (pour, respective-
ment, les bosons et les fermions) sont des cas particuliers de théoremes plus
généraux concernant des systémes avec des potentiels V' et w quelconques,
qui entrent dans la classe des “limites de champ moyen”. Dans ce régime,
le systeme quantique est tres dense et chaque particule est soumise a un
grand nombre de collisions car elle a un nombre important de voisins. Un
régime ou toutes les particules se comportent de la méme fagon émerge alors
a cette échelle, I'interaction étant remplacée par une “interaction moyenne”,
menant alors & un probléme non linéaire. Les résultats les plus généraux
(contenant le théoréeme 6.17 comme cas particulier) sur les limites de ce
type dans le cas stationnaire sont [LNR14] pour les bosons et [FLS18] pour
les fermions. Le lecteur pourra lire une revue des résultats les plus récents
dans [Roul6, Lewl5].

Nous donnons maintenant la preuve complete de la limite (6.44).

Preuve de la limite (6.44). Considérons un condensat parfait, sous la forme
U(z1,...,zy) = u(zy) - -u(ry) avec u € H?(R3) une fonction normalisée
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dans L?(R%). On trouve alors

<EV’ @,}{V 2
N R3 |90|

2
// @@ o
R3xR3 |5U—y|

Il est naturel de faire dépendre u de N en posant u(z) = N3/2y(Nz) avec v
fixé, c’est-a~dire de se placer a ’échelle 1/N autour du noyau. Ceci fournit

V'pv 7 2
)</ \Vv(:v)|2dx—ﬁ @),
R?’

!93\

2
// @ PP o
R3xR3 |:v—y|

Comme N/Z — k, on trouve immédiatement que

2
lim sup / \Vo(x)|? da / (@) dx
N —00 R3 Khﬂ

N/Z—k
2
= @@ 4 g
R3 xR3 \1’— \

Ceci fournit la borne supérieure dans (6.44), lorsqu’on minimise par rapport
av.

La borne inférieure est bien sur plus difficile. Nous allons utiliser le
résultat suivant, qui précise qu’on peut, dans une borne inférieure, rem-
placer 'interaction entre les N particules par une interaction moyenne, de
type champ moyen, sous ’hypothese que le potentiel est a transformée de
Fourier positive.

Lemme 6.18 (Potentiel d’interaction de type positif). Soit ¥ € Hi/s((Rd)N)

et ,0( ) sa densité définie en (6.25). Soit f € CO(RY) une fonction paire telle
que f € LY(RY) et f > 0. Alors on a

/ Z flx; — xp) N (x1, ..., zn) 2 dey - - - dey

N i<j<k<nN

> 1/ Fla =)oY ()05 (y) da dy — f((;)N-
R4 xR4

. (6.50)

Preuve du lemme. Nous déduisons de 'hypothese 0 < ]?E Ll(Rd) que, pour
toute mesure signée bornée v, nous avons

- v v v 2 )
//RR (@ —y)dv(@)dvly) = 5 )d/? SR p(R)dk >0
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En prenant v = Z;V:1 dz; — g, on trouve que pour toute fonction g € LY (R%)

> ez [ i@t dady

1<j<k<N
al N£(0)
+]§/RB flaj = v)gly)dy — =5

Le résultat suit en intégrant contre |¥|? et en prenant g = p$ ), O

Si le potentiel de Coulomb a bien une transformée de Fourier positive,
elle n’est pas intégrable a l'infini, ce qui empéche d’appliquer le lemme
précédent. Nous allons donc le couper aux hautes fréquences, en remarquant
par exemple que

1 1 — e Hlzj—=;l
D e D D P e
iy Tl Ty e

puis en appliquant le lemme avec f(z) = (1 — e #*l)/|z|. Cette fonction est
continue en 0 avec f(0) = u et sa transformée de Fourier vaut

. 1 1 u?

k) = \/57_[_—3/2 ( o ) _ \/57_[_—3/2— e Ll RS,R+
o R 2 QR ) <R
(voir la preuve du lemme A.14). Ensuite, nous utilisons 'inégalité (6.26) vue
précédemment au lemme 6.8, ce qui fournit pour tout ¥

(1)
ez [l ara-z [ B
R3 R

3
1 L—emtl 0y L N
- - dedy — —.
Suite a ’argument utilisé pour la borne supérieure, il est naturel de poser
u(zx) == N‘Q\/pg)(x/N), qui est normalisée dans L?(R3). Nous obtenons

£V ()
N3

Z Ju(x)]?
N Jrs ||

1 1 — e~ #Nlz—y| ) , p
2 Tl dody — P

Par le principe de Courant-Fischer, nous en déduisons que

EY(N) : Z u(z)|?
s > f 2de — = d
g —ueg%(R3>{Aa‘V“<x>' TN Jo Jal

fle |u|2:1

1 1 — e~ #Nlz—y| 5 9 p
= _— dedy p — —.
w3 [ e @ PP dsdy} - g

dx

> |Vu(z)|? de
R3
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Nous avons presque démontré le résultat attendu. Il reste juste a choisir p
de sorte que le terme de droite tende vers celui de (6.44). Nous écrivons

Z [ lu(@)P
\V4 2dr — = d
/RS| u@Pde -5 [

1 1 — e~ #Nlz—yl
11 / L @) uy)|? de dy
R3 xR3

2 [z —yl
2
[ oy,
N k| Jrs |7

1 e~ 1N |z—yl
1 / / Y (@) uly)|? d dy
2e J Jrsxrs |x — Y|

ou &y est I’énergie apparaissant dans 'infimum & droite de (6.44). L’inégalité
de Kato (1.22) vue lors de I’étude de la stabilité de atome d’hydrogene
s’écrit

> (1—e)&ulu) + e{ /RS Vu(z)[? dz — (i +1

€

zZ 1

/ Ju()|? d:[;<77/ ]Vu(x)2d$+1/ lu(z)|*dz, V¥n>0, ReR?
P 4n Jes ’ ’

(6.51)
et elle implique que, par exemple,
1 2 L[ |u(@) 3 2 3
- dr — — de > —— der = ——
3 /RB Vu(@)l” dz K /R3 Ed TE T2 R3 fut@)]” do 4k2
et

Z _1)2
1 JENI TG PNILT EE
3 Jrs e|N k|Jps || - 42

Comme dans la preuve de la proposition 1.2, on peut utiliser 'inégalité de
Sobolev pour obtenir

e~ HN|z—yl e—kN|z—y| e—HNT
[ twlas [ Py +
R3 |§C—y| B(z,r) |CC—y| r

e—/,LN’I’
<cr [ VatyPay+
R3 T
de sorte que
1 1 e~ N lz—yl e—CuNe
= \Y% 2 do—— _ 2 2dedy > —C
5 L IVu@ =g [ ) lut) e dy > 0
Comme inf & < 0, notre estimée finale est donc
2
EV(N) . e Onhe % — p
—= L > f &u-0C —Ce-C EL — . (6.52
N3 _ue;ﬁ(n@) H € c € 2N?2 (6.52)

fR3 \u|2:1
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On peut alors prendre p = N et € — 0 tres lentement, ce qui fournit le
résultat attendu.
Si on prend une suite quelconque ¥ normalisée telle que

£V(Un) = B/ (N) + o(N?)

les estimées précédentes montrent de plus que N 14/ p&}l)\, (z/N) est une suite
minimisante pour le probleme a droite de (6.44). Lorsque k < k., ceci peut

étre utilisé pour montrer la convergence (6.45) de la densité vers 'unique
minimiseur u, [BL83]. O

La preuve dans le cas fermionique est plus difficile. On peut montrer
assez rapidement que I’énergie est minorée par un terme d’ordre —N /3 ce
qui montre déja une grande différence avec le cas bosonique, dont 1’énergie
est d’ordre —N3. En effet, en utilisant 'inégalité de Lieb-Thirring (6.35) et
I’argument précédent pour estimer l'interaction, on trouve

W
£V (v) ZC’LT/ Psyl)(@gde/ Py (@)
R3 R

s 2|
1 // 1 — e~#Nle—yl (1) (1) uN
+ = ——py (@)py (y) dr dy — —
9 RS X R3 ‘x _ y‘ v ( ) N4 ( ) 9

Les termes faisant intervenir p peuvent étre controlés de fagon similaire a
précédemment (mais en faisant attention d’utiliser la norme L%? de la den-
sité au lieu du gradient de sa racine carrée). En posant p(z) = N2p/(N1/3z)
on trouve alors que

5 1 p(z)p(y)
] /p:vgdx—Z/ [)(I)da:—l—// ——=>dxdy
M Jgs (=) RS |7 2 JJrsxrs |7 —yl
1 5 Z [ =) 1 P (x)p'(y)
= N3 | Cf / '(2)3 do—— dm—{—// ———2dxdy .
( tr RSP( ) N Jgs |z| 2 JJrsxrs T — Y

On retrouve exactement le probleme a droite de (6.47), mais avec la constante

[+ ala place de 3crr/5. Une conjecture célebre de Lieb et Thirring [LT75]
(déja mentionnée plus haut & la section 5.5.3) énonce que C}. = 3cTr/5, ce
qui rendrait la preuve de (6.47) assez facile. Malheureusement, la conjecture
n’a toujours pas été démontrée, et on doit travailler beaucoup plus pour obte-
nir la bonne constante 3ctr/5. Une technique usuelle pour démontrer (6.47)
consiste a utiliser des états cohérents [LST7, Lie81]. Nous allons donner les
grandes lignes d’une autre preuve, basée sur la limite semi-classique vue au
théoreme 5.51.

Idée de la preuve de (6.47) pour k < 1. Nous admettons que le probleme de
minimisation & droite de (6.47) admet un unique minimiseur p, lorsque
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k <1, et que cette fonction est solution de ’équation non linéaire suivante

1 1 3/2
o) = il (s + L = e ) (65
+

K|z ||

ol px < 0 est un multiplicateur de Lagrange provenant de la contrainte que
ng pr = 1. Par ailleurs p,, < 0 pour k < 1 et dans ce cas p, est une fonction
continue & support compact. Voir [LS77, Thm. I1.20] pour la preuve de tous
ces résultats.

En utilisant les idées de la preuve pour les bosons, on se ramene a étudier
le probleme consistant a minimiser 1’énergie

N ( ) ( ) (1)
1
= (R3)N R3 |55\ R3xR3 |$ Y|

pour tous les ¥ € H!((R*)N) normalisée dans L2((R?)Y). Nous pouvons
introduire la fonction p, y(z) := N2p.(N'/3z) dans le terme non linéaire

en utilisant
T2
J[ IO gy g [ IO
R3xRS |T — Y] rs K|

(1)

pour f = py’ — pg,N, ce qui fournit la borne inférieure

Z/ V-7 [ (1|;(|)d$

(1) 7/3
K N K H
+// Pen(@)Py W) 4 // Pe@)only) 4o (6.54)
R3xR3 |a:—y| R3xR3 |5U—y|

La somme des trois premiers termes peut se réécrire

Z 1
Z/ \ij‘l’\2+/ <—+pn,N*> Py (z) do
j=1 (R3)N R3 |x’ |$’
ol Z 1
= (v, <—Aa:j — =+ PN * () — unN“/?’) U )+ pe N7/
= |5 ||
= Z 1 4/3 7/3
>y i -A- Tl + PrN * ] — s N3 ) + N (6.55)

J=1

ou a la derniere ligne nous avons utilisé le théoreme 6.9. Apres dilatation des
distances d’un facteur N2/3, nous voyons que Popérateur dans la parenthése
devient

1

K|z

~ ~ 1
N4/3 (—A + V(x/N1/3)> o V(@)= e e
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(nous supposons pour simplifier que N/Z = k). On notera que, d’apres (6.53),
V(a:)_ = crr pr(x) 2/ 3, qui est une fonction continue a support compact.
Par le théoreme 5.51, le nombre de valeurs propres négatives de I'opérateur
—A +V(x/N'/3) se comporte comme

N4r 3/2/
= N.
3(2m)3 I Jpa P

Ainsi, cet opérateur a juste le bon nombre de valeurs propres négatives et on
peut utiliser les fonctions propres correspondantes pour trouver une borne
supérieure sur EY(N) avec des arguments similaires & ceux présentés ici.
Enfin, par le méme théoreme la somme des valeurs propres négatives de
—A 4 V(z/N'3) se comporte comme

S 15(2m)3 TF Jps TR 5  Jrs'"

En utilisant I’équation de p,, on peut insérer cette information dans (6.55),
ce qui fournit une borne inférieure égale & N7/3 multiplié par

2 3
—CTF/ 5/3+Mn—5CTF/ pi/g_CTF/3p2/3+ﬂn
R

)
3
= 5CTF/ 2/3+/ (V + tw)pr
R3 R3
3 K
:CTF/ 2/3 / P()dx
5 R3 /f\x]

R3xR3 ’x - y|

En ajoutant le dernier terme de (6.54), on retrouve exactement le terme a
droite de (6.47). O

Exercice 6.19. Ecrire le détail de la prewve de la limite (6.47).

Nous avons étudié le comportement d’'un systeme de N particules dans
le champ Coulombien engendré par un seul noyau tres lourd, de charge
proportionnelle a N et nous avons trouvé une forte différence entre les bo-
sons et les fermions. L’énergie des atomes se comporte pour N = Z grand
comme —CZ7/3, une prédiction qui fournit des résultats avec une précision
étonnante si l'on prend en compte la simplicité du modele de Thomas-Fermi.
L’énergie est de 'ordre de 15 % inférieure aux prédictions d’autres modeles
beaucoup plus évolués comme le modele de Hartree-Fock [Eng88]. Divers
travaux ont été consacrés a la détermination rigoureuse des termes sui-
vants du développement en puissances de Z, ou a l'insertion d’autres effets
(relativistes ou dus a la quantification du champ électromagnétique). Les
termes en Z2 et Z°/3 sont connus explicitement, ce qui permet d’améliorer
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les prédictions sur 1’énergie fondamentale des atomes. Toutefois, un modele
tres simple du type de celui de Thomas-Fermi ne peut expliquer la richesse
du comportement des atomes du tableau périodique, puisque la chimie a
plutot lieu a 1’échelle O(1), ce qui correspond a des processus impliquant un
nombre fini d’électrons (ceux des couches externes).

Dans cette section nous avons fourni une sélection de quelques résultats
concernant un modele & N particules tres particulier (les atomes et molécules),
bien str tres important d’un point de vue en physique et en chimie. Il
existe de nombreux autres systémes quantiques qui posent des questions
mathématiques intéressantes. Le lecteur intéressé a en savoir plus pourra
lire par exemple [RS78, LS10, LSSY05].

Exercices complémentaires

Exercice 6.20 (Bases des espaces & N corps et gaz d’électrons libres). On se place dans
$ =L*Cr) ot Cr = (=L/2,L/2)* est le cube de c6té L. Dans L*(Cy), on introduit les
notations

(u1 R ’U,N) (5617 ...7£EN) = ul(ml) cee uN(acN),

1
(ul ®s ®s ’U/N)(xl"..,mN) = W Z uU’(l) ®"'®UJ(N)7

ToeEGN
1
ur A ANun (x17"'7mN): S(U)ua(l ®"'®’U40N,
( ) i aneN ) )

ot u1,...,un € H = L*(CL).

1. Soitep p(x) = L™¥2e™*® | base de Fourier, pour k € (2n/L)Z%. Montrer que (ep 5, ®
e ® €L7kN)kj21 est une base orthonormée de L2(CJLV), que (eL,k, N+ A eL7kN)k,i¢kj
est une base orthonormée de Uespace fermionique L2((Cr)N), et que (erk, ®s -+ ®s
erky) est une base orthogonale de ’espace bosonique L2((Cr)N). Calculer la norme
de ep g, Qs+ Qs €L ky -

2. Soit —A le Laplacien avec conditions au bord périodiques, c’est-a-dire défini sur le
domaine Hf,cr(CL) et dont on rappelle qu’il est auto-adjoint, de spectre

o(—=A) = {|k|*, k€ (2r/L)Z"}

et de fonctions propres les er, .. Montrer que l'opérateur

est essentiellement auto-adjoint sur

ngr((CL)N) = {‘I! S Coo((CL)N) . U L-périodique par rapport
a chacune de ses variables quand les N — 1 autres sont ﬁxées},
dans $HY. On appelle Hy sa fermeture. Etendre le résultat auz cas fermioniques et

bosoniques, ce qui fournit les opérateurs Hn,o et Hn,s. Calculer le spectre de Hn,
Hn,o et Hn s, en particulier leur premiére valeur propre. Que peut-on remarquer ?
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3. On étudie maintenant plus en détail le cas fermionique. On appelle Er,(N) la premiére
valeur propre de Hn o dans la boite (CL)N et on étudie son comportement a la limite
N,L — oo avec N/Ld — p €]0,00[. Le nombre p est la densité moyenne de particules
dans la boite Cr. Soit R un réel strictement positif et Nr(L) le nombre de points du
réseau (2m/L)Z% qui sont dans la boule B(0, R) :

Ngr(L) := #{k € (2r/L)Z" | |k| < R}.

Montrer que
| B

Nr(L) _ |Bi d
—0/L)* < < L
(R =0/ < S < LR+ O/L)
ot | B1| est le volume de la boule unité dans R*. On choisit R = 27 | By \71/dp%. Montrer
alors que
: EL(N) 142
N,III‘IEOO Ld T CTEp ‘
NL %)

pour une constante ctr que l’on déterminera.



Annexe A

Rappels sur les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role essentiel dans 'analyse des équations
aux dérivées partielles. Ils permettent de formuler des problemes variation-
nels ou dépendant du temps dans un sens “faible” qui est cependant plus
restrictif qu’au sens des distributions et est donc plus proche des solutions
“fortes”. Par ailleurs, comme nous avons expliqué au chapitre 2, les espaces
de Sobolev apparaissent naturellement comme domaines du Laplacien, vu en
tant qu’opérateur auto-adjoint, et ce sont donc des espaces incontournables
en théorie spectrale.

Nous donnons ici les outils principaux sans toujours fournir les preuves et
renvoyons aux livres [LLO1, Eval0, Bre94, AF03, Gri85] pour plus de détails.
Alors que les espaces de Sobolev sur tout I’espace R? sont des objets assez
simples (grace a l'utilisation possible de la transformée de Fourier), le cas des
domaines bornés est beaucoup plus technique et difficile. La régularité de la
frontiere joue en effet un role important. Nous n’en parlerons pas beaucoup.

A.1 Définition

Soit 2 un ouvert de R? et k£ > 1 un entier. L’espace de Sobolev H¥(0)
est défini par

H*(Q) = {f € L*(Q) tels que % f € L*(Q), pour tout multi-indice |a| < k}
(A.1)
Iei 0%f = 01 -+~ 9gd f pour a = (a1, ..., g) est la dérivée au sens des distri-
butions de la fonction f dans €2, et |a| = a3 + - - - + 4. Dans la définition de
H*(Q) on demande donc que toutes les dérivées de f au sens des distribu-
tions, d’ordre inférieur & k, s’identifient & des fonctions de L?(£2). On peut

montrer que H k(Q) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

<f79>Hk(Q) = Z (0 f, aag>L2(Q)' (A.2)

|| <k

L’espace de Sobolev WHP(Q) est défini de facon similaire en remplacant
L?(Q) par LP(Q) partout. C’est alors un espace de Banach mais dans ce

245
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cours nous utilisons presque exclusivement le cas le plus simple de ’espace
de Hilbert H(Q).

L’espace HE () est défini comme la fermeture de C2°(€2) pour la norme
de H*(Q). C’est un sous-espace fermé qui est en général différent de H*(9).
Intuitivement, il contient les fonctions qui s’annulent au bord, alors que
les fonctions de H*(Q)) peuvent prendre n’importe quelle valeur au bord.
Pour 'instant nous n’avons cependant pas encore discuté du bord de €2. Le
résultat suivant précise que H*(Q) est lui méme la fermeture de C*°(Q) pour
sa norme.

Théoréeme A.1 (Meyers-Serrin). Soit @ C R? un ouvert borné. Alors

C>®(Q) est dense dans H*(Q) pour la norme induite par le produit sca-
laire (A.2).

La preuve du théoreme est difficile lorsque 2 est quelconque, mais plus
simple si ) est suffisamment régulier.

A.2 Espaces de Sobolev sur I'intervalle |0, 1|

Le cas de la dimension d = 1 est plus facile et explicite. Pour toute
fonction f € L'(]0,1[) dont la dérivée au sens des distributions est aussi
dans L'(]0,1[) on a pour presque tous z,y €]0, 1|

f(2) = f(w) + / o (A3)

et donc, en intégrant par rapport a y,

f(x) = /0 f)dy+ /0 1 /y " Py, (A.4)

La fonction a droite est continue sur 0, 1] et admet des limites a gauche et
a droite en 1 et en 0, respectivement. Ainsi f coincide presque partout avec
une fonction continue sur [0, 1], et on a l'estimée

Sl[lopl} ‘f(xﬂ < HfHLl(]O,l[) + Hf/HLl(]O,l[) . (A5)
z€|0,

En d’autre terme, nous avons l'injection continue
whi(1o, 1) = €°([0,1])
et en particulier ’application de restriction au bord
ue W (0, 1]) = (u(07),u(17)) € C?

est continue.
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Si f € L?(]0,1[) et f" € L?(]0,1]) alors ces fonctions sont a fortiori dans
L1(]0,1]) et f est donc continue sur [0, 1]. Mais on peut obtenir de meilleures
estimées. Par exemple, on peut écrire

S@P = WP =2 [ F@ @
Yy

Comme f et f’ sont par hypothése dans L2(]0,1[), leur produit est bien
dans L'(]0, 1[) par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En intégrant sur ]0, 1[ par
rapport & y, on obtient une autre relation sous la forme

oo [ ([0 [

pour presque tout x €0, 1[. La fonction de droite est uniformément bornée
par rapport a x, puisque

/(/ F@LO1at) dy < Wllgony 1 l1agos- (A0)

Donc on a prouvé l'inégalité

?815 |f|2 <2 ||f”L2(}o,1[) Hf/HLQ(]O,l[) + ”f”%Q(}OJD (A7)

Comparée a (A.5), la dérivée apparait avec une puissance 1/2 quand on
prend la racine carrée, ce qui peut étre utile dans certaines applications. En
fait, f est méme Holdérienne d’exposant 1/2 puisqu’on peut écrire également,
en revenant a (A.3)

[f(z) = fy)| <

/ |f/(1)] dt‘ <z —y|'? Hf/HLQ(]O,l[)
)

Ainsi, nous avons montré que les fonctions de H'(]0, 1[) sont Holdériennes
d’exposant 1/2 et bornées sur [0, 1].

De la méme maniere, les fonctions f € H2(]0, 1[) sont de classe C*([0, 1])
et leur dérivée f' est Holdérienne d’exposant 1/2. En itérant 'argument, il
est possible de montrer le lemme suivant.

Lemme A.2 (Restriction au bord pour H*(]0,1[)). Pour k > 1, on a lin-
jection continue

H*(0,1]) € ¢*~*([0,1)).

L’application de restriction au bord
fe HE(0,1) = (F(01), o SE7D(01), (7)o sE7V(A7)) € € (A8)

est donc continue.



248 Appendice A. Rappels sur les espaces de Sobolev

Evidemment, en prenant pour f un polynome de degré suffisamment
élevé, il est clair que l'application de restriction au bord (A.8) est aussi
surjective.

Le théoréeme de régularité elliptique joue souvent un role central. Il sti-
pule qu’il suffit de vérifier que f € L2(]0,1[) et que f*) € L2(]0, 1) pour en
déduire immédiatement que f € H*(]0,1[). Nous I’énoncons ici avec k = 2
pour simplifier.

Lemme A.3 (Régularité elliptique sur ]0,1[). Soit f € L?(]0,1[) tel que
" e L2(]0,1]). Alors f' € C°(]0,1]) avec

%aﬁ\f’! <6l fllzqoap + 21" 22 go1p- (A.9)

En particulier, f' € L*(]0,1[) et f € H%(]0,1]).

Démonstration. On sait que si la dérivée T” d’une distribution 7' s’identifie
a une fonction 7" = g € L'(]0,1]), alors la distribution T est en fait une
fonction continue sur [0, 1], qui est simplement égale a

T(y) = /Oyg(t) dt+C

pour une certaine constante C' = T'(0%). L’hypothese que f” € L?*(]0,1]) C
L(]0, 1[) implique que f’ est une fonction continue sur [0, 1], donc évidemment
dans L2(]0, 1[). Du coup, f est une fonction C'. Pour prouver I'inégalité (A.9),
nous pouvons par exemple partir de la relation

Fy) = /0 Y ey dt 1 f(0),

et intégrer contre y(1 — y), ce qui fournit

/Oly(l ~y) (/Oy F(t) dt) dy + f/éo) = /Oly(1 — ) f'(y)

1
= —/0 (1—2y)f(y)dy.

En intégrant a nouveau par parties le terme de gauche, ceci peut se réécrire

1 1
f(0) = —6/0 (1—2y)f(y)dy +/0 (3y* —2y° — 1) f"(y) dy.

Nous avons donc obtenu la formule

Y 1 1
f'y) = /0 frt)dt - 6/0 (1—2y)f(y)dy +/0 (3y* —2y° — 1) f"(y) dy
a partir de laquelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

1 Neeeqo,ip < 21" goap + 6l Fllrgoap < 21 Nz2qoap + 611f 1 L2qo.ap

comme nous voulions. O
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Exercice A.4 (Régularité elliptique pour H*(]0,1[)). Enoncer et prouver
un résultat similaire pour H*(]0, 1[).

A.3 Espaces de Sobolev sur R?

Comme on a .
8O‘f H ipj)*

on déduit de la formule de Parseval qu'une fonction f appartlent a HE(R?) si

et seulement si sa transformée de Fourier f est telle que Ip|* f ( ) appartient
a L2(R?). Ainsi,

i = {7 e @Y - [ a4 pPHFoRd <. (a0

De plus, on voit que f € L2(R%) et A¥f € L?(RY) impliquent immédiatement
que toutes les autres dérivées d’ordre < 2k sont également dans LQ(Rd), qui
est le théoreme de régularité elliptique dans ce cadre.

La définition de H¥(R?) & 1’équation (A.10) s’étend immédiatement au
cas ou k n’est pas entier en posant

we) = {rerm®) [ arpPriera <o) ()

pour tout s > 0. Alors que la norme de Sobolev s’exprime facilement en
variables d’espace lorsque s = k est entier, il ne semble pas évident d’écrire
celle de H*(R?) en fonction de f(z) lorsque s n’est pas entier. Le théoréme
suivant est alors utile.

Théoréme A.5 (Définition de H*(R?) en variables d’espace pour 0 < s < 1).
Soit 0 < s <1 et fe H*(R) une fonction quelconque. Alors on a

2
[ a=cu [ [ UETO g a)

225=15(s)
Cas = —gomr -
7d/2T7(1 — s)

ol

Ainsi f € H*(R?) si et seulement si I'intégrale & droite de (A.12) converge.
Bien str, si f € H*(R?) avec s > 1, on commence par écrire s = k + o avec
o €]0,1[ et on utilise la caractérisation ci-dessus pour toutes les dérivées
d’ordre k de f, qui doivent appartenir & H(R?).

Démonstration. On utilise la formule intégrale suivante

25 S o0 ( —t|p|2> dt
R 1—
R Fp /0 ° (it
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qui s’obtient par un changement de variable. Notons que l'intégrale de droite
converge pour 0 < s < 1 puisque 1 — e~tpl* = tlp|? + O(t?) en 0, ce qui
permet de réduire la singularité a t=° en 0, qui est intégrable puisque s < 1.
L’intégrabilité a l'infini suit de la condition que s > 0. La valeur de la
constante provient de 1'égalité

e 1 [ I'(1-—
/ (1_e—t)1dt:/ otdt _ T —s)
0 ti+s S Jo ts S

On obtient donc

Lk =i [ ([ a-ciera) i

L’échange des intégrations est justifié par le fait que tout est positif. On
peut aisément exprimer l'intégrale de droite en espace en utilisant la trans-

||
formée de Fourier inverse de e~!IPI* qui vaut (2t)~42e~ 3 | et le fait que la

transformée de Fourier d’un produit est une convolution. On trouve
[ 0=y fof dp
R4
_ e—y?——
— [ p@Pde—am = [[ ST ) dedy
R¢ Re x R4
1 _ _lz—yl?
= jtany 2 [ R ) - )P e dy
Rd x R4

puisque
||
(47rt)d/2/ e 3t dr=1.
R4

Nous avons donc prouvé que
INELCR
R4

0o e yl?2  d
= Vo [ ([ ) @R dray

ce qui conclut la preuve puisque

e—y®2  dt 1 /Oo 1 dt 2d+25r(8)
0

[o.¢]
e 4t = at = .
/0 t1+5+g |x_y|d+25 t1+5+% |$_y|d+28

A.4 Trace, relevement, prolongement

Nous avons déja vu qu’il était possible de définir la trace au bord d’un
intervalle pour une fonction f € H*(]0,1]), cette trace étant juste le vecteur
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composé des deux valeurs f(0) et f(1) de la fonction continue f. En dimen-
sion supérieure, la situation est un peu plus délicate. Il est possible de définir
la trace au bord, mais c’est un objet défini presque partout (dans L2(92))
car en général f ne s’identifie pas a une fonction continue. Le théoreme
principal est le suivant.

Théoréme A.6 (Trace). Soit Q un ouvert borné de R? dont la frontiére est
Lipschitzienne. Alors il existe une unique application continue

HY(Q) — L?09)

P o (A.13)

qui coincide avec la restriction au bord lorsque f € H'(Q)NC°(Q). De plus,
on a

||f”i2(aﬂ) < Cl izl fll @) (A.14)

ot la constante C' ne dépend que de €.

Plus généralement, si Q est de classe CK=V (ou l'union d’un nombre
fini de telles sous-variétés qui s’intersectent transversalement)!, il existe
une unique application continue

HRQ) — L2(0Q)*

e (om0 ) (4.15)

qui coincide avec la restriction au bord lorsque f € HF(Q) N C*(Q), ou

On = n -V désigne la dérivée dans la direction de la normale sortante n sur

09, avec
k

> HaﬁwaHLz(aQ) < Ol fll ar—1 ) 1 | ez () -
=0

Finalement, on a f € H}(Q) (la fermeture de C°(Q) dans H*(Q)) si et
seulement si f € H*(Q) et toutes ses traces s’annulent :

—

<

foa="= a’;—lfm =0.

Pour la preuve de l'inégalité (A.14), voir par exemple [Gri85, Thm.
1.5.1.10]. L’idée est d’appliquer la formule de Green

23?/uF-Vu:/F-V|u|2:—/ yu|2divF+/ W2 -
Q Q Q o0

pour un champ de vecteur F € C*(Q) tel que F -n > 1 sur 99 (une
régularisation de n lui méme). Le fait que (A.14) fasse intervenir les deux

1. On rappelle qu’une fonction est de classe C*~1! lorsque quelle est C*~! et sa
(k —1)eme dérivée est Lipschitzienne. Pour un domaine 2 cela signifie que sa frontiere 9
est localement le graphe d’une fonction de classe C*~ %1,
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normes L? et H' est tres utile. Nous I’avons déja rencontré dans le cas de
la dimension 1 & I’équation (A.7).

Il est légitime de se demander quel espace parcourt fsq lorsque f par-
court H¥(Q), et il se trouve que ce dernier est toujours plus petit que L?(99)
(en dimension d > 2). Dit autrement, application de trace (A.13) n’est pas
surjective sur L2(92), son image est strictement incluse dans L?(992). Cepen-
dant, son image est dense car on peut “relever” n’importe quelle condition
au bord suffisamment lisse donnée a ’avance.

Théoréme A.7 (Relevement lisse). Si Q est de classe CF~L1 et g; €
CH179(89Q) pour j = 0,...,k — 1, alors il existe une fonction f € H*(Q)
telle que (%fm = gj.

Le résultat est le méme si 002 est 'union de plusieurs surfaces lisses,
auquel cas il faut prendre les g; a support dans les faces en question. L’idée
de la construction est assez simple. On utilise d’abord des partitions de
I'unité de facon a se ramener au cas ou les g; ont un petit support. Alors,
sur ce support la frontiere 9 est presque plate. Par exemple si k = 2 et
Q C R? est exactement égal au demi espace {zg > 0} au voisinage du
support de gg et g1, alors on peut simplement prendre

f(ﬂ?l, ---J?d) = (90(901, --~>5L'd—1) - xdgl(l“h ---,ﬂid—l))ﬁ(ﬂfl, -'-de)

ou 7 est une fonction C*° & support compact, qui localise au voisinage de la
frontiere. Le cas général s’en déduit par 'utilisation de cartes locales.

Il est en fait possible d’identifier précisément 'image de la restriction
au bord. Par comparaison avec la formule obtenue dans tout ’espace au
théoreme A.5, on définit ’espace de Sobolev fractionnaire sur un domaine

() par sa norme
2 f)P
ey = [ B doay

pour 0 < s < 1. Si s > 1 on demande bien siir que les dérivées d’ordre
[s] appartiennent toutes & H s=[s]. On peut alors montrer que &, floa décrit
tout H*7-1/2(9Q) quand f décrit H*(Q) et que Q est de classe CF~11
(voir par exemple [Gri85, Thm 1.5.1.2]). Bien stir, 'application ne peut pas
étre injective car on peut changer la fonction f a l'intérieur de €2 a sa guise
sans changer ses valeurs au bord. Cependant, il est possible de construire
un relevement qui est continu pour les normes en question.

Théoréme A.8 (Relevement). Soit Q un ouvert de classe C*¥~V1. II existe
une application continue

k-1
R:(go,...,ge1) € [[ HF7712(09) = f € HY(Q)
j=0
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telle que (%f =g; et

k—1

1F |y < C D5l pri-s1/2 (00 - (A.16)
=0

La fonction f peut étre construite de sorte qu’elle soit a support aussi
proche que 'on veut du bord, mais la constante C' explose lorsque la distance
voulue décroit. Tel quel le théoreme n’est pas vrai si {2 est I'union de faces
qui sont des sous-variétés de classe C¥~ 11 car, si les fonctions g; sont bien
dans H*7=1/2(F;) pour chaque face Fj, il peut y avoir des conditions de
compatibilité supplémentaires sur les arétes, en fonction de la dimension d
et de la valeur de k. Par exemple en dimension d = 3, les fonctions de H%(2)
sont toutes continues sur €2, ce qui implique des conditions de continuité sur
les arétes pour fjpq, sans qu’il n’y ait aucune condition particuliere pour
On f|o0-

Il est possible d’utiliser le théoreme A.8 pour étendre une fonction de
H*(Q) en une fonction de H* (Rd) : on applique le résultat sur le complémentaire
R4\ Q (ou un voisinage de d9 dans ce complémentaire), de sorte que les res-
trictions au bord de la fonction sur R%\ 2 coincident toutes avec celles de f.
En utilisant la formule de Green, on peut alors vérifier que la compatibilité
de toutes les restrictions est suffisante pour que la fonction ainsi construite
soit dans H*(R?).

Cependant, cette construction basée sur la continuité des traces et le
prolongement hors de {2 nécessite des hypotheses fortes sur le domaine (2,
puisqu’il est nécessaire de connaitre les espaces exacts dans lesquels vivent
les traces de f. Il est en fait possible d’étendre une fonction de H*(Q) sans
utiliser les traces, ce qui requiert alors une tres faible régularité pour €2 (voir
par exemple [Gri85, Thm 1.4.3.1]).

Théoréme A.9 (Prolongement). Soit @ C R? un ouvert borné, dont la
frontiére est Lipschitzienne et k > 1 un entier. Alors il existe une application
linéaire continue

fe Q) — fe HYRY)

telle que flg = f et
£l e ey < ClLF Nl ko (A.17)

Ce résultat est tres important pour pouvoir étendre facilement a un
domaine borné des propriétés prouvées dans R?. Nous en verrons un exemple
a la section suivante. Une fois de plus, on peut demander que ’extension soit
a support aussi proche que 'on veut de la frontiere de €2, mais la constante
C diverge lorsque la distance tend vers 0.
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A.5 Injections de Sobolev et compacité de Rellich

Nous arrivons maintenant aux injections de Sobolev, qui précisent que
les fonctions de H¥(£2) sont en fait dans LP(2) avec p > 2, 'injection étant
compacte lorsque €2 est borné. Mais commencons plutot par le cas de tout
I’espace.

Théoréme A.10 (Inégalité de Sobolev). Soitd > 1 et 0 < s < d/2. 1l existe
une constante Sq s telle que, pour toute fonction mesurable f € L%OC(Rd) ns’

de sorte que Uensemble {x : |f(x)] > M} soit de mesure finie pour tout
M >0, on ait
112 gty < S /R Pl o) de (A.18)
avec
.
P= a0

La valeur de p* est imposée par I'invariance des deux termes de 1'inégalité
sous l'action des dilatations d’espace.

Remarque A.11. Nous avons supposé que f est une distribution tempérée
pour pouwvoir écrire sa transformée de Fourier. En utilisant la formule (A.12)
on peut énoncer un théoréme en supposant seulement f € Llloc(Rd). En
pratique nous avons toujours f € L*(R?), ce qui implique immédiatement
que f € 8" et que les ensembles {|f| > M} sont de mesure finie pour tout
M > 0. Cependant, comme l’inégalité ne fait pas intervenir la norme L?
de f, il nest pas trés naturel d’énoncer un théoréme avec cette hypothese.
Evidemment,}\l’inégalité (A.18) est vide si l'intégrale a droite diverge, c’est-
a-dire si |£]° f(€) nest pas dans L?(RY).

Exercice A.12. Vérifier que la puissance p* est la seule pour laquelle les
deuz termes de (A.18) ont le méme comportement en X, lorsque f est rem-
placée par f(Ax) pour X\ > 0.

Si f e H*(RY) alors f € L?(R?) et on peut utiliser I'inégalité de Holder,
pour en déduire immédiatement que

f e L*(RY) N L (RY),
avec l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg :

2

1l zoy < 17152y 115 ey < C 1715 ey ( /R d rs|28|f<s>|2ds>

R 1/2
<o [ a+PrIfQrdE) =l
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ou

p 2 p
Nous fournissons une preuve assez simple de I'inégalité de Sobolev (A.18)
issue de [CX97].

1 6 1-6

Démonstration. Soit f € CP(RY) et K := H]{\SﬂLQ(Rd). On écrit d’abord

[t ae= =2 [ [ 5n0s) 2 yards

d—2 2
Zde/O AEE e s [f(@)] > A dA. (A.19)

Il faut maintenant estimer |[{z : |f(z)| > A}| pour tout A. On écrit f = v+w
avec 9(¢) = f(€)x(|¢]/a), ot a est un parametre dépendant de A qui sera
fixé ultérieurement et 0 < y < 1 une fonction a support compact telle que
Xjj0,1] = 1 et X|j2,00) = 0. On utilise alors que

{IF (@) = A} < [{lv(@)] = A/2H + [{lw(z)] = A/2}|

et on choisit a de sorte que ||v]|; < A/2, ce qui donne [{|v(x)| > A/2}| = 0.
En fait, on a

ol oo < (2m) /M G

e 1/2 1/2
—d 251 77 2
< (2n) (/5 » m%) (/5 BRG] df)

<CKa2", (A.20)

qui suggere de prendre
a3 = =) (2CK) < a=C'(\/K)&2 =

Il reste a estimer le terme impliquant w, pour lequel nous écrivons
1 1 ~
[uta)l = 32 < 55 [ P <55 [ 1FOP
A d /\ |£|2a

En insérant dans (A.19), on obtient

[ 1@ Hsd:v<0/ = /|§|Za|f<£>|2d£cu

sc/ = / L 1F©)2 dedn
0 €120\ K) T

- ok [[ePIfe) P ds = CK 7,

Nous avons prouvé l'inégalité pour f € C° (RY). Le cas général suit par
densité mais nous n’en dirons pas plus. ]
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En dimension 1 on peut utiliser la formule
s@P 2w [ 0w

qui démontre que H(R) — L*®°(R) (en fait on a méme injection dans 1es-
pace CJ(R) des fonctions continues qui tendent vers 0 a linfini) et donc
H'(R) <+ LP(R) pour tout 2 < p < co par 'inégalité de Holder. En dimen-
sion deux, on n’a pas d’injection continue dans L% (R?), mais par contre
Iinjection continue dans LP(R?) est vraie pour tout 2 < p < co. Le théoréme
général est le suivant.

Théoréme A.13 (Injections de Sobolev dans R9).
e 5i0<s<d/2, on al'injection continue

HA(EY) < (R, V2<p< - 3d25. (A.21)

e Sis=d/2, ona
H3(RY) — LP(RY),  V2<p< oo (A.22)

e Sis>d/2, ona
H*(RY) — PP (RY) (A.23)

ou ¢ est l'unique entier tel que 0 <l <s—d/2<l+1etb=s—{—d/2.

Nous voudrions insister sur le fait que les injections “sous-critiques”
(c’est-a-dire par exemple pour p < 2d/(d — 2s) lorsque s < d/2) ne sont pas
tres difficiles. 11 est bien plus difficile de montrer celle pour p = 2d/(d — 2s),
ce que nous avons vu au théoreme A.10.

Expliquons rapidement comment on peut démontrer les inégalités dans le
cas sous-critique. D’apres la caractérisation avec la transformée de Fourier,
une fonction f appartient a H*® (Rd) si et seulement si elle peut s’écrire en
Fourier

> 9(§)

f(E):W

avec g € L?(RY). De plus la norme L? de g est équivalente & la norme H*
de f. En variables d’espace, la formule peut s’écrire

f(x) =/ hs(z —y)g(y) dy
R4
ou hy est la fonction telle que

~ (2m)4/2
hs(§) = A+ )2
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Ainsi, nous sommes ramenés & prouver que si ¢ € L?(R%), alors h, * g
appartient & LP(R?) pour 2 < p < 2d/(d — 2s) si s < d/2, et appartient &
des espaces de fonctions plus lisses sinon. Dans le cas sous-critique, ceci suit
simplement des propriétés élémentaires de la convolution, alors que dans le
cas de p = 2d/(d — 2s), c’est I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev (5.17)
qui est équivalente a l'inégalité de Sobolev [LLO1].

Lemme A.14. La fonction hs = (2m)¥2F "1 (14|¢2)7%/2} est dans O (R%\
{0}) et vérifie
1

W pour s < d,

hs(z) ~ Cas —log|x| pours=d,

1 pour s > d.

\

De plus elle décroit exponentiellement a l'infini :
he(z) < el pour |z > 1.

Démonstration. Si s > d alors £ + (1 + |£|?)7%/2 appartient & L*(R?), ce
qui implique immédiatement que hg est continue et bornée. En utilisant la
formule intégrale .

is = F(S/Q)l/ e tars=L q,

a 0
et la transformée de Fourier des gaussiennes, nous pouvons exprimer hg sous
la forme suivante

2-4/2 ©  p_1 dt
- —tle]* -5
hs(x) T(s/2) 2= /0 e a—. (A.24)

t+ s
Cette formule montre que hy € C%°(R%\ {0}) et que hy(z) ~ C|z|*~% lorsque
x — 0, pour s < d. Pour s = d on peut couper l'intégrale en deux, par
exemple en écrivant [0, co[= [0, 1]U]1, c0] et on trouve le comportement en
—log |z| pour l'intégrale sur [1, co[ en intégrant par parties.

Pour s < d, en utilisant que e~ < 1 on obtient hs(x) < C(d, s)|z|*~¢
et donc hgs est bornée a l'infini. De facon similaire on peut prouver que
hs(x) < |logz|+C si s = d. Pour trouver une meilleure estimée a l'infini on
peut poser t = u/|z| et on trouve

hs(x) = 2d/2c(s)/0°° o (uta)lal 94

2= ult

Comme u + 1/(4u) > 2y/u/4u = /2, on obtient par exemple
ha(x) < 272" e P2 (/2)

qui montre la décroissance exponentielle. ]
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On déduit du lemme que

LP(RY), 1<p< ﬁ, pour s < d,

hs € { LP(RY), 1<p<oo, pours=d, (A.25)
LYRY) N L>®(RY), pour s > d.

Il reste alors a utiliser 'inégalité de Young
1 1 1
17 %0l y < I aoqey 9l -+ =147 (A20)

pour conclure la preuve du théoreme A.13 dans les cas sous-critiques. Pour
obtenir le caractere C’f (RY) lorsque s = £ + o > d il faut commencer par
prendre ¢ dérivées, ce qui revient & multiplier (14]£|?)~%/2 par |£|¢ en Fourier
et appliquer ce qui précede a hg_g.

Si € est un ouvert borné, on peut utiliser le théoreme A.9 qui permet
d’étendre toute fonction de H*(2) dans R? et on en déduit immédiatement
un résultat similaire au théoreme A.13.

Théoréme A.15 (Injections de Sobolev dans 2). Soit @ C RY un ouvert
borné dont la frontiére est Lipschitzienne et k un entier.
e Si 2k < d, on a l'injection continue

2d
H*(Q) — L7 (Q).
e Si2k=d, ona
H*(Q) = LP(Q), V2<p< .

e Si2k>d, ona
H*Q) < P (@)
ot ¢ est l'unique entier tel que 0 <l <k —d/2<l+1etl=k—{(—d/2.

Dans le cas d’un ouvert borné, 'injection est en fait compacte, ce qui est
une information importante pour passer a la limite forte localement lorsqu’on
a une suite qui converge faiblement dans un espace de Sobolev.

Théoréme A.16 (Rellich-Kondrachov). Pour tout ouvert borné €, l'injec-
tion
H*(RY) — L*(Q)

est compacte pour tout s > 0.

Par I'inégalité de Holder, on déduit immédiatement que les injections

H5(RY) — LP(Q)
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sont compactes pour 2 < p < 2d/(d — 2s) lorsque 0 < s < d/2 et pour
2 < p < oo dans les autres cas. De la méme fagon, on a des injections
compactes

HY(Q) — LP(Q)

lorsque €2 est borné et k est entier.
Nous donnons maintenant la preuve du théoréme A.16.

Démonstration. Soit 2 un ouvert borné et (f,) une suite de fonctions de
H?*(RY), qui converge faiblement vers f € H*(R?), f, — f. On doit montrer
que 1of, — lqof fortement dans L?(Q2). D’apres la discussion suivant le
théoréeme A.13, on peut écrire f, = hg * g, ou (g,) est une suite bornée
dans LQA(Rd). On a en fait g, — ¢ faiblement dans L?(R?) o1 g(¢) = (1 +
1€2)%/2f(£). Nous devons donc finalement montrer que si g, — g faiblement
dans L2(R%), alors 1g(hs * gn) — Lq(hs * g) fortement dans L?(£2). Une
autre facon d’énoncer ce résultat est de dire que 'opérateur g — Lqhg*g est
compact sur LQ(Rd). Le résultat est bien plus général et suit immédiatement
du lemme suivant puisque hy € L'(R?) d’aprés le lemme A.14.

Lemme A.17. Soient F € L™®(R%) avec F — 0 a linfini, et G € L'(R?).
Alors Uopérateur Kp g : g~ (G * g)F est compact sur L*(R%).

Preuve du lemme. Par I'inégalité de Young on a ||G * g|| ;2 < |G| 1 |lgll2-
Ainsi | Kragll 2 < 1F e |Gl 11 19l 2, ce qui signifie que K est controlé
en norme d’opérateur par |[Kpg| < || F|/;o ||G]|z1- Sion a des suites F,, —
F dans L™ et G,, — G dans L', on déduit par le méme type d’inégalité
que |KFr, g, — Krc|| = 0 en norme d’opérateur. Or on sait qu’une limite
en norme d’une suite d’opérateurs compacts est toujours compacte. Nous
en déduisons donc qu'il suffit de prouver le lemme pour F,G € C®(R%)
(on rappelle que toute fonction de L> qui tend vers 0 a infini peut étre
approchée par des suites dans C'S° mais que ceci est bien sir faux dans tout
L*>). Or
Gz —y)gn(y) dy — / G(z —y)gn(y) dy
Rd Rd

pour presque tout x par la définition de la convergence faible g, — g, sous
la seule condition que G € L?. Par ailleurs ||G * gu|/ze < |G|l 12 ||gnll ;2 Dar
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et ainsi |(G * g,)F| < C|F|. Par le théoréme
de convergence dominée, on en déduit que (G * g,)F — (G % g)F fortement
dans L?. O

Ceci termine la preuve du théoreme de Rellich-Kondrachov. O

Pour un résultat plus général du méme type que le lemme A.17, voir le
théoreme 5.17.
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A.6 Régularité elliptique sur un domaine borné*

Nous avons déja mentionné le théoreme de régularité elliptique sur 2 =
10,1[ et sur = R?, qui stipule que f € L?(Q) et Af € L?(2) impliquent
f € H%(Q). Ce résultat joue un réle important lorsqu’on cherche & identifier
le domaine de 'adjoint du Laplacien ou de ses perturbations, comme nous
I’avons rencontré plusieurs fois dans le cours. Nous voulons discuter ici ra-
pidement du théoréme de régularité elliptique sur un domaine borné €2, qui
se trouve étre beaucoup plus difficile. En fait, il est fauz que f, Af € L*(Q)
implique toujours f € H?(Q) sur un domaine € non égal & tout R? en
dimension d > 2.

Par exemple, on rappelle que la fonction f(z) = |z —xo| ™! vérifie —Af =
4764, en dimension d = 3. Si 2 # R3 on peut alors placer zg sur la frontiere
09, de sorte que 'on trouve Af = 0 au sens des distributions dans  (cette
notion utilise les fonctions C2°(§2) qui s’annulent au bord et ne voient pas
la mesure singuliere &,,). Ainsi, Af € L?(£2). Par ailleurs, on a

9 _ dx
/Qlf(w)\ d“““/mx—mow <o

si © est borné, car la fonction 1/|z| est de carré intégrable au voisinage de
I’origine en dimension d = 3. Mais

Tr — X0

Vfx)=—-———
f( ) |IE _ .CC()|3

n’est pas de carré intégrable au voisinage de z. Il suffit alors que €2 contienne

un ensemble A C () assez gros, tel que x¢ € A, avec la propriété que

dx
2 f— —
/A|Vf(:n)| dx—/4|x_x0|4 oo

et on en déduit que 'on n’a méme pas f € H'(Q). L’intégrale diverge si A
est par exemple un cone de pointe xy et d’angle positif et il suffit donc de
pouvoir placer un tel cone en au moins un point de la frontiere (ce qui est
faisable pour tous les ouverts réguliers) pour en déduire que le théoreme de
régularité elliptique ne peut pas étre vrai. Cet exemple (généralisable par le
méme argument en toute dimension d > 2) montre qu'’il est impératif d’avoir
des informations sur la valeur de f au bord, afin de pouvoir en déduire que
f € H?*(Q). Ceci complique grandement 1’étude, puisque qu’il faut donc
commencer par donner un sens a la restriction de f au bord, avec les seules
informations que f, Af € L?(Q).

Il se trouve que tout f € L2(Q) tel que Af € L*(Q2) a des restrictions
au bord bien définies, mais qui sont des distributions. Par exemple, si 2
est suffisamment lisse, alors fpn appartient a l'espace H -1/ 2(082) qui est

par définition le dual de HY2(9) (I'image de I'application de restriction
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au bord). De méme, 3, f|sq appartient & l'espace H—3/2(0Q). Ces assertions
peuvent étre démontrées en se basant sur la formule de Green qui, du coup,
fait sens dans ces espaces

/Q g(~AF) - /Q F(=Ag)

= H*1/2(8Q)<f7 an9>H1/2(aQ) - H*3/2(8Q)<anf7g>H3/2(aQ)7
Vg € H3(Q), Vf € L*(Q) tel que Af € L*(Q), (A.27)

voir [LM68]. Mentionnons que la situation est encore plus complexe lorsque
la frontiere de 2 est composée d’une union de surfaces lisses, qui s’inter-
sectent transversalement (par exemple €2 un polygone en dimension d = 2!).
Les propriétés sont les mémes sur chacune des surfaces en question, mais il
y a en plus des conditions de compatibilité sur les arétes [LM68, Gri85]. Les
distributions sont par contre completement déterminées par leur restriction
a chaque face, elles ne peuvent pas vivre uniquement sur les arétes.

Le théoreme suivant fournit la régularité elliptique voulue pour la condi-
tion au bord de Robin, qui demande que la dérivée normale 9, fjsq au bord
soit proportionnelle a la restriction au bord fsq.

Théoréme A.18 (Régularité elliptique). Soit Q un ouvert borné tel que
e soit 0N forme une variété de co-dimension 1 de classe C? ;

e soit 082 est l'union d’un nombre fini de telles hypersurfaces, et ) est
strictement convexe au voisinage des divers singularités du bord.

Soit également 0 < 0 < 1. Alors, il existe une constante C(£2,0) (ne dépendant
que de Q et de 0) telle que pour toute fonction f € H?(Q) satisfaisant

cos(70) flaq + sin(mf) O flaq = 0, (A.28)
on a l’estimée

12y < C(2.0) (1120 + 18F L2 )- (A.29)

Par ailleurs, si f € L*>(Q) est telle que Af € L*(Q) et satisfait la condi-
tion de Robin (A.28) au sens des distributions sur 09, alors f € H?() et
satisfait l’inégalité (A.29).

Ce théoreme précise que I'information que f,Af € L%(Q), alliée & la
condition au bord au sens des distributions, suffit & assurer que f € H?(Q),
c’est-a-dire a controler toutes les autres dérivées Oy, f et 0,,0., f avec i #
j. En dimension 1, les conditions au bord ne sont pas utiles (lemme A.3
vu précédemment) et elles ne deviennent indispensables qu’en dimension
supérieure. La condition de Robin contient celle de Dirichlet (f = 0) et de
Neumann (0§ = 1/2) qui sont les deux plus fréquemment rencontrées dans
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la pratique. Il y a de nombreuses autres conditions au bord que celle de
Robin pour lesquelles le théoreme est vrai, mais nous n’en parlons pas ici et
renvoyons le lecteur intéressé a [LM68].

La preuve du théoreme A.18 est longue et technique. Elle est généralement
divisée en deux étapes, la premiere consistant a obtenir des estimées sur les
dérivées a l'intérieur de Q (la condition au bord ne joue alors aucun role),
et la seconde, plus difficile, dédiée a la régularité a la frontiere. Dans la plu-
part des ouvrages sur le sujet, la seconde partie du théoreme est par ailleurs
énoncée pour la condition de Dirichlet, avec 'hypothese supplémentaire que
f € HY() (voir par exemple [Bre94, Thm. IX.25]). La preuve compléte du
théoréeme A.18 peut étre trouvée dans [LM68].

Nous avons supposé que §2 est borné pour simplifier, mais le résultat
reste vrai lorsque ) n’est pas borné, a condition que la frontiere vérifie des
estimées uniformes a l'infini. Par ailleurs, insistons sur la nouvelle hypothese
que 2 est strictement convexe au voisinage des singularités du bord. Cette
condition est nécessaire pour que le Laplacien soit auto-adjoint sur un sous-
espace de H?(2). Si Q n’est pas strictement convexe au voisinage des coins de
€1, il est encore possible de définir le Laplacien de Robin —Ag ¢ en utilisant
la méthode de Friedrichs de la section 3.2 mais son domaine n’est pas inclus
dans H2(Q). Voir la discussion de la section 3.3.4.

Exercices complémentaires

Exercice A.19 (Espaces de Sobolev et séries de Fourier sur lintervalle |0, 1[). Pour
f € L*(10,1]) on appelle cn(f) = fol f(®)e 2™t dt son nieme coefficient de Fourier. On
rappelle que (e*™™),ez forme une base orthonormée de L*(]0, 1[).
1. Calculer cn(f) pour f(x) = . Si f € H'(]0,1]), la somme Y, ., n*|ca(f)]? est-elle

toujours finie ¢
2. On appelle

Hper(10,1]) = {f e H'(0,1]) = D_n’lea( £ < oo} :
nez
Donner une caractérisation de cet espace en fonction des valeurs au bord f(0) et f(1).

On rappelle que (cos(mnt))n>0 et (sin(mnt))n>1 forment deuz bases orthonormées de
L?(]0,1[). Penser en effet a Uapplication

fFeL2(0,1)) = f(@)Ljo.(z) £ f(—2)L)_1,00(x) € L*(] — 1,1])

définie par parité ou imparité. On appelle

di(f) = /0 cos(mnt) f(t) dt, d, (f) = /0 sin(mnt) f(t) dt

les coefficients de Fourier correspondants.
8. Montrer que

H'(J0,1]) = {f e L*(0,1) = Y n’ldy(f)* < OO}-

4. Calculer d=(f) pour f(zx) = x et en déduire que ce résultat ne se généralise pas a d, (f)
ou a H*()0,1]) pour k > 2.
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Problemes

B.1 Le potentiel delta

L’ojectif de ce probleme est de définir et d’étudier 'opérateur

’Ha = —A—&-oeéo.‘ (B.1)

ou dp est la delta de Dirac. Cet opérateur doit coincider avec le Laplacien
Hmin — —A, sur D(Hmin) _ CSO(Rd \ {0})

11 faut donc déterminer quelle extension auto-adjointe de H™™" réprésente Ha, si elle existe.
Pour a = 0, nous obtiendrons juste

Ho=-A, sur  D(Hy) = H*(RY),

le Laplacien usuel, qui est auto-adjoint et dont le spectre vaut [0; +oo[. Nous montrerons
que H, est bien défini en dimension d = 1 pour tout @ € R et, avec plus de travail, en
dimensions d € {2,3} pour a < 0. Par contre, H, n’existe pas en dimension d > 4, sauf
évidemment pour o = 0.

Rappelons que les fonctions de ’espace de Sobolev H 2(Rd) sont toutes continues
et tendent vers 0 & linfini, lorsque d € {1,2,3}. L’application linéaire u € H?(R?) —
u(0) € C est alors continue. En dimension d = 1, les fonctions de H?*(R) sont méme C*
et u € H*(R) — u'(0) € C est aussi continue. Rappelons également que les fonctions de
I'espace de Sobolev H'(R) sont toutes continues et tendent vers 0 & linfini, ceci n’étant
vrai que en dimension d = 1. L’espace C2°(R?) est dense dans H'(R?) et dans H?(R?)
pour tout d > 1, pour les normes associées.

Partie 1. H, n’existe pas en dimension d > 4

Soit 7 € C°°(R?) une fonction quelconque telle que 7 = 1 en dehors de la boule de
rayon 2 et qui s’annule sur la boule de rayon 1. On pose 7:(x) = n(z/¢).

1. Soit ¢ € C°(R?). Calculer le Laplacien de 7.¢ et en déduire que

Nep —> ¢ fortement dans H> (Rd)
e—0+

en dimensions d > 5.
2. Soit ¢ € C°(R*), en dimension d = 4. Calculer le Laplacien de |z|"¢(x) et en déduire
que
|z|"e — ¢ fortement dans H?(R?).
T—0t1

3. Montrer que pour 7 > 0 fixé,

nelz|Te — |z|Tp fortement dans H?(R*).
e—0+

263
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4. En déduire que C°(R%\ {0}) est dense dans H*(R?) en dimensions d > 4.
5. Montrer que la fermeture de H™" est le Laplacien Hy et conclure que H™" ne possede
aucune autre extension auto-adjointe que Hy.

Partie 2. H, en dimension d =1
Dans toute cette partie on se place en dimension d = 1.
6. Montrer que la fermeture de H™™ est 'opérateur
Hoou = —u", D(Ho,) = {u € H*(R) : u(0) = u/(0) = 0}.

On pourra utiliser, sans le redémontrer, que C°(R \ {0}) est dense dans l’espace de
droite, pour la norme de H?(R).
7. Montrer que ’adjoint de Hp o est 'opérateur

H™ = _uﬁ*OO:O[ - u\,],O;JrOO[
défini sur le domaine
D(H™) = L*(R) N H*(] — 003 0[) N H?(]0; +-00])

qui contient les fonctions de L*(R) telles que ses dérivées secondes uf] .o €t ufjo, | oo
calculées au sens des distributions sur | —oo; 0] et ]0; +00[, appartiennent respectivement
a L*(] — 00;0]) et & L2(]0; +0c0])).

Les fonctions de D(H™*) sont dans C*(R \ {0}) et admettent une limite ainsi que
leur dérivée & gauche et & droite de 0. Nous notons ces limites u(07), u(0"), u/(07) et
«'(0T). Par la formule des sauts, la dérivée au sens des distributions de u € D(H™*) sur
tout R est alors donnée par

u” = ufl_co0f + Ufloroof + (u(07) = u(07)) 8 + (u'(07) —u'(07))do.
Ceci suggere de définir 'opérateur H, sur le domaine
D(Hy) = {u € L*(R) N H?(] — o0; 0]) N H?(J0; +00]) : u(0T) = u(07),
W' (07) —u/'(07) = ozu(())} (B.2)

par

[ Haw =~ aul0)80 =~ g — wiosect |

En d’autres termes, les fonctions du domaine sont continues sur tout R et leur dérivée
posséde un saut qui est proportionnel & u(0). Ce saut permet d’annuler le terme au(0)do
de sorte que Hou (interprété au sens des distributions sur R) soit égal & opposé de la
dérivée seconde de u sur R\ {0}.

8. Montrer que 'opérateur H, ainsi défini est auto-adjoint.
9. Montrer que la forme quadratique de H, est donnée par

(u,Hau>:A\u'(x)|2dx+a|u(0)\2. (B.3)

Que vaut le domaine de forme Q(H,)? Comment pourrait-on définir H, & partir de
la forme quadratique (B.3)?

10. Montrer que le spectre de H, est inclus dans [0; 400 lorsque o > 0.

11. En construisant une suite de Weyl u,, — 0, montrer que le spectre essentiel de H, vaut

Uess(Ha) = [07 +OO[

pour tout « € R, et donc que o(Hy) = [0; +00[ lorsque o > 0.
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12. Montrer que si a < 0, le spectre de H, vaut
o(Ha) = {M(@)} U [0, 400]

ou

o) = -

est une valeur propre simple, de vecteur propre correspondant fo(z) = ezl
13. Montrer que

D(Ho) = H*(R) N Hy(R) + foC = {u € H*(R) : u(0) =0} + faC

et que pour up € H*(R)N Hg(R) et 8 € C,
o
Ha(uo + ﬁfa) = —AUO — Z/Bfa. (B.4)

Partie 3. H, en dimensions d = 2,3

Dans toute cette partie on travaille en dimension d € {2, 3}. La construction de Hq
est plus difficile. En particulier on ne peut pas se baser sur la forme quadratique (B.3) car
u(0) n’est pas bien définie dans H*(R?). Comme en dimension d = 1, opérateur H, aura
exactement une valeur propre négative, proportionnelle & —a?. Notons que les fonctions
de L?(R?) satisfaisant ’équation au sens des distributions

(=A + ca®) f = b(2m)V?6

sont données en Fourier par f(k) = b(|k|* + ca®)~". Elles se comportent comme
@) b(2m)/? —loglz| sid=2,

xT) ~

=0 [S47 lz[7' sid=3.

Elle divergent donc toutes en 0 des que b # 0, de sorte qu'il est impossible de supposer
que b est proportionnel a f(0). Nous allons cependant baser notre opérateur H, sur ces
fonctions, par similarité avec la formule (B.4) en dimension d = 1.

Dans la suite nous allons paramétrer H, par sa plus petite valeur propre —\ < 0
plutét que par o et comme il n’y a pas de confusion nous écrirons Hy. Pour A > 0, soit
Y, la fonction dont la transformée de Fourier vaut

1

et qui résout donc I’équation au sens des distributions

—AYy + )Y, = (Zﬂ)d/Z(So

14. Montrer que Yy € L*(R%) mais que Yy ¢ H'(R%), en dimension d € {2, 3}.
15. Montrer que la fermeture de I'opérateur H™™ défini sur D(H™") = C°(R?\ {0}) est
Popérateur Hoou = —Aw défini sur

D(Ho) = {u e H*R?Y) : u(0) =0} = HF(R*\ {0}).

On pourra utiliser, sans le redémontrer, que C°(R? \ {0}) est dense dans cet espace,
pour la norme de H?(R?), en dimension d € {2, 3}.
16. Soit
D(H,) = {u € L*(RY) : 3 eC, u—pYx € D(Ho,o)} (B.5)

Montrer que si u € D(H)), alors 8 est uniquement déterminé.
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17. Soit ug € D(Ho,), c’est-a-dire ug € H*(R?) avec uo(0) = 0. Montrer que

— YAAUO = - YAUO.

R4 R4

18. Pour u = ug + BYx € D(H,) avec uo € D(Ho,0) et B € C, on pose maintenant

] Hx(uo + BY)) := —Aug — A\3Y5. \ (B.6)

Montrer que Hy est un opérateur symétrique sur D(H)), et que —\ est une valeur
propre de H), de vecteur propre Y.

19. Soit w € L? (Rd) et C' > 0 une constante quelconque telle que C' # A. En passant en
Fourier, montrer qu’il existe 8 € C et ug € D(Hop,0) tels que

(H)\ + C)(U,o +5Y)\) =w.

En déduire que H) est auto-adjoint sur D(H)).
20. Montrer que
o(Hy) = {-A}U[0; 400l

21. On introduit la forme quadratique sur H?(R?) définie par
Ga,e(u) := s/ |Au(z)|? do + / |Vu(z)|? de 4 a|u(0)|.
RrRd Rd

(a) Montrer que qq,c est bien définie et coercive sur H>(R?) en dimension d € {2, 3}.

(b) Montrer que l'unique opérateur auto-adjoint associé Ha,,. admet des valeurs
propres négatives seulement pour a < 0. Montrer alors que

0(Hae) = {=A(a,€)} U [0; +o0]

olt A(a,€) > 0 est 'unique solution de 1’équation

a/ dk 2 )d
= —(Z27),

ra Elk|* + k]2 + Ao, €)

avec 'unique fonction propre associée

— 1

Yao,e - .
<) = R TR+ Aare)

(¢) Que se passe-t-il & la limite e — 07

B.2 L’atome d’hydrogéne pseudo-relativiste
Nous étudions ici un modele simplifié pour I’atome d’hydrogene relativiste.

1. En mécanique classique relativiste, Pénergie d’une particule d’impulsion p € R® et de
masse m est donnée par la formule Ei‘nlf‘c(p) = /2[p]2 + m2c* — mc? ol ¢ > 0 est la
vitesse de la lumiere.

(a) La vitesse étant définie par v = V,E5™(p), vérifier que |v| < c.
(b) Montrer que Exi™(p) = |p|?/2m + O(c™?) pour tout p € R®.

2. Nous introduisons l'opérateur

Tom,ec =V —Cc?hA +m2c* — mc>.

(a) Quel est son domaine d’auto-adjonction? son spectre? son domaine de forme

Q(Tne)?
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(b) Montrer que pour tout ¢» € H*(R?)

72 2 1i? 2
T, e, ) < — de, lim (T ,9) = — dx.
Toctoet) < g [ 1V0@P e, lim (Tt = g [ V()P
(B.7)
3. Nous considérons maintenant la forme quadratique
e? |9 (2)?
& = TnLc 5 - dx.
@) = Tnetr) = 0o [ o
Nous utiliserons I’inégalité de Hardy-Kato qui précise que
2
voer @), [ POl a< T [ pi5m)a (B5)
rs |7 2 Jps

La constante 7/2 est la meilleure possible.

(a) Montrer que l'on peut travailler dans un systéme d’unités tel que m/h*> =
e? /4mep = 1, mais que nous devons alors garder la vitesse de la lumiere c. Dans
ces unités nous avons ¢ ~ 137. Dans la suite nous utiliserons la notation 7 . := T
et, pour ’énergie,

Eu() = (Toth, ) — / W@ o a— @A

g3 |Z]

(b) Montrer que &, est bien définie et continue sur H'/2(R?).
(¢) Montrer que

pour ¢ > /2,
—00 pour ¢ < /2.

v
|
o

[ ]

inf E.
L ) {
Jes [912=1

(d) En utilisant I'inégalité de Hardy montrer que lopérateur T. — 1/|z| est auto-
adjoint sur H*(R*) quand ¢ > 4.

(e) Définir T. — 1/|z| pour 2/7 < ¢ < 4.

4. Nous montrons maintenant quelques propriétés du spectre de T. — 1/|z|, en supposant
pour simplifier que ¢ > 4 (qui est le cas physique).

(a) Pour ¢ > 4, montrer que
o) =2 (T = 1/ ||+ )

est un opérateur borné.
(b) Montrer que (T 4 )~ *|z| /2 est compact.

(¢) En écrivant
(Te = 1/lal + )" = (Te+ )~ = (Te+ )| 7 (Te = V2] + )7,

montrer que oess(Te — 1/|z]) = o(Te) = [0, 00).
(d) Montrer que T. — 1/|z| posseéde une infinité de valeurs propres négatives qui
s’accumulent en 0.

5. Nous étudions maintenant la limite non relativiste ¢ — oo de la premiere valeur propre
A§ de Popérateur T, —1/|z| (un argument similaire permet de traiter les valeurs propres
suivantes). Nous appelons A\; = —1/2 la premiere valeur propre de —A/2 — 1/|z|, dont
nous rappelons qu’elle est non dégénérée, de fonction propre associée ¥ = 7~ /%e~ 1?1,

(a) Montrer que A7 < Ay pour tout ¢ > 4.
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(b)

(e)
(f)

(g)

Montrer que pour tout p € R? et tout & < c,

VEF PP - & > wlp| - Culx,0)
et
22 2,12
(Ve + @l =) > wpl* = Car, )
pour des constantes Cj(k, c) que 'on déterminera.
En déduire que A est bornée inférieurement quand ¢ > 4.

Soit {c,} une suite telle que 4 < ¢, — o0 et {1} C H'(R?) telle que |[1bn| =1
et

(Te,, — 1/|z))n = A" Y. (B.9)
Montrer que {1, } est bornée dans H'(R?). A une sous-suite prés on peut donc
supposer que 1P, — ¢’ faiblement dans H'(R?) et fortement dans LE (R?) , et
que A\{" — 1. Montrer alors que

: |9 ()] [’ ()|
lim L dr = dz.
T /]R3 T

n—oo fpa 2| ]

Prendre le produit scalaire avec 1, dans (B.9) et conclure que v’ # 0.
Montrer que la limite faible 1’ résout ’équation (—A/2 — 1/|z|)¢’ = A7)’ dans
H™'(R?). Conclure que \; = A1 et que ¢’ = arp € H*(R?).

Montrer que

. 1 2 ¢ ()|
1 f&., (Yn = — ———dx.
1m1n$n(1/1)22/RS|V¢| /11&3 x

n— oo |IL’|

En déduire que |a| = 1, et que ¥, — a1p fortement dans H*(R?).
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