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Théorie spectrale & mécanique quantique
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3.2.1 Définition et fermeture . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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3.2.4 Réalisation de Friedrichs . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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4.7.3 Groupe des rotations et moment cinétique orbital . . . 138

4.7.4 Action du groupe SU(2) et moment cinétique total . . 140

4.7.5 Groupe des dilatations et son générateur . . . . . . . . 142
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5.4.3 Spectre discret des opérateurs de Schrödinger . . . . . 182

5.5 Un peu d’analyse semi-classique* . . . . . . . . . . . . . . . . 187
5.5.1 Valeurs propres du Laplacien dans Ω ⊂ Rd . . . . . . . 188
5.5.2 Limite semi-classique pour −∆ + V . . . . . . . . . . 193
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6.1 Hamiltonien pour N particules, bosons et fermions . . . . . . 201
6.2 Auto-adjonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
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Avant-propos

Ce cours est une introduction à la théorie spectrale des opérateurs auto-
adjoints en dimension infinie et à son utilisation dans le cadre de la mécanique
quantique.

Si la plupart des outils mathématiques présentés ici sont relativement
classiques et peuvent être trouvés dans de nombreux ouvrages [Wei87, RS72,
RS75, RS78, CFKS87, Dav95, Dav07, Tes09, Hel13], nous avons choisi d’illus-
trer ces notions dans le cadre de la physique quantique, dans une présentation
intégrée. Historiquement, la théorie des opérateurs auto-adjoints non bornés
a justement été développée par von Neumann (rejoint par Riesz, Stone, Weyl
et d’autres) à la fin des années 20 [vN32, vN30, Ste73] pour permettre une
formulation rigoureuse de la mécanique quantique, inventée quelques années
plus tôt. Pour cela, en plus des travaux historiques de Cauchy sur la diago-
nalisation des matrices, von Neumann a abondamment profité des avancées
réalisées par Hilbert sur les premiers systèmes de dimension infinie. 1

En plus des applications en mécanique quantique, nous détaillons de
nombreux exemples illustratifs. Une partie de ce cours est tirée de précédentes
notes [Lew17] qui étaient plutôt centrées sur les opérateurs à résolvante com-
pacte et sur les différentes réalisations auto-adjointes du Laplacien sur un
ouvert borné.

Le cours suppose que le lecteur a déjà la mâıtrise des principaux concepts
de l’analyse fonctionnelle, de l’intégration de Lebesgue, de la théorie de la
mesure, de l’analyse de Fourier et de la théorie des distributions. L’appen-
dice A contient une présentation détaillée des espaces de Sobolev qui jouent
un rôle central dans ce cours, mais dont la connaissance préalable n’est pas
nécessaire ; les éléments utiles sont introduits ou mentionnés au long de l’ex-
posé. Le lecteur pourra consulter par exemple [Bre94, Bre10, LL01, GLPV18,
Gol18, Rem18, DR18] pour combler ses lacunes dans tous ces domaines.

La présentation de la mécanique quantique que nous faisons dans ce
cours est assez axiomatique. Nous espérons qu’elle pourra convenir à la

1. Il est amusant que le terme ‘spectre’ ait été introduit dans ce cadre par Hilbert,
mais bien avant l’invention de la mécanique quantique. Il n’était donc dans un premier
temps pas reliée au spectre que l’on obtient dans les expériences de spectroscopie en
mécanique quantique. Hilbert a lui-même déclaré “I developed my theory of infinitely
many variables from purely mathematical interests, and even called it ‘spectral analysis’
without any presentiment that it would later find an application to the actual spectrum
of physics.” [Ste73]
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8 Avant-propos

fois à ceux qui n’ont pas de notion dans ce domaine, et à ceux qui ont
déjà de bonnes connaissances en physique quantique mais qui désirent en
savoir plus sur ses aspects rigoureux. Des références classiques de phy-
sique sont [LL75, FLS14, CTDL13a, CTDL13b, CTDL17, BD06]. Pour une
présentation mathématique, nous renvoyons aussi à [HS96, Tes09, Dim11,
Hal13].

Les sections dont le titre est marqué d’une étoile∗ sont des compléments
que le lecteur pressé pourra ignorer s’il le souhaite. Le dernier chapitre
contient une présentation de quelques développements de niveau recherche
obtenus depuis les années 80, concernant les propriétés mathématiques des
atomes et des molécules dans l’approximation de Born-Oppenheimer. C’est
un chapitre un peu plus ardu, quoique conçu pour être accessible avec les ou-
tils développés dans le cours. Bien sûr, il existe de nombreux autres systèmes
quantiques qui posent des questions mathématiques intéressantes et qui
peuvent être abordés avec les connaissances acquises ici. Le lecteur intéressé
à en savoir plus pourra lire par exemple [RS78, Thi02, LS10, LSSY05].



Chapitre 1

Introduction à la mécanique quantique :
l’atome d’hydrogène

Afin d’introduire le sujet principal de ce cours, nous commençons avec
le système quantique le plus simple : l’atome d’hydrogène. En plus d’avoir
joué un rôle historique extrêmement important dans le développement de
la mécanique quantique au début du 20ème siècle, c’est aussi un système
possédant des propriétés mathématiques spéciales, puisqu’on peut calcu-
ler explicitement toutes les solutions (ce que nous ne ferons pas ici). Nous
commençons par rappeler le modèle classique et ses défauts, avant d’in-
troduire le modèle quantique. Des exposés très similaires peuvent être lus
dans [Lie90, Lie76, LS10].

1.1 L’atome d’hydrogène classique

L’atome d’hydrogène est composé d’un proton de charge +e et d’un
électron de charge −e qui interagissent par le potentiel de Coulomb. Le pro-
ton est bien plus lourd que l’électron (d’un facteur 1837) et nous suppose-
rons que c’est une particule classique ponctuelle immobile, placée en 0 ∈ R3.
C’est l’approximation de Born-Oppenheimer [BO27]. L’électron va lui être
décrit par la mécanique quantique, mais nous commençons par rappeler ici
le modèle classique.

Rappelons que deux particules chargées interagissent avec le potentiel
de Coulomb

q1q2

4πε0|x1 − x2|
(1.1)

où les qi et xi ∈ R3 sont, respectivement, la charge et la position des parti-
cules en question et ε0 est la constante diélectrique du vide. La force exercée
par la particule n̊ 2 sur la particule n̊ 1 est donc

F2→1 = −∇x1

q1q2

4πε0|x1 − x2|
=
q1q2

4πε0

x1 − x2

|x1 − x2|3
.

Le potentiel de Coulomb (1.1) a deux propriétés notables. Tout d’abord
il est singulier lorsque x1 − x2 → 0, ce qui décrit le fait que deux parti-
cules de charge opposée s’attirent énormément quand elles se rapprochent.

9



10 Chapitre 1. L’atome d’hydrogène
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Figure 1.1 – L’atome d’hydrogène en mécanique classique.

Comme nous l’expliquons dans cette section, cette divergence à l’origine est
la raison première de l’instabilité de l’atome d’hydrogène classique. Mais la
décroissance à l’infini du potentiel est aussi un problème important, puisque
la fonction x 7→ 1/|x| tend lentement vers 0 et n’est pas intégrable, en di-
mension 3. Ainsi, dans un grand système chaque particule n’interagit pas
seulement avec ses plus proches voisins, mais également avec toutes les autres
particules même éventuellement très lointaines. Ceci génère des problèmes
importants de stabilité pour les systèmes comprenant un grand nombre de
particules chargées... comme toute la matière autour de nous. Essentielle-
ment, la stabilité est assurée par le fait qu’il y a des charges opposées qui
se positionnent de sorte que le système soit aussi neutre que possible locale-
ment, de façon à écranter le potentiel et le faire décrôıtre plus rapidement. La
preuve que la matière usuelle est stable en ce sens est difficile, même pour le
modèle quantique. Elle a généré de nombreux travaux dans les 40 dernières
années et a mené à des développements mathématiques intéressants. 1

Mais revenons maintenant à notre atome d’hydrogène classique. L’énergie
de l’unique électron est donnée par la somme de son énergie cinétique et de
son énergie potentielle d’interaction avec le proton :

E(x, p) :=
|p|2
2m
− e2

4πε0|x|
. (1.2)

L’instabilité se lit dans la propriété que cette fonction n’est pas minorée,
puisqu’on peut faire tendre x vers 0 indépendamment de p qui peut lui
rester fixé :

inf
x∈R3

p∈R3

E(x, p) = −∞. (1.3)

En fait, E(x, p) peut prendre toutes les valeurs possibles entre −∞ et +∞.

1. Nous verrons plus tard à la section 5.5.3 l’exemple des inégalités de Lieb-Thirring.
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La propriété que E n’est pas minorée signifie que ce système est physi-
quement instable, puisqu’on doit imaginer que notre atome est un réservoir
infini d’énergie, qu’il peut échanger avec le monde extérieur. L’instabilité ne
peut pas se voir simplement lorsqu’on étudie le système isolé. Il faudrait en
principe autoriser l’atome à échanger de l’énergie avec un second système, ce
que nous ne faisons pas ici car il existe de nombreuses manières différentes
de le faire. Nous resterons plutôt à un niveau intuitif.

L’instabilité peut également être formulée dynamiquement. En mécanique
classique, l’évolution temporelle du système est décrite par le système Ha-
miltonien basé sur l’énergie E, c’est-à-dire les équations canoniques de Ha-
milton : 

ẋ(t) = ∇pE
(
x(t), p(t)

)
=
p(t)

m
,

ṗ(t) = −∇xE
(
x(t), p(t)

)
= − e2

4πε0

x(t)

|x(t)|3 ,
(1.4)

qui fournissent l’équation de Newton

mẍ(t) = − e2

4πε0

x(t)

|x(t)|3 .

Les solutions de ces équations sont des coniques, comme la lune qui tourne
autour de la terre. L’énergie est conservée le long des trajectoires. Pour
décrire l’interaction avec le monde extérieur on peut ajouter une petite per-
turbation extrêmement petite et quand même faire tomber l’électron sur le
noyau, avec E(x(t), p(t)) → −∞. Mais ceci ne peut bien sûr pas avoir lieu
avec le système non perturbé (1.4).

Pour un système Hamiltonien, les états stationnaires sont les solutions
indépendantes du temps, ce qui mène aux équations{ ∇pE(x, p) = p

m = 0,

−∇xE
(
x, p
)

= − e2

4πε0
x
|x|3 = 0,

qui n’admettent aucune solution. Pour un potentiel V général, un rôle par-
ticulier est joué par les points critiques de V (les solutions de l’équation
∇V (x) = 0) qui génèrent tous les états stationnaires du système, et par la
dérivée seconde en ces points qui est reliée à leur stabilité dynamique. Ici il
n’y en a aucun.

En plus de l’instabilité mentionnée ici, qui a été un problème majeur en
physique à la fin du 19ème siècle, il faut aussi savoir que le modèle clas-
sique ne décrit pas convenablement les résultats expérimentaux. En effet,
si on réalise une expérience de spectroscopie et qu’on observe la lumière
émise par un gaz d’hydrogène excité, on trouve un spectre de raies, qui tra-
duisent l’existence d’énergies précises quantifiées entre lesquelles les électrons
passent par des procédés d’excitation / désexcitation. Un tel phénomène
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pourrait éventuellement être décrit par un potentiel V (x) ayant des points
critiques à certaines énergies spéciales, mais certainement pas avec notre
potentiel de Coulomb qui n’a aucun point critique.

1.2 En mécanique quantique

1.2.1 Énergie

La raison de l’instabilité de l’atome d’hydrogène classique est claire. C’est
parce qu’il est possible de faire tendre x vers 0 à p fixé, car il n’existe aucun
lien entre x et p. Dans un système fictif pour lequel il aurait un lien entre
x et p de sorte que |p| → +∞ quand |x| → 0, l’énergie cinétique pourrait
compenser la divergence de l’énergie potentielle et rendre l’énergie totale E
minorée.

La mécanique quantique est basée sur deux procédés mathématiques
principaux :

(i) Le recours à une modélisation probabiliste de l’électron. Ainsi on doit
décrire le système par deux mesures de probabilités, disons µ qui décrit
la probabilité que l’électron soit en x ∈ R3 et ν qui décrit celle qu’il
ait une quantité de mouvement p ∈ R3. L’énergie est bien sûr alors
donnée par

1

2m

∫
R3

|p|2dν(p)− e2

4πε0

∫
R3

dµ(x)

|x| .

(ii) L’instauration d’un lien explicite entre les deux probabilités µ et ν, qui
soit tel que

∫
R3 |p|2dν(p) diverge lorsque

∫
R3 |x|−1dµ(x) diverge (ce qui

correspond à concentrer une partie de µ en 0).

Il est évident que l’étape (i) seule ne résout rien du tout, puisqu’on peut
toujours prendre µ = δx et ν = δp, ce qui nous ramène au modèle précédent.

Le lien entre µ et ν est par définition donné par la fonction d’onde qui
est une fonction ψ ∈ L2(R3,C) (à valeurs complexes et de carré intégrable)
telle que

∫
R3 |ψ(x)|2 dx = 1. Il est alors postulé que

• µ(x) = |ψ(x)|2 est la densité de probabilité que l’électron soit en x ∈
R3 ;

• ν(p) = |ψ̂(p)|2 est la densité de probabilité qu’il ait une quantité de
mouvement p ∈ R3.

Ici ψ̂ est la transformée de Fourier de ψ qui est définie par

ψ̂(p) :=
1

(2π~)3/2

∫
R3

ψ(x)e−i
x·p
~ dx, (1.5)

pour un nombre ~ appelé la constante de Planck et qui doit être déterminé
expérimentalement. La définition (1.5) est choisie de sorte que la transformée
de Fourier soit une isométrie, afin que ν soit une probabilité.



Chapitre 1. L’atome d’hydrogène 13

Remarque 1.1 (Spin). L’électron est un fermion de spin 1/2 et il faudrait
en principe tenir compte du spin, ce qui revient à ajouter une variable σ ∈
{↑, ↓} et à travailler avec ψ(x, σ) ∈ L2(R3 × {↑, ↓},C) ' L2(R3,C2). En
l’absence de champ magnétique, nous pouvons négliger le spin pour simplifier
l’exposé.

Rappelons qu’une fonction très concentrée en espace a une transformée
de Fourier très étalée. Par exemple la transformée de Fourier de ε−3/2f(x/ε)
qui est concentrée à l’échelle ε (f est une fonction fixe de L2(R3,C)) est juste
(ε/~)3/2f̂(εp/~) qui est étalée à l’échelle ~/ε. Ainsi, le lien recherché en (ii)
entre position et vitesse est réalisé par la transformée de Fourier et c’est la
valeur de la constante ~ qui détermine l’amplitude de ce lien. À la limite
~→ 0 le lien disparâıt.

Il est commode d’exprimer l’énergie du système à l’aide de ψ, ce qui
mène à l’expression

E(ψ) =
1

2m

∫
R3

|p|2|ψ̂(p)|2dp− e2

4πε0

∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx (1.6)

Les deux variables (x, p) ∈ R3×R3 ont été remplacées par une seule variable
ψ vivant dans l’espace L2(R3,C) de dimension infinie. On peut faire tendre
l’énergie potentielle vers sa valeur classique −e2/4πε0|x| en prenant |ψ|2
très proche de la delta δx. On peut aussi faire tendre l’énergie cinétique vers
|p|2/2m en prenant |ψ̂|2 ' δp. Mais il est impossible de faire les deux à la
fois.

En utilisant le fait que pψ̂(p) = −i~∇̂ψ(p) et le théorème de Plancherel
‖ψ‖L2 = ‖ψ̂‖L2 , nous obtenons une expression faisant uniquement intervenir
ψ(x) :

E(ψ) =
~2

2m

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx− e2

4πε0

∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx. (1.7)

Nous allons maintenant simplifier la forme de l’énergie en nous plaçant dans
le système des unités atomiques. Nous faisons le changement de variable

x = (4πε0~2/me2)x′, E = (m/~2)(e2/4πε0)2E ′

(ce qui change également la fonction ψ) et obtenons l’énergie suivante, notée
encore E pour simplifier :

E(ψ) =
1

2

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx−
∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx. (1.8)

Nous avons donc e2/4πε0 = ~2/m = 1 et il est alors commode d’utiliser la
définition suivante de la transformée de Fourier

ψ̂(p) :=
1

(2π)3/2

∫
R3

ψ(x)e−i x·p dx, (1.9)
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ce que nous ferons dans tout le cours.

La disparition totale des paramètres physiques est possible car les deux
termes de l’énergie ont des homogénéités différentes. Le terme

∫
|∇ψ|2 est

l’inverse du carré d’une distance 2 alors que l’énergie potentielle est l’inverse
d’une distance. Si on remplace 1/|x| par 1/|x|2 (ou le Laplacien par un
opérateur différentiel d’ordre un) on ne peut faire totalement disparâıtre les
constantes physiques.

Pour avoir une énergie cinétique finie, il semble naturel de travailler dans
l’espace de Sobolev

H1(R3,C) :=
{
ψ ∈ L2(R3,C) : ∇ψ ∈ L2(R3,C)

}
où nous rappelons que ∇ψ est ici compris au sens des distributions. Nous
renvoyons à l’appendice A, qui contient un rappel des propriétés les plus
importantes des espaces de Sobolev. Il reste à vérifier que l’énergie potentielle
fait sens dans cet espace et à prouver la stabilité du système, ce que nous
faisons à la section suivante.

Dans toute la suite du cours nous utiliserons fréquemment la notation
L2(Rd), H1(Rd), etc, sans préciser que les fonctions sont à valeurs complexes,
ce que nous supposerons toujours. Lorsque le contexte est clair, nous écrirons
même parfois L2, H1, etc. Nous écrirons L2(Rd,R), H1(Rd,R), etc, si les
fonctions sont supposées à valeurs réelles.

1.2.2 Stabilité

Nous allons maintenant prouver que l’atome d’hydrogène est stable en
mécanique quantique, en utilisant des inégalités fonctionnelles classiques.

Proposition 1.2 (Stabilité de l’atome d’hydrogène classique). La fonc-
tionnelle E est bien définie et continue sur H1(R3). Il existe une constante
universelle C telle que

E(ψ) ≥ C

pour tout ψ ∈ H1(R3) avec

∫
R3

|ψ|2 = 1.

Il existe de nombreuses preuves possibles de la proposition 1.2. Plus loin
nous en donnerons une extrêmement simple qui permet même d’identifier
précisément la valeur de l’infimum et du minimiseur correspondant, mais
qui ne fonctionne que pour le potentiel 1/|x|. Ici nous utilisons une preuve
plus générale qui s’adapte à de multiples situations, par exemple lorsque V
n’est pas exactement égal à 1/|x|.

Nous utiliserons l’inégalité de Sobolev suivante, rappelée et démontrée
plus loin au théorème A.10 à l’appendice A.

2. C’est car
∫
R3 |ψ(x)|2 dx = 1 donc |ψ(x)|2 se comporte comme l’inverse du cube d’une

distance pour compenser le dx.
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Théorème 1.3 (Inégalité de Sobolev en dimension d = 3). Soit ψ ∈
L1

loc(R3) telle que ∇ψ ∈ L2(R3) et telle que l’ensemble {|ψ(x)| ≥ M} soit
de mesure finie pour tout M > 0. Alors ψ ∈ L6(R3) et on a(∫

R3

|ψ(x)|6 dx
)1/3

≤ S3

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx (1.10)

où S3 = (4/3)2−
2
3π−

4
3 est la meilleure constante possible dans cette inégalité.

Remarque 1.4. Nous avons mis ici des hypothèses assez faibles sur ψ car il
n’est pas très naturel de supposer que ψ ∈ L2(R3), puisque la norme L2(R3)
n’apparait pas dans l’inégalité. Pour ψ ∈ L2(R3) comme c’est notre cas, les
ensembles {|ψ| ≥M} sont évidemment de mesure finie puisque

∣∣{|ψ| ≥M}∣∣ =

∫
{|ψ|≥M}

dx ≤ 1

M2

∫
R3

|ψ(x)|2 dx <∞.

L’inégalité de Sobolev (1.10) est une manière de décrire la façon dont
l’énergie cinétique d’une fonction doit exploser lorsqu’elle se concentre en
espace. La norme L6(R3) est très naturelle ici, car elle a la même homogénéité
que l’énergie cinétique (lorsqu’elle est mise à la puissance 1/3). Pour le voir
on peut insérer une fonction dilatée ψ(x/ε) et vérifier que les deux termes se
comportent en ε−2. De façon équivalente, on peut juste compter les unités
de longueur (les “dx”) dans chaque terme de l’inégalité. Comme dx ∼ L3

et ∇ ∼ L−1, le terme de droite se comporte en |ψ|2L et celui de gauche
en (|ψ|6L3)1/3 = |ψ|2L. En fait une inégalité comme (1.10) ne pourrait être
vraie pour une autre puissance p 6= 6 car on arriverait à une contradiction
en dilatant la fonction ψ.

On doit penser que l’inégalité de Sobolev (1.10) est une forme de prin-
cipe d’incertitude d’Heisenberg qui fournit une contrainte entre position et
vitesse. L’inégalité usuelle d’Heisenberg prend une forme différente et elle
s’énonce d’habitude sous la forme(∫

R3

|∇ψ(x)|2 dx
)1/2(∫

R3

|x|2|ψ(x)|2 dx
)1/2

≥ 3

2

∫
R3

|ψ(x)|2 dx (1.11)

(ou une version similaire avec la variance). Malheureusement, il ne semble
pas exister de preuve mathématique de la stabilité de l’atome d’hydrogène,
qui soit uniquement basée sur cette inégalité. La raison est qu’elle fournit la
borne inférieure suivante sur l’énergie cinétique

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx ≥ 9

4

(∫
R3

|ψ(x)|2 dx
)2

∫
R3

|x|2|ψ(x)|2 dx
. (1.12)
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Il est naturel de chercher à minorer le terme de droite par
∫
R3 |ψ(x)|2/|x|2 dx,

qui possède la bonne homogénéité. Mais, par Cauchy-Schwarz, c’est l’inégalité
inverse qui est vraie :(∫

R3

|ψ(x)|2 dx
)2

∫
R3

|x|2|ψ(x)|2 dx
≤
∫
R3

|ψ(x)|2
|x|2 dx

et on ne peut alors pas conclure.
S’il semble difficile d’utiliser l’inégalité (1.12) dans notre contexte, il est

peut-être plus naturel de se demander si l’énergie cinétique peut être direc-
tement minorée par

∫
R3 |ψ(x)|2|x|−2 dx. Cette inégalité est vraie, comme l’a

prouvé Hardy : ∫
R3

|∇u(x)|2 dx ≥ 1

4

∫
R3

|u(x)|2
|x|2 dx. (1.13)

L’inégalité (1.13) implique donc l’inégalité de Heisenberg (1.11) (mais avec
une constante différente). Elle peut aussi être utilisée pour prouver la sta-
bilité de l’atome d’hydrogène. La preuve de l’inégalité (1.13) et des détails
sur son utilisation pour l’atome d’hydrogène peuvent être trouvés plus loin
à l’exercice 1.31.

Revenons maintenant à la preuve de la stabilité de l’atome d’hydrogène
basée sur l’inégalité de Sobolev.

Preuve de la proposition 1.2 avec l’inégalité de Sobolev (1.10). L’idée est de
traiter à part la singularité à l’origine en coupant l’intégrale de la façon sui-
vante, pour r > 0 :∫

R3

|ψ(x)|2
|x| dx =

∫
|x|≤r

|ψ(x)|2
|x| dx+

∫
|x|>r

|ψ(x)|2
|x| dx.

En dehors de la boule de rayon r, nous estimons simplement 1/|x| par r−1

comme suit :∫
|x|>r

|ψ(x)|2
|x| dx ≤ r−1

∫
|x|>r

|ψ(x)|2 dx ≤ r−1

∫
R3

|ψ(x)|2 dx.

On borne ensuite l’énergie potentielle à l’intérieur de la boule en utilisant
l’inégalité de Hölder (nous prenons 1/|x| à la puissance 3/2 et |ψ|2 à la
puissance 3 pour faire apparaitre la norme L6) :∫

|x|≤r

|ψ(x)|2
|x| dx ≤

(∫
|x|≤r

dx

|x|3/2

)2/3(∫
|x|≤r

|ψ(x)|6 dx
)1/3

≤
(

4π

∫ r

0

√
sds

)2/3(∫
R3

|ψ(x)|6 dx
)1/3

≤ (8π/3)2/3S3 r

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx.
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À la dernière ligne nous avons utilisé l’inégalité de Sobolev (1.10). En conclu-
sion nous avons montré que∫

R3

|ψ(x)|2
|x| dx ≤ κr

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx+ r−1

∫
R3

|ψ(x)|2 dx (1.14)

avec κ := (8π/3)2/3S3 ' 0.753. Maintenant nous prenons r = 1/(2κ) et
obtenons∫

R3

|ψ(x)|2
|x| dx ≤ 1

2

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx+ 2κ

∫
R3

|ψ(x)|2 dx. (1.15)

L’estimée (1.15) montre que l’application linéaire ψ ∈ H1(R3) 7→ ψ|x|−1/2 ∈
L2(R3) est bornée, donc continue. Ainsi, l’énergie E est continue sur H1(R3)
et

E(ψ) ≥ −2κ

∫
R3

|ψ(x)|2 dx ' −1.506 pour

∫
R3

|ψ|2 = 1,

ce qui conclut la preuve de la proposition 1.2.

1.2.3 État fondamental

Nous avons vu que l’énergie de l’électron quantique dans l’atome d’hy-
drogène était minorée (pour des fonctions d’onde ψ normalisées dans L2).
L’étape suivante est l’étude de l’existence d’un minimiseur, appelé état fon-
damental. Le théorème suivant fournit la valeur exacte du minimum de E
ainsi que l’unicité du minimiseur associé.

Théorème 1.5 (État fondamental de l’atome d’hydrogène). L’infimum de
E sur la sphère de L2(R3) est un minimum, donné par

min
ψ∈H1(R3)∫
R3 |ψ|2=1

E(ψ) = −1

2
. (1.16)

Les minimiseurs correspondants sont tous sous la forme

ψ(x) =
eiθ√
π
e−|x|, θ ∈ R. (1.17)

Le minimiseur est donc unique, à une phase près. Ce minimiseur appartient
à H2(R3) et résout l’équation de Schrödinger indépendante du temps(

−∆

2
− 1

|x|

)
ψ = −1

2
ψ (1.18)

où chaque terme est dans L2(R3).
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Ici ∆ =
∑3

i=1 ∂
2
xi est le Laplacien. Nous verrons plus tard à la re-

marque 1.26 que les fonctions (1.17) sont aussi les seules solutions positives
de l’équation (1.18) telles que ψ ∈ L2(R3).

La preuve suivante est basée sur une astuce inspirée de la preuve de
l’inégalité de Hardy (1.13) qui est le sujet de l’exercice 1.31.

Démonstration. Pour ψ ∈ C∞c (R3,C) nous calculons

∫
R3

∣∣∣∣∇ψ(x) +
x

|x|ψ(x)

∣∣∣∣2 dx
=

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx+ 2<
∫
R3

ψ(x)
x

|x| · ∇ψ(x) dx+

∫
R3

|ψ(x)|2 dx.

En intégrant par parties nous trouvons

2<
∫
R3

ψ(x)
x

|x| · ∇ψ(x) dx =

∫
R3

x

|x| · ∇|ψ|
2(x) dx

= −
3∑

k=1

∫
R3

|ψ(x)|2∂xk
(
xk
|x|

)
dx

= −2

∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx.

Ainsi, nous avons

0 ≤1

2

∫
R3

∣∣∣∣∇ψ(x) +
x

|x|ψ(x)

∣∣∣∣2 dx
=

1

2

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx−
∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx+

1

2

∫
R3

|ψ(x)|2 dx. (1.19)

Avec un argument de densité on peut vérifier que la relation (1.19) reste
valide dans H1(R3). Nous pouvons réécrire (1.19) de la façon suivante :

E(ψ) =
1

2

∫
R3

∣∣∣∣∇ψ(x) +
x

|x|ψ(x)

∣∣∣∣2 dx− 1

2

∫
R3

|ψ(x)|2 dx. (1.20)

Ceci montre que l’infimum de E (avec la contrainte de normalisation sur ψ)
est au moins égal à −1/2. Nous pouvons rendre E(ψ) égal à−1/2 en annulant
le premier terme, c’est-à-dire en trouvant toutes les fonctions ψ ∈ H1(R3)
telles que

∇ψ(x) = − x

|x|ψ(x) (1.21)

pour presque tout x ∈ R3. Il est facile de voir que ψ(x) = π−1/2 e−|x|

vérifie cette propriété et appartient à H2(R3) (donc à H1(R3)). Par ailleurs,
la constante π−1/2 a précisément été choisie pour qu’elle soit normalisée
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dans L2(R3). Nous concluons donc que l’infimum est un minimum et qu’il
vaut exactement −1/2. On peut finalement vérifier par le calcul que ψ =
π−1/2 e−|x| est solution de l’équation de Schrödinger (1.18).

Pour l’unicité, on utilise que si ψ ∈ H1(R3) vérifie (1.21), alors la fonc-
tion η(x) := e|x|ψ(x) appartient à H1

loc(R3) (elle n’est pas forcément de carré
intégrable à l’infini) et vérifie ∇η(x) = 0 presque partout, donc au sens des
distributions. Les seules solutions de cette équation sur Rd sont les solu-
tions constantes, η(x) = c, ce qui démontre bien que les solutions de (1.21)
dans H1(R3) sont toutes sous la forme ce−|x|. Comme nous considérons uni-
quement des fonctions normalisées dans L2(R3), on doit avoir |c| = 1/

√
π,

c’est-à-dire c = π−1/2eiθ.

Exercice 1.6. Écrire le calcul montrant que ψ est dans H2(R3) et est une
solution de (1.18).

Nous pouvons transformer notre information sur la valeur de l’énergie
fondamentale de l’atome d’hydrogène en une inégalité, en suivant les idées
de Kato [Kat51].

Corollaire 1.7 (Inégalité de Kato). Nous avons∫
R3

|ψ(x)|2
|x−R| dx ≤ η

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx+
1

4η

∫
R3

|ψ(x)|2 dx, (1.22)

pour tout ψ ∈ H1(R3), tout R ∈ R3 et tout η > 0.

Démonstration. Pour R = 0 et η = 1/2, c’est exactement notre inégalité sur
l’énergie fondamentale de l’atome d’hydrogène

1

2

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx−
∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx ≥ −1

2

∫
R3

|ψ(x)|2 dx.

Nous pouvons obtenir (1.22) pour tout η > 0 et tout R ∈ R3 en appliquant
cette inégalité à la fonction dilatée et translatée (2η)3/2ψ

(
2ηx+R

)
. Il suffit

alors d’effectuer les changements de variables appropriés.

1.3 Vers la théorie spectrale

Nous avons vu au théorème 1.5 que le minimiseur de l’énergie de l’électron
dans l’atome d’hydrogène est unique (à une phase près et sous la contrainte
‖ψ‖L2(R3) = 1) et résout l’équation

Hψ = −1

2
ψ,

où H est l’opérateur

H := −∆

2
− 1

|x| , (1.23)
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appelé Hamiltonien. Ce n’est pas une grande surprise. Si ψ est assez régulière,
par exemple ψ ∈ H2(R3), on peut intégrer par parties l’énergie cinétique et
obtenir

E(ψ) =

〈
ψ,

(
−∆

2
− 1

|x|

)
ψ

〉
(1.24)

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire usuel de L2(R3) :

〈f, g〉 :=

∫
R3

f(x)g(x) dx.

Nous voyons donc que E n’est rien d’autre que la forme quadratique associée
à l’opérateur H = −∆/2 − 1/|x|. Or, rappelons que pour toute matrice
hermitienne A de taille d×d, la plus petite valeur propre de A s’obtient par
la formule variationnelle

λ1(A) = min
‖x‖=1

〈x,Ax〉Cd .

De façon similaire, on s’attend donc ici à ce que −1/2 soit la première valeur
propre de l’opérateur H = −∆/2− 1/|x|. Il faut cependant donner un sens
rigoureux à cette assertion, et c’est l’objectif principal de ce cours.

Notons que l’on peut trouver l’opérateur H = −∆/2−1/|x| directement
à partir de l’énergie classique E(x, p) = |p|2/2 − 1/|x| en remplaçant p par
−i∇, un procédé appelé (première) quantification et qui est ici réalisé par
la transformée de Fourier. Nous y reviendrons rapidement un peu plus tard
à la section 1.6.5.

Remarque 1.8. Que ce soit dans Cd ou en dimension infinie, on peut voir
les solutions de l’équation Hψ = λψ comme les points critiques de la forme
quadratique 〈ψ,Hψ〉 sur la sphère unité {‖ψ‖ = 1}. En effet, le gradient
de cette fonctionnelle est (au moins formellement) 2Hψ mais comme on
travaille sur la sphère, ce gradient doit être projeté sur l’espace tangent à
la sphère en ψ, qui est {ψ}⊥. Ainsi, l’équation Hψ ∈ Cψ qui équivaut à
Hψ = λψ, consiste juste à dire que ψ est un point critique de E sur la
sphère unité.

Sans avoir recours à la théorie spectrale, on peut énoncer le théorème
suivant, que nous ne démontrerons pas ici.

Théorème 1.9 (Spectre de l’atome d’hydrogène). Les solutions non nulles
ψ ∈ H1(R3) de l’équation (

−∆

2
− 1

|x|

)
ψ = λψ (1.25)

au sens des distributions sur R3, sont toutes dans H2(R3) et existent si et
seulement si

λ = − 1

2n2
, n ∈ N∗. (1.26)
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Nous retrouvons ici le célèbre spectre de l’atome d’hydrogène. Les énergies
très spéciales, quantifiées, correspondent aux états stationnaires entre les-
quels l’électron peut naviguer en fonction de l’énergie qu’il échange avec le
monde extérieur. La solution ψ correspondant à λ = −1/2 est appelé état
fondamental, alors que les suivantes sont appelées états excités.

Exercice 1.10. En utilisant l’inégalité de Hardy (1.13), montrer que si
ψ ∈ H1(R3) satisfait l’équation (1.25), alors ψ ∈ H2(R3). 3

La théorie spectrale que nous allons développer en détails dans ce cours
permet de prouver que les λ < 0 possibles sont forcément quantifiés et
tendent vers 0. Par contre, pour montrer la formule explicite (1.26) il faut
calculer ces valeurs propres explicitement, ce qui est un peu fastidieux et
que nous ne ferons pas ici. Le calcul est basé sur le fait que le modèle
est invariant par rotations autour de l’origine 0 ∈ R3, ce qui permet de
se ramener à travailler dans les sous-espaces propres du moment angulaire
(section 4.7.3) [Tes09, Hal13, BLR12]. À la fin, on se ramène à une équation
différentielle ordinaire pour la partie radiale de ψ, sous la forme

−1

2
f ′′(r)− 1

r
f ′(r) +

`(`+ 1)

2r2
f(r)− 1

r
f(r) = λ f(r)

où ` ∈ N, équation qu’il faut ensuite résoudre explicitement. Il faut ici
déterminer les valeurs possibles de f(0) ou f ′(0) de sorte que l’unique so-
lution, donnée par le théorème de Cauchy-Lipschitz, tende vers 0 à l’infini
pour que la fonction correspondante soit dans L2(R3). 4

Le fait qu’il ne puisse pas y avoir de valeur propre positive ou nulle suit de
l’identité du Viriel 5 qui stipule que toute solutionH1(R3) de l’équation (1.25)
doit nécessairement satisfaire∫

R3

|∇ψ(x)|2 dx =

∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx, (1.27)

ce qui implique immédiatement

λ =
1

2

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx−
∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx = −1

2

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx < 0.

Il ne peut donc pas y avoir de valeur propre positive ou nulle. L’identité
du Viriel (1.27) peut s’obtenir en multipliant l’équation par (3/2)ψ(x) +

3. Nous montrerons plus tard à la section 3.1 du chapitre 3 qu’il suffit en fait de
supposer que ψ ∈ L2(R3) pour en déduire que ψ ∈ H2(R3).

4. Si ` = 0 on prend toujours f ′(0) = 0 et on doit déterminer f(0). Ceci vient du fait
que le secteur ` = 0 correspond aux fonctions radiales dans R3, qui sont paires. Par contre,
si ` ≥ 1 on doit considérer f(0) = 0 et varier f ′(0) car le terme `(` + 1)/r2 diverge trop
vite à l’origine.

5. La relation (1.27) est parfois aussi appelée identité de Pohožaev, du nom de ce-
lui qui semble avoir été l’un des premiers à l’utiliser pour étudier des équations non
linéaires [Poh65].
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x · ∇ψ(x) et en intégrant par parties. Ceci requiert de vérifier que tout les
termes font sens dans H1(R3), ce que nous ne discuterons pas ici. Nous y
reviendrons plus tard à la section 4.7.5.

Exercice 1.11 (Viriel/Pohožaev). En supposant que ψ est suffisamment
régulière et tend vers 0 suffisamment vite à l’infini, de sorte que tout fasse
sens, écrire le calcul menant à l’identité du Viriel (1.27) en multipliant
l’équation aux valeurs propres (1.25) par la fonction (3/2)ψ(x) + x · ∇ψ(x)
et en intégrant par parties.

La relation (1.27) peut aussi être vue comme une condition de station-
narité dans une direction particulière, celle correspondant à appliquer des
petites dilatations à ψ. Considérons en effet la fonction ψα(x) = α3/2ψ(αx)
avec α > 0. Après changement de variable, on trouve que l’énergie de ψα
vaut

E(ψα) =
α2

2

∫
R3

|∇ψ(x)|2 dx− α
∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx.

Comme ψα appartient à la sphère unité pour tout α et que ψ est un état
stationnaire, on doit nécessairement avoir

d

dα
E(ψα)|α=1 = 0,

ce qui fournit précisément (1.27). Un calcul plus explicite de la dérivée four-
nit

d

dα
E(ψα)|α=1 = 2<

〈(
d

dα
ψα

)
|α=1

, Hψ

〉
= 0

où, bien sûr,(
d

dα
ψα

)
|α=1

(x) =

(
3α1/2

2
ψ(αx) + α3/2x · ∇ψ(αx)

)
|α=1

=
3

2
ψ(x) + x · ∇ψ(x)

et c’est pour cette raison qu’il faut intégrer l’équation contre cette fonc-
tion. En d’autres termes, étudier les petites variations de ψ sous l’action
des dilatations revient à regarder la dérivée directionnelle dans la direction
(3/2)ψ + x · ∇ψ. Nous en reparlerons à la section 4.7.5 du chapitre 4.

Après plusieurs chapitres nous pourrons montrer que le spectre a la forme
donnée à la figure 1.2. Il n’est pas constitué seulement de valeurs propres
négatives, mais contient également du spectre continu sur tout l’intervalle
[0,∞), typique de la dimension infinie. On doit imaginer ce spectre continu
comme des “quasi valeurs propres” au sens où on peut fabriquer une suite
(ψn) ⊂ H2(R3) avec ‖ψn‖ = 1, qui résout presque l’équation (1.25), mais
telle que ψn ⇀ 0 faiblement, de sorte qu’un passage à la limite ne fournit
aucune solution non triviale de (1.25). Rappelons qu’il n’y a aucune valeur
propre positive ou nulle.
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0état fondamental

états excités

spectre continu

Figure 1.2 – Forme du spectre du Hamiltonien décrivant l’électron quan-
tique dans l’atome d’hydrogène et, plus généralement, une grande classe
d’opérateurs sous la forme H = −∆ + V (x).

Exercice 1.12 (Valeurs propres approchées). Soit χ ∈ C∞c (R3) telle que∫
R3 |χ|2 = 1. On considère la suite de fonctions

ψn(x) = eik·xn−3/2χ(x/n).

Montrer que (
−∆

2
− 1

|x| −
|k|2
2

)
ψn → 0

fortement dans L2(R3) et que ψn ⇀ 0 faiblement dans H2(R3). Inversement,
montrer que si λ < 0, il n’existe aucune suite (ψn) ⊂ H2(R3) telle que
‖ψn‖L2(R3) = 1 et ψn ⇀ 0 faiblement dans H1(R3) et telle que(

−∆

2
− 1

|x| − λ
)
ψn → 0

fortement dans L2(R3). Ainsi il n’y a aucune “quasi valeur propre” dans
]−∞, 0[.

1.4 L’équation de Schrödinger dépendant du temps

Jusqu’à présent nous n’avons parlé que du problème stationnaire. Nous
discutons maintenant de l’équation de Schrödinger dépendant du temps.

En principe, cette équation est juste définie comme le système Hamilto-
nien associé à l’énergie E(ψ). Ainsi l’énergie sera automatiquement conservée
le long des trajectoires. Mais un système Hamiltonien requiert deux va-
riables et une forme symplectique, et le lecteur est peut-être inquiet de
voir que n’avons qu’une seule variable ψ. Il se trouve que ψ contient bien
deux variables puisqu’elle est à valeurs complexes ! Ceci justifie pleinement
l’utilisation de fonctions à valeurs complexes dans la théorie, ce qui n’était
peut-être pas très clair (et en fait pas tellement indispensable) lors de l’étude
du problème indépendant du temps.

Si on écrit ψ = ψ1 + iψ2, on trouve immédiatement

E(ψ) = E(ψ1) + E(ψ2).
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On peut alors considérer le système Hamiltonien
∂ψ1

∂t
=

∂E
∂ψ2

(ψ) = 2Hψ2

∂ψ2

∂t
= − ∂E

∂ψ1
(ψ) = −2Hψ1

que l’on peut réécrire en une seule équation sous la forme

i
∂ψ

∂t
= 2Hψ

qui est l’équation de Schrödinger dépendant du temps. Dans ce formalisme,
la forme symplectique est donc donnée par la multiplication par i. On peut
bien sûr enlever le facteur 2 changeant d’unité de temps, ce qui fournit la
célèbre équation de Schrödinger

i
∂ψ

∂t
= Hψ. (1.28)

Un calcul formel montre que la norme L2 et l’énergie de toute solution est
conservée au cours du temps :

d

dt
E(ψ(t)) =

d

dt

∫
R3

|ψ(t, x)|2 dx = 0.

La conservation de la norme L2 est évidemment cruciale pour que notre
interprétation probabiliste de |ψ|2 et |ψ̂|2 persiste pour tout temps le long
des trajectoires. Nous étudierons l’équation de Schrödinger rigoureusement
à la section 4.6 du chapitre 4.

On peut se demander s’il existe un lien ‘formel’ entre les équations de
Hamilton (1.4) et l’équation de Schrödinger (1.28). Nous travaillons dans
un système d’unité où ~ = 1, il ne s’agit pas ici de regarder la limite
semi-classique ~ → 0, pour laquelle on a en effet bien convergence vers
les équations de Newton, en un sens approprié. Nous voulons plutôt com-
prendre le comportement des positions et vitesses moyennes de la solution de
Schrödinger. En fait, si nous utilisons les notations abrégées 〈A〉t = 〈Aψt, ψt〉
et p = −i∇, un calcul (formel) montre que

d

dt
〈x〉t = 〈p〉t,

d

dt
〈p〉t = −〈∇V (x)〉t,

(1.29)

des équations qui sont habituellement appelées relations d’Ehrenfest [Ehr27].
Nous voyons donc que les équations de Hamilton restent d’une certaine
manière vraies en moyenne, à condition de bien remarquer que

〈∇V (x)〉t 6= ∇V (〈x〉t)
sinon on retrouverait exactement les équations classiques (1.4).
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Exercice 1.13. Vérifier la validité de (1.29), en supposant l’existence d’une
solution ψ(t) suffisamment lisse et qui décroit suffisamment rapidement pour
que tout fasse sens.

Nous terminons cette section par une remarque concernant le lien entre
les fonctions propres de l’opérateur H et l’équation dépendant du temps.
Le terme “solution stationnaire” est peut-être source de confusion, car si
on suppose que ψ est indépendant du temps, on trouve l’équation Hψ = 0
et non Hψ = λψ. La raison est que notre modèle est invariant par les
“changements de phase”, c’est-à-dire par la multiplication par un complexe
de module 1 sous la forme ψ 7→ eiθψ. Comme la fonction d’onde ψ n’a
pas de réalité physique et que toutes les quantités physiques calculées à
partir de ψ sont invariantes par multiplication par eiθ (nous reviendrons
plus longuement sur cet aspect à la section 1.6), nous devrions travailler
plutôt modulo les phases, c’est-à-dire dans le quotient de la sphère de L2

par la relation d’équivalence

ψ1 ∼ ψ2 ⇐⇒ ∃θ ∈ R : ψ2 = eiθψ1.

Ainsi, lorsque nous disons que ψ est indépendante du temps, nous devons
toujours penser “modulo une phase”. Ceci revient alors à considérer des
fonctions sous la forme eiθ(t)ψ où ψ ne dépend pas du temps. En injectant
dans l’équation (1.28) on trouve

Hψ = −θ′(t)ψ

pour tout t. Comme ψ ne peut pas être une fonction propre associée à
plusieurs valeurs propres différentes, on en déduit que θ′(t) = λ est constant.
Ainsi les solutions stationnaires sont précisément celles sous la forme

ψ(t) = e−iλtψ0, Hψ0 = λψ0. (1.30)

La phase dépend ainsi linéairement du temps, mais ceci ne joue aucun rôle
dans notre modélisation, toutes les quantités importantes calculées à partir
de ψ seront bien indépendantes du temps.

1.5 Un théorème général pour une particule

Après avoir discuté de l’atome d’hydrogène, nous démontrons mainte-
nant un théorème plus général, couvrant le cas d’une particule quantique
dans Rd (avec d ≥ 1), soumise à un potentiel extérieur V quelconque, satis-
faisant la condition qu’il tend vers 0 à l’infini. C’est-à-dire, nous considérons
la fonctionnelle

E(ψ) =

∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|ψ(x)|2 dx.
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L’étude réalisée dans cette section est dans le même esprit que [LL01, Chap. 11].
Dans toute cette section nous supposons que

V ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R)

est une fonction à valeurs réelles, avec
p = 1 si d = 1,

p > 1 si d = 2,

p = d
2 si d ≥ 3.

(1.31)

Cela signifie qu’on peut écrire V = V1 + V2 où V1 ∈ Lp(Rd) et V2 ∈
L∞(Rd). Cette décomposition n’est évidemment pas unique. Les valeurs de
p dans (1.31) ont été choisies en fonction des injections de Sobolev, de sorte
que le terme d’énergie potentielle fasse sens dans H1(Rd). Le lemme suivant
contient les propriétés les plus importantes du terme faisant intervenir le
potentiel V .

Lemme 1.14 (Énergie potentielle). Soit d ≥ 1 et V ∈ Lp(Rd,R)+L∞(Rd,R)
avec p vérifiant (1.31). Alors |V (x)|1/2ψ appartient à L2(Rd) pour tout
ψ ∈ H1(Rd). Pour tout ε > 0, il existe une constante Cε telle que∣∣∣∣∫

Rd
V (x)|ψ(x)|2 dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rd
|V (x)| |ψ(x)|2 dx

≤ ε
∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx+ Cε

∫
Rd
|ψ(x)|2 dx. (1.32)

Si de plus V → 0 à l’infini, alors l’application

ψ 7→
∫
Rd
V (x)|ψ(x)|2 dx

est faiblement continue. C’est-à-dire, si ψn ⇀ ψ faiblement dans H1(Rd),
alors on a

lim
n→∞

∫
Rd
V (x)|ψn(x)|2 dx =

∫
Rd
V (x)|ψ(x)|2 dx.

Remarque 1.15. L’énergie potentielle n’est en général pas faiblement conti-
nue si V 9 0 à l’infini. Par exemple pour V = 1 on trouve simplement∫
Rd |ψ(x)|2 dx qui n’est pas faiblement continu.

Remarque 1.16. Si on a V ∈ Lq(Rd) avec q > max(1, d/2) en dimension
d 6= 2, alors V ∈ Lp(Rd) + L∞(Rd) où p vérifie (1.31). En effet, on peut
écrire V = V 1(|V | ≤ M) + V 1(|V | ≥ M) avec V 1(|V | ≤ M) ∈ L∞(Rd) et
V 1(|V | ≥M) ∈ Lp(Rd), puisque∫

|V |≤M
|V (x)|p dx ≤M q−p

∫
|V |≤M

|V (x)|q dx <∞.

Ainsi, l’hypothèse (1.31) est la plus générale possible dans les espaces de type
Lp.
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Démonstration. Nous pouvons directement majorer
∫
Rd |V | |ψ|2. L’idée est

bien sûr d’écrire V = V1 + V2 et d’estimer les deux termes séparément.
Cependant, le lecteur averti aura remarqué que l’exposant choisi pour p va
nous amener à faire intervenir l’exposant critique de l’injection de Sobolev,
ce qui risque de ne pas permettre d’avoir l’estimée (1.32) avec un ε aussi
petit que l’on veut. L’astuce consiste à noter dans un premier temps que
l’on peut écrire

V1 = V11(|V1| ≥M) + V11(|V1| < M)

où le second terme est dans L∞(Rd) et peut être ajouté à V2, alors que le
premier est aussi petit que l’on veut dans Lp(Rd), puisque par convergence
dominée

lim
M→∞

∫
|V1|≥M

|V1(x)|p dx = 0.

En d’autres termes, cet argument montre que les fonctions de Lp +L∞ avec
1 ≤ p < ∞ peuvent toujours s’écrire Ṽ1 + Ṽ2 avec Ṽ1 aussi petit que l’on
veut dans Lp. En revenant à notre énergie potentielle, nous obtenons∫
Rd
|V (x)| |ψ(x)|2 dx

≤
∫
|V1|≥M

|V1(x)| |ψ(x)|2 dx+
(
M + ‖V2‖L∞(Rd)

)∫
Rd
|ψ(x)|2 dx

≤ ‖V11(|V1| ≥M)‖Lp(Rd) ‖ψ‖2L2p′ (Rd)
+
(
M + ‖V2‖L∞(Rd)

)∫
Rd
|ψ(x)|2 dx,

où p′ = p/(p− 1) est l’exposant conjugué de p.
En dimension d ≥ 3, on trouve 2p′ = 2d/(d−2) qui est l’exposant critique

de Sobolev, pour lequel on a l’inégalité similaire à (1.10)

‖ψ‖2
L

2d
d−2 (Rd)

≤ Sd
∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx (1.33)

(voir le théorème A.10 à l’appendice A). On a donc prouvé, comme voulu,
que∫

Rd
|V (x)| |ψ(x)|2 dx ≤ C ‖V11(|V1| ≥M)‖Lp(Rd)

∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx

+
(
M + ‖V2‖L∞(Rd)

)∫
Rd
|ψ(x)|2 dx,

où la constante devant le gradient peut être choisie aussi petite que l’on veut
en prenant M très grand.

En dimension d = 2, la contrainte p > 1 implique que 2p′ < ∞ et on
peut alors utiliser l’inégalité sous-critique

‖ψ‖L2p′ (R2) ≤ C
(
‖∇ψ‖2L2(R2) + ‖ψ‖2L2(R2)

)1/2
.
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En dimension d = 1 on a p = 1 de sorte que 2p′ = ∞ mais on a bien
l’inégalité

‖ψ‖L∞(R) ≤ C
(
‖∇ψ‖2L2(R) + ‖ψ‖2L2(R)

)1/2
.

On trouve donc dans ces deux cas∫
Rd
|V (x)| |ψ(x)|2 dx ≤ C ‖V11(|V1| ≥M)‖Lp(Rd)

∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx

+
(
M + ‖V2‖L∞(Rd) + C ‖V11(|V1| ≥M)‖Lp(Rd)

)∫
Rd
|ψ(x)|2 dx,

qui permet de conclure de la même façon.
Il reste à prouver la continuité faible lorsque V → 0 à l’infini. Cette fois,

l’hypothèse signifie que ‖V ‖L∞(Rd\BR) tend vers 0 quand R → ∞ (ici BR
est la boule centrée en 0 de rayon R). Bien sûr la restriction V 1BR de V à
la boule BR appartient toujours à Lp(Rd) + L∞(Rd).

Soit donc ψn ⇀ ψ une suite qui converge faiblement dans H1(Rd). Par
les injections de Sobolev, on en déduit que la convergence faible est aussi
vraie dans L2(Rd) ∩ L2p′(Rd). Par ailleurs, le théorème A.16 de Rellich-
Kondrachov rappelé à l’appendice A implique la convergence forte locale
dans L2(Rd), ce qui signifie en fait que ψn → ψ fortement dans Lq(BR) pour
tous 2 ≤ q < 2p′. En dimensions d = 1 et d = 2, on a même convergence
dans L2p′(BR) car l’exposant est sous-critique. Par contre, la convergence
n’est que faible dans L2p′(BR) en dimension d ≥ 3. Comme |ψn|2 est bornée
dans Lp

′
(BR), elle admet aussi des limites faibles dans cet espace. Mais

comme |ψn|2 → |ψ|2 fortement dans L1(BR), on conclut que l’on a aussi
|ψn|2 ⇀ |ψ|2 faiblement dans Lp

′
(BR). Ceci montre donc que, dans tous les

cas, on peut passer à la limite dans l’intégrale sur la boule BR :

lim
n→∞

∫
BR

V (x)|ψn(x)|2 dx =

∫
BR

V (x)|ψ(x)|2 dx

car V 1BR appartient à Lp(BR), et par définition de la convergence faible.
On peut alors conclure par un ‘argument en ε/2’. C’est-à-dire, on se

donne un ε > 0 et on commence par estimer l’intégrale en dehors d’une
boule BR uniformément par rapport n par∣∣∣∣∣
∫
Rd\BR

V (x)|ψn(x)|2 dx−
∫
Rd\BR

V (x)|ψ(x)|2 dx
∣∣∣∣∣

≤ ‖V ‖L∞(Rd\BR)

(
‖ψn‖2L2(Rd) + ‖ψ‖2L2(Rd)

)
≤ C ‖V ‖L∞(Rd\BR) .

Nous avons utilisé ici que (ψn) est bornée dans H1(Rd) donc dans L2(Rd).
Comme V → 0 à l’infini par hypothèse, on peut alors choisir R de sorte que∣∣∣∣∣

∫
Rd\BR

V (x)|ψn(x)|2 dx−
∫
Rd\BR

V (x)|ψ(x)|2 dx
∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
,
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pour tout n. Ensuite, pour ce R fixé, on a pour n assez grand∣∣∣∣∫
BR

V (x)|ψn(x)|2 dx−
∫
BR

V (x)|ψ(x)|2 dx
∣∣∣∣ ≤ ε

2
,

comme nous avons expliqué précédemment. Au total on a bien∣∣∣∣∫
Rd
V (x)|ψn(x)|2 dx−

∫
Rd
V (x)|ψ(x)|2 dx

∣∣∣∣ ≤ ε
pour n assez grand, comme il fallait démontrer.

L’inégalité (1.32) montre immédiatement que E est bien définie et conti-
nue sur H1(Rd), avec l’estimée

E(ψ) ≥ 1

2

∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx− C1/2

∫
Rd
|ψ(x)|2 dx (1.34)

en prenant ε = 1/2. Ainsi, le modèle est stable et on peut poser

I := inf
ψ∈H1(Rd)∫
Rd |ψ|2=1

E(ψ).

Nous étudions maintenant quand I est un minimum.

Théorème 1.17 (Une particule quantique : existence). Soit d ≥ 1 et V ∈
Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R) avec p vérifiant (1.31) et V → 0 à l’infini. Alors on
a toujours

I ≤ 0.

• Si I = 0, il existe toujours une suite minimisante (ψn) ⊂ H1(Rd) telle que
‖ψn‖L2(Rd) = 1 et ψn ⇀ 0 faiblement. L’infimum peut être ou ne pas être
atteint.

• Si I < 0, alors toutes les suites minimisantes convergent fortement dans
H1(Rd), à sous-suite près. En particulier, l’infimum est un minimum et il
existe toujours au moins un minimiseur.

Démonstration. Soit χ une fonction quelconque deH1(Rd) telle que
∫
Rd |χ|2 =

1. Considérons la suite de fonctions dilatées

χn(x) = n−d/2χ(x/n).

Alors on a χn ⇀ 0 au sens des distributions et, comme∫
Rd
|∇χn(x)|2 dx =

1

n2

∫
Rd
|∇χ(x)|2 dx,

∫
Rd
|χn(x)|2 dx =

∫
Rd
|χ(x)|2 dx,
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la suite χn est bornée dans H1(Rd) et on doit donc avoir χn ⇀ 0 faiblement
dans H1(Rd). On en déduit d’après le lemme 1.14 que

lim
n→∞

∫
Rd
V (x)|χn(x)|2 dx = 0

et donc que E(χn) → 0. Par définition de l’infimum ceci montre que I ≤ 0.
Si I = 0, cette suite convient pour satisfaire les propriétés de l’énoncé.

Supposons maintenant que I < 0 et considérons une suite minimisante
(ψn). Nous commençons par remarquer que (ψn) est bornée dans H1(Rd)
puisque ‖ψn‖L2 = 1 et d’après l’inégalité (1.34). Donc quitte à extraire une
sous-suite on peut supposer que ψn ⇀ ψ faiblement dans H1(Rd). D’après
le lemme 1.14 nous en déduisons que

lim
n→∞

∫
Rd
V (x)|ψn(x)|2 dx =

∫
Rd
V (x)|ψ(x)|2 dx.

En particulier

E(ψn) =

∫
Rd
|∇ψn(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|ψ(x)|2 dx+ o(1)n→∞

et puisque E(ψn) tend vers I, la norme du gradient
∫
Rd |∇ψn(x)|2 dx converge.

À cause de la convergence faible on a toujours

lim inf
n→∞

∫
Rd
|∇ψn(x)|2 dx = lim

n→∞

∫
Rd
|∇ψn(x)|2 dx ≥

∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx,

et

1 = lim inf
n→∞

∫
Rd
|ψn(x)|2 dx ≥

∫
Rd
|ψ(x)|2 dx.

L’inégalité sur la limite du gradient fournit donc

I ≥
∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|ψ(x)|2 dx = E(ψ).

Nous pouvons tout de suite remarquer que la limite faible ψ de la suite (ψn)
ne peut être nulle car sinon on aurait I ≥ 0, qui contredit l’hypothèse que
I < 0. Puisque ψ 6= 0, nous pouvons alors écrire

0 ≥ I ≥ E(ψ) = ‖ψ‖2L2(Rd) E
(

ψ

‖ψ‖L2(Rd)

)
≥ ‖ψ‖2L2(Rd) I.

Comme ‖ψ‖L2(Rd) ≤ 1 et I < 0 ceci montre que ‖ψ‖L2(Rd) = 1, donc que

ψn → ψ fortement dans L2(Rd), avec E(ψ) = I. La limite ψ est donc un
minimiseur. En revenant aux limite ci-dessus, on trouve aussi que

lim inf
n→∞

∫
Rd
|∇ψn(x)|2 dx =

∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx,
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qui implique la convergence forte dans H1(Rd). Pour résumer, nous avons
bien montré que dans le cas où I < 0, toute suite minimisante possède une
sous-suite qui converge fortement dans H1(Rd), et que les limites possibles
sont toutes des minimiseurs.

La proposition suivante fournit une condition relativement simple avec
laquelle on peut démontrer que I < 0, et qui s’applique par ailleurs à l’atome
d’hydrogène.

Proposition 1.18 (Existence si V ∼ −|x|−α avec 0 < α < 2). Si la fonction
V ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R) tend vers 0 à l’infini tout en vérifiant

V (x) ≤ − c

|x|α , pour |x| ≥ R

avec c > 0 et 0 < α < 2, alors I < 0 et on a donc existence d’un minimum.

Démonstration. Soit χ ∈ C∞c (B2 \ B1) à support dans la couronne située
entre les boules de rayon 1 et 2, et telle que

∫
Rd |χ|2 = 1. Nous dilatons χ

comme précédemment en définissant χn(x) = n−d/2χ(x/n). Après change-
ment de variables nous obtenons

E(χn) =
1

n2

∫
Rd
|∇χ(x)|2 dx+

∫
B2\B1

V (nx)|χ(x)|2 dx

≤ 1

n2

∫
Rd
|∇χ(x)|2 dx− c

nα

∫
B2\B1

|χ(x)|2
|x|α dx

qui est négatif pour n assez grand, puisque 0 < α < 2 donc le terme en n−α

est dominant.

La condition que α < 2 est optimale. Si le potentiel décroit plus vite à
l’infini, il est possible d’avoir I = 0, même si V est négatif. En fait, il suffit
juste que V soit assez petit dans Ld/2(Rd), en dimension d ≥ 3. 6

Proposition 1.19 (Non-existence si V est petit dans Ld/2(Rd)). En dimen-
sion d ≥ 3, si

‖V ‖Ld/2(Rd) < (Sd)
−1

où Sd est la meilleure constante de Sobolev apparaissant dans (1.33), alors
on a I = 0 et l’infimum n’est pas atteint.

Démonstration. Comme précédemment, on utilise les inégalités de Hölder
et de Sobolev (1.33) pour estimer

E(ψ) ≥
∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx− ‖V ‖Ld/2(Rd) ‖ψ‖2

L
2d
d−2 (Rd)

≥
(

1− ‖V ‖Ld/2(Rd) Sd

)∫
Rd
|∇ψ(x)|2 dx.

6. La situation est plus compliquée en dimensions d = 1, 2 où le minimum est toujours
atteint si par exemple V < 0 partout, quelle que soit sa décroissance [RS78, Thm. XIII.11].
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Ceci montre que E ≥ 0 donc I = 0. Si E(ψ) = 0, alors on doit avoir
par l’inégalité précédente ∇ψ = 0 donc ψ = 0, qui contredit la contrainte∫
Rd |ψ|2 = 1. Il n’y a donc pas de minimiseur.

Il est maintenant temps d’étudier l’unicité du minimiseur, lorsqu’il existe.
Nous énonçons un théorème général, mais nous n’en donnerons la preuve
complète qu’avec des hypothèses supplémentaires sur V .

Théorème 1.20 (Une particule quantique : unicité). Soit d ≥ 1 et V ∈
Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R) avec p vérifiant (1.31) et V → 0 à l’infini. Si I est
atteint, alors les minimiseurs sont uniques à une phase près. Ils s’écrivent
tous sous la forme

eiθψ, θ ∈ R

avec ψ ∈ H1(Rd) une fonction strictement positive sur Rd, qui est solution
de l’équation (

−∆ + V (x)
)
ψ(x) = I ψ(x) (1.35)

au sens des distributions et dans H−1(Rd).

Remarque 1.21. L’unicité du minimiseur dans le cas quantique est à
mettre en parallèle avec le cas classique, pour lequel il n’y a pas unicité
en général. En effet, si une fonction V atteint son minimum en plusieurs
points, la fonction E(x, p) = |p|2 + V (x) possède alors plusieurs minima
distincts. L’intuition est que le modèle quantique fournit un minimiseur ψ
unique, mais qui sera typiquement localisé dans tous les puits à la fois.

Démonstration. On suppose que ψ ∈ H1(Rd) avec ‖ψ‖L2(Rd) = 1 est un mi-
nimiseur pour le problème de minimisation I. Nous commençons par montrer
que ψ est solution de l’équation (1.35). C’est un argument très général qui
consiste juste à dire que E doit être stationnaire en ψ sur la sphère unité
{ψ ∈ H1(Rd) : ‖ψ‖L2 = 1}. Pour cela il n’est pas nécessaire de parler
de dérivée en dimension infinie, nous pouvons nous contenter de regarder la
dérivée dans une direction, ce qui revient à calculer une dérivée en dimen-
sion 1. Soit donc 0 6= χ ∈ H1(Rd) une fonction quelconque (la direction dans
laquelle nous allons calculer la dérivée de l’énergie). Nous définissons alors

ψε =
ψ + εχ

‖ψ + εχ‖L2(Rd)

.

Comme χ 6= 0, on a

‖ψ + εχ‖2L2(Rd) =

∫
Rd
|ψ(x) + εχ(x)|2 dx

= 1 + 2ε<
∫
Rd
ψ(x)χ(x) dx+ ε2

∫
Rd
|χ(x)|2 dx
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qui ne s’annule pas pour ε assez petit. Ainsi ψε est une fonction bien définie
dans H1(Rd), qui est normalisée dans L2(Rd). Maintenant, on écrit que la
fonction ε 7→ E(ψε) atteint son minimum en ε = 0 et donc que sa dérivée
s’annule en 0. Le résultat du calcul est :

<
(∫

Rd
∇ψ(x) · ∇χ(x) dx+

∫
Rd
V (x)ψ(x)χ(x) dx− I

∫
Rd
ψ(x)χ(x) dx

)
= 0.

(1.36)
Comme l’équation est valable pour tout χ ∈ H1(Rd), nous pouvons rempla-
cer χ par iχ et ainsi enlever la partie réelle :∫

Rd
∇ψ(x) · ∇χ(x) dx+

∫
Rd
V (x)ψ(x)χ(x) dx− I

∫
Rd
ψ(x)χ(x) dx = 0.

(1.37)
Comme

H−1(Rd)〈−∆ψ, χ〉H1(Rd) = 〈∇ψ,∇χ〉L2(Rd)

par définition, ceci signifie exactement que ψ résout (1.35) dans H−1(Rd).
Si on se restreint à χ ∈ C∞c (Rd), on retrouve exactement la définition de la
validité de l’équation au sens des distributions.

Il faut maintenant montrer l’unicité à une phase près. La preuve repose
sur deux résultats importants. Le premier est le lemme fondamental suivant,
tiré de [LL01, Thm 6.17 & Thm. 7.8].

Lemme 1.22 (Convexité des gradients). Pour tout f, g ∈ H1(Rd,R) on a√
f2 + g2 ∈ H1(Rd,R) avec l’inégalité

|∇f(x)|2 + |∇g(x)|2 ≥
∣∣∣∇√f2 + g2(x)

∣∣∣2 (1.38)

presque partout. Si f2 + g2 > 0 sur Rd, alors on a égalité dans (1.38) pour
presque tout x ∈ Rd, si et seulement si f = a

√
f2 + g2 et g = b

√
f2 + g2

presque partout, pour des constantes a, b ∈ R avec a2 + b2 = 1.

Nous remarquons que l’inégalité peut être réécrite sous la forme

|∇F (x)| ≥
∣∣∇|F |(x)

∣∣
pour toute fonction F = f + ig à valeurs complexes. En intégrant, elle
implique que∫

Rd
|∇F (x)|2 dx ≥

∫
Rd

∣∣∇|F |(x)
∣∣2 dx, ∀F ∈ H1(Rd). (1.39)

Si |F | > 0 sur Rd, le cas d’égalité correspond alors à F = eiθ|F | pour
un θ ∈ [0, 2π[. Rappelons que pour des fonctions mesurables, la condition
f2 + g2 > 0 sur Rd signifie que pour toute boule B (de centre et rayon
quelconque), on a f2 + g2 ≥ εB > 0 presque partout sur B.
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Preuve du lemme 1.22. Pour ε > 0, considérons la fonction

Fε =
√
f2 + g2 + ε2 − ε

qui vérifie
0 ≤ Fε ≤ |f |+ |g|

donc appartient à L2(Rd), et qui converge presque partout (donc au sens des
distributions) vers

√
f2 + g2. Nous prétendons que Fε appartient à H1(Rd)

et que son gradient est la fonction

∇Fε(x) =
f(x)∇f(x) + g(x)∇g(x)√

f(x)2 + g(x)2 + ε2
, (1.40)

dont le carré vaut

|∇Fε(x)|2 =
|f(x)∇f(x) + g(x)∇g(x)|2

f(x)2 + g(x)2 + ε2

= |∇f(x)|2 + |∇g(x)|2 − |g(x)∇f(x)− f(x)∇g(x)|2
f(x)2 + g(x)2 + ε2

(1.41)

≤ |∇f(x)|2 + |∇g(x)|2. (1.42)

Pour obtenir toutes ces formules avec l’hypothèse que f, g ∈ H1(Rd) on
peut commencer par faire le calcul avec f, g ∈ C∞c (Rd) et ensuite raison-
ner par densité. Le terme à droite de (1.40) est bien défini dans L2(Rd)
d’après (1.42) et il est continu pour la convergence forte de H1(Rd) car
cette dernière implique la convergence presque partout par le théorème de
Rellich-Kondrachov.

Exercice 1.23. Montrer la validité des formules (1.40) et (1.41) dans H1(Rd)
en utilisant un argument de densité.

Maintenant nous pouvons prendre ε→ 0. La suite ∇Fε est bornée dans
L2(Rd) et sa limite

√
f2 + g2 au sens des distributions doit donc appartenir

à H1(Rd), avec l’estimée annoncée∣∣∇√f2 + g2(x)
∣∣2 ≤ |∇f(x)|2 + |∇g(x)|2,

presque partout dans Rd. Plus précisément, en passant à la limite dans (1.41)
et en utilisant que

g(x)√
f(x)2 + g(x)2 + ε2

−→
ε→0

0 sur {g = 0}
g(x)√

f(x)2+g(x)2
sur {g 6= 0},

nous obtenons la formule∣∣∇√f2 + g2(x)
∣∣2 = |∇f(x)|2 + |∇g(x)|2

−
∣∣∣∣∣ g(x)1g 6=0(x)√

f(x)2 + g(x)2
∇f(x)− f(x)1f 6=0(x)√

f(x)2 + g(x)2
∇g(x)

∣∣∣∣∣
2

, (1.43)
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pour tout f, g ∈ H1(Rd). Lorsque f2 + g2 > 0, il y a égalité si et seulement
si

g(x)1g 6=0(x)∇f(x) = f(x)1f 6=0(x)∇g(x)

pour presque tout x ∈ Rd, ce qui équivaut à

g(x)∇f(x) = f(x)∇g(x)

pour presque tout x ∈ Rd. Par des arguments similaires à précédemment,
on a pour h =

√
f2 + g2

∇f
h

(x) =
g(x)

h(x)3

(
g(x)∇f(x)− f(x)∇g(x)

)
et

∇g
h

(x) = − f(x)

h(x)3

(
g(x)∇f(x)− f(x)∇g(x)

)
,

presque partout sur Rd. À cause du dénominateur, ces fonctions appar-
tiennent a priori seulement à H1

loc(Rd), ce qui est suffisant pour raisonner
au sens des distributions. On en déduit bien que f = ah et g = bh avec
a2 + b2 = 1. La réciproque est évidente.

Nous aurons besoin d’un deuxième outil très important, que nous n’allons
pas démontrer dans tous les détails.

Théorème 1.24 (Principe du maximum fort). Soit d ≥ 1 et V ∈ Lp(Rd,R)+
L∞(Rd,R) avec p vérifiant (1.31). Soit f ∈ H1(Rd) une fonction positive
ou nulle, mais non identiquement nulle, telle que −∆f + V f appartient à
L2(Rd) et est positive ou nulle presque partout :

−∆f(x) + V (x)f(x) ≥ 0.

Alors f > 0 partout.

L’intuition du théorème est la suivante. Prenons f une fonction très lisse
satisfaisant les hypothèses du théorème, et supposons que f s’annule en x0.
Alors x0 est un point de minimum et ainsi la matrice hessienne Hessf(x0)
est positive, c’est-à-dire n’a que des valeurs propres positives ou nulles. En
particulier ∆f(x0) ≥ 0. Mais l’équation implique à l’inverse que ∆f(x0) ≤ 0
car f(x0) = 0, et ainsi Hessf(x0) ≡ 0. Nous voyons que f doit s’annuler plus
vite que prévu en x0. Le théorème énonce que l’on peut améliorer l’argument
et obtenir f ≡ 0 partout, qui contredit l’hypothèse que f 6= 0. Évidemment,
la preuve est largement compliquée par le fait que f n’est pas lisse car elle
est supposée appartenir à H1(Rd) seulement. Par ailleurs, le cas d’un V
quelconque satisfaisant uniquement les hypothèses du théorème est assez
difficile. Nous fournirons ici une preuve plus simple en supposant que
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• V f ∈ L2(Rd) (cette information ne suit pas des hypothèses (1.31) que
nous avons faites sur V ) ;

• V est majoré par une constante.

Preuve du théorème 1.24 avec ces hypothèses supplémentaires. Comme on a
supposé que −∆f + V f ∈ L2(Rd) et V f ∈ L2(Rd), on déduit que ∆f ∈
L2(Rd) et donc que f ∈ H2(Rd). Soit g := −∆f + V f qui est une fonction
positive de L2(Rd). On introduit alors une grande constante C > 0 et on
écrit l’équation sous la forme

(−∆ + C)f = (C − V )f + g := h. (1.44)

Comme nous avons aussi supposé que V est majoré, disons V ≤ M , nous
pouvons prendre C = M + 1 de sorte que (C − V )f ≥ f 6= 0. La fonction
h ∈ L2(Rd) est donc positive et non triviale (car f n’est pas nulle par
hypothèse). L’équation (1.44) peut être résolue explicitement. En passant
en Fourier on trouve (C + |k|2)f̂(k) = ĥ(k) et donc

f(x) = (2π)−d/2Φ ∗ h(x) = (2π)−d/2
∫
Rd

Φ(x− y)h(y) dy (1.45)

où Φ est la transformée de Fourier inverse de la fonction k 7→ (1 + |k|2)−1.
En dimension d = 3 cette fonction est explicite,

Φ(x) =

√
π

2

e−
√
C|x|

|x| > 0

et s’appelle le potentiel de Yukawa. En général on peut utiliser par exemple
la formule intégrale

1

1 + |k|2 =

∫ ∞
0

e−t(1+|k|2) dt

et la transformée de Fourier des gaussiennes, pour en déduire que

Φ(x) =
2−d/2

|x|d−2

∫ ∞
0

e−s|x|
2− 1

4s
ds

s
d
2

. (1.46)

La fonction Φ est intégrable sur tout Rd, puisque Φ ≥ 0 et∫
Rd

Φ(x) dx = (π/2)d/2
(∫ ∞

0
e−

1
4s

ds

s1+ d
2

)(∫
Rd

e−|x|
2

|x|d−2
dx

)
<∞.

Par ailleurs, Φ est strictement positive en dehors de l’origine (elle est même
lisse sur Rd \ {0}). Comme h ≥ 0 est non triviale, la formule (1.45) implique
alors que f > 0 partout.
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Remarque 1.25. Pour le cas général on ne peut dissocier V du Laplacien
et on doit montrer directement que l’opérateur (−∆ +V +C)−1 a un noyau
strictement positif. Plus précisément, on démontre que, pour C assez grand,
l’équation

(−∆ + V + C)f = h

admet une unique solution ψ ∈ H1(Rd), qui peut s’écrire

f(x) =

∫
Rd
G(x, y)h(y) dy

où G > 0 presque partout sur Rd×Rd. Une approche fréquemment utilisée est
d’exprimer G par la formule de Feynman-Kac, qui fait intervenir la mesure
de Wiener sur l’ensemble de tous les chemins menant de y à x [Sim05,
LHB11].

Nous pouvons maintenant écrire la fin de la preuve de l’unicité, en
nous basant sur le lemme 1.22 et sur le théorème 1.24. Nous aurons donc
fourni tous les détails quand V satisfait les hypothèses supplémentaires men-
tionnées après le théorème 1.24, ce qui couvre déjà un grand nombre de
situations physiques (incluant l’atome d’hydrogène).

Soit donc ψ0 un minimiseur pour le problème I. Comme E(ψ0) ≥ E(|ψ0|)
par le lemme 1.22, |ψ0| est aussi un minimiseur de l’énergie. Nous pouvons
donc supposer dès le départ que ψ0 ≥ 0. Comme ψ0 ≥ 0 est solution de
l’équation (

−∆ + V (x)− I
)
ψ0(x) = 0,

comme vu plus haut, nous pouvons appliquer le théorème 1.24. Il suit que
ψ0 > 0 partout. Ensuite, un calcul basé sur une intégration par parties
utilisant l’équation (1.35) montre que

E(ϕ) =

∫
Rd
ψ0(x)2

∣∣∣∣∇ ϕ

ψ0
(x)

∣∣∣∣2 dx+ I

∫
Rd
|ϕ(x)|2 dx. (1.47)

Cette formule fait sens grâce à la propriété que ψ0 > 0. Elle montre que
E(ϕ) = E(ψ0) = I si et seulement si

∇ ϕ

ψ0
(x) = 0

presque partout sur Rd, ce qui signifie que ϕ = cψ0, comme dans la preuve
de l’unicité pour l’atome d’hydrogène.

Remarque 1.26. L’argument utilisé ci-dessus implique une unicité plus
forte que celle énoncée. Nous avons en réalité montré que s’il existe λ ∈ R
et ψ ≥ 0, une fonction normalisée dans L2(Rd) telle que

(−∆ + V (x))ψ(x) = λψ(x),
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alors λ = I et ψ = ψ0 est l’unique minimiseur. En effet, le théorème 1.24
montre que ψ > 0 puis on peut refaire le calcul (1.47) qui implique λ = I =
E(ψ). En d’autres termes, nous avons prouvé l’unicité des solutions (ψ, λ)
de l’équation tel que ψ est positif.

Dans cette section nous avons étudié une particule quantique dans Rd,
soumise à un potentiel extérieur qui tend vers 0 à l’infini. Nous avons vu
qu’il y avait toujours un minimiseur lorsque l’infimum de l’énergie I était
négatif (théorème 1.17). Le minimiseur est toujours unique, quand il existe
(théorème 1.20). La condition I < 0 est physiquement très naturelle. Une
particule qui s’en va à l’infini ne voit plus le potentiel V et son énergie
minimale est alors nulle, car il ne reste que l’énergie cinétique. Mais ceci
n’est pas favorable pour minimiser l’énergie. Ainsi, l’hypothèse I < 0 permet
d’éviter la perte de compacité à l’infini en la rendant non favorable du point
de vue énergétique.

Un système plus simple, et également important physiquement, est celui
où la particule est confinée, ce qui revient à prendre cette fois V qui tend vers
+∞ à l’infini, par exemple V (x) = |x|2. L’existence d’un minimiseur pour
ce problème est toujours garantie car s’échapper à l’infini coûte maintenant
une énergie infinie et devient donc impossible. Cette situation importante
est étudiée plus en détail à l’exercice 1.32.

1.6 Introduction au formalisme mathématique de la mécanique
quantique

Nous terminons ce chapitre par une rapide description du formalisme
abstrait de la mécanique quantique en suivant von Neumann [vN32], sans
entrer dans les détails techniques puisque la formulation rigoureuse des prin-
cipes ci dessous requiert justement les notions de théorie spectrale que nous
allons développer dans la suite du cours. Le lecteur pourra toujours penser
au cas de la dimension finie H = Cd pour simplifier.

1.6.1 Système physique, états

Un système physique fini 7 est décrit par un espace de Hilbert H, que
l’on suppose toujours séparable. Les états du système sont par définition
les vecteurs de la sphère unité SH = {v ∈ H : ‖v‖ = 1} de H, modulo
les phases. L’ensemble des états physique est donc le quotient SH/∼ de la
sphère unité par la relation d’équivalence définie par v ∼ v′ si et seulement
si v = eiθv′. Il est souvent plus commode de travailler dans la sphère SH
plutôt que dans le quotient, à condition de vérifier à tout moment que les
quantités calculées sont bien indépendantes des phases.

7. Nous ne parlons pas ici des systèmes infinis, pour lesquels il peut être difficile voire
impossible de trouver un espace de Hilbert fixe dans lequel vivent et évoluent les états
du système. Il est alors souvent plus commode de décrire les états physiques comme une
forme linéaire sur une C∗–algèbre bien choisie [BR02].
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Exemple 1.27. Pour l’électron de l’atome d’hydrogène, nous avons H =
L2(R3,C) lorsqu’on néglige le spin et H = L2(R3 × {↑, ↓},C) = L2(R3,C2)
si on en tient compte. Nous verrons de nombreux autres exemples plus loin.

1.6.2 Observables

Les observables physiques sont les quantités que l’on peut en principe me-
surer expérimentalement : énergie, position, vitesse, etc. Dans le formalisme
quantique, elles sont représentées par des opérateurs auto-adjoints agissant
sur H. La plupart des exemples importants sont des opérateurs non bornés, ce
qui complique grandement la définition mathématique de l’auto-adjonction.
Nous en parlerons longuement au chapitre suivant.

Exemple 1.28. Pour l’électron, l’observable “position” est l’opérateur X :
f 7→ xf , qui est en fait un vecteur contenant 3 opérateurs distincts Xj : f 7→
xjf correspondant aux 3 axes de R3 dans le repère choisi. De la même façon,
l’observable “quantité de mouvement” est la collection P = (P1, P2, P3) des
trois opérateurs Pj : f 7→ −i∂xjf . Enfin, nous avons vu que l’observable
“énergie” est l’opérateur H = −∆/2− |x|−1.

Pour une observable décrite par l’opérateur auto-adjoint A, la valeur
moyenne de cette quantité lorsque le système est dans l’état v ∈ SH est par
définition 〈v,Av〉 (v doit satisfaire des conditions appropriées de sorte que ce
produit scalaire fasse sens). Ceci n’est que la valeur moyenne. Les quantités
que l’on peut obtenir par l’expérience sont en fait aléatoires, données par une
mesure de probabilité µA,v sur R (dépendant de A et de l’état v), appelée
mesure spectrale. Elle est bien sûr telle que la valeur moyenne soit donnée
par

〈v,Av〉 =

∫
R
a dµA,v(a).

La probabilité µA,v est toujours à support dans le spectre de A et sa définition
rigoureuse est un peu subtile, nous la verrons au chapitre 4.

Pour simplifier, expliquons la définition de µA,v en dimension finie H =
Cd, auquel cas A est juste une matrice hermitienne d×d. La matrice A peut
être diagonalisée dans une base orthonormée v1, ..., vd de Cd, avec des valeurs
propres λ1, ..., λd (certains λj peuvent cöıncider en cas de dégénérescence).
La mesure µA,v est dans ce cas définie sur {λ1, ..., λd} ⊂ R par les probabilités
pj = |〈v, vj〉|2, c’est-à-dire

µA,v =
d∑
j=1

|〈v, vj〉|2δλj .

Comme les vj forment une base orthonormée, on a bien sûr∫
R
dµA,v(a) =

d∑
j=1

pj =

d∑
j=1

|〈v, vj〉|2 = ‖v‖2 = 1.
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Nous voyons que les mesures expérimentales ne peuvent donner que les va-
leurs λ1, ..., λd, chaque λj étant observé avec la probabilité pj = |〈v, vj〉|2,
qui dépend de l’état v du système. S’il s’avère que v est égal à l’un des vj ,
alors on devra nécessairement obtenir λj . Mais pour des v très variés on
peut obtenir toutes les probabilités possibles sur {λ1, ..., λd}.

Cette définition s’étend aisément au cas de la dimension infinie pour
les opérateurs A qui sont diagonalisables dans une base orthonormée (par
exemple les opérateurs auto-adjoints compacts rappelés plus loin à la sec-
tion 5.2.1). Par contre, la définition pour un opérateur auto-adjoint général
est plus subtile. Nous la verrons au chapitre 4 à la remarque 4.12.

Un postulat important mais encore abondamment discuté est celui qui
exprime l’action d’une mesure expérimentale sur un système quantique (la
“réduction du paquet d’onde”). Nous n’en parlons pas ici.

1.6.3 Évolution du système

La dynamique d’un système quantique est décrite par l’équation de
Schrödinger i

d

dt
v(t) = Hv(t)

v(0) = v0.

oùH est l’observable “énergie”. Éventuellement, l’opérateurH peut dépendre
du temps, lorsque le système est soumis à des forces extérieures qui varient.
Si H est indépendant du temps, on obtient un système Hamiltonien, comme
nous l’avons expliqué dans le cas de l’électron dans l’atome d’hydrogène. En
dimension finie, la solution de l’équation avec v(0) = v0 est donnée par la
formule

v(t) = e−itHv0 (1.48)

où e−itH est par définition la matrice unitaire dont les valeurs propres sont
égales à e−itλj dans la base des vj qui diagonalise H. Nous voyons alors
facilement que l’énergie moyenne

〈v(t), Hv(t)〉 =
〈
e−iHtv0, He

−iHtv0

〉
=
〈
v0, e

iHtHe−iHtv0

〉
= 〈v0, Hv0〉

est conservée au cours du temps. De façon similaire, la mesure spectrale µH,v
est également invariante par la dynamique car

∣∣〈e−iHtv0, vj
〉∣∣2 =

∣∣〈v0, e
iHtvj

〉∣∣2 =
∣∣∣〈v0, e

iλjtvj

〉∣∣∣2 = |〈v0, vj〉|2

pour tout vecteur propre vj de H. Par ailleurs, les états stationnaires (mo-
dulo phases) sont les vecteurs propres de H. Ces propriétés resteront vraies
en dimension infinie pour tout opérateur auto-adjoint H.
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1.6.4 Réunion de systèmes quantiques

Lorqu’on met ensemble deux systèmes physiques représentés chacuns par
les espaces H1 et H2 et, disons, des Hamiltoniens H1 et H2, la réunion des
deux systèmes est toujours décrite par le produit tensoriel H = H1 ⊗H2. Le
Hamiltonien du système total est souvent sous la forme

H = H1 ⊗ 1 + 1⊗H2 + I12

où H1⊗1 signifie que l’opérateur n’agit que sur la première partie du produit
tensoriel et vaut l’identité sur l’autre partie :

(H1 ⊗ 1)v1 ⊗ v2 = (H1v1)⊗ v2. (1.49)

L’opérateur I12 qui fait intervenir les deux composantes décrit alors l’inter-
action entre les deux systèmes.

Ainsi, un système comprenant N particules quantiques devra être décrit
par un produit tensoriel de N espaces de Hilbert. Cette propriété engendre
une croissance exponentielle du nombre de variables par rapport N , ce
qui est l’un des défauts principaux du formalisme quantique. Cette crois-
sance démesurée rend le calcul numérique, même approché, des solutions
de l’équation de Schrödinger très difficile dès que N devient trop grand.
Nous y reviendrons lorsque nous étudierons les atomes et les molécules au
chapitre 6.

Exemple 1.29 (Atome d’hydrogène complet). Si on décrit le proton de
l’atome d’hydrogène comme une particule quantique, au lieu d’une particule
classique fixe comme nous l’avons fait au début de ce chapitre, nous devons
travailler dans

H = L2(R3,C)⊗ L2(R3,C) = L2(R3 × R3,C).

Ici, le produit tensoriel signifie qu’on considère les combinaisons linéaires
de fonctions sous la forme f(x)g(y) avec x, y ∈ R3, ce qui engendre toutes
les fonctions de deux variables. En fait, si (fj) est une base orthonormée de
L2(R3,C), alors (fj ⊗ fk)(x, y) := fj(x)fk(y) est une base orthonormée de
L2(R3×R3,C). Le Hamiltonien décrivant l’atome d’hydrogène complètement
quantifié (nous avons à nouveau négligé le spin pour simplifier) est alors
donné par

H = −∆x

2m
− ∆y

2M
− e2

4πε0|x− y|
qui est bien sous la forme (1.49). Les termes s’interprètent de gauche à
droite comme l’énergie cinétique de l’électron (de masse m), celle du proton
(de masse M) et l’interaction Coulombienne entre eux. L’état du système est
représenté par des fonctions d’onde Ψ(x, y) ∈ L2(R3 × R3,C), où |Ψ(x, y)|2
est la densité de probabilité que l’électron soit en x ∈ R3 et que le proton soit



42 Chapitre 1. L’atome d’hydrogène

en y ∈ R3 et une interprétation similaire pour la transformée de Fourier.
L’énergie correspondante est, bien sûr,

E(Ψ) =
1

2m

∫
R3

∫
R3

|∇xΨ(x, y)|2 dx dy +
1

2M

∫
R3

∫
R3

|∇yΨ(x, y)|2 dx dy

− e2

4πε0

∫
R3

∫
R3

|Ψ(x, y)|2
|x− y| dx dy. (1.50)

L’approximation de Born-Oppenheimer (consistant à traiter le proton comme
une particule classique) peut être justifiée à la limite M →∞.

Exercice 1.30. Montrer que l’atome d’hydrogène où l’électron et le proton
sont tous les deux traités par la mécanique quantique est stable. Déterminer
l’infimum de son énergie (1.50) dans l’ensemble {Ψ ∈ H1(R6) : ‖Ψ‖L2(R6) =
1}. On pourra effectuer le changement de variable u = (mx+My)/(m+M)
et v = x− y.

1.6.5 Quantification*

Le formalisme abstrait présenté jusqu’à présent ne précise pas comment
choisir l’espace H et les observables importantes pour décrire le système.
Nous discutons ici rapidement de cette question

En pratique, on dispose souvent déjà d’une description classique du
système physique étudié et il s’agit d’en déduire le modèle quantique corres-
pondant, un procédé qui s’appelle quantification. 8 En principe, la règle est
simple puisqu’il suffit de remplacer p par −i~∇, ce qui transforme l’énergie
classique E du système en un opérateur H.

Toutefois, ce procédé n’est pas clairement défini pour tous les cas en-
visageables. Imaginons une fonction a(x, p) définie sur l’espace des phases
Rd × Rd d’une particule évoluant dans Rd. On aimerait pouvoir associer à
chaque telle fonction un opérateur A = Op~(a) sur L2(Rd), de sorte que
l’application

a 7→ Op~(a)

satisfasse de bonnes propriétés mathématiques. Par exemple il semble na-
turel de demander qu’elle soit un morphisme d’algèbre si on se restreint à
un ensemble de fonctions a formant une algèbre. Plus précisément on peut
demander

• que l’application soit linéaire ;

• que si a(x, p) = f(x), Op~(a) soit l’opérateur ψ(x) 7→ f(x)ψ(x) ;

8. Évidemment, c’est le modèle quantique qui est fondamental. Le modèle classique
doit en principe se déduire de ce dernier dans une limite appropriée, et pas l’inverse.
Cependant, le modèle classique est le plus souvent connu et a déjà montré sa capacité à
fournir des prédictions expérimentales convenables dans certains régimes. Il s’agit donc
plutôt de construire un modèle quantifié qui a le comportement approprié à la limite
~→ 0.
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• que si a(x, p) = g(p), Op~(a) soit l’opérateur ψ 7→ g(−i~∇)ψ défini
en Fourier par F{g(−i~∇)ψ}(k) = g(~k)ψ̂(k), ce qui signifie que
g(−i~∇)ψ = (2π)d/2~−dǧ(~−1·) ∗ ψ où ǧ est la transformée de Fou-
rier inverse de g ;

• que Op~
(
F (a)

)
= F

(
Op~(a)

)
où le terme de droite est entendu au

sens du calcul fonctionnel (voir la section 4.3) ;

• que si a ≥ 0 presque partout sur Rd×Rd, alors l’opérateur Op~(a) soit
positif, au sens ou 〈v,Op~(a)v〉 ≥ 0 pour tout v ;

• que l’application conserve la norme :

1

(2π~)d

∫
Rd

∫
Rd
a(x, p) dx dp = Tr (Op~(a))

où Tr(A) =
∑

j 〈vj , Avj〉 est la trace de A ;

• (...)

On peut ajouter de nombreuses autres conditions très naturelles que nous
ne discuterons pas ici. Malheureusement, ceci ne permet pas d’identifier un
processus de quantification universel car il n’existe pas d’application Op~
qui satisfasse toutes les propriétés voulues. Il existe de nombreuses solutions
possibles, chacune avec ses avantages et ses inconvénients. Elles cöıncident
toutes à la limite ~→ 0.

Pour comprendre la difficulté du processus de quantification, considérons
l’exemple une fonction sous la forme a(x, p) = f(x)g(p). On peut penser
définir sa quantification comme

A1 := f(x)g(−i~∇)

qui est l’opérateur défini sur L2(Rd) par

(
A1ψ

)
(x) = (2π)d/2~−d f(x)

∫
Rd
ǧ

(
x− y
~

)
ψ(y) dy,

où ǧ est la transformée de Fourier inverse de g. Celui défini dans l’autre sens

A2 := g(−i~∇)f(x)

agit comme (
A2ψ

)
(x) = (2π)d/2~−d

∫
Rd
ǧ

(
x− y
~

)
f(y)ψ(y) dy.

On peut vérifier que A1 et A2 sont bien définis et bornés si, par exemple
f, g ∈ L2(Rd). Nous y reviendrons plus tard à la section 5.2.1. Une troisième
possibilité, plus symétrique, s’écrit

A3 =
A1 +A2

2
,
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c’est-à-dire(
A3ψ

)
(x) = (2π)d/2~−d

∫
Rd
ǧ

(
x− y
~

)
f(x) + f(y)

2
ψ(y) dy.

L’opérateur A3 est symétrique (si f et g sont à valeurs réelles), ce qui semble
plus naturel étant donné qu’on doit normalement utiliser des opérateurs
auto-adjoints. Mais on peut également introduire l’opérateur défini par(

A4ψ
)
(x) = (2π)d/2~−d

∫
Rd
ǧ

(
x− y
~

)
f

(
x+ y

2

)
ψ(y) dy (1.51)

qui s’appelle quantification de Weyl et est aussi symétrique. Comme

~−dǧ(~−1·) ⇀ δ0

∫
Rd
ǧ(x) dx =

g(0)

(2π)d/2
δ0

au sens des distributions, on voit que les quatre solutions convergent vers la
même limite quand ~→ 0.

En pratique, on rencontre assez peu de tels problèmes de quantification,
car les Hamiltoniens classiques sont très souvent des sommes de fonctions de
x et de fonctions de p, comme nous l’avons vu pour l’atome d’hydrogène. Il
existe cependant quelques opérateurs importants qui mélangent x et p. Avoir
conscience des limitations mathématiques du procédé de quantification est
par ailleurs nécessaire à une bonne compréhension du formalisme quantique.

Exercices complémentaires

Exercice 1.31 (Inégalité de Hardy).

1. On se place dans Rd avec d ≥ 3. Pour u ∈ C∞c (Rd) et α ∈ R, développer∫
Rd

∣∣∣∣∇u(x) + α
x

|x|2 u(x)

∣∣∣∣2 dx
et en déduire l’inégalité de Hardy∫

Rd

|u(x)|2
|x|2 dx ≤

(
2

d− 2

)2 ∫
Rd
|∇u(x)|2 dx. (1.52)

2. Montrer que x 7→ u(x)/|x| appartient à L2(Rd) pour tout u ∈ H1(Rd) et que (1.52)
reste valable dans H1(Rd).

3. En utilisant la fonction radiale

u(x) = |x|−α1(|x| ≤ 1) + (2− |x|)1(1 ≤ |x| ≤ 2),

montrer que la constante 2/(d− 2) est la meilleure possible dans (1.52).
4. Donner une preuve de la stabilité de l’atome d’hydrogène basée sur l’inégalité (1.52).

Exercice 1.32 (Une particule confinée dans Rd). Soit V = V+ − V− où V± ≥ 0 sont des
potentiels à valeurs réelles tels que V− ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd),R) où p satisfait (1.31) et
V− → 0 à l’infini, et V+ ∈ L1

loc(Rd) avec V+(x) → +∞ quand |x| → +∞. On considère
l’énergie

E(u) =

∫
Rd
|∇u(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|u(x)|2 dx.
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1. Montrer que E est bien définie et continue sur l’espace

V :=
{
u ∈ H1(Rd) : V

1/2
+ u ∈ L2(Rd)

}
muni de la norme

‖u‖2V = ‖u‖2H1(Rd) +

∫
Rd
V+(x)|u(x)|2 dx.

2. Montrer que
I = inf

u∈V∫
Rd |u|

2=1

E(u) > −∞

3. Montrer que V s’injecte de façon compacte dans L2(Rd).
4. En déduire que I est atteint et écrire l’équation vérifiée par tout minimiseur.

Remarque : Il est possible de montrer l’unicité avec des arguments similaires à cette sec-
tion, car le principe du maximum vu au théorème 1.24 est en fait une propriété locale,
voir [LL01].
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Chapitre 2

Auto-adjonction

Rappelons qu’une matrice carrée A de taille d à coefficients complexes est
dite auto-adjointe ou hermitienne lorsque A∗ = A où A∗ est par définition
la matrice obtenue en appliquant la transposée et en prenant la conjugai-
son complexe de tous les coefficients. La propriété A∗ = A est équivalente
à 〈v,Aw〉Cd = 〈Av,w〉Cd où 〈v, w〉Cd = v∗w est le produit scalaire de Cd.
Les matrices auto-adjointes sont toutes diagonalisables dans une base ortho-
normée et leurs valeurs propres sont réelles.

La généralisation en dimension infinie est bien plus laborieuse. L’objectif
de ce chapitre est de développer la théorie correspondante. Des références
classiques pour la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints sont [RS75,
Wei87, Dav95, Dav07, Hel13].

2.1 Opérateurs, graphe, extension

Soit H un espace de Hilbert séparable quelconque. Il est souvent nécessaire
de considérer des applications linéaires A qui ne sont définies que sur un
sous-espace D(A) de H, appelé domaine de A.

Définition 2.1 (Opérateurs en dimension infinie). Un opérateur sur H est
la donnée d’un sous-espace dense D(A) ⊂ H et d’une application linéaire
A : D(A)→ H.

On peut travailler sans l’hypothèse que D(A) est dense, mais l’ajouter
simplifie grandement le cadre de l’étude. La densité jouera un rôle important
au moment de définir l’adjoint de A à la section 2.4. En dimension infinie,
il est absolument nécessaire de toujours spécifier le domaine D(A) sur le-
quel on travaille. Comme nous allons le voir sur des exemples, la résolution
de l’équation aux valeurs propres Av = λ v dépend fortement du domaine
considéré.

L’exemple le plus simple d’un opérateur A est celui d’une application
linéaire définie sur tout l’espace D(A) = H, mais nous verrons de nom-
breux exemples d’opérateurs qui ne peuvent pas être définis sur tout H et
dont le domaine est nécessairement un sous-espace strict de H. Nous pen-
sons particulièrement à la dérivation f 7→ f ′ qui est bien linéaire mais qui

47
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n’est pas définie sur H = L2(]0, 1[). On peut la définir sur L2(]0, 1[) mais
son image est alors une distribution qui n’appartient pas nécessairement à
L2(]0, 1[). L’opérateur de dérivation est par contre bien défini sur C∞c (]0, 1[),
par exemple, ou sur l’espace de Sobolev H1(]0, 1[) ⊂ L2(]0, 1[).

Au lieu de se donner A et son domaine D(A), il est parfois commode
de travailler avec le graphe de A, qui contient à la fois l’opérateur et son
domaine de définition.

Définition 2.2 (Graphe d’un opérateur). On appelle graphe d’un opérateur
(A,D(A)) le sous-espace vectoriel de H× H

G(A) =
{

(v,Av) ∈ D(A)× H
}
. (2.1)

Réciproquement, il est légitime de se demander à quelle condition un
sous-espace de H × H est le graphe d’un opérateur, ce qui est l’objet du
lemme suivant.

Lemme 2.3 (Graphe). Un ensemble G ⊂ H×H est le graphe d’un opérateur
(A,D(A)) si et seulement si

(i) G est un sous-espace vectoriel de H× H ;

(ii) (0, y) ∈ G implique y = 0 ;

(iii) la projection D = {x ∈ H : ∃y ∈ H, (x, y) ∈ G} est dense dans H.

Démonstration. Afin de pouvoir définir une application A, il est nécessaire
que chaque point ait une unique image, donc que si (x, y) et (x, z) appar-
tiennent tous les deux à G, on puisse en déduire que y = z. Comme G est un
sous-espace vectoriel de H×H (ce qui implique que l’application correspon-
dante est linéaire), ceci est équivalent à (ii). La condition (iii) est la densité
du domaine de A.

Nous pouvons comparer différentes réalisations d’un même opérateur sur
des domaines inclus les uns dans les autres en utilisant la notion d’extension.

Définition 2.4 (Extension d’un opérateur). Soient A et B deux opérateurs
définis respectivement sur D(A) et D(B). On dit que B est une extension
de A et on note A ⊂ B si D(A) ⊂ D(B) et si B coincide avec A sur D(A),
c’est-à-dire si Bx = Ax pour tout x ∈ D(A). Une définition équivalente
consiste à demander que G(A) ⊂ G(B).

Exemple 2.5. On peut définir l’opérateur de dérivation f 7→ f ′ dans D(A1) =
C∞c (]0, 1[) ou dans D(A2) = H1(]0, 1[), et on a alors A1 ⊂ A2.
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2.2 Spectre

On appelle spectre d’une matrice carrée l’ensemble des nombres com-
plexes λ tels que det(A − λ) = 0, c’est-à-dire tels que A − λ ne soit pas
inversible. L’inversibilité est ici équivalente à la non injectivité ou à la non
surjectivité de A − λ. Par ailleurs, l’inverse (A − λ)−1 est toujours une ap-
plication continue car linéaire. En dimension infinie la situation est plus
complexe car une application linéaire peut être injective sans être surjec-
tive, et réciproquement. De plus, l’inverse peut exister sans être borné. La
définition du spectre est la suivante.

Définition 2.6 (Spectre). Soit A un opérateur défini sur D(A) ⊂ H. On
appelle ensemble résolvant de A le sous-ensemble de C

ρ(A) := {λ ∈ C tels que A− λ : D(A)→ H

est inversible, d’inverse (A− λ)−1 : H→ D(A) ⊂ H borné}.
Le spectre de A est par définition l’ensemble σ(A) = C \ ρ(A).

L’hypothèse que (A − λ)−1 est borné signifie qu’il existe une constante
C telle que ‖(A − λ)−1v‖ ≤ C‖v‖ pour tout v ∈ H ou, dit autrement, que
(A−λ)−1 définit une application continue sur H (mais qui prend ses valeurs
dans D(A)). Lorsque λ ∈ ρ(A), l’opérateur (A−λ)−1 est appellé résolvante.
Remarquons que si D(A) = H et A est borné, alors l’inversibilité de (A −
λ) implique automatiquement que (A − λ)−1 est borné, par le théorème
de l’application ouverte. Cependant, pour un opérateur non borné il est
important d’ajouter l’hypothèse que la résolvante (A − λ)−1 est bornée,
dans la définition de ρ(A).

Nous voyons qu’un nombre complexe λ peut appartenir au spectre de A
pour plusieurs raisons différentes. Par exemple A − λ pourrait ne pas être
injectif, et il existe alors un v 6= 0 tel que Av = λv. Dans ce cas, λ est appelée
une valeur propre de A et v est un vecteur propre associé. La multiplicité
(géométrique) de λ est par définition la dimension de ker(A−λ) et elle peut
être finie ou infinie. Mais il est également possible que A − λ soit injectif
sans être surjectif, ou même qu’il soit inversible mais que son inverse ne soit
pas borné sur H.

Exemple 2.7 (Décalage). Sur H = `2(N) on introduit le décalage à droite
S défini par S(x) = (0, x1, x2, ...) pour x = (x1, x2, ...) ∈ `2(N). Alors S est
injectif mais pas surjectif. Donc 0 ∈ σ(S) mais 0 n’est pas une valeur propre.

Avant d’aller plus loin nous commençons par prouver que le spectre d’un
opérateur est toujours un ensemble fermé.

Lemme 2.8 (σ(A) est fermé). Soit A un opérateur défini sur son domaine
D(A) et z ∈ ρ(A). Alors la boule ouverte de centre z et de rayon

1

‖(A− z)−1‖
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est incluse dans ρ(A). En particulier, σ(A) est fermé.

Démonstration. On peut écrire

A− z − η =
(

1− η(A− z)−1
)

(A− z)

où l’opérateur A − z à droite est une bijection de D(A) dans H puisque
z ∈ ρ(A) par hypothèse, et l’opérateur 1−η(A−z)−1 est borné sur H. Or on
sait que pour tout opérateur borné B de norme ‖B‖ < 1, l’opérateur 1−B
est inversible avec

(1−B)−1 =
∑
n≥0

Bn.

Ainsi, l’opérateur 1 − η(A − z)−1 est inversible pour η‖(A − z)−1‖ < 1.
Comme composition d’opérateurs inversibles, on conclut alors que A− z−η
est inversible de D(A) dans H d’inverse borné, égal à

(A− z − η)−1 = (A− z)−1
∑
n≥0

ηn(A− z)−n,

ceci pour tout η‖(A− z)−1‖ < 1.

2.3 Fermeture

Nous discutons ici de l’importance du concept de fermeture d’un opérateur.

Définition 2.9 (Opérateur fermé). On dit qu’un opérateur A de domaine
D(A) est fermé lorsque son graphe G(A) est fermé dans H×H ou, en d’autres
termes, si pour toute suite (xn) ⊂ D(A) telle que xn → x et Axn → y, on a
alors x ∈ D(A) et Ax = y.

Par le théorème du graphe fermé, A est fermé si et seulement si A :
D(A)→ H est continu, lorsque D(A) est muni de la norme du graphe

‖x‖D(A) = ‖x‖H + ‖Ax‖H.

La proposition suivante montre l’importance du concept de fermeture.

Proposition 2.10 (Spectre d’un opérateur non fermé). Si A, défini sur
D(A), n’est pas fermé, alors on a σ(A) = C.

Démonstration. Par contraposée, nous montrons que si σ(A) 6= C, alors A
est obligatoirement fermé. Supposons en effet que z /∈ σ(A) et considérons
une suite (xn) ⊂ D(A) telle que xn → x et Axn → y. Puisque (A − z) est
inversible d’inverse borné, on a

(A− z)−1Axn = xn + z(A− z)−1xn.
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En passant à la limite on obtient, grâce à la continuité de (A− z)−1,

(A− z)−1y = x+ z(A− z)−1x.

Ainsi x = (A−z)−1(y−zx) ∈ D(A) car (A−z)−1 est à image dans D(A). En
composant à gauche par (A− z), il est alors facile de voir que Ax = y.

De ce résultat nous concluons que définir un opérateur A sur un domaine
trop petit est vraiment une mauvaise idée, car l’opérateur pourrait ne pas
être fermé et dans ce cas le spectre sera égal à tout le plan complexe, ce
qui contredit notre intuition physique que, par exemple, le spectre d’un
opérateur auto-adjoint doit être réel.

Exemple 2.11 (Impulsion sur R). Dans H = L2(R), considérons l’opérateur
impulsion Pmin défini par Pminf = −if ′, par exemple sur D(Pmin) =
C∞c (R). Alors Pmin n’est pas fermé, donc

σ(Pmin) = C.

Pour voir que Pmin n’est pas fermé il suffit de prendre une fonction f ∈
H1(R) \ C∞c (R), par exemple f(x) = e−|x|

2
et de rappeler qu’il existe une

suite fn ∈ C∞c (R) telle que fn → f et f ′n → f ′ dans L2(R). Le couple
(f,−if ′) est alors dans l’adhérence du graphe de Pmin, sans être dans le
graphe.

Si on a commencé par définir un opérateur A sur un domaine très petit,
de sorte que tout soit aisément défini, il semble naturel de chercher à le fer-
mer en fermant son graphe. Malheureusement, la fermeture du graphe d’un
opérateur non fermé n’est pas toujours un graphe. En effet, si les propriétés
(i) et (iii) du lemme 2.3 passent facilement à la fermeture, il n’en est pas
de même de la propriété (ii), qui peut être perdue. Ceci amène la définition
suivante.

Définition 2.12 (Fermeture). Soit A un opérateur défini sur son domaine
D(A). On dit que A est fermable s’il admet au moins une extension fermée.
Dans ce cas, G(A) est le graphe d’un opérateur noté A, de domaine D(A) et
appelé la fermeture de A. C’est la plus petite extension fermée de (A,D(A)).

La définition contient l’assertion qu’il suffit d’avoir une extension fermée
pour en déduire que la fermeture du grapheG(A) est le graphe d’un opérateur.
En effet, si B est une extension fermée de A, alors G(A) ⊂ G(A) ⊂ G(B)
car G(A) est par définition le plus petit fermé contenant G(A). Mais alors
la propriété (ii) du lemme 2.3 est vérifiée, puisque si (0, y) ∈ G(A) alors
(0, y) ∈ G(B), donc y = 0.

Nous donnons maintenant des exemples qui illustrent l’importance des
espaces de Sobolev, qui apparaissent comme les domaines des fermetures
des opérateurs différentiels ordinaires. Nous exhiberons un opérateur non
fermable plus tard à l’exercice 2.18.
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Théorème 2.13 (Fermeture de ∂xj et ∆ dans Rd). Dans H = L2(Rd), soit
Pmin
j l’opérateur défini par Pmin

j f = −i∂xjf , sur le domaine D(Pmin
j ) =

C∞c (Rd). Alors Pmin
j est fermable et sa fermeture est l’opérateur Pmin

j =: Pj
donné par Pjf = −i∂xjf sur le domaine

D(Pj) =
{
f ∈ L2(Rd) : ∂xjf ∈ L2(Rd)

}
=
{
f ∈ L2(Rd) : kj f̂(k) ∈ L2(Rd)

}
où ∂xjf est ici entendu au sens des distributions.

De façon similaire, soit Amin l’opérateur défini par Aminf = −∆f , sur
le domaine D(Amin) = C∞c (Rd). Alors Amin est fermable et sa fermeture
est l’opérateur Amin =: A donné par Af = −∆f sur le domaine D(A) =
H2(Rd).

Si d = 1, on a simplement D(P ) = H1(R). Si d ≥ 2, alors H1(Rd) =⋂d
j=1D(Pj). Ce théorème fait donc apparâıtre de façon très naturelle les

espaces de Sobolev, sur lesquels il est incontournable de définir les opérateurs
différentiels usuels, lorsqu’on désire qu’ils soient fermés.

Démonstration. Il suffit de montrer que la fermeture de G(Pmin
j ) est exac-

tement {(f,−i∂xjf)}f∈D(Pj). L’inclusion ⊂ est évidente. Si (f,−i∂xjf) est

donné dans L2(Rd) × L2(Rd), on sait qu’on peut trouver une suite fn ∈
C∞c (Rd) telle que fn → f et ∂xjfn → ∂xjf fortement dans L2(Rd). Ainsi, Pj
est bien la fermeture de Pmin

j . La preuve est similaire pour A, en utilisant
en plus le fait que

H2(Rd) = {f ∈ L2(Rd) : ∆f ∈ L2(Rd)}

(régularité elliptique rappelée à l’Appendice A).

Les exemples suivants fournissent des résultats similaires sur un intervalle
ou une demi-droite, en se basant sur la densité des fonctions régulières dans
les espaces de Sobolev et sur la continuité de l’évaluation en un point f 7→
f(x0) en dimension d = 1. La preuve est très similaire au cas de tout Rd.

Exemple 2.14 (Impulsion sur un intervalle borné). Dans H = L2(]0, 1[), la
fermeture P0 = Pmin de l’opérateur Pmin = −i(d/dx), considéré au départ
sur D(Pmin) = C∞c (]0, 1[), est donnée par P0 = −i(d/dx) sur le domaine

D(P0) = H1
0 (]0, 1[) =

{
f ∈ L2(]0, 1[) : f ′ ∈ L2(]0, 1[), f(0) = f(1) = 0

}
.

On rappelle que les fonctions de H1(]0, 1[) sont toutes dans C0([0, 1]) et
admettent donc des valeurs au bord f(0) et f(1) bien définies (lemme A.2 à
la section A.2 de l’appendice A).
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De la même façon, la fermeture Pmax de l’opérateur −i(d/dx) défini sur
C∞([0, 1]) est donnée par Pmax = −i(d/dx) sur le domaine

D(Pmax) = H1(]0, 1[) = {f ∈ L2(]0, 1[) : f ′ ∈ L2(]0, 1[)}.
Les notations Pmin et Pmax sont communément employées et renvoient au
fait que Pmin est défini sur le domaine le plus petit, alors que Pmax l’est sur le
plus grand qu’on puisse imaginer. Nous verrons plus tard que les extensions
auto-adjointes de Pmin sont toutes entre Pmin et Pmax.

Exemple 2.15 (Impulsion sur la demi-droite). Dans H = L2(]0,+∞[),
la fermeture P0 de l’opérateur Pmin = −i(d/dx), considéré au départ sur
D(Pmin) = C∞c (]0,∞[), est donnée par P0 = −i(d/dx) sur le domaine

D(P0) = H1
0 (]0,∞[) =

{
f ∈ L2(]0,+∞[) : f ′ ∈ L2(]0,+∞[), f(0) = 0

}
.

La fermeture Pmax de l’opérateur −i(d/dx) défini au départ sur C∞c ([0,∞[)
(les fonctions à support compact mais qui ne s’annulent pas forcément en
0) est donnée par Pmax = −i(d/dx) sur le domaine

D(Pmax) = H1(]0,+∞[) = {f ∈ L2(]0,+∞[) : f ′ ∈ L2(]0,+∞[}.
Exemple 2.16 (Laplacien sur un intervalle borné). Dans H = L2(]0, 1[),
la fermeture A0 de l’opérateur Amin = −d2/dx2, considéré au départ sur
D(Amin) = C∞c (]0, 1[), est l’opérateur A0 = −d2/dx2, défini sur le domaine

D(A0) = D(Amin) = H2
0 (]0, 1[)

=
{
f ∈ H2(]0,+∞[) : f(0) = f(1) = f ′(0) = f ′(1) = 0

}
.

La fermeture Amax du même opérateur défini au départ sur C∞([0, 1]) est
définie sur le domaine

D(Amax) = H2(]0, 1[).

On notera que, dans nos conventions, les opérateurs minimaux (Pmin,
Amin etc) ne sont jamais fermés alors que les opérateurs maximaux (Pmax,
Amax, etc) le sont toujours.

Exercice 2.17. Montrer que la fermeture de l’opérateur A = ∆k défini au
départ sur C∞c (Rd) est définie sur H2k(Rd).

Exercice 2.18 (Un opérateur non fermable). Dans H = L2(]0, 1[), on ap-
pelle δ1/2 l’opérateur défini par (δ1/2f)(x) = f(1/2), par exemple sur le
domaine D(δ1/2) = C0([0, 1]). Montrer qu’il existe une suite de fonctions
fn ∈ C0([0, 1]) telles que fn(1/2) = 1 pour tout n ≥ 1 et fn → 0 fortement
dans L2(]0, 1[). En déduire que la fermeture du graphe de l’opérateur δ1/2 ne
vérifie pas la condition (ii) du lemme 2.3, donc que δ1/2 n’est pas fermable.
Plus précisément, montrer que

G(δ1/2) =
{

(f, λ), f ∈ L2(]0, 1[), λ ∈ C
}

= L2(]0, 1[)× C.
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2.4 Adjoint

Nous pouvons maintenant définir l’adjoint d’un opérateur. Comme en
dimension finie nous désirons avoir

〈v,Au〉 = 〈A∗v, u〉 (2.2)

pour tous u ∈ D(A) et tout v ∈ D(A∗). L’idée est de définir A∗ sur le
domaine D(A∗) le plus grand possible de sorte que cette égalité ait lieu.
Cette relation peut encore s’écrire

〈(v,A∗v), (Au,−u)〉H×H = 0 (2.3)

où le produit scalaire de H× H est bien sûr défini par〈
(u1, u2), (v1, v2)

〉
H×H := 〈u1, v1〉+ 〈u2, v2〉.

La relation (2.3) suggère de définir le graphe de l’opérateur A∗ comme l’or-
thogonal du graphe tourné de A :

G(A∗) = {(Au,−u), u ∈ D(A)}⊥ (2.4)

où l’orthogonal est pris dans H×H. Remarquons que G(A∗) est alors toujours
fermé, puisque c’est l’orthogonal d’un sous-espace.

Avant toute chose, nous devons vérifier que l’ensemble G(A∗) introduit
en (2.4) est bien le graphe d’un opérateur A∗ sur son domaine D(A∗). Il
faut donc vérifier les conditions du lemme 2.3. La première remarque est
que G(A∗) satisfait bien les propriétés (i) et (ii) du lemme 2.3. Pour (i)
c’est évident, puisque l’orthogonal d’un ensemble est toujours un espace
vectoriel. Pour (ii), l’argument repose sur la densité de D(A). En effet, on
a (0, w) ∈ G(A∗) si et seulement si 〈w, u〉 = 0 pour tout u ∈ D(A), d’après
la définition. Ainsi

D(A)⊥ = {w ∈ H : (0, w) ∈ G(A∗)} (2.5)

et notre hypothèse que D(A) est dense, c’est-à-dire D(A)⊥ = {0}, garantit
que l’application linéaire A∗ est bien définie. C’est l’une des raisons princi-
pales pour lesquelles nous travaillons toujours avec des opérateurs à domaine
dense.

Par contre, le domaine D(A∗) n’est lui pas forcément dense dans H.
On pourrait d’abord penser s’affranchir de cette propriété, mais elle est
nécessaire si on désire par exemple pouvoir définir (A∗)∗, par l’argument
précédent. On peut écrire que v ∈ D(A∗)⊥ si et seulement si

(v, 0) ∈ G(A∗)⊥ =
(
{(Au,−u), u ∈ D(A)}⊥

)⊥
= {(Au,−u), u ∈ D(A)}
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ou, de façon équivalente,

(0, v) ∈ G(A).

En d’autres termes, nous avons trouvé que

D(A∗)⊥ =
{
v ∈ H : (0, v) ∈ G(A)

}
. (2.6)

Ainsi, D(A∗) est dense si et seulement si G(A) satisfait la propriété (ii) du
lemme 2.3, c’est-à-dire A est fermable.

La conclusion de cette discussion est que

• l’hypothèse que D(A) est dense sert à pouvoir définir l’application A∗

mais D(A∗) n’est pas nécessairement dense ;

• D(A∗) est dense si et seulement si A est fermable.

À cause de ces observations, nous ne travaillerons qu’avec des opérateurs
fermables à domaine dense. L’adjoint A∗ est alors bien défini. Ceci permet
alors de considérer (A∗)∗, qui se trouve être égal à A.

Lemme 2.19 (Double adjoint). Soit A un opérateur fermable défini sur son
domaine D(A). Alors on a

(A∗)∗ = A

de sorte que

((A∗)∗)∗ = A∗ = A
∗
.

Démonstration. La première égalité suit du fait que le bi-orthogonal cöıncide
avec la fermeture. Le graphe est par ailleurs tourné deux fois dans la définition
de (A∗)∗, ce qui fait bien apparâıtre le graphe de A. Ensuite, il reste à re-

marquer que A∗ = A
∗
, puisque V ⊥ = V

⊥
pour tout sous-espace V .

Exercice 2.20. Si A ⊂ B, montrer que B∗ ⊂ A∗.

Nous déterminons maintenant l’adjoint de quelques uns des opérateurs
différentiels introduits précédemment.

Exemple 2.21 (Adjoint de Pmin sur un intervalle). Dans H = L2(]0, 1[),
considérons à nouveau l’opérateur

Pmin = −i d
dx
, D(Pmin) = C∞c (]0, 1[).

Nous avons vu à l’exemple 2.14 que sa fermeture était l’opérateur P0 défini
sur H1

0 (]0, 1[). Le graphe de l’adjoint (Pmin)∗ est par définition l’ensemble
des couples (f, g) ∈ L2(]0, 1[) tels que

−i
∫ 1

0
f(x)u′(x) dx =

∫ 1

0
g(x)u(x) dx
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pour tout u ∈ C∞c (]0, 1[). Ceci signifie précisément que −if ′ = g au sens
des distributions, donc f ∈ H1(]0, 1[) et (Pmin)∗f = −if ′. Ainsi, (Pmin)∗ ⊂
Pmax, l’opérateur introduit à l’exemple 2.14 et défini sur tout D(Pmax) =
H1(]0, 1[). Réciproquement, si f ∈ D(Pmax) = H1(]0, 1[), on peut intégrer
par parties et obtenir

〈Pmaxf, u〉 = i

∫ 1

0
f ′(t)u(t) dt = −i

∫ 1

0
f(t)u′(t) dt =

〈
f, Pminu

〉
puisque les termes de bord s’annulent quand u ∈ C∞c (]0, 1[). Ceci montre
que la relation (2.2) est satisfaite sur le domaine de Pmax, donc que Pmax ⊂
(Pmin)∗. Ainsi, nous avons prouvé que (Pmin)∗ = Pmax.

Par le lemme 2.19 nous savons alors que (Pmax)∗ = Pmin = P0. Nous
pouvons le vérifier comme suit. Par définition, le graphe de l’adjoint de Pmax

est l’ensemble des couples (f, g) tels que

−i
∫ 1

0
f(x)u′(x) dx =

∫ 1

0
g(x)u(x) dx,

mais maintenant pour tout u ∈ H1(]0, 1[) = D(Pmax), au lieu de seulement
C∞c (]0, 1[) comme avant. En prenant u ∈ C∞c (]0, 1[) on trouve comme avant
que −if ′ = g avec f ∈ H1(]0, 1[). Mais on peut aussi considérer des fonc-
tions u ∈ H1(]0, 1[) qui ne s’annulent pas forcément au bord et faire une
intégration par parties (on rappelle que les fonctions de H1(]0, 1[) sont dans
C0([0, 1])). On trouve

−i
∫ 1

0
f(x)u′(x) dx = i

∫ 1

0
f ′(x)u(x) dx− i

(
f(1)u(1)− f(0)u(0)

)
.

La condition est donc que f(1)u(1)−f(0)u(0) = 0 pour tout f ∈ D((Pmax)∗)
et tout u ∈ H1(]0, 1[). Ceci est équivalent à la condition f(1) = f(0) = 0 et
nous avons bien retrouvé la fermeture de Pmin. En conclusion, nous voyons
que tous ces opérateurs sont des réalisations différentes de l’application f 7→
−if ′ sur H1(]0, 1[) et que seules les conditions au bord changent. Il pourra
être utile de retenir les conclusions de cet exemple :

(Pmin)∗ = Pmax, ((Pmin)∗)∗ = (Pmax)∗ = P0 = Pmin. (2.7)

Exercice 2.22 (Adjoint de (−∆)min). Généraliser l’exemple précédent au
cas du Laplacien Amin = −d2/dx2 vu à l’exemple 2.16. Montrer que l’adjoint
de A0 = −d2/dx2 défini sur D(A0) = H2

0 (]0, 1[) est l’opérateur Amax =
−d2/dx2 défini sur tout H2(]0, 1[).

2.5 Symétrie

Pour définir les opérateurs auto-adjoints, il est important de distinguer
la propriété de symétrie (déjà rencontrée pour les matrices) et les problèmes
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liés au domaine D(A), qui sont eux typiques de la dimension infinie. Nous
discutons d’abord de la propriété de symétrie.

Définition 2.23 (Symétrie). On dit qu’un opérateur A défini sur le domaine
D(A) ⊂ H est symétrique lorsque 〈v,Aw〉 = 〈Av,w〉 pour tous v, w ∈ D(A).
De façon équivalente A ⊂ A∗, c’est-à-dire G(A) ⊂ G(A∗).

Comme A∗ est toujours fermé, on en déduit qu’un opérateur symétrique
est toujours fermable, avec A = (A∗)∗. Un opérateur symétrique a donc deux
extensions fermées notables, qui sont A (la plus petite extension fermée) et
A∗. Si B est une extension symétrique de A, alors on a

A ⊂ B ⊂ B∗ ⊂ A∗.

Nous voyons donc que toutes les extensions symétriques de A sont situées
entre A et A∗. Si elle sont de plus fermées, elles doivent être entre A et A∗.

L’exemple suivant montre que l’adjoint d’un opérateur symétrique n’est
pas toujours symétrique, alors que A l’est toujours.

Exemple 2.24. Dans H = L2(]0, 1[), l’opérateur Pmin = −i(d/dx) défini
sur son domaine D(Pmin) = C∞c (]0, 1[) est bien symétrique car les termes
de bord s’en vont lorsqu’on fait une intégration par parties. Sa fermeture
P0 = Pmin est également symétrique. Par contre leur adjoint (Pmin)∗ =
(P0)∗ = Pmax qui est défini sur tout H1(]0, 1[) (exercice 2.24) n’est pas
symétrique.

Exemple 2.25. L’opérateur A0f = −f ′′ est symétrique et fermé sur son
domaine D(A0) = H2

0 (]0, 1[) car les termes de bord s’en vont quand on fait
une intégration par parties. Son adjoint Amax défini sur tout D(Amax) =
H2(]0, 1[) (exercice 2.22) n’est pas symétrique.

Exercice 2.26. Montrer que si (A,D(A)) est symétrique, alors sa fermeture
l’est aussi.

Avant de définir la notion d’auto-adjonction, nous faisons une petite
digression spectrale et discutons de la forme du spectre des opérateurs
symétriques. En dimension infinie, un opérateur symétrique n’a pas toujours
un spectre réel, mais nous allons voir qu’il existe des contraintes importantes
sur le spectre des opérateurs symétriques, qui impliquent que seul l’un des
quatre cas suivants peut arriver.

Théorème 2.27 (Spectre des opérateurs symétriques). Soit (A,D(A)) un
opérateur symétrique et (A,D(A)) sa fermeture, qui est aussi symétrique.
Alors le spectre de A est

• soit égal à tout le plan complexe :

σ(A) = C ;
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• soit égal au demi plan supérieur fermé :

σ(A) = C+ = {z ∈ C : =z ≥ 0} ;

• soit égal au demi plan inférieur fermé :

σ(A) = C− = {z ∈ C : =z ≤ 0} ;

• soit inclus dans R :
σ(A) ⊂ R.

Dans tous les cas, le spectre ne contient jamais de valeur propre dans C \R.
C’est-à-dire ker(A− z) = {0} si =(z) 6= 0.

De plus, s’il existe z ∈ C avec =(z) 6= 0 tel que Im(A − z) = H, alors
A = A et z ∈ ρ(A), de sorte que σ(A) est inclus dans le demi-plan ne
contenant pas z.

On rappelle que si A n’est pas fermé, alors σ(A) = C (Proposition 2.10).
Le théorème fournit l’information que le spectre d’un opérateur symétrique
fermé est soit égal à tout C, soit égal à un demi plan complet, soit inclus
dans R. Il n’y a aucune autre possibilité. De plus, la seule information que
A− z est surjectif pour un z avec =(z) 6= 0, suffit à impliquer que A = A et
l’absence totale de spectre sur tout le demi-plan auquel appartient z. Nous
voyons donc que le spectre des opérateurs symétriques est très rigide et ne
peut pas valoir n’importe quel ensemble de C.

La preuve du théorème repose sur une égalité anodine, qui joue en fait un
rôle central dans toute la théorie. Il s’agit du fait que, pour tout u ∈ D(A)
et a, b ∈ R,

‖(A− a− ib)u‖2 = 〈(A− a− ib)u, (A− a− ib)u〉
= ‖(A− a)u‖2 + b2 ‖u‖2 − 2b=〈(A− a)u, u〉
= ‖(A− a)u‖2 + b2 ‖u‖2 ,

où nous avons utilisé que 〈(A− a)u, u〉 = 〈u, (A− a)u〉 = 〈(A− a)u, u〉 est
réel pour tout opérateur symétrique A. La relation

‖(A− a− ib)u‖2 = ‖(A− a)u‖2 + b2 ‖u‖2 ≥ b2 ‖u‖2 (2.8)

implique immédiatement que si (A − a − ib)u = 0 avec b 6= 0, alors u = 0,
donc il ne peut pas y avoir de valeur propre non réelle. Elle implique aussi
que si l’inverse (A−a− ib)−1 existe, alors il est automatiquement borné par∥∥(A− a− ib)−1

∥∥ ≤ 1

|b| . (2.9)

Ainsi, la seule chose qui puisse arriver pour un opérateur symétrique est que
A−a− ib ne soit pas surjectif. Mais écrivons maintenant la preuve complète
du théorème 2.27.
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Démonstration. Nous avons vu au lemme 2.8 que l’ensemble résolvant ρ(A)
était ouvert et avons donné une estimée sur le rayon de la boule incluse dans
ρ(A) pour tout z ∈ ρ(A), en fonction de ‖(A−z)−1‖. Le fait essentiel est que
pour un opérateur symétrique, ce rayon est toujours au moins égal à |b| =
|=(z)|, de façon indépendante de l’opérateur A. Ainsi, si l’ensemble résolvant
ρ(Ā) de l’opérateur symétrique fermé A intersecte l’un des demi-plans, disons
{=(z) > 0}, alors nous prétendons que tout le demi-plan doit être dans ρ(Ā).
Supposons par contradiction que σ(A) ∩ {z : =(z) > 0} n’est pas vide et
prenons z = a+ ib ∈ C \ R dans la frontière de cet ensemble. Il existe alors
une suite zn = an + ibn → z avec zn ∈ ρ(A). Comme bn → b, la boule
B(zn, |b|/2) est alors incluse dans ρ(A), mais comme z appartient à cette
boule pour n assez grand on arrive à une contradiction. Ainsi, l’existence
d’un point de ρ(A) dans le demi-plan supérieur suffit à garantir l’absence
totale de spectre dans ce demi plan. Comme l’argument est le même pour
le demi-plan inférieur, ceci montre que le spectre doit satisfaire l’une des
quatre possibilités du théorème.

Par ailleurs nous avons déjà vu que les valeurs propres devaient être
réelles et que, pour un opérateur symétrique, la seule chose qui pouvait
arriver était que A− z ne soit pas surjectif, pour =(z) 6= 0. Ceci termine la
preuve du théorème 2.27.

Le lemme suivant permet de ramener la question de la surjectivité de
A− z à l’étude du noyau de A∗ − z̄.

Lemme 2.28. Soit A un opérateur fermable défini sur son domaine D(A) ⊂
H. Alors

ker(A∗ − z̄) = Im(A− z)⊥ = Im(A− z)⊥,
pour tout z ∈ C.

Démonstration. Par définition de A∗, on a (v, z̄v) ∈ G(A∗) si et seulement
si 〈v,Au〉 = 〈z̄v, u〉 = 〈v, zu〉 pour tout u ∈ D(A), ce qui signifie bien
v ∈ Im(A− z)⊥. Comme A∗ = A

∗
il suit que Im(A− z)⊥ = Im(A− z)⊥.

Ceci nous permet alors de traiter deux exemples.

Exemple 2.29 (Impulsion sur un intervalle : spectre). On considère l’opérateur
symétrique fermé P0 défini par P0f = −if ′ sur D(P0) = H1

0 (]0, 1[), que nous
avons étudié précédemment. Nous allons montrer ici que

σ(P0) = C.

D’après le théorème 2.27, il suffit de montrer que, par exemple, ±i ∈ σ(P0).
Le lemme 2.28 suggère d’examiner l’équation (P0)∗f = if . Or nous avons
vu que (P0)∗ = Pmax, l’opérateur défini sur tout H1(]0, 1[) et on doit donc
résoudre f ′ = −f dans H1(]0, 1[). L’unique solution est f−(x) = e−x.
Cette fonction est bien dans H1(]0, 1[) mais elle n’appartient pas à D(P0) =
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H1
0 (]0, 1[). Même si elle n’est pas une fonction propre de P0 + i, nous avons

Im(P0 + i)⊥ = vect{f−} donc P0 + i n’est pas surjectif et −i ∈ σ(P0). Le
même argument avec la fonction f+(x) = ex montre que +i ∈ σ(P0), ce qui
termine la preuve.

Remarque : On peut bien sûr utiliser cet argument directement pour tout
z ∈ C et obtenir σ(P0) = C sans recourir au théorème 2.27.

Exemple 2.30 (Impulsion sur la demi-droite : spectre). Considérons main-
tenant l’opérateur P0 défini cette fois sur la demi-droite par P0f = −if ′ sur
D(P0) = H1

0 (]0,+∞[). Le même argument que précédemment montre que
f− ∈ ker((P0)∗ − i) = Im(P0 + i)⊥, donc que −i ∈ σ(P0). En conséquence,
σ(P0) doit contenir tout le demi-plan inférieur, par le théorème 2.27. Cepen-
dant la fonction f+(x) = ex n’appartient pas à L2 car elle n’est pas intégrable
à l’infini. On a donc ker((P0)∗ + i) = {0}, ce qui montre que Im(P0 − i) est
dense dans L2(]0, 1[). On peut vérifier que cet espace est en fait fermé, ce
qui implique donc

σ(P0) = C−.

Une autre façon de comprendre le fait que le demi-plan supérieur ne contient
aucun élément du spectre est de résoudre explicitement l’équation (P0−z)u =
v pour =(z) > 0, c’est-à-dire de déterminer (P0 − z)−1. Comme u doit
appartenir à L2(]0,∞[), on trouve par la variation des constantes

u(x) = i

∫ x

0
eiz(x−y)v(y) dy,

qui définit bien un opérateur borné de L2(]0,∞[) dans H1
0 (]0,∞[) puisque

x 7→ eizx est dans L1(]0,∞[) lorsque =(z) > 0.

Exemple 2.31 (Laplacien sur un intervalle : spectre). L’opérateur A0f =
−f ′′ est symétrique fermé sur son domaine D(A0) = H2

0 (]0, 1[). En raison-
nant comme précédemment, nous pouvons montrer que

σ(A0) = C.

En effet, considérons la fonction g(t) = eizt avec z un nombre complexe
quelconque, qui appartient à ker(Amax − z2). Cette fonction est bien dans
H2(]0, 1[) mais elle n’appartient pas à H2

0 (]0, 1[). On trouve
〈
g, (A0 − z2)f

〉
=

0 pour tout f ∈ D(A0), de sorte que z2 ∈ σ(A0) pour tout z ∈ C. Ceci montre
bien que σ(A0) = C.

2.6 Auto-adjonction

Il est maintenant temps d’introduire la notion d’auto-adjonction.

Définition 2.32 (Auto-adjonction). On dit qu’un opérateur A, défini sur
D(A) ⊂ H, est auto-adjoint lorsqu’on a A = A∗, ce qui signifie que A est
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symétrique (A ⊂ A∗) et que D(A∗) = D(A). On dit qu’il est essentiellement
auto-adjoint s’il est symétrique et A est auto-adjoint.

Rappelons que pour tout opérateur symétrique A on a A ⊂ A∗, ce qui
signifie qu’on a l’inclusion des graphes{

(v,Av) ∈ D(A)× H
}
⊂
{

(Aw,−w) ∈ H×D(A)
}⊥

= G(A∗). (2.10)

Lorsque l’espace de Hilbert ambiant H est de dimension finie d, le graphe
et le graphe tourné sont des sous-espaces de dimension d de H×H. Comme
dim(H × H) = 2d, l’orthogonal à droite est aussi de dimension d. Ainsi, en
dimension finie les deux ensembles de (2.10) sont nécessairement égaux pour
une matrice symétrique. En dimension infinie, les deux espaces ne sont pas
forcément égaux et l’auto-adjonction s’exprime sous la forme{

(v,Av) ∈ D(A)× H
}

=
{

(Aw,−w) ∈ H×D(A)
}⊥
. (2.11)

Notons qu’un opérateur auto-adjoint n’a jamais d’extension ou de restric-
tion auto-adjointe. Ainsi, il n’est jamais possible de diminuer ou d’augmenter
le domaine d’un opérateur auto-adjoint en conservant l’auto-adjonction. En
effet, rappelons que si A ⊂ B, alors B∗ ⊂ A∗, de sorte que les égalités
A = A∗ et B = B∗ impliquent immédiatement A = B.

Si A est un opérateur symétrique, les extensions auto-adjointes de A sont
toutes situées entre A et A∗, puisqu’elles sont symétriques fermées et comme
nous l’avons expliqué à la section précédente. Nous avions dit également
que A∗ n’est pas forcément symétrique. Il se trouve que la symétrie de A∗

équivaut à l’auto-adjonction de A, c’est-à-dire au caractère essentiellement
auto-adjoint de A.

Exercice 2.33. Soit (A,D(A)) un opérateur symétrique. Montrer que A est
auto-adjoint si et seulement si A∗ est symétrique.

Exemple 2.34 (−id/dx n’est pas auto-adjoint sur H1
0 (]0, 1[)). L’opérateur

P0 qui est la réalisation de f 7→ −if ′ sur le domaine D(P0) = H1
0 (]0, 1[)

n’est pas auto-adjoint car nous avons vu en (2.7) à l’exercice 2.21 que son
adjoint est Pmax défini sur le domaine D(Pmax) = H1(]0, 1[). C’est une
extension stricte de P0 qui n’est même pas symétrique. Nous verrons à la
section 2.8.1 comment décrire toutes les extensions auto-adjointes de Pmin,
qui vérifient toutes

Pmin = P0 ( P = P ∗ ( Pmax = (Pmin)∗

car elles sont symétriques fermées.

Un autre exemple facile est celui d’un opérateur symétrique défini sur
tout H, qui est automatiquement auto-adjoint.
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Proposition 2.35 (Opérateurs auto-adjoints bornés). Si A est défini sur
tout D(A) = H et est symétrique, alors A est auto-adjoint et borné.

Démonstration. Comme D(A) ⊂ D(A∗) puisque A est supposé symétrique,
on a immédiatement D(A) = D(A∗) lorsque D(A) = H. Donc A est auto-
adjoint. En particulier, A est fermé donc, par le théorème du graphe fermé,
cela signifie que A est continu, donc borné.

Pour des opérateurs définis sur un domaine strict D(A) de H, la notion
d’auto-adjonction introduite précédemment est totalement justifiée par le
théorème suivant.

Théorème 2.36 (Caractérisation des opérateurs auto-adjoints). Soit A un
opérateur symétrique défini sur le domaine D(A) ⊂ H. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. A est auto-adjoint, c’est-à-dire vérifie D(A∗) = D(A) ;

2. le spectre de A est réel : σ(A) ⊂ R ;

3. il existe λ ∈ C tel que A − λ et A − λ̄ soient tous les deux surjectifs,
de D(A) dans H.

Si on revient au théorème 2.27 fournissant la forme du spectre des
opérateurs symétriques fermés, nous voyons que seul le cas où σ(A) ⊂ R
correspond à celui d’un opérateur auto-adjoint. L’équivalence entre la re-
lation abstraite D(A) = D(A∗) et le caractère réel du spectre montre que
la théorie développée jusqu’à présent est nécessaire. En plus d’imiter le cas
de la dimension finie, avoir un spectre réel est extrêmement important d’un
point de vue pratique car c’est l’un des fondements de la mécanique quan-
tique, comme nous l’avons discuté rapidement à la section 1.6. Si on désire
avoir un spectre réel, il faut donc travailler avec des opérateurs vérifiant
D(A) = D(A∗). Ceci impose en particulier l’utilisation des espaces de So-
bolev et des dérivées faibles.

Si l’assertion 2 du théorème est très réconfortante du point de vue de
la théorie, l’assertion 3 est elle très utile d’un point de vue pratique et sera
fréquemment utilisée dans la suite du cours. Elle est en effet beaucoup plus
rapide à vérifier que 2 puisque si σ(A) ⊂ R alors A−a− ib et A−a+ ib sont
surjectifs pour tous a ∈ R et tous b ∈ R∗. Notons que l’équivalence entre les
assertions 2 et 3 suit immédiatement du théorème 2.27.

La preuve du théorème 2.36 repose à nouveau grandement sur la relation
fondamentale (2.8) vue à la section précédente.

Preuve du théorème 2.36. Soit A un opérateur auto-adjoint et montrons
l’assertion 2, c’est-à-dire que A − λ : D(A) → H est inversible d’inverse
borné, pour tout λ ∈ C \ R. En fait, d’après le théorème 2.27 il suffit de le
faire pour ±i, par exemple (mais la preuve est exactement la même pour
tout z ∈ C \ R). Le même théorème nous précise que A n’a aucune valeur
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propre non réelle, de sorte que ker(A± i) = {0}. Or, d’après le lemme 2.28,
on a ker(A ± i) = ker(A∗ ± i) = Im(A ∓ i)⊥, ce qui montre que A ± i est
d’image dense. Pour voir que Im(A± i) est fermée (donc finalement égale à
tout H), nous pouvons utiliser la relation (2.8). En effet, si (A± i)vn → w,
on a

‖vn − vp‖ ≤ ‖(A± i)(vn − vp)‖
qui montre que vn est de Cauchy, donc converge vers un vecteur v dans H.
Comme A = A∗ est fermé, on conclut bien que v ∈ D(A) et que (A±i)v = w,
c’est-à-dire que Im(A ± i) est fermée, donc égale à tout H. À nouveau par
le théorème 2.27, nous en déduisons bien que σ(A) ⊂ R.

Comme l’assertion 2 implique évidemment 3, il reste à prouver que 3
implique 1. On suppose maintenant que A− λ et A− λ sont surjectifs pour
un λ ∈ C (réel ou pas) et on désire montrer que A est auto-adjoint, c’est-à-
dire l’inclusion ⊃ dans (2.11). Soit (v, w = A∗v) ∈ G(A∗) = {(Az,−z), z ∈
D(A)}⊥, c’est-à-dire tel que 〈v,Az〉 = 〈w, z〉 pour tout z ∈ D(A). Comme
A−λ est surjectif par hypothèse, il existe y ∈ D(A) tel que w−λv = (A−λ)y
et on obtient

〈v, (A− λ)z〉 =
〈
w − λv, z

〉
=
〈
(A− λ)y, z

〉
= 〈y, (A− λ)z〉,

puisque z ∈ D(A) et que A est symétrique. Par ailleurs A − λ est aussi
surjectif, donc on peut trouver z ∈ D(A) tel que (A − λ)z = y − v. On en
déduit alors que y = v et donc que v ∈ D(A) et w = Av.

Exercice 2.37 (Caractérisation des opérateurs essentiellement auto-ad-
joints). Soit A un opérateur symétrique défini sur le domaine D(A) ⊂ H.
Montrer que A est essentiellement auto-adjoint (c’est-à-dire A est auto-
adjoint) si et seulement s’il existe λ ∈ C \ R tel que A − λ et A − λ̄ soient
tous les deux d’image dense dans H.

Voici maintenant un résultat qui permet de donner une interprétation
du spectre des opérateurs auto-adjoints en dimension infinie.

Théorème 2.38 (Spectre des opérateurs auto-adjoints). Soit A un opérateur
auto-adjoint sur le domaine D(A) ⊂ H, et λ ∈ R. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. λ ∈ σ(A) ;

2. inf
v∈D(A)
‖v‖=1

‖(A− λ)v‖ = 0 ;

3. il existe une suite (vn) ⊂ D(A) telle que ‖vn‖ = 1 et ‖(A−λ)vn‖ → 0.

Ce résultat nous donne une interprétation très utile du spectre. La troisième
assertion nous précise ainsi que les éléments du spectre sont tous des “quasi-
valeurs propres” au sens où on peut résoudre l’équation Av = λv de manière
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approchée avec une suite vn, sans nécessairement pouvoir passer à la limite
et trouver réellement une solution. En dimension finie, comme la sphère
unité est compacte et A est continue, on peut bien sûr toujours passer à la
limite et il n’y a que des valeurs propres.

Définition 2.39 (Suite de Weyl). Une suite (vn) satisfaisant les propriétés
du point 3. du théorème 2.38 est appelée suite de Weyl.

Démonstration du théorème 2.38. L’équivalence entre les assertions 2. et 3.
suit de la définition de l’infimum. Si 2. est vraie, il est clair que l’inverse
de A − λ, s’il existe, ne peut être borné, puisque ceci impliquerait ‖(A −
λ)−1w‖ ≤ C‖w‖ et donc 1 = ‖v‖ ≤ C‖(A− λ)v‖ en prenant w = (A− λ)v
avec ‖v‖ = 1, qui contredirait le fait que l’infimum dans 2. vaut 0. Donc λ
est nécessairement dans le spectre.

Réciproquement, si l’infimum dans 2. vaut ε > 0, alors ‖(A − λ)v‖ ≥
ε‖v‖ pour tout v ∈ D(A). Cette inégalité jour alors un rôle similaire à
notre relation fondamentale (2.8), mais avec λ réel. En effet, ceci implique
évidemment que ker(A−λ) = {0} et donc, par le lemme 2.28, que A−λ est
d’image dense. Mais avec le même argument qu’au début de la preuve du
théorème 2.36, on conclut que l’image est fermée et que l’inverse est borné
par 1/ε. Ceci montre donc que λ /∈ σ(A).

Remarque 2.40. Si (xn) est une suite de Weyl, alors (xn) admet des sous-
suites qui convergent faiblement dans H, puisque xn est bornée. Il se trouve
qu’on peut passer à la limite dans l’équation (A−λ)xn → 0 et en déduire que
les limites faibles sont toutes nécessairement dans ker(A−λ). En particulier,
si λ appartient au spectre de l’opérateur auto-adjoint A mais n’est pas une
valeur propre, on en déduit que xn ⇀ 0 pour toute suite de Weyl associée
à λ. Pour justifier le passage à la limite, on peut utiliser l’argument suivant.
On prend le produit scalaire contre un vecteur fixe y ∈ D(A) et on trouve,
grâce à la symétrie de A,

0 = lim
nk→∞

〈y, (A− λ)xnk〉 = lim
nk→∞

〈(A− λ)y, xnk〉 = 〈(A− λ)y, x〉

en supposant que xnk ⇀ x faiblement dans H et en utilisant que (A−λ)xn →
0 fortement. Ceci montre que 〈Ay, x〉 = λ〈y, x〉 pour tout y ∈ D(A), donc
que (x, λx) ∈ G(A∗). Comme A est supposé auto-adjoint, on en déduit bien
que x ∈ D(A) et que Ax = λx.

Nous donnons maintenant une conséquence intéressante du théorème 2.38,
avant de traiter des exemples.

Corollaire 2.41 (Localisation du spectre). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur le domaine D(A) ⊂ H et a ∈ R. Si 〈v,Av〉 ≥ a‖v‖2 pour tout v ∈ D(A),
alors σ(A) ⊂ [a,+∞[.
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La réciproque est également vraie, ce que nous verrons plus tard au
corollaire 4.9.

Démonstration. Soit λ ∈ σ(A) et (vn) une suite comme au théorème 2.38.
Comme Avn − λvn → 0 et que ‖vn‖ = 1, on en déduit par l’inégalité
de Cauchy-Schwarz que 〈vn, Avn − λvn〉 = 〈vn, Avn〉 − λ → 0. Comme
〈vn, Avn〉 ≥ a‖vn‖2 = a par hypothèse, on conclut bien que λ ≥ a.

2.7 Impulsion et Laplacien sur Rd

Voici des exemples très importants d’opérateurs auto-adjoints.

Corollaire 2.42 (Impulsion et laplacien sur Rd). Les opérateurs Pj = −i∂xj
définis sur D(Pj) = {f ∈ L2(Rd) : ∂xjf ∈ L2(Rd)} ⊂ H = L2(Rd) pour
j = 1, ..., d sont auto-adjoints et leur spectre est

σ(Pj) = R.

L’opérateur A = −∆ défini sur D(A) = H2(Rd) ⊂ H = L2(Rd) est auto-
adjoint et son spectre est

σ(−∆) = [0,+∞).

Les opérateurs Pj et A ne possèdent aucune valeur propre.

Démonstration. Écrivons la preuve pour le Laplacien, celle pour Pj est très
similaire. Il est classique que l’opérateur −∆ est symétrique sur H2(Rd). En
effet, on a après une intégration par parties

−
∫
Rd
g(x) ∆f(x) dx = −

∫
Rd

∆g(x) f(x) dx,

pour tous f, g ∈ C∞c (Rd) et l’égalité suit alors dans H2(Rd), en utilisant que
C∞c (Rd) est dense dans cet espace.

D’après le théorème 2.36 avec λ = −1 = λ, il suffit alors de montrer
que pour tout g ∈ L2(Rd) il existe une fonction f ∈ H2(Rd) telle que
(1−∆)f = g. En passant à la transformée de Fourier, on trouve que

(1 + |k|2)f̂(k) = ĝ(k),

donc la fonction

f = F−1

(
ĝ(k)

1 + |k|2
)

convient. Elle est bien dans H2(Rd) par la caractérisation de cet espace
rappelée à l’appendice A, puisque (1 + |k|2)f̂(k) = ĝ(k) ∈ L2(Rd).

En fait, nous avons choisi λ = −1 par soucis de simplicité, mais l’ar-
gument précédent montre aisément que (−∆ − λ) est inversible d’inverse
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borné pour tout λ < 0, donc que σ(A) ⊂ R+. Montrons maintenant l’inclu-
sion réciproque. Pour tout k0 ∈ Rd et toute fonction f ∈ H2(Rd) normalisée
dans L2(Rd), considérons la suite de fonctions

fn(x) = n−d/2f
(x
n

)
eix·k0 ,

dont la transformée de Fourier vaut

f̂n(k) = nd/2f̂
(
n(k − k0)

)
.

Nous avons défini fn pour que |f̂n|2 ⇀ δk0 au sens des mesures. On a alors

∥∥(−∆− |k0|2)fn
∥∥2

L2(Rd)
=

∫
Rd

(|k|2 − |k0|2)2|f̂n(k)|2 dk

=

∫
Rd

(∣∣∣k0 +
p

n

∣∣∣2 − |k0|2
)2

|f̂(p)|2 dp

=
1

n

∫
Rd

(
2p · k0 +

|p|2
n

)2

|f̂(p)|2 dp,

qui tend vers 0 quand n→∞ et montre, d’après le théorème 2.38, que |k0|2
appartient à σ(−∆) pour tout k0 ∈ Rd. Comme |k0|2 parcourt tout R+, nous
avons bien démontré que σ(−∆) = R+. Le spectre ne contient aucune valeur
propre car si on a (−∆− λ)f = 0 pour un f ∈ H2(Rd), alors on déduit de

‖(−∆− λ)f‖2L2(Rd) =

∫
Rd

(|k|2 − λ)2|f̂(k)|2 dk

que la transformée de Fourier f̂ est supportée dans la sphère de rayon
√
λ.

Comme cette dernière est de mesure nulle, il suit que f ≡ 0.

Exercice 2.43 (Dérivation). Écrire la preuve du théorème pour Pj.

2.8 Impulsion et Laplacien sur ]0, 1[ : réalisations auto-adjointes

Dans cette section, nous terminons l’étude détaillée des opérateurs

P = −i d
dx

et A = − d2

dx2
sur L2(]0, 1[)

qui est très instructive et illustre bien les notions introduites aux sections
précédentes. Nous avons déjà trouvé la fermeture de ces opérateurs définis
préalablement sur C∞c (]0, 1[) et leur adjoint. Nous déterminons maintenant
toutes leurs extensions auto-adjointes possibles.
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2.8.1 P = −id/dx sur ]0, 1[

Nous cherchons les extensions auto-adjointes de l’opérateur Pmin défini
par

Pminf = −if ′, D(Pmin) = C∞c (]0, 1[).

C’est un opérateur symétrique dont nous avons déterminé la fermeture P0 =
Pmin à l’exemple 2.14, donnée par

P0f = −if ′, D(P0) = H1
0 (]0, 1[)

et qui est également symétrique. Finalement, nous avons trouvé l’adjoint à
l’exemple 2.21, qui est l’opérateur Pmax = (P0)∗ = (Pmin)∗ donné par

Pmaxf = −if ′, D(Pmax) = H1(]0, 1[).

Cet opérateur n’est pas symétrique car les termes de bord ne s’éliminent pas
quand on fait une intégration par parties. Ceci provient du fait que P0 n’est
pas auto-adjoint.

Rappelons en passant que les fonctions deH1(]0, 1[) sont toutes continues
jusqu’au deux points du bord de l’intervalle, d’après le lemme A.2, et que
l’application

f ∈ H1(]0, 1[) 7→ (f(0), f(1)) ∈ C2 (2.12)

est donc continue.
Nous voulons déterminer toutes les extensions auto-adjointes de Pmin,

qui vérifient nécessairement

Pmin = P0 ( P = P ∗ ( Pmax.

Ce sont toutes les réalisations auto-adjointes possibles de f 7→ −if ′ sur
l’intervalle ]0, 1[.

Théorème 2.44 (Impulsion sur ]0, 1[ : auto-adjonction et spectre). Les
extensions symétriques strictes de P0 sont les opérateurs Pper,θ définis par

Pper,θf = −if ′,

sur le domaine

D(Pper,θ) = H1
per,θ(]0, 1[) :=

{
f ∈ H1(]0, 1[) : f(1) = eiθf(0)

}
où θ varie dans [0, 2π[. Ces opérateurs sont tous auto-adjoints et leur spectre
est le réseau 2πZ translaté de θ :

σ(Pper,θ) = {k + θ, k ∈ 2πZ} .

Chaque élément k + θ du spectre est une valeur propre simple, de fonction
propre associée x 7→ ei(k+θ)x.
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Lorsque θ = 0 nous trouvons la condition de périodicité f(1) = f(0),
qui décrit également une particule évoluant sur un cercle. La condition au
bord f(1) = eiθf(0) est souvent appelée condition de Born-von Karman et
elle intervient dans le calcul du spectre des opérateurs périodiques, par la
théorie de Bloch-Floquet.

Le théorème précise que les conditions au bord de Born-von Karman
sont les seules possibles pour que l’opérateur −id/dx soit auto-adjoint sur
un intervalle borné. Par exemple, la condition de Dirichlet f(0) = f(1) = 0
fournit l’opérateur P0 qui n’est pas auto-adjoint.

Démonstration. Soit P une extension symétrique de P0. Comme on a alors
〈P0f, g〉 = 〈Pf, g〉 = 〈f, Pg〉 pour tout u ∈ H1

0 (]0, 1[), nous voyons que
Pf = −if ′ et que son domaine est D(P ) ⊂ H1(]0, 1[). Ceci suit également
du fait que P est une restriction de (P0)∗. La condition de symétrie s’écrit,
après intégration par parties,

f(1)g(1) = f(0)g(0), ∀f, g ∈ D(P ) ⊂ H1(]0, 1[). (2.13)

En prenant f = g, on trouve en particulier que |f(1)|2 = |f(0)|2 pour tout
f ∈ D(P ). Comme on a supposé que P est une extension stricte de P0

(pour lequel f(0) = f(1) = 0), il existe au moins une fonction f0 ∈ D(P )
telle que |f0(0)| = |f0(1)| 6= 0. En écrivant alors f0(1)/f0(0) = e−iθ, nous
trouvons que g(1) = eiθg(0) pour tout g ∈ D(P ). Ceci montre que P ⊂ Pper,θ

comme défini dans l’énoncé. Les opérateurs Pper,θ sont symétriques (car ils
vérifient la condition ci-dessus) et fermés. Or, on peut écrire toute fonction
f ∈ H1

per,θ(]0, 1[) sous la forme

f(x) =
f(0)

f0(0)
f0(x) + f(x)− f(0)

f0(0)
f0(x)︸ ︷︷ ︸

∈H1
0 (]0,1[)

.

Ceci montre que tout sous-espace contenant f0 et H1
0 (]0, 1[) doit contenir

tout H1
per,θ(]0, 1[). Comme c’est le cas de D(P ), on a Pper,θ ⊂ P et on conclut

bien, comme annoncé, que P = Pper,θ.

Pour montrer l’auto-adjonction des opérateurs Pper,θ, on utilise simple-
ment la définition. On a g ∈ D((Pper,θ)

∗) si et seulement si 〈g,−ih′〉 =
〈−ig′, h〉 pour tout h ∈ D(Pper,θ). Après une intégration par parties, ceci
fournit la condition

g(1)h(1) = g(0)h(0), ∀g ∈ D((Pper,θ)
∗), h ∈ H1

per,θ(]0, 1[).

En prenant h = f0 (ou n’importe quelle autre fonction de H1
per,θ(]0, 1[)

qui ne s’annule pas en 0), on trouve que g(1) = eiθg(0), c’est-à-dire que
(Pper,θ)

∗ ⊂ Pper,θ. Ainsi Pper,θ est auto-adjoint.
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Lorsque θ = 0 on trouve le problème périodique qui possède une base de
vecteurs propres explicite, donnée par les modes de Fourier. Plus précisément,
en posant ek(x) = eikx pour k ∈ 2πZ, nous voyons que ek est une base or-
thonormée de L2(]0, 1[), composée uniquement de vecteurs de H1

per(]0, 1[)
(nous omettons θ en indice dans le cas θ = 0). Par ailleurs on a évidemment
Pperek = k ek, de sorte que 2πZ ⊂ σ(Pper). Pour montrer l’inclusion in-
verse, il faut prouver que Pper − λ est inversible d’inverse borné pour tout
λ ∈ 2πZ \R. L’inverse est donné par la théorie des séries de Fourier, comme
nous avons utilisé la tranformée de Fourier pour le cas de tout l’espace Rd
à la section précédente. Il est donné par la formule explicite

f = (Pper − λ)−1g =
∑
k∈2πZ

〈ek, g〉
k − λ ek, ∀g ∈ L2(]0, 1[), (2.14)

et nous laissons la fin du raisonnement en exercice. Le cas de θ 6= 0 est
exactement similaire, en utilisant la base orthonormée ẽk(x) = ei(k+θ)x qui
est l’image de la base de Fourier par l’isométrie f 7→ eiθxf .

Exercice 2.45 (−id/dx n’admet aucune réalisation auto-adjointe sur [0,∞)).
Montrer que l’opérateur Pmin défini par f 7→ −if ′ sur D(Pmin) = C∞c (]0,∞[)
n’admet aucune extension auto-adjointe. Plus précisément, montrer en s’ins-
pirant des résultats de cette section, que sa seule extension symétrique fermée
est P0, définie sur H1

0 (]0,+∞[), ce qui permet de conclure car (P0)∗ =
Pmax 6= P0.

2.8.2 A = −d2/dx2 sur ]0, 1[

Nous cherchons maintenant les extensions auto-adjointes du Laplacien

Aminf = −f ′′, D(Amin) = C∞c (]0, 1[)

dont nous avons montré à l’exemple 2.16 que sa fermeture est donnée par
A0f = −f ′′ sur le domaine

D(A0) = H2
0 (]0, 1[) =

{
f ∈ H2(]0, 1[) : f(0) = f ′(0) = f(1) = f ′(1) = 0

}
et à l’exercice 2.22 que son adjoint Amax = (A0)∗ = (Amin)∗ vaut

Amaxf = −f ′′, D(Amax) = H2(]0, 1[).

Comme à la section précédente, les extensions symétriques A de A0

doivent vérifier

g′(1)f(1)− g(1)f ′(1) + g(0)f ′(0)− g′(0)f(0) = 0, ∀f, g ∈ D(A).

Cette condition peut encore s’écrire sous forme matricielle

〈
g(0)
g′(0)
g(1)
g′(1)

 ,


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0



f(0)
f ′(0)
f(1)
f ′(1)


〉

C4

= 0



70 Chapitre 2. Auto-adjonction

et signifie que V := {(f(0), f ′(0), f(1), f ′(1)) ∈ C4 : f ∈ D(A)} est un
sous-espace isotrope de la forme symplectique associée à la matrice 4× 4

M =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 . (2.15)

Rappelons qu’un espace isotrope de M est par définition un sous-espace
de C4 tel que 〈v,Mv〉C4 = 0 pour tout v ∈ V qui, par polarisation, est
équivalent à 〈w,Mv〉C4 = 0 pour tout v, w ∈ V .

Ceci suggère d’introduire les opérateurs AV définis par

AV f = −f ′′, D(AV ) =
{
f ∈ H2(]0, 1[) : (f(0), f ′(0), f(1), f ′(1)) ∈ V

}
(2.16)

pour tout sous-espace isotrope V de la matrice M . Ces opérateurs sont
symétriques et fermés. Reste maintenant à déterminer les sous-espaces iso-
tropes de M pour lesquels AV est auto-adjoint. Pour cela, on commence par
remarquer que M est inversible. Ainsi, 〈w,Mv〉C4 = 0 pour tous v, w ∈ V
signifie que V ⊂ (MV )⊥. Comme dim(MV )⊥ = 4−dim(MV ) = 4−dim(V ),
on conclut que dim(V ) ≤ 2. Les sous-espaces isotropes sont tous de dimen-
sion au plus 2. Par exemple, pour V = {0} on trouve les conditions au
bord f(0) = f ′(0) = f(1) = f ′(1) = 0 et on a alors D(AV ) = H2

0 (]0, 1[),
c’est-à-dire AV = A0. Le tableau 2.1 recense quelques exemples célèbres de
conditions au bord avec V de dimension deux.

Dirichlet f(0) = f(1) = 0 V = Vect(e2, e4)
Neumann f ′(0) = f ′(1) = 0 V = Vect(e1, e3)
Périodique f(0) = f(1) et f ′(0) = f ′(1) V = Vect(e1 + e3, e2 + e4)
Robin af(0)− bf ′(0) = af(1) + bf ′(1) = 0 V = Vect(be1 + ae2,

(a, b) ∈ R2 \ {(0, 0)} be3 − ae4)
Born-von eiθf(0)− f(1) = eiθf ′(0)− f ′(1) = 0 V = Vect(e1 + eiθe3,
Karman θ ∈ [0, 2π[ e2 + eiθe4)

Table 2.1 – Quelques conditions au bord classiques avec V de dimension 2.

Nous pouvons maintenant caractériser les réalisations auto-adjointes du
Laplacien sur ]0, 1[. Le théorème suivant précise que l’on doit choisir exacte-
ment deux conditions au bord pour que l’opérateur obtenu soit auto-adjoint.

Théorème 2.46 (Laplacien sur ]0, 1[). Les extensions symétriques de A0

sont exactement les opérateurs AV introduits en (2.16), lorsque V parcourt
tous les sous-espaces isotropes de la matrice M . Le domaine de AV peut
s’écrire

D(AV ) = H2
0 (]0, 1[) + vect(fi), (2.17)
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où fi ∈ H2(]0, 1[) sont des fonctions quelconques choisies pour que les
(fi(0), f ′i(0), fi(1), f ′i(1)) forment une base de V . On a

AV auto-adjoint ⇐⇒ dim(V ) = 2.

Lorsque dim(V ) ∈ {0, 1}, on a

σ(AV ) = C.

Ce résultat confirme l’intuition que le domaine doit être choisi assez
grand pour que l’égalité soit satisfaite dans (2.11). Il y a donc une sorte de
compétition entre l’hypothèse de symétrie qui nécessite que V ne soit pas
trop grand, de sorte que les termes de bord disparaissent dans l’intégration
par parties, et l’auto-adjonction qui requiert elle que V soit assez grand.
Seuls les espaces isotropes de dimension 2 sont alors admissibles et ce sont
les conditions aux bords que nous devons considérer physiquement. Ce sont
les seules pour lesquelles le spectre de AV est réel, comme en dimension finie.

Quelle condition au bord utiliser ou étudier ? En principe aucune n’est
meilleure que les autres et elles ont toutes leurs particularités. Le choix
d’une condition est toujours motivé par des considérations pratiques liées
au modèle étudié. Par exemple si l’on désire décrire les vibrations d’une corde
qui est attachée à ses deux extrémités, on choisira bien sûr la condition de
Dirichlet. Comme nous l’avons mentionné pour P = −id/dx, la condition
de Born-von Karman (qui inclut la condition périodique) intervient natu-
rellement lorsqu’on étudie des systèmes périodiques, en lien avec la trans-
formation de Bloch-Floquet. La condition de Robin intervient elle souvent
en électromagnétisme, où elle est parfois appelée condition d’impédance ou
condition de Gennes.

Démonstration. Il faut commencer par montrer que les extensions symétriques
de A0 sont exactement les AV . Soit A une telle extension. On a alors
〈A0f, g〉 = 〈Af, g〉 = 〈f,Ag〉 pour tout f ∈ H2

0 (]0, 1() et tout g ∈ D(A),
ce qui fournit l’information que Ag = −g′′ et que D(A) ⊂ H2(]0, 1[). La
condition de symétrie signifie alors, après intégration par parties que le sous-
espace

V =
{

(f(0), f ′(0), f(1), f ′(1)), f ∈ D(A)
}

de C4, est un sous-espace isotrope de M , c’est-à-dire que A ⊂ AV . Il reste
à montrer l’inclusion inverse. Soit vi une base de V et fi des fonctions de
D(A) telles que vi = (fi(0), f ′i(0), fi(1), f ′i(1)). Toute fonction de D(AV )
peut s’écrire sous la forme

f(x) =
∑
i

αifi(x) + f(x)−
∑
i

αifi(x)︸ ︷︷ ︸
∈H2

0 (]0,1[)

(2.18)
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où les αi sont choisis de sorte que

(f(0), f ′(0), f(1), f ′(1)) =
∑
i

αivi.

Ainsi, tout sous-espace contenant les fi et H2
0 (]0, 1[) doit contenir tout

D(AV ), ce qui implique AV ⊂ A et finalement A = AV . Par ailleurs, la
formule (2.18) montre bien (2.17).

Il reste à étudier l’auto-adjonction de AV . On a (g, h) ∈ G(A∗V ) ⊂
L2(]0, 1[)2 si et seulement si

−
∫ 1

0
g(t)f ′′(t) dt =

∫ 1

0
h(t)f(t) dt

pour tout f ∈ DV . En prenant d’abord f ∈ C∞c (]0, 1[), qui est inclus dans
tous les DV , on obtient que −g′′ = h au sens des distributions. Comme
g, h ∈ L2(]0, 1[) par hypothèse, on peut conclure, en utilisant le lemme de
régularité elliptique (lemme A.3 dans l’appendice A) que g′ ∈ L∞(]0, 1[) ⊂
L2(]0, 1[) et donc que g ∈ H2(]0, 1[). Ceci est juste la traduction du fait que
A∗V ⊂ (A0)∗ = Amax. Une fois cette information obtenue, on peut utiliser
une intégration par parties qui fournit

g′(1)f(1)− g(1)f ′(1) + g(0)f ′(0)− g′(0)f(0) = 0

ou, de façon équivalente,

〈
g(0)
g′(0)
g(1)
g′(1)

 ,M


f(0)
f ′(0)
f(1)
f ′(1)


〉

C4

= 0.

Comme cette relation est valable pour tout f ∈ D(AV ) et que, par ailleurs, le
vecteur (f(0), f ′(0), f(1), f ′(1)) décrit tout le sous-espace isotrope V par la
surjectivité de la restriction au bord (2.12), on en déduit que nécessairement

(g(0), g′(0), g(1), g′(1)) ∈ (MV )⊥.

De telles fonctions étant évidemment dans D(A∗V ), on conclut que

D(A∗V ) =
{
g : g ∈ H2(]0, 1[), (g(0), g′(0), g(1), g′(1)) ∈ (MV )⊥

}
.

Dit autrement,
A∗V = A(MV )⊥

(on utilise ici la notation (2.16) pour l’espace (MV )⊥ qui n’est pas forcément
un espace isotrope de la matrice M). On a toujours V ⊂ (MV )⊥, avec égalité
si et seulement si V = (MV )⊥ ce qui, puisqueM est inversible, est équivalent
à dim(V ) = 2. Ainsi AV = A∗V si et seulement si dimV = 2.
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Il reste à démontrer que le spectre de AV est tout le plan complexe
lorsque V est de dimension 0 ou 1. Nous avons déjà vu le cas de A0 à
l’exemple 2.31. Le cas où V est de dimension 1 est exactement similaire,
sauf qu’on ne peut pas tester contre n’importe quelle fonction g puisqu’une
condition au bord doit être respectée ((MV )⊥ est dans ce cas de dimen-
sion 3). Il faut alors utiliser g(t) = αeita + βe−ita avec des constantes α, β
bien choisies. Nous laissons la preuve en exercice.

Exercice 2.47. Écrire la preuve que σ(AV ) = C lorsque V est de dimen-
sion 1.

Exercice 2.48. Montrer que pour les Laplaciens de Dirichlet, de Neumann
et périodique, on a

〈f,AV f〉L2(Ω) =

∫ 1

0
|f ′(t)|2 dt

pour tout f ∈ D(AV ). En déduire du Corollaire 2.41 que σ(−∆V ) ⊂ [0,+∞[.
Que dire du Laplacien de Robin ?

Exercices complémentaires

Exercice 2.49 (Espace H1
per(]0, 1[) et séries de Fourier). On note

H1
per(]0, 1[) :=

{
f ∈ H1(]0, 1[) : f(1) = f(0)

}
qui est un sous-espace fermé de H1(]0, 1[).
1. On appelle ck(f) =

∫ 1

0
f(t)e−ikt dt = 〈ek, f〉 les coefficients de Fourier de f . Montrer

en intégrant par parties que pour tout f ∈ H1
per(]0, 1[), on a ck(f ′) = ikck(f). En

déduire que
∑
k∈2πZ |k|2|ck(f)|2 <∞.

2. Soit f ∈ L2(]0, 1[) une fonction telle que
∑
k∈2πZ |k|2|ck(f)|2 < ∞. Montrer que la

série de Fourier ∑
k∈2πZ

ck(f)ek(x)

converge uniformément sur [0, 1]. En déduire que f s’identifie à une fonction continue,
telle que f(0) = f(1). Calculer aussi 〈f, ϕ′〉 pour tout ϕ ∈ C∞c (]0, 1[) et en déduire que
f ∈ H1

per(]0, 1[).
En conclusion nous avons montré que

H1
per(]0, 1[) =

{
f ∈ L2(]0, 1[) :

∑
k∈2πZ

|k|2|ck(f)|2 <∞
}
.

3. Montrer que pour tout λ ∈ R \ 2πZ, l’opérateur (Pper − λ)−1 introduit en (2.14) est
bien défini de L2(]0, 1[) dans H1

per(]0, 1[) et qu’il est borné. Montrer pour finir que c’est
bien l’inverse de Pper − λ sur H1

per(]0, 1[).

4. Étendre les résultats à H1
per,θ(]0, 1[) et conclure la preuve du théorème 2.44.

Exercice 2.50 (Attention aux commutateurs). La théorie des opérateurs en dimension
infinie est plus délicate qu’elle n’y parâıt et peut parfois aller contre l’intuition. L’excellent
article [Gie00], écrit à destination des physiciens, fournit plusieurs exemples d’apparentes
contradictions qui découlent d’une mauvaise utilisation de cette théorie. En voici l’un
d’eux.
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On se place sur le cercle unité ou, de façon équivalente, sur ]0, 1[ avec les conditions
périodiques au bord vues dans cette section. On regarde les opérateurs X : f(x) 7→ xf(x)
et Pper = −i(d/dx), définis sur leurs domaines respectifs D(X) = L2(]0, 1[) (c’est un
opérateur borné !) et

H1
per(]0, 1[) = {f ∈ H1(]0, 1[) : f(0) = f(1)}}

sur lesquels nous avons vu qu’ils étaient tous les deux auto-adjoints. On a

[Pper, X] f = (PperX −XPper)f = −i
(
(xf)′ − xf ′

)
= −if

qui est la relation d’Heisenberg [Pper, X] = −i. Les fonctions ek(x) = eikx pour k ∈
2πZ sont les vecteurs propres normalisés de Pper, avec Pperek = kek. En utilisant l’auto-
adjonction de Pper, on trouve :

− i = 〈ek,−iek〉 = 〈ek, [Pper, X]ek〉 = 〈Pperek, Xek〉 − 〈Xek, Pperek〉

= (k − k)

∫ 1

0

x|ek(x)|2 dx = 0.

Où est l’erreur ?

Exercice 2.51 (Indices de défaut). Soit A un opérateur symétrique fermé.
1. Montrer que ‖(A+ i)v‖ = ‖(A− i)v‖ pour tout v ∈ D(A). En déduire que l’opérateur

U = (A+ i)(A− i)−1 est une isométrie (partielle) de Im(A− i) dans Im(A+ i).
2. Que peut-on en conclure en dimension finie ?
3. Soit B = B∗ une extension auto-adjointe de A. Montrer que V = (B + i)(B − i)−1 est

une isométrie de H dans H, qui est une extension de U , c’est-à-dire telle que V f = Uf
pour tout f ∈ D(A).

4. Montrer alors que l’image de Im(A+ i)⊥ = ker(A∗ − i) par V contient Im(A− i)⊥ =
ker(A∗ + i).

5. En déduire qu’un opérateur symétrique ne peut posséder des extensions auto-adjointes
que si dim ker(A∗ − i) = dim ker(A∗ + i) (qui peut être finie ou infinie).

6. Réinterpréter le résultat de l’exercice 2.30 dans cette perspective.

Exercice 2.52 (Laplacien périodique et de Born-von Karman). À la section 2.8.1, nous
avons défini l’opérateur d’impulsion périodique Pper sur H1

per(]0, 1[) et sa généralisation
aux conditions de Born-von Karman sur H1

per,θ(]0, 1[). Ensuite, à la section 2.8.2 nous
avons traité le cas du Laplacien sur le même intervalle ]0, 1[. L’étude se généralise à toute
dimension.

Soit Ω =]0, 1[d le cube unité de Rd. Les conditions périodiques sont juste celles qui sont
obtenues lorsqu’on restreint une fonction Zd-périodique f ∈ H2

loc(Rd) à la cellule unité Ω.
Les fonctions périodiques sur Rd satisfont par définition la relation

f(x+ `) = f(x), ∀x ∈ Rd, ∀` ∈ Zd,

ce qui implique en particulier que

∇f(x+ `) = ∇f(x), ∀x ∈ Rd, ∀` ∈ Zd.

La seule façon pour que x et x+` soient tous les deux dans Ω est qu’ils soient tous les deux
sur le bord, sur deux faces opposées. Ainsi, nous sommes amenés à étudier le Laplacien
défini sur le domaine

D(−∆per) = H2
per(Ω) :=

{
f ∈ H2(Ω) : f(x+ `) = f(x) et

(∂nf)(x+ `) = −(∂nf)(x), ∀(x, `) ∈ ∂Ω× Zd avec x+ ` ∈ ∂Ω

}
, (2.19)
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que nous notons −∆per. Le signe moins dans la condition sur les dérivées normales vient
de l’orientation du vecteur normal au bord, qui est toujours sortant par définition. Dans
l’Appendice A nous rappelons la définition de la trace d’une fonction f ∈ H2(Ω) et de
sa dérivée normale sur le bord. Ici Ω est l’intérieur un polyèdre et il n’est donc pas lisse.
Cependant ∂Ω est l’union de faces qui sont plates (donc lisses), et la restriction à chacune
de ces faces Fi est donc bien définie, avec f|Fi ∈ H3/2(Fi) et ∂nf|Fi ∈ H1/2(Fi). Il y a
également des conditions de compatibilité supplémentaires sur les arêtes mais nous n’en
avons pas besoin pour définir correctement le domaine (2.19), puisque la condition ne fait
intervenir que les faces opposées. Dans tous les cas, la continuité de l’application de trace
sur le bord implique que D(−∆per) = H2

per(Ω) est un sous-espace fermé de H2(Ω) (mais
pas de L2(Ω)).
1. Pour f ∈ D(−∆per), calculer les coefficients de Fourier de ∆f . Donner une ca-

ractérisation de D(−∆per) = H2
per(Ω) à l’aide des séries de Fourier.

2. Montrer que l’opérateur −∆per est auto-adjoint sur D(−∆per) et que son spectre est

σ(−∆per) =
{
|k|2, k ∈ 2πZd

}
,

avec les fonctions propres
(
eik·x

)
k∈2πZd .

3. Généraliser ce qui précède à la condition de Born-von Karman

f(x+ `) = f(x)eiξ·`, ξ ∈ (0, 2π)d.

f(−1/2, y) = f(1/2, y)

f(x,−1/2) = f(x, 1/2)

x

y

Figure 2.1 – Conditions périodiques en dimensions 2 et 3.
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Chapitre 3

Critères d’auto-adjonction : Rellich, Kato &
Friedrichs

L’objectif de ce chapitre est de fournir des critères pratiques pour construire
des extensions auto-adjointes d’opérateurs symétriques.

Une première approche naturelle est de déterminer sous quelle condition
sur B un opérateur sous la forme A + B est auto-adjoint lorsque A est
lui-même un opérateur auto-adjoint connu. Dans la première section nous
présenterons une condition, due à Rellich et Kato, qui garantit que A + B
est auto-adjoint sur le même domaine que A :

D(A+B) = D(A).

Ensuite, nous discuterons d’une méthode due à Friedrichs mais basée
sur des théorèmes de Riesz et de Lax-Milgram, qui permet de définir des
opérateurs de façon un peu indirecte, en utilisant leur forme quadratique.
Cette dernière méthode est si efficace qu’il est maintenant devenu clas-
sique [Bre94, Eva10, Alo18] de développer la théorie des équations aux
dérivées partielles elliptiques en se basant presque uniquement sur la forme
quadratique, sans jamais parler d’auto-adjonction de l’opérateur associé !
Nous ferons ici le lien formel entre la question de l’auto-adjonction et les
méthodes basées sur les formes quadratiques, comme le théorème de Lax-
Milgram. Ceci permettra ensuite de construire des réalisations auto-adjointes
d’opérateurs sous la forme A+B, en garantissant seulement l’égalité des do-
maines des formes quadratiques associées

Q(A+B) = Q(A)

sans que les domaines des opérateurs soient eux nécessairement égaux.

Finalement, nous appliquerons ces techniques aux opérateurs de Schrödin-
ger, c’est-à-dire sous la forme A = −∆ + V (x). La fonction V peut tendre
vers 0 à l’infini en décrivant ainsi une particule quantique qui n’est confinée
que localement, ou alors tendre vers +∞ quand |x| → +∞, ce qui corres-
pond à une particule vraiment confinée, comme c’est le cas pour l’oscillateur
harmonique.

77
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3.1 Perturbations relativement bornées

Dans cette section nous donnons un critère sur un opérateur symétrique
B qui implique que A+B est auto-adjoint sur le même domaine D(A) que
l’opérateur auto-adjoint A, puis nous l’appliquons au cas où A = −∆ et
B = V (x) est l’opérateur de multiplication par une fonction.

3.1.1 Théorie de Rellich-Kato

Le résultat suivant est essentiellement dû à Rellich [Rel37], mais il a été
popularisé et abondamment utilisé par Kato pour les opérateurs de Schrödin-
ger [Kat51].

Théorème 3.1 (Rellich-Kato). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son
domaine D(A) et B un opérateur symétrique sur le même domaine D(A).
S’il existe 0 ≤ α < 1 et C > 0 tels que

‖Bv‖ ≤ α‖Av‖+ C‖v‖, ∀v ∈ D(A), (3.1)

alors l’opérateur A + B est auto-adjoint sur D(A). De plus, si D ⊂ D(A)
est un sous-espace dense tel que A|D = A, alors A + B est essentiellement
auto-adjoint sur D, de fermeture définie sur D(A).

Démonstration. Comme A + B est par hypothèse symétrique sur D(A), il
suffit de montrer que A+B± iµ est surjectif de D(A) dans H pour un µ ∈ R
bien choisi, d’après le théorème 2.36. On écrit alors

A+B + iµ =
(

1 +B(A+ iµ)−1
)

(A+ iµ).

Comme l’opérateur A+ iµ est inversible de D(A) dans H pour tout µ ∈ R,
puisque A est auto-adjoint, il suffit de prouver que 1 + B(A + iµ)−1 est
inversible sur H. Comme nous l’avons rappelé dans la preuve du lemme 2.8,
il suffit pour cela de trouver µ tel que∥∥B(A+ iµ)−1

∥∥ < 1.

En appliquant l’inégalité (3.1), on déduit que∥∥B(A+ iµ)−1v
∥∥ ≤ α ∥∥A(A+ iµ)−1v

∥∥+ C
∥∥(A+ iµ)−1v

∥∥ ,
ce fournit l’inégalité sur les normes d’opérateurs∥∥B(A+ iµ)−1

∥∥ ≤ α ∥∥A(A+ iµ)−1
∥∥+ C

∥∥(A+ iµ)−1
∥∥ .

Rappelons la relation fondamentale vue en (2.8)

‖(A+ iµ)v‖2 = ‖Av‖2 + µ2 ‖v‖2 , ∀v ∈ D(A),
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ce qui implique

‖v‖2 =
∥∥A(A+ iµ)−1v

∥∥2
+ µ2

∥∥(A+ iµ)−1v
∥∥2
, ∀v ∈ H,

et donc ∥∥A(A+ iµ)−1
∥∥ ≤ 1,

∥∥(A+ iµ)−1
∥∥ ≤ 1

|µ| .

Pour conclure, nous avons∥∥B(A+ iµ)−1
∥∥ ≤ α+

C

|µ|
qui est bien strictement inférieur à 1 pour µ assez grand.

Si D est un cœur de A, c’est-à-dire un sous-espace dense sur lequel A
est essentiellement auto-adjoint (ou encore qui est dense dans D(A) pour la
norme du graphe), alors (A + B)|D est également symétrique. Par ailleurs,
si vn → v et Avn → Av avec vn ∈ D, nous avons Bvn → Bv par (3.1). Ceci
montre que (A+B)vn → (A+B)v, c’est-à-dire que A+B est la fermeture
de (A+B)|D.

Remarque 3.2. Si A a son spectre minoré, alors sous les hypothèses du
théorème 3.1, A + B aura aussi un spectre minoré. L’argument est exacte-
ment le même que dans la preuve précédente, en remplaçant iµ par µ ∈ R
très grand. On doit utiliser le fait que si A a un spectre minoré, alors∥∥A(A+ µ)−1

∥∥ ≤ 1 +
C

µ
,

∥∥(A+ µ)−1
∥∥ ≤ C

µ
, (3.2)

pour µ assez grand, ce qui suit du théorème spectral que nous verrons au
chapitre 4.

Définition 3.3 (Opérateurs relativement bornés). Soit α ∈]0,∞[ et A un
opérateur auto-adjoint. Lorsqu’un opérateur B symétrique sur D(A) sa-
tisfait (3.1), on dit qu’il est A–borné, de borne relative α. S’il vérifie de
plus (3.1) pour tout α > 0, on dit qu’il est infinitésimalement A–borné.

Dans la preuve du théorème nous avons montré que
∥∥B(A+ iµ)−1

∥∥ < 1
pour µ assez grand. Il se trouve que ceci est en fait équivalent à l’hy-
pothèse (3.1).

Exercice 3.4. Soit A un opérateur auto-adjoint et B un opérateur symétrique
sur D(A). Montrer que B est A–borné de borne relative < 1 si et seulement
si B(A+ iµ)−1 est un opérateur borné, avec

lim sup
|µ|→+∞

∥∥B(A+ iµ)−1
∥∥ < 1.

Montrer qu’il est infinitésimalement A–borné si et seulement si

lim
|µ|→+∞

∥∥B(A+ iµ)−1
∥∥ = 0.
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3.1.2 Application aux opérateurs de Schrödinger

Nous voulons appliquer la technique de Rellich-Kato pour étudier les
opérateurs sous la forme −∆ + V (x) dans H2(Rd). Il faut pouvoir contrôler
‖V f‖ par f ∈ H2(Rd), ce qui est l’objet du théorème suivant.

Théorème 3.5 (Potentiels infinitésimalement (−∆)–bornés). Soit

V ∈ Lp(Rd) + L∞(Rd)

avec 
p = 2 si d = 1, 2, 3,

p > 2 si d = 4,

p = d
2 si d ≥ 5.

(3.3)

Alors, pour tout ε > 0, il existe une constante Cε telle que

‖V f‖L2(Rd) ≤ ε ‖∆f‖L2(Rd) + Cε ‖f‖L2(Rd) , ∀f ∈ H2(Rd). (3.4)

et∣∣∣∣∫
Rd
V (x)|f(x)|2 dx

∣∣∣∣ ≤ ε∫
Rd
|∇f(x)|2 dx+Cε

∫
Rd
|f(x)|2 dx, ∀f ∈ H1(Rd).

(3.5)

Remarquons que les conditions (3.3) sont légèrement plus fortes (en di-
mension d ≤ 4) que celles rencontrées en (1.31) au chapitre 1, qui servaient
seulement à assurer (3.5).

Remarque 3.6. Comme à la remarque 1.16, si on a V ∈ Lq(Rd) avec
q > max(2, d/2) en dimension d 6= 4, alors V ∈ Lp(Rd) + L∞(Rd) où p
vérifie (3.3).

Démonstration. La preuve est exactement la même que celle du lemme 1.14,
sauf qu’on doit estimer

∫
Rd V

2|f |2 par la norme H2(Rd) de f , et il faut donc
utiliser l’injection de Sobolev correspondante, rappelée à l’appendice A au
théorème A.13.

Exercice 3.7. Écrire la preuve du théorème 3.5.

Le résultat suivant est une simple conséquence du théorème précédent
et du théorème 3.1 de Rellich-Kato.

Corollaire 3.8 (Auto-adjonction des opérateurs de Schrödinger). Soit

V ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R)
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une fonction à valeurs réelles, avec
p = 2 si d = 1, 2, 3,

p > 2 si d = 4,

p = d
2 si d ≥ 5.

Alors l’opérateur f 7→ −∆f + V f est auto-adjoint sur D(−∆) = H2(Rd) et
son spectre est minoré.

Par ailleurs, f 7→ −∆f+V f est essentiellement auto-adjoint sur C∞c (Rd)
ou tout autre sous-espace dense dans H2(Rd).

Démonstration. Comme la fonction V est réelle, f 7→ V f est symétrique. Par
ailleurs cet opérateur est bien défini sur H2(Rd) et il est infinitésimalement
(−∆)–borné, d’après (3.4). Le résultat suit alors du théorème 3.1 de Rellich-
Kato. Pour la minoration du spectre, on utilise le corollaire 2.41 et l’inégalité

〈f, (−∆ + V )f〉L2(Rd) =

∫
Rd
|∇f(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|f(x)|2 dx

≥ (1− ε)
∫
Rd
|∇f(x)|2 dx− Cε

∫
Rd
|f(x)|2 dx

≥ −Cε
∫
Rd
|f(x)|2 dx,

d’après (3.5).

Le théorème signifie que perturber le Laplacien par une fonction qui reste
bornée à l’infini dans un sens faible (plus précisément une fonction qui s’écrit
V = V1 + V2 avec V1 ∈ Lp(Rd) et V2 ∈ L∞(Rd)) ne change pas le domaine
d’auto-adjonction. Les opérateurs sous la forme A = −∆ + V s’appellent
opérateurs de Schrödinger.

Exemple 3.9 (Atome d’hydrogène). L’atome d’hydrogène étudié au cha-
pitre 1 est décrit par le potentiel V (x) = −|x|−1 en dimension d = 3. Comme
V ∈ L2(R3) + L∞(R3), on conclut que

l’opérateur −∆− |x|−1 est auto-adjoint sur H2(R3).

Voici un autre exemple d’utilisation de la technique de Rellich-Kato.

Exemple 3.10 (Champ magnétique). Soit A : R3 → R3 un champ de
vecteur tel que A ∈ L4(R3,R3) +L∞(R3,R) et divA ∈ L2(R3) +L∞(R3), où
divA est compris au sens des distributions. On désire définir l’opérateur

HA = (P +A)2 =

3∑
j=1

(−i∂xj +Aj(x))2.
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Si f ∈ H2(R3), alors f ∈ L2(R3)∩L∞(R3) par les injections de Sobolev, de
sorte que par exemple Af ∈ L4(R3) + L∞(R3) et on peut calculer, au sens
des distributions,

HAf = −∆f + |A|2f − i
3∑
j=1

(
∂xjAjf +Aj∂xjf

)
= −∆f + |A|2f − idiv(A)f − 2i

3∑
j=1

Aj∂xjf.

Pour justifier le passage de la première à la seconde ligne, on peut d’abord
prendre f ∈ C∞c (R3) et conclure par densité dans H2(R3). La fonction |A|2f
appartient à L2(R3), avec l’estimée∥∥|A|2f∥∥

L2(R3)
≤ ε ‖∆f‖L2(R3) + Cε ‖f‖L2(R3)

d’après le théorème 3.5 appliqué à V = |A|2. De façon similaire, on a

‖div(A)f‖L2(R3) ≤ ε ‖∆f‖L2(R3) + Cε ‖f‖L2(R3)

et, en écrivant A = A′ +A′′ ∈ L4(R3) + L∞(R3),∥∥Aj∂xjf∥∥L2(R3)
≤
∥∥A′j∥∥L4(R3)

∥∥∂xjf∥∥L4(R3)
+
∥∥A′′j∥∥L∞(R3)

∥∥∂xjf∥∥L2(R3)
.

Par ailleurs, on a par l’injection de Sobolev∥∥∂xjf∥∥L4(R3)
≤
∥∥∂xjf∥∥1/4

L2(R3)

∥∥∂xjf∥∥3/4

L6(R3)
≤ C

∥∥∂xjf∥∥1/4

L2(R3)
‖∆f‖3/4

L2(R3)

et, par Cauchy-Schwarz,∥∥∂xjf∥∥2

L2(R3)
=

∫
R3

|kj |2|f̂(k)|2 dk ≤
∫
R3

|k|2|f̂(k)|2 dk ≤ ‖f‖L2 ‖∆f‖L2 ,

ce qui montre finalement que∥∥Aj∂xjf∥∥L2(R3)
≤ C ‖f‖1/8

L2(R3)
‖∆f‖7/8

L2(R3)
≤ ε ‖∆f‖L2(R3) +

C

ε7
‖f‖L2(R3) .

Comme l’opérateur HA est symétrique sur H2(R3) (le vérifier en écrivant
l’intégration par parties) et que |A|2−2i

∑3
j=1Aj∂xj − idivA est une pertur-

bation infinitésimalement bornée de −∆, on conclut que HA est auto-adjoint
sur H2(R3).

3.2 Formes quadratiques et auto-adjonction

Dans cette section nous présentons une technique complètement différente
pour trouver des extensions auto-adjointes d’opérateurs, qui est adaptée au
cas particulier où la forme quadratique associée à l’opérateur est minorée.
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3.2.1 Définition et fermeture

Soit A un opérateur symétrique sur son domaine D(A) ⊂ H. On appelle
forme quadratique associée à A celle définie par

qA(v) := 〈v,Av〉, v ∈ D(A).

On peut aussi regarder la forme polaire associée, qui vaut

ϕA(v, w) := 〈v,Aw〉, v, w ∈ D(A)

et peut être retrouvée à partir de qA à l’aide de la formule de polarisation

ϕA(v, w) =
1

4

(
qA(v + w)− qA(v − w) + iqA(v + iw)− iqA(v − iw)

)
.

Définition 3.11 (Borné inférieurement, coercif). On dit qu’un opérateur
symétrique (A,D(A)) est borné inférieurement ou minoré lorsqu’il existe
α ∈ R tel que

〈v,Av〉 ≥ α‖v‖2, ∀v ∈ D(A). (3.6)

Dans ce cas on note

A ≥ α.

On dit qu’il est coercif lorsque (3.6) est vérifiée avec un α > 0.

Lorsque A est auto-adjoint, le corollaire 4.9 du chapitre suivant montrera
que l’hypothèse (3.6) est équivalente à dire que σ(A) ⊂ [α,∞[. Mais nous
supposons pour l’instant seulement que A est symétrique.

Dans cette section, nous supposerons toujours que A est un opérateur
borné inférieurement, et aurons fréquemment besoin qu’il soit de plus coercif.
Bien sûr, si A est borné inférieurement par α sans être coercif, alors A+a est
coercif pour a > −α, et tous les résultats énoncés avec A coercif s’étendent
aisément au cas d’un opérateur borné inférieurement en remplaçant A par
A+ a.

Lorsque A est coercif, nous voyons que v ∈ D(A) 7→
√
qA(v) définit une

norme, et que ϕA définit un produit scalaire sur D(A), tels que

qA(v) ≥ α ‖v‖2 .

En général, l’espace D(A) n’est pas complet pour cette norme et il semble
naturel de chercher à le compléter.

Lorsqu’on dispose d’une structure pré-hilbertienne sur un sous-espace D
de H, le complété abstrait Q n’est pas nécessairement identifiable à un sous-
espace de H. Il peut être beaucoup plus gros. Voici un exemple similaire à
l’exercice 2.18 du chapitre 2.
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Exemple 3.12 (Complétion de δ). Considérons la forme quadratique q :
u ∈ C∞c (]0, 1[) 7→

∫ 1
0 |u|2 + |u(1/2)|2 qui est associée à l’opérateur de l’exer-

cice 2.18, dans l’espace de Hilbert H = L2(]0, 1[) et vérifie (3.6). Nous pou-
vons identifier C∞c (]0, 1[) au sous-espace {(u, u(1/2)), u ∈ C∞c (]0, 1[)} de
l’espace de Hilbert élargi H′ = L2(]0, 1[)×C, sur lequel la forme quadratique
est une restriction de

q′(u, λ) :=

∫ 1

0
|u(x)|2 dx+ |λ|2.

Le procédé de complétion fournit justement la forme q′ sur tout l’espace de
Hilbert H′ car la valeur un(1/2) peut converger vers n’importe quel com-
plexe λ ∈ C lorsque un → u dans L2(]0, 1[). Par ce procédé, l’espace H′ ne
s’identifie pas à un sous-espace de H = L2(]0, 1[).

La définition suivante est une adaptation des concepts vus au chapitre 2
au cas des formes quadratiques.

Définition 3.13 (Formes quadratiques). Soit ϕ un produit scalaire défini
sur un sous-espace Q dense dans H, de forme quadratique associée q(v) =
ϕ(v, v). On dit que q est coercive lorsqu’il existe une constante α > 0 telle
que

q(v) ≥ α ‖v‖2 , ∀v ∈ Q.
On dit que q est fermée lorsqu’elle est coercive et (Q, ϕ) est un espace de
Hilbert, c’est-à-dire est complet : pour toute suite (vn) telle que

lim
n,m→∞

q(vn − vm) = 0,

il existe v ∈ Q tel que
lim
n→∞

q(vn − v) = 0.

On dit que q est fermable dans H lorsqu’elle admet une extension dans H,
qui est fermée. Dans ce cas, le complété (Q, ϕ) de (Q, ϕ) s’identifie à un
sous-espace dense de H.

De la même façon que tout opérateur symétrique est fermable, nous pou-
vons montrer que tout opérateur symétrique coercif a une forme quadratique
qui est fermable.

Théorème 3.14 (Forme quadratique d’un opérateur symétrique). Soit A ≥
α > 0 un opérateur symétrique coercif sur son domaine D(A). Alors sa
forme quadratique qA est toujours fermable. Sa fermeture, notée qA et de
forme polaire associée ϕA, est définie sur QA ⊂ H, qui est complet pour ϕA.
De plus on a les propriétés suivantes :

• D(A) est dense dans QA pour la norme associée à qA ;

• QA est dense dans H pour la norme de H ;
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• pour tout u ∈ D(A) et tout v ∈ QA on a

ϕA(v, u) = 〈v,Au〉 ;

• l’injection QA ↪→ H est continue, c’est-à-dire

α ‖v‖2 ≤ qA(v)

pour tout v ∈ QA ;

• si A est fermé, l’injection D(A) ↪→ QA est également continue, c’est-
à-dire

qA(v) = 〈v,Av〉 ≤ 1

2
‖v‖2D(A) =

‖v‖2
2

+
‖Av‖2

2

pour tout v ∈ D(A).

SiA est borné inférieurement sans être coercif, c’est-à-dire vérifie 〈v,Av〉 ≥
α‖v‖2 pour tout v ∈ D(A), nous posons de façon similaire qA := qA+a−a‖·‖2
pour a > −α. On vérifie que cette définition est indépendante de a.

Démonstration. Plutôt que de montrer que la complétion abstraite de qA sur
D(A) s’identifie bien à un sous-espace de H, nous la construisons de façon
plus concrète. Soit (vn) ⊂ D(A) une suite de Cauchy pour qA, c’est-à-dire
telle que

lim
n,m→∞

qA(vn − vm) = 0.

Alors par (3.6), (vn) est de Cauchy dans H, et converge donc vers v ∈ H.
Par ailleurs nous avons l’inégalité triangulaire

lim
n,m→∞

∣∣∣√qA(vn)−
√
qA(vm)

∣∣∣ ≤ lim
n,m→∞

√
qA(vn − vm) = 0

(car v 7→
√
qA(v) est une norme) ce qui montre que qA(vn) converge vers un

réel positif noté qA(v). Ceci nous amène à poser

QA :=

{
v ∈ H : ∃(vn) ⊂ D(A), vn → v, lim

n,m→∞
qA(vn − vm) = 0

}
et

qA(v) = lim
n→∞

qA(vn).

Il faut vérifier que ceci définit qA de façon univoque, c’est-à-dire que qA(v)
ne dépend pas de la suite (vn) choisie. Soit donc (v′n) une autre suite de
Cauchy pour qA qui converge vers v dans H. Alors vn − v′n est aussi de
Cauchy pour qA et converge vers 0 dans H. Ainsi, il suffit de montrer que
qA(wn)→ 0 pour toute suite wn → 0 qui est de Cauchy pour qA, ce qui est
l’équivalent de la propriété (ii) du lemme 2.3. C’est à ce moment seulement
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qu’intervient l’hypothèse que qA provient d’un opérateur symétrique. En
effet, nous pouvons écrire

qA(wn − wm) = qA(wn) + qA(wm)− 2<〈wn, Awm〉

de sorte que

lim
n→∞

qA(wn) = lim
n,m→∞

<〈wn, Awm〉 = lim
m→∞

lim
n→∞

<〈wn, Awm〉 = 0

car wn → 0 dans H. Ceci termine la preuve que qA est bien définie. Nous
laissons la vérification des autres propriétés en exercice.

Exemple 3.15 (Laplacien sur Rd). Considérons l’opérateur A = −∆ qui est
auto-adjoint sur H2(Rd), comme nous l’avons vu au corollaire 2.42. Alors
on a

qA(f) = −
∫
Rd
f(x)∆f(x) dx =

∫
Rd
|∇f(x)|2 dx, ∀f ∈ H2(Rd).

Comme qA est seulement positive, on peut regarder par exemple A + 1 de
sorte que

qA+1(f) = ‖f‖2H1(Rd) ≥ ‖f‖2L2(Rd)

est coercive. Nous voyons que le procédé de complétion fournit simplement
la forme quadratique

qA(f) =

∫
Rd
|∇f(x)|2 dx sur QA = H1(Rd),

puisque H2(Rd) est dense dans H1(Rd) pour la norme de H1(Rd).

3.2.2 Cas des opérateurs auto-adjoints

Nous verrons que la forme quadratique est un objet qui peut être parfois
plus facile à manipuler que l’opérateur A lui-même. Il est cependant légitime
de se demander quelle relation il y a entre A et qA. Peut-on retrouver A à
partir de qA ? La réponse est négative pour un opérateur symétrique quel-
conque, mais elle est positive pour un opérateur auto-adjoint, ce qui justifie
en partie l’introduction de la notion de forme quadratique.

Théorème 3.16 (Caractérisation du domaine). Soit A un opérateur auto-
adjoint borné inférieurement et soit ϕA la forme polaire fermée associée,
construite au théorème 3.14. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) v ∈ QA et il existe z ∈ H tel que ϕA(v, h) = 〈z, h〉 pour tout h ∈ QA ;

(ii) v ∈ D(A) et Av = z.
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Démonstration. Si v ∈ D(A) et Av = z, alors ϕA(v, h) = 〈Av, h〉 = 〈z, h〉
pour tout h ∈ QA.

Réciproquement, si ϕA(v, h) = 〈z, h〉 pour tout h ∈ QA, alors on peut
prendre h ∈ D(A) et on trouve 〈v,Ah〉 = 〈z, h〉 pour tout h ∈ D(A). Cela
signifie que (v, z) ∈ G(A∗) = G(A) puisque A est supposé auto-adjoint.
Donc v ∈ D(A) et Av = z.

Puisqu’un opérateur auto-adjoint est totalement caractérisé par la fer-
meture qA de sa forme quadratique, nous noterons toujours, pour simplifier,

qA := qA, ϕA := ϕA, Q(A) := QA.

Pour un opérateur symétrique nous conserverons les notations qA et qA.
Nous pouvons maintenant utiliser le résultat précédent pour donner une

caractérisation variationnelle de l’équation (A+ a)v = z, un résultat qui est
dû à Lax et Milgram.

Théorème 3.17 (Lax-Milgram). Soit A ≥ α un opérateur auto-adjoint
borné inférieurement et soit a > −α. Soit z ∈ H quelconque. Alors, le
problème de minimisation

inf
w∈Q(A)

{
1

2
qA(w) +

a

2
‖w‖2 −<〈w, z〉

}
; (3.7)

admet pour unique minimiseur v = (A+a)−1z ∈ D(A). Ce dernier est aussi
l’unique v ∈ Q(A) satisfaisant la relation

ϕA(v, h) + a〈v, h〉 = 〈z, h〉 (3.8)

pour tout h ∈ Q(A).

Le théorème nous précise comment retrouver A (ou plutôt (A + a)−1)
à partir de la forme quadratique qA, puisque le point v = (A + a)−1z est
l’unique minimiseur du problème (3.7). L’équation (3.8) s’appelle la formu-
lation faible de l’équation (A + a)v = z et elle s’obtient formellement en
prenant le produit scalaire avec h. Le caractère “faible” vient du fait qu’on
suppose seulement que v ∈ Q(A).

Démonstration. Nous avons déjà vu au théorème 3.16 que la formulation
faible (3.8) alliée à la condition que v ∈ Q(A) était équivalente au fait que
v ∈ D(A) avec (A + a)v = z, c’est-à-dire v = (A + a)−1z. On peut alors
écrire pour tout w ∈ Q(A), en complétant le carré,

1

2
qA(w) +

a

2
‖w‖2 −<〈w, z〉 − 1

2
qA(v) +

a

2
‖v‖2 −<〈v, z〉

=
1

2
qA(w − v) +

a

2
‖w − v‖2 ≥ a+ α

2
‖w − v‖2 (3.9)

qui est positif et s’annule seulement quand w = v.
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Exercice 3.18. Sans utiliser l’information que v = (A + a)−1z, montrer
que le problème de minimisation (3.7) admet un minimiseur (prendre une
suite minimisante, montrer qu’elle est bornée dans Q(A) et passer à la limite
faible dans cet espace). Par un argument de perturbation, montrer que tout
minimiseur vérifie la relation (3.8).

3.2.3 Exemple du Laplacien sur ]0, 1[

Nous avons vu à la section 2.8.2 de nombreuses réalisations auto-adjointes
possibles du Laplacien sur ]0, 1[. Ces dernières sont paramétrées par tous les
espaces isotropes de dimension 2 de la matrice M définie en (2.15). Elles ont
toutes une forme quadratique minorée (ce que nous prouverons plus tard au
théorème 5.22) que nous déterminons ici dans différents cas particuliers.

Laplacien de Born-von Karman

Pour la condition de Born-von Karman nous avons

D(Aper,θ) = H2
per,θ(]0, 1[)

=
{
u ∈ H2(]0, 1[) : u(1) = eiθu(0), u′(1) = eiθu′(0)

}
avec Aper,θu := −u′′. Une intégration par parties montre que, pour u ∈
D(Aper,θ),

qAper,θ
(u) =

∫ 1

0
|u′(t)|2 dt.

La forme quadratique du Laplacien de Born-von Karman est donc définie
sur la fermeture de D(Aper,θ) pour la norme H1(]0, 1[), c’est-à-dire sur le
domaine

Q(Aper,θ) = H1
per,θ(]0, 1[) =

{
u ∈ H1(]0, 1[) : u(1) = eiθu(0)

}
.

La condition liant u′(1) et u′(0) est perdue car elle ne fait pas sens dans
H1(]0, 1[).

Laplacien de Robin

Nous discutons maintenant de la condition au bord de Robin, que nous
écrivons sous la forme

D(ARob,θ) =
{
u ∈ H2(]0, 1[) : cos(πθ)u(1) + sin(πθ)u′(1) = 0,

cos(πθ)u(0)− sin(πθ)u′(0) = 0
}
.

Une intégration par parties fournit, cette fois,

〈u,ARob,θu〉 =

∫ 1

0
|u′(t)|2 dt

+


1

tan(πθ)

(
|u(1)|2 − |u(0)|2

)
pour θ ∈]0, 1/2[∪]1/2, 1[,

0 pour θ ∈ {0, 1/2}.
(3.10)
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Par l’inégalité

sup
[0,1]
|u|2 ≤ 2 ‖u‖L2(]0,1[)

∥∥u′∥∥
L2(]0,1[)

+ ‖u‖2L2(]0,1[) , (3.11)

démontrée en (A.7) à l’appendice A, la norme associée est encore équivalente
à celle de H1 et la forme quadratique est définie sur le domaine

Q(ARob,θ) =

{
H1(]0, 1[) pour θ ∈]0, 1[,

H1
0 (]0, 1[) pour θ = 0.

(3.12)

En effet, les conditions sur u′(0) et u′(1) disparaissent dans H1(]0, 1[). Seule
la condition de Dirichlet u(0) = u(1) = 0 fait sens dans cet espace. Nous
voyons que

• seule la condition au bord de Dirichlet fait sens dans H1(]0, 1[), et la
forme quadratique est alors définie sur Q(ARob,0) = H1

0 (]0, 1[) ;

• les formes quadratiques pour le Laplacien de Robin avec θ ∈]0, 1[ (in-
cluant donc le cas θ = 1/2 de Neumann) sont toutes définies sur le
même domaine H1(]0, 1[), où la condition au bord est invisible ;

• la condition au bord de Neumann n’est visible ni dans l’espace de
définition Q(ARob,1/2) = H1(]0, 1[), ni dans l’expression de la forme
quadratique associée ;

• la forme quadratique associée à ARob,θ dépend de θ et contient un
terme de bord seulement pour θ ∈]0, 1[\{1/2}.

Ces résultats font jouer des rôles particuliers aux Laplaciens de Dirichlet et
de Neumann, alors que du point de vue des opérateurs auto-adjoints ARob,θ,
il n’y a pas de différence flagrante dans les domaines de définitionsD(ARob,θ),
qui se déduisent les uns des autres en faisant varier θ continûment. Cette
discussion montre comment, d’une certaine manière, la théorie spectrale
des opérateurs est parfois plus naturelle que celle des formes quadratiques
associées.

Remarque 3.19. Lorsque θ → 0+ le terme de bord en 1/ tan(πθ) tend vers
+∞ et il joue alors le rôle d’une pénalisation qui mène, à la limite, à la
condition de Dirichlet u(0) = u(1) = 0. Nous étudierons le comportement
des valeurs propres du Laplacien de Robin plus tard à l’exercice 5.56.

3.2.4 Réalisation de Friedrichs

Nous avons prouvé que, pour un opérateur auto-adjoint minoré, la donnée
de la forme quadratique qA et de son domaine Q(A) est équivalente à
celle de A et D(A). En pratique, une version réciproque du théorème 3.17
due à Friedrichs est souvent utilisée. Elle stipule que toute forme qua-
dratique fermée q est égale à un qA pour un opérateur auto-adjoint A.
C’est une technique élégante pour construire des extensions auto-adjointes
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d’opérateurs symétriques minorés. L’idée est de partir d’un opérateur A
symétrique borné inférieurement défini sur un domaine très petit, puis de
calculer la forme quadratique associée qA. Comme cette dernière est minorée,
on peut la fermer par le théorème 3.14, ce qui fournit alors une extension
auto-adjointe B = B∗ ⊃ A. En particulier, tous les opérateurs symétriques
bornés inférieurement ont des extensions auto-adjointes.

Théorème 3.20 (Riesz-Friedrichs). Soient Q ⊂ H deux espaces de Hilbert,
de normes ‖ · ‖Q et ‖ · ‖H et de produits scalaires 〈·, ·〉Q et 〈·, ·〉H. On suppose
que Q est dense et s’injecte continûment dans H, c’est-à-dire qu’il existe
α > 0 tel que

‖v‖Q ≥ α‖v‖H, ∀v ∈ Q. (3.13)

Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint A sur son domaine D(A) ⊂
H, tel que qA = ‖ · ‖2Q, ϕA = 〈·, ·〉Q et Q = Q(A).

De plus, si B est un opérateur auto-adjoint sur D(B) ⊂ Q tel que D(B)
est dense dans Q et qB = q sur D(B), alors B = A.

La dernière propriété est un peu plus forte que l’unicité du début du
théorème, car nous ne supposons pas a priori que q est la fermeture qB de
la forme quadratique associée à B. Mais c’est ce que nous montrons dans la
preuve.

Démonstration. Par le théorème 3.16, on est amené à introduire

G(A) =
{

(v, z) ∈ Q× H : 〈v, h〉Q = 〈z, h〉H, ∀h ∈ Q
}

et
D(A) := {v ∈ Q : ∃z ∈ H, (v, z) ∈ G(A)} .

Il est clair que G(A) est un sous-espace vectoriel de H × H. Si par ailleurs
(0, z) ∈ G(A) alors on a 〈z, h〉H = 0 pour tout h ∈ Q, ce qui implique que
z = 0 puisque Q est dense dans H. Ainsi, G(A) est le graphe d’un opérateur
linéaire A défini sur D(A) par Av = z. Nous allons vérifier dans un instant
que D(A) est un sous-espace dense de H.

Pour v1, v2 ∈ D(A), on a

〈Av1, v2〉H = 〈v1, v2〉Q = 〈v2, v1〉Q = 〈Av2, v1〉H = 〈v1, Av2〉H
qui montre immédiatement que l’opérateur A est symétrique sur son do-
maine.

Soit z ∈ H quelconque. Comme h 7→ 〈z, h〉H est une application linéaire
continue sur Q, le théorème de Riesz implique l’existence d’un unique v ∈ Q
tel que 〈v, h〉Q = 〈z, h〉H pour tout h ∈ Q, c’est-à-dire tel que Av = z. La
preuve habituelle consiste à minimiser la fonctionnelle strictement convexe

w ∈ Q 7→ 1

2
‖w‖2Q −<〈z, w〉.
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L’existence d’un minimiseur est garantie par l’inégalité (3.13) et un argu-
ment de minimisation comme à l’exercice 3.18. Ainsi, nous avons montré
que l’opérateur A est surjectif de D(A) dans H.

Écrivons maintenant la preuve que D(A) est dense. Soit h dans l’ortho-
gonal de D(A) pour le produit scalaire de Q et, puisque A est surjectif, soit
alors v ∈ D(A) tel que Av = h. On a 0 = 〈v, h〉Q = 〈h, h〉H ce qui implique
h = 0, donc D(A) est dense dans Q pour la norme de Q. Puisque Q est lui
même supposé dense dans H, on conclut que D(A) est dense dans H.

Comme nous avons déjà montré que A est surjectif de D(A) dans H,
d’après le théorème 2.36, il suit donc que A est auto-adjoint. Par ailleurs
nous avons également prouvé que D(A) est dense dans Q pour sa norme, et
on a donc bien qA = ‖ · ‖2Q comme annoncé.

Il reste finalement à montrer que A est aussi le seul opérateur auto-
adjoint dont le domaine est dense dans Q pour la topologie associée, et dont
la forme quadratique cöıncide avec q sur son domaine. Soit B un tel autre
opérateur. Nous avons par hypothèse qB(v) = q(v) pour tout v ∈ D(B) ce
qui, par polarisation, implique

〈Bv, h〉 = 〈v, h〉Q
pour tout v, h ∈ D(B). Comme D(B) est supposé dense dans Q, cette rela-
tion reste vraie pour tout h ∈ Q. C’est alors exactement la caractérisation
du fait que v ∈ D(A) avec Av = Bv. Ainsi, B ⊂ A ce qui implique A = B
car les deux opérateurs sont auto-adjoints.

Le résultat précédent permet de définir l’extension de Friedrichs d’un
opérateur symétrique coercif.

Corollaire 3.21 (Extension de Friedrichs). Soit A un opérateur symétrique
sur son domaine D(A) ⊂ H, qui est borné inférieurement. Soit q = qA la fer-
meture de la forme quadratique associée, construite au théorème 3.14, dont
le domaine est noté Q. Alors il existe une unique extension auto-adjointe B
de A, appelée extension de Friedrichs telle que

D(A) ⊂ D(B) ⊂ Q.

Plus précisément, on a

D(B) =
{
v ∈ Q : ∃z ∈ H, 〈v, h〉Q = 〈z, h〉, ∀h ∈ Q

}
et

q = qB, Q = Q(B).

Remarque 3.22. Une conséquence de ce théorème est que tout opérateur
symétrique A borné inférieurement admet au moins une extension auto-
adjointe, qui est par ailleurs aussi minorée. En général, les autres extensions
possibles n’ont pas toujours un spectre minoré [RS75, p. 179–180].
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Démonstration. Nous avons déjà vu au théorème 3.20 que la forme quadra-
tique q était associée à un unique opérateur auto-adjoint B. L’opérateur B
est une extension de A car on a D(A) ⊂ Q par construction, donc

〈Bv, h〉 = 〈v, h〉Q = 〈v,Ah〉

pour tout v ∈ D(B) et tout h ∈ D(A) ⊂ Q. Ceci montre que B ⊂ A∗ et
donc A ⊂ A = (A∗)∗ ⊂ B∗ = B.

L’unicité suit de la dernière assertion du théorème 3.20. En effet, comme
D(A) est par construction dense dans Q, toute extension auto-adjointe B̃
de A telle que D(A) ⊂ D(B̃) ⊂ Q a aussi son domaine D(B̃) dense dans Q.
Par ailleurs, on a pour tout v ∈ D(B̃) et tout w ∈ D(A)〈

B̃v, w
〉

=
〈
v, B̃w

〉
= 〈v,Aw〉 = ϕB(v, w)

puisque A ⊂ B̃. Comme D(A) est par définition dense dans Q = Q(B) pour
la norme associée, la relation reste vraie dans tout D(B̃) et nous pouvons
alors utiliser l’unicité démontrée au théorème 3.20.

La méthode de Friedrichs permet de montrer que A+B est auto-adjoint
lorque A l’est et que B est relativement borné, mais en un sens faisant
intervenir les formes quadratiques au lieu des opérateurs, comme nous avions
vu pour le théorème de Rellich-Kato. Le résultat suivant est dû à Kato,
Lions, Lax, Milgram et Nelson [RS75, p. 323].

Théorème 3.23 (KLMN). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son do-
maine D(A) ⊂ H, qui est coercif, c’est-à-dire tel que 〈v,Av〉 ≥ α ‖v‖2 pour
tout v ∈ D(A) et pour un α > 0. Soit qA la forme quadratique fermée as-
sociée, de domaine Q(A). Soit b une autre forme quadratique définie sur
Q(A), telle que

|b(v)| ≤ η qA(v) + κ ‖v‖2 , ∀v ∈ Q(A),

pour un réel 0 ≤ η < 1 et κ > 0. Alors v 7→ qA(v) + b(v) est fermée sur
Q(A) et est donc associée à un unique opérateur auto-adjoint C, qui est tel
que Q(C) = Q(A).

Si b est la forme quadratique d’un opérateur symétrique B défini sur
D(A), alors C est l’unique extension auto-adjointe de A + B défini sur
D(A+B) = D(A), telle que D(A) ⊂ D(C) ⊂ Q(A).

Démonstration. Comme

(1− η)qA(v)− κ ‖v‖2 ≤ qA(v) + b(v) ≤ (1 + η)qA(v) + κ ‖v‖2 ,

la forme v 7→ qA(v) + b(v) + (1 + κ)‖v‖2 est équivalente à qA sur Q(A).
Ainsi Q(A) est également complet pour cette nouvelle forme quadratique et
le résultat suit du théorème 3.20.
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3.3 Formes quadratiques et opérateurs de Schrödinger

Dans cette section nous utilisons les formes quadratiques pour construire
des réalisations auto-adjointes des opérateurs de Schrödinger sous la forme

H = −∆ + V (x),

en particulier dans le cas où l’opérateur de multiplication par la fonction V
n’est pas naturellement défini sur l’espace D(−∆) = H2(Rd). Ceci comprend
par exemple le cas où V est trop singulier, ou alors le cas où V (x) tend vers
l’infini à l’infini.

3.3.1 Cas des potentiels singuliers localement

À l’aide du théorème de Rellich-Kato, nous avons vu au corollaire 3.8
que les opérateurs de Schrödinger H = −∆ + V (x) étaient auto-adjoint sur
D(H) = H2(Rd) lorsque

V ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R)

avec 
p = 2 si d = 1, 2, 3,

p > 2 si d = 4,

p = d
2 si d ≥ 5.

(3.14)

Ils sont même essentiellement auto-adjoints sur C∞c (Rd), ce qui signifie qu’il
n’existe qu’une seule réalisation auto-adjointe possible.

D’un autre côté, nous avions vu auparavant au lemme 1.14 que l’énergie
correspondante

EV (u) =

∫
Rd
|∇u(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|u(x)|2 dx

était continue et bornée inférieurement sous l’hypothèse plus faible
p = 1 si d = 1,

p > 1 si d = 2,

p = d
2 si d ≥ 3.

(3.15)

Plus précisément, on a

ε ‖u‖2H1(Rd) ≤ EV (u) + C ‖u‖2L2(Rd) ≤ ε−1 ‖u‖2H1(Rd)

pour des constantes C ∈ R et ε > 0. Ainsi EV + C‖ · ‖2
L2(Rd)

définit une

forme quadratique équivalente au carré de la norme de H1(Rd).
Les deux hypothèses (3.14) et (3.15) diffèrent en dimension d ≤ 4.

L’énergie est minorée pour des potentiels plus singuliers localement que
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ceux pour lesquels nous pouvons montrer que l’opérateur est auto-adjoint
sur H2(Rd).

Plaçons-nous par exemple en dimension d = 1. L’hypothèse (3.15) couvre
les potentiels tels que

V (x) ∼
x→0

c

|x|α , c 6= 0

avec α < 1 alors que l’opérateur correspondant n’est auto-adjoint sur H2(R)
que sous l’hypothèse que α < 1/2. En fait, lorsque 1/2 ≤ α < 1, l’opérateur
−∆ + V (x) n’est même pas défini sur C∞c (R) car pour une fonction u telle
que u(0) = 1, nous aurons V u /∈ L2(R). Ainsi l’opérateur −∆ + V (x) n’est
pas non plus bien défini sur H2(R). Ceci nous force à travailler plutôt sur
D(Hmin) = C∞c (R \ {0}), un domaine sur lequel Hmin est bien défini et
symétrique, à condition que V soit par exemple borné en dehors de l’ori-
gine. Aucune des extensions auto-adjointes possibles de Hmin ne contiendra
H2(R).

Nous voyons sur cet exemple que le domaine le plus petit sur lequel on
peut définir l’opérateur −∆ + V (x) peut dépendre des singularités locales
de la fonction V . Ceci complique grandement la construction des extensions
auto-adjointes possibles. Cependant, ces subtilités disparaissent lorsqu’on
utilise la forme quadratique, qui est toujours définie sur tout H1(Rd).

Corollaire 3.24 (Réalisation de Friedrichs pour les potentiels singuliers).
Soit V ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R) avec p satisfaisant (3.15). Alors il existe
un unique opérateur auto-adjoint H tel que D(H) soit dense dans H1(Rd)
et dont la forme quadratique vaut

〈u,Hu〉 =

∫
Rd
|∇u(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|u(x)|2 dx

pour tout u ∈ D(H). Cet opérateur est défini sur le domaine

D(H) =
{
u ∈ H1(Rd) : −∆u+ V u ∈ L2(Rd)

}
par

Hu := −∆u+ V u

où chaque terme est compris au sens des distributions ou dans H−1(Rd).
On a alors

Q(H) = H1(Rd).

Démonstration. La forme quadratique est coercive et fermée sur H1(Rd)
par le lemme 1.14. Le théorème 3.20 de Riesz-Friedrichs ou le théorème
KLMN 3.23 fournissent alors un unique opérateur auto-adjoint H dont la
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forme quadratique est EV . Le domaine D(H) est l’ensemble des fonctions
u ∈ H1(Rd) pour lesquelles il existe h ∈ L2(Rd) tel que∫

Rd
∇v(x) · ∇u(x) dx+

∫
Rd
V (x)v(x)u(x) dx =

∫
Rd
v(x)h(x) dx

pour tout v ∈ H1(Rd). C’est exactement la définition du fait que −∆u +
V u = h ∈ L2(Rd), ou chaque terme est interprété dans H−1(Rd). Comme
C∞c (Rd) est dense dans H1(Rd), il est équivalent de prendre v ∈ C∞c (Rd),
auquel cas chaque terme est maintenant vu comme une distribution.

L’unicité de H sous l’hypothèse que D(H) est dense dans H1(Rd) est
importante d’un point de vue physique car elle signifie que la contrainte que
l’énergie soit finie sur le domaine de H suffit à déterminer l’opérateur H.

Il est important de remarquer que, sur D(H), seule la somme −∆u+V u
appartient à L2(Rd). Les deux termes peuvent ne pas appartenir à L2(Rd)
séparément (sinon le domaine serait inclus dans H2(Rd)). Il est même pos-
sible que l’on ait H2(Rd) ∩ D(H) = {0}, c’est-à-dire que les deux termes
−∆u et V u ne soient jamais dans L2(Rd) (exercice 3.33).

Remarque 3.25. Si V vérifie (3.14) alors −∆ + V est auto-adjoint sur
H2(Rd), auquel cas la réalisation de Friedrichs cöıncide avec cette dernière,
car H2(Rd)) ⊂ H1(Rd) et est dense dans cet espace.

3.3.2 Cas d’un potentiel positif quelconque

Jusqu’à présent nous avons principalement étudié les opérateurs de Schrödin-
ger −∆ + V (x) décrivant une particule soumise à un potentiel extérieur qui
reste borné à l’infini. Il est d’usage d’étudier aussi les particules confinées,
ce qui signifie que

lim
|x|→∞

V (x) = +∞,

le représentant le plus classique de cette classe étant l’oscillateur harmo-
nique, obtenu pour V (x) = |x|2.

Avec la technique des formes quadratiques, nous pouvons définir H =
−∆ +V (x) pour un potentiel dont la partie positive est quelconque (locale-
ment intégrable), bornée ou pas. Considérons un potentiel V ∈ L1

loc(Rd,R)
à valeurs réelles que l’on écrit sous la forme

V (x) = V+(x)− V−(x)

où V+ = max(V, 0) et V− = max(−V, 0). Nous supposons que

V− ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R)

avec p qui satisfait l’hypothèse (3.15), de sorte que l’énergie potentielle as-
sociée puisse être contrôlée par l’énergie cinétique. Pour V+ nous avons plus
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de liberté, car il suffit juste que la forme quadratique soit bien définie, le
terme

∫
Rd V+|u|2 étant toujours positif. Nous demandons alors juste que

V+ ∈ L1
loc(Rd,R).

L’énergie

EV (u) =

∫
Rd
|∇u(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|u(x)|2 dx (3.16)

est bien définie sur C∞c (Rd) (car V+ est localement intégrable), et nous
pouvons la fermer, ce qui mène à introduire l’espace suivant

V :=
{
u ∈ H1(Rd) :

√
V+u ∈ L2(Rd)

}
. (3.17)

On peut vérifier que V est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni de la forme
polaire associée à la forme quadratique EV +C‖ ·‖2

L2(Rd)
, où C > 0 est choisi

assez grand pour que EV + C‖ · ‖2
L2(Rd)

soit coercive. L’espace (3.17) est le

plus grand dans L2(Rd) sur lequel l’énergie EV est bien définie. Par ailleurs,
C∞c (Rd) est dense dans V pour la norme associée.

Le résultat suivant se démontre exactement comme le théorème 3.26.

Théorème 3.26 (Réalisation de Friedrichs pour V+ ∈ L1
loc(Rd)). Soit V =

V+ − V− avec V− ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R) où p satisfait (3.15) et V+ ∈
L1

loc(Rd,R). Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint H tel que D(H)
soit dense dans V et dont la forme quadratique vaut

〈u,Hu〉 =

∫
Rd
|∇u(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|u(x)|2 dx

pour tout u ∈ D(H). Cet opérateur est défini sur le domaine

D(H) =
{
u ∈ V : −∆u+ V u ∈ L2(Rd)

}
par

Hu := −∆u+ V u

où chaque terme est compris au sens des distributions. On a alors

Q(H) = V.

3.3.3 Systèmes confinés, oscillateur harmonique

Comme application des théorèmes précédents, nous considérons l’opérateur
H = −∆ + V (x) et supposons que

V, |∇V | ∈ L∞loc(Rd,R+), lim
|x|→∞

V (x) = +∞

et |∇V (x)| ≤ C(1 + |V (x)|). (3.18)
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L’exemple principal que nous avons en tête est l’oscillateur harmonique

H = −∆ + |x|2

qui correspond à prendre V (x) = |x|2. Cependant, l’hypothèse (3.18) est
vérifiée pour tout potentiel V qui se comporte comme |x|α à l’infini, avec
α > 0 quelconque.

Comme le potentiel V appartient à L∞loc(Rd) ⊂ L1
loc(Rd), nous pouvons

définir Hmin sur
D(Hmin) = C∞c (Rd).

Par le corollaire 3.21, Hmin admet une unique extension auto-adjointe H
dont le domaine D(H) est dense dans l’espace d’énergie

V =
{
u ∈ H1(Rd),

√
|V |u ∈ L2(Rd)

}
.

Plus précisément

D(H) =
{
u ∈ H1(Rd),

√
|V |u ∈ L2(Rd), (−∆ + V )u ∈ L2(Rd)

}
.

Il est en fait possible de montrer que sur ce domaine, les deux termes −∆u
et V u sont séparément dans L2(Rd), ce qui est une sorte de théorème de
régularité elliptique pour ces opérateurs.

Théorème 3.27 (Domaine pour un potentiel confinant). On se place en
dimension d ≥ 1. Soit V ∈ L∞loc(Rd) tel que ∇V ∈ L∞loc(Rd), V (x) → +∞
à l’infini et |∇V (x)| ≤ C(1 + |V (x)|) pour presque tout x ∈ Rd. Alors le
domaine de l’extension de Friedrichs H de l’opérateur Hmin est égal à

D(H) =
{
u ∈ H2(Rd), V u ∈ L2(Rd)

}
et il existe une constante C (ne dépendant que de V et de d) telle que

‖∆u‖2L2(Rd) + ‖V u‖2L2(Rd)

≤ C
(
‖(−∆ + V )u‖2L2(Rd) + ‖u‖2H1(Rd) +

∫
Rd
|V (x)| |u(x)|2 dx

)
. (3.19)

L’opérateur Hmin est essentiellement auto-adjoint sur D(Hmin) = C∞c (Rd)
avec, bien sûr,

Hmin = H.

Démonstration. Pour u ∈ C∞c (Rd), on écrit

‖(−∆ + V )u‖2L2(Rd) =

∫
Rd
|∆u(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)2|u(x)|2 dx

− 2<
∫
Rd
V (x)u(x)∆u(x) dx.
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Or on a
2<u(x)∆u(x) = 2< div

(
u(x)∇u(x)

)
− 2|∇u(x)|2

ce qui donne la relation

‖(−∆ + V )u‖2L2(Rd) =

∫
Rd
|∆u(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)2|u(x)|2 dx

+ 2

∫
Rd
V (x)|∇u(x)|2 dx+ 2<

∫
Rd
u(x)∇V (x) · ∇u(x) dx (3.20)

en intégrant par parties. Cette relation suggère que ∆u, V u et
√
|V |u doivent

appartenir à L2(Rd) lorsque (−∆ +V )u ∈ L2(Rd), car le dernier terme peut
être contrôlé (nous allons le faire en détail plus bas). Malheureusement notre
calcul ne fait pas sens dans D(H) et il va falloir étendre la formule à cet
espace.

Soit donc u ∈ H1(Rd) tel que
√
|V |u ∈ L2(Rd) et −∆u+ V u ∈ L2(Rd).

Comme V est borné localement, nous avons ∆u ∈ L2
loc(Rd) et comme ∇u ∈

L2(Rd) par hypothèse, nous en déduisons que u ∈ H2
loc(Rd). Soit alors χ ∈

C∞c (Rd) une fonction radiale positive à support dans la boule de rayon 2, qui
vaut χ ≡ 1 sur la boule de rayon 1. On pose alors χR(x) = χ(x/R). Grâce
au fait que u ∈ H2

loc(Rd), nous pouvons calculer comme précédemment∫
Rd
χR(x)| −∆u(x) + V (x)u(x)|2 dx =

∫
Rd
χR(x)|∆u(x)|2 dx

+

∫
Rd
χR(x)V (x)2|u(x)|2 dx+ 2

∫
Rd
χR(x)V (x)|∇u(x)|2 dx

+ 2<
∫
Rd
u(x)∇(χRV )(x) · ∇u(x) dx. (3.21)

Afin d’utiliser l’hypothèse (3.18) on effectue des intégrations par parties suc-
cessives pour écrire le dernier terme sous une forme que l’on peut contrôler
facilement :

2<
∫
Rd
u(x)∇(χRV )(x) · ∇u(x) dx

= 2<
∫
Rd
χR(x)u(x)∇V (x) · ∇u(x) dx+ 2<

∫
Rd
V (x)u(x)∇χR(x) · ∇u(x) dx

= 2<
∫
Rd
χR(x)u(x)∇V (x) · ∇u(x) dx−

∫
Rd
|u(x)|2 div

(
V∇χR

)
(x) dx

= 2<
∫
Rd
χR(x)u(x)∇V (x) · ∇u(x) dx−

∫
Rd
|u(x)|2∇V (x) · ∇χR(x) dx

−
∫
Rd
|u(x)|2V (x)∆χR(x) dx.

Tous les calculs sont justifiés car χR ∈ C∞c (Rd) et u ∈ H2
loc(Rd). Nous

avons ici utilisé que 2<u∇u = ∇|u|2. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et



Chapitre 3. Critères d’auto-adjonction : Rellich, Kato & Friedrichs 99

l’hypothèse (3.18), nous obtenons la borne inférieure

2<
∫
Rd
u(x)∇(χRV )(x) · ∇u(x) dx

≥ −C
∫
Rd
χR(x)(1 + |V (x)|)|∇u(x)| |u(x)| dx− C

R

∫
Rd

(1 + |V (x)|)|u(x)|2 dx

− C

R2

∫
Rd
|u(x)|2|V (x)| dx

≥ −C
(∫

Rd
χR(x)|V (x)||u(x)|2 dx

) 1
2
(∫

Rd
χR(x)|V (x)||∇u(x)|2 dx

) 1
2

− C‖u‖2H1(Rd) −
C

R

∫
Rd

(1 + |V (x)|)|u(x)|2 dx− C

R2

∫
Rd
|u(x)|2|V (x)| dx

≥ −
∫
Rd
χR(x)|V (x)||∇u(x)|2 dx− C

∫
Rd
χR(x)|V (x)||u(x)|2 dx

− C‖u‖2H1(Rd) −
C

R

∫
Rd

(1 + |V (x)|)|u(x)|2 dx− C

R2

∫
Rd
|u(x)|2|V (x)| dx,

car |∇χR| ≤ C/R et |∆χR| ≤ C/R2. Dans ce calcul, C est une constante
générique qui peut changer d’une ligne à l’autre. En utilisant l’inégalité

Cab ≤ a2 +
C2

4
b2,

nous avons pu mettre une constante 1 devant le terme
∫
Rd χR|V | |∇u|2 ce

qui permet de le contrôler par celui de (3.21), qui lui a un facteur 2. Nous
avons donc prouvé l’inégalité suivante∫

Rd
χR(x)|∆u(x)|2 dx+

∫
Rd
χR(x)V (x)2|u(x)|2 dx

+

∫
Rd
χR(x) (2V (x)− |V (x)|) |∇u(x)|2 dx

≤
∫
Rd
χR(x)| −∆u(x) + V (x)u(x)|2 dx+ C‖u‖2H1(Rd)

+ C

∫
Rd
V (x))|u(x)|2 dx. (3.22)

Comme u ∈ V et (−∆ + V )u ∈ L2(Rd), le terme à droite est uniformément
borné par rapport à R. On en déduit en passant à la limite R→∞, que les
trois fonctions ∆u, V u et

√
|V |∇u appartiennent à L2(Rd). Puis on trouve

les relations (3.20) et (3.19) en passant à la limite. Comme∫
Rd
V (x)|∇u(x)|2 dx = −<

∫
Rd
u(x)∇V (x) · ∇u(x) dx

−<
∫
Rd
V (x)u(x)∆u(x) dx
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la propriété que
√
|V | ∇u ∈ L2(Rd) suit déjà de l’information que ∆u et V u

sont dans L2(Rd), d’après notre hypothèse (3.18) sur ∇V .
Pour montrer que H = Hmin nous devons prouver que pour toute fonc-

tion u ∈ D(H) il existe une suite un ∈ C∞c (Rd) telle que un → u et
Hun → Hu dans L2(Rd). D’après (3.20), il suffit de montrer que un → u
dans H2(Rd) et V un → V u dans L2(Rd). Nous pouvons commencer par
approcher u par une fonction vn dans D(H) à support compact (mais pas
forcément C∞). En utilisant le fait que V est borné localement, le résultat
suivra alors de la densité habituelle de C∞c (Rd) dans H2(Rd). Nous pouvons
prendre, simplement,

vn(x) = χ(x/n)u(x)

où χ ∈ C∞c (Rd) est une fonction telle que
∫
Rd χ = 1 et χ(1) = 1. Alors

lim
n→∞

∫
Rd
V (x)2|vn(x)−u(x)|2 dx = lim

n→∞

∫
Rd
V (x)2

(
1−χ(x/n)

)2|u(x)|2 dx = 0

par convergence dominée, puisque V u ∈ L2(Rd). L’argument est le même
pour conclure que vn → u dans L2(Rd). De plus,

∆(χ(x/n)u(x)) = u(x)
(∆χ)(x/n)

n2
+ 2
∇u(x) · (∇χ)(x/n)

n
+ χ(x/n)∆u(x)

qui converge fortement vers ∆v dans L2(Rd), ce qui implique la convergence
de vn vers u dans H2(Rd).

Remarque 3.28. Si ∆V est bien défini, alors le dernier terme de (3.20)
est aussi égal à

2<
∫
Rd
u(x)∇V (x) · ∇u(x) dx = −

∫
Rd
|u(x)|2∆V (x) dx

et l’argument est plus simple. Pour l’oscillateur harmonique, on trouve sim-
plement −2d

∫
Rd |u|2.

Remarque 3.29. Il est possible de partir de Hmin et de montrer directement
que cet opérateur est essentiellement auto-adjoint. Son adjoint est Hmax

défini sur

D(Hmax) =
{
u ∈ L2(Rd) : (−∆ + V )u ∈ L2(Rd)

}
.

Afin de montrer que cet opérateur est symétrique, nous devons d’abord prou-
ver que toute fonction u ∈ L2(R) telle que (−∆ + V )u ∈ L2(Rd) appartient
en fait à H2(Rd) avec V u ∈ L2(Rd). C’est un résultat de type “régularité
elliptique” plus fort que celui du théorème 3.27 car nous ne disposons pas
de l’information supplémentaire que u ∈ H1(Rd) et

√
V u ∈ L2(Rd), infor-

mation que nous avons abondamment utilisée dans la preuve. L’utilisation
de la théorie des formes quadratiques a permis d’obtenir ces deux propriétés
de façon rapide, sans avoir à étudier trop précisément les propriétés de
régularité des solutions de l’équation (−∆ + V )u = f ∈ L2(Rd).
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3.3.4 Laplacien sur un domaine borné Ω ⊂ Rd *

Soit Ω un ouvert borné de Rd dont la frontière est Lipschitzienne. On
appelle Laplacien de Dirichlet l’unique extension auto-adjointe (−∆)Rob,0

de l’opérateur (−∆)min défini sur D((−∆)min) = C∞c (Ω), telle que

q(−∆)Rob,0
(u) =

∫
Ω
|∇u(x)|2 dx, sur Q((−∆)Rob,0) = H1

0 (Ω).

Souvent nous écrirons
(−∆)Dir := (−∆)Rob,0

pour simplifier les notations.
De la même façon, on appelle Laplacien de Robin de paramètre θ ∈

]0, 1[ l’unique extension auto-adjointe (−∆)Rob,θ de (−∆)min dont la forme
quadratique est égale à

q(−∆)Rob,θ
(u) =

∫
Ω
|∇u(x)|2 dx+

1

tan(πθ)

∫
∂Ω
|u(x)|2 dx,

sur Q((−∆)Rob,θ) = H1(Ω). (3.23)

Le terme de bord fait sens et q(−∆)Rob,θ
équivaut à la norme H1(Ω) grâce

à l’inégalité (A.14) du théorème A.6. Pour θ = 1/2, nous retrouvons le
Laplacien de Neumann et écrirons fréquemment

(−∆)Neu := (−∆)Rob,1/2

pour simplifier les notations.
La détermination explicite du domaine des opérateurs ainsi obtenus est

assez difficile. Lorsque Ω est assez lisse ou est convexe au voisinage de son
bord, il est possible de montrer que

D((−∆)Rob,θ) =
{
u ∈ H2(Ω) : cos(πθ)u|∂Ω + sin(πθ)∂nu|∂Ω ≡ 0

}
⊂ H2(Ω), (3.24)

en utilisant le théorème A.18 de régularité elliptique. Cependant il peut
arriver que D((−∆)Rob,θ) * H2(Ω) lorsque Ω n’est pas convexe au voisinage
de son bord.

Exemple 3.30 (Laplacien sur un secteur angulaire dans R2). Considérons
le secteur angulaire d’ange ϕ0

Ωϕ0 =
{
x = r(cos(ϕ), sin(ϕ)) ∈ R2 : 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0

}
,

comme à la figure 3.1, et qui peut servir de prototype “local” pour les coins
de tout domaine Ω ⊂ R2.

On cherche des solutions de l’équation aux valeurs propres −∆f = λf
avec f ∈ H1

0 (Ωϕ0), sous la forme f(r, ϕ) = u(r) sin(nπϕ/ϕ0). La condition



102 Chapitre 3. Critères d’auto-adjonction : Rellich, Kato & Friedrichs

de Dirichlet signifie que u(0) = u(1) = 0. En utilisant la formule du Lapla-
cien en coordonnées cylindriques, on trouve que u doit résoudre l’équation
différentielle

r2u′′(r) + r u′(r) +

(
λr2 − n2π2

ϕ2
0

)
u(r) = 0.

L’unique solution qui admet une limite en r = 0 s’exprime sous la forme

u(r) = Jnπ/ϕ0
(
√
λ r)

où

Jα(r) =
∑
m≥0

(−1)m

m!Γ(m+ α+ 1)22m+α
r2m+α

est la fonction de Bessel du premier type. En ajoutant la contrainte que
u(1) = 0, nous en déduisons donc que les fonctions propres du Laplacien de
Dirichlet sur le secteur angulaire sont données par la formule

fn,`(r, ϕ) = Jnπ/ϕ0

(√
λn,` r

)
sin

(
nπϕ

ϕ0

)
, (3.25)

où, pour chaque entier n ≥ 1, les valeurs propres λn,` sont déterminées par
la condition que Jnπ/ϕ0

(
√
λn,`) = 0, c’est-à-dire les valeurs propres sont les

carrés des zéros de Jnπ/ϕ0
, pour chaque n ≥ 1. Par exemple, la première

fonction propre est associée à la valeur propre égale au carré du premier
zéro de la fonction Jπ/ϕ0

(qui correspond à prendre n = 1).
Le résultat est similaire pour le Laplacien de Neumann, dont les fonctions

propres peuvent s’écrire

gn,`(r, ϕ) = Jnπ/ϕ0

(√
λn,`r

)
cos

(
nπϕ

ϕ0

)
(3.26)

où les λn,` sont cette fois choisis de sorte que J ′nπ/ϕ0
(
√
λn,`) = 0, en auto-

risant n = 0 qui correspond à la fonction constante. Le cas du Laplacien de
Robin est également du même type.

Nous pouvons maintenant lire la régularité des fonctions propres du La-
placien de Dirichlet dans le secteur Ωϕ0 sur la formule (3.25). En effet, la
fonction de Bessel Jα(r) est égale à rα multipliée par une fonction entière
du paramètre r2 = x2 + y2 (donc C∞(Ωϕ0)) et c’est donc le terme

rnπ/ϕ0 sin

(
nπϕ

ϕ0

)
qui détermine toute la régularité des fonctions propres. Si π/ϕ0 = m est un
entier, alors il est facile de vérifier que rnm sin(nmϕ) est un polynôme en
x = r cosϕ et y = r sinϕ, et ainsi la fonction propre correspondante est C∞.
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Figure 3.1 – Les fonctions et valeurs propres du Laplacien sur un secteur
d’angle ϕ0 (gauche) peuvent s’exprimer à l’aide de la fonction de Bessel
Jnπ/ϕ0

dessinée à droite pour ϕ0 = π/3 et n = 1.

Par contre, si π/ϕ0 n’est pas un entier, la fonction propre est dans Hs au
voisinage de 0 seulement pour s < π/ϕ0 + 1. Le domaine du Laplacien avec
les conditions aux bords considérées ne peut donc être inclus dans Hs(Ω)
pour s ≥ π/ϕ0+1. Si l’angle ϕ0 est strictement supérieur à π (cas d’un angle
rentrant), alors la première fonction propre n’est même pas dans H2(Ω).

Exercices complémentaires

Exercice 3.31 (Champ magnétique II). À l’exemple 3.10 nous avons négligé le spin pour
simplifier. Le spin interagit avec le champ magnétique par l’intermédiaire du terme de
Zeeman. Si f ∈ L2(R3,C2), on doit alors considérer l’opérateur de Pauli

H̃Af = (P +A)2f +

3∑
j=1

Bj(x)σj

où les σj sont les matrices de Pauli définies par

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (3.27)

et où B = rotA est le champ magnétique. Montrer que l’opérateur de Pauli H̃A est auto-
adjoint sur H2(R3) quand A ∈ L4(R3) + L∞(R3), div A ∈ L2(R3) + L∞(R3) et B =
rot A ∈ L2(R3) + L∞(R3).

Exercice 3.32 (Potentiels dans Lpunif(R
d), opérateurs périodiques). Soit V une fonction

à valeurs réelles dans l’espace Lpunif(R
d), c’est-à-dire telle que V ∈ Lploc(Rd) et

sup
`∈Zd
‖V ‖Lp(C`)

<∞

où C` = ` + [−1/2, 1/2)d est le cube unité centré en `. Montrer que si p satisfait la
condition (3.3), alors tout V ∈ Lpunif(R

d) satisfait (3.4) et (3.5).

Ceci permet de couvrir les opérateurs de Schrödinger −∆ + V où V est une fonction
périodique de Lploc(Rd), ce qui est adéquat pour décrire des cristaux quantiques.
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Exercice 3.33 (On peut avoir H2(Rd) ∩D(H) = {0}). Travaillons en dimension d ≤ 3,
de sorte que toutes les fonctions de H2(Rd) soient continues. Soit (Rn) une suite dense
quelconque de Rd et considérons le potentiel

V (x) =
∑
n≥1

1

n2|x−Rn|α

Montrer que EV à la formule (3.16) est bien définie et équivalente à la norme de H1(Rd)
pour tout 0 < α < d, mais que l’opérateur H = −∆ + V défini au corollaire 3.24 satisfait

H2(Rd) ∩D(H) = {0} et même C∞c (Rd) ∩D(H) = {0}

dès que d/2 ≤ α < d.



Chapitre 4

Théorème spectral et calcul fonctionnel

Ce chapitre est dédié aux résultats concernant la diagonalisation des
opérateurs auto-adjoints en dimension infinie, c’est-à-dire à la généralisation
du théorème dû à Cauchy en 1826 qui stipule que “toute matrice hermi-
tienne est diagonalisable dans une base orthonormée”. Comme le spectre
des opérateurs auto-adjoints en dimension infinie ne contient pas que des
valeurs propres, comme nous l’avons vu sur plusieurs exemples, l’énoncé du
théorème correspondant est bien sûr plus subtil. En dimension infinie, il n’y a
en fait pas ‘un’ théorème spectral, mais plusieurs résultats équivalents les uns
aux autres, chaque auteur préférant mettre en avant l’un ou l’autre. Comme
dans [RS72, Dav95] nous donnons ici la priorité au théorème qui stipule
que tout opérateur auto-adjoint est unitairement équivalent à un opérateur
de multiplication, c’est-à-dire sous la forme f(x) 7→ a(x)f(x) sur un es-
pace L2(B, dµ). Lorsque B = {x1, ..., xd} est l’union de d points distincts
et que la mesure µ charge tous ces points, alors L2({x1, ..., xd}, dµ) ' Cd et
un opérateur de multiplication n’est rien d’autre qu’une matrice diagonale,
de coefficients a(xi). Nous mentionnons d’autres énoncés, en particulier la
construction du calcul fonctionnel, qui est un élément important dans la
preuve du théorème spectral.

Le théorème spectral, dans n’importe laquelle de ses formulations équiva-
-lentes, est sans aucun doute le résultat mathématique central de la théorie
des opérateurs auto-adjoints non bornés.

4.1 Opérateurs de multiplication

Soit B un ensemble borélien de Rd et µ une mesure borélienne positive
sur B, que l’on suppose localement finie, ce qui signifie que µ(B ∩ C) < ∞
pour tout borné C ⊂ Rd. Nous allons étudier des opérateurs particuliers
sur l’espace de Hilbert H = L2(B, dµ) (les fonctions sont toutes à valeurs
complexes).

L’hypothèse que µ est localement finie suffit à assurer que L2(B, dµ)
contient toutes les fonctions de L∞c (B, dµ), c’est-à-dire bornées à support
compact, qui forment alors un sous-espace dense de H. En effet, on peut
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écrire pour tout v ∈ L2(B, dµ)

v = v1(|v| ≥ R) + v1(|v| ≤ R)1(|x| ≥ R′) + v1(|v| ≤ R)1(|x| ≤ R′) (4.1)

où les deux premières fonctions tendent vers 0 dans L2(B, dµ) par conver-
gence dominée, lorsque R,R′ →∞.

Le choix de l’espace L2(B, dµ) permet de couvrir de nombreux exemples
de façon unifiée, en faisant varier la mesure µ.

Exemple 4.1 (Spin). Pour une particule avec spin évoluant dans Rd, nous
devons travailler dans L2(Rd × {↑, ↓},C). On peut plonger Rd × {↑, ↓} dans
Rd+1 en prenant deux copies de Rd par exemple en xd+1 = 0 et xd+1 =
1, ce qui revient à travailler avec B = Rd × {0, 1} ⊂ Rd+1. La mesure
correspondante µ vaut alors

µ = LebRd ⊗
(
δ0 + δ1

)
.

Exemple 4.2 (Matrices hermitiennes). Soit B = {x1, ..., xd} un ensemble
de d points distincts dans R et µ la mesure

∑d
j=1 δxj . Alors H = L2(B, dµ) '

Cd, de sorte que toute matrice hermitienne de taille d × d s’identifie à un
opérateur auto-adjoint sur H. L’image d’une fonction f ∈ L2(B, dµ) est par
définition la fonction g ∈ L2(B, dµ) telle que g(xi) =

∑d
k=1Mkif(xk). En

particulier, si M est une matrice diagonale, on voit que l’opérateur peut
aussi s’écrire f 7→ af où a est la fonction telle que a(xi) = Mii.

L’exemple précédent amène naturellement la définition suivante.

Définition 4.3 (Opérateurs de multiplication). Soit a une fonction de
L2

loc(B, dµ) (à valeurs complexes), c’est-à-dire telle que
∫
B∩BR |a|

2 dµ < ∞
pour toute boule BR de rayon R, centrée à l’origine. On appelle opérateur
minimal de multiplication et on note Mmin

a l’opérateur défini par

(Mmin
a v)(x) = a(x)v(x)

sur le domaine

D(Mmin
a ) = L∞c (M,dµ)

des fonctions bornées à support compact. On appelle opérateur maximal de
multiplication et on note Ma l’opérateur défini par

(Mav)(x) = a(x)v(x)

sur le domaine

D(Ma) =
{
v ∈ L2(B, dµ) : av ∈ L2(B, dµ)

}
.

Le résultat principal de cette section est le suivant.
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Théorème 4.4 (Opérateurs de multiplication). Soit a ∈ L2
loc(B, dµ). Alors :

(i) L’opérateur Mmin
a est fermable et sa fermeture vaut Mmin

a = Ma. Le
spectre de ce dernier vaut

σ(Ma) = ImEss(a), (4.2)

l’image essentielle de la fonction a définie par

ImEss(a) =
{
y ∈ C : µ({x : |a(x)− y| ≤ ε}) > 0, ∀ε > 0

}
.

(ii) Les valeurs propres de Ma sont les λ ∈ ImEss(a) tels que

µ({x : a(x) = λ}) = µ({a = λ}) > 0

et l’espace propre correspondant est

ker(Ma − λ) = L2
(
{a = λ}, dµ

)
,

l’espace de toutes les fonctions à support dans l’ensemble {a = λ},
définies µ presque partout.

(iii) Si a est une fonction bornée, alors Ma est un opérateur borné, de norme

‖Ma‖ = ‖a‖L∞(B,dµ) . (4.3)

(iv) Si a est une fonction à valeurs réelles (bornée ou pas), alors Ma est
auto-adjoint (donc Mmin

a est essentiellement auto-adjoint).

Démonstration. Nous avons déjà étudié des opérateurs sous cette forme, par
exemple le Laplacien ou l’impulsion après avoir appliqué la transformée de
Fourier. La preuve dans le cas général est très similaire.

Si v ∈ D(Ma) on peut construire une suite vn ∈ L∞c (B, dµ) telle que
vn → v et avn → avn dans L2(B, dµ), en utilisant la décomposition vue
en (4.1). Ceci montre que Mmin

a = Ma.
Soit alors λ ∈ C \ ImEss(a), ce qui signifie d’après la définition qu’il

existe ε > 0 tel que |a − λ| ≥ ε µ-presque partout. En particulier, nous
avons |(a − λ)−1| ≤ ε−1 µ-presque partout. Pour tout v ∈ L2(B, dµ), la
fonction v(a− λ)−1 est dans D(Ma) puisque∫

B

|v(x)|2
|a(x)− λ|2 dµ(x) ≤ ε−2

∫
B
|v(x)|2 dµ(x) <∞

et ∫
B

|a(x)|2|v(x)|2
|a(x)− λ|2 dµ(x) ≤

(
1 + |λ|ε−1

)2 ∫
B
|v(x)|2 dµ(x) <∞,

car
a(x)

a(x)− λ = 1 +
λ

a(x)− λ.
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y0 y1

σ(Ma)

a(x)

x0 x1z

λ1

λ2

Figure 4.1 – Exemple d’une fonction a définie sur l’intervalle [x0, x1], que
l’on munit de la mesure µ = Leb[x0,x1] +δz (la mesure de Lebesgue à laquelle
on ajoute un atome en z). Le spectre de l’opérateur de multiplication Ma

correspondant est l’image a([x0, x1]), avec seulement deux valeurs propres
λ1 = a(y0) et λ2 = a(z). La première est de multiplicité infinie et ker(Ma −
λ1) est l’espace des fonctions de carré intégrable qui sont supportées dans
l’intervalle [y0, y1]. La seconde est de multiplicité 1 et ker(Ma − λ2) ' C est
l’ensemble des fonctions qui s’annulent presque partout, sauf éventuellement
au point z.

Nous voyons alors que v 7→ v(a− λ)−1 est l’inverse de (Ma − λ) et qu’il est
borné par ε−1. Ainsi, λ /∈ σ(Ma), ce qui montre que σ(Ma) ⊂ ImEss(a).

Réciproquement, si λ ∈ ImEss(a), alors on a µ({|a − λ| ≤ 1/n}) > 0
pour tout n donc il existe un rayon Rn tel que

0 < µ
(
{|a− λ| ≤ 1/n} ∩BRn

)
<∞.

Nous préférons travailler avec un ensemble de mesure finie, car rien n’empêche
µ({|a− λ| ≤ 1/n}) = +∞. Alors, la fonction

vn =
1{|a−λ|≤1/n}∩BRn

µ({|a− λ| ≤ 1/n} ∩BRn)1/2

est normalisée dans L2(B, dµ). Comme on a

‖(Ma − λ)vn‖2 =

∫
B
1{|a−λ|≤1/n}∩BRn (x)|a(x)− λ|2 dµ(x)

µ({|a− λ| ≤ 1/n} ∩BRn)
≤ 1

n2

nous voyons que Ma − λ ne peut pas avoir d’inverse borné, donc que λ ∈
σ(Ma), ce qu’il restait à démontrer pour avoir égalité σ(Ma) = ImEss(a).
Ceci montre en particulier que Ma est auto-adjoint si et seulement si a est
réelle µ-presque partout, c’est-à-dire ImEss(a) ⊂ R, d’après le théorème 2.36.
D’autre part, v est un vecteur propre de Ma si et seulement si(

a(x)− λ
)
v(x) = 0
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µ-presque partout, ce qui est équivalent à dire que v a son support dans
l’ensemble où a = λ. De telles fonctions existent si et seulement cet ensemble
est de mesure non nulle.

Enfin, si a est bornée, nous avons évidemment ‖Ma‖ ≤ ‖a‖L∞(B,dµ).
L’inégalité opposée est obtenue en construisant une suite vn de la même
façon que précédemment, sur l’ensemble {|a| ≥ ‖a‖L∞(B,dµ) − 1/n}.

4.2 Théorème spectral

Nous sommes maintenant prêts à diagonaliser tous les opérateurs auto-
adjoints. L’énoncé suivant signifie que tout opérateur auto-adjoint est en fait
un opérateur de multiplication sur un bon espace.

Théorème 4.5 (Théorème spectral). Soit (A,D(A)) un opérateur auto-
adjoint sur un espace de Hilbert séparable H. Alors il existe d ≥ 1, un borélien
B ⊂ Rd, une mesure borélienne localement finie µ sur B, une fonction
localement bornée a ∈ L∞loc(B, dµ) à valeurs réelles, et une isométrie U :
H→ L2(B, dµ) tels que

UAU∗ = Ma, UD(A) = D(Ma).

Plus précisément, il est possible de prendre

d = 2, B = σ(A)× N ⊂ R2, a(s, n) = s.

Remarque 4.6. Alors que nous avons défini Ma avec la seule hypothèse que
a ∈ L2

loc(B, dµ), le théorème stipule que pour un opérateur auto-adjoint on
peut toujours prendre a ∈ L∞loc(B, dµ). C’est bien sûr évident pour a(s, n) = s
lorsque B = σ(A)× N ⊂ R2.

Le fait que l’on puisse prendre B = σ(A)×N ⊂ R2 et a(s, n) = s signifie
que toute la structure de l’opérateur A peut être contenue dans la mesure µ
(en plus bien sûr du spectre σ(A)). Dans la plupart des cas il n’est pas utile
de savoir que l’on peut faire ce choix particulier, mais parfois ceci simplifie
quelques arguments, puisque l’image réciproque de tout y par la fonction a
est évidemment donnée par

{a = y} =
⋃
n∈N
{(y, n)}

où on ne peut retenir que les points qui sont chargés par la mesure µ,
puisqu’on travaille toujours µ-presque partout. En particulier, d’après le
théorème 4.4, nous avons

ker(A− λ) = U∗L2({λ} × N, dµ)
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et la multiplicité d’une valeur propre éventuelle est donnée par

dim ker(A− λ) = #
{
n ∈ N : µ

(
{(λ, n)}

)
> 0
}
.

Ainsi, l’ajout de N au spectre sert (entre autre) à tenir compte de la multi-
plicité des valeurs propres.

Remarque 4.7 (Support de µ). Dans la représentation où A est l’opérateur
de multiplication par la fonction (s, n) 7→ s, nous voyons que l’on doit avoir

µ ([λ− ε, λ+ ε]× N) =
∑
n∈N

µ ([λ− ε, λ+ ε]× {n}) 6= 0

pour tout λ ∈ σ(A), sinon λ ne pourrait pas être dans le spectre de A.

Remarque 4.8. La représentation comme un opérateur de multiplication
n’est pas unique. Par exemple nous avons déjà vu que le Laplacien sur Rd
était unitairement équivalent à la multiplication par la fonction a(k) = |k|2
sur L2(Rd), donc avec B = Rd, µ la mesure de Lebesgue, et U la transfor-
mation de Fourier. En passant en coordonnées radiales et en introduisant
l’espace L2(Sd−1,C), il est possible de réécrire cet opérateur sous la forme
ã(s, n) = s sur B̃ = R+ × N ⊂ R2.

Nous allons maintenant donner une sélection de quelques résultats qui
découlent immédiatement du théorème spectral. Nous verrons de multiples
autres conséquences plus tard. Le premier est l’équivalence manquante du
corollaire 2.41.

Corollaire 4.9 (Localisation du spectre). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur le domaine D(A) ⊂ H. On a σ(A) ⊂ [α,+∞[ si et seulement si 〈v,Av〉 ≥
α‖v‖2 pour tout v ∈ D(A).

Démonstration. L’équivalence suit immédiatement du théorème spectral.
Dire que σ(A) = ImEss(a) ⊂ [α,+∞[ signifie que a ≥ α µ-presque par-
tout, ce qui est équivalent à dire que

∫
B(a − α)|f |2dµ ≥ 0 pour tout f ∈

L2(B, dµ).

Nous déterminons maintenant la norme de la résolvante (A− z)−1 pour
tout z ∈ C \ σ(A). Nous avons déjà vu et largement utilisé que

∥∥(A− z)−1
∥∥ ≤ 1

|=(z)|

lorsque z ∈ C \ R et que A est symétrique. Avec le théorème spectral nous
pouvons maintenant calculer la valeur exacte de la norme en question.
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Corollaire 4.10 (Norme de (A − z)−1). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur le domaine D(A) ⊂ H. Pour tout z ∈ C \ σ(A), nous avons

∥∥(A− z)−1
∥∥ =

1

d
(
z, σ(A)

) (4.4)

(la distance de z au fermé σ(A) dans le plan complexe).

Démonstration. À une isométrie près on peut supposer que A = Ma est un
opérateur de multiplication sur H = L2(B, dµ). Alors, par le théorème 4.4,
on a ∥∥(A− z)−1

∥∥ =
∥∥(a− z)−1

∥∥
L∞(B,dµ)

=
1

Inf Ess|a− z|
où

Inf Ess|a− z| = min
{
y ≥ 0 : µ

(
{|a− z| ≤ (1 + ε)y}

)
> 0, ∀ε > 0

}
est égal à la distance de z à l’ensemble ImEss(a) = σ(A).

Voici un dernier corollaire du théorème spectral.

Corollaire 4.11 (Tout point isolé du spectre est une valeur propre). Soit
A un opérateur auto-adjoint sur le domaine D(A) ⊂ H. Si λ ∈ σ(A) est un
point isolé du spectre (c’est-à-dire [λ − ε, λ + ε] ∩ σ(A) = {λ} pour ε > 0
assez petit), alors λ est une valeur propre de A.

Démonstration. Nous avons vu que dans la représentation où A devient
l’opérateur de multiplication par (s, n) 7→ s, nous avions nécessairement
µ([λ − ε, λ + ε] × N) > 0 pour tout ε > 0. Comme µ est supportée sur
σ(A) × N, ceci implique alors µ({λ} × N) > 0, donc que λ est une valeur
propre car {λ} × N = a−1({λ}).

Remarque 4.12 (Mesure spectrale). Lorsque B = σ(A)×N et a(s, n) = s,
nous pouvons définir la mesure spectrale µA,v associée à l’opérateur A et à
l’état normalisé v ∈ D(A), que nous avions évoquée lors de la présentation
du formalisme abstrait de la mécanique quantique à la section 1.6, par

dµA,v(s) =
∑
n∈N
|Uv(s, n)|2dµ(s, n)

ce qui signifie plus précisément que∫
R
ϕ(s) dµA,v(s) =

∫
B
ϕ(s)|Uv(s, n)|2dµ(s, n).

C’est la projection sur l’axe réel de la mesure de probabilité |Uv(s, n)|2dµ(s, n),
qui est bien sûr telle que∫

R
dµA,v(s) = ‖v‖2 = 1,

∫
R
s dµA,v(s) = 〈v,Av〉.
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Il est possible de définir cette mesure dans une représentation quelconque
dans laquelle A est un opérateur de multiplication (et la mesure obtenue ne
dépend bien sûr pas de la représentation choisie). Nous en reparlerons à la
section 4.4.

4.3 Calcul fonctionnel

Nous utilisons maintenant le théorème spectral pour définir f(A) pour
toute une classe de fonctions f .

Considérons une représentation quelconque où l’opérateur A devient
l’opérateur de multiplication par la fonction a ∈ L∞loc(B, dµ). Soit f : R→ C
une fonction mesurable qui est localement bornée. Nous pouvons définir
l’opérateur f(A) en demandant que ce soit l’opérateur de multiplication par
la fonction f(a) dans la représentation où A a été diagonalisé :

f(A) := U∗Mf(a)U, D
(
f(A)

)
= U∗D

(
Mf(a)

)
. (4.5)

Rappelons que Ma et son domaine ont été définis à la section 4.1. L’hy-
pothèse que f est localement bornée sert à assurer que f(a) est aussi lo-
calement bornée (puisque a l’est), de sorte que Mf(a) soit bien définie.
L’opérateur f(A) est inchangé lorsque nous modifions f sur un ensemble
de µ-mesure nulle, mais pas forcément sur un ensemble de mesure de Le-
besgue nulle, car la mesure µ n’est pas nécessairement absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue. En fait la mesure de Lebesgue ne joue
aucun rôle particulier dans cette théorie. Par ailleurs nous ne pouvons pas
travailler avec des fonctions définies µ-presque partout, car nous ne connais-
sons pas la mesure µ ! Le plus simple est donc de conserver la définition pour
toute fonction mesurable f . Une autre observation est que f(A) = 0 si f a
son support en dehors de σ(A) = ImEss(a).

Si f est réelle, alors l’opérateur f(A) ainsi défini est auto-adjoint sur
son domaine D(f(A)), par le théorème 4.4. Si f est une fonction bornée
sur σ(A) (réelle ou pas), alors f(A) est un opérateur borné et par ailleurs
‖f(A)‖ = ‖f(a)‖L∞(B,dµ).

Comme il n’y a pas une unique manière de représenter A comme un
opérateur de multiplication, il faut vérifier que la définition (4.5) ne dépend
pas de la représentation choisie. L’idée est de commencer par vérifier que
f(A) vaut ce à quoi on s’attend pour une bonne classe de fonctions f ,
quelle que soit la représentation choisie, puis à conclure par densité. Pour
un opérateur borné, nous pouvons par exemple regarder les puissances Ak

qui correspondent à f(x) = xk ou plus généralement tous les polynômes
f(x) = P (x). Pour traiter le cas où A n’est pas forcément borné, il est na-
turel de commencer par étudier la résolvante (A− z)−1 pour tout z /∈ σ(A),
qui correspond à la fonction bornée f(x) = (x− z)−1.

Le théorème suivant fournit, entre autre, l’unicité de f(A) pour tout
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f mesurable bornée sur tout R, donc en particulier le caractère non am-
biguë de notre définition (4.5) lorsqu’on change de représentation de A
comme opérateur de multiplication. Nous commençons par nous restreindre
ici aux fonctions mesurables bornées car ceci évite les discussions de domaine
(pour ces fonctions D(f(A)) = H) et, de plus, ces dernières ont le bon goût
de former une ∗–algèbre de Banach commutative.

Théorème 4.13 (Calcul fonctionnel mesurable borné). Soit A un opérateur
auto-adjoint. Il existe une unique application

f ∈ L∞(R,C) 7→ f(A) ∈ B(H)

définie sur l’algèbre L∞(R,C) des fonctions boréliennes bornées sur tout R,
à valeurs dans l’algèbre B(H) des opérateurs bornés sur H, telle que

(i) c’est un morphisme de ∗–algèbres, c’est-à-dire (f + αg)(A) = f(A) +
αg(A), (fg)(A) = f(A)g(A), 1(A) = 1H et f(A) = f(A)∗ ;

(ii) qui est continu, c’est-à-dire ‖f(A)‖ ≤ supx∈R |f(x)| ;
(iii) si f(x) = (x− z)−1 avec z ∈ C \ R, alors f(A) = (A− z)−1 ;

(iv) si f a son support dans R \ σ(A), alors f(A) = 0 ;

(v) si |fn(x)| ≤ C et fn(x)→ f(x) pour tout x ∈ R, alors fn(A)v → f(A)v
pour tout v ∈ H.

Remarque 4.14. La propriété (v) du théorème 4.13 fournit une sorte
de théorème de convergence dominée. Il est usuel de remplacer (v) par la
convergence monotone, qui est une hypothèse plus faible.

Notre définition (4.5) satisfait toutes les hypothèses requises, quelle que
soit la représentation choisie, ce qui fournit l’existence du théorème. C’est
l’unicité qui nous intéresse ici, et elle implique que la définition (4.5) ne
dépend pas de la représentation choisie pour A en tant qu’opérateur de
multiplication, du moins lorsque f est bornée.

L’énoncé du théorème 4.13 peut cependant parâıtre un peu surdimen-
sionné s’il s’agit juste de prouver l’indépendance en question. Le point im-
portant est que, en fait, le théorème 4.13 est équivalent au théorème spec-
tral 4.5 ! Il est même usuel de d’abord construire le calcul fonctionnel (il suffit
de le faire pour des fonctions f continues, comme nous le verrons) pour en
déduire que A est unitairement équivalent à un opérateur de multiplication.
Avec ce point de vue, c’est alors l’existence qui devient plus difficile à mon-
trer... Nous y reviendrons à la section 4.4 qui contient la preuve couplée des
deux théorèmes 4.5 et 4.13.

Nous allons maintenant discuter de l’extension au cas de fonctions me-
surables qui sont seulement localement bornées, ce qui implique de travailler
sur les domaines qui dépendent de f . Nous avons déjà donné une définition



114 Chapitre 4. Théorème spectral et calcul fonctionnel

de f(A) en (4.5) mais il faut vérifier que cette dernière ne dépend pas de la
représentation choisie. Il y a plusieurs manières de procéder.

Une première façon est de remplacer f par une fonction bornée, par
exemple fn = f1(|f | ≤ n) puis de passer à la limite. Rappelons que le
domaine maximal de l’opérateur Mf(a) de multiplication par la fonction
f(a) sur L2(B, dµ) est donné par

D(Mf(a)) =

{
v ∈ L2(B, dµ) :

∫
B
|f(a(x))|2|v(x)|2dµ(x) <∞

}
.

Or, pour fn = f1(|f | ≤ n), nous avons l’équivalence

v ∈ D(Mf(a))⇐⇒

lim sup
n→∞

‖fn(a)v‖2 = lim sup
n→∞

∫
B
|fn(a(x))|2|v(x)|2dµ(x) <∞ (4.6)

et dans ce cas f(a)v = limn→∞ fn(a)v dans L2(B, dµ). En effet, si v ∈
D(Mf(a)) l’intégrale à droite de (4.6) converge vers

∫
B |f(a(x))|2|v(x)|2dµ(x)

par convergence monotone, et fn(a)v → f(a)v fortement dans L2(B, dµ).
Réciproquement, par le théorème de Fatou nous avons∫

B
|f(a(x))|2|v(x)|2dµ(x) ≤ lim inf

n→∞

∫
B
|fn(a(x))|2|v(x)|2dµ(x)

qui est donc fini quand le terme de droite reste borné. Ceci permet de ca-
ractériser f(A) et son domaine maximal par des propriétés faisant unique-
ment intervenir fn(A), de la façon suivante :

v ∈ D(f(A))⇐⇒ lim sup
n→∞

‖fn(A)v‖ <∞,

f(A)v = lim
n→∞

fn(A)v.
(4.7)

En particulier, on trouve que la définition (4.5) est indépendante du choix
de la représentation de A comme un opérateur de multiplication.

Une autre façon de procéder, assez similaire, est de commencer par définir
f(A) sur un domaine particulier indépendant de f et de fermer l’opérateur
correspondant.

Définition 4.15. On dit que v ∈ H est un vecteur à support A-compact
s’il existe un intervalle borné I ⊂ R tel que v = 1I(A)v. On appelle

Dc(A) = {v : ∃I ⊂ R intervalle borné tel que v = 1I(A)v} (4.8)

l’espace de tous les vecteurs à support A-compact, qui est inclus dans D(A)
et est dense dans H.

L’espace Dc(A) ⊂ D(A) est invariant par A et, de plus, A est essentiel-
lement auto-adjoint sur Dc(A).
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Lemme 4.16. La restriction Amin de l’opérateur A au domaine D(Amin) =
Dc(A) est essentiellement auto-adjointe et sa fermeture est Amin = A.

Démonstration. Dans la représentation où A devient l’opérateur de multi-
plication (s, n) 7→ s, Amin est le même opérateur de multiplication, restreint
à l’espace des fonctions à support sous la forme I × N. L’opérateur est es-
sentiellement auto-adjoint sur ce domaine car il l’est sur l’espace plus petit
des fonctions bornées à support compact, d’après le théorème 4.4.

Pour tout v ∈ Dc(A) et tout f borélienne localement bornée, nous pou-
vons définir

f(A)v := (f1I)(A)v, où v = 1I(A)v (4.9)

qui fait sens puisque f1I est bornée. Cette définition ne dépend pas de l’in-
tervalle I choisi. Le résultat suivant est un corollaire immédiat du théorème
spectral.

Corollaire 4.17 (Calcul fonctionnel mesurable non borné). Soit A un opéra-
teur auto-adjoint sur son domaine D(A) ⊂ H. Pour toute fonction f mesu-
rable sur R localement bornée, l’opérateur f(A)min défini sur Dc(A) par (4.9)
est fermable et sa fermeture est l’opérateur f(A) défini en (4.5). En particu-
lier, elle ne dépend pas de la représentation choisie de A comme opérateur
de multiplication. Si f est à valeurs réelles, f(A) est auto-adjoint sur son
domaine, c’est-à-dire f(A)min est essentiellement auto-adjoint. Son spectre
est σ(f(A)) = f(σ(A)).

Remarque 4.18. Il suit de la définition (4.5) que pour tout unitaire U :
H→ H′ entre deux espace de Hilbert éventuellement différents, on a l’égalité
Uf(A)U∗ = f(UAU∗) sur le domaine UD(f(A)).

En plus de la résolvante (A− z)−1 obtenue pour f(x) = (x− z)−1, dans
la suite de ce chapitre nous verrons plusieurs opérateurs sous la forme f(A)
qui jouent un rôle important :

• les projecteurs spectraux sont les 1F (A) où F est un ensemble borélien
quelconque de R, et ils jouent le même rôle en dimension infinie que
les projecteurs sur les sous-espaces propres des matrices hermitiennes
— nous les avons déjà utilisés à la définition 4.15 ;

• le propagateur de Schrödinger est l’opérateur unitaire défini par e−itA

pour tout t ∈ R et il sert à résoudre l’équation de Schrödinger dépendant
du temps

i
d

dt
v(t) = Av(t) ;

• le noyau de la chaleur est l’opérateur e−tA qui n’est borné que si le
spectre de A est minoré, et il sert à résoudre l’équation de la chaleur.

d

dt
v(t) = −Av(t).
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Avant de passer à l’étude de ces opérateurs, nous discutons un peu du cas
spécial des puissances f(x) = xk.

Théorème 4.19 (Puissances). Soit A un opérateur auto-adjoint et k ≥ 2.
L’opérateur Ak défini par (4.5) avec f(x) = xk a le domaine défini par
récurrence

D(Ak) =
{
v ∈ D(Ak−1) : Ak−1v ∈ D(A)

}
(4.10)

avec Akv = A(Ak−1v). L’opérateur Ak est auto-adjoint, de spectre {λk :
λ ∈ σ(A)}.

Démonstration. Il s’agit juste de remarquer que∫
B

(1 + |a(x)|2k)|v(x)|2 dµ(x)

converge si et seulement si a`v ∈ L2(B, dµ) pour tout ` = 0, ..., k. C’est la
même preuve qui est utilisée en Fourier pour montrer que H2(Rd) = {f ∈
L2(Rd) : ∆f ∈ L2(Rd)}.

Exemple 4.20. Considérons l’opérateur d’impulsion périodique Pper sur
]0, 1[ étudié en détail à la section 2.8.1, dont le domaine vaut

D(Pper) = {f ∈ H1(]0, 1[) : f(0) = f(1)}.

Alors son carré est le Laplacien, mais il faut identifier laquelle des extensions
auto-adjointes trouvée à la section 2.8.2. Sans surprise, on trouve

D(P 2
per) = {f ∈ H1

per(]0, 1[) : f ′ ∈ H1
per(]0, 1[)}

= H2
per(]0, 1[)

= {f ∈ H2(]0, 1[) : f(0) = f(1), f ′(0) = f ′(1)},

avec bien sûr P 2
perf = −f ′′.

Exemple 4.21 (Forme quadratique d’un opérateur auto-adjoint coercif).
Si l’opérateur auto-adjoint A a son spectre positif, nous pouvons également
définir de façon unique la racine carrée de A en utilisant la fonction f(x) =√
x. Un argument similaire au précédent implique alors que A =

√
A

2
, et

D(A) =
{
f ∈ D(

√
A) :

√
Af ∈ D(

√
A)
}
.

Par le théorème spectral l’opérateur A est unitairement équivalent à un
opérateur de multiplication par une fonction a sur un espace L2(B, dµ),
avec a(x) ≥ α > 0 pour µ-presque tout x ∈ B. Dans cette représentation, la
forme quadratique de A devient

qA(U∗v) =

∫
B
a(x)|v(x)|2 dµ(x)
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de sorte que l’espace Q(A), introduit à la section 3.2 vaut

QA = U∗
{
v ∈ L2(B, dµ) :

∫
B
a(x)|v(x)|2 dµ(x)w <∞

}
= D(

√
A),

le domaine de l’opérateur
√
A. Ainsi,

qA(v) =
∥∥√Av∥∥2

, ∀v ∈ D(
√
A) = Q(A).

4.4 Preuve du théorème spectral

Nous adoptons la démarche consistant à construire d’abord le calcul fonc-
tionnel continu (une version plus faible du théorème 4.13) pour en déduire
la diagonalisation des opérateurs auto-adjoints (théorème 4.5).

4.4.1 Construction du calcul fonctionnel continu

Nous allons fournir ici une preuve partielle du théorème 4.13, au sens
où nous ne montrerons pas les propriétés pour toute la classe des fonctions
mesurables bornées mais uniquement pour la classe des fonctions continues
qui admettent des limites en ±∞ :

C0
lim(R) =

{
f ∈ C0(R) :

lim
x→+∞

f(x) et lim
x→−∞

f(x) existent et sont égales

}
.

Ceci est suffisant pour prouver le théorème spectral 4.5. Une fois ce dernier
démontré, nous reviendrons ensuite à la preuve du théorème 4.13, pour la-
quelle il ne restera que l’unicité à prouver. S’il est plus classique de travailler
dans C0

0 (R) (l’algèbre des fonctions continues qui tendent vers 0 à l’infini),
nous préférons y ajouter l’identité pour avoir une algèbre unitaire, et ainsi
travailler dans C0

lim(R) = C + C0
0 (R). Nous montrons donc le théorème sui-

vant.

Théorème 4.22 (Existence du calcul fonctionnel dans C0
lim(R)). Soit A un

opérateur auto-adjoint sur D(A) ⊂ H. Il existe une unique application

f ∈ C0
lim(R) 7→ f(A) ∈ B(H)

qui soit un morphisme continu de ∗–algèbres de Banach, c’est-à-dire telle
que

(i) (f + αg)(A) = f(A) + αg(A), (fg)(A) = f(A)g(A), 1(A) = 1H et
f(A) = f(A)∗ ;

(ii) ‖f(A)‖ ≤ ‖f‖L∞(R) ;

(iii) si f(x) = (x− z)−1 avec z /∈ σ(A), alors f(A) = (A− z)−1.
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Remarque 4.23. Pour simplifier nous n’énonçons pas la propriété (iv)
que f(A) ≡ 0 lorsque f a son support dans R \ σ(A) car cette dernière
n’est pas nécessaire pour montrer le théorème spectral, et suivra ensuite
immédiatement de ce dernier, comme nous le verrons

Preuve du théorème 4.22. Considérons l’algèbre A engendrée par l’identité
et les (x − z)−1 avec z ∈ C \ R, c’est-à-dire celle composée des sommes
finies de produits finis de telles fonctions. Le théorème de Stone-Weierstrass
dans sa version locale (voir également l’exercice 4.55) implique que l’espace
vectoriel engendré par l’identité et les (x − z)−1 avec z ∈ C \ R est dense
dans C0

lim(R) pour la norme ‖ · ‖L∞(R) et il en est donc de même pour
l’algèbre A. Par un argument de continuité, il suffit donc de démontrer
l’existence du calcul fonctionnel sur A, avec les propriétés (i)–(iii). L’unicité
suit alors immédiatement de (iii) et de la densité des combinaisons linéaires
des (x− z)−1 et de l’identité. Nous en reparlerons aussi à la section 4.4.3.

La partie difficile de la preuve est en fait la continuité (ii), car il est assez
clair comment f(A) doit être défini pour f une combinaison linéaire finie
de produits de (x − z)−1, de sorte que (i) et (iii) soient vrais. Notons tout
d’abord que pour tous z, z′ ∈ C \ R, les opérateurs (A− z)−1 et (A− z′)−1

commutent :

(A− z)−1(A− z′)−1 = (A− z′)−1(A− z)−1.

Pour le voir nous pouvons utiliser la formule de la résolvante

(A− z)−1 = (A− z′)−1 + (z − z′)(A− z)−1(A− z′)−1 (4.11)

qui se démontre en multipliant à gauche par A− z = A− z′ + z − z′ et qui
implique

(A− z)−1(A− z′)−1 = (z − z′)−1
(
(A− z)−1 − (A− z′)−1

)
où le terme de droite est invariant quand on échange z et z′. Nous aurons
aussi besoin du fait que l’adjoint de (A− z)−1 est[

(A− z)−1
]∗

= (A− z)−1 (4.12)

ce qui suit de la relation〈
f, (A− z)−1g

〉
=
〈
(A− z̄)(A− z̄)−1f, (A− z)−1g

〉
=
〈
(A− z̄)−1f, g

〉
puisque A est symétrique et que A − z̄ est inversible, pour tout z ∈ C \ R.
Maintenant nous pouvons définir pour tout

f(x) = c+

J∑
j=1

αj

kj∏
k=1

(x− zj,k)−1 ∈ A
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l’opérateur

f(A) = c+
J∑
j=1

αj

kj∏
k=1

(A− zj,k)−1.

L’ordre des opérateurs ne joue pas de rôle puisqu’ils commutent tous. Cette
définition est bien sûr forcée par les propriétés (i) et (iii). L’ensemble de
tous ces opérateurs forme une ∗–algèbre abélienne d’opérateurs bornés

R = {f(A) : f ∈ A}

qui s’appelle l’algèbre des résolvantes et qui satisfait les hypothèses (i) et
(iii) du théorème 4.22. La difficulté est maintenant de montrer la continuité
(ii), ce qui va suivre du fait que A est stable par la racine carrée et contient
l’identité.

Lemme 4.24 (Stabilité de A par racine carrée). Soit f ∈ A une fonction
qui est positive sur tout R. Alors il existe g ∈ A telle que f = |g|2.

Preuve du lemme. En réduisant au même dénominateur, nous voyons que
les fonctions f ∈ A peuvent toutes s’écrire sous la forme d’une fraction
rationnelle réduite

f(x) =
P (x)

Q(x)

oùQ a toutes ses racines dans C\R et où d̊ (P ) ≤d̊ (Q). Réciproquement, par
la décomposition en éléments simples, toute fraction rationnelle satisfaisant
ces deux propriétés appartient à A. Écrivons alors

P (x) =

L∏
`=1

(x− α`)p`
J∏
j=1

(x− zj)qj , Q(x) =

J ′∏
j=1

(x− z′j)q
′
j

où les α` ∈ R sont les racines réelles de P et les zj , z
′
j ∈ C\R sont les racines

non réelles de P et Q, respectivement. Nous voyons que f est à valeurs réelles
sur R si et seulement si P/Q = P/Q ou encore

∏
zj∈C\R

(x− zj)qj
J ′∏
j=1

(x− z′j)q
′
j =

∏
zj∈C\R

(x− zj)qj
J ′∏
j=1

(x− z′j)q
′
j .

Comme (x − zj)qj divise le terme de gauche mais pas Q car la fraction est
réduite, nous en déduisons que zj est une racine de P de multiplicité au
moins égale à qj . En retournant l’argument, et en utilisant ensuite la même
méthode pour Q, nous obtenons finalement que f est à valeurs réelles si et
seulement si elle s’écrit sous la forme

f(x) =

L∏
`=1

(x− α`)p`
∏J
j=1 |x− zj |2qj∏J ′

j=1 |x− z′j |2q
′
j

.
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Finalement, f est positive si et seulement si tous les p` sont pairs, ce qui
signifie bien que f = |g|2 avec

g(x) =
L∏
`=1

(x− α`)p`/2
∏J
j=1(x− zj)qj∏J ′

j=1(x− z′j)q
′
j

.

Le lemme permet de montrer la continuité. En effet, pour tout f ∈ A, on
a 0 ≤ ‖f‖2L∞(R) − |f |2 ∈ A, donc il existe g ∈ A telle que ‖f‖2L∞(R) − |f |2 =

|g|2. Cela signifie que

f(A)∗f(A) = ‖f‖2L∞(R) − g(A)∗g(A)

et donc que pour tout v ∈ H

‖f(A)v‖2 = 〈v, f(A)∗f(A)v〉 = ‖f‖2L∞(R)‖v‖2 − ‖g(A)v‖2 ≤ ‖f‖2L∞(R)‖v‖2.

Ainsi, ‖f(A)‖ ≤ ‖f‖L∞(R) comme il fallait démontrer. Ceci termine la preuve
du théorème 4.22.

4.4.2 Preuve du théorème spectral 4.5

Nous allons maintenant prouver le théorème spectral en utilisant le
théorème 4.22, c’est-à-dire l’existence du calcul fonctionnel sur C0

lim(R) =
C + C0

0 (R).

Soit v un vecteur normalisé quelconque de H et considérons la forme
linéaire

ϕv(f) := 〈v, f(A)v〉

qui, par le théorème 4.22, est continue sur C0
lim(R). De plus, pour toute

fonction f ∈ C0
lim(R) positive, on a f = |g|2 avec g ∈ C0

lim(R), de sorte que

ϕv(f) := 〈v, g(A)∗g(A)v〉 = ‖g(A)v‖2 ≥ 0.

Par ailleurs nous avons également ϕv(1) = ‖v‖2 = 1. Par le théorème de
Riesz-Markov, ceci signifie qu’il existe une mesure de probabilité µv sur R
telle que

ϕv(f) = 〈v, f(A)v〉 =

∫
R
f(s) dµv(s)

pour tout f ∈ C0
lim(R). La forme linéaire ϕv admet alors une unique ex-

tension à l’algèbre des fonctions mesurables bornées sur R mais cette infor-
mation n’est pas nécessaire pour la suite. En tous cas, il faut probablement
retenir que l’espace C0

lim(R) ne joue pas un rôle particulier, c’est juste un
intermédiaire utile pour la preuve.
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Remarque 4.25. La mesure µv est la mesure spectrale associée au vecteur
v et à l’opérateur A, que nous avons évoquée à la remarque 4.12 et à la
section 1.6.

Nous pouvons montrer tout de suite que µv s’annule en dehors de σ(A).

Lemme 4.26. Pour tout v ∈ H normalisé, la mesure µv a son support dans
σ(A) ⊂ R.

Preuve du lemme. Soit λ ∈ R\σ(A) et zn = λ+ i/n. L’opérateur (A−zn)−1

converge en norme vers l’opérateur borné (A− λ)−1 (par exemple grâce au
lemme 2.8). Or nous avons

∥∥(A− zn)−1v
∥∥2

=
〈
v, (A− zn)−1(A− zn)−1v

〉
=

∫
R

dµv(s)

(s− λ)2 + n−2

et donc en passant à la limite∫
R

dµv(s)

(s− λ)2
=
∥∥(A− λ)−1v

∥∥2
<∞.

Ceci montre que l’intégrale de gauche converge. Si cette intégrale peut
converger pour un λ particulier à condition que µ s’annule assez vite en ce
point, elle ne peut converger pour tous les λ d’un intervalle que si µ s’annule
sur tout cet intervalle (pour le voir, intégrer en λ en utilisant que R \ σ(A)
est ouvert). Ceci termine la preuve que µ a son support dans σ(A).

Comme µv est une mesure de probabilité, on a C0
lim(R) ⊂ L2(R, dµv) =

L2(σ(A), dµv) et C0
lim(R) est même dense dans cet espace de Hilbert. Nous

pouvons faire apparâıtre l’espace L2(σ(A), dµv) très naturellement en étudiant
la forme sesquilinéaire

〈g(A)v, f(A)v〉 = 〈v, (gf)(A)v〉 =

∫
σ(A)

g(s)f(s)dµv(s). (4.13)

Cette égalité montre que l’application linéaire

f 7→ f(A)v (4.14)

est une isométrie de C0
lim(R) ⊂ L2(σ(A), dµ) dans H. Ainsi, l’espace

Xv := {f(A)v, f ∈ C0
lim(R)} (4.15)

est isométrique à L2(σ(A), dµ). Notons immédiatement que comme (x −
z)−1f ∈ C0

lim(R) pour tout z ∈ C \ R et tout f ∈ C0
lim(R), nous avons par

continuité de (A− z)−1 que

(A− z)−1Xv ⊂ Xv
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pour tout z ∈ C \ R. Un tel espace est appelé invariant (exercice 4.56).
Une autre remarque importante pour la suite est que, même si (A − z)−1

n’est pas auto-adjoint puisque z est complexe, (A − z)−1 laisse également
invariant (Xv)⊥, puisque si w ∈ (Xv)⊥〈

f(A)vk, (A− z)−1w
〉

=
〈
(A− z̄)−1f(A)vk, w

〉
= 0

pour tout f ∈ C0
lim(R). Finalement, nous avons, avec rz(s) = (s− z)−1,

〈
g(A)v, (A− z)−1f(A)v

〉
= 〈v, (grzf)(A)v〉 =

∫
σ(A)

g(s)f(s)

s− z dµv(s),

(4.16)
une relation qui s’étend à tout Xv par continuité et signifie que, après avoir
appliqué l’inverse de (4.14), l’opérateur (A − z)−1 restreint au sous-espace
invariant Xv n’est rien d’autre que l’opérateur de multiplication par la fonc-
tion s 7→ (s− z)−1 dans L2(σ(A), dµv).

La preuve du théorème est terminée si nous pouvons trouver un vecteur
normalisé v de H tel que Xv = H (un tel vecteur v s’appelle un vecteur
cyclique). En effet, dans ce cas nous avons montré que (A − z)−1 est uni-
tairement équivalent à l’opérateur de multiplication par s 7→ (s− z)−1 dans
L2(R, dµv), ce qui implique que A est l’opérateur de multiplication par s
dans cet espace. Nous pouvons donc prendre d = 1, B = σ(A) et µ = µv.
Sinon, nous devons itérer l’argument.

Lemme 4.27 (Décomposition en sous-espaces cycliques invariants). Soit
A un opérateur auto-adjoint sur D(A) ⊂ H. Alors il existe une famille de
vecteurs v1, v2, ... (finie ou infinie) telle que

H =
⊕
n

Xvn (4.17)

où les termes de la somme directe sont orthogonaux deux à deux.

Preuve du lemme. Prenons une base orthonormée (ej) de H (toujours sup-
posé séparable) et posons simplement v1 = e1. Si Xv1 6= H, considérons le
plus petit j ≥ 2 tel que ej /∈ Xv1 . Nous prenons alors v2 = P⊥Xv1ej (la pro-

jection orthogonale de ej sur l’orthogonal de Xv1 . Comme v2 ∈ (Xv1)⊥, tout
l’espace Xv2 est orthogonal à Xv1 . Pour le voir, il suffit de remarquer que

〈f(A)v1, g(A)v2〉 = 〈(ḡf)(A)v1, v2〉 = 0,

pour tout f, g ∈ C0
lim(R), une relation qui persiste après fermeture. En

itérant l’argument nous aurons soit écrit H comme une somme directe fi-
nie après un nombre fini d’étapes, soit construit une suite vn telle que
vect(e1, ..., en) ⊂⊕n

k=1Xvk pour tout n. Ceci montre bien (4.17).
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Pour tout z /∈ R, chacun des espaces Xvn est invariant par (A − z)−1,
ainsi que son orthogonal. L’opérateur (A−z)−1 est donc diagonal par blocs.
Par ailleurs, (A − z)−1 restreint à chacun de ces espaces est isométrique
à l’opérateur de multiplication par la fonction s 7→ (s − z)−1 sur l’espace
L2(σ(A), dµvn). Nous pouvons mettre toutes ces informations ensemble en
définissant la mesure µ sur σ(A)×N ⊂ R2 qui vaut µvn sur chacun des σ(A)×
{n} et l’isométrie appropriée sur tout H. S’il n’y a qu’un nombre fini de vn,
nous prenons simplement µ nul sur les autres copies de σ(A). L’opérateur
(A − z)−1 est dans cette représentation l’opérateur de multiplication par
la fonction (s, n) 7→ (s − z)−1, ce qui montre bien que A est unitairement
équivalent à l’opérateur de multiplication par la fonction (s, n) 7→ s, et
termine la preuve du théorème spectral 4.5.

Exemple 4.28 (Impulsion et vecteurs cycliques). Considérons l’opérateur
P = −id/dx qui est auto-adjoint sur D(P ) = H1(R) ⊂ H = L2(R) et qui
est diagonalisé par la transformée de Fourier. Un vecteur v ∈ L2(R) est
cyclique pour P si et seulement si l’ensemble {k : v̂(k) = 0} est de mesure
de Lebesgue nulle, et on a alors en Fourier

dµv(k) = |v̂(k)|2dk.

L’unitaire (4.14), composé avec la transformée de Fourier, est l’application

u ∈ L2(R) 7→ û(k)

v̂(k)
1v̂(k)6=0 ∈ L2

(
R, |v̂(k)|2 dk

)
4.4.3 Preuve du théorème 4.13 (calcul fonctionnel mesurable borné)

Nous avons déjà expliqué comment construire f(A) pour toute fonc-
tion mesurable à l’aide du théorème spectral. Notre définition (4.5) satis-
fait toutes les propriétés (i)–(v) du théorème 4.13 (l’assertion (v) suit du
théorème de convergence dominée). Il reste donc à montrer l’unicité (ce qui
prouvera en particulier que notre définition (4.5) est bien indépendante de
la représentation choisie).

Considérons donc une autre application f 7→ f(A)′ vérifiant toutes les
hypothèses du théorème. À cause du fait que pour f(x) = (x − z)−1 on a
f(A)′ = (A− z)−1 d’après (iii) et comme c’est un morphisme de ∗–algèbres
d’après (i), nous voyons que f(A)′ = f(A) pour tout f ∈ A (l’algèbre
de la résolvante). Par densité de cette dernière et par la continuité (ii),
ceci implique que f(A) = f(A)′ pour tout f ∈ C0

lim(R). Considérons alors

l’ensemble F des f mesurables bornées telles que f(A) = f(A)′. À cause
des propriétés (i)–(v), c’est une algèbre, qui contient C0

lim(R) et qui est
stable par limite monotone, c’est-à-dire si 0 ≤ fn(x) ↗ f(x) pour tout
x ∈ R avec fn(A) = fn(A′) alors on a fn(A)v = fn(A′)v et en passant
à la limite on trouve d’après (v) que f(A)v = f(A′)v pour tout v ∈ H,
donc que f(A) = f(A)′. Or il est connu que la plus petite algèbre contenant
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C0
0 (R) qui est stable par limite monotone est l’algèbre de toutes les fonctions

mesurables bornées. Ceci montre finalement que f(A) = f(A)′ pour tout f .

Remarque 4.29. La dernière assertion suit du lemme de classe monotone
qui précise que toute classe d’ensembles boréliens stable par complémentaire
et par limite monotone, et qui de plus contient tous les intervalles de R,
est nécessairement égale à la tribu de tous les boréliens. En effet, comme
les fonctions indicatrices 1I d’intervalles de R (ouverts ou fermés) sont
des limites monotones de fonctions continues, nous avons nécéssairement
1I(A) = 1I(A)′. Par ailleurs, l’ensemble des F boréliens tels que 1F (A)′ =
1F (A) est bien stable par complémentaire (car 1F c = 1− 1F ) et par limite
monotone d’après (v). Le lemme de classe monotone implique alors que
1F ∈ F pour tout borélien F et il suit ensuite que toutes les fonctions
mesurables bornées sont dans F .

4.5 Projections spectrales

Les projections spectrales généralisent les projecteurs sur les sous-espaces
propres des matrices hermitiennes.

Définition 4.30 (Projections spectrales). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur D(A) ⊂ H. On appelle projections spectrales les opérateurs sous la
forme 1F (A) où F est un borélien quelconque de R. Le sous-espace spectral
correspondant est l’image 1F (A)H = Im(1F (A)).

Le résultat suivant est une conséquence du théorème spectral 4.5 et du
calcul fonctionnel du théorème 4.13.

Théorème 4.31 (Projections spectrales). La famille des
(
1F (A)

)
F

satisfait
les propriétés

(i) 1F (A) = 1F (A)∗ =
(
1F (A)

)2
;

(ii) 1∅(A) = 0, 1R(A) = 1H ;

(iii) si F = ∪n≥1Fn, alors 1F (A)v = lim
N→∞

1∪Nn=1Fn
v pour tout v ∈ H ;

(iv) 1F1(A)1F2(A) = 1F1∩F2(A).

De plus, le sous-espace spectral 1F (A)H est un sous-espace invariant de A,
sur lequel A est borné lorsque F est borné.

Exemple 4.32 (Espaces propres). Si F = {λ} est réduit à un point,
nous avons 1{λ}(A) = 0 si λ n’est pas une valeur propre de A, c’est-à-dire
ker(A−λ) = {0}. Si λ est une valeur propre de A, 1{λ}(A) est le projecteur
orthogonal sur ker(A− λ), qui est le sous-espace spectral correspondant.

Pour un opérateur qui n’a pas de valeur propre (comme par exemple le
Laplacien sur tout Rd), les projecteurs 1{λ}(A) sont donc tous nuls et il est
nécessaire de prendre F non réduit à un point. Par le calcul fonctionnel nous
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voyons que l’image de 1[a,b](A) contient des vecteurs v ∈ D(A) qui vérifient
tous, par exemple,

‖(A− a)v‖ ≤ (b− a) ‖v‖ .
Sur cet espace, A1[a,b] est donc un opérateur borné.

De la même manière qu’il est possible de caractériser une mesure quel-
conque par sa fonction de partition λ 7→ µ(] − ∞, λ]), il est possible de
caractériser un opérateur auto-adjoint à l’aide de la famille de ses projec-
teurs spectraux

P (λ) = 1]−∞,λ](A).

C’est d’ailleurs l’une des versions équivalentes du théorème spectral.

Pour une matrice hermitienne M de taille d × d, de valeurs propres
ordonnées λ1 < · · · < λd′ (éventuellement avec multiplicité, donc d′ ≤ d),
l’opérateur P (λ) := 1]−∞,λ](M) est le projecteur orthogonal sur la somme
directe des sous-espaces propres correspondant aux valeurs propres λj ≤
λ. C’est une matrice d × d dont on peut calculer la dérivée au sens des
distributions. Comme la fonction a des sauts aux valeurs propres et est
constante entre deux λj distincts, nous voyons que

P ′(λ) =
d∑
j=1

δλj (λ)1{λj}(M).

En particulier, nous avons la représentation

M =

∫
R
λ dP (λ) (4.18)

car M =
∑d

j=1 λj1{λj}(M).

Il semble naturel de se demander s’il est possible d’écrire une formule
similaire en dimension infinie pour un opérateur auto-adjoint quelconque.
Soit donc A un opérateur auto-adjoint et fixons nous un vecteur v ∈ H.
Alors la fonction

Pv(λ) :=
〈
v,1]−∞,λ](A)v

〉
est bornée et croissante. Sa dérivée au sens des distributions est donc une
mesure µv. C’est la mesure spectrale que nous avons déjà rencontrée aupa-
ravant (remarque 4.12) et qui est telle que

〈v, f(A)v〉 =

∫
R
f(λ) dµv(λ) =

∫
R
f(λ) d

〈
v,1]−∞,λ](A)v

〉
(4.19)

pour tout f mesurable bornée, et

〈v,Av〉 =

∫
R
λ dµv(λ) =

∫
R
λ d
〈
v,1]−∞,λ](A)v

〉
(4.20)
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si de plus v ∈ D(A). L’équation (4.20) est la version en dimension infinie de
la résolution spectrale (4.18).

Réciproquement, il est possible de montrer que toute famille de pro-
jections satisfaisant les propriétés (i)–(iv) du théorème 4.31 est associée
à un unique opérateur auto-adjoint A. En fait, plusieurs ouvrages (par
exemple [Tes09]) commencent par construire les opérateurs 1]−∞,λ](A), pour
ensuite en déduire le calcul fonctionnel via la formule (4.19) et finalement le
théorème spectral. C’est une troisième version équivalente de la théorie.

Pour finir cette section, nous voulons mentionner deux formules très
utiles pour le projecteur 1[a,b](A).

Théorème 4.33 (Formule de Cauchy). Soit A un opérateur auto-adjoint,
a, b ∈ R et ε > 0 tels que

σ(A) ∩ [a− ε, a+ ε] = σ(A) ∩ [b− ε, b+ ε] = ∅,

c’est-à-dire qu’il n’y a pas de spectre au voisinage de a et de b. Alors nous
avons la formule

1]a,b[(A) = 1[a,b](A) = − 1

2iπ

∮
C

(A− z)−1dz (4.21)

pour tout lacet fermé C dans le plan complexe, orienté dans le sens tri-
gonométrique, qui entoure l’intervalle [a, b] et croise l’axe réel en a et b
(Figure 4.2).

Démonstration. Noter que l’intégrale à droite de (4.21) converge, puisque
la résolvante est en norme majorée par l’inverse de la distance au spectre
(d’après (4.4)) et que la courbe C reste à une distance positive du spectre.
Le résultat suit alors du théorème spectral et de la formule de Cauchy qui
stipule que

1

2iπ

∮
C

(x− z)−1dz

=

{
−1 si le résidu x est dans la région délimitée par la courbe,

0 sinon.

Nous avons vu au théorème 4.33 une formule qui permet d’exprimer les
projecteurs spectraux en fonction des résolvantes, en utilisant un contour
qui croise l’axe réel en deux points qui ne font pas partie du spectre. Cette
formule ne permet pas d’obtenir 1[a,b](A) si a et b sont dans le spectre de A,
car l’intégrale sur le contour diverge au voisinage de a et b. Cependant, en
choisissant un contour symétrique par rapport à l’axe réel et en l’aplatissant
(Figure 4.3), on peut montrer une formule valable pour tout a, b ∈ R.
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C

σ(A)
a b

Figure 4.2 – La formule de Cauchy (4.21) permet d’exprimer un projecteur
spectral comme l’intégrale de la résolvante (A− z)−1 sur un contour dans le
plan complexe.

σ(A)
ε

a b

Figure 4.3 – La formule de Stone (4.22) permet d’exprimer un projecteur
spectral comme l’intégrale de la résolvante (A − z)−1 sur un contour qui
s’aplatit dans le plan complexe, même avec a, b ∈ σ(A).

Théorème 4.34 (Formule de Stone). Soit A un opérateur auto-adjoint et
a ≤ b ∈ R. Pour tout v ∈ H, on a

lim
ε→0+

1

2iπ

∫ b

a

(
(A− s− iε)−1 − (A− s+ iε)−1

)
ds v

=

(
1]a,b[(A) +

1

2
1{a}(A) +

1

2
1{b}(A)

)
v. (4.22)

Démonstration. Considérons la fonction

fε(x) =
1

2iπ

∫ b

a

(
1

x− s− iε −
1

x− s+ iε

)
ds

=
ε

π

∫ b

a

ds

(x− s)2 + ε2

=
1

π
arctan

(
b− x
ε

)
− 1

π
arctan

(
a− x
ε

)

qui est uniformément bornée et converge vers

lim
ε→0+

fε(x) = 1]a,b[(x) +
1

2
1{a}(x) +

1

2
1{b}(x)

pour tout x ∈ R. Par la propriété (v) du théorème 4.13 sur le calcul fonc-
tionnel, le résultat suit immédiatement.
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4.6 Équations de Schrödinger, de la chaleur et des ondes

4.6.1 Équation de Schrödinger

Dans cette section nous montrons que l’équation de Schrödinger dépendant
du temps {

i∂tv(t) = Av(t)

v(0) = v0

(4.23)

admet l’unique solution v(t) = e−itAv0, où e−itA est défini par le calcul
fonctionnel. Une première difficulté consiste à définir précisément le concept
de solutions de (4.23). Ici, nous allons nous restreindre à des solutions qui
sont dans L1(]0, T [,H) et vérifient (4.23) au sens faible.

On dit que la famille v(t) pour t ∈]0, T [ appartient à L1(]0, T [,H) lorsque∫ T

0
‖v(t)‖ dt <∞.

Il y a des subtilités concernant la définition du caractère mesurable de l’ap-
plication t 7→ v(t) qui prend ses valeurs dans l’espace de Hilbert H. En fait
nous pouvons définir la notion de mesurabilité en faisant intervenir la tribu
des boréliens de H (on parle alors de mesurabilité forte), ou demander plutôt
que les applications t 7→ 〈w, v(t)〉 soient toutes mesurables, ce qui revient à
projeter v(t) sur une base (on parle de mesurabilité faible). Nous n’en dirons
pas plus ici et renvoyons à [Eva10, App. E.5] pour quelques détails.

Soit A un opérateur auto-adjoint. Comme A est fermé, l’espace D(A)
est fermé lorsqu’il est muni de la norme du graphe

‖v‖D(A) =

√
‖v‖2 + ‖Av‖2.

En fait, D(A) est même un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit
scalaire associé 〈

v, v′
〉
D(A)

=
〈
v, v′

〉
+
〈
Av,Av′

〉
.

Ceci permet de considérer le dual D(A)′ de D(A), qui est aussi un espace de
Hilbert. Par le théorème spectral, ce dual s’identifie à l’espace des fonctions
w ∈ L2

loc(B, dµ) telles que w(1+ |a|)−1 ∈ L2(B, dµ), car nous identifions tou-
jours H ' L2(B, dµ) avec son dual. Comme A est symétrique, tout vecteur
v ∈ H fournit une forme anti-linéaire sur D(A)′, donnée par

u ∈ D(A) 7→ 〈Au, v〉,

et notée formellement Av. Cette dernière cöıncide avec Av si v ∈ D(A). Ceci
permet d’identifier AH à un sous-espace de D(A)′, avec

‖Av‖D(A)′ = sup
u∈D(A)

|〈v,Au〉|
‖u‖D(A)

≤ ‖v‖ .
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Ainsi, nous voyons que tout v(t) ∈ L1(]0, T [,H) est tel que

Av(t) ∈ L1(]0, T [, D(A)′)

ce qui permet de donner un sens faible au terme de droite de l’équation (4.23),
en tant que forme anti-linéaire sur D(A). Il faut aussi donner un sens au
terme de gauche ∂tv(t), que l’on veut interpréter comme la dérivée faible au
sens des distributions de v(t). Plutôt que de parler de dérivée faible, nous
allons simplement prendre le produit scalaire contre un vecteur w ∈ D(A)
et parler de dérivée au sens des distributions de 〈w, v(t)〉, en utilisant la
relation

d

dt
〈w, v(t)〉 = 〈w, ∂tv(t)〉.

Définition 4.35 (Solutions faibles de l’équation de Schrödinger). On dit que
v ∈ L1(]0, T [,H) est une solution faible de l’équation de Schrödinger (4.23)
si on a, au sens des distributions sur ]0, T [,

d

dt
〈w, v(t)〉 = −i〈Aw, v(t)〉 (4.24)

avec de plus
lim
t→0+

〈w, v(t)〉 = 〈w, v0〉, (4.25)

ceci pour tout w ∈ D(A).

Notre hypothèse que v ∈ L1(]0, T [,H) implique que

ϕ(t) = 〈w, v(t)〉 ∈ L1(]0, T [,C).

De plus, l’équation (4.24) implique que ϕ′ ∈ L1(]0, T [,C) ce qui, par les pro-
priétés des espaces de Sobolev en dimension un (rappelées à la section A.2),
montre que ϕ ∈ C0([0, T ],C), c’est-à-dire que la limite à gauche de (4.25)
existe. Bien sûr, il existe une définition similaire pour les solutions en temps
négatif.

Remarque 4.36 (Dérivée faible à valeurs dans un espace de Banach).
L’équation (4.24) signifie que pour tout ϕ ∈ C∞c (]0, T [), on a

−
〈
w,

∫ T

0
ϕ′(t)v(t) dt

〉
= −i

〈
Aw,

∫ T

0
ϕ(t)v(t) dt

〉
.

L’interversion de l’intégrale et du produit scalaire est justifié par le fait que
v ∈ L1(]0, T [,H). Cela signifie qu’on a l’égalité des formes anti-linéaires

−
∫ T

0
ϕ′(t)v(t) dt = −i

∫ T

0
ϕ(t)Av(t) dt ∈ D(A)′, (4.26)

pour tout ϕ ∈ C∞c (]0, T [). C’est la définition du fait que v(t) possède une
dérivée faible dans D(A)′, qui est égale à −iAv(t). Ainsi, la formulation
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faible (4.24) consiste juste à demander que l’égalité ∂tv = −iAv ait lieu
dans D(A)′ où ∂tv est la dérivée définie par (4.26). Nous renvoyons par
exemple à [Eva10, Sec. 5.9.2 & App. E.5] ou [DL88, Chap. XVIII § 1] pour
plus de détails concernant les dérivées faibles à valeurs dans des espaces de
Banach.

On se préoccupe fréquemment du caractère bien posé de l’équation, qui
consiste à demander, en plus de l’existence et de l’unicité des solutions, que
l’application

v0 7→ v(t)

soit continue dans des espaces appropriés. Ceci signifie que la solution v(t) ne
changera qu’un peu lorsque la condition initiale v0 est légèrement perturbée.

Théorème 4.37 (Existence, unicité et caractère bien posé pour l’équation
de Schrödinger). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son domaine D(A) ⊂
H. Alors pour tout v0 ∈ H, l’équation (4.23) admet une unique solution
faible, donnée par

v(t) = e−itAv0.

Elle est définie sur tout R et vérifie v ∈ C0(R,H), avec la relation

‖v(t)‖ = ‖v0‖

pour tout t ∈ R. En particulier l’équation est bien posée de H dans C0(R,H).
Si de plus v ∈ D(A), alors v ∈ C1(R,H) ∩ C0(R, D(A)) et résout (4.23)

au sens fort.

Remarque 4.38. Il suit du calcul fonctionnel que v(t) = e−itAv0 ∈ D(f(A))
pour tout f tel que v0 ∈ D(f(A)), avec 〈v(t), f(A)v(t)〉 = 〈v0, f(A)v0〉 pour
tout t ∈ R.

Démonstration. Par le calcul fonctionnel, v(t) = e−itAv0 est bien une solu-
tion forte de l’équation si on ajoute l’hypothèse supplémentaire que v0 ∈
D(A). Supposons donc maintenant que v0 ∈ H sans nécessairement appar-
tenir à D(A). On trouve

d

dt

〈
w, e−itAv0

〉
=

d

dt

〈
eitAw, v0

〉
= −i

〈
eitAAw, v0

〉
= −i〈Aw, v(t)〉

pour tout w ∈ D(A) et tout t ∈ R, qui signifie que v(t) est une solution
faible sur R si v0 ∈ H.

Il reste donc à montrer l’unicité. Nous allons utiliser le fait que si v ∈
L1(]0, T [,H) est une solution faible de l’équation, alors on a pour tout w ∈
C1([0, T ],H) ∩ C0([0, T ], D(A))

d

dt
〈w(t), v(t)〉 = −i〈Aw(t), v(t)〉+ 〈∂tw(t), v(t)〉. (4.27)
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En d’autres termes, nous pouvons prendre w dépendant du temps dans (4.24)
à condition de bien sûr penser à dériver w. Nous laissons la preuve de (4.27)
en exercice.

Soit alors v0 ∈ H et v(t) une solution faible quelconque sur ]0, T [. Soit
aussi w0 ∈ D(A) et w(t) = e−itAw0, ce dernier étant une solution forte de
l’équation, avec w(t) ∈ D(A) pour tout t. Nous obtenons donc

d

dt
〈w(t), v(t)〉 = −i〈Aw(t), v(t)〉+ i〈Aw(t), v(t)〉 = 0.

Comme ϕ(t) := 〈w(t), v(t)〉 est continue sur [0, T ] (car intégrable et de
dérivée intégrable), ceci montre que

〈w(t), v(t)〉 =
〈
w0, e

itAv(t)
〉

= 〈w0, v0〉

qui est la limite en 0 de cette même quantité. Comme nous avons cette
relation pour tout t ∈ R et tout w0 ∈ D(A), on en déduit par densité deD(A)
que eitAv(t) = v0 pour presque tout t ∈ R, c’est-à-dire v(t) = e−itAv0.

Exemple 4.39 (Laplacien). Pour A = −∆ sur D(A) = H2(Rd) ⊂ H =
L2(Rd), l’opérateur e−itA est la multiplication par la fonction e−it|k|

2
en

Fourier et on obtient(
e−itAv0

)
(x) =

1

(4πit)d/2

∫
Rd
ei
|x−y|2

4t v0(y) dy,

une formule qui fait sens par exemple pour v0 ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd).

Remarque 4.40 (Attention aux séries). La formule v(t) = e−itAv0 de
l’unique solution de l’équation de Schrödinger brille par sa simplicité, mais
il est important de garder à l’esprit que l’unitaire e−itA a été défini par
le calcul fonctionnel (théorème 4.13), qui n’est pas un résultat trivial. Par
exemple, on pourrait penser que l’on peut écrire la solution sous la forme

v(t) = e−itAv0 =
∑
n≥0

(−it)n
n!

Anv0 (4.28)

mais cette formule ne fait vraiment sens que si v ∈ D(An) pour tout n ≥ 1
et que la série converge. Une mauvaise utilisation de (4.28) peut conduire à
de fausses conclusions.

Voici un exemple tiré de [MTWB10, FLLØS16]. Considérons la fonction
v0 = e−|x| ∈ H = L2(R) et l’opérateur A = −d2/dx2 qui est auto-adjoint sur
D(A) = H2(R). Un calcul montre que

−v′′0 + v0 = 2δ0 (4.29)
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au sens des distributions sur R. Ainsi, nous avons −v′′0 +v0 = 0 sur R\{0}.
Le terme de droite de la formule (4.28) semble donc fournir∑

n≥0

(it)n

n!
v

(2n)
0 = v0

∑
n≥0

(it)n

n!
= eitv0, sur R \ {0}.

Ceci ne peut être égal à e−itAv0 car sinon v0 serait un vecteur propre de
A = −d2/dx2, de valeur propre −1, et on sait que σ(A) = [0,∞[ sans
aucune valeur propre. En fait v0(x) = e−|x| n’appartient pas à H2(R) =
D(A) puisqu’on a (4.29), ce qui rend illicite l’utilisation de la série (4.28),
même en dehors de l’origine.

Exercice 4.41. Montrer que v(t) = e−itAv0 est dérivable k fois en t = 0
dans H (donc pour tout t ∈ R), si et seulement si v0 ∈ D(Ak), et que alors
v(k)(0) = (−i)kAkv0. Donner une condition sur v0 pour que la série (4.28)
converge et cöıncide bien avec v(t).

4.6.2 Équation de la chaleur

L’étude réalisée pour l’équation de Schrödinger peut s’étendre à d’autres
situations. Par exemple, l’équation de la chaleur prend la forme{

∂tv(t) = −Av(t)

v(0) = v0

(4.30)

et peut être étudiée avec exactement la même méthode que précédemment.
Une différence est que la solution est maintenant

v(t) = e−tAv0

qui ne fait sens en temps positif que s’il existe T > 0 tel que v0 ∈ D(e−TA).
Ainsi, le problème n’est bien posé sur H en temps positif que si e−TA est un
opérateur borné, c’est-à-dire A a son spectre qui est minoré. Le problème
n’est bien posé sur R que si A est un opérateur borné. Nous énonçons ici
un théorème qui se montre de la même façon que celui pour l’équation de
Schrödinger, dans le cas des temps positifs uniquement. Les solutions faibles
sont définies de façon similaire à la définition 4.35 en demandant bien sûr
que

d

dt
〈w, v(t)〉 = −〈Aw, v(t)〉.

Théorème 4.42 (Existence, unicité et caractère bien posé pour l’équation
de la chaleur). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son domaine D(A) ⊂ H,
dont le spectre est minoré. Alors pour tout v0 ∈ H, l’équation (4.30) admet
une unique solution faible sur ]0, T [, donnée par

v(t) = e−tAv0.
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Elle vérifie v ∈ C0(R,H), avec la relation

‖v(t)‖ ≤ e−tminσ(A) ‖v0‖
pour tout t ∈ R. En particulier l’équation est bien posée de H dans C0([0,+∞[,H).

Si de plus v ∈ D(A), alors v ∈ C1(R,H) ∩ C0(R, D(A)) et vérifie (4.23)
au sens fort.

Remarque 4.43. Pour l’équation de Schrödinger nous avons vu que v0 ∈
D(f(A)) implique v(t) ∈ D(f(A)) pour tout t ∈ R. En fait, v(t) ∈ D(f(A))
pour un t si et seulement si v0 ∈ D(f(A)) car on peut appliquer le flot
en sens inverse. En d’autres termes, l’équation de Schrödinger propage la
“régularité par rapport à A” de la condition initiale sans jamais l’améliorer.

La situation est très différente pour l’équation de la chaleur pour laquelle
on a v(t) ∈ D(etA) pour tout t > 0, donc en particulier v(t) ∈ D(Ak) pour
tout k ≥ 1, même si cette propriété est fausse en t = 0.

Exemple 4.44 (Laplacien). Pour A = −∆ sur D(A) = H2(Rd) ⊂ H =
L2(Rd), l’opérateur e−tA est la multiplication par la fonction e−t|k|

2
en Fou-

rier et on obtient(
e−tAv0

)
(x) =

1

(4πt)d/2

∫
Rd
e−
|x−y|2

4t v0(y) dy

dont on vérifie qu’elle est de classe C∞ pour tout t > 0, même si v0 est juste
une fonction de L2(Rd).

4.6.3 Équation des ondes

Parmi de multiples autres équations intéressantes, nous mentionnons
aussi l’équation des ondes 

∂ttv(t) = −Av(t)

v(0) = v0

∂tv(0) = v1

(4.31)

qui requiert une formulation faible sous la forme

d2

dt2
〈w, v(t)〉 = −〈Aw, v(t)〉

lim
t→0+

〈w, v(t)〉 = 〈w, v0〉

lim
t→0+

d

dt
〈w, v(t)〉 = 〈w, v1〉,

car maintenant la fonction ϕ(t) = 〈w, v(t)〉 a deux dérivées intégrables sur
]0, T [, donc est C1([0, T ],C). L’unique solution s’écrit sous la forme

v(t) = cos(t
√
A)v0 +

sin(t
√
A)√

A
v1,

et nécessite que σ(A) ⊂ R+. Le problème est alors bien posé sur R.
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4.7 Théorème de Stone et groupes de symétrie

4.7.1 Théorème de Stone

Nous avons vu à la section 4.6 l’importance de l’unitaire U(t) = e−itA

pour tout opérateur auto-adjoint, qui permet de résoudre l’équation de
Schrödinger dépendant du temps. Dans cette section nous montrons que,
réciproquement, toute famille d’unitaires (U(t))t∈R formant un groupe à un
paramètre fortement continu, est nécessairement sous la forme U(t) = e−itA.
C’est le célèbre théorème de Stone.

Théorème 4.45 (Stone). Soit (U(t))t∈R une famille d’opérateurs sur un
espace de Hilbert H vérifiant

(i) U(t+ s) = U(t)U(s) = U(s)U(t) pour tous t, s ∈ R,

(ii) U(−t) = U(t)∗ pour tout t ∈ R,

(iii) U(0) = 1H,

(iv) t 7→ U(t) est fortement continue en 0 : on a U(t)v → v dans H quand
t→ 0, pour tout v ∈ H fixé.

Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint (A,D(A)) tel que U(t) =
e−itA pour tout t ∈ R, appelé le générateur infinitésimal de U(t).

De plus, s’il existe un domaine dense D ⊂ H invariant par tous les
U(t), tel que t 7→ U(t)v soit différentiable en t = 0 pour tout v ∈ D, alors
D ⊂ D(A),

d

dt
U(t)v|t=0 = −iAv (4.32)

et la restriction Amin de A au domaine D(Amin) = D est essentiellement
auto-adjointe, avec Amin = A.

Remarque 4.46. La continuité forte en 0 dans (iv) et la dérivabilité en 0
dans (4.32) sont équivalentes à la même propriété en tout t0 ∈ R, puisque
U(t+ t0) = U(t)U(t0) par (i).

Nous donnons maintenant la preuve du théorème.

Démonstration. Nous commençons par construire un domaine D sur lequel
U(t) est différentiable, ce qui nous permettra d’introduire B := iU ′(0) sur
D(B) = D. Ensuite nous montrerons que B est symétrique et essentiellement
auto-adjoint, ainsi l’opérateur de l’énoncé sera A = B. L’idée principale de
la preuve est basée sur la remarque que∫

R
f(t)e−iAt dt =

√
2πf̂(A)

ce qui permet de retrouver f̂(A) pour tout f intégrable. Nous introduisons
donc l’espace

D :=

{∫
R
f(t)U(t) v dt, f ∈ C∞c (R), v ∈ H

}
. (4.33)
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Ici l’intégrale est convergente dans H puisque∫
R
‖f(t)U(t) v‖ dt = ‖v‖

∫
R
|f(t)| dt.

Soit χ ∈ C∞c (R) à support dans [−1, 1] et telle que
∫
R χ = 1. Comme∥∥∥∥n ∫

R
χ(nt)U(t)v dt− v

∥∥∥∥ ≤ ∫ 1

−1
χ(t) ‖U(t/n)v − v‖ dt −→

n→∞
0

pour tout v ∈ H, on conclut que D est dense. Par ailleurs,

U(s)

∫
R
f(t)U(t) v dt =

∫
R
f(t)U(t+ s) v dt =

∫
R
f(t− s)U(t) v dt (4.34)

de sorte que

U(s)− 1

s

∫
R
f(t)U(t) v dt =

∫
R

f(t− s)− f(t)

s
U(t) v dt

−→
s→0
−
∫
R
f ′(t)U(t) v dt,

ce qui montre que t 7→ U(t) est dérivable sur le domaine dense D en t = 0.
Par ailleurs, D est invariant par tous les U(t), d’après (4.34).

Afin de montrer en même temps la seconde partie du théorème, considérons
maintenant un domaine dense D quelconque (pas forcément celui introduit
précédemment), invariant par tous les U(t) et sur lequel U est dérivable en
t = 0. Montrons alors que B = iU ′(0) défini sur D(B) = D est symétrique

et essentiellement auto-adjoint, avec U(t) = e−itB. Il est clair que B est un
opérateur linéaire car la limite

lim
s→0

U(s)− 1

s
v

dépend linéairement de v. Par ailleurs, la dérivabilité en t = 0 implique celle
en tout t, avec

d

dt
U(t)v = U(t)U ′(0)v = −iU(t)Bv = −iBU(t)v (4.35)

où nous avons utilisé ici l’invariance de D par U(t). Finalement, on a〈
w,
U(s)− 1

s
v

〉
=

〈
U(s)∗ − 1

s
w, v

〉
=

〈
U(−s)− 1

s
w, v

〉
qui, en passant à la limite s→ 0, montre que B est symétrique sur D. Soit
alors B∗ l’adjoint de B et supposons que w ∈ ker(B∗ + i). D’après (4.35),
nous avons donc pour tout t ∈ R

d

dt
〈w,U(t)v〉 = 〈w,−iBU(t)v〉 = 〈iB∗w,U(t)v〉 = 〈w,U(t)v〉.
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C’est une équation différentielle ordinaire dont la solution est

〈w,U(t)v〉 = et〈w, v〉.

Or comme U(t) est unitaire on a |〈w,U(t)v〉| ≤ ‖w‖ ‖v‖ qui implique donc,
en prenant t → +∞, 〈w, v〉 = 0. Ainsi, w ∈ D⊥ = {0} car D est supposé
dense. Le même argument pour −i et t→ −∞ fournit finalement

ker(B∗ ± i) = Im(B ∓ i)⊥ = {0}.

D’après l’exercice 2.37, ceci montre bien que B est essentiellement auto-
adjoint, de fermeture notée A = B.

Il reste à montrer que U(t) = e−itA. Nous avons déjà vu que pour tout
v ∈ D, v(t) := U(t)v était solution de l’équation{

i ddtv(t) = Av(t)

v(0) = v

(car A est une extension de B). Or nous avons expliqué à la section 4.6
que cette équation admet l’unique solution v(t) = e−itAv, de sorte que U(t)
cöıncide avec e−itA sur D. Par densité ils doivent cöıncider partout.

Finalement, nous discutons de l’unicité. Supposons que U(t) = e−itA
′

pour un opérateur A′. Nous avons vu que U(t) est différentiable en 0 sur
le domaine D introduit en (4.33) au début de la preuve. Or par le calcul
fonctionnel on peut voir que t 7→ e−itA

′
v est différentiable dans H si et

seulement si v ∈ D(A′) ; dans ce cas la dérivée vaut −iA′v. Ceci montre
donc que D ⊂ D(A′), et que A = A′ sur D. Comme A est essentiellement
auto-adjoint sur D et que A′ est auto-adjoint, on doit avoir A′ = A.

Remarque 4.47 (Continuité faible). Remarquons que si U(t) est faible-
ment continu, c’est-à-dire 〈w,U(t)v〉 → 〈w, v〉 quand t → 0 pour tous
v, w ∈ H, alors il est nécessairement fortement continu. En effet, on a

‖U(t)v − v‖2 = 2 ‖v‖2 − 2<〈v, U(t)v〉 = 2<〈v, (1− U(t))v〉 → 0

puisque U est unitaire.

Dans les sections suivantes nous allons discuter des exemples les plus
classiques de groupes unitaires, qui correspondent tous à des groupes de
symétrie [BLR12], et calculer leur générateur infinitésimal.

4.7.2 Groupe des translations et quantité de mouvement

Plaçons-nous dans H = L2(R) et considérons le groupe des translations
défini par (

T (t)v
)
(x) = v(x− t). (4.36)
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Ce groupe vérifie toutes les hypothèses (i)–(iii) du théorème 4.45, il peut
donc être écrit sous la forme d’un propagateur de Schrödinger. Prenons alors
v ∈ C∞c (R) et calculons la dérivée explicitement

d

dt
T (t)v|t=0 =

d

dt
v(x− t)|t=0 = −v′(x).

Ainsi, le générateur est l’opérateur Pmin défini sur D(Pmin) = C∞c (R) par
Pminv = −iv′. Nous avons déjà vu que cet opérateur est essentiellement
auto-adjoint et que le domaine de sa fermeture est H1(R).

Corollaire 4.48 (P = −i(d/dx) est le générateur des translations). L’opérateur
de translation (4.36) est donné par

T (t) = e−itP où P = −i d
dx

sur D(P ) = H1(R).

En particulier, nous avons pour toute fonction f ∈ L∞(R)

eitP f(x)e−itP = f(x+ t)

où f(x) et f(x+ t) sont ici interprétés comme opérateurs de multiplication
sur L2(R).

De façon similaire, en dimension d nous pouvons translater d’un vecteur
a ∈ Rd en définissant (

T (a)v
)
(x) = v(x− a). (4.37)

et obtenons avec le même raisonnement que

T (a) = e−ita·P

où l’opérateur

a · P = −i
d∑
j=1

aj∂xj

est essentiellement auto-adjoint sur C∞c (Rd). Le domaine de a · P est un
espace de Sobolev dans la direction a

D(a · P ) =
{
v ∈ L2(Rd) : a · ∇v ∈ L2(Rd)

}
que nous avons déjà rencontré pour Pj , obtenu lorsque a = ej (un vecteur
de la base canonique).
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4.7.3 Groupe des rotations et moment cinétique orbital

Plaçons nous en dimension d = 2 dans L2(R2) et considérons l’opération
consistant à tourner le système autour de l’origine. Ceci revient à examiner
la transformation unitaire(
R(θ)v

)
(x1, x2) = v

(
cos(θ)x1 + sin(θ)x2,− sin(θ)x1 + cos(θ)x2

)
= v(R−θx)

(4.38)
où

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
est la matrice de rotation associée. À nouveau cette famille d’opérateurs sa-
tisfait les hypothèses (i)–(iii) du théorème 4.45 et il est possible d’écrireR(θ)
comme un propagateur de Schrödinger. Pour déterminer son générateur, pre-
nons v ∈ C∞c (R2) et calculons

d

dθ
R(θ)v|θ=0 = (x2∂x1 − x1∂x2)v.

Corollaire 4.49 (Générateur des rotations en 2D). L’opérateur symétrique

Lmin = −i(x1∂x2 − x2∂x1)

est essentiellement auto-adjoint sur C∞c (R2) et sa fermeture L = Lmin, ap-
pelée moment cinétique orbital, est le générateur des rotations :

R(θ) = e−iθL

où R(θ) a été défini en (4.38). Par ailleurs on a

D(L) =
{
v ∈ L2(R2) : (x2∂x1 − x1∂x2)v ∈ L2(R2)

}
(4.39)

où le terme de droite est compris au sens des distributions, et bien sûr

L = −i(x1∂x2 − x2∂x1)

sur D(L). De plus,

σ(L) = Z

où chaque valeur propre est de multiplicité infinie.

Démonstration. Le seul élément nouveau est ici la formule explicite du do-
maine et du spectre de L. Le reste suit du théorème 4.45. L’opérateur défini
sur le domaine D(L) en (4.39) est fermé et il suffit donc de montrer que pour
tout v ∈ D(L) on peut trouver une suite vn ∈ C∞c (R2) telle que vn → v et
Lvn → Lv. Ceci peut se faire en tronquant et en convolant par un noyau
régularisant. Plus précisément, nous pouvons prendre

vn(x) = n2χ(x/n)

∫
R2

χ(n(x− y))v(y) dy = χ(x/n)(χn ∗ v)(x) (4.40)
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où χ est une fonction radiale de C∞c (R2) qui vaut 1 dans un voisinage de
l’origine et telle que

∫
R2 χ = 1. Nous avons aussi introduit χn(x) = n2χ(nx).

On sait déjà que χn∗v est une fonction C∞ qui converge vers v dans L2(R2),
et comme χ(x/n)→ 1 presque partout, on a vn → v dans L2(R2). Ensuite,
on remarque que Lχ = 0 car χ est radiale, ce qui implique après un petit
calcul que

(Lvn)(x) = n2χ(x/n)

∫
R2

χ(n(x− y))(Lv)(y) dy

qui converge vers Lv pour la même raison. Ainsi la fermeture de Lmin est
bien l’opérateur L introduit dans l’énoncé.

Il reste à montrer que σ(L) = Z. Pour cela nous notons que R(2π) =
1H = e−i2πL, ce qui montre par le calcul fonctionnel que le spectre de L
est contenu dans Z (après diagonalisation, on a e−2iπs = 1 pour µ-presque
tout s ∈ σ(L)). En fait 0 est une valeur propre dont l’espace propre est
de dimension infinie, car il contient toutes les fonctions radiales dans D(L),
c’est-à-dire invariantes par rotations. On peut aussi facilement exhiber des
fonctions propres pour les autres valeurs propres, par exemple

(x1 + ix2)nχ(x), n ∈ Z (4.41)

avec χ ∈ C∞c (R2 \ {0}) radiale.

Il est fréquent d’écrire L = x ∧ P où il est ici entendu que

X ∧ Y = det(XY ) = x1y2 − x2y1.

Une autre écriture fréquemment rencontrée est

L = z∂z − z∂z

où z = x1 + ix2, ∂z = ∂x1 − i∂x2 et ∂z = ∂x1 + i∂x2 .
Notre étude du moment cinétique orbital peut être généralisée à la di-

mension d = 3. Par un raisonnement similaire on trouve que les rotations
Rω(θ) d’angle θ autour d’un axe ω ∈ S2 (un vecteur de la sphère unité) sont
données par

Rω(θ) = e−iθω·L, ω · L =

3∑
j=1

ωjLj

où les trois opérateurs Lj correspondent aux rotations autour des vecteurs
de la base canonique :

L = x ∧ (−i∇) = −i

x2∂x3 − x3∂x2

x3∂x1 − x1∂x3

x1∂x2 − x2∂x1

 =

L1

L2

L3

 .
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Chacun des Lj est essentiellement auto-adjoint sur C∞c (R3) et auto-adjoint
sur

D(Lj) =
{
v ∈ L2(R3) : Ljv ∈ L2(R3)

}
.

Comme en dimension d = 2, on a

σ(Lj) = Z.

Un opérateur important est le carré du moment angulaire total

|L|2 := L2
1 + L2

2 + L2
3

qui est également essentiellement auto-adjoint sur C∞c (R3). Comme les Lj
ne commutent pas entre eux, le spectre de |L|2 n’est pas juste la somme des
spectres. En fait, il est possible de montrer que

σ(|L|2) = {`(`+ 1), ` ≥ 0} .

Ceci joue un rôle particulier lorsqu’on étudie des opérateurs de Schrödin-
ger avec un potentiel radial. En effet, en écrivant l’opérateur Laplacien en
coordonnées sphériques on trouve

−∆ + V (|x|) = − 1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
+
|L|2
r2

+ V (r), r = |x|

ce qui permet par exemple de calculer le spectre de l’atome d’hydrogène
explicitement. Voir [Tes09, Chap. 8 & 10] pour plus de détails dans cette
direction.

4.7.4 Action du groupe SU(2) et moment cinétique total

Le groupe SU(2) apparâıt naturellement lorsqu’on considère une parti-
cule avec spin 1/2, c’est-à-dire qu’on travaille dans L2(R3,C2), puisque ce
groupe permet de tourner les vecteurs de C2. Il se trouve que ce groupe forme
aussi un revêtement de SO(3) [BLR12]. En effet, nous pouvons associer à
chaque vecteur x ∈ R3 la matrice complexe 2× 2 donnée par

x · σ =
3∑
j=1

xjσj =

(
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
où les σj sont les matrices de Pauli déjà rencontrées en (3.27). On a det(x ·
σ) = −|x|2, Tr(x · σ) = 0 et (x · σ)∗ = x · σ. Ces relations sont préservées
sous l’action d’un unitaire U ∈ SU(2). On peut alors voir qu’il existe un
RU ∈ SO(3) tel que

U
(
x · σ

)
U∗ = (RUx) · σ.

De façon équivalente,

U∗σkU =

3∑
j=1

(RU )kjσj .
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La relation entre U et RU est donnée par

(RU )ij =
1

2
Tr(U∗σiUσj).

La rotation RU tourne bien le spin du système comme désiré. En effet,
le spin d’un système dans l’état v ∈ L2(R3,C2) est défini par le vecteur
Σk(v) = 〈v, σkv〉 de R3 et ainsi nous avons bien

〈Uv, σkUv〉 = 〈v, U∗σkUv〉 =

3∑
j=1

(RU )kj〈v, σjv〉,

c’est-à-dire

Σ(Uv) = RUΣ(v).

Plus précisément, tout U ∈ SU(2) peut s’écrire sous la forme U = e−iθa·σ/2

(les σk sont les générateurs de SU(2)), et il est alors possible de vérifier que
RU est la rotation d’axe a ∈ S2 et d’angle θ.

Ceci permet de faire agir le groupe SU(2) sur H = L2(R3,C2) sous la
forme

(U · v)(x) = Uv(R−1
U x).

Nous obtenons une nouvelle famille d’unitaires(
Ua(θ)v

)
(x) = e−iθa·σ/2v(Ra,−θx)

dont le générateur est le moment cinétique total

J = L+
1

2
σ.

Ce dernier est en fait un vecteur de trois opérateurs, chacun étant essentiel-
lement auto-adjoint sur C∞c (R3,C2), et qui sont donnés par

Jk = Lk +
1

2
σk.

Comme Lk commute avec la matrice constante σk (de spectre ±1), le spectre
de cet opérateur est juste donné par deux copies de 1/2 + Z :

σ(Jk) =
1

2
+ Z.

En particulier, l’observable Jk ne prend que des valeurs demi-entières.
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4.7.5 Groupe des dilatations et son générateur

Considérons maintenant un autre groupe agissant sur L2(Rd) (en di-
mension quelconque), consistant à dilater une fonction. Comme le facteur
de dilatation doit être un nombre positif, il est fréquent de l’écrire sous la
forme et, ce qui permet de faire apparâıtre la structure de groupe. Définissons
donc la famille d’unitaires(

D(t)v
)
(x) = e

−dt
2 v(e−tx) (4.42)

qui vérifie les propriétés (i)–(iii) du théorème 4.45. Afin de déterminer le
générateur associé, nous prenons v ∈ C∞c (Rd) et calculons

d

dt
D(t)v|t=0 = −d

2
v(x)− x · ∇v(x) = −1

2
(∇ · x+ x · ∇)v(x).

Corollaire 4.50 (Générateur des dilatations dans Rd). L’opérateur symétrique

Amin = − i
2

(∇ · x+ x · ∇)

est essentiellement auto-adjoint sur C∞c (Rd) et sa fermeture A = Amin est
le générateur des dilatations :

D(t) = e−itA

où D(t) a été défini en (4.42). Par ailleurs on a

D(A) =
{
v ∈ L2(Rd) : ∇ · x v ∈ L2(Rd)

}
=
{
v ∈ L2(Rd) : ∇ · x v et x · ∇v ∈ L2(Rd)

}
(4.43)

et bien sûr

A = − i
2

(∇ · x+ x · ∇)

sur D(A). De plus,

σ(A) = R

qui ne contient aucune valeur propre.

Démonstration. La preuve est essentiellement la même que celle du corol-
laire 4.49. Pour la fermeture, nous prenons la même fonction vn qu’en (4.40)
(avec le facteur nd au lieu de n2), mais il y a moins d’annulation car on n’a
pas Aχ = 0 (0 n’est pas valeur propre de A). En écrivant A = id/2− i∇ · x,
nous obtenons

Avn = −i(∇·xχ)(x/n)(χn ∗v)(x)− iχ(x/n)(ηn ∗v)(x)+χ(x/n)(χn ∗Av)(x)
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où ηn = nd(∇ · xχ)(nx). Ainsi,

Avn → −i
(∫

Rd
∇ · xχ(x) dx

)
v +Av = Av

car l’intégrale est nulle. Pour déterminer le spectre nous remarquons que
les fonctions homogènes |x|s sont des fonctions propres formelles de A, mais
aucune n’est dans L2(Rd). Plus précisément, nous avons au sens des distri-
butions sur Rd \ {0}

A|x|s =

(
−id

2
− is

)
|x|s.

Ceci suggère de choisir s sous la forme s = −d/2 + iλ. Nous pouvons
régulariser la fonction correspondante en 0 et en l’infini en posant par
exemple

uε = |x|− d2 +iλ |x|ε
1 + |x|2ε

avec ε > 0 de sorte que uε ∈ L2(Rd). On trouve alors

(A− λ)uε(x) = −i|x|− d2 +iλ x · ∇ |x|ε
1 + |x|2ε

= −i|x|− d2 +iλε
|x|ε

1 + |x|2ε
(

1− 2
|x|2ε

1 + |x|2ε
)

de sorte que ∣∣(A− λ)uε(x)
∣∣ ≤ ε|uε(x)|.

Nous obtenons donc
‖(A− λ)uε‖
‖uε‖

≤ ε

ce qui montre que uε‖uε‖−1 est une suite de Weyl, et finalement que λ ∈
σ(A) pour tout λ ∈ R, par le théorème 2.38.

Nous avions déjà évoqué l’opérateur A lors de notre étude de l’atome
d’hydrogène, à propos de l’identité du Viriel (1.27).

Proposition 4.51 (Identité du Viriel / de Pohožaev). Soit

V ∈ Lp(Rd) + L∞(Rd)

une fonction à valeurs réelles, avec p satisfaisant (3.3). Soit u une fonction
de H2(Rd) telle que

−∆u(x) + V (x)u(x) = λu(x). (4.44)

Si de plus x · ∇V (x) ∈ Lp(Rd) + L∞(Rd) alors on a∫
Rd
|∇u(x)|2 dx =

1

2

∫
Rd
|u(x)|2x · ∇V (x) dx (4.45)
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ce qui fournit en particulier la relation

λ =

∫
Rd
|u(x)|2

(
V (x) +

1

2
x · ∇V (x)

)
dx. (4.46)

Remarque 4.52. Si V (x) + 1
2x · ∇V (x) < 0 (par exemple pour V (x) =

−|x|−s avec 0 < s < 2) nous voyons que −∆ + V ne peut pas avoir de
valeur propre positive ou nulle. Il existe de nombreuses améliorations de ce
résultat [RS78, Sec. XIII.13].

Démonstration. L’idée est de multiplier l’équation par Au et d’intégrer par
parties. Malheureusement, nous ne savons pas que u est dans le domaine
de A. En tirant profit du fait que u ∈ H2(Rd), nous allons donc plutôt
multiplier par la régularisation de Au sous la forme

i
d

2
u(x) + i

x

1 + ε|x|2 · ∇u(x) ∈ H1(Rd),

ce qui donne

d

2

(∫
Rd
|∇u(x)|2 dx+

∫
Rd

(
V (x)− λ

)
|u(x)|2 dx

)
= <

∫
Rd

∆u(x)∇u(x) · x

1 + ε|x|2 dx−<
∫
Rd

(
V (x)− λ

)
x

1 + ε|x|2 · ∇u(x)u(x) dx.

(4.47)

En remarquant que <(u∇u) = ∇|u|2/2 et en utilisant l’hypothèse sur x·∇V ,
nous pouvons intégrer par parties la seconde intégrale, ce qui donne

<
∫
Rd

(
V (x)− λ

)
x

1 + ε|x|2 · ∇u(x)u(x) dx

= −1

2

∫
Rd
|u(x)|2div

(
V (x)− λ

)
x

1 + ε|x|2 dx

= −d
2

∫
Rd
|u(x)|2V (x)− λ

1 + ε|x|2 dx−
1

2

∫
Rd
|u(x)|2x · ∇V (x)− λ

1 + ε|x|2 dx

= −d
2

∫
Rd

(
V (x)− λ

)
|u(x)|2 dx− 1

2

∫
Rd
|u(x)|2x · ∇V (x) dx+ o(1).
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De façon similaire, nous avons pour le premier terme

<
∫
Rd

∆u(x)∇u(x) · x

1 + ε|x|2 dx

=

d∑
i,j=1

<
∫
Rd
∂jju(x)

xi
1 + ε|x|2∂iu(x) dx

= −
d∑

i,j=1

<
∫
Rd

(
δij − 2εxixj(1 + ε|x|2)−1

1 + ε|x|2
)
∂iu(x)∂ju(x) dx

+
1

2

∫
Rd
|∇u(x)|2div

x

1 + ε|x|2 dx

=

(
−1 +

d

2

)∫
Rd
|∇u(x)|2 dx+ o(1).

Dans la seconde égalité nous avons d’abord intégré par parties l’une des
dérivées ∂j , puis nous avons intégré par parties ∂i pour le terme

<
(
∂ju ∂iju

)
=

1

2
∂i|∂ju|2,

ce qui fournit la divergence de x(1 + ε|x|2)−1. En insérant dans (4.47) et en
prenant la limite ε→ 0 nous arrivons bien à (4.45).

4.8 Commutateurs et quantités conservées

Si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints bornés, on peut définir leur
commutateur par

[A,B] = AB −BA.
Si ce commutateur s’annule, on dit que A et B commutent et on trouve que
l’observable B est constante le long des trajectoires du flot de Schrödinger
généré par A, c’est-à-dire :

d

dt

〈
e−itAv,Be−itAv

〉
=
〈
−iAe−itAv,Be−itAv

〉
+
〈
e−itAv,−iBAe−itAv

〉
= i
〈
e−itAv, [A,B]e−itAv

〉
= 0

pour tout v ∈ H. En d’autres termes, on a

eitABe−itA = B, ∀t ∈ R

qui signifie juste que [eitA, B] = 0. Ceci étant valable pour tout t, on conclut
aisément que [f(A), B] = 0 pour toute fonction f bornée puis, en raisonnant
de la même façon pour B, que [f(A), g(B)] = 0.

La généralisation de cet argument à des opérateurs non bornés n’est pas
évidente à cause de la difficulté à définir le commutateur [A,B]. On pour-
rait penser demander par exemple que [A,B] fasse sens et soit nul sur un
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sous-espace D dense de H, mais cette notion n’a pas les propriétés atten-
dues [RS72, Sec. VIII.5]. Voici un résultat qui précise comment aborder cette
question différemment.

Théorème 4.53 (Commutateur). Soient A et B deux opérateurs auto-
adjoints sur leurs domaines respectifs D(A), D(B) ⊂ H. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) [f(A), g(B)] = 0 pour tous f, g continues bornées sur un voisinage de
σ(A) ∪ σ(B) ;

(ii) [eitA, eisB] = 0 pour tous t, s ∈ R ;

(iii) [(A− z)−1, (B − z′)−1] = 0 pour tous z, z′ ∈ C \ R ;

(iv) [1I(A),1I′(B)] = 0 pour tous intervalles I, I ′ ⊂ R ;

(v) D(A) est stable par eitB pour tout t ∈ R et on a eitBA = AeitB sur
D(A) ;

(vi) D(B) est stable par eitA pour tout t ∈ R et on a eitAB = BeitA sur
D(B).

Si ces conditions équivalentes sont vérifiées, on dit que A et B commutent.

En particulier, si A et B commutent et v0 ∈ D(B), on conclut bien que
v(t) = e−itAv0 appartient à D(B) pour tout t et que la valeur moyenne de
l’observable B est constante au cours du temps :

〈v(t), Bv(t)〉 =
〈
v0, e

itABe−itAv0

〉
= 〈v0, Bv0〉.

Démonstration. L’équivalence entre (i)–(iv) suit du calcul fonctionnel et du
fait que les fonctions considérées génèrent toutes les fonctions bornées. Nous
allons donc montrer que, par exemple, (vi) est équivalent à (i). Si (i) est
vraie, alors eitA commute avec B(1 + εB2)−1 = f(B) où f(x) = x/(1 + εx2)
est bornée, donc∥∥B(1 + εB2)−1eitAv

∥∥ =
∥∥eitAB(1 + εB2)−1v

∥∥ =
∥∥B(1 + εB2)−1v

∥∥
pour tout t ∈ R. Comme on a par le théorème spectral et le calcul fonctionnel

w ∈ D(B)⇐⇒ lim sup
ε→0+

∥∥B(1 + εB2)−1w
∥∥ <∞

avec dans ce cas limε→0B(1 + εB2)−1v = Bv, on conclut bien que eitAv ∈
D(B) pour tout v ∈ D(B), et que BeitAv = eitABv.

Réciproquement, si BeitA = eitAB sur D(B), nous en déduisons que
e−itABeitA = B et ainsi e−itA(B− z)eitA = B− z sur D(B) pour tout t ∈ R
et tout z ∈ C \ R. Or

e−itA(B − z)eitA︸ ︷︷ ︸
=B−z

e−itA(B − z)−1eitA = e−itA(B − z)(B − z)−1eitA = 1H
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ce qui montre que e−itA(B − z)−1eitA = (B − z)−1 ou, écrit différemment,[
e−itA, (B − z)−1

]
= 0, ∀t ∈ R, ∀z ∈ C \ R.

Par le même argument que pour (i)–(iv), on conclut bien que [f(A), g(B)] =
0 pour tous f, g continues bornées.

Exemple 4.54. Considérons un opérateur de Schrödinger sous la forme
H = −∆+V (x) où V ∈ L2(R3)+L∞(R3) est une fonction à valeurs réelles.
Alors H est auto-adjoint sur H2(R3) par le théorème 3.5. Par ailleurs, nous
avons e−ia·LH2(R3) ⊂ H2(R3) où L est le moment cinétique orbital pour
tout a ∈ R3, car e−ia·L consiste juste à appliquer une rotation sur les fonc-
tions, ce qui conserve le caractère H2(R3). Si V est une fonction radiale, ce
qui signifie que V (Rx) = V (x) pour toute rotation R ∈ SO(3), on a alors

eia·LHe−ia·L = H

pour tout a ∈ R3, sur D(H) = H2(R3). Nous concluons que H commute
avec a · L pour tout a ∈ R3. En particulier, on a

eitHLje
−itH = Lj , ∀t ∈ R

et le moment angulaire est donc préservé le long des trajectoires.

Exercices complémentaires

Exercice 4.55 (Formule de Helffer-Sjöstrand et densité de A). Soit f ∈ C∞c (R) une
fonction C∞ à support compact. Nous introduisons une extension “quasi-analytique” de f
sur C par

f̃(z) =
(
f(x) + iyf ′(x)

)
χ

(
y√

1 + x2

)
où z = x+ iy et χ est une fonction C∞ à support compact dans [−2, 2] qui est constante
égale à 1 sur [−1, 1]. On remarquera que f̃|R = f . Montrer alors la formule

f(x) = − 1

π

∫
C

∂f̃(z)

∂z̄

dz

x− z (4.48)

où
∂f̃(z)

∂z̄
=
∂f̃(z)

∂x
+ i

∂f̃(z)

∂y
.

En déduire en particulier que vect{(x − z)−1, z ∈ C \ R} est un sous-espace dense dans
C0

0 (R). Pour une preuve du théorème 4.22 basée sur la formule (4.48), voir [Dav95].

Exercice 4.56 (Espaces invariants). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son domaine
D(A) ⊂ H. On dit qu’un sous-espace fermé K ⊂ H est A–invariant si (A−z)−1K ⊂ K pour
tout z ∈ C \ R.

1. Montrer alors que f(A)K ⊂ K pour tout f ∈ C0
0 (R,C).

2. Montrer que K⊥ est aussi A–invariant.

3. Montrer que K est A–invariant si et seulement si A commute avec le projecteur
orthogonal ΠK sur K, au sens de la section 4.8.
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σ(A)
ε

b

Figure 4.4 – Les formules de Stone (4.49) et (4.50) permettent d’expri-
mer un projecteur spectral sous la forme 1]−∞,b](A) comme l’intégrale de la
résolvante (A− z)−1 sur les droites représentées.

Exercice 4.57 (Laplacien et vecteurs cycliques). Considérons l’opérateur A = −d2/dx2

qui est auto-adjoint sur D(A) = H2(R) ⊂ H = L2(R). En utilisant le fait que

L2(R) = L2
pair(R)⊕ L2

impair(R)

(somme orthogonale de l’espace des fonctions paires et des fonctions impaires), montrer
que A n’a aucun vecteur cyclique. Montrer par contre qu’il existe deux vecteurs v1 et v2 ∈ H
tels que L2(R) = Xv1⊕Xv2 , de sorte que dans la représentation du Laplacien en opérateur
de multiplication nous pouvons utiliser seulement deux copies de σ(A) = [0,∞) dans R2.
Qu’en est-il du Laplacien en dimension supérieure ?

Exercice 4.58 (Projecteurs 1]−∞,b](A)). Montrer que l’on peut prendre a = −∞ dans la
formule (4.22), de sorte que

lim
ε→0+

1

2iπ

∫ b

−∞

(
(A− s− iε)−1 − (A− s+ iε)−1) ds v =

(
1]−∞,b[(A) +

1

2
1{b}(A)

)
v.

(4.49)
En tournant les deux axes (Figure 4.4), montrer également la formule

lim
ε→0+

1

2π

∫ −ε
−∞

(
(A− b− is)−1 − (A− b+ is)−1) ds v =

(
1]−∞,b[(A) +

1

2
1{b}(A)

)
v.

(4.50)



Chapitre 5

Spectre des opérateurs auto-adjoints

Dans ce chapitre nous étudions plus précisément le spectre des opérateurs
auto-adjoints.

5.1 Spectre essentiel et spectre discret

Nous avons déjà introduit le concept de valeur propre qui correspond aux
éléments λ du spectre tels que ker(A − λ) 6= {0}. L’ensemble de toutes les
valeurs propres est habituellement appelé spectre ponctuel, car il correspond
aux λ ∈ σ(A) tels que

∑
n≥0 µ({(λ, n)}) > 0 dans la représentation où A de-

vient l’opérateur de multiplication par la fonction a(s, n) = s sur L2(σ(A)×
N, dµ). Alors µ charge certains des points (λ, n)n≥0. Le complémentaire du
spectre ponctuel est habituellement appelé spectre continu.

Exemple 5.1. Considérons l’opérateur M0 de multiplication par la fonc-
tion nulle sur H = L2(]0, 1[). Il est tel que σ(M0) = {0} avec ker(M0) =
L2(]0, 1[), c’est-à-dire n’y a que du spectre ponctuel. Par contre, l’opérateur
Mε de multiplication par la fonction fε(x) = εx a le spectre σ(Mε) = [0, ε]
et il ne possède aucune valeur propre, d’après le théorème 4.4.

L’exemple précédent montre que la séparation de σ(A) en spectres ponc-
tuel et continu n’est pas stable par rapport aux petites perturbations, ce qui
amène souvent à considérer une autre classification.

Définition 5.2 (Spectres discret et essentiel). Soit A un opérateur auto-
adjoint sur son domaine D(A) ⊂ H. On appelle spectre discret et on note
σdisc(A) l’ensemble des valeurs propres isolées de multiplicité finie. On ap-
pelle spectre essentiel et on note σess(A) son complémentaire dans σ(A).

Rappelons qu’un point λ ∈ σ(A) du spectre est dit isolé lorsqu’il existe
ε > 0 tel que [λ− ε, λ+ ε] ∩ σ(A) = {λ}.

5.1.1 Stabilité du spectre discret

Il est possible de montrer que le spectre discret est stable par petites per-
turbations relativement bornées. Par stable nous voulons dire que le spectre
peut bouger avec la perturbation, mais reste du même type.

149
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Théorème 5.3 (Théorie des perturbations pour λ ∈ σdisc(A)). Soit A un
opérateur auto-adjoint sur son domaine D(A) ⊂ H et λ ∈ σdisc(A) une
valeur propre isolée de multiplicité

k = dim ker(A− λ) <∞.

Soient a < λ < b tels que [a, b]∩σ(A) = {λ}. Soit B un opérateur symétrique
sur D(A), tel que∥∥B(A− a)−1

∥∥ < 1 et
∥∥B(A− b)−1

∥∥ < 1. (5.1)

Alors l’opérateur A+B est auto-adjoint sur D(A) et son projecteur spectral
1[a,b](A + B) est de rang exactement égal à k. C’est-à-dire, le spectre de
A + B dans [a, b] est composé d’au plus k valeurs propres, dont la somme
des multiplicités est égale à k. De plus, on a

a, b /∈ σ(A+B).

Finalement, on a l’estimée suivante sur la différence des projecteurs spec-
traux correspondants :

∥∥1[a,b](A+B)− 1{λ}(A)
∥∥ ≤ 1

2π

(∥∥B(A− a)−1
∥∥+

∥∥B(A− b)−1
∥∥)×

×
{

5

2
+

2(b− a)

d({a, b}, σ(A))
(

1− max
z=a,b

∥∥B(A− z)−1
∥∥)
}
. (5.2)

Remarque 5.4. Si B est un opérateur borné, on peut remplacer l’estimée (5.1)
par la condition plus simple

‖B‖ < d
(
{a, b}, σ(A)

)
,

la distance de {a, b} au spectre de A, d’après le corollaire 4.10.

Remarque 5.5. Nous avons fourni l’estimée explicite (5.2) pour illustrer
la méthode de preuve basée sur la formule de Cauchy. Cette estimée n’est
en aucun cas optimale et peut être améliorée.

Démonstration. L’hypothèse (5.1) implique que

‖Bv‖ =
∥∥B(A− z)−1(A− z)v

∥∥
≤
∥∥B(A− z)−1

∥∥( ‖Av‖+ |z| ‖v‖
)

pour z ∈ {a, b}, qui montre que A + B est auto-adjoint sur D(A), par le
théorème 3.1 de Rellich-Kato. Par ailleurs,

(A+B − z) =
(
1 +B(A− z)−1

)
(A− z) (5.3)
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est inversible d’inverse borné, donc a, b /∈ σ(A + B). Nous pouvons même
donner une estimée sur la taille des voisinages de a et b qui n’intersectent
par σ(A+B). En effet, par la relation (5.3) nous aurons z /∈ σ(A+B) quand
‖B(A− z)−1‖ < 1 et z ∈ ρ(A). Comme∥∥B(A− z)−1

∥∥ ≤ ∥∥B(A− a)−1
∥∥∥∥∥∥A− aA− z

∥∥∥∥
avec, par le corollaire 4.10,∥∥∥∥A− aA− z

∥∥∥∥ ≤ 1 +
|z − a|

d(z, σ(A))
,

nous en déduisons que

ρ(A) ∩
{
z ∈ R :

|z − a|
d(z, σ(A))

<
1

‖B(A− a)−1‖ − 1

}
⊂ ρ(A+B). (5.4)

Ceci fournit un voisinage de a qui n’intersecte pas le spectre de A + B, la
taille de ce voisinage ne dépendant que de A, de a et de

∥∥B(A− a)−1
∥∥. Il y

a bien sûr une estimée similaire au voisinage de b. Sur ces deux voisinages,
nous avons

(A+B − z)−1 = (A− z)−1
(
1 +B(A− z)−1

)−1
. (5.5)

Pour comprendre la nature du spectre de A + B dans l’intervalle [a, b],
nous raisonnons de proche en proche et introduisons le projecteur spectral

P (ε) = 1[a,b](A+ εB)

où l’opérateur A+εB satisfait les mêmes propriétés que A+B pour 0 ≤ ε ≤ 1
car bien sûr εB vérifie aussi (5.1). Comme le spectre de A+εB ne rencontre
jamais a et b, nous pouvons utiliser la formule de Cauchy (4.21), avec une
courbe dans le plan complexe qui croise l’axe réel uniquement en ces deux
points et entoure l’intervalle [a, b] (par exemple un rectangle dont les longs
côtés sont parallèles à l’axe réel). En particulier, nous trouvons

P (ε)− P (ε′) = − 1

2iπ

∮
C

(
1

A+ εB − z −
1

A+ ε′B − z

)
dz. (5.6)

De plus, la taille des voisinages autour de a et b qui n’intersectent pas σ(A+
εB) est indépendante de ε, par (5.4). Comme d’après (5.5)

1

A+ εB − z −
1

A+ ε′B − z
= (ε′ − ε) 1

A+ εB − zB
1

A+ ε′B − z
= (ε′ − ε) 1

A+ εB − zB
1

A− z
(
1 + ε′B(A− z)−1

)−1
(5.7)
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où l’opérateur à droite est uniformément borné pour z ∈ C , nous avons∥∥P (ε)− P (ε′)
∥∥ ≤ C|ε− ε′|.

Ceci prouve que l’application ε 7→ P (ε) est continue de [0, 1] pour la norme
d’opérateur sur H. Nous utilisons maintenant le lemme suivant

Lemme 5.6 (Paires de projecteurs). Soient P et P ′ deux projecteurs ortho-
gonaux sur un espace de Hilbert H, tels que ‖P − P ′‖ < 1. Alors rang(P ) =
rang(P ′).

Preuve du lemme. Si les projecteurs sont tous les deux de rang infini, il n’y
a rien à démontrer. Supposons par exemple que P est de rang k < ∞. Si
l’image de P ′ est de dimension ≥ k+1, alors elle doit intersecter l’orthogonal
de l’image de P , c’est-à-dire kerP . Mais pour v ∈ Im(P ′) ∩ ker(P ) nous
avons (P − P ′)v = −v donc ‖(P − P ′)v‖ = ‖v‖ qui contredit l’hypothèse
que ‖P −P ′‖ < 1. Ainsi rang(P ′) ≤ rang(P ). En particulier, P ′ est de rang
fini et on trouve l’autre inégalité en inversant P et P ′.

Le lemme permet de déduire de proche en proche que rangP (ε) = k
pour tout ε ∈ [0, 1], puisque l’application ε 7→ P (ε) est continue. Ainsi
P (1) = 1[a,b](A+B) est de rang k, ce qui implique le résultat, par le théorème
spectral.

Finalement, nous pouvons donner une estimée explicite sur P (1)−P (0).
Nous prenons pour cela une courbe C qui est un rectangle, symétrique par
rapport à l’axe réel, dont les côtés horizontaux sont situés à une distance δ
de l’axe. Sur le côté vertical du rectangle, qui passe en a, donné par{

z = a+ iµ, µ ∈ [−δ, δ]
}
,

nous utilisons la relation (5.7) et l’estimée∥∥(A+B − z)−1 − (A− z)−1
∥∥ =

∥∥(A+B − z)−1B(A− z)−1
∥∥

≤
∥∥(A+B − a)−1

∥∥∥∥B(A− a)−1
∥∥

car ∥∥∥∥ C − a
C − a+ iµ

∥∥∥∥ ≤ 1

pour tout opérateur auto-adjoint C, par le calcul fonctionnel. Par (5.3), nous
avons ∥∥(A+B − a)−1

∥∥ ≤ ∥∥(A− a)−1
∥∥

1− ‖B(A− a)−1‖
de sorte que

∥∥(A+B − z)−1 − (A− z)−1
∥∥ ≤ ∥∥B(A− a)−1

∥∥
d(a, σ(A)) (1− ‖B(A− a)−1‖) .
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Il y a une estimée similaire sur l’autre côté vertical. Finalement, sur la moité
gauche des deux côté horizontaux nous pouvons écrire

∥∥(A+B − z)−1 − (A− z)−1
∥∥ ≤ ∥∥(A− a)(A− z)−1

∥∥∥∥B(A− a)−1
∥∥

δ

≤ 4δ + (b− a)

2δ2

∥∥B(A− a)−1
∥∥

(faire un dessin) et il y a une estimée similaire sur la moitié droite, avec∥∥B(A− b)−1
∥∥. En intégrant sur le rectangle nous avons donc prouvé que

‖P (1)− P (0)‖ ≤ 1

2π

(∥∥B(A− a)−1
∥∥+

∥∥B(A− b)−1
∥∥)×

×
(

2δ

d({a, b}, σ(A)) (1−maxz=a,b ‖B(A− z)−1‖)

+ (b− a)
4δ + (b− a)

2δ2

)
.

S’il est possible d’optimiser par rapport à δ, on trouve l’estimée (5.2) en
prenant δ = b− a.

5.1.2 Caractérisation de Weyl

Après avoir montré la stabilité des éléments de σdisc(A), nous donnons
maintenant une caractérisation à l’aide des suites de Weyl de son complémentaire,
le spectre essentiel. Rappelons que λ ∈ σ(A) si et seulement s’il existe une
suite (vn) ⊂ D(A) telle que ‖vn‖ = 1 et (A− λ)vn → 0 (théorème 2.38).

Théorème 5.7 (Caractérisation de Weyl du spectre essentiel). Soit A un
opérateur auto-adjoint sur son domaine D(A) ⊂ H. Alors on a

λ ∈ σess(A)

si et seulement s’il existe une suite (vn) ⊂ D(A) telle que

• ‖vn‖ = 1 ;

• (A− λ)vn → 0 ;

• vn ⇀ 0 faiblement dans H.

Démonstration. Par le théorème spectral (voir aussi le corollaire 4.11), nous
avons

λ ∈ σdisc(A)⇐⇒ dimL2([λ− ε, λ+ ε]× N, dµ) <∞
pour un ε > 0, dans la représentation où A devient l’opérateur de multipli-
cation par la fonction a(s, n) = s. Ainsi,

λ ∈ σess(A)⇐⇒ dimL2([λ− ε, λ+ ε]× N, dµ) =∞, ∀ε > 0.
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Commençons alors par montrer l’implication directe. Si λ ∈ σess(A),
nous construisons une suite normalisée vn par récurrence en prenant

vn ∈ L2([λ− 1/n, λ+ 1/n]× N, dµ)

avec l’hypothèse supplémentaire que vn ∈ vect(v1, ..., vn−1)⊥. Comme L2([λ−
1/n, λ+1/n]×N, dµ) est de dimension infinie, nous pouvons toujours trouver
un tel vecteur. Alors vn ⇀ 0 par construction et par ailleurs

‖(A− λ)vn‖2 =

∫
σ(A)×N

|s− λ|2|vn(s, j)|2 dµ(s, j) ≤ ‖vn‖
2

n2
=

1

n2
→ 0

comme nous voulions.
Réciproquement, si λ ∈ σdisc(A), alors nous avons par le théorème spec-

tral ∥∥1R\{λ}(A)(A− λ)v
∥∥ ≥ δ ∥∥1R\{λ}(A)v

∥∥
pour tout v ∈ D(A) car on a |s−λ| ≥ δ µ-presque partout sur σ(A)\{λ}×N,
pour un δ > 0. Prenons alors une suite de Weyl (vn) telle que ‖vn‖ = 1 et
(A− λ)vn → 0. En écrivant

(A− λ)vn = 1R\{λ}(A)(A− λ)vn

nous trouvons
‖(A− λ)vn‖2 ≥ δ2

∥∥1R\{λ}(A)vn
∥∥2

qui implique donc que 1R\{λ}vn → 0 fortement dans H. Ceci montre que la
suite

vn = 1{λ}(A)vn + 1R\{λ}(A)vn = 1{λ}(A)vn + o(1)

est compacte car le projecteur spectral 1{λ}(A) est de rang fini donc compact
(voir la section 5.2.1 pour des rappels sur les opérateurs compacts). Plus
précisément, nous avons

1{λ}(A)vn =
k∑
j=1

〈ej , vn〉ej

où (e1, ..., ek) forme une base orthonormée de ker(A−λ). Chacun des 〈ej , vn〉
possède une sous-suite convergente. En particulier, il est impossible que
vn ⇀ 0 car il en découlerait vn → 0 fortement, ce qui contredirait la propriété
de normalisation ‖vn‖ = 1. En fait (vn) converge fortement à sous-suites
près.

Exercice 5.8 (σess(A) est fermé). Montrer que le spectre essentiel d’un
opérateur auto-adjoint est toujours fermé.

Le tableau 5.1 fournit un résumé de la caractérisation des éléments du
spectre à l’aide des suites de Weyl.
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λ ∈ σ(A) Il existe une suite (vn) ⊂ D(A) telle que ‖vn‖ = 1 et (A − λ)vn → 0
fortement (suite de Weyl)

λ ∈ σess(A) Il existe une suite de Weyl telle que vn ⇀ 0 faiblement

λ ∈ σdisc(A) Toutes les suites de Weyl ont des sous-suites fortement convergentes
dans H

λ ∈ σcont(A) Toutes les suites de Weyl (vn) vérifient vn ⇀ 0 faiblement

λ ∈ σpon(A) Il existe une suite de Weyl qui admet une limite faible différente de 0.
De façon équivalente, ker(A− λ) 6= {0}.

Table 5.1 – Caractérisation des éléments du spectre d’un opérateur auto-
adjoint à l’aide des suites de Weyl.

Remarque 5.9 (Critère de Weyl pour les opérateurs non auto-adjoints).
Il n’y a pas de définition univoque du spectre essentiel et du spectre discret
pour un opérateur non auto-adjoint [RS78, Sec. XIII.4]. Par exemple, dans
le cas non auto-adjoint un point isolé du spectre n’est pas toujours une va-
leur propre. Cependant, la théorie fonctionne de façon très similaire si on
ajoute l’hypothèse que l’opérateur est diagonalisable, c’est-à-dire unitaire-
ment équivalent à un opérateur de multiplication par une fonction localement
bornée.

Si A est un opérateur auto-adjoint, considérons B = (A − z)−1 avec
z ∈ C \ σ(A), qui est borné mais n’est pas auto-adjoint quand z ∈ C \ R. Il
est cependant unitairement équivalent à un opérateur de multiplication, par
le théorème spectral appliqué à A. Alors ses valeurs propres isolées (dans C)
et de multiplicité finie sont exactement données par

σdisc

(
(A− z)−1

)
= {(λ− z)−1, λ ∈ σdisc(A)},

car la fonction x 7→ (x − z)−1 est bijective et continue sur un voisinage de
σ(A). Le spectre essentiel est alors égal à

σess

(
(A− z)−1

)
= {(λ− z)−1, λ ∈ σess(A)} ∪

{
∅ si A est borné,

{0} si A est non borné.

En effet, 0 est un point d’accumulation du spectre de (A−z)−1 lorsque A n’est
pas borné. Le spectre essentiel σess

(
(A− z)−1

)
est caractérisé par les suites

de Weyl exactement comme au théorème 5.7, avec une preuve similaire.

Il existe une formule basée sur les suites de Weyl, fournissant le bas du
spectre essentiel sous l’hypothèse supplémentaire que l’opérateur est borné
inférieurement.

Théorème 5.10 (Formule pour minσess(A)). Soit A un opérateur auto-
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adjoint borné inférieurement sur son domaine D(A) ⊂ H. Alors on a

minσess(A) = min
vn∈D(A)
‖vn‖=1
vn⇀0

lim inf
n→∞

〈vn, Avn〉 = min
vn∈Q(A)
‖vn‖=1
vn⇀0

lim inf
n→∞

qA(vn). (5.8)

La convergence faible dans les deux minima de la formule (5.8) est sup-
posée dans H seulement (pas dans Q(A) ou dans D(A)). Le minimum à
gauche est pris égal à +∞ par convention, si σess(A) = ∅, auquel cas la for-
mule (5.8) signifie simplement que qA(vn)→ +∞ pour toute suite vn ∈ Q(A)
telle que ‖vn‖ = 1 et vn ⇀ 0.

Démonstration. L’égalité des deux termes à droite de (5.8) suit de la densité
de D(A) dans Q(A) pour la norme associée.

Supposons d’abord σess(A) 6= ∅. Comme Σ(A) := minσess(A) appartient
à l’ensemble fermé σess(A) (Exercice 5.8), il existe une suite de Weyl satisfai-
sant ‖vn‖ = 1, (A−Σ(A))vn → 0 et vn ⇀ 0. En prenant le produit scalaire
contre vn on trouve que 〈vn, (A− Σ(A))vn〉 → 0, c’est-à-dire 〈vn, Avn〉 →
Σ(A). Réciproquement, si vn ∈ D(A) est telle que lim infn→∞ qA(vn) < ∞,
alors on peut écrire

A = A1]−∞,Σ(A)−ε](A) +A1]Σ(A)−ε,+∞[(A)

où le premier opérateur R = A1]−∞,Σ(A)−ε](A) est de rang fini car le spectre
de A est composé d’un nombre fini de valeurs propres de multiplicités finies
dans ] −∞,Σ(A) − ε], par définition de Σ(A) et puisque A est minoré. En
fait on a, plus explicitement,

qR(vn) =
∑

λj(A)≤Σ(A)−ε
λj(A)|〈vn, ej〉|2 → 0

où les ej sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres λj(A) situées
sous Σ(A)− ε (répétées en cas de multiplicité). Ainsi

lim inf
n→∞

qA(vn) = lim inf
n→∞

qA1]Σ(A)−ε,+∞[(A)(vn) ≥ (Σ(A)− ε)

car
〈
v,A1]Σ(A)−ε,+∞[(A)v

〉
≥ (Σ(A) − ε)‖v‖2 par le théorème spectral. Le

résultat suit en prenant ε→ 0.

La preuve est exactement similaire si σess(A) = ∅, en utilisant cette fois
la décomposition

A = A1]−∞,M ](A) +A1]M,+∞[(A)

et en prenant M →∞ à la fin.
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5.2 Opérateurs compacts et à résolvante compacte

5.2.1 Opérateurs compacts

Rappelons qu’un opérateur K est dit compact lorsque l’image de la boule
unité est compacte ou, dit autrement, lorsque Kvn → 0 fortement pour
toute suite vn ⇀ 0 faiblement. Les opérateurs compacts forment un idéal
bilatère K(H) fermé de B(H) dans lequel les opérateurs de rang fini sont
denses [Rem18]. La fermeture de K(H) signifie que si ‖Kn−B‖ → 0 où tous
les Kn sont compacts, alors B est automatiquement compact. Dire que c’est
un idéal bilatère signifie que BK,KB ∈ K(H) pour tout K ∈ K(H) et tout
B ∈ B(H).

Un opérateur de rang fini est sous la forme

R =
J∑
j=1

|wj〉〈vj |,

une notation avec les ‘ket’ et les ‘bra’ qui signifie

Rv =
J∑
j=1

〈vj , v〉wj

où les vj , wj sont des vecteurs de H. En diagonalisant l’opérateur auto-
adjoint R∗R on peut aussi se ramener au cas où les vj forment un système
orthonormé, auquel cas on obtient wj = Rvj , qui sont orthogonaux deux à
deux, car 〈Rvj , Rvk〉 = 〈vj , R∗Rvk〉.

Voici une conséquence du théorème 5.7.

Corollaire 5.11 (Opérateurs compacts). Supposons dim(H) = +∞. Un
opérateur auto-adjoint borné A est compact si et seulement si

σess(A) = {0}.

En particulier, A est alors diagonalisable dans une base orthonormée, avec
des valeurs propres λj, qui tendent vers 0. Les valeurs propres non nulles
sont toutes de multiplicité finie.

Si A n’est pas auto-adjoint, alors on peut écrire par la décomposition
polaire A = U |A| et appliquer le résultat précédent à |A| =

√
A∗A.

Démonstration. Si A est compact et λ ∈ σess(A), alors il existe une suite de
Weyl (vn) normalisée telle que (A − λ)vn → 0 et vn ⇀ 0. Alors Avn → 0,
ce qui implique λvn → 0 et n’est possible que si λ = 0, car ‖vn‖ = 1 par
hypothèse. Donc σess(A) ⊂ {0}. Mais pour un opérateur borné on ne peut
avoir σess(A) = ∅ en dimension infinie. En effet, tout point d’accumulation de
valeurs propres appartient à σess(A) donc l’hypothèse σess(A) = ∅ implique
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pour un opérateur borné que le spectre de A n’est composé que d’un nombre
fini de valeurs propres de multiplicité finie. Mais alors dim(H) < ∞ par le
théorème spectral. Donc σess(A) 6= ∅ et finalement σess(A) = {0}.

Réciproquement, si σess(A) = {0}, nous pouvons écrire

A = A1[−ε,ε](A) +A1R\[−ε,ε](A).

Comme A est borné, son spectre est aussi borné et l’hypothèse σess(A) = {0}
implique alors que σ(A)∩R\ [−ε, ε] est composé d’un nombre fini de valeurs
propres de multiplicités finies. En particulier, l’opérateur A1R\[−ε,ε](A) est
de rang fini. Comme ∥∥A1[−ε,ε](A)

∥∥ ≤ ε
nous voyons que A est une limite en norme d’une suite d’opérateurs de rang
fini, et il est donc compact.

Nous donnons maintenant plusieurs exemples d’opérateurs compacts.

Opérateurs Hilbert-Schmidt

On se place sur H = L2(B, dµ) pour un ensemble mesurable B ⊂ Rd
quelconque et µ une mesure positive localement finie (par exemple B = Rd
et µ la mesure de Lebesgue).

Définition 5.12 (Hilbert-Schmidt). Un opérateur A sur L2(B, dµ) est ap-
pelé Hilbert-Schmidt lorsqu’il est donné par un noyau intégral a ∈ L2(B ×
B, dµ⊗ µ), c’est-à-dire par la formule

(Au)(x) :=

∫
B
a(x, y)u(y) dµ(y). (5.9)

Nous n’avons pas spécifié le domaine de définition de A car un opérateur
Hilbert-Schmidt est toujours borné donc défini sur tout H. En effet, par
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|(Au)(x)|2 ≤ ‖u‖2L2(B,dµ)

∫
B
|a(x, y)|2 dµ(y) (5.10)

qui implique bien, en intégrant par rapport à x, que A est borné avec

‖A‖ ≤ ‖a‖L2(B×B,dµ⊗µ).

Il est facile de vérifier que l’adjoint de A est aussi Hilbert-Schmidt, avec le
noyau intégral a(y, x). Ainsi, A est auto-adjoint si et seulement si la fonction
a vérifie a(y, x) = a(x, y) presque partout.

On doit penser que la fonction a(x, y) est l’équivalent continu des co-
efficients Mij d’une matrice en dimension finie. La formule (5.9) est alors
l’équivalent continu de la formule (Mv)i =

∑
jMijvj où la somme a été

remplacée par une intégrale. Même en enlevant l’hypothèse que a ∈ L2(B×
B, dµ⊗ µ), il n’est cependant pas vrai que tout opérateur borné possède un
tel noyau intégral a.
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Proposition 5.13 (Compacité). Un opérateur Hilbert-Schmidt est toujours
compact.

Démonstration. Par le théorème de Fubini, la fonction y 7→ a(x, y) appar-
tient à L2(B, dµ) pour presque tout x. Ainsi, si un ⇀ 0 faiblement dans
L2(B, dµ), alors on a

(Aun)(x) =

∫
B
a(x, y)un(y) dµ(y)→ 0

pour presque tout x, par définition de la convergence faible de un dans la va-
riable y. Donc Aun → 0 presque partout. Par ailleurs, l’estimée (5.10) fournit
une domination indépendante de n car (un) est bornée dans L2(B, dµ). Par
convergence dominée on a alors ‖Aun‖L2(B,dµ) → 0.

Un opérateur de rang fini est toujours Hilbert-Schmidt. En utilisant les
notations précédentes, on trouve que l’opérateur A = |v〉〈w| a le noyau
a(x, y) = v(x)w(y).

Il est possible de caractériser les opérateurs Hilbert-Schmidt parmi les
opérateurs compacts sur H = L2(B, dµ), à partir de leurs valeurs singulières,
c’est-à-dire les valeurs propres de A∗A.

Théorème 5.14 (Caractérisation des opérateurs Hilbert-Schmidt). Soit A
un opérateur compact sur H = L2(B, dµ), avec B et µ comme précédemment.
Alors A est Hilbert-Schmidt si et seulement si ses valeurs singulières µj(A) :=√
λj(A∗A) forment une suite de carré sommable, et on a dans ce cas

a(x, y) =
∑
j

(Auj)(x)uj(y) (5.11)

où la somme est convergente dans L2(B×B, dµ⊗µ) et où (uj) est une base
de vecteur propre pour l’opérateur A∗A. De plus,∑

j

µj(A)2 =

∫
B

∫
B
|a(x, y)|2 dµ(x) dµ(y).

Démonstration. SoitA un opérateur compact. Après diagonalisation deA∗A,
on peut écrire

A =
∑
j

|Auj〉〈uj |

où la somme
∑

j |Auj〉〈uj | est convergente en norme d’opérateur. Comme
nous l’avons mentionné, chacun des opérateurs |Auj〉〈uj | est Hilbert-Schmidt,

avec le noyau intégral Fj(x, y) := (Auj)(x)uj(y). On remarquera que les Fj
sont orthogonaux deux à deux dans L2(B ×B, dµ⊗ µ) car les uj le sont, et
que ‖Fj‖2L2(B×B) = ‖Auj‖2L2(B) = µj(A)2.
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Si
∑

j µj(A)2 =
∑

j ‖Fj‖2 < ∞, la fonction a(x, y) :=
∑

j Fj(x, y) est

bien définie dans L2(B×B, dµ⊗µ). Ceci définit donc un opérateur Hilbert-
Schmidt Ã de noyau a. Un calcul montre que Ã cöıncide avec A sur la
base des uj , et ils doivent donc être égaux partout. En particulier, A est
Hilbert-Schmidt.

Réciproquement, si A est Hilbert-Schmidt on peut écrire par l’inégalité
de Cauchy-Schwarz∥∥∥∥ J∑

j=1

Fj

∥∥∥∥2

L2(B×B)

=

J∑
j=1

µj(A)2 =

J∑
j=1

〈Auj , Auj〉

=
J∑
j=1

∫
B

∫
B

(Auj)(x)a(x, y)uj(y) dµ(x) dµ(y)

=

∫
B×B

J∑
j=1

Fj(x, y)a(x, y) dµ⊗ µ(x, y)

≤ ‖a‖L2(B×B)

∥∥∥∥ J∑
j=1

Fj

∥∥∥∥
L2(B×B)

.

Donc
J∑
j=1

µj(A)2 =

∥∥∥∥ J∑
j=1

Fj

∥∥∥∥2

L2(B×B)

≤ ‖a‖2L2(B×B)

et la somme converge.

L’ensemble des opérateurs Hilbert-Schmidt sur l’espace L2(B, dµ) est
noté S2(B, dµ). C’est un espace de Hilbert qui est isométrique à L2(B ×
B, dµ⊗ µ) lorsqu’il est muni de la norme

‖A‖S2(B,dµ) := ‖a‖L2(B×B,dµ⊗µ)

où a est le noyau intégral de A. On fera attention que S2(B, dµ) n’est
pas fermé pour la norme d’opérateur. En fait, S2(B, dµ) contient tous les
opérateurs de rang fini, donc sa fermeture est tout K(H). Il se trouve que
S2(B, dµ) est aussi un idéal bilatère de B(H), c’est-à-dire queAM ∈ S2(B, dµ)
pour tout opérateur borné M , lorsque A ∈ S2(B, dµ).

Exercice 5.15 (S2(B, dµ) est un idéal bilatère). Soit A un opérateur borné
sur H = L2(B, dµ). Soient (en) et (fn) deux bases orthonormées quelconques
de H. Montrer l’égalité∑

n≥1

‖Aen‖2 =
∑
n,m≥1

|〈fm, Aen〉|2 =
∑
m≥1

‖A∗fm‖2 , (5.12)
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où les termes peuvent être finis ou infinis. En déduire que A est un opérateur
Hilbert-Schmidt si et seulement si ces séries sont toutes convergentes, avec

‖A‖2S2(B,dµ) :=
∑
n≥1

‖Aen‖2

pour toute base orthonormée. Montrer de cette manière que AM et MA sont
Hilbert-Schmidt lorsque A l’est et M est un opérateur borné quelconque.

Voici un exemple particulièrement important d’opérateur Hilbert-Schmidt.

Proposition 5.16. Lorsque f, g ∈ L2(Rd), les opérateurs

A1 = f(x)g(−i∇), A2 = g(−i∇)f(x) (5.13)

définis préalablement sur C∞c (Rd) sont fermables et leurs fermetures sont
Hilbert-Schmidt sur tout H = L2(Rd), avec∥∥A1

∥∥
S2 =

∥∥A2

∥∥
S2 = (2π)−d/2‖f‖L2(Rd)‖g‖L2(Rd) (5.14)

et les noyaux intégraux correspondants

a1(x, y) = (2π)−d/2f(x)ǧ(x− y), a2(x, y) = (2π)−d/2ǧ(x− y)f(y).

On rappelle que g(−i∇) est l’opérateur de multiplication par la fonc-
tion g(k) en Fourier, ce qui correspond bien à la convolution par la fonc-
tion (2π)−d/2ǧ en espace direct. Dans (5.13) nous interprétons f(x) comme
l’opérateur Mf de multiplication par la fonction f . Les opérateurs A1 et A2

ont déjà été considérés à la section 1.6.5.
Comme les opérateurs f(x) et g(−i∇) ne sont pas en général bornés,

donc pas définis sur tout L2(Rd), on doit comme dans l’énoncé commen-
cer par définir A1 et A2 sur un sous-espace approprié et ensuite montrer
qu’ils admettent une unique extension bornée à tout L2(Rd). Nous voyons
donc qu’il peut arriver qu’un produit d’opérateurs non bornés soit finale-
ment borné ! Pour simplifier les notations, nous appellerons souvent dans la
suite A1 = f(x)g(−i∇) et A2 = g(−i∇)f(x) les opérateurs Hilbert-Schmidt
définis sur tout L2(Rd).

Démonstration. Pour toute fonction u ∈ C∞c (Rd), on a fu ∈ L1(Rd)∩L2(Rd)
car u ∈ L2(Rd) ∩ L∞(Rd). Sa transformée de Fourier appartient à

f̂u ∈ L2(Rd) ∩ L∞(Rd).

Ceci garantit que fu ∈ D
(
g(−i∇)

)
, c’est-à-dire g f̂u ∈ L2(Rd), puisque

f̂u ∈ L∞(Rd). Ainsi A2 est bien défini sur C∞c (Rd). Un calcul explicite
montre ensuite que

(A2u)(x) = (2π)−d/2
∫
Rd
ǧ(x− y)f(y)u(y) dy
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pour tout u ∈ C∞c (Rd). Or le noyau intégral a2(x, y) = (2π)d/2ǧ(x− y)f(y)
appartient à L2(Rd × Rd) et définit un opérateur Hilbert-Schmidt. Comme
cet opérateur est borné, par le théorème 5.14, c’est la fermeture de A2, défini
au préalable sur C∞c (Rd). L’argument est le même pour A1.

Opérateurs f(x)g(−i∇) pour f, g ∈ Lp(Rd)
Nous avons montré que les opérateurs f(x)g(−i∇) et g(−i∇)f(x) étaient

compacts (en fait Hilbert-Schmidt) sur L2(Rd) dès lors que f, g ∈ L2(Rd).
L’exposant 2 pour f et g n’est pas relié au fait que nous travaillons dans
l’espace de Hilbert L2(Rd). Il se trouve que ces opérateurs sont bien définis
pour tout f, g ∈ Lp(Rd) avec p ∈ [2;∞] et qu’ils sont compacts pour p <∞.

Théorème 5.17 (Compacité de f(x)g(−i∇)). Lorsque

f, g ∈ Lp(Rd) avec 2 ≤ p ≤ ∞,

les opérateurs

A1 = f(x)g(−i∇) et A2 = g(−i∇)f(x)

définis au préalable sur C∞c (Rd) sont fermables et leurs fermetures sont
bornées sur l’espace de Hilbert L2(Rd) avec

‖A1‖ = ‖A2‖ ≤ (2π)−d/p‖f‖Lp(Rd)‖g‖Lp(Rd). (5.15)

De plus, ces opérateurs sont compacts quand p ∈ [2; +∞[ ou quand p = +∞
et f et g tendent tous les deux vers 0 à l’infini.

Les opérateurs A1 et A2 ont les noyaux intégraux respectifs formels

a1(x, y) = (2π)−d/2f(x)ǧ(x− y), a2(x, y) = (2π)−d/2ǧ(x− y)f(y)

mais il faut faire attention que ǧ est en principe une distribution tempérée.

Démonstration. Soient u ∈ C∞c (Rd) et p ∈ [2; +∞]. Alors, par l’inégalité de
Hölder, on a fu ∈ Lq(Rd) avec

‖fu‖Lq(Rd) ≤ ‖f‖Lp(Rd)‖u‖L2(Rd)

et 1/q = 1/2 + 1/p. Comme q = 2p/(p + 2) ∈ [1; 2[, ceci implique que

f̂u ∈ Lq′(Rd) où 1/q′+ 1/q = 1. On rappelle en effet que si ϕ ∈ Lr(Rd) avec
1 ≤ r ≤ 2, alors ϕ̂ ∈ Lr′(Rd) où 1/r + 1/r′ = 1 avec

‖ϕ̂‖Lr′ (Rd) ≤ (2π)−
d(2−r)

2r ‖ϕ‖Lr(Rd) (5.16)

(inégalité de Hausdorff-Young). On a donc

‖f̂u‖Lq′ (Rd) ≤ (2π)
− d
p ‖f‖Lp(Rd)‖u‖L2(Rd)
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car (2− q)/2q = 1/p. Par ailleurs on a aussi f̂u ∈ L2(Rd) car fu ∈ Lp(Rd)∩
Lq(Rd) ⊂ L2(Rd). Ainsi fu ∈ D

(
g(−i∇)

)
car, à nouveau par l’inégalité de

Hölder,

‖g f̂u‖L2(Rd) ≤ ‖g‖Lp(Rd)‖f̂u‖Lq′ (Rd) ≤ (2π)
− d
p ‖f‖Lp(Rd)‖g‖Lp(Rd)‖u‖L2(Rd),

en notant que 1/2 = 1/p + 1/q′. En conclusion nous avons montré que A2

est bien défini sur C∞c (Rd) et satisfait l’estimée

‖A2u‖L2(Rd) ≤ (2π)
− d
p ‖f‖Lp(Rd) ‖g‖Lp(Rd) ‖u‖L2(Rd)

sur cet espace. Ceci montre que A2 est fermable et que sa fermeture est un
opérateur borné sur tout L2(Rd), qui vérifie comme nous voulions∥∥A2

∥∥ ≤ (2π)
− d
p ‖f‖Lp(Rd) ‖g‖Lp(Rd) .

L’argument est valable pour tout 2 ≤ p ≤ ∞ et il est similaire pour A1.
Montrons maintenant que A2 est compact lorsque 2 ≤ p < ∞ ou si

p = +∞ mais qu’on ajoute l’hypothèse supplémentaire que f, g → 0 à
l’infini. Pour cela il suffit de remarquer que l’on peut dans tous ces cas
approcher f et g par des suites (fk) et (gk) de fonctions dans C∞c (Rd) qui
convergent vers f et g dans Lp(Rd). On a alors, par l’argument précédent,

‖g(−i∇)f(x)− gk(−i∇)fk(x)‖
≤ ‖(g − gk)(−i∇)f(x)‖+ ‖gk(−i∇)(f − fk)(x)‖
≤ (2π)

− d
p

(
‖f‖Lp(Rd) ‖g − gk‖Lp(Rd) + ‖f − fk‖Lp(Rd) ‖gk‖Lp(Rd)

)
→ 0.

Or chacun des opérateurs gk(−i∇)fk(x) est Hilbert-Schmidt donc com-
pact par le théorème 5.14. Ainsi, l’opérateur g(−i∇)f(x) est aussi compact,
comme limite en norme d’une suite d’opérateurs compacts. Pour A1 on peut
utiliser par exemple que A1 = F−1f(−i∇)g(x)F qui est compact car la
transformée de Fourier est unitaire.

Remarque 5.18. De façon similaire au théorème 5.14, il est possible de
prouver [Sim79, Chap. 4] que

‖(µj(A1))j‖`p = ‖(µj(A2))j‖`p ≤ (2π)
− d
p ‖f‖Lp(Rd) ‖g‖Lp(Rd)

qui est une inégalité plus forte que (5.15).

Remarque 5.19. Même si la fonction x 7→ |x|−d/p n’est pas dans Lp(Rd),
il se trouve que l’opérateur f(x)g(−i∇) reste compact si on remplace f ou g
par |x|−d/p. Ceci suit de l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev [LL01] qui
stipule que ∥∥f ∗ |x|−s∥∥

Lp(Rd)
≤ C ‖f‖Lq(Rd) (5.17)

lorsque

1 < p, q <∞ et 1 +
1

p
=

1

q
+
s

d
,

et qui permet de remplacer l’inégalité de Hölder utilisée dans notre argument.
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5.2.2 Opérateurs à résolvante compacte

Définition 5.20 (Opérateurs à résolvante compacte). On dit qu’un opérateur
auto-adjoint A est à résolvante compacte si (A+ i)−1 est compact.

Pour tout λ /∈ σ(A), on a par le calcul fonctionnel

A+ i

A− λ = 1 + (λ+ i)(A− λ)−1

qui est un opérateur borné, de sorte que

(A− λ)−1 = (A+ i)−1 A+ i

A− λ︸ ︷︷ ︸
∈B(H)

(5.18)

est compact également. Cet argument montre qu’il est équivalent de deman-
der que (A− λ)−1 soit compact pour tout ou pour un λ /∈ σ(A).

Voici alors un corollaire du même type que pour les opérateurs compacts.

Corollaire 5.21 (Opérateurs à résolvante compacte). Soit A un opérateur
auto-adjoint sur son domaine D(A) ⊂ H, avec dim(H) = +∞. Alors A est
à résolvante compacte si et seulement si

σess(A) = ∅.

Dans ce cas, le spectre de A est composé d’une suite (λn) de valeurs propres
de multiplicité finie qui vérifient

lim
n→∞

|λn| = +∞.

En particulier, A est diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration. Supposons que (A + i)−1 est compact et considérons λ ∈
σess(A), avec une suite de Weyl vn ⇀ 0 associée. Alors

0← (A− λ)vn = (A+ i)vn − (λ+ i)vn

de sorte que, par continuité de (A+ i)−1,

vn − (λ+ i)(A+ i)−1vn → 0

fortement. Or vn ⇀ 0 et la compacité de (A + i)−1 implique alors que
(A + i)−1vn → 0 fortement, ce qui implique vn → 0 et contredit ‖vn‖ = 1.
Ainsi, σess(A) = ∅.

Réciproquement, si σess(A) = ∅ le spectre de A n’est composé que de
valeurs propres isolées de multiplicité finie, qui doivent nécessairement s’ac-
cumuler en ±∞ sinon H serait de dimension finie par le théorème spectral.
Soit dans ce cas λ ∈ R \ σ(A). Par le calcul fonctionnel et la remarque 5.9,
le spectre de l’opérateur auto-adjoint (A− λ)−1 est composé d’une suite de
valeurs propres de multiplicité finie, qui tendent vers 0. Ceci signifie que
σess((A− λ)−1) = {0} et donc, d’après le corollaire 5.11, que (A− λ)−1 est
compact.
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Application : Laplacien sur ]0, 1[

Rappelons que le Laplacien AV sur ]0, 1[ a été construit à la section 2.8.2,
pour tout V sous-espace isotrope de la matrice (2.15). Il est défini par

AV v = −v′′

sur le domaine

D(AV ) =
{
v ∈ H2(]0, 1[) : (v(0), v′(0), v(1), v′(1)) ∈ V

}
et il est auto-adjoint si et seulement si dim(V ) = 2. Plus précisément, dans
le cas où dim(V ) = 2, nous avons vu au théorème 2.46 que

D(AV ) = H2
0 (]0, 1[) + vect(v1, v2) (5.19)

où v1, v2 ∈ H2(]0, 1[) sont telles que (vi(0), v′i(0), vi(1), v′i(1)) forment une
base de V .

Théorème 5.22 (Spectre du Laplacien sur ]0, 1[). L’opérateur AV est à
résolvante compacte et son spectre est composé d’une suite de valeurs propres
de multiplicité finie, qui tendent vers +∞. De plus, AV a au plus deux
valeurs propres strictement négatives (comptées avec multiplicité), c’est-à-
dire 1]−∞,0[(AV ) est de rang inférieur ou égal à 2.

Démonstration. Considérons une suite vn ⇀ 0 faiblement dans L2(]0, 1[) et
posons wn := (AV + i)−1vn dont nous voulons montrer que wn → 0 for-
tement. Comme (AV + i)−1 est un opérateur borné, wn est bornée et on
a même wn ⇀ 0 faiblement. Or −w′′n + iwn = vn, ce qui montre que w′′n
est bornée dans L2(]0, 1[). Par le lemme A.3 de régularité elliptique sur un
intervalle, nous en déduisons que wn est bornée dans H2(]0, 1[) et, finale-
ment, que wn → 0 fortement dans H = L2(]0, 1[), d’après la compacité de
l’injection H2(]0, 1[) ↪→ L2(]0, 1[) (théorème A.16 de Rellich-Kondrachov).
Ceci montre bien la compacité de (AV + i)−1.

Montrons finalement que 1]−∞,0[(AV ) est de rang au plus 2, ce qui impli-
quera a fortiori que AV est minoré, et donc que les valeurs propres doivent
s’accumuler en +∞. Par l’absurde, si 1]−∞,0[(AV ) est de rang supérieur ou
égal à trois, alors il en est de même pour 1]−M,0[(AV ) lorsque M est assez
grand. Mais dans ce cas l’image de 1]−M,0[(AV ) (qui est incluse dans D(AV )
car M est fini) doit intersecter H2

0 (]0, 1[), d’après (5.19). Soit alors v 6= 0
dans cette intersection. Comme v ∈ H2

0 (]0, 1[) nous avons vu que les termes
de bord s’en vont dans l’intégration par parties, de sorte que

〈v,AV v〉 =

∫ 1

0
|v′(t)|2 dt ≥ 0.

Ceci contredit le fait que v ∈ 1]−M,0[(AV )H car sur cet espace, on a 〈v,AV v〉 <
0 pour tout v 6= 0.
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Exemple 5.23 (Spectre du Laplacien de Dirichlet & de Neumann). Dans le
cas du Laplacien de Dirichlet, correspondant à la condition u(0) = u(1) = 0,
les fonctions propres doivent résoudre l’équation

−f ′′ = λf

où λ ≥ 0 puisque le spectre est inclus dans R+. En écrivant λ = (πk)2, on
trouve f(x) = α cos(πkx) + β sin(πkx) avec les conditions au bord α = 0 =
α cos(πk)+β sin(πk). Ceci implique que k ∈ Z, donc que (avec une notation
simplifiée évidente pour le Laplacien de Dirichlet)

σ((−d2/dx2)Dir) = {π2k2, k ≥ 1}

avec les fonctions propres

uDir,k(x) = sin(πkx), k ≥ 1.

De la même façon, on montre pour la condition de Neumann u′(0) = u′(1) =
0 que

σ((−d2/dx2)Neu) = {π2k2, k ≥ 0}

avec les fonctions propres

uNeu,k(x) = cos(πkx), k ≥ 0.

Les deux opérateurs ont donc le même spectre, si l’on excepte la valeur
propre 0. Toutes les valeurs propres sont de multiplicité 1.

Le comportement des valeurs propres du Laplacien avec condition au
bord de Robin (en fonction du paramètre θ ∈ [0, 1[) est étudié plus bas dans
l’exercice 5.56.

Application : Laplacien sur un ouvert borné Ω ⊂ Rd

L’argument est similaire sur tout ouvert borné Ω ⊂ Rd, avec la différence
que nous ne pouvons travailler dans H2(Ω) puisque le domaine n’est pas
toujours inclus dans cet espace, par exemple en cas d’angles rentrants (sec-
tion 3.3.4). Une autre différence est que (−∆)min admet des extensions auto-
adjointes non bornées inférieurement, une pathologie que nous ne discuterons
pas plus en détails, puisque nous ne traitons ici que du Laplacien de Robin.

Théorème 5.24 (Spectre du Laplacien sur Ω ⊂ Rd). Soit Ω un ouvert borné
de Rd dont la frontière est Lipschitzienne. Le Laplacien de Robin (−∆)Rob,θ

défini à la section 3.3.4 est à résolvante compacte et son spectre est composé
d’une suite de valeurs propres de multiplicité finie, qui tend vers +∞.
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Démonstration. Nous pouvons travailler dans l’espace d’énergie et tirer par-
tie de la compacité de l’injection H1(Ω) ↪→ L2(Ω). La forme quadratique du
Laplacien de Robin est donnée par (3.23). Prenons comme avant wn :=
((−∆)Rob,θ + C)−1vn où vn ⇀ 0 dans L2(Ω) et avec C assez grand. Alors
−∆wn+Cwn = vn ce qui, en prenant le produit scalaire contre wn ∈ H1(Ω),
implique∫

Ω
|∇wn|2 +

1

tan(πθ)

∫
∂Ω
|wn|2 + C

∫
Ω
|wn|2 ≤ ‖vn‖ ‖wn‖ = O(1).

Ceci prouve que wn est bornée dans H1(Ω), ce qui fournit la compacité
attendue.

Exemple 5.25 (Dirichlet & Neumann sur un hypercube). Plaçons-nous
dans le cube unité C1 :=]0, 1[d⊂ Rd en dimension d ≥ 1. Alors une base de
fonctions propres pour les Laplaciens de Dirichlet et de Neumann est four-
nie par les produits tensoriels des fonctions propres dans chaque dimension.
C’est-à-dire par les

d∏
j=1

sin(πkjxj), kj ≥ 1, et les
d∏
j=1

cos(πkjxj), kj ≥ 0,

respectivement. En particulier, le spectre vaut

σ
(
(−∆)Dir

)
= π2


d∑
j=1

k2
j , kj ≥ 1

 sur C1 =]0, 1[d,

et

σ
(
(−∆)Neu

)
= π2


d∑
j=1

k2
j , kj ≥ 0

 sur C1 =]0, 1[d.

Les deux spectres diffèrent plus qu’en dimension un. Par exemple, 0, π2, ..., (d−
1)π2 sont dans le spectre du Laplacien de Neumann mais pas dans celui du
Laplacien de Dirichlet.

Sur un cube quelconque C ⊂ Rd, le spectre ne dépend pas de la position
du cube car le Laplacien est invariant par translations. Par ailleurs, en ef-
fectuant une dilatation on peut toujours se ramener au cas du cube unité.
Ainsi, on trouve que les spectres sur un cube quelconque valent

σ
(
(−∆)Dir

)
=

π2

|C|2/d


d∑
j=1

k2
j , kj ≥ 1

 sur un cube de volume |C|,

et

σ
(
(−∆)Neu

)
=

π2

|C|2/d


d∑
j=1

k2
j , kj ≥ 0

 sur un cube de volume |C|,
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où |C|1/d est la longueur de l’arête du cube.

Exercice 5.26. Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné. Montrer que la première
valeur propre du Laplacien de Robin tend vers −∞ quand θ → 1−. En
supposant que d ≥ 2 et que Ω est assez lisse, construire une extension de
(−∆)min qui n’est pas bornée inférieurement (utiliser des conditions de Robin
sur différentes parties de ∂Ω, avec des θn → 1−).

Application : cas d’un potentiel confinant

Nous avons finalement un résultat similaire dans le cas d’un potentiel
qui tend vers l’infini à l’infini.

Théorème 5.27 (Spectre des opérateurs de Schrödinger avec potentiel
confinant). Soit V = V+ − V− avec V− ∈ Lp(Rd,R) +L∞(Rd,R) où p satis-
fait (3.15) et V+ ∈ L1

loc(Rd) tel que

lim
|x|→∞

V+(x) = +∞.

Soit H = −∆ + V la réalisation de Friedrichs construite au théorème 3.26.
Alors H a une résolvante compacte. Son spectre est composé de valeurs
propres de multiplicité finie, qui tendent vers +∞. En particulier, H est
diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration. Comme avant, nous avons pour wn = (H + C)−1vn avec
vn ⇀ 0 ∫

Rd
|∇wn|2 +

∫
Rd

(V + C)|wn|2 ≤ C.

Ceci montre que (wn) est bornée dans l’espace d’énergie V introduit en (3.17).
En particulier (wn) est bornée dans H1(Rd) donc converge fortement loca-
lement vers 0, et

√
V+wn est bornée dans L2(Rd). En écrivant∫

Rd
|wn|2 =

∫
BR

|wn|2 +

∫
(BR)c

|wn|2

≤
∫
BR

|wn|2 +
1

‖V+‖L∞((BR)c)

∫
(BR)c

V+|wn|2

nous en déduisons que wn → 0 fortement car le premier terme tend vers 0
pour tout R fixé et le second est petit lorsque R est assez grand, puisque
V+ →∞ par hypothèse.

Exemple 5.28 (Diagonalisation de l’oscillateur harmonique). Calculons le
spectre de l’oscillateur harmonique H = −d2/dx2 + x2, dont le domaine a
été déterminé plus haut au théorème 3.27. L’idée est de remarquer que (au
moins formellement [RS75, Thm. X.25]),

H = − d2

dx2
+x2 =

(
d

dx
+ x

)(
− d

dx
+ x

)
−1 =

(
− d

dx
+ x

)(
d

dx
+ x

)
+1.
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Du point de vue de l’énergie, ceci s’écrit

〈u,Hu〉 =

∫
R
|u′(x) + xu(x)|2 dx+

∫
R
|u(x)|2 dx

où chaque terme fait bien sens dans Q(H). Nous pouvons annuler le premier
terme en résolvant l’équation f ′ + xf = 0, c’est-à-dire en prenant

f0(x) = π−1/2e−x
2/2

qui engendre donc ker(H − 1). Ainsi, la première valeur propre est 1 et elle
est non dégénérée.

Du point de vue physique, les opérateurs a = (−d/dx + x)/
√

2 et a∗ =
(d/dx+ x)/

√
2 satisfont la relation de commutation (formelle)

aa∗ − a∗a = 1

qui permet d’identifier L2(R) à l’espace de Fock bosonique à un mode

F(C) = C⊕
⊕
n≥1

C⊗sn,

dans lequel H devient 2a∗a+ 1 où a∗a est l’opérateur de nombre et f0 est le
vide. Comme on génère tous les vecteurs de l’espace de Fock en appliquant
l’opérateur de création a∗, ceci suggère d’introduire la suite de fonctions

fn = (a∗)nf0 = 2−
n
2

(
d

dx
+ x

)n
f0.

Un calcul montre en effet que fn est un vecteur propre de H de valeur propre
2n+ 1. Il s’avère que

fn(x) = Pn(x)e−x
2/2.

où les Pn sont les polynômes de Hermite, dont on sait qu’ils forment une
base orthonormée de L2(R, e−x2

dx), c’est-à-dire les (fn) forment une base
orthonormée de L2(R). Nous avons donc diagonalisé H et avons prouvé que

σ(H) = 2N + 1.

En dimension d ≥ 2, nous obtenons une base de L2(Rd) en formant les
produits tensoriels des fn. Plus précisément,

fn1(x1) · · · fnd(xd)

est un vecteur propre associé à la valeur propre

2(n1 + · · ·+ nd) + d.
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Le spectre est donc égal à

σ(H) = 2N + d.

La multiplicité de la valeur propre 2n+1 est le nombre de façons que n peut
s’écrire comme une somme d’entiers n = n1 + · · ·+ nd, qui vaut

(n+ d− 1)!

n!(d− 1)!
.

5.3 Théorie de Weyl sur l’invariance du spectre essentiel

Dans cette section nous étudions à quelle condition sur B on a σess(A+
B) = σess(A).

5.3.1 Perturbations laissant le spectre essentiel invariant

Nous avons vu au chapitre 3 la notion de perturbations (infinitésimalement)
relativement bornées. Nous introduisons ici une notion plus forte, sous la-
quelle le spectre essentiel sera inchangé.

Définition 5.29 (Perturbation relativement compactes). Soit A un opérateur
auto-adjoint sur D(A) ⊂ H et B un opérateur symétrique sur D(A). On dit
que B est A-compact lorsque l’opérateur

B(A+ i)−1

est compact (donc borné) dans H.

Pour tout z /∈ σ(A) on peut écrire d’après (5.18)

B(A− z)−1 = B(A+ i)−1
(
1 + (z + i)(A− λ)−1

)
de sorte que B est A-compact si et seulement si B(A − z)−1 est compact
pour un ou pour tout z /∈ σ(A).

Lemme 5.30 (A-compact =⇒ infinitésimalement A-borné). Si B est un
opérateur symétrique A-compact, alors B est infinitésimalement A-borné,
ce qui signifie que pour tout ε, il existe Cε tel que

‖Bv‖ ≤ ε‖Av‖+ Cε‖v‖, ∀v ∈ D(A).

Démonstration. Nous écrivons

B(A+ iµ)−1 = B(A+ i)−1 A+ i

A+ iµ
.

Pour µ ≥ 1, nous introduisons fµ(x) = (x+ i)/(x+ iµ), et remarquons que

∀x ∈ R, |fµ(x)| =
∣∣∣∣ x+ i

x+ iµ

∣∣∣∣ =

(
x2 + 1

x2 + µ2

)1/2

≤ 1
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de sorte que, par le calcul fonctionnel (assertion (ii) du théorème 4.13),

‖fµ(A)‖ =

∥∥∥∥ A+ i

A+ iµ

∥∥∥∥ ≤ 1.

Par ailleurs, la fonction fµ(x) converge vers 0 pour tout x fixé, quand
µ → ∞. Ceci montre, toujours par le calcul fonctionnel (assertion (v) du
théorème 4.13), que

lim
µ→∞

A+ i

A+ iµ
v = lim

µ→∞
A− i
A− iµ v = 0

pour tout v ∈ H fixé. Comme B(A+ i)−1 est compact, nous pouvons écrire
B(A+ i)−1 = C+R où ‖C‖ ≤ ε et R =

∑J
j=1 |wj〉〈vj | est de rang fini. Alors

Rfµ(A) =

J∑
j=1

|wj〉〈fµ(A)vj |

de sorte que ∥∥∥∥R A+ i

A+ iµ

∥∥∥∥ ≤ J∑
j=1

‖wj‖
∥∥fµ(A)vj

∥∥
où
∥∥fµ(A)vj

∥∥ → 0 pour tout j = 1, ..., J , comme expliqué précédemment.
Par ailleurs ∥∥∥∥C A+ i

A+ iµ

∥∥∥∥ ≤ ‖C‖ ≤ ε.
Par un ‘argument en ε/2’, ceci permet de conclure que

lim
µ→∞

∥∥B(A+ iµ)−1
∥∥ = lim

µ→∞

∥∥∥∥B(A+ i)−1 A+ i

A+ iµ

∥∥∥∥ = 0.

Comme

‖Bv‖ =
∥∥B(A+ iµ)−1(A+ iµ)v

∥∥ ≤ ∥∥B(A+ iµ)−1
∥∥ (‖Av‖+ µ ‖v‖) ,

où le coefficient de ‖Av‖ tend vers 0 quand µ→∞, ceci implique le résultat.

Voici maintenant un résultat qui fournit l’invariance du spectre essentiel
lorsque B est A-compact.

Théorème 5.31 (Weyl). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son domaine
D(A) ⊂ H et B un opérateur symétrique qui est A-compact. Alors A + B
est auto-adjoint sur D(A) et

σess(A+B) = σess(A).
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Démonstration. L’auto-adjonction de A+B sur D(A) suit du théorème de
Rellich-Kato et du lemme 5.30. Si λ ∈ σess(A), il existe une suite vn ∈ D(A)
telle que (A− λ)vn → 0 et vn ⇀ 0. Alors

(A+B − λ)vn = (A− λ)vn −B(A+ i)−1(A+ i)vn

converge vers 0 fortement car (A+ i)vn = (A− λ)vn + (λ+ i)vn tend vers 0
faiblement et B(A+ i)−1 est compact. Ainsi λ ∈ σess(A+B) et nous avons
montré que σess(A) ⊂ σess(A+B).

L’inclusion inverse suit en échangeant les rôles de A et A + B mais il
faut d’abord montrer que −B est A+B compact. Ceci suit de la relation

A+B + iµ =
(
1 +B(A+ iµ)−1

)
(A+ iµ)

qui implique que

B(A+B + iµ)−1 = B(A+ iµ)−1
(
1 +B(A+ iµ)−1

)−1

est bien compact. L’opérateur à droite est inversible dès que ‖B(A+iµ)−1‖ <
1, ce qui est le cas pour µ assez grand d’après la preuve du lemme 5.30.

Remarque 5.32. Le caractère auto-adjoint des opérateurs considérés est
important pour la stabilité du spectre essentiel. À l’exercice 5.53 nous don-
nons l’exemple d’un opérateur non auto-adjoint borné, auquel on ajoute
un opérateur de rang fini (donc compact), mais qui modifie énormément
le spectre essentiel.

Le théorème 5.31 que nous avons présenté est le plus connu et probable-
ment le plus simple, mais il existe plusieurs autres versions du même type.
Par exemple, au lieu de la compacité de B(A+i)−1, nous pouvons demander
celle de (A+B + i)−1 − (A+ i)−1. Comme

(A+B + i)−1 − (A+ i)−1 = −(A+B + i)−1B(A+ i)−1

où (A+B+i)−1 est borné, c’est une hypothèse plus faible que précédemment.

Théorème 5.33 (Weyl II). Soient A et A′ deux opérateurs quelconques sur
leur domaines respectifs D(A), D(A′) ⊂ H. S’il existe z /∈ σ(A) ∪ σ(A′) tel
que

(A− z)−1 − (A′ − z)−1 soit compact,

alors
σess(A) = σess(A

′).

Démonstration. Le spectre essentiel de (A−z)−1 et de (A′−z)−1 a été calculé
en fonction de ceux de A et A′ à la remarque 5.9 et il est caractérisé avec les
suites de Weyl comme au théorème 5.7. La preuve est alors la même qu’au
théorème 5.31. Si λ ∈ σess(A), alors il existe une suite (vn) telle que ‖vn‖ = 1
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et
(
(A− z)−1 − (λ− z)−1

)
vn → 0. La compacité de (A− z)−1 − (A′ − z)−1

implique alors que (
(A′ − z)−1 − (λ− z)−1

)
vn → 0,

ce qui montre que (λ − z)−1 ∈ σess((A
′ − z)−1), et donc que λ ∈ σess(A

′).
On obtient l’autre inclusion en échangeant les rôles de A et A′.

Il existe également une version un peu plus compliquée faisant intervenir
uniquement les formes quadratiques.

Théorème 5.34 (Weyl III). Soit A un opérateur auto-adjoint coercif sur
son domaine D(A) ⊂ H. Soit b une forme quadratique sur Q(A), telle que

|b(v)| ≤ η qA(v) + C ‖v‖2 , ∀v ∈ Q(A), (5.20)

pour un réel 0 ≤ η < 1. Soit A′ l’unique opérateur auto-adjoint associé à la
forme quadratique fermée v 7→ qA(v)+b(v) sur Q(A) (théorème KLMN 3.23).
Si b est continue pour la topologie faible de Q(A), c’est-à-dire

lim
n→∞

b(vn) = b(v) (5.21)

pour toute suite vn ⇀ v dans Q(A), alors

σess(A
′) = σess(A).

Démonstration. Posons B = A′−A. Cet opérateur n’est pas bien défini sur
H car A et A′ peuvent avoir des domaines très différents. Par contre il l’est
sur Q(A), à condition d’interpréter Av et A′v comme des formes linéaires
de Q(A)′ pour tout v ∈ Q(A). En particulier, l’opérateur

K = A−1/2BA−1/2

est bien défini et borné sur H, par l’hypothèse (5.20). L’opérateur A−1/2

est borné de Q(A)′ dans H, puisque Q(A) = D(
√
A). Après polarisation,

l’hypothèse (5.21) s’écrit

lim
n→∞

b(v′n, vn) = 0

pour toutes suites vn, v
′
n ⇀ 0 dans Q(A), où b(·, ·) désigne par abus de no-

tation la forme polaire associée à b. Ces suites peuvent justement s’écrire
vn = A−1/2wn et v′n = A−1/2w′n où wn, w

′
n ⇀ 0 dans H. Ainsi, l’hy-

pothèse (5.21) signifie que

lim
n→∞

〈
w′n,Kwn

〉
= lim

n→∞

〈
w′n, A

−1/2BA−1/2wn

〉
= 0
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pour toutes suites wn, w
′
n ⇀ 0 dans H. Comme K est borné nous pouvons

prendre w′n = Kwn ⇀ 0, ce qui implique que ‖Kwn‖ → 0 pour toute
suite wn ⇀ 0, donc que K est compact. L’hypothèse (5.21) est donc une
reformulation du fait que

K = A−1/2BA−1/2 est compact.

Par ailleurs, nous avons pour κ,C assez grands

1

C

∥∥∥(A+ κ)1/2v
∥∥∥2
≤ qA(v) + b(v) + κ‖v‖2 =

∥∥∥(A′ + κ)1/2v
∥∥∥2

≤ C
∥∥∥(A+ κ)1/2v

∥∥∥2
,

pour tout v ∈ Q(A) = Q(A′), d’après l’hypothèse (5.20). Écrit différemment,
cela signifie que (A + κ)1/2(A′ + κ)−1/2 et (A′ + κ)1/2(A + κ)−1/2 sont des
opérateurs bornés. En conclusion, l’opérateur

(A′ + κ)−1 − (A+ κ)−1 = (A+ κ)−1B(A′ + κ)−1

=

√
A

A+ κ︸ ︷︷ ︸
∈B(H)

A−1/2BA−1/2︸ ︷︷ ︸
=K

√
A√

A+ κ︸ ︷︷ ︸
∈B(H)

×

× (A+ κ)1/2(A′ + κ)−1/2︸ ︷︷ ︸
∈B(H)

(A′ + κ)−1/2︸ ︷︷ ︸
∈B(H)

est compact, ce qui termine la preuve, par le théorème 5.33.

5.3.2 Spectre essentiel des opérateurs de Schrödinger

Nous avons déjà prouvé au lemme 1.14 que tout potentiel V ∈ Lp(Rd,R)+
L∞(Rd,R) satisfaisant l’hypothèse (3.15) et tel que V → 0 à l’infini, four-
nissait une énergie

u ∈ H1(Rd) 7→
∫
Rd
V (x)|u(x)|2 dx

faiblement continue pour la norme H1(Rd). Par le théorème 5.34, ceci im-
plique immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 5.35 (Spectre essentiel des opérateurs de Schrödinger). Soit
V ∈ Lp(Rd,R) +L∞(Rd,R) satisfaisant l’hypothèse (3.15) et tel que V → 0
à l’infini. Soit −∆+V la réalisation de Friedrichs obtenue au corollaire 3.24.
Alors

σess(−∆ + V ) = [0,+∞[.
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Une autre façon de montrer le résultat est d’argumenter comme dans
la preuve du théorème 5.34. On commence par utiliser la formule de la
résolvante

(−∆ + V + C)−1 = (−∆ + C)−1 − (−∆ + C)−1V (−∆ + V + C)−1

où la constante C est choisie assez grande pour que −∆+V +C soit coercif.
L’équivalence des formes quadratiques implique que

B = (−∆ + C)1/2(−∆ + V + C)−1/2

est un opérateur borné. Comme (−∆ + V + C)−1/2 est aussi borné par le
calcul fonctionnel, on voit que le corollaire 5.35 suit alors de la compacité
de l’opérateur

K = (−∆ + C)−1V (−∆ + C)−1/2

et du théorème 5.33. Pour montrer que K est compact, on peut alors utiliser
le théorème 5.17.

Exemple 5.36. Pour l’atome d’hydrogène, nous avons

σess(−∆− 1/|x|) = [0,+∞[

dans L2(R3).

5.4 Valeurs propres et formule de Courant-Fischer

Dans cette section, nous discutons de la présence ou de l’absence de
valeurs propres en dessous du spectre essentiel.

5.4.1 Formule de Courant-Fischer

Nous commençons par la formule de Courant-Fischer [Cou20, Fis05], qui
généralise une formule similaire pour les matrices hermitiennes.

Théorème 5.37 (Courant-Fischer). Soit A un opérateur auto-adjoint borné
inférieurement sur son domaine D(A) ⊂ H et

Σ(A) := minσess(A) ∈ R ∪ {+∞}

le bas de son spectre essentiel. Alors

µk(A) := inf
V⊂D(A)

dim(V )=k

max
v∈V
‖v‖H=1

〈v,Av〉 = inf
V⊂Q(A)

dim(V )=k

max
v∈V
‖v‖H=1

qA(v) (5.22)

est égal à

• la kième valeur propre de A comptée avec multiplicité si 1]−∞,Σ(A)](A)
est de rang au moins égal à k ;
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• le bas du spectre essentiel Σ(A) si A possède moins de k valeurs propres
sous Σ(A).

Si µk(A) < Σ(A), l’infimum de (5.22) est exactement atteint pour les espaces
V qui sont engendrés par k vecteurs propres de A, dont les valeurs propres
associées sont toutes inférieures ou égales à µk(A).

Une autre formule pour µk(A) est donnée par

µk(A) = sup
W⊂D(A)

dim(W⊥)=k

inf
v∈W
‖v‖H=1

〈v,Av〉 = sup
W⊂Q(A)

dim(W⊥)=k

inf
v∈W
‖v‖H=1

qA(v). (5.23)

La formule de Courant-Fischer est souvent appelée Rayleigh-Ritz [Str71,
Rit09] en physique et Hylleraas-Undheim-McDonald (HUM) [HU30, Mac33]
en chimie quantique, du nom de ceux qui l’ont utilisée les premiers pour
calculer une approximation des valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint.
Divers autres auteurs ont en fait utilisé des formules similaires auparavant,
comme Weyl [Wey12] et même Poincaré [Poi90] à la fin du XIXème siècle.
La formule implique que

µk(A) ≤ inf
V⊂D

dim(V )=k

max
v∈V
‖v‖H=1

qA(v)

pour tout espace D ⊂ Q(A) de dimension d ≥ k. En prenant une base
(e1, ..., ed) de D, on se ramène à chercher la kième valeur propre de la matrice
d× d

(MD)ij := ϕA(ei, ej)

et l’inégalité assure que cette dernière sera toujours une borne supérieure
pour la véritable valeur propre de A. Voir par exemple [Lew17] pour une
discussion plus détaillée de la convergence de ces méthodes numériques.

La preuve du théorème 5.37 repose essentiellement sur la propriété fon-
damentale que tout espace de dimension k doit intersecter l’orthogonal d’un
espace de dimension < k.

Démonstration. L’égalité des deux formules à droite de (5.22) se montre en
utilisant la densité de D(A) dans Q(A) pour la norme associée. Les nombres
µk(A) ainsi définis forment une suite croissante :

µ1(A) ≤ µ2(A) ≤ · · · .

Notons λk(A) la kième valeur propre de A, comptée avec multiplicité, en
supposant qu’elle existe. Soit alors V le sous-espace engendré par k vecteurs
propres vj correspondant aux valeurs propres λj(A) avec j ≤ k. Pour tout
v dans V , nous avons

〈v,Av〉 =

k∑
j=1

λj(A)|〈v, vj〉|2 ≤ λk(A)

k∑
j=1

|〈v, vj〉|2 = λk(A)‖v‖2,
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de sorte que µk(A) ≤ λk(A). Si A possède moins de k valeurs propres
inférieures à Σ(A), nous pouvons utiliser que 1]−∞,Σ(A)+ε](A) est de rang
infini pour tout ε > 0 (comme vu dans la preuve du théorème 5.7). En
prenant V n’importe quel sous-espace de dimension k dans l’image du pro-
jecteur spectral 1]−∞,Σ(A)+ε](A), nous avons par le théorème spectral

〈v,Av〉 ≤ (Σ(A) + ε)‖v‖2

pour tout v ∈ V . En prenant ε → 0 nous avons donc montré que µk(A) ≤
Σ(A) pour tout k.

Il reste à prouver l’inégalité inverse, ce que nous faisons par récurrence
sur k ≥ 1. Pour k = 1,

µ1(A) = inf
v∈V
‖v‖H=1

〈v,Av〉 = minσ(A),

qui suit du théorème spectral. Le bas du spectre est soit égal à la première
valeur propre quand elle existe (avec égalité si et seulement si v est un vec-
teur propre associé), soit égal au bas du spectre essentiel. Supposons ensuite
que l’assertion sur µk(A) a été démontrée et prouvons-la pour µk+1(A).
Si µk(A) = Σ(A), il n’y a rien à démontrer car la suite µj(A) est crois-
sante et inférieure à Σ(A), donc µk+1(A) = Σ(A) également. Ainsi, nous
pouvons supposer que µk(A) = λk(A) < Σ(A), ce qui signifie que A a au
moins k valeurs propres (comptées avec multiplicité) strictement inférieures
à Σ(A). Par ailleurs, si λk+1(A) = λk(A) (ce qui est possible en cas de
dégénérescence) alors bien sûr µk+1(A) ≥ µk(A) = λk(A) = λk+1(A). Il
nous reste donc à traiter la situation où λk(A) < Σ(A) et 1]−∞,λk(A)](A)
est de rang exactement k. Soit Vk l’espace engendré par les k premiers vec-
teurs propres. Si V ⊂ D(A) est un sous-espace quelconque de dimension
k + 1, alors il doit intersecter (Vk)

⊥. Or pour tout v ∈ (Vk)
⊥ ∩ Q(A) =

1]λk(A),+∞[(A)H∩Q(A) tel que ‖v‖ = 1, nous avons par le calcul fonctionnel

qA(v) ≥ minσ
(
A1]λk(A),+∞[(A)|V ⊥k

)
.

Par le même argument que pour λ1(A), le minimum à droite vaut λk+1(A)
(la première valeur propre de A1]λk,+∞[(A) sur (Vk)

⊥ si elle existe) ou Σ(A)
(si A n’a que k valeurs propres sous Σ(A)). Ainsi, nous avons montré la
formule (5.22).

Maintenant, si de plus λk(A) = µk(A) < Σ(A), tout sous-espace en-
gendré par k vecteurs propres de valeurs propres ≤ λk(A) réalise l’infimum
à droite de (5.22). Soit alors j tel que λk(A) = λk+j(A) < µk+j+1(A) (qui
dépend de la multiplicité, finie, de la valeur propre λk(A)). Un sous-espace
V ⊂ Q(A) de dimension k qui intersecte l’image du projecteur spectral
1]λk(A),+∞[(A) = 1[µk+j+1(A),+∞[(A) vérifie pour v dans cet espace

qA(v) = qA1[µk+j+1(A),+∞[(A)(v) ≥ µk+j+1(A)‖v‖2
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de sorte que

max
v∈V
‖v‖H=1

〈v,Av〉 ≥ µk+j+1(A) > λk(A).

Ainsi, on ne peut avoir égalité que si V est inclus dans l’image du projecteur
spectral 1]−∞,λk(A)](A).

La preuve pour (5.23) est similaire et laissée en exercice.

Une méthode pratique pour montrer que A possède au moins k va-
leurs propres sous son spectre essentiel suit immédiatement de la formule
de Courant-Fischer.

Corollaire 5.38 (Critère d’existence de k valeurs propres sous Σ(A)). Soit
A un opérateur auto-adjoint borné inférieurement sur son domaine D(A) ⊂
H et

Σ(A) := minσess(A) ∈ R ∪ {+∞}
le bas de son spectre essentiel. S’il existe un sous-espace V ⊂ Q(A) de di-
mension dim(V ) = k tel que

max
v∈V
‖v‖=1

qA(v) < Σ(A)

alors A possède au moins k valeurs propres (comptées avec multiplicité)
strictement inférieures à Σ(A).

La formule de Courant-Fischer permet également de comparer les valeurs
propres d’opérateurs en comparant leurs formes quadratiques.

Définition 5.39 (Inégalité entre opérateurs). Soient A et B deux opérateurs
auto-adjoints, bornés inférieurement sur leurs domaines respectifs D(A) et
D(B). On dit que

A ≤ B
lorsque Q(B) ⊂ Q(A) et qA(v) ≤ qB(v) pour tout v ∈ Q(B).

Il est souvent utile en pratique que seuls les domaines des formes qua-
dratiques entrent en jeu, puisque nous rappelons que D(A) et D(B) peuvent
être très différents. Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la
formule de Courant-Fischer.

Corollaire 5.40 (Valeurs propres d’opérateurs ordonnés). Soient A et B
deux opérateurs auto-adjoints, bornés inférieurement sur leurs domaines res-
pectifs D(A) et D(B), tels que A ≤ B. Alors

µk(A) ≤ µk(B) pour tout k ≥ 1, et Σ(A) ≤ Σ(B),

pour le bas de leur spectre essentiel.
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Exemple 5.41 (Valeurs propres de Dirichlet, Neumann et Robin). Soit Ω ⊂
Rd un ouvert borné dont la frontière est Lipschitzienne. Soient (−∆)Rob,θ

le Laplacien avec conditions au bord de Robin. Alors les valeurs propres
associées, notées λk(θ) sont toutes des fonctions décroissantes de θ ∈]0, 1[.
Ceci suit de la formule de Courant-Fischer, puisque la forme quadratique
associée

q(−∆)Rob,θ
(u) =

∫
Ω
|∇u(x)|2 dx+

1

tan(πθ)

∫
∂Ω
|u(x)|2 dx,

sur Q((−∆)Rob,θ) = H1(Ω). (5.24)

(relire la section 3.3.4) est une fonction décroissante de θ. Par ailleurs il
est possible de montrer la convergence de λk(θ) vers la kième valeur propre
du Laplacien de Dirichlet quand θ → 0+.

Exercice 5.42 (Régularité des valeurs propres de Robin). En utilisant la
formule de Courant-Fischer, montrer que la fonction θ ∈ [0, 1[7→ λk(θ) est
Lipschitz pour tout k ≥ 1.

Exercice 5.43 (Principe de Courant). On se place sur L2(R), avec un
potentiel V ∈ C0

0 (R,R) pour simplifier. En utilisant la formule de Courant-
Fischer, montrer que toute fonction propre associée à une valeur propre
λj < 0 de −d2/dx2 + V (x) s’annule au plus k − 1 fois, où k ≥ j est l’entier
tel que λj = λk < λk+1. Montrer aussi avec le théorème de Cauchy-Lipschitz
que la fonction propre change de signe à chacun de ses points d’annulation.

5.4.2 Principe variationnel pour la somme des valeurs propres

Pour les particules fermioniques (exercice 6.20 plus bas) nous verrons
qu’il est naturel d’étudier la somme des N premières valeurs propres d’un
opérateur. Nous fournissons donc ici une formule pour

∑N
j=1 λj(A), qui est

un peu moins classique que la formule de Courant-Fischer.

Soit A un opérateur auto-adjoint qui est minoré sur son domaine D(A) ⊂
H. Si W ⊂ Q(A) est un espace de dimension finie, on appelle ΠW le projec-
teur orthogonal sur W et on note

Tr(ΠWA) :=

k∑
j=1

qA(wj) (5.25)

la trace de la restriction de qA à W , où les wj forment une base orthonor-
male quelconque de W . On peut vérifier que cette définition ne dépend pas
de la base orthonormée de W que l’on choisit. S’il est possible de définir
proprement la trace d’un opérateur compact, nous nous contentons ici de
voir la formule (5.25) comme une notation.
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Théorème 5.44 (Somme des k premières valeurs propres). Soit A un
opérateur auto-adjoint borné inférieurement sur son domaine D(A) ⊂ H
et µk(A) les niveaux de Courant-Fischer du théorème 5.37. Alors on a

k∑
j=1

µj(A) = inf
W⊂D(A)

dim(W )=k

Tr(ΠWA) = inf
W⊂Q(A)

dim(W )=k

Tr(ΠWA). (5.26)

Si µk(A) < Σ(A), l’infimum est exactement atteint lorsque W est un espace
engendré par k premiers vecteurs propres de A.

Le théorème est généralement attribué à Fan [Fan49], même si on peut
supposer qu’il était connu avant à cause du lien avec l’énergie fondamentale
des systèmes de k fermions sans interaction.

Démonstration. La borne supérieure se démontre comme au théorème 5.37
et nous discutons ici seulement de la borne inférieure.

Soit ` ≤ k le plus grand entier tel que µ`(A) soit une valeur propre de
A et posons µ = µ`+1(A), qui est soit égal à la valeur propre suivante si
A possède au moins k + 1 valeurs propres sous son spectre essentiel, soit
égal au bas du spectre essentiel Σ(A) sinon. Soit (w1, ..., wk) un système
orthonormé de vecteurs de D(A) formant un espace W de dimension k, et
v1, ..., v` des vecteurs propres de A associés aux ` premières valeurs propres.
Alors on peut écrire

k∑
j=1

〈wj , Awj〉 =
k∑
j=1

∑̀
m=1

µm(A)|〈wj , vm〉|2 +
k∑
j=1

〈
wj , A1]µ,+∞[(A)wj

〉
≥

k∑
j=1

∑̀
m=1

µm(A)|〈wj , vm〉|2 + µ
k∑
j=1

∥∥1]µ,+∞[(A)wj
∥∥2
.

(5.27)

En utilisant que

∥∥1]µ,+∞[(A)wj
∥∥2

= 1−
∥∥1]−∞,µ](A)wj

∥∥2
= 1−

∑̀
m=1

|〈wj , vm〉|2
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nous pouvons continuer l’estimée précédente de la façon suivante :

k∑
j=1

〈wj , Awj〉

≥
k∑
j=1

∑̀
m=1

µm(A)|〈wj , vm〉|2 + µ
k∑
j=1

(
1−

∑̀
m=1

|〈wj , vm〉|2
)

=
k∑
j=1

∑̀
m=1

(µm(A)− µ)|〈wj , vm〉|2 + µk

=
∑̀
m=1

(µ− µm(A))

1−
k∑
j=1

|〈wj , vm〉|2
+

∑̀
m=1

µm(A) + µ(k − `)︸ ︷︷ ︸
=

k∑
m=1

µm(A)

.

Notre choix de µ implique que µ− µm(A) ≥ 0 pour tout m = 1, ..., `. On a
même µ− λm(A) > 0 lorsque µm(A) < µk+1(A). Par ailleurs,

k∑
j=1

|〈wj , vm〉|2 = ‖ΠW vm‖2 ≤ ‖vm‖2 = 1

où on rappelle que ΠW est le projecteur orthogonal sur W = vect(w1, ..., wk).
Nous concluons que

k∑
j=1

〈wj , Awj〉 ≥
k∑

m=1

µj(A),

comme il fallait démontrer.
Si µk(A) < µk+1(A) on doit avoir ‖ΠW vm‖ = 1 pour tout m ≤ k, ce qui

signifie que ΠW vm = vm, donc que vect(v1, ..., vk) ⊂ vect(w1, ..., wk), d’où
l’égalité car les deux espaces ont même dimension. Si on a seulement µk(A) =
µk+1(A) < Σ(A), on conclut également que vm ∈ vect(w1, ..., wk) pour
µm(A) < µk(A), mais il faut un argument différent pour le niveau µk(A). En
fait, quitte à changer de base, on peut supposer que w1 = v1, ..., wk′ = vk′

ou k′ est le plus grand entier tel que µk′(A) < µk(A). Il faut alors montrer
que wk′+1, ..., wk ∈ ker

(
A − µk(A)

)
. Ceci suit du cas d’égalité dans (5.27),

c’est-à-dire du fait que〈
wj , A1]µ,+∞[(A)wj

〉
= µ

〈
wj ,1]µ,+∞[(A)wj

〉
si et seulement si les wj sont tous dans l’image de 1]−∞,µ](A). Pour j ≥ k′+1
on sait déjà que 1]−∞,µ[(A)wj = 0 et ceci signifie donc exactement que
wj ∈ ker

(
A− µk(A)

)
, ce qu’il restait à démontrer.
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0état fondamental

∞ d’états excités

spectre essentiel

Figure 5.1 – Forme du spectre de la réalisation de Friedrichs de l’opérateur
de Schrödinger −∆+V lorsque V satisfait les hypothèses du théorème 5.45.

5.4.3 Spectre discret des opérateurs de Schrödinger

À l’aide de la formule de Courant-Fischer, nous pouvons maintenant
discuter de l’existence ou de l’absence de valeurs propres négatives pour les
opérateurs de Schrödinger −∆ + V . Le premier résultat est une adaptation
de la proposition 1.18.

Théorème 5.45 (Infinité de valeurs propres si V . −|x|−α avec 0 < α < 2).
Soit V ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R) avec

p = 2 si d = 1, 2, 3,

p > 2 si d = 4,

p = d
2 si d ≥ 5.

(5.28)

telle que V (x)→ 0 quand |x| → ∞ avec l’estimée supérieure

V (x) ≤ −c|x|−α

pour |x| assez grand avec c > 0 et 0 < α < 2. Alors la réalisation de
Friedrichs de l’opérateur de Schrödinger −∆ + V satisfait

µk(−∆ + V ) < Σ(−∆ + V ) = 0

pour tout k ≥ 1, c’est-à-dire possède une infinité de valeurs propres stricte-
ment négatives, qui tendent vers 0.

Ce résultat, qui s’applique par exemple à l’atome d’hydrogène, signifie
que le spectre a la forme représentée à la figure (5.1) dès que le potentiel
V est négatif à l’infini et ne tend pas trop vite vers 0. Rappelons que les
valeurs propres négatives expliquent le spectre de raies que l’on obtient lors
d’une expérience de spectroscopie.

Démonstration. La preuve est essentiellement la même que celle de la pro-
position 1.18. Considérons un sous-espace W quelconque de C∞c (B2 \ B1)
(les fonctions à support dans la couronne située entre les boules de rayon 1
et 2), avec dim(W ) = k. Posons ensuite

Wn = {χn(x) = n−d/2χ(x/n), χ ∈W} = UnW ⊂ C∞c (B2n \Bn)
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où Unv = n−d/2v(·/n) est l’unitaire consistant à dilater les fonctions d’un
facteur 1/n. L’espace Wn a donc la même dimension que W . Pour tout
χn = Unχ ∈Wn normalisé dans L2(Rd), nous avons pour n assez grand

q−∆+V (χn) =
1

n2

∫
Rd
|∇χ(x)|2 dx+

∫
B2\B1

V (nx)|χ(x)|2 dx

≤ 1

n2

∫
B2\B1

|∇χ(x)|2 dx− c

nα

∫
B2\B1

|χ(x)|2
|x|α dx

≤ 1

n2
max
χ∈W∫

Rd |χ|2=1

∫
B2\B1

|∇χ(x)|2 dx− c

nα
min
χ∈W∫

Rd |χ|2=1

∫
B2\B1

|χ(x)|2
|x|α dx.

Comme W est de dimension finie, le minimum

min
χ∈W∫

Rd |χ|2=1

∫
B2\B1

|χ(x)|2
|x|α dx

est atteint, donc strictement positif. La formule (5.22) de Courant-Fischer
implique alors

µk(−∆ + V ) ≤ max
χ∈W∫

Rd |χ|2=1

q−∆+V (χn)

qui est strictement négatif pour n assez grand, car le terme n−α est domi-
nant. Ainsi, µk(−∆ + V ) < 0 = Σ(−∆ + V ) pour tout k ≥ 1 et −∆ + V
possède une infinité de valeurs propres négatives, qui ne peuvent s’accumuler
que en 0 car σess(−∆ + V ) = [0,+∞[ par le corollaire 5.35.

La même preuve montre que le résultat reste valable pour α = 2, si les
constantes peuvent être comparées de façon appropriée, ce qui peut se faire
en dimension d ≥ 3 par l’inégalité de Hardy (1.52).

Nous allons maintenant voir que la puissance α = 2 est critique, au sens
où tout potentiel qui décroit comme |x|−α à l’infini avec α > 2 ne peut
générer qu’un nombre fini de valeurs propres. Plus précisément, nous avons
déjà vu à la proposition 1.19 que si V est petit dans Ld/2(Rd), alors il n’y
a aucune valeur propre. Le résultat suivant traite le cas d’un potentiel de
taille quelconque.

Théorème 5.46 (Inégalité CLR si V ∈ Ld/2(Rd)). Si V ∈ Ld/2(Rd) en di-
mension d ≥ 3, alors la réalisation de Friedrichs de l’opérateur de Schrödin-
ger −∆ + V satisfait

µk(−∆ + V ) = Σ(−∆ + V ) = 0

pour k assez grand. Plus précisément, −∆ + V n’a qu’un nombre fini de
valeurs propres négatives ou nulles, c’est-à-dire 1]−∞,0](−∆+V ) est de rang
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fini et il existe une constante universelle CCLR(d) ne dépendant que de la
dimension d telle que

rang
(
1]−∞,0](−∆ + V )

)
≤ CCLR(d)

∫
Rd
V (x)

d
2
− dx (5.29)

où V (x)− = max(0,−V (x)) ≥ 0 est la partie négative de la fonction V .

L’inégalité (5.29) est due à Cwikel [Cwi77], Lieb [Lie80] et Rozenbl-
jum [Roz72]. Une inégalité comme (5.29) ne peut être valable en dimension
d = 1, 2, même avec d’autres normes de V à droite. En effet il est pos-
sible de montrer que si V < 0 partout, alors −∆ + λV possède une valeur
propre négative pour tout λ > 0 [RS78, Thm. XIII.11], ce qui contredit
toute inégalité du type (5.29) que l’on peut imaginer. Avec des hypothèses
supplémentaires sur le potentiel V , il est cependant possible de montrer que
−∆ + V admet un nombre fini de valeurs propres en dimension d ∈ {1, 2}.
Par exemple, on peut prendre V ∈ L∞c (Rd,R) (borné à support compact),
voir l’exercice 5.54.

La preuve du théorème 5.46 dépasse le cadre de ce cours. Pour illus-
trer certains outils d’analyse fonctionnelle, nous allons juste montrer que
−∆ + V n’a qu’un nombre fini de valeurs propres en dimension d ≥ 5
lorsque V ∈ Ld/2(Rd), mais par un raisonnement par l’absurde basé sur la
convergence faible, qui ne fournit aucune estimée explicite du nombre de
valeurs propres. Nous nous plaçons en dimension d ≥ 5, car l’hypothèse que
V ∈ Ld/2(Rd) implique que D(−∆ + V ) = H2(Rd), ce qui simplifie l’ar-
gument. Nous utilisons l’inégalité de Sobolev dans les espaces Lp(Rd), qui
n’est pas contenue dans le théorème A.10 et que nous admettrons ici [Bre94].
Pour une estimée moins bonne que (5.29) mais valable pour tout d ≥ 3, voir
l’exercice 5.57 plus bas.

Preuve de la finitude du spectre négatif en dimension d ≥ 5. Par l’absurde,
supposons que −∆+V possède une infinité de vecteurs propres vn ∈ H2(Rd)
formant un système orthonormé dans L2(Rd), de valeurs propres −λn ≤ 0.
Alors nous avons vn ⇀ 0 et

−∆vn + V vn = −λn vn,

que nous réécrivons sous la forme

(−∆ + λn)vn = −V vn.

Comme V est infinitésimalement (−∆)–borné (théorème 3.5), nous avons
par exemple

‖V vn‖ ≤
1

2
‖∆vn‖+ C ‖vn‖ ,
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qui implique que vn est bornée dans H2(Rd), donc que vn ⇀ 0 dans L2(Rd)∩
L

2d
d−4 (Rd), par l’injection de Sobolev (théorème A.10). De plus, nous avons

vn → 0 fortement dans L2
loc(Rd). Nous voulons en déduire que vn → 0 dans

L2(Rd), ce qui sera une contradiction avec le fait que ‖vn‖ = 1.
Supposons d’abord λn > 0 pour simplifier. Alors −λn /∈ σ(−∆) et nous

en déduisons
vn = −(−∆ + λn)−1V vn. (5.30)

Nous allons ensuite utiliser le fait que l’opérateur (−∆)−1V est compact,
ce qui donnera vn → 0, la contradiction recherchée. La compacité ne suit
pas du théorème 5.17 car p 7→ (|p|2 + λn)−1 n’est pas dans Ld/2(Rd). Nous
devrons donc argumenter comme à la remarque 5.19. Nous utiliserons en fait
l’information supplémentaire que vn est bornée dans H2(Rd), ce qui nous
ramène à plutôt étudier (−∆)−1V (1−∆)−1.

Mais avant, cherchons une estimée indépendante de λn. L’équation (5.30)
peut se réécrire sous la forme

vn(x) = Gλn ∗ (V vn)(x)

où Gλn est la transformée de Fourier inverse de k 7→ (2π)−d/2(λn + |k|2)−1,
qui peut s’exprimer par la même formule que (A.24) par

Gλn(x) = 2−d/2
1

|x|d−2

∫ ∞
0

e−tλ
2
n|x|2− 1

4t
dt

t
d
2

≤ Cd
|x|d−2

= G0(x), (5.31)

où Cd = 2−d/2
∫∞

0 e−
1
4t t−d/2 dt est la constante obtenue pour λn = 0. Nous

voyons donc que

|vn| ≤ G0 ∗ |V vn| = (−∆)−1|V | |vn|. (5.32)

Si λn = 0, nous pouvons écrire

vn = lim
ε→0

(−∆ + ε)−1(εvn − V vn)

ce qui fournit la même inégalité (5.32). Dans tous les cas il suffit de montrer
que le terme à droite de (5.32) tend vers 0 dans L2(Rd) pour en déduire la
même convergence pour vn et conclure la preuve du théorème.

L’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev (5.17) mentionnée plus haut à
la remarque 5.19 implique que∥∥(−∆)−1|V | |vn|

∥∥
L2(Rd)

= C
∥∥∥|x|2−d ∗ |V | |vn|∥∥∥

L2(Rd)
≤ C ‖V vn‖

L
2d
d+4 (Rd)

(5.33)
et il suffit donc de montrer que le terme de droite tend vers 0. On peut aussi

obtenir (5.33) en utilisant l’injection de Sobolev critique W 2, 2d
d+4 (Rd) ↪→

L2(Rd) qui s’énonce sous la forme

‖f‖L2(Rd) ≤ C ‖∆f‖
L

2d
d+4 (Rd)

(5.34)
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en dimension d ≥ 4 et est équivalent à (5.17). En conclusion, il faut montrer

que V vn → 0 fortement dans L
2d
d+4 (Rd), c’est-à-dire que

lim
n→∞

∫
Rd
|V (x)| 2d

d+4 |vn(x)| 2d
d+4 dx = 0. (5.35)

Ici, |V | 2d
d+4 appartient à L

d+4
4 (Rd) et la suite |vn|

2d
d+4 est bornée dans L

d+4
d (Rd),

donc admet des sous-suites faiblement convergentes dans cet espace. En
général, les suites faiblement convergentes se comportent très mal avec les
puissances, mais ici nous pouvons utiliser la convergence forte locale de vn

dans L2
loc(Rd), qui implique que |vn|

2d
d+4 → 0 fortement dans L

d+4
d

loc (Rd). La
seule limite faible possible des sous-suites vaut 0 et donc

|vn|
2d
d+4 ⇀ 0 faiblement dans L

d+4
d (Rd).

Ceci démontre bien (5.35) et termine la preuve qu’il y a un nombre fini de
valeurs propres négatives ou nulles, en dimension d ≥ 5.

Nous fournissons plus bas à l’exercice 5.57 une preuve plus longue, mais
pas beaucoup plus difficile, d’une estimée quantitative sur le nombre de
valeurs propres négatives, qui est toutefois un peu moins bonne que (5.29).
L’idée est la suivante. On part de l’équation (5.30) (qui était déjà la relation
clé de la preuve précédente) qu’on multiplie par la fonction |V |1/2. Ceci fait
naturellement apparâıtre l’opérateur auto-adjoint compact positif

KE = |V (x)|1/2(−∆ + E)−1|V (x)|1/2.

En supposant V ≤ 0 pour simplifier, on montre alors à l’exercice 5.57 que u
est une fonction propre de −∆ + V de valeur propre λ ≤ 0, si et seulement
si |V |1/2u est une fonction propre de K−λ de valeur propre 1. Comme, de
plus, les valeurs propres de KE sont continues et décroissantes par rapport à
E, ceci permet d’estimer le nombre de valeurs propres négatives de −∆ +V
par le nombre de valeurs propres supérieures à 1 de K0 :

rang
(
1]−∞,0](−∆ + V )

)
≤ rang

(
1[1;+∞[(K0)

)
(5.36)

(faire un dessin). Cette technique, due à Birman et Schwinger, permet donc
de ramener l’étude du spectre de l’opérateur non borné −∆ + V à celle
de l’opérateur compact K0 = |V (x)|1/2(−∆)−1|V (x)|1/2, qui a une forme
proche de celle des opérateurs étudiés à la section 5.2.1. La dernière étape
consiste à estimer le terme à droite de (5.36). On peut par exemple com-
mencer par la borne

rang
(
1[1;+∞[(K0)

)
≤
∑
j

λj(K0)n
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pour un entier n bien choisi de sorte que la somme à droite converge. Comme
expliqué plus bas à l’exercice 5.57, un calcul de la somme permet de montrer
l’inégalité

rang
(
1]−∞,0](−∆ + V )

)
≤ C

∫
Rd

∫
Rd

|V (x)|n/2|V (y)|n/2
|x− y|2(d−n)

dx dy

≤ C ′ ‖V ‖n
L
d
2 (Rd)

(5.37)

où n est le plus petit entier strictement supérieur à d/2. Même quand d
est pair, il se trouve que l’intégrale double à droite de (5.37) diverge pour
n = d/2, ainsi que la constante C ′. C’est ce qui empêche de prendre n = d/2.

La preuve de Cwikel consiste elle à montrer directement que

∀N ≥ 1,
1

N1−2/d

N∑
j=1

λj(K0) ≤ C ‖V ‖Ld/2(Rd) ,

où les valeurs propres λj(K0) sont ici ordonnées de façon décroissante. Ceci
implique alors le résultat en prenant, N = rang

(
1[1;+∞[(K0)

)
.

L’inégalité (5.29) appartient à toute une classe très importante d’es-
timées concernant les valeurs propres négatives des opérateurs de Schrödin-
ger, communément appelées inégalités semi-classiques ou inégalités de Lieb-
Thirring, du nom de leurs deux inventeurs [LT75, LT76, LS10] (voir le
théorème 5.52 plus loin). Le caractère semi-classique provient du fait que le
terme à droite de (5.29) est exact à la limite semi-classique. Plus précisément,
nous allons montrer à la section suivante que si on dilate le potentiel V (x)
en V (εx) avec ε→ 0, de sorte qu’il devienne essentiellement constant loca-
lement, alors

lim
ε→0

εd rang
(
1]−∞,0]

(
−∆ + V (εx)

))
=
|Sd−1|
d(2π)d

∫
Rd
V (x)

d
2
− dx. (5.38)

Ainsi, pour un potentiel sous la forme V (εx) avec V ∈ Ld/2(Rd), le nombre
de valeurs propres se comporte comme ε−d à la limite ε→ 0, en dimension
d ≥ 3. C’est aussi la raison pour laquelle (5.37) est une bien moins bonne
estimée, car le terme de droite diverge trop vite quand n > d/2.

5.5 Un peu d’analyse semi-classique*

L’objectif de cette section est de déterminer plus précisément le compor-
tement des valeurs propres de l’opérateur −∆ + V (εx) à la limite où ε→ 0.
Après une dilatation de x d’un facteur ε, ceci revient à étudier l’opérateur
−ε2∆ + V (x), où le caractère semi-classique est maintenant plus transpa-
rent. Comme nous travaillons dans un système d’unités où ~2 = 2m, nous
préférons changer l’échelle de variation spatiale ε du potentiel extérieur V ,
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plutôt que la constante physique ~. Dans la première section nous com-
mençons par le cas où V est constant et où on travaille sur un cube, ce qui
sera ensuite utile pour le cas de tout l’espace Rd avec un potentiel variable.

5.5.1 Valeurs propres du Laplacien dans Ω ⊂ Rd

Nous avons vu aux exemples 5.23 et 5.25 que les valeurs propres des
Laplacien de Dirichlet et de Neumann sur un cube quelconque C ⊂ Rd
valaient

σ
(
(−∆)Dir

)
=

π2

|C|2/d


d∑
j=1

k2
j , kj ≥ 1


et

σ
(
(−∆)Neu

)
=

π2

|C|2/d


d∑
j=1

k2
j , kj ≥ 0


où |C|1/d est la longueur de l’arête du cube, lorsque |C| désigne le volume de
ce dernier. La différence entre les deux spectres devient négligeable lorsqu’on
regarde un grand ensemble de valeurs propres, par exemple si on compte le
nombre de valeurs propres inférieures à un niveau E et qu’on prend la limite
E → +∞.

Lemme 5.47 (Asymptotique de Weyl pour un hypercube). Soit C ⊂ Rd
un cube de taille arbitraire et

NDir/Neu(E,C)

le nombre de valeurs propres du Laplacien de Dirichlet/Neumann, inférieures
strictement à E, comptées avec multiplicité. Alors il existe une constante
universelle K = K(d) (ne dépendant que de la dimension), telle que∣∣∣∣NDir/Neu(E,C)− |S

d−1|
d(2π)d

Ed/2|C|
∣∣∣∣ ≤ K(d)

(
1 + |C| d−1

d E
d−1

2

)
. (5.39)

Démonstration. Après dilatation et translation, il suffit de montrer le résultat
pour le cube unité C =]0, 1[d. Le nombre de valeurs propres de Dirichlet
strictement inférieures à E est égal au nombre de vecteurs k = (k1, ..., kd) ∈
(Z∗+)d tels que |k|2 =

∑d
j=1 k

2
j < Eπ−2. Soit Ck =

∏d
j=1]kj − 1, kj [ le cube

dont k est à l’extrémité droite supérieure (en dimension 2). Ces cubes sont
tous inclus dans l’intersection de la boule de rayon

√
E/π avec {(x1, ..., xd) :

xi ≥ 0} (Figure 5.2). Comme cette région est de volume

2−d|B(0,
√
E/π)| = |S

d−1|
d(2π)d

Ed/2,
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0 0√
E/π

√
E/π

Figure 5.2 – Les k ∈ (Z+)2 qui fournissent toutes les valeurs propres |k|2
des Laplacien de Dirichlet (gauche) et Neumann (droite) à l’intérieur du
disque de rayon E/π2.

nous avons

NDir(E,C) ≤ |S
d−1|

d(2π)d
Ed/2.

De la même façon, pour le Laplacien de Neumann il est naturel d’introduire
les cubes C ′k =

∏d
j=1]kj , kj + 1[ dont k est à l’autre extrémité, et on trouve

par le même argument

NNeu(E,C) ≥ |S
d−1|

d(2π)d
Ed/2.

La différence entre le nombre de valeurs propres des deux opérateurs est
égale au nombre de k ∈ (Z+)d dont au moins une des composantes s’annule,
c’est-à-dire

NNeu(E,C)−NDir(E,C)

= #

(k1, ..., kd) ∈ (Z+)d :
d∏
j=1

kj = 0, |k|2 <
√
E/π2

 .

D’après l’estimée précédente sur le Laplacien de Dirichlet, le nombre de
vecteurs k = (k1, ..., kd) qui ont exactement ` composantes non nulles est
majoré par E`/2. Donc

NNeu(E,C)−NDir(E,C) ≤ K
d−1∑
`=0

E
`
2 ≤ K

(
1 + E

d−1
2

)
,

ce qui termine la preuve.

Le lemme 5.47 précise que pour tout cube fixé C, le nombre de valeurs
propres sous E a un comportement en Ed/2 à la limite E → ∞. De façon
équivalente, si nous fixons un niveau d’énergie E et faisons grandir le cube,
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le nombre de valeurs propres sous E se comporte de façon proportionnelle au
volume. Il se trouve que ces comportements sont universels et n’ont rien de
spécifique aux cubes. Le résultat suivant, dû à Weyl [Wey12], est un premier
pas vers la compréhension du spectre des opérateurs de Schrödinger avec des
méthodes semi-classiques. Nous nous restreignons au Laplacien de Dirichlet
pour simplifier.

Théorème 5.48 (Asymptotique de Weyl pour un domaine Ω quelconque).
Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné dont la frontière est de mesure négligeable, au
sens où

lim
ε→0
|∂Ω +B(0, ε)| = lim

ε→0

∣∣∣{x ∈ Rd : d(x, ∂Ω) < ε
}∣∣∣ = 0. (5.40)

Soit
NDir(E,Ω)

le nombre de valeurs propres du Laplacien de Dirichlet sur Ω, inférieures
strictement à E, comptées avec multiplicité. Alors

lim
E→+∞

NDir(E,Ω)

Ed/2
=
|Sd−1|
d(2π)d

|Ω|. (5.41)

Pour un domaine dont la frontière est régulière (par exemple C1), le
volume de (5.40) sera d’ordre ε, au quel cas la preuve ci-dessous fournit une
estimée quantitative (non optimale) pour tout E.

De façon équivalente, nous pouvons dilater le domaine Ω d’un facteur `
à E fixé, ce qui donne

lim
`→+∞

NDir(E, `Ω)

`d
=
|Sd−1|
d(2π)d

E
d
2 |Ω|. (5.42)

Démonstration. La preuve repose fortement sur le principe de Courant-
Fischer et les comparaisons de formes quadratiques, comme vu à la sec-
tion 5.4.1. Elle est issue de [RS78, Sec. XIII.15]. Considérons un pavage du
plan par des cubes de côté ε, c’est-à-dire

εCk =

d∏
j=1

[εkj , ε(kj + 1)[, kj ∈ Z.

Dans chacun des cubes qui sont strictement à l’intérieur de Ω (Figure 5.3),
nous pouvons considérer les vecteurs propres du Laplacien de Dirichlet à
l’intérieur de ce petit cube, dont la valeur propre est strictement inférieure
à E. Ces vecteurs propres sont dans H1

0 (Ω). Le spectre du Laplacien de
Dirichlet est le même dans chacun de ces cubes, par invariance par transla-
tion. Dans l’espace W engendré par tous ces vecteurs, la forme quadratique
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est diagonale par blocs, car deux vecteurs dans des cubes différents sont
orthogonaux puisqu’à support disjoint. Ainsi, nous avons

q(−∆)(v) =

∫
Ω
|∇v|2 < E

∫
Ω
|v|2, ∀v ∈W.

Par la formule de Courant-Fischer (5.22), nous en déduisons que

µdim(W )(−∆) < E.

Le nombre de valeurs propres inférieures à E dans Ω est donc

NDir(E,Ω) ≥ dim(W ) = NDir(E, εCk)×#{k ∈ Zd : εCk ⊂ Ω}.

Les cubes qui intersectent Ω mais ne sont pas à l’intérieur sont au plus à
distance ε

√
d du bord, de sorte que

|Ω| ≥ εd#{k ∈ Zd : εCk ⊂ Ω} ≥ |Ω| − |∂Ω +B(0, ε
√
d)|.

En utilisant (5.39) nous en déduisons que

NDir(E,Ω) ≥ |S
d−1|

d(2π)d
Ed/2

(
|Ω| − |∂Ω +B(0, ε

√
d)|
)

+O
(
ε−1E

d−1
2

)
.

Pour un domaine Ω régulier, l’erreur est d’ordre εEd/2 +E(d−1)/2ε−1 ce qui
suggère de prendre ε = E−1/4. Dans le cas général, il n’est pas possible
d’exhiber un ε concret, mais nous pouvons toujours faire tendre ε→ 0 très
lentement ou, ce qui revient au même, prendre d’abord E →∞ puis ensuite
ε→ 0. Nous trouvons dans tous les cas

lim inf
E→∞

NDir(E,Ω)

Ed/2
≥ |S

d−1|
d(2π)d

|Ω|.

Pour obtenir l’estimée opposée, nous considérons cette fois l’ensemble
de tous les petits cubes εCk qui intersectent Ω. Dans chacun des εCk,
considérons toutes les fonctions propres du Laplacien de Neumann, dont la
valeur propre correspondante est strictement inférieure à E. Ces fonctions
sont dans H1(εCk), donc bien dans L2(Rd) mais pas dans H1(Rd). De façon
similaire à précédemment, l’espace W ′ engendré par toutes ces fonctions est
de dimension

dim(W ′) = NNeu(E, εCk)×#{k ∈ Zd : εCk ∩ Ω 6= ∅}

≤ |S
d−1|

d(2π)d
Ed/2

(
|Ω|+ |∂Ω +B(0, ε

√
d)|
)

+O
(
ε−dE

d−1
2

)
.

Maintenant, pour tout v ∈ H1
0 (Ω), nous avons∫

Ω
|∇v|2 =

∑
εCk∩Ω6=∅

∫
εCk∩Ω

|∇v|2.
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Ω εCk
Ω εCk

Figure 5.3 – Preuve du théorème 5.48 : on utilise les fonctions propres de
tous les petits cubes εCk inclus dans l’ouvert Ω comme fonctions tests pour
le Laplacien de Dirichlet sur Ω, ce qui fournit une borne supérieure sur ses
valeurs propres (donc une borne inférieure sur NDir(E,Ω)). Puis on utilise
toutes les fonctions propres des cubes qui intersectent Ω avec la condition
de Neumann, ce qui fournit une borne inférieure sur les valeurs propres dans
le domaine Ω (donc une borne supérieure sur NDir(E,Ω)).

Si v est dans (W ′)⊥ ∩H1
0 (Ω), nous avons par le théorème spectral∫
εCk∩Ω

|∇v|2 ≥ E
∫
εCk∩Ω

|v|2. (5.43)

pour tout k, car v|εCk est orthogonal à tous les vecteurs propres du Laplacien
de Neumann de valeur propre < E, dans εCk. Ainsi,∫

Ω
|∇v|2 ≥ E

∫
Ω
|v|2, ∀v ∈ H1

0 (Ω) ∩ (W ′)⊥

ou encore

inf
v∈H1

0 (Ω)∩(W ′)⊥

‖v‖=1

∫
Ω
|∇v|2 ≥ E.

Par la seconde formule de Courant-Fischer (5.23), ceci montre que

µdim(W ′)(−∆) ≥ E,

car
(
H1

0 (Ω) ∩ (W ′)⊥
)⊥

= W ′. Ainsi,

NDir(E,Ω) ≤ dim(W ′),

ce qui termine la preuve du théorème.

De cette preuve on pourra retenir que les conditions de Dirichlet sont très
utiles pour obtenir des bornes supérieures sur les valeurs propres, puisque
toute fonction dans H1

0 (A) est dans H1
0 (B) quand A ⊂ B. À l’inverse, les

conditions de Neumann servent à obtenir des bornes inférieures sur les va-
leurs propres. L’utilisation de ces deux opérateurs “en tandem”, s’appelle
en anglais la méthode du Dirichlet-Neumann bracketing.
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Remarque 5.49. Pour un ouvert régulier, notre preuve fournit l’estimée

NDir(E,Ω) =
|Sd−1|
d(2π)d

Ed/2|Ω|+O
(
E

d
2
− 1

4

)
qui n’est pas optimale. Le terme suivant du développement est d’ordre |∂Ω|E d−1

2

sous certaines conditions [Ivr16].

Remarque 5.50 (Peut-on entendre la forme d’un tambour ?). Une ques-
tion naturelle est de se demander si on peut retrouver le domaine Ω (à
isométries de Rd près) à partir de la fonction E 7→ NDir(E,Ω). Comme
E 7→ NDir(E,Ω) est la fonction de comptage des valeurs propres du Lapla-
cien de Dirichlet, c’est équivalent à se demander si on peut retrouver Ω à
partir du spectre de (−∆)Dir, une question célèbre posée par Mark Kac en
1966 [Kac66]. La réponse à cette question est en général non, en dimension
d ≥ 2.

5.5.2 Limite semi-classique pour −∆ + V

Voici maintenant un résultat qui fournit en particulier la limite semi-
classique (5.38) énoncée plus haut, en toute dimension.

Théorème 5.51 (Limite semi-classique des valeurs propres négatives). On
suppose que d ≥ 1. Soit V ∈ C0

c (Rd,R) (continue à support compact) et f
une fonction positive à support dans l’intervalle ] −∞, 0], qui est continue
par morceaux. Alors on a

lim
ε→0

εd
∑
j

f
(
λj
(
−∆ + V (εx)

))
= lim
ε→0

εd

(2π)d

∫∫
Rd×Rd

f
(
|p|2 + V (εx)

)
dp dx

=
1

(2π)d

∫∫
Rd×Rd

f
(
|p|2 + V (x)

)
dp dx,

(5.44)

où les λj(−∆+V (εx)) sont toutes les valeurs propres négatives ou nulles de
l’opérateur −∆ + V (εx) auto-adjoint sur H2(Rd), qui sont répétées en cas
de multiplicité.

L’intégrale à droite de (5.44) est finie car V est bornée et f est bornée
localement, de sorte que λj(−∆ + V (εx)) ≥ −‖V−‖L∞ et∫∫

Rd×Rd
f
(
|p|2 + V (x)

)
dp dx ≤ C

∫∫
Rd×Rd

1
(
|p|2 + V (x) ≤ 0

)
dp dx

= C

∫
Rd

(∫
Rd
1
(
|p|2 ≤ V (x)−

)
dp

)
dx

= C
|Sd−1|
d

∫
Rd
V (x)

d
2
− dx
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où C = sup−‖V−‖L∞≤x≤0 |f(x)|. En particulier, si nous prenons f(x) =
1R−(x), nous obtenons exactement la limite (5.38).

La convergence (5.44) exprime le fait que lorsque ε→ 0, les observables
quantiques f(−∆+V (εx)) convergent vers leur équivalent classique f(|p|2 +
V (εx)) sur l’espace des phases Rd × Rd, voir la section 1.6.5. En effet, la
somme à gauche de (5.44) est (formellement) égale à la trace de l’opérateur
f(−∆ + V (εx)), de sorte que (5.44) peut se réécrire

Tr f
(
−∆ + V (εx)

)
∼
ε→0

1

(2π)d

∫∫
Rd×Rd

f
(
|p|2 + V (εx)

)
dx dp

où −i∇ a été remplacé par la variable classique p et la trace devient une
intégrale sur l’espace des phases, multipliée par (2π)−d.

Selon la dimension d, la convergence (5.44) est vraie pour des classes plus
grandes de potentiels. Par exemple, en dimension d ≥ 3, on peut se contenter
de supposer que V ∈ Ld/2(Rd). Par ailleurs, l’hypothèse que V est continue
est bien trop forte. La preuve ci-dessous fonctionne sous la condition que
V puisse être approchée par le dessous et par le dessus par une suite de
fonctions étagées, dans Ld/2(Rd).

Démonstration. Posons Vε(x) = V (εx). Nous écrivons la preuve d’abord
dans le cas où f(x) = 1(x < 0), auquel cas nous devons prouver que le
nombre N(0, Vε) de valeurs propres négatives de l’opérateur −∆ + Vε se
comporte comme

1

(2πε)d

∫∫
Rd×Rd

1
(
|p|2 ≤ −V (x)

)
dp dx =

|Sd−1|
d(2πε)d

∫
Rd
V (x)

d
2
− dx.

La démonstration est exactement la même que celle du théorème 5.48 et nous
nous contentons d’en donner les idées principales. Considérons un pavage de
Rd avec des cubes {`Ck}k∈Zd de volume `d, où 1 � ` � ε−1, par exemple
` = ε−1/2. Dans chacun de ces cubes, la fonction x 7→ V (εx) varie très peu
(si elle est dérivable, sa dérivée est d’ordre ε sur un domaine de taille `
avec `ε→ 0). Nous allons donc remplacer V (εx) par une fonction constante
dans chacun des cubes en prenant soit son maximum sur le cube, soit son
minimum.

Considérons d’abord tous les cubes `Ck inclus dans le support de Vε (de
façon équivalente, ε`Ck est dans le support de V ) et prenons l’espace en-
gendré par les fonctions propres du Laplacien de Dirichlet sur chaque cube
`Ck, dont les valeurs propres sont strictement inférieures à −max`Ck Vε =
−maxε`Ck V . Ces fonctions forment un espace sur lequel la forme quadra-
tique associée à −∆ + V (εx) est négative, ce qui prouve que le nombre de



Chapitre 5. Spectre des opérateurs auto-adjoints 195

ses valeurs propres négatives est au moins égal à

∑
ε`Ck⊂supp(V )

NDir

(
−max

ε`Ck
V, `Ck

)

≥ |Sd−1|
d(2πε)d

∑
ε`Ck⊂supp(V )

|ε`Ck|
(
−max

ε`Ck
V

) d
2

+

−K
∑

ε`Ck⊂supp(V )

(1 + `d−1 max
ε`Ck
|V | d−1

2 ).

Nous avons utilisé ici l’estimée (5.39) sur NDir(E,C). Le premier terme est

une somme de Riemann qui converge vers
∫
Rd V

d/2
− alors que le second est

un O(ε−d`−1).

Pour avoir une borne dans l’autre sens, on écrit comme dans la preuve
du théorème 5.48

∫
Rd
|∇v|2 + V |v|2 ≥

∑
`Ck∩supp(Vε)6=∅

∫
`Ck

|∇v|2 + Vε|v|2

≥
∑

`Ck∩supp(Vε)6=∅

∫
`Ck

|∇v|2 −
(

min
ε`Ck

V

)
−

∫
`Ck

|v|2.

L’utilisation des fonctions propres avec condition au bord de Neumann sur
chacun des cubes `Ck, dont les valeurs propres sont inférieures à (minε`Ck V )−
et de l’inégalité (5.39) fournit une borne supérieure sur le nombre de va-
leurs propres négatives, qui permet de conclure la preuve du théorème pour
f(x) = 1(x ≤ 0).

Si on prend maintenant f(x) = 1(x < a) avec a ≤ 0, il faut estimer le
nombre de valeurs propres inférieures à a de −∆ + Vε, qui est bien sûr égal
au nombre de valeurs propres négatives de −∆ +Vε− a. Le potentiel Vε− a
ne tend pas vers 0 à l’infini, ce qui ne joue aucun rôle ici (le spectre essentiel
commence à −a ≥ 0). La preuve précédente montre alors que la limite (5.44)
est valable pour f(x) = 1(x < a) avec a ≤ 0.

Par différence, nous obtenons la limite pour f(x) = 1(a ≤ x < b) où
b ≤ 0. Comme V ∈ L∞(Rd), l’opérateur −∆ + Vε a son spectre inclus
dans [−‖V ‖L∞(Rd),+∞[. Seule la restriction de f à [−‖V ‖L∞(Rd); 0] importe
donc pour la limite (5.44). Or, toute fonction continue par morceaux peut
être approchée par le dessous et le dessus par des fonctions étagées, pour
lesquelles la limite a été démontrée. Un argument par densité permet de
conclure la preuve.
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5.5.3 Inégalités de Lieb-Thirring

La convergence (5.44) dans le cas où f(x) = x− concerne la somme des
valeurs propres négatives :∑

j

∣∣λj(−∆ + V (~x))
∣∣ ∼
~→0

1

(2π)d

∫∫
Rd×Rd

(
|p|2 + V (~x)

)
− dp dx

=
2|Sd−1|

(2π~)dd(d+ 2)

∫
Rd
V (x)

1+ d
2

− dx. (5.45)

Il semble alors naturel de se demander quand il existe une borne universelle

sur la somme des valeurs propres, en fonction de
∫
Rd V (x)

1+d/2
− dx, de la

même façon que nous avions la borne universelle (5.29) sur le nombre de
valeurs propres. C’est la célèbre inégalité de Lieb-Thirring, qui a joué un
rôle fondamental dans la compréhension mathématique du comportement
de la matière fermionique dans la limite d’un grand nombre de particules,
c’est-à-dire la stabilité de la matière ordinaire [LT75, LT76, Lie90, LS10].

Théorème 5.52 (Inégalités de Lieb-Thirring). Soit V ∈ Lγ+d/2(Rd,R) en
dimension d ≥ 1, avec

γ


> 1/2 si d = 1,

> 0 si d = 2,

≥ 0 si d ≥ 3.

Alors il existe une constante universelle CLT(γ, d) telle que les valeurs propres
négatives ou nulles de l’opérateur −∆+V auto-adjoint sur H2(Rd) satisfont
l’inégalité ∑

j

∣∣λj(−∆ + V )
∣∣γ ≤ CLT(γ, d)

∫
Rd
V (x)

γ+ d
2

− dx, (5.46)

où V (x)− = max(0,−V (x)) ≥ 0 est la partie négative de la fonction V .

Le cas γ = 0 est l’inégalité CLR (5.29) du théorème 5.46. Pour la preuve
du théorème 5.52, voir [LT76, LS10]. Une conjecture célèbre de [LT76] énonce
que la meilleure constante dans l’inégalité (5.46) vaut

CLT(1, d)
?
=

2|Sd−1|
(2π)dd(d+ 2)

,

en toute dimension d ≥ 3.

Exercices complémentaires

Exercice 5.53 (Laplacien discret). Dans l’espace de Hilbert H = `2(Zd) des suites x =(
x(k)

)
k∈Zd , on introduit l’opérateur de dérivation discret dans la direction ej par

(Djx)(k) = x(k + ej)− x(k).



Chapitre 5. Spectre des opérateurs auto-adjoints 197

1. Montrer que Dj est un opérateur borné sur H. Quel est son adjoint ?

On introduit alors l’opérateur Laplacien discret défini par

L =

d∑
j=1

D∗jDj ,

c’est-à-dire

(Lx)(k) =

d∑
j=1

2x(k)− x(k + ej)− x(k − ej).

2. Montrer que L est auto-adjoint et que son spectre est inclus dans [0,∞).
3. On considère l’isométrie U : H→ H′ = L2(]0, 1[d) définie par

Ux =
∑
k∈Zd

x(k)e2iπk·x.

Donner une interprétation de U .
4. Calculer UDjU

∗ et ULU∗ et en déduire le spectre de Dj et L. Ont-ils des valeurs
propres ?

On montre maintenant sur un exemple, issu de [RS78, Sec. XIII.4], l’importance de
la condition que les opérateurs sont auto-adjoints, dans la théorie de Weyl sur la stabilité
du spectre essentiel par perturbations compactes.

On se place en dimension d = 1 et on note S = D + 1 le décalage à gauche. On
considère l’opérateur défini par (Bx)n = δ0nx1, c’est-à-dire B = |δ0〉〈δ1|.

5. Vérifier que B est compact.
6. Montrer que le spectre essentiel de l’opérateur S −B est tout le disque unité fermé.

Exercice 5.54 (σdisc(−∆ + V ) est fini lorsque V ∈ L∞c (Rd,R), d ≥ 1). On suppose que
V est une fonction bornée à support compact, inclus dans la boule B(0, R) de rayon R, en
dimension d ≥ 1.
1. Rappeler pourquoi −∆ + V est auto-adjoint sur H2(Rd).
2. Considérons le Laplacien de Neumann (−∆)Neu et l’opérateur

(−∆)Neu + V

sur la boule B(0, R). Rappeler pourquoi cet opérateur est à résolvante compacte et en
déduire qu’il admet un nombre fini de valeurs propres négatives.

3. Déduire de l’inégalité∫
Rd
|∇u(x)|2 dx+

∫
Rd
V (x)|u(x)|2 dx ≥

∫
B(0,R)

|∇u(x)|2 dx+

∫
B(0,R)

V (x)|u(x)|2 dx

qu’il existe un espace W ⊂ L2(Rd) de dimension finie tel que

q−∆+V (v) ≥ 0, pour tout v ∈W⊥.

4. Conclure que −∆ + V admet un nombre fini de valeurs propres négatives.

Exercice 5.55 (Étude d’un opérateur avec potentiel Coulombien). Soit µ une mesure
bornée signée sur R3 à support compact, et W un potentiel à valeurs réelles, tel que
W ∈ Lp(R3,R) pour un 2 ≤ p <∞.
1. Montrer que l’opérateur

H := −∆ + µ ∗ 1

|x| +W (5.47)

est auto-adjoint sur D(H) = H2(R3) ⊂ H = L2(R3).
2. Montrer que σess(H) = [0,+∞[.
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3. Si µ(R3) < 0 et 2 ≤ p ≤ 3, montrer que H possède une infinité de valeurs propres
négatives, qui s’accumulent en 0.

4. Si µ(R3) > 0 et W− ∈ L3/2(R3), montrer que H n’a qu’un nombre fini de valeurs
propres négatives ou nulles.

5. On suppose µ(R3) = 0 et
∫
R3 x dµ(x) = 0. Donner le comportement à l’infini de µ∗|x|−1

et en déduire que si W− ∈ L3/2(R3), H n’a qu’un nombre fini de valeurs propres
négatives ou nulles.

6. Que dire lorsque µ(R3) = 0 et
∫
R3 x dµ(x) 6= 0 ?

Exercice 5.56 (Comportement du Laplacien de Robin à la limite θ → 1−). On considère
la réalisation auto-adjointe du Laplacien ARob,θu = −u′′ avec la condition au bord de
Robin

D(ARob,θ) =
{
u ∈ H2(]0, 1[) : cos(πθ)u(1) + sin(πθ)u′(1) = 0,

cos(πθ)u(0)− sin(πθ)u′(0) = 0
}
.

comme étudiée aux sections 2.8.2 et 3.2.3. On appelle λ1(θ) ≤ λ2(θ) ≤ · · · les valeurs
propres ordonnées de ARob,θ, répétées en cas de multiplicité.

1. En utilisant la formule de Courant-Fischer, montrer que θ 7→ λ1(θ) est continue et
strictement décroissante.

2. Montrer que λ1(1/2) = 0 et en déduire que λ1(θ) > 0 pour tout θ ∈ [0, 1/2[, et que
λ1(θ) < 0 pour tout θ ∈]1/2, 1[. Énoncer une inégalité de Poincaré pour la forme
quadratique de Robin lorsque θ ∈ [0, 1/2[.

3. Montrer que λ1(θ)→ −∞ et λ2(θ)→ −∞ quand θ → 1−.
4. Montrer que ω2 6= 0 est une valeur propre du Laplacien de Robin Aθ (de fonction

propre αeiωx + βe−iωx avec α, β bien choisis) si et seulement si(
cos(πθ) + iω sin(πθ)

)2

eiω =
(

cos(πθ)− iω sin(πθ)
)2

e−iω.

Montrer que 0 est une valeur propre uniquement pour θ = 1/2 et pour θ = 1 −
π−1 arctan(1/2) ' 0, 85. Que se passe-t-il quand θ → 1− ?

La courbe de la figure 5.4 représente les trois premières valeurs propres en fonction de θ
alors que celle de la figure 5.5 représente la troisième fonction propre pour diverses valeurs
de θ.

Exercice 5.57 (Une estimée moins bonne que (5.29)). On suppose que V ∈ Ld/2(Rd) et
que d ≥ 3. L’objectif est de prouver une estimée sur le nombre de valeurs propres négatives
de (la réalisation de Friedrichs de) l’opérateur −∆ + V .

1. En utilisant le principe de Courant-Fischer (5.22), montrer que le nombre de valeurs
propres négatives de −∆+V ne peut qu’augmenter lorsqu’on remplace V (x) par sa par-
tie négative −V (x)−, où a− := max(−a, 0). De cette façon, on peut toujours supposer
que V ≤ 0, ce que nous faisons dans toute la suite.

2. On considère ensuite l’opérateur

KE = |V (x)|1/2(−∆ + E)−1|V (x)|1/2

En utilisant les mêmes arguments que pour le théorème 5.17, vérifier que KE est bien
défini sur le domaine D(KE) = C∞c (Rd) ⊂ L2(Rd), pour tout E > 0, et qu’il est
symétrique positif.

3. Montrer que KE possède un noyau intégral kE(x, y) ≥ 0, c’est-à-dire tel que (KEu)(x) =∫
Rd kE(x, y)u(y) dy pour tout u ∈ C∞c (Rd) (donner sa formule explicite), et calculer sa

limite k0 = limE→0+ kE.
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Figure 5.4 – Tracé des trois premières valeurs propres λ1(θ) ≤ λ2(θ) ≤
λ3(θ) du Laplacien de Robin sur l’intervalle ]0, 1[, en fonction de θ ∈ [0, 1[.
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Figure 5.5 – Tracé de la troisième fonction propre du Laplacien de Robin
sur l’intervalle ]0, 1[ pour θ = 0.7, pour θ = 0.97 et à la limite θ → 1−.

4. On admet l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev [LL01] qui stipule que∥∥f ∗ |x|−s∥∥
Lp(Rd)

≤ C ‖f‖Lq(Rd) (5.48)

lorsque

1 < p, q <∞ et 1 +
1

p
=

1

q
+
s

d
.

Montrer que KE est borné sur D(KE) = L∞c (Rd) :

∀u ∈ L∞c (Rd), ‖KEu‖L2(Rd) ≤ C ‖u‖L2(Rd) ,

où en plus C ne dépend pas de E ∈ R+. En déduire que KE est essentiellement auto-
adjoint pour tout E ≥ 0, et que son unique extension, encore notée KE, est définie
sur tout L2(Rd). Montrer que l’opérateur auto-adjoint KE ainsi obtenu est compact et
positif sur L2(Rd). Dans la suite on note λj(E) ses valeurs propres (répétées en cas de
multiplicité) ordonnées de façon décroissante.

5. En utilisant le principe de Courant-Fischer, montrer que les valeurs propres λj(E) sont
toutes continues et décroissantes par rapport à E sur R+.

6. Montrer que λ ≤ 0 est une valeur propre de la réalisation de Friedrichs de −∆ + V , si
et seulement si 1 est une valeur propre de K−λ, avec les mêmes multiplicités.
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7. En déduire que le nombre de valeurs propres négatives de −∆ + V est inférieur au
nombre de valeurs propres ≥ 1 de K0 :

rang
(
1]−∞,0](−∆ + V )

)
≤ rang

(
1[1;+∞[(K0)

)
.

8. Soit A un opérateur auto-adjoint compact positif sur L2(Rd), qui est donné par un
noyau intégral positif k(x, y) ≥ 0 appartenant à L1

loc(Rd × Rd). Montrer que pour tout
entier n ≥ 1,∫

(Rd)n
k(x1, x2)k(x2, x3) · · · k(xn, x1) dx1 · · · dxn =

∑
j≥1

λj(A)n ≥ rang
(
1[1;+∞[(A)

)
.

Calculer le terme de gauche pour k = k0.
9. En dimension d = 3, vérifier que l’on peut prendre n = 2 et obtenir

rang
(
1]−∞,0](−∆ + V )

)
≤ C ‖V−‖2L3/2(R3) (5.49)

à l’aide de (5.48).
10. Soit d ≥ 1, 0 < s < d et n un entier tel que d/(d − s) < n < 2d/(d − s). Montrer

l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev multi-linéaire∫∫
(Rd)n

f(x1)f(x2) · · · f(xn)

|x1 − x2|s|x2 − x3|s · · · |xn−1 − xn|s|xn − x1|s
dx1 · · · dxn

≤ C
∫
Rd

∫
Rd

f(x)n/2f(y)n/2

|x− y|ns+(2−n)d
dx dy ≤ C′ ‖f‖n

L
d
d−s (Rd)

, (5.50)

pour tout f ∈ L d
d−s (Rd,R+). Pour cela, on pourra écrire la fonction intégrée à gauche

comme produit de n fonctions sous la forme√
f(x1)f(x2)

|x2 − x3|
s

n−1 · · · |xn−1 − xn|
s

n−1 |xn − x1|
s

n−1
×

×
√
f(x2)f(x3)

|x1 − x2|
s

n−1 |x3 − x4|
s

n−1 · · · |xn−1 − xn|
s

n−1 |xn − x1|
s

n−1
× · · ·

· · · ×
√
f(xn)f(x1)

|x1 − x2|
s

n−1 |x2 − x3|
s

n−1 · · · |xn−1 − xn|
s

n−1

et utiliser l’inégalité de Hölder, suivie du fait que

1

|x| snn−1
∗ · · · ∗ 1

|x| snn−1︸ ︷︷ ︸
n− 1 convolutions

=
C

|x|ns+(2−n)d
.

On vérifiera bien que les hypothèses sur d, s et n garantissent la convergence de toutes
les intégrales.

11. En utilisant l’inégalité (5.50) avec s = d− 2 et d ≥ 3, montrer que

rang
(
1]−∞,0](−∆ + V )

)
≤ C

∫
Rd

∫
Rd

V (x)n/2V (y)n/2

|x− y|2(d−n)
dx dy ≤ C′ ‖V ‖n

L
d
2 (Rd)

(5.51)

pour tout entier n strictement compris entre d/2 et d.



Chapitre 6

Application : systèmes à N particules, atomes
et molécules

Ce dernier chapitre est une petite excursion dans le monde des opérateurs
de Schrödinger décrivant N particules. Il s’agit d’un vaste sujet, très impor-
tant d’un point de vue physique, pour lequel des questions d’apparence très
basique sont parfois encore très peu comprises d’un point de vue mathématique.
Nous mentionnons ici quelques résultats de recherche, actuelle ou moins
récente, sans toujours fournir toutes les preuves. Nous avons choisi de dis-
cuter un peu plus en détail du cas de N électrons dans une molécule dont
les noyaux sont des particules classiques.

6.1 Hamiltonien pour N particules, bosons et fermions

Dans cette section nous expliquons comment modéliser un système com-
prenant plusieurs particules, par exemple les N électrons d’un atome ou
d’une molécule.

Nous considérons donc un système deN particules identiques qui évoluent
dans Rd, sont soumises à un potentiel extérieur V et qui interagissent par
paires avec un potentiel w. L’énergie classique d’un tel système (en suppo-
sant m = 1/2 pour simplifier) est donnée par

E(x1, p1, ..., xN , pN ) =

N∑
j=1

|pj |2 + V (xj) +
∑

1≤j<k≤N
w(xj − xk)

où xj ∈ Rd et pj ∈ Rd sont respectivement la position et la quantité de
mouvement de la particule n̊ j. Nous supposons toujours que w est une
fonction paire et discuterons plus bas du type d’hypothèse que nous voulons
pouvoir couvrir pour cette fonction. Le système quantique associé est posé
sur l’espace de Hilbert

H = L2
(
(Rd)N ,C

)
qui comprend des fonctions d’onde Ψ(x1, ..., xN ) avec l’interprétation que

• |Ψ(x1, ..., xN )|2 est la densité de probabilité que la particule n̊ 1 soit
en x1, que la particule n̊ 2 soit en x2, etc ;

201
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• |Ψ̂(p1, ..., pN )|2 est la densité de probabilité que la particule n̊ 1 ait
une quantité de mouvement p1, que la particule n̊ 2 ait une quantité
de mouvement p2, etc.

Comme pour l’atome d’hydrogène au chapitre 1, l’énergie de ce système dans
l’état Ψ est donc donnée par la formule

EV (Ψ) =
N∑
j=1

∫
RdN
|∇xjΨ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

+
N∑
j=1

∫
RdN

V (xj)|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

+
∑

1≤j<k≤N

∫
RdN

w(xj − xk)|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

qui est la forme quadratique associée à l’opérateur Hamiltonien

HV (N) =
N∑
j=1

−∆xj + V (xj) +
∑

1≤j<k≤N
w(xj − xk), (6.1)

la quantification de l’énergie classique E. Dans notre notation HV (N) nous
avons indiqué le potentiel extérieur V car celui-ci peut être varié, par exemple
en fonction des expériences physiques réalisées, alors que l’interaction w
entre les particules est généralement une caractéristique de ces dernières et
elle reste fixée dans l’étude.

Nous devons étudier l’opérateur HV (N) sur l’espace de Hilbert H =
L2((Rd)N ,C). Cependant la situation est un peu plus subtile qu’il n’y parâıt.
En effet, l’interprétation que nous avons donnée de |Ψ(x1, ..., xN )|2 et |Ψ̂(p1, ..., pN )|2
soulève des questions, puisqu’elle laisse entendre que nous pouvons mettre
des étiquettes sur les particules et savoir qui est qui à tout moment. En fait,
si nous observons les particules à deux moments différents il est bien sûr im-
possible de savoir quelle particule est allée où, puisqu’elles sont exactement
identiques. Notre modélisation n’est donc pas adéquate et il faut la modifier
légèrement.

Il faut que notre modèle soit invariant par toutes les permutations des
numéros que l’on peut attribuer aux particules. Nous devrions donc tra-
vailler, non pas dans (Rd)N , mais plutôt dans le quotient

(Rd)N / SN

sous l’action du groupe symétrique (x1, ..., xN ) 7→ (xσ(1), ..., xσ(N)) qui per-
mute les indices. Ce quotient a des propriétés topologiques que nous ne
mentionnerons pas et qui jouent un rôle important en dimensions d =
1, 2 [LM77]. Nous allons plutôt nous contenter de vérifier que notre modélisation
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est à chaque instant invariante sous l’action du groupe symétrique. Nous
avons adopté la même stratégie pour l’invariance sous la multiplication par
un complexe de module un.

Nous désirons que |Ψ(x1, ..., xN )|2 et |Ψ̂(p1, ..., pN )|2 soient symétriques
par rapport aux échanges de leurs variables, afin que la numérotation des
particules ne joue pas de rôle. Mais par ailleurs nous devons travailler dans
un espace vectoriel, de par le formalisme de la mécanique quantique présenté
à la section 1.6. Ceci amène naturellement à deux contraintes linéaires pos-
sibles sur la fonction Ψ : 1

• soit on travaille avec l’hypothèse que Ψ est symétrique par rapport
aux échanges de ses variables, c’est-à-dire

Ψ(xσ(1), ..., xσ(N)) = Ψ(x1, ..., xN ), ∀σ ∈ SN ; (6.2)

• soit on travaille avec l’hypothèse que Ψ est anti-symétrique par rapport
aux échanges de ses variables, c’est-à-dire

Ψ(xσ(1), ..., xσ(N)) = ε(σ) Ψ(x1, ..., xN ), ∀σ ∈ SN (6.3)

où ε(σ) est la signature de la permutation σ.

Ces deux contraintes impliquent que |Ψ|2 et |Ψ̂|2 sont symétriques, comme on
le désire et, par ailleurs, ce sont des contraintes linéaires qui imposent simple-
ment de travailler dans les sous-espaces fermés correspondants de L2((Rd)N ),
que nous noterons dans la suite

L2
s

(
(Rd)N ,C

)
:=
{

Ψ ∈ L2
(
(Rd)N ,C

)
vérifiant (6.2) p.p.

}
(6.4)

et

L2
a

(
(Rd)N ,C

)
:=
{

Ψ ∈ L2
(
(Rd)N ,C

)
vérifiant (6.3) p.p.

}
(6.5)

et qui seront bien sûr munis de la norme habituelle de L2((Rd)N ,C). De
façon similaire, on peut définir les espaces de Sobolev Hk

a/s((R
d)N ,C).

Le choix de la condition de symétrie ou d’anti-symétrie dépend du type
de particule étudié. Celles qui sont modélisées par des Ψ symétriques s’ap-
pellent des bosons, alors que celles pour lesquelles Ψ est anti-symétrique
s’appellent des fermions. Le modèle standard nous apprend que toutes les
particules fondamentales composant la matière sont des fermions (exemples :
électron, quark), alors que toutes les particules permettant les échanges
d’énergie sont des bosons (exemples : photon, gluon, Higgs).

Il est souvent commode de décrire des particules composites (compre-
nant plusieurs particules élémentaires) comme une seule entité, en fonction

1. En adoptant une vision plus topologique et en travaillant dans le quotient, on peut
voir qu’en dimension d = 1 et d = 2, il y a d’autres possibilités, décrites dans [LM77],
mais pour lesquelles Ψ n’est plus vraiment une fonction.
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de l’échelle à laquelle étudie son comportement. Par exemple, lors de notre
étude de l’électron dans l’atome d’hydrogène, nous avons supposé que le pro-
ton était une particule classique et fixe. Nous pouvons aussi décrire ce dernier
de façon quantique, comme à l’exemple 1.29. Cependant, nous oublions ici
que le proton contient en fait trois quarks, et également qu’il existe des iso-
topes de l’hydrogène qui ont aussi des neutrons, eux-mêmes étant composés
de trois quarks. Le modèle choisi peut donc être complexifié en fonction de
l’échelle à laquelle on étudie le système.

Pour une particule composite, la règle est que seul le nombre de fer-
mions compte pour déterminer son type. C’est un boson si le nombre de
fermions élémentaires est pair et un fermion sinon. Par exemple, les protons
et neutrons, qui sont composés de trois quarks sont des fermions. L’Hélium
4 (2 électrons, 2 protons et 2 neutrons) se comporte comme un boson alors
que l’Hélium 3 (2 électrons, 2 protons et 1 neutron), beaucoup plus rare
sur terre, se comporte comme un fermion. Cette règle est assez intuitive,
puisque si on regroupe les variables d’une fonction d’onde, et qu’on observe
le signe qui apparâıt lorsqu’on échange ces groupes de variables, on voit
immédiatement qu’il dépend seulement de la parité du nombre de variable
dans chaque groupe. 2

Tant que N est fini, il n’y a pas toujours de différence flagrante dans les
propriétés mathématiques entre les modèles fermioniques et bosoniques. Par
contre, le Hamiltonien HV (N) se comporte souvent de façon très différente
à la limite N → ∞ selon s’il est restreint aux sous-espaces des fonctions
symétriques ou anti-symétriques. Les systèmes bosoniques peuvent être plus
instables que les systèmes fermioniques lorsque le nombre de particules gran-
dit. Pour le cas Coulombien qui nous intéresse tout particulièrement, seuls
les systèmes fermioniques sont stables à la limite N → ∞, ce qui explique
probablement pourquoi la matière est composée de fermions élémentaires.

L’idée intuitive est que les bosons sont des particules très sociables qui
aiment être ensemble. Par exemple, on peut mettre toutes les particules dans
le même état u ∈ L2(Rd) en prenant

ΨBEC(x1, ..., xN ) = u(x1) · · ·u(xN )

qui s’appelle un condensat de Bose-Einstein. Ceci est impossible pour les
fermions. L’anti-symétrie de Ψ est souvent appelée principe de Pauli et elle
implique, par exemple, que deux fermions ne peuvent jamais être au même
endroit. En effet, si Ψ est une fonction continue, on a

Ψ(x1, ..., x, ..., x, ..., xN ) = 0.

La question de comprendre l’implication mathématique du principe de Pauli

2. Par exemple, un système comprenant quatre fermions est décrit par une fonction
d’onde anti-symétrique Ψ(x1, x2, x3, x4) et comme Ψ(x1, x2, x3, x4) = Ψ(x3, x4, x1, x2) on
trouve bien que les paires de fermions se comportent comme des bosons.
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sur la stabilité des systèmes quantiques à la limite N → ∞ a beaucoup
occupé les mathématiciens ces dernières années.

Alors que les électrons interagissent avec le potentiel de Coulomb (en
négligeant les forces faibles), les particules composites ont une interaction
complexe qui ne peut être déterminée qu’empiriquement, puisqu’elle émane
de leur structure interne. Il est fréquent de la décrire par un potentiel d’inter-
action par paires w comme dans cette section. On suppose souvent dans ce
cas que w a la forme présentée à la figure 6.1, avec une assez forte répulsion
à l’origine et une faible attraction à l’infini. Pour les atomes l’attraction
décrôıt au plus comme −1/|x|6 qui est le potentiel de Van Der Waals, mais
elle peut décrôıtre plus lentement, par exemple si les atomes peuvent se po-
lariser. En tous cas, il est important que la théorie mathématique soit assez
flexible du point de vue des hypothèses sur les potentiels V et w, qui ne sont
pas toujours connus exactement.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-4

-3

-2

-1

1

2

Figure 6.1 – Forme typique de l’interaction empirique w pour des atomes.

Nous étudierons plus en détail le cas des électrons dans les atomes et les
molécules à la section 6.5. Dans l’approximation de Born-Oppenheimer, une
molécule comprend

• N électrons quantiques

• M noyaux classiques fixes, de charges z1, ..., zM et situés enR1, ..., RM ∈
R3.

Les M noyaux induisent le potentiel de Coulomb extérieur

V (x) = −
M∑
m=1

zm
|x−Rm|

qui est ressenti par les N électrons du système. Par ailleurs, les N électrons
interagissent entre eux avec la répulsion Coulombienne∑

1≤j<k≤N

1

|xj − xk|
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qui correspond par conséquent à

w(x) =
1

|x| .

Nous travaillons ici à nouveau dans un système d’unité où e2/(4πε0) = 2m =
1. Le Hamiltonien décrivant les N électrons est donc

Hmol = −
N∑
j=1

∆xj −
N∑
j=1

M∑
m=1

zm
|xj −Rm|

+
∑

1≤j<k≤N

1

|xj − xk|
(6.6)

et il doit être étudié sur L2
a((R3)N ,C) puisque les électrons sont des fermions.

Ici nous n’avons pas tenu compte de la répulsion Coulombienne entre les
noyaux ∑

1≤`<m≤M

z`zm
|R` −Rm|

car c’est une constante, tant que ces derniers restent immobiles. Il faut bien
sûr l’ajouter si on fait varier les positions des noyaux et que l’on compare
les énergies obtenues.

Il est assez surprenant que l’opérateur (6.6) décrive tous les atomes du
tableau périodique et toutes les molécules en allant de petits objets comme
la molécule d’eau H2O à des macro-molécules comme l’ADN. C’est l’une des
plus grandes réussites de la mécanique quantique. L’opérateur Hmol dont la
formule tient sur une ligne est supposé décrire les comportements physiques
variés et complexes de tous ces objets. Il faut cependant tempérer un en-
thousiasme trop prononcé, car réaliser des prédictions concrètes et précises
avec l’opérateur (6.6) se révèle d’une extraordinaire difficulté, à cause de la
très grande dimension de l’espace R3N dans lequel agit cet opérateur.

Figure 6.2 – Pour la molécule d’eau, on a z1 = z2 = 1, z3 = 8 et N = 10.

6.2 Auto-adjonction

Dans cette section nous allons maintenant montrer que l’opérateurHV (N)
défini en (6.1) est auto-adjoint sur H2

a/s((R
d)N ,C), sous des conditions phy-
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siquement très raisonnables sur les potentiels V et w. Nous travaillons en
dimension d ≥ 1 quelconque. Malheureusement nous ne pouvons pas appli-
quer le théorème 3.5 dans RdN . Le potentiel total

N∑
j=1

V (xj) +
∑

1≤j<k≤N
w(xj − xk)

n’est dans aucun Lp(RdN ) car il fait intervenir des fonctions qui ne dépendent
que d’une ou deux variables à la fois. Par ailleurs, l’utilisation de l’injection
de Sobolev en dimension dN nous amènerait naturellement à utiliser l’espace
LdN/2(RdN ) qui a une très mauvaise dépendance par rapport à N . La forme
très spéciale de l’opérateur HV (N) permet cependant de montrer l’auto-
adjonction avec les même hypothèses sur V et w que dans Rd, donc de façon
totalement indépendante du nombre N de particules.

Rappelons que l’opérateur HV (1) = −∆ + V (x) est auto-adjoint sur
D(HV (1)) = H2(Rd) lorsque V ∈ Lp(Rd) + L∞(Rd), avec

p = 2 si d = 1, 2, 3,

p > 2 si d = 4,

p = d
2 si d ≥ 5,

(6.7)

(théorème 3.5). Le résultat suivant signifie que HV (N) est auto-adjoint sur
H2
a/s((R

d)N ) pour tout N ≥ 1, avec la même condition.

Théorème 6.1 (Opérateurs à N corps : auto-adjonction). On suppose que
V et w sont dans Lp(Rd,R)+L∞(Rd,R) avec p satisfaisant l’hypothèse (6.7).
On suppose également que w est paire. Alors, pour tout N ≥ 2, l’opérateur
HV (N) est auto-adjoint sur

D
(
HV (N)

)
=


H2((Rd)N ,C) ⊂ L2((Rd)N ,C) (pas de symétrie),

H2
s ((Rd)N ,C) ⊂ L2

s((Rd)N ,C) (bosons),

H2
a((Rd)N ,C) ⊂ L2

a((Rd)N ,C) (fermions),

et son spectre est minoré dans chacun de ces trois cas.

Démonstration. L’opérateur −∆ est auto-adjoint sur H2((Rd)N ), comme
nous l’avons vu au corollaire 2.42. Comme les sous-espaces H2

s ((Rd)N ) et
H2
a((Rd)N ) sont fermés dans H2((Rd)N ) et qu’ils sont stables par −∆, on

peut voir que −∆ reste auto-adjoint lorsqu’il est restreint à ces deux sous-
espaces. Simplement, l’équation (1 − ∆)Ψ = Φ qui admet une unique so-
lution Ψ pour tout Φ ∈ L2((Rd)N ) vérifie Ψ ∈ H2

s/a((R
d)N ) dès lors que

Φ ∈ L2
s/a((R

d)N ) (l’écrire en Fourier). D’après le théorème 2.36, ceci montre

l’auto-adjonction de −∆ sur les deux sous-espaces H2
s/a((R

d)N ), avec le

même spectre (exercice 6.2).
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Par le théorème 3.1 de Rellich-Kato il suffit donc de montrer que cha-
cun des termes apparaissant dans la définition du potentiel total est infi-
nitésimalement (−∆)–borné. Nous commençons par exemple par la fonction
V (x1) et calculons donc

‖V (x1)Ψ‖2L2 =

∫
Rd
· · ·
(∫

Rd
V (x1)2|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1

)
· · · dxN

≤ ε
∫
Rd
· · ·
∫
Rd
|∆x1Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

+ Cε

∫
Rd
· · ·
∫
Rd
|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN .

Nous avons ici utilisé l’inégalité (3.4) dans la variable x1 en fixant toutes les
autres variables x2, ..., xN , ce qui est autorisé par Fubini. Comme∫

(Rd)N
|∆x1Ψ|2 =

∫
(Rd)N

|k1|4|Ψ̂|2

≤
∫

(Rd)N

 d∑
j=1

|kj |2
2

|Ψ̂|2 =

∫
(Rd)N

|∆Ψ|2,

ceci montre bien que V (x1) est infinitésimalement (−∆)–borné. L’argument
est évidemment exactement le même pour V (xj).

Il reste à traiter l’interaction. Nous commençons par remarquer que dans
l’inégalité (3.4), le terme de droite est invariant par translations alors que
celui de gauche ne l’est pas. En remplaçant f par f(· + R), nous obtenons
donc

‖V (· −R)f‖L2(Rd) ≤ ε ‖f‖H2(Rd) + Cε ‖f‖L2(Rd) , ∀f ∈ H2(Rd), ∀R ∈ Rd.
(6.8)

Nous avions utilisé la même astuce dans la preuve de l’inégalité de Kato au
corollaire 1.7. Ainsi, nous pouvons maintenant écrire

‖w(x1 − x2)Ψ‖2L2 =

∫
Rd
· · ·
(∫

Rd
w(x1 − x2)2|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1

)
· · · dxN

≤ ε
∫
Rd
· · ·
∫
Rd
|∆x1Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

+ Cε

∫
Rd
· · ·
∫
Rd
|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

où nous avons utilisé (6.8) avec R = x2, toujours en fixant x2, ..., xN par
le théorème de Fubini. Ceci montre bien que tous les termes du potentiel
sont infinitésimalement −∆–bornés, donc que le potentiel total l’est. Le
comportement en N de nos estimées est assez mauvais, mais ceci n’a pas
d’importance ici puisqu’on peut prendre ε aussi petit que l’on veut.
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Les arguments précédents peuvent être adaptés à
∫

(Rd)N V (xj)|Ψ|2 et∫
(Rd)N w(xj − xk)|Ψ|2. Comme au théorème 3.5, nous pouvons également

obtenir une estimée sur l’énergie totale sous la forme

EV (Ψ) ≥ (1− ε)
∫

(Rd)N
|∇Ψ|2 − Cε

∫
(Rd)N

|Ψ|2 (6.9)

qui prouve que le spectre est borné inférieurement, par le corollaire 2.41.

Exercice 6.2 (Laplacien : bosons et fermions). Montrer que le spectre de
l’opérateur auto-adjoint −∆ défini sur H2

s ((Rd)N ) et H2
a((Rd)N ) est encore

égal à [0,+∞[.

Exercice 6.3 (Atomes et molécules). En utilisant l’inégalité de Kato (1.22),
trouver le comportement de la constante Cε en fonction de ε, N , M (le
nombre de noyaux) et max(|zm|) (la charge maximale des noyaux), pour
l’opérateur (6.6).

Avec l’hypothèse plus faible V ∈ Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R) où
p = 1 si d = 1,

p > 1 si d = 2,

p = d
2 si d ≥ 3,

(6.10)

nous avons pu construire au corollaire 3.24 la réalisation de Friedrichs de
l’opérateur HV (1) = −∆ + V , dont le domaine est donné par

D(−∆ + V ) =
{
u ∈ H1(Rd) : (−∆ + V )u ∈ L2(Rd)

}
.

La même preuve que celle du théorème 6.1 précédent permet d’en déduire
le résultat suivant.

Théorème 6.4 (Opérateurs à N corps : auto-adjonction II). On sup-
pose que V et w sont dans Lp(Rd,R) + L∞(Rd,R) avec p satisfaisant l’hy-
pothèse (6.10). On suppose également que w est paire. Alors, pour tout
N ≥ 2, l’opérateur HV (N) est auto-adjoint sur

D
(
HV (N)

)
=
{

Ψ ∈ Q(HV (N)) : HV (N)Ψ ∈ L2((Rd)N )
}

où

Q
(
HV (N)

)
=


H1((Rd)N ,C) ⊂ L2((Rd)N ,C) (pas de symétrie),

H1
s ((Rd)N ,C) ⊂ L2

s((Rd)N ,C) (bosons),

H1
a((Rd)N ,C) ⊂ L2

a((Rd)N ,C) (fermions),

et son spectre est minoré dans chacun de ces trois cas.

Il y a bien sûr des résultats similaires pour des potentiels tendant vers
l’infini à l’infini ou satisfaisant les hypothèses de la section 3.3.
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6.3 Spectre essentiel : théorème HVZ

Le théorème suivant fournit la forme générale du spectre essentiel des
opérateurs à N particules. Nous appelons

EVa/s(N) := minσ
(
HV
a/s(N)

)
le bas du spectre (qui peut être une valeur propre ou pas), et

ΣV
a/s(N) := minσess

(
HV
a/s(N)

)
le bas du spectre essentiel.

Théorème 6.5 (HVZ). Supposons que V,w ∈ Lp(Rd,R) +L∞(Rd,R), avec
p satisfaisant (6.10), tendent vers 0 à l’infini. On suppose aussi que w est
paire. Alors le spectre essentiel est une demi-droite

σess

(
HV (N)|L2

a/s
((Rd)N )

)
=
[
ΣV
a/s(N); +∞

[
(6.11)

avec

ΣV
a/s(N) = min

{
EVa/s(N − k) + E0

a/s(k), k = 1, ..., N
}
. (6.12)

Si V ≡ 0, on a

EVa/s(N) = ΣV
a/s(N) = min

{
EVa/s(N − k) + E0

a/s(k), k = 1, ..., N − 1
}
.

(6.13)

La formule (6.12) a été prouvée par Zhislin [Zhi60], Van Winter [Van64]
et Hunziker [Hun66] dans les années 60. Elle signifie que le bas du spectre
essentiel commence lorsque k particules ont été arrachées du système, alors
que N − k restent dans un voisinage du support de V . L’énergie minimale
d’un tel système est la somme de celle des N−k particules restantes EV (N−
k) et de l’énergie E0(k) des particules qui se sont échappées, et qui ne voient
plus le potentiel V (ce dernier tend vers 0 à l’infini par hypothèse). Il faut
ensuite chercher quel est le nombre optimal k de particules à envoyer à l’infini
pour que l’énergie obtenue soit la plus petite possible, d’où le minimum sur
k = 1, ..., N .

Lorsque V ≡ 0, il n’y a jamais de valeur propre et, comme énoncé
en (6.13), il faut enlever le cas k = N dans (6.12) car sinon la formule
n’apporte rien.

Si le résultat est assez intuitif, la preuve de (6.12) et (6.13) n’est pas si
simple puisque les trois nombres ΣV

a/s(N), EV (N −k) et E0(k) que l’on doit

comparer concernent des opérateurs définis sur des espaces L2
a/s((R

d)N ),

L2
a/s((R

d)N−k) et L2
a/s((R

d)k) différents. La structure de produit tensoriel
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joue alors un rôle fondamental. L’idée sous-jacente au théorème est que toute
suite de Weyl (Ψn) associée à ΣV

a/s(N), c’est-à-dire telle que ‖Ψn‖ = 1,
Ψn ⇀ 0 et (

HV (N)− ΣV
a/s(N)

)
Ψn → 0,

doit se comporter comme

Ψn(x1, ..., xN ) ' Φ(x1, ..., xN−k)Φ
′
n(xN−k+1, ..., xN ) (6.14)

(qu’il faut aussi symétriser ou anti-symétriser), où Φ est la première fonction
propre de HV (N−k), en supposant qu’elle existe, et Φ′n ⇀ 0 est une suite de
Weyl associée à E0(k). La difficulté est qu’un tel produit tensoriel converge
toujours faiblement vers 0, même si Φ est fixe, ce qui empêche l’utilisation
de la convergence faible usuelle pour déterminer l’état Φ des particules qui
ne s’échappent pas. En fait, une bonne manière pour décrire le comporte-
ment des particules qui restent consiste justement à changer de topologie
faible [Lew11].

Le cas où w ≥ 0 est plus simple et c’est celui qui nous concernera le
plus lorsque nous étudierons les électrons, pour lesquels w(x) = 1/|x| en
dimension d = 3.

Corollaire 6.6 (HVZ pour les systèmes répulsifs). Supposons que V,w ∈
Lp(Rd,R) +L∞(Rd,R) avec p satisfaisant (6.10) tendent vers 0 à l’infini et
que

w ≥ 0

est une fonction paire. Alors on a E0(N) = 0 pour tout N ≥ 1 et

ΣV
a/s(N) = EVa/s(N − 1). (6.15)

Démonstration. Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, nous supprimons
l’indice a/s. Lorsque w ≥ 0, la forme quadratique associée E0 est positive,
donc E0(N) ≥ 0. En prenant une fonction test sous la forme

Ψn(x1, ..., xN ) = n−Nd/2Ψ(x1/n, ..., xN/n)

où Ψ ∈ C∞c , on trouve

E0(Ψn) =
1

n2

∫
RdN
|∇Ψ|2

+
∑

1≤j<k≤N

∫
RdN

w
(
n(xj − xk)

)
|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

qui tend vers 0 et montre donc que E0(N) = 0. Par le théorème HVZ nous
avons EV (N) ≤ ΣV (N) ≤ EV (N − 1) car E0(1) = 0 donc N 7→ EV (N) est
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décroissante. Ainsi, EV (N − k) + E0(k) = EV (N − k) ≥ EV (N − 1) pour
tout k = 1, ..., N et

ΣV (N) = min{EV (N − k) + E0(k), k = 1, ..., N} = EV (N − 1).

Nous allons maintenant donner la preuve détaillée du théorème HVZ
(sauf (6.13)). L’argument est inspiré de [Fri03, Lew11].

Preuve du théorème 6.5. Pour simplifier nous écrivons la preuve dans le cas
où les potentiels V et w satisfont l’hypothèse (6.7), sous laquelle le domaine
de HV (N) est H2

a/s((R
d)N ). C’est un cas plus simple car chaque terme du

Hamiltonien est dans L2 séparément. La preuve dans le cas général se fait
par une méthode d’approximation, c’est-à-dire en approchant V et w par
des potentiels plus lisses. On peut utiliser la formule (5.8) pour montrer que
le bas du spectre essentiel ΣV

a/s(N) dépend de façon continue des potentiels
V et w dans les espaces correspondants.

Nous divisons la preuve en plusieurs étapes. Pour simplifier les notations,
nous ne mettons généralement pas les indices a/s, sauf en cas d’ambigüıté.

Étape 1 : preuve que σ(H0(N)) = [E0(N),+∞[. Nous commençons par
montrer que le spectre de H0(N) (lorsque V ≡ 0) est une demi-droite, c’est-
à-dire que

σ(H0(N)) = σess(H
0(N)) = [E0(N),+∞[.

Pour cela nous allons utiliser l’invariance par translation de H0(N) et le fait
qu’on peut donner une vitesse arbitraire au centre de masse du système.
Une technique classique pour étudier l’opérateur H0(N) est de changer de
variable en posant, par exemple,

X =
x1 + · · ·+ xN

N
, x′1 = x1 − xN , ... x′N−1 = xN−1 − xN .

Comme nous n’avons pas étudié les opérateurs de ce type auparavant, nous
allons utiliser ici un argument légèrement différent, quoique du même type.

L’opérateur H0(N) commute avec les translations arbitraires de tout le
système, c’est-à-dire sous la forme

Ψ(x1, ..., xN ) 7→ Ψ(x1 − τ, ..., xN − τ)

avec τ ∈ Rd. Si on se fixe une direction ω ∈ Sd−1, les translations τ = tω
dans cette direction forment un groupe à un paramètre d’unitaires, fortement
continu. Comme vu à la section 4.7.2, le générateur infinitésimal de ce groupe
est donné par l’opérateur

ω · P := −i
N∑
j=1

ω · ∇xj ,
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qui est auto-adjoint sur l’espace de type Sobolev{
Ψ ∈ L2

a/s((R
d)N ) : ω · P Ψ ∈ L2

a/s((R
d)N )

}
,

contenant D(H0(N)). Nous en déduisons que H0(N) et ω · P commutent,
au sens vu à la section 4.8, c’est-à-dire que [f(H0(N)), g(ω · P )] = 0 pour
toutes fonctions f, g continues bornées. Nous prétendons alors qu’il existe
une suite de Weyl (Φn) ⊂ D(H0(N)) et λ ∈ R telle que ‖Φn‖L2 = 1,(

H0(N)− E0(N)
)

Φn → 0 et (ω · P − λ) Φn → 0. (6.16)

En effet, nous pouvons considérer l’image du projecteur spectral

1[E0(N),E0(N)+1/n]

(
H0(N)

)
qui est invariante par tous les g(ω ·P ) et incluse dans D(H0(N)) donc dans
le domaine de ω · P . Ceci implique que cet espace est également invariant
par ω · P et on peut trouver Φn normalisée telle que

‖(ω · P − λn) Φn‖ ≤ 1/n

où λn est un point quelconque du spectre de la restriction de ω ·P . Comme
Φn est alors une suite de Weyl pour H0(N), elle est bornée dans H1((Rd)N )
(même dans H2((Rd)N ) sous nos hypothèses sur V et w), ce qui implique que
λn est bornée et une extraction de sous-suite fournit la suite Φn souhaitée.

L’argument précédent s’applique à n’importe quel point du spectre de
H0(N). Maintenant nous allons montrer que pour E0(N), on a nécessairement
λ = 0, ce qui signifie physiquement que le centre de masse ne peut avoir de
vitesse à l’énergie fondamentale. Pour cela, nous allons modifier Φn pour
donner une impulsion à son centre de masse d’intensité k ∈ R dans la direc-
tion ω. Nous définissons

Φ′n(x1, ..., xN ) = Φn(x1, ..., xN )eikω·(x1+···+xN ).

Un calcul montre que

H0(N)Φ′n = eikω·(x1+···+xN )

H0(N)Φn + 2ik
N∑
j=1

ω · ∇xjΦn + k2Φn

 .

En utilisant (6.16), nous en déduisons que(
H0(N)−

(
E0(N)− 2kλ+ k2

) )
Φ′n → 0,

c’est-à-dire que Φ′n est une suite de Weyl associée à E0(N)− 2kλ+ k2. En
particulier,

E0(N)− 2kλ+ k2 ∈ σ
(
H0(N)

)



214 Chapitre 6. Systèmes à N particules

pour tout k ∈ R. Si λ 6= 0, on a E0(N)−2kλ+k2 < E0(N) pour k assez petit
du même signe que λ, ce qui contredit le fait que E0(N) est le minimum du
spectre. Donc λ = 0 et en faisant varier k on trouve, comme annoncé, que

[E0(N); +∞[⊂ σ(H0(N)).

On a donc égalité, par définition de E0(N).

Étape 2 : preuve de la borne supérieure. Nous allons maintenant montrer
que [

min
k=1,...,N

{EV (N − k) + E0(k)},+∞
[
⊂ σess(H

V (N)),

et en particulier l’inégalité ≤ dans (6.12). Soit k ∈ {1, ...N} et (Φn) ⊂
H2
a/s((R

d)N−k), (Φ′n) ⊂ H2
a/s((R

d)k) des suites de Weyl pour, respective-

ment, EV (N − k) et λ ∈ [E0(k); +∞[, c’est-à-dire telles que

‖Φn‖L2 = ‖Φ′n‖L2 = 1

et (
HV (N − k)− EV (N − k)

)
Φn → 0,

(
H0(k)− λ

)
Φ′n → 0.

Nous utilisons ici le fait que le spectre de H0(k) a été déterminé à l’étape 1.
Comme C∞c est dense dans H2

a/s, nous pouvons supposer que Φn,Φ
′
n sont

dans C∞c (sans estimée précise sur la taille du support). Nous introduisons
alors

Ψn(x1, ..., xN ) := Φn(x1, ..., xN−k) Φ′n(xN−k+1 −Rnω, ..., xN −Rnω)

où Rn est choisi suffisamment grand de sorte que la distance entre les sup-
ports des deux fonctions soit au moins égale à n, et aussi de sorte que la
distance entre le support de Φ′n(·−Rnω) et l’origine soit au moins égale à n.
Dit autrement, nous plaçons N − k particules proches du potentiel V dans
l’état Φn et les autres k particules très loin à distance Rn dans la direction
ω ∈ Sd−1, dans l’état Φ′n. Nous utilisons ici l’invariance de H0(k) sous les
translations globales de tout le système, comme discutée à l’étape 1.

La fonction Ψn n’est ni symétrique ni anti-symétrique. Nous pouvons la
symétriser en posant

Ψs
n :=

1√
N !

∑
σ∈SN

Ψn(xσ(1), ..., xσ(N)) (6.17)

et l’anti-symétriser en posant

Ψa
n :=

1√
N !

∑
σ∈SN

ε(σ) Ψn(xσ(1), ..., xσ(N)). (6.18)
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Ces deux sommes ont beaucoup de redondance car les permutations des
variables {1, ..., N − k} et {N − k + 1, ..., N} ne sont pas utiles, puisque
Φn et Φ′n sont déjà (anti-)symétriques. Lorsqu’on échange deux variables
des deux groupes on génère des fonctions à support disjoint, puisque Φn et
Φ′n(·−Rnω) sont elles mêmes à support disjoint. Un calcul montre alors que∥∥∥Ψa/s

n

∥∥∥ = 1.

Ainsi, par linéarité nous pouvons nous contenter de prouver que(
HV (N)− EV (N − k)− λ

)
Ψn → 0

car HV (N) est invariant par les permutations des xj .
Pour montrer cette convergence, nous partons de la formule de l’opérateur

HV (N) et séparons les variables en deux groupes de la façon suivante :

HV (N) =

N−k∑
j=1

−∆xj + V (xj) +
∑

1≤j<`≤N−k
w(xj − x`)

+
N∑

j=N−k+1

−∆xj +
∑

N−k+1≤j<`≤N
w(xj − x`)

+

N∑
`=N−k+1

V (x`) +

N−k∑
j=1

N∑
`=N−k+1

w(xj − x`). (6.19)

Ceci montre que(
HV (N)− EV (N − k)− λ

)
Ψn

=
(
(HV (Nk)− EV (N − k))Φn

)
⊗ Φ′n + Φn ⊗

(
(H0(k)− λ)Φ′n

)
+

N∑
j=N−k+1

V (xj)Ψn +

N−k∑
j=1

N∑
`=N−k+1

w(xj − x`)Ψn.

Sur le support de Ψn, nous avons

|x`| ≥ n et |xj − x`| ≥ n

par choix de Rn, lorsque ` ≥ N − k + 1 et j ≤ N − k. Ceci montre que∥∥(HV (N)− EV (N − k)− λ
)

Ψn

∥∥
≤
∥∥((HV (Nk)− EV (N − k))Φn

)∥∥+
∥∥((H0(k)− λ)Φ′n

)∥∥
+ k ‖V ‖L∞(Rd\B(0,n)) + (N − k)k ‖w‖L∞(Rd\B(0,n)) .

Puisque V,w → 0 à l’infini par hypothèse, nous concluons bien que Ψn

(symétrisée ou anti-symétrisée comme ci-dessus) est une suite de Weyl as-
sociée à EV (N − k) + λ, et finalement que[

EV (N − k) + E0(k),+∞
[
⊂ σess(H

V (N)),
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pour tout k = 1, ..., N . En particulier,

ΣV (N) ≤ min
k=1,...,N

{EV (N − k) + E0(k)}.

Étape 3 : preuve de la borne inférieure. Il reste à prouver que

ΣV (N) ≥ min
k=1,...,N

{EV (N − k) + E0(k)}.

C’est la partie la plus difficile de l’argument. Pour cela, nous allons devoir
examiner toutes les façons dont une suite de Weyl arbitraire Ψn peut perdre
de la compacité, et montrer que des particules doivent partir à l’infini. La
méthode consiste à prendre une boule de rayon R� 1 et à regarder toutes
les possibilités d’avoir N −k particules dans la boule et k à l’extérieur, pour
tout k = 0, ..., N .

Considérons deux fonctions χ, η ∈ C∞c (Rd,R) telles que χ2+η2 = 1, avec
χ ≡ 1 sur la boule de rayon 1 et χ ≡ 0 en dehors de la boule de rayon 2.
Nous posons χR(x) = χ(x/R) et ηR(x) = η(x/R). Afin de considérer toutes
les possibilités, nous engendrons une partition de l’unité dans (Rd)N en
développant

1 =

N∏
j=1

(
χR(xj)

2 + ηR(xj)
2
)

=

N∑
k=0

∑
K⊂{1,...,N}
|K|=k

∏
j /∈K

χR(xj)
2
∏
`∈K

ηR(x`)
2.

(6.20)
La fonction

ξK(x1, ..., xN ) =
∏
j /∈K

χR(xj)
∏
`∈K

ηR(x`)

localise le système dans une région de l’espace (Rd)N où les k particules
d’indice dans l’ensemble K = {j1, ..., jk} ⊂ {1, ..., N} sont essentiellement
en dehors de la boule, alors que celles de {1, ..., N} \K sont essentiellement
à l’intérieur.

Afin de séparer les différentes situations, nous aurons besoin de localiser
l’énergie cinétique, ce qui est l’objet du lemme suivant.

Lemme 6.7 (Formule IMS). Soit
∑

j χ
2
j = 1 une partition de l’unité dans

RD, avec χj , |∇χj | ∈ L∞(RD,R) pour tout j. Alors, pour tout u ∈ H1(RD),
on a∫

RD
|∇u(x)|2 dx =

∑
j

∫
RD
|∇(χju)(x)|2 dx−

∑
j

∫
RD
|∇χj(x)|2|u(x)|2 dx.

(6.21)

Preuve de la formule IMS (6.21). Il suffit de développer le carré |∇(χju)|2 =
|χj∇u + u∇χj |2 dans l’intégrale de droite et d’utiliser que

∑
j χj∇χj ≡ 0,

ce qui annule le terme croisé.
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La formule (6.21), simple mais très utile pour étudier les opérateurs de
Schrödinger, a été découverte par R. S. Ismagilov [Ism61], J. D. Morgan [Mor79]
et B. Simon [MS80, Sim77], avant d’être popularisée plus tard par I. M.
Sigal [Sig82]. L’acronyme IMS est dû à Barry Simon.

Considérons maintenant une suite de Weyl (Ψn) pour ΣV (N), c’est-à-
dire telle que ‖Ψn‖ = 1, Ψn ⇀ 0 et

(
HV (N)− ΣV (N)

)
Ψn → 0.

En particulier,

EV (Ψn)→ ΣV (N)

et Ψn est bornée dans H1. On a donc Ψn → 0 fortement dans L2
loc par le

théorème de Rellich-Kondrachov A.16, ce qui va jouer un rôle crucial dans
notre argument. La formule IMS appliquée à notre partition de l’unité (6.20)
dans RdN implique immédiatement

EV (Ψn) =
N∑
k=0

∑
K⊂{1,...,N}
|K|=k

EV (ξKΨn)−
∫
RdN
|∇ξK |2|Ψn|2

≥
N∑
k=0

∑
K⊂{1,...,N}
|K|=k

EV (ξKΨn)− C

R2

car ‖Ψn‖L2 = 1 et les gradients de χR et de ηR sont un O(1/R). La fonction

ξKΨn(x1, ..., xN ) = Ψn(x1, ..., xN )
∏
j /∈K

χR(xj)
∏
`∈K

ηR(x`)

a la symétrie appropriée lorsqu’on considère les échanges des variables dans
K ou en dehors de K, mais pas les échanges de variables entre ces deux
groupes. Par (anti-)symétrie de Ψn et de EV , on a cependant

EV (ξKΨn) = EV (ξ{N−k+1,...,N}Ψn)

et

‖ξKΨn‖L2 =
∥∥ξ{N−k+1,...,N}Ψn

∥∥
L2

et nous pouvons donc toujours supposer que K = {N − k + 1, ..., N} (ou
K = ∅ si k = 0). Pour k > 0, nous regroupons alors les termes de l’énergie
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EV comme en (6.19), ce qui fournit

EV (ξKΨn) =

∫
(Rd)k

η⊗kR (X)2
〈
χ⊗N−kR Ψn(·, X), HV (N − k)χ⊗N−kR Ψn(·, X)

〉
dX

+

∫
(Rd)N−k

χ⊗N−kR (Y )2
〈
η⊗kR Ψn(Y, ·), H0(k)η⊗kR Ψn(Y, ·)

〉
dY

+
N∑

`=N−k+1

∫
(Rd)N

V (x`)ξ
2
K |Ψn|2

+

N−k∑
j=1

N∑
`=N−k+1

∫
(Rd)N

w(xj − x`)ξ2
K |Ψn|2. (6.22)

En fixant les variables X = (xN−k+1, ..., xN ) et en utilisant le fait que la
fonction

Y 7→
N−k∏
j=1

χR(yj)
2Ψn(y1, ..., yN−k, xN−k+1, ..., xN )

est (anti)symétrique pour tout X = (xN−k+1, ..., xN ) fixé, nous pouvons
utiliser l’inégalité HV (N−k) ≥ EV (N−k) au sens des formes quadratiques,
ce qui fournit〈

χ⊗N−kR Ψn(·, X), HV (N − k)χ⊗N−kR Ψn(·, X)
〉

≥ EV (N − k)

∫
(Rd)N−k

|Ψ(Y,X)|2 dY.

La même inégalité pour l’autre terme fournit la borne inférieure

EV (ξKΨn) ≥
(
EV (N − k) + E0(k)

)
‖ξKΨn‖2

+
N∑

`=N−k+1

∫
(Rd)N

V (x`)ξ
2
K |Ψn|2

+
N−k∑
j=1

N∑
`=N−k+1

∫
(Rd)N

w(xj − x`)ξ2
K |Ψn|2. (6.23)

Les deux derniers termes représentent l’énergie d’interaction des particules
en dehors de la boule avec le potentiel V , et celle entre les particules situées
dans et hors de la boule. Comme V → 0 à l’infini par hypothèse, on peut
estimer directement

N∑
`=N−k+1

∫
(Rd)N

V (x`)ξ
2
K |Ψn|2 ≥ −k ‖V ‖L∞(Rd\B(0,R)) .
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Le terme d’interaction entre particules demandera un peu plus de travail et
pour l’instant nous nous contentons de l’estimer par

N−k∑
j=1

N∑
`=N−k+1

∫
(Rd)N

w(xj − x`)ξ2
K |Ψn|2

≥ −k(N − k)

∫
(Rd)N

χR(x1)2ηR(x2)2|w(x1 − x2)| |Ψn|2

≥ −k(N − k)

∫
(Rd)N

χR(x1)21(R ≤ |x2| ≤ 3R)|w(x1 − x2)| |Ψn|2

− k(N − k) ‖w‖L∞(Rd\B(0,R)) .

En conclusion, nous avons prouvé l’estimée

EV (Ψn) ≥EV (χ⊗NR Ψn) + min
k=1,...,N

(
EV (N − k) + E0(k)

)(
1−

∥∥∥χ⊗NR Ψn

∥∥∥2
)

− C ‖V ‖L∞(Rd\B(0,R)) − C ‖w‖L∞(Rd\B(0,R))

− C
∫

(Rd)N
χR(x1)21(R ≤ |x2| ≤ 3R)|w(x1 − x2)| |Ψn|2 −

C

R
.

La constante C ne dépend que de N . Le terme EV (χ⊗NR Ψn) correspond au
cas où k = 0, c’est-à-dire K = ∅. Comme Ψn ⇀ 0 faiblement dans H2

a/s, elle

converge fortement vers 0 dans L2
loc et ainsi χ⊗NR Ψn → 0 fortement dans L2.

Par ailleurs χ⊗NR Ψn est bornée dans H2, donc χ⊗NR Ψn → 0 fortement dans
H1, par interpolation. Ceci démontre que

lim
n→∞

EV (χ⊗NR Ψn) = lim
n→∞

∥∥∥χ⊗NR Ψn

∥∥∥2
= 0.

Ainsi, en passant à la limite n→∞ à R fixé, nous avons démontré l’estimée

ΣV (N) ≥ min
k=1,...,N

(
EV (N − k) + E0(k)

)
− C ‖V ‖L∞(Rd\B(0,R)) − C ‖w‖L∞(Rd\B(0,R)) −

C

R

− C lim sup
n→∞

∫
(Rd)N

χR(x1)21(R ≤ |x2| ≤ 3R)|w(x1 − x2)| |Ψn|2. (6.24)

Avant de pouvoir prendre la limite R → ∞, ce qui terminera la preuve
de (6.12), nous devons préciser le comportement du dernier terme.

Lemme 6.8 (Densité à k particules). Soit Ψ ∈ H1
a/s((R

d)N ) telle que∫
RdN |Ψ|2 = 1. On appelle densité à k particules ou fonction de corrélation

à k points la marginale

ρ
(k)
Ψ (x1, ..., xk) :=

(
N

k

)∫
(Rd)N−k

|Ψ(x1, ..., xk, zk+1, ..., zN )|2 dzk+1 · · · dzN .
(6.25)
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On a √
ρ

(k)
Ψ ∈ H1

s ((Rd)k)
avec∫

(Rd)k
ρ

(k)
Ψ =

(
N

k

)
et

∫
(Rd)k

∣∣∣∣∇√ρ(k)
Ψ

∣∣∣∣2 ≤ (N − 1

k − 1

) N∑
j=1

∫
RdN
|∇xjΨ|2

(6.26)

La fonction ρ
(1)
Ψ est la densité totale de particules dans le système. C’est

une fonction positive telle que
∫
Rd ρ

(1)
Ψ = N et qui donne le nombre moyen

de particules localement. Plus précisément,∫
Ω
ρ

(1)
Ψ =

∫
(Rd)N

 N∑
j=1

1Ω(xj)

 |Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

est le nombre moyen de particules dans le domaine Ω ⊂ Rd. L’interprétation

de ρ
(k)
Ψ est similaire. Par exemple, pour deux ensembles disjoints Ω,Ω′ ⊂ Rd∫
Ω×Ω′

ρ
(2)
Ψ (x, y) dx dy

=

∫
(Rd)N

 ∑
1≤j<k≤N

1Ω(xj)1Ω′(xk)

 |Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

donne le nombre moyen de paires de particules qui sont telles que l’une est
dans Ω alors que l’autre est dans Ω′.

Preuve du lemme. Comme le reste suit de la définition, nous donnons seule-
ment la preuve de l’estimée sur le gradient dans (6.26), qui est très similaire
au lemme 1.22 vu au chapitre 1. Pour cela, nous supposons que Ψ est suf-
fisamment régulière et ne s’annule pas, afin que les calculs suivants fassent
sens. Le cas général s’en déduit par densité. Nous calculons donc, avec la
notation X = (x1, ..., xk) et Z = (zk+1, ..., zN ),

∣∣∣∣∇√ρ(k)
Ψ (X)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∇ρ(k)
Ψ (X)

∣∣∣2
4ρ

(k)
Ψ (X)

=

(
N
k

)2
ρ

(k)
Ψ (X)

∣∣∣∣∣<
∫

(Rd)N−k
Ψ(X,Z)∇XΨ(X,Z) dZ

∣∣∣∣∣
2

≤
(
N
k

)2
ρ

(k)
Ψ (X)

∫
(Rd)N−k

|Ψ(X,Z)|2 dZ
∫

(Rd)N−k
|∇XΨ(X,Z)|2 dZ

=

(
N

k

)∫
(Rd)N−k

|∇XΨ(X,Z)|2 dZ.
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En intégrant cette inégalité et en utilisant la symétrie ou l’anti-symétrie de
Ψ, nous obtenons

∫
(Rd)k

∣∣∣∣∇√ρ(k)
Ψ

∣∣∣∣2 ≤ k(Nk
)∫

(Rd)N
|∇x1Ψ|2 =

(
N − 1

k − 1

) N∑
j=1

∫
(Rd)N

|∇xjΨ|2

comme voulu.

Revenons maintenant à la preuve du théorème HVZ. De l’inégalité (6.26),

nous déduisons que les
√
ρ

(k)
Ψn

sont bornés dans H1
s ((Rd)k) pour tout k =

1, ..., N . À extraction d’une sous-suite près, nous pouvons donc supposer que√
ρ

(k)
Ψn

⇀ f (k) faiblement dans H1
s ((Rd)k).

Or le dernier terme de (6.24) peut s’écrire

∫
(Rd)N

χR(x1)21(R ≤ |x2| ≤ 3R)|w(x1 − x2)| |Ψn|2

=

(
N

2

)−1 ∫
(Rd)2

χR(x)21(R ≤ |y| ≤ 3R)|w(x− y)| ρ(2)
Ψn

(x, y) dx dy.

La convergence forte locale de ρ
(2)
Ψn

permet alors d’en déduire que

lim
n→∞

∫
(Rd)N

χR(x1)21(R ≤ |x2| ≤ 3R)|w(x1 − x2)| |Ψn|2

=

(
N

2

)−1 ∫
(Rd)2

χR(x)21(R ≤ |y| ≤ 3R)|w(x− y)| f (2)(x, y) dx dy,

où
√
f (2) ∈ H1

s (Rd ×Rd), avec la même preuve qu’au lemme 1.14. En reve-
nant à (6.24), nous obtenons donc l’inégalité

ΣV (N) ≥ min
k=1,...,N

(
EV (N − k) + E0(k)

)
− C ‖V ‖L∞(Rd\B(0,R)) − C ‖w‖L∞(Rd\B(0,R)) −

C

R

− C
∫

(Rd)2

χR(x)21(R ≤ |y| ≤ 3R)|w(x− y)| f (2)(x, y) dx dy.

En prenant finalement R→∞, nous avons bien montré (6.12).
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Étape 4 : preuve de (6.13). Lorsque V = 0, l’égalité (6.12) n’apporte pas
grand chose puisque

min
k=1,...,N

(
E0(N − k) + E0(k)

)
= E0(N).

La preuve de la formule (6.13) est du même type que l’argument que nous
avons utilisé pour (6.12), mais plus compliquée. En effet, puisqu’il n’y a pas
de potentiel extérieur, il n’y a pas d’origine particulière dans le système et,
au lieu d’utiliser une partition de l’unité de (Rd)N basée sur le nombre de
particules qui sont à l’intérieur ou à l’extérieur d’une boule fixe de rayon
R, nous devons plutôt comparer les positions relatives des particules. Par
exemple, nous pouvons distinguer celles qui sont dans ou à l’extérieur d’une
boule de rayon R autour du centre de masse

X =
x1 + · · ·+ xN

N
.

Ceci génère une partition de l’unité faisant intervenir toutes les particules
à la fois, ce qui complique grandement les calculs. Nous renvoyons donc
à [RS78, Sec. XIII.5] ou à [CFKS87, Chap. 3] pour la preuve détaillée de
l’égalité (6.13).

6.4 Particules sans interaction

Avant d’étudier plus en avant les systèmes avec interaction, il est utile
de commencer par le cas beaucoup plus simple où

w ≡ 0,

que nous supposons dans toute cette section. Nous énonçons ici un résultat
pour l’opérateur −∆ + V qui est en fait général et se démontre de façon
similaire pour tout opérateur sous la forme

N∑
j=1

Aj

sur un produit tensoriel symétrique ou anti-symétrique, dans un espace de
Hilbert quelconque. Une façon de réaliser ces opérateurs est, par le théorème
spectral, de considérer les opérateurs de multiplication sous la forme

N∑
j=1

a(xj), sur L2
a/s(B

N , dµ⊗N ), (6.27)

par exemple avec B = σ(A) × N et a(s, n) = s. Nous laisserons en exercice
l’extension du résultat suivant à ce cadre plus général.
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Théorème 6.9 (Spectre de HV (N) quand w ≡ 0). On suppose que V
satisfait les hypothèses du théorème 6.5 et on appelle µk(−∆ + V ) le kième
niveau de Courant-Fischer de l’opérateur −∆ + V , qui est égal à la kième
valeur propre comptée avec multiplicité ou à 0 si l’opérateur possède moins
de k valeurs propres négatives. Alors on a

EVs (N) = Nµ1(−∆ + V ) et ΣV
s (N) = (N − 1)µ1(−∆ + V ) (6.28)

dans le cas bosonique, et

EVa (N) =

N∑
j=1

µj(−∆ + V ) et ΣV
a (N) =

N−1∑
j=1

µj(−∆ + V ) (6.29)

dans le cas fermionique. De plus, les valeurs propres de HV (N) sont données
par

σponc

(
HV (N)

)
=

 ∑
1≤j1≤···≤jN

λ′j1(−∆ + V ) + · · ·+ λ′jN (−∆ + V )


(6.30)

dans le cas bosonique, et

σponc

(
HV (N)

)
=

 ∑
1≤j1<···<jN

λ′j1(−∆ + V ) + · · ·+ λ′jN (−∆ + V )


(6.31)

dans le cas fermionique, où les λ′j(−∆ + V ) sont toutes les valeurs propres
de l’opérateur −∆ + V (y compris les valeurs propres positives quand elles
existent).

Nous voyons ici une différence flagrante entre les bosons et les fermions,
comme représenté à la figure 6.3. L’énergie fondamentale d’un système bo-
sonique sans interactions est obtenue en mettant toutes les particules dans
le même état de plus basse énergie, c’est-à-dire en prenant

Ψ(x1, ..., xN ) = u1(x1) · · ·u1(xN ) = (u1)⊗N (x1, ..., xN ) (6.32)

où u1 est la première fonction propre de −∆ + V , en supposant qu’elle
existe (dans ce cas elle est toujours non dégénérée, par le théorème 1.20).
Un tel système s’appelle un condensat de Bose-Einstein. À l’inverse, l’anti-
symétrie de Ψ implique que deux fermions ne peuvent occuper le même
état, une règle que l’on appelle principe de Pauli en physique. Ceci force
les fermions à occuper les N plus petites valeurs propres (comptées avec
multiplicité). En particulier, on peut avoir EVa (N)� EVs (N) pour N grand,
en fonction du comportement des valeurs propres au voisinage de 0. Le
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problème fermionique n’a pas de minimiseur si −∆ + V possède moins de
N valeurs propres négatives ou nulles, alors que le problème bosonique a
toujours un minimiseur si −∆ + V en a au moins une.

Notons pour finir que le spectre de HV (N) contient beaucoup de va-
leurs propres plongées au milieu du spectre essentiel. Si l’opérateur −∆ +V
possède une infinité de valeurs propres, alors HV (N) a des valeurs propres
qui ont beaucoup de points d’accumulation. Par exemple si N = 2, le spectre
contient des valeurs propres qui s’accumulent en tous les µj(−∆+V ). Ces va-
leurs propres plongées sont très instable et il est généralement admis qu’elles
vont “génériquement” toutes disparâıtre lorsqu’on prend w 6= 0 petit.

λ1

λ2 = λ3

λ4

λ5

λ6

Bosons Fermions

0

Figure 6.3 – Représentation graphique de la première valeur propre de
l’opérateur HV (N) lorsque w ≡ 0, comme énoncé dans le théorème 6.9.
Dans le cas bosonique, EVs (N) est obtenue en mettant toutes les particules
dans le même état, ce qui forme un condensat de Bose-Einstein. Pour les
fermions, EVa (N) est obtenue en remplissant les énergies en partant des plus
basses, sans redondance (sauf en cas de multiplicité).

0EV
a/s(1)EV

a/s(2)

valeurs propres plongées
spectre discret

Figure 6.4 – Représentation graphique du spectre de l’opérateur HV (2)
lorsque w ≡ 0, comme énoncé dans le théorème 6.9.

Démonstration du théorème 6.9. Commençons par (6.28). En prenant une
fonction Ψ = u⊗N où u ∈ H2(Rd) est normalisée, on trouve que

EVs (N) ≤
〈
Ψ, HV (N)Ψ

〉
= N

(∫
Rd
|∇u|2 +

∫
Rd
V |u|2

)
.
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Par le principe de Courant-Fischer, ceci montre que

EVs (N) ≤ N inf
u∈H2(Rd)
‖u‖L2=1

〈u, (−∆ + V )u〉 = Nµ1(−∆ + V ) = NEV (1).

Réciproquement, on a par symétrie de Ψ

〈
Ψ, HV (N)Ψ

〉
= N

∫
RdN

(
|∇x1Ψ|2 + V (x1)|Ψ|2

)
= N

∫
(Rd)N−1

(∫
Rd

(
|∇x1Ψ|2 + V (x1)|Ψ|2

)
dx1︸ ︷︷ ︸

≥EV (1)
∫
Rd |Ψ(x1,x2,...)|2 dx1

)
dx2 · · · dxN

≥ NEV (1)‖Ψ‖2

qui montre bien que EVs (N) = NEV (1). Le reste suit alors du théorème
HVZ 6.5.

L’argument est plus difficile pour les fermions. En prenant une fonction
sous la forme 3

Ψ(x1, ..., xN ) =
1√
N !

det(ui(xj)) := u1 ∧ · · · ∧ uN (x1, ..., xN )

où u1, ..., uN ∈ H2(Rd) forment un système orthonormé dans L2(Rd), un
calcul fastidieux mais complètement élémentaire donne

‖Ψ‖ = 1 et
〈
Ψ, HV (N)Ψ

〉
=

N∑
j=1

〈uj , (−∆ + V )uj〉.

En minimisant par rapport aux systèmes orthonormés u1, ...,N nous en
déduisons que

EVa (N) ≤ µ1(−∆ + V ) + · · ·+ µN (−∆ + V ),

par le théorème 5.44.

La preuve de la borne inférieure est plus difficile. Nous voulons montrer
que

EV (Ψ) ≥ µ1(−∆ + V ) + · · ·+ µN (−∆ + V ) (6.33)

pour tout Ψ ∈ H1
a((Rd)N ) telle que ‖Ψ‖ = 1. Soit, alors, (uj) une base

orthonormée quelconque de L2(Rd), avec uj ∈ D(−∆ + V ) = H2(Rd) pour
tout j. Les fonctions (

uj1 ∧ · · · ∧ ujN
)

1≤j1<···<jN

3. Une telle fonction s’appelle Hartree-Fock ou un déterminant de Slater
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forment une base orthonormée de L2
a((Rd)N ) (exercice 6.20). Nous pouvons

donc montrer (6.33) pour toute combinaison linéaire finie de ces fonctions,
le cas général s’en déduisant par densité. Une façon simple de tronquer la
série est de se fixer un entier K ≥ 1 et de regarder l’espace

VK := vect
(
uj1 ∧ · · · ∧ ujN

)
1≤j1<···<jN≤K ,

qui est de dimension
(
K
N

)
. On peut vérifier que cet espace est inchangé si

on choisit une autre base de vect(u1, ..., uK). Considérons alors la matrice
K ×K donnée par

Mij = 〈ui, (−∆ + V )uj〉,

et qui représente la projection de −∆+V sur vect(u1, ..., uK). Comme M est
une matrice hermitienne, elle est diagonalisable dans une base orthonormée,
c’est-à-dire il existe un unitaire U ∈ U(K) tel que

〈vi, Avj〉 = 〈vi, (−∆ + V )vi〉δij avec les vecteurs vj =

K∑
k=1

Ukjuk.

Considérons donc une fonction Ψ ∈ VK que l’on écrit sous la forme

Ψ =
∑

1≤j1<···<jN≤K
cj1,...,jN vj1 ∧ · · · ∧ vjN ,

∑
1≤j1<···<jN≤K

|cj1,...,jN |2 = 1.

dans cette nouvelle base. Un autre calcul simple mais fastidieux montre que
HV (N) projeté sur VK est diagonal dans la base qui diagonalise la projection
de −∆ + V , ce qui fournit

EV (Ψ) =
∑

1≤j1<···<jN≤K
|cj1,...,jN |2

〈
vj1 ∧ · · · ∧ vjN , HV (N)vj1 ∧ · · · ∧ vjN

〉
=

∑
1≤j1<···<jN≤K

|cj1,...,jN |2
N∑
k=1

〈vjk , (−∆ + V )vjk〉

≥
(
µ1(−∆ + V ) + · · ·+ µN (−∆ + V )

) ∑
1≤j1<···<jN≤K

|cj1,...,jN |2︸ ︷︷ ︸
=1

,

à nouveau par le théorème 5.44 et termine la preuve de (6.29).

S’il est facile de voir que pour uj1 , ..., ujN des fonctions propres de −∆ +
V , uj1 ⊗s · · · ⊗s ujN et uj1 ∧ · · · ∧ ujN sont des fonctions propres de HV (N),
de valeur propre λj1 + · · · + λjN , il est plus difficile de vérifier que ce sont
les seules valeurs propres possibles, comme énoncé en (6.30) et (6.31). Pour
cela, il est probablement plus simple d’appliquer le théorème spectral et de
le montrer pour les opérateurs sous la forme (6.27). En effet, par récurrence
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sur N , on a µ⊗N ({s1 +· · ·+sN = λ}) > 0 si et seulement si λ = λ1 +· · ·+λN
avec µ({λ} × N) > 0. C’est une conséquence de Fubini, puisque

µ⊗N ({s1 + · · ·+ sN = λ})

=

∫
(σ(A)×N)N

1(s1 + · · ·+ sN = λ)dµ(s1, n1) · · · dµ(sN , nN )

=

∫
(σ(A)×N)N−1

(∫
σ(A)×N

1(sN = λ− s1 − · · · sN−1)dµ(s1, n1)︸ ︷︷ ︸
=0 sauf si λ− s1 − · · · sN−1 ∈ σ(A)

)

× dµ(s2, n2) · · · dµ(sN , nN ).

Exercice 6.10. Écrire les premiers arguments de la preuve du théorème 6.9
pour un opérateur sous la forme (6.27).

Dans le cas fermionique, la première valeur propre de HV (N) est donnée
par la somme des N premières valeurs propres de HV (1) = −∆ + V . En
utilisant l’inégalité de Lieb-Thirring (5.46) vue au chapitre précédent, on en
déduit le résultat suivant.

Corollaire 6.11 (Lieb-Thirring pour les fermions). On suppose que V ∈
Ld/2(Rd), en dimension d ≥ 1. Alors pour tout Ψ ∈ H1

a((Rd)N ) (fermio-
nique), normalisée dans L2

a((Rd)N ), on a

N∑
j=1

∫
(Rd)N

|∇xjΨ|2 + V (xj)|Ψ|2 ≥ −CLT(d)

∫
Rd
V (x)

1+ d
2

− dx. (6.34)

où CLT(d) := CLT(1, d) est la constante du théorème 5.52. De plus, on a

N∑
j=1

∫
(Rd)N

|∇xjΨ|2 ≥ C ′LT(d)

∫
Rd
ρ

(1)
Ψ (x)1+ 2

d dx (6.35)

avec

C ′LT =
d

2C
2/d
LT (1 + d/2)1+ 2

d

,

où ρ
(1)
Ψ est la densité définie en (6.25).

Démonstration. L’estimée (6.34) suit immédiatement du fait que EV (Ψ) ≥
EV (N) ≥ ∑∞

j=1 µj(−∆ + V ) et du théorème 5.52. En prenant V (x) =

−κρ(x)2/d et en optimisant par rapport κ, on trouve l’inégalité (6.35).
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L’inégalité (6.35) est une façon de quantifier l’influence de la contrainte
d’anti-symétrie sur les fonctions d’onde. Imaginons un système complètement
inclus dans un domaine Ω ⊂ Rd, c’est-à-dire représenté par une fonction

Ψ ∈ H1
0 (ΩN ). Alors ρ

(1)
Ψ a son support dans Ω et on trouve par l’inégalité

de Hölder

N∑
j=1

∫
ΩN
|∇xjΨ|2 ≥ C ′LT(d)|Ω|− 2

d

(∫
Ω
ρ

(1)
Ψ

)1+ 2
d

= C ′LT(d)|Ω|− 2
dN1+ 2

d .

(6.36)
Ainsi nous voyons que l’énergie cinétique d’un système de N fermions dans
un domaine Ω doit crôıtre au moins comme N1+2/d. Ceci est dû au principe
de Pauli qui interdit aux particules d’occuper les mêmes états, et à la crois-
sance des valeurs propres du Laplacien de Dirichlet dans Ω comme étudié à
la section 5.5. Pour les bosons, l’énergie cinétique peut être d’ordre N (par
exemple pour Ψ un condensat).

Exercice 6.12. Montrer directement l’inégalité (6.36) en utilisant des es-
timées sur les valeurs propres du Laplacien de Dirichlet dans un domaine
Ω, supposé suffisamment régulier.

6.5 Atomes et molécules*

Dans cette section, nous énonçons en détails certains résultats concer-
nant le spectre du Hamiltonien HV (N) décrivant les N électrons quan-
tiques d’une molécule comprenant par ailleurs M noyaux classiques, de
charges z1, ..., zM ∈]0; +∞[ et situés en R1, ..., RM ∈ R3. Comme expliqué
précédemment, ceci revient à choisir les potentiels

V (x) = −
M∑
m=1

zm
|x−Rm|

, w(x) =
1

|x| . (6.37)

Tous les résultats précédents s’appliquent, puisque V,w ∈ L2(R3) +L∞(R3)
et V,w → 0 à l’infini.

Corollaire 6.13 (HVZ pour les atomes et molécules). Pour V,w donnés
par (6.37) en dimension d = 3, on a σess(H

V (N)) = EVa/s(N − 1).

Même si les électrons sont des fermions, il est intéressant d’étudier en
détails le cas bosonique, pour comprendre les différences avec le cas fermio-
nique. 4

4. Comme nous avons négligé le spin pour simplifier, le cas bosonique intervient aussi
quand N = 2 si on place toute l’antisymétrie dans le spin (états singulets).
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6.5.1 Existence de valeurs propres, conjecture d’ionisation

Une question importante est celle de l’existence ou de la non existence
de valeurs propres sous le spectre essentiel, qui représentent des états stables
du système, entre lesquels les électrons peuvent naviguer lorqu’ils sont ex-
cités, et qui expliquent le spectre de raie observé lors d’une expérience de
spectroscopie.

Intuitivement, lesM noyaux ne pourront maintenir près d’eux un nombre
trop important d’électrons. Si les électrons sont bien attirés par les noyaux
(car le potentiel V est négatif), ils se repoussent aussi entre eux (w est
positif), ce qui rend une surpopulation d’électrons défavorable d’un point
de vue énergétique. Le théorème suivant fournit une description complète
du nombre de valeurs propres sous ΣV (N) en fonction de la charge totale
du système.

Théorème 6.14 (Existence ou non de valeurs propres sous ΣV (N)). On
suppose que V et w sont donnés par (6.37) en dimension d = 3, avec zm > 0,
et on appelle

Z :=
M∑
m=1

zm

la charge totale des noyaux.

• (Molécules neutres ou chargées positivement [Zhi60, ZS65]). Si N < Z +
1, alors HN (V ) possède une infinité de valeurs propres sous son spectre
essentiel, c’est-à-dire on a

µk
(
HV (N)

)
< ΣV

a/s(N),

pour tout k ≥ 1.

• (Molécules chargées négativement [Zhi71, Yaf76, VZ77, Sig82]). Si N ≥
Z + 1, alors HN (V ) possède au plus un nombre fini de valeurs propres sous
son spectre essentiel, c’est-à-dire on a

µk
(
HV (N)

)
= ΣV

a/s(N),

pour k assez grand.

• (Non-existence si N est grand [Rus82, Sig82, Sig84]). Il existe un nombre
critique d’électrons Na/s(V ) tel que HN (V ) ne possède aucune valeur propre
sous son spectre essentiel pour tout N > Na/s(V ), c’est-à-dire on a

EVa/s(N) = EVa/s(N − 1) = ΣV
a/s(N).

• (Estimée sur Na/s(V ) [Lie84]). On a

Na/s(V ) < 2Z +M. (6.38)
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Le théorème précise que la charge totale du système est un bon critère
pour déterminer s’il y aura une infinité ou non d’états stables : un système
neutre ou chargé positivement possède toujours une infinité d’états excités,
alors qu’un système chargé négativement n’en a qu’un nombre fini, voire
aucun si le nombre d’électrons est trop grand. Il faut noter que si les zm
sont tous entiers (comme c’est le cas en réalité), alors la condition devient
N ≤ Z ou N > Z. Toutefois, le théorème est valable lorsque les zm sont des
entiers positifs quelconques.

L’idée de la preuve de l’existence d’une infinité de valeurs propres sous
ΣV
a/s(N) est assez simple et elle est très similaire à celle utilisée pour le

théorème 5.45. En fait, la première partie du théorème 6.14 est valable en
dimension d quelconque si on remplace 1/|x| par un potentiel se comportant
comme 1/|x|α à l’infini, avec 0 < α < 2. L’argument consiste à montrer qu’il
n’est pas énergétiquement favorable qu’une particule s’échappe à l’infini.
Cette dernière serait soumise à un potentiel Coulombien généré par les autres
particules, formant un système de charge totale Z−(N−1) = Z+1−N > 0,
donc attractif.

ΣV
a/s(N) = EV

a/s(N − 1)

0

EV
a/s(N)

N < Z + 1

ΣV
a/s(N) = EV

a/s(N − 1)

0

EV
a/s(N)

Z + 1 ≤ N ≤ Na/s(V )

ΣV
a/s(N) = EV

a/s(N) = EV
a/s(N − 1)

0

N > Na/s(V )

Figure 6.5 – Illustration des résultats du théorème 6.14.

Preuve partielle du théorème 6.14. Nous montrons seulement ici l’existence
d’une infinité de valeurs propres quandN < Z+1, en prouvant par récurrence
sur 1 ≤ N < Z + 1 que

µk
(
HV (N)

)
< EVa/s(N − 1), ∀k ≥ 1.

PourN = 1 c’est exactement le théorème 5.45. Supposons donc que EVa/s(N−
1) < EVa/s(N−2) et considérons le cas de N électrons. L’opérateur HV (N−1)
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possède une première valeur propre sous son spectre essentiel et nous ap-
pelons Ψ une fonction propre associée. Nous aurons besoin de quelques in-
formations sur la décroissance à l’infini de Ψ. Il se trouve que Ψ décrôıt
exponentiellement [HH77] mais ici nous n’aurons pas besoin d’une estimée
si précise.

Lemme 6.15 (Estimée sur la décroissance de Ψ). Soit Ψ une fonction propre
de HV (N) sur L2

a/s((R
3)N ), de valeur propre λ < EVa/s(N − 1). Alors∫

(R3)N
1(|x1| ≥ R)

(
|Ψ|2 + |∇x1Ψ|2 + |∇x2Ψ|2

)
= o(R−2)R→∞. (6.39)

Preuve du lemme. Soit ηR(x) = η(x/R) où η ∈ C∞c (R3 \ B(0, 1)) est telle
que η ≡ 1 sur R3 \B(0, 2). Nous multiplions l’équation de Ψ par ηR(x1)2 et
intégrons contre Ψ. En utilisant par ailleurs la relation

−<
∫
R3

η2
Ru∆u =

∫
R3

|∇(uηR)|2 −
∫
R3

|u|2|∇ηR|2 (6.40)

similaire à la formule IMS (6.21), nous obtenons

EV
(
ηR(x1)Ψ

)
= λ

∫
(R3)N

ηR(x1)2|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

+

∫
(R3)N

|∇ηR(x1)|2|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN . (6.41)

Maintenant nous décomposons l’énergie comme dans la preuve du théorème
HVZ en isolant la variable x1, ce qui fait apparâıtre HV (N − 1) dans les
variables x2, ..., xN . Pour ce terme nous utilisons que∫

R3

ηR(x1)2
〈
Ψ(x1, ·), HV (N − 1)Ψ(x1, ·)

〉
dx1

≥ EV (N − 1)

∫
(R3)N

ηR(x1)2|Ψ|2. (6.42)

Ensuite, nous remarquons que
∑N

j=1 |x1 − xj |−1 ≥ 0, et obtenons donc

∫
(R3)N

|∇x1ΨηR(x1)|2

+

∫
(R3)N

ηR(x1)2

(
−

M∑
m=1

zm
|x1 −Rm|

+ EV (N − 1)− λ
)
|Ψ|2

≤
∫

(R3)N
|∇ηR(x1)|2|Ψ|2 = R−2

∫
(R3)N

|∇η(x1/R)|2|Ψ|2 = o(R−2)R→∞.
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Pour R assez grand, on a

−
M∑
m=1

zm
|x1 −Rm|

+ EV (N − 1)− λ ≥ EV (N − 1)− λ
2

> 0, ∀|x1| ≥ R,

ce qui termine la preuve de l’estimée sur les deux premiers termes de (6.39).
Pour le terme ηR(x1)2|∇x2Ψ|2 il faut revenir à (6.42). Nos estimées four-

nissent∫
R3

ηR(x1)2
〈
Ψ(x1, ·),

(
HV (N − 1)− EV (N − 1)

)
Ψ(x1, ·)

〉
dx1 = o(R−2)R→∞.

Or on a 〈
Φ, HV (N − 1)Φ

〉
≥ 1

2

∫
(R3)N−1

|∇xjΦ|2 − C ‖Φ‖2

avec nos potentiels V et w, de sorte que∫
(R3)N

ηR(x1)2|∇x2Ψ|2 = o(R−2)

comme annoncé.

Puisque Ψ décrôıt assez vite à l’infini, nous pouvons introduire la tron-
cature

Ψn(x1, ..., xN−1) =

N−1∏
j=1

χn(xj)Ψ(x1, ..., xN−1)

∫
(R3)N−1

N−1∏
j=1

χn(xj)
2|Ψ(x1, ..., xN−1)|2 dx1 · · · dxN−1

 1
2

où χn(x) = χ(x/n) avec χ ∈ C∞c (B2) et χ ≡ 1 sur B1. Ensuite, nous
considérons un espace V quelconque de dimension k dans C∞c (B4 \ B3), et
introduisons l’espace Vn comprenant les fonctions sous la forme

Φ(x1, ..., xN ) := n−3/2Pa/sΨn(x1, ..., xN−1)ϕ(xN/n)

où ϕ ∈ V , ω ∈ S2 et Pa/s symétrise ou anti-symétrise la fonction obte-
nue comme en (6.17) et (6.18). Comme les fonctions obtenues après (anti)-
symétrisation sont à support disjoint, l’énergie est finalement la même que
celle de la fonction non symétrisée. Par ailleurs, la norme vaut ‖Φ‖ = ‖ϕ‖
et dans la suite nous supposerons toujours que ‖ϕ‖ = 1. La fonction test
Φ représente un système de N − 1 particules dans l’état tronqué Ψn avec
les Z noyaux, en interaction avec un électron très dilaté, placé dans la cou-
ronne 3n ≤ |x| ≤ 4n (figure 6.6), et dont l’état peut varier dans l’espace de
dimension finie V .
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Z + 1−N

1 électron

Figure 6.6 – État test utilisé dans la preuve du théorème 6.14.

Un calcul similaire à celui vu dans la preuve du théorème HVZ 6.5 fournit

〈
Φ, HV (N)Φ

〉
=
〈
Ψn, H

V (N − 1)Ψn

〉
+

1

n2

∫
R3

|∇ϕ(x)|2 dx

− 1

n

M∑
m=1

zm

∫
R3

|ϕ(x)|2
|x−Rm/n|

dx+
1

n

∫
R3

∫
R3

|ϕ(x)|2ρ(1)
Ψn

(y)

|x− y/n| dx dy

où ρ
(1)
Ψn

est la densité associée à Ψn, comme vue au lemme 6.8. Puisque∫
R3 ρ

(1)
Ψn

= N − 1 nous obtenons pour les derniers termes

− 1

n

M∑
m=1

zm

∫
R3

|ϕ(x)|2
|x−Rm/n|

dx+
1

n

∫
R3

∫
R3

|ϕ(x)|2ρ(1)
Ψn

(y)

|x− y/n| dx dy

=
−Z − 1 +N

n

∫
R3

|ϕ(x)|2
|x| dx+ o(n−1)

où le o(n−1) est uniforme par rapport à ϕ ∈ V grâce au support des fonctions
considérées. Finalement, on a〈

Ψn, H
V (N − 1)Ψn

〉
= EVa/s(N − 1) + o(n−2)

par le lemme 6.15 et on finit l’argument comme au théorème 5.45, avec le
principe de Courant-Fischer.

Exercice 6.16. Généraliser le premier point du théorème 6.14 au cas de
potentiels V et w qui se comportent comme |x|−α à l’infini, avec 0 < α < 2.

Nous avons montré l’existence d’une infinité de valeurs propres sous
EV (N − 1) lorsque N < Z + 1. La preuve qu’il n’y a qu’un nombre fini
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de valeurs propres sous EV (N−1) lorsque N ≥ Z+1 est beaucoup plus dif-
ficile et nous ne la donnerons pas ici. Une question importante est également
de déterminer à partir de quelle valeur de N la molécule devient instable,
c’est-à-dire quel est le degré d’ionisation négative maximal d’une molécule.
Ceci revient à estimer la constante Na/s(V ) du théorème 6.14. Dans la nature
on n’observe pas d’atomes très chargés négativement, ce qui laisse supposer
que, au moins pour M = 1 (atomes), on devrait avoir

Na(V ) ≤ Z + C, pour M = 1, (6.43)

où C est une constante universelle valant très probablement 1 ou 2. Cette
assertion est appelée conjecture d’ionisation et sa preuve est encore man-
quante. Pour le cas des molécules, on pourrait penser que l’estimée prend la
forme

Na(V ) ≤ Z + CM, pour M ≥ 1.

Pour M = 1, la meilleure estimée connue à ce jour est due à Nam [Nam12] :

Na(V ) < 1.22Z + 3Z1/3, pour M = 1.

La plupart des travaux ont été focalisés sur l’existence ou l’absence de
valeurs propres sous le spectre essentiel, car ces dernières sont aisément
accessible par la méthode de Courant-Fischer. S’il est raisonnable physi-
quement d’imaginer que l’absence de valeurs propres sous ΣV

a (N) entrâıne
l’absence totale de valeur propre dans tout le spectre, ce fait n’est pas
connu mathématiquement. En revanche, il a été prouvé dans [LL13] avec
une méthode basée sur l’équation de Schrödinger dépendant du temps que
HV (N) ne possède aucune valeur propre pour N ≥ 4Z + 1, lorsque M = 1.

6.5.2 La limite N ∼ κZ →∞ pour les atomes

Dans cette section nous considérons le cas des atomes M = 1, avec
N ∼ κZ → +∞ où κ > 0 est fixé. Pour κ = 1 ceci revient à avancer
indéfiniment dans le tableau périodique. Pour comprendre l’influence du
principe de Pauli, c’est-à-dire de la contrainte d’anti-symétrie sur la fonction
d’onde Ψ, il est intéressant d’examiner le comportement du système si on
fait l’hypothèse non physique que les électrons sont des bosons. Nous verrons
alors que la conjecture d’ionisation est simplement fausse dans ce cas : les
atomes “bosoniques” sont stables même quand il sont ionisés négativement
avec κ > 1. Par ailleurs, nous verrons que le système s’effondre sur lui même.
C’est donc bien le principe de Pauli qui assure la stabilité des atomes, en
plus d’empêcher leur trop forte ionisation négative.

Le théorème suivant est un résumé de plusieurs travaux de recherche
obtenus pendant les années 80–90. Il a été possible de démontrer que le
comportement moyen des électrons d’un atome très lourd est donné par un
problème non linéaire dans R3, ce dernier étant différent pour les bosons et
les fermions.
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Théorème 6.17 (Atomes avec N ∼ κZ → ∞). On prend V (x) = −Z/|x|
et w(x) = 1/|x|. Soit κ ∈]0; +∞[ fixé.

• (Bosons [BL83, Sol90, Bac91, BLLS93]). On a

lim
N→∞
N/Z→κ

EVs (N)

N3
= min

u∈H1(R3)∫
R3 |u|2=1

{∫
R3

|∇u(x)|2 dx−
∫
R3

|u(x)|2
κ|x| dx

+
1

2

∫∫
R3×R3

|u(x)|2|u(y)|2
|x− y| dx dy

}
. (6.44)

Ce problème de minimisation admet une unique solution uκ à une phase
près, lorsque κ ≤ κc ' 1.21, et aucun minimiseur pour κ > κc. La fonction
uκ est radiale décroissante et strictement positive. Pour 0 < κ ≤ κc, on a
également, pour la densité électronique,

ρ
(1)
ΨN

(x)

N
−N3|uκ(Nx)|2 → 0 (6.45)

fortement dans L1(R3) ∩ L3(R3), pour tout vecteur propre ΨN associé à la
valeur propre EVs (N) de HV (N). Finalement, on a

lim
Z→∞

Ns(V )

Z
= κc ' 1.21. (6.46)

• (Fermions [LS77, LSST88]). On a

lim
N→∞
N/Z→κ

EVa (N)

N7/3
= min

ρ∈L1∩L 5
3 (R3,R+)∫

R3 ρ=1

{
3

5
cTF

∫
R3

ρ(x)
5
3 dx−

∫
R3

ρ(x)

κ|x| dx

+
1

2

∫∫
R3×R3

ρ(x)ρ(y)

|x− y| dx dy
}

(6.47)

où cTF = π4/322/332/3. Ce problème de minimisation admet une unique
solution ρκ lorsque κ ≤ 1, et aucun minimiseur pour κ > 1. La fonction
ρκ est radiale décroissante et à support compact. Pour 0 < κ ≤ 1, on a
également, pour la densité électronique,

ρ
(1)
ΨN

(x)

N
−Nρκ(N1/3x)→ 0 (6.48)

fortement dans L1(R3)∩L5/3(R3), pour tout vecteur propre ΨN associé à la
valeur propre EVa (N) de HV (N). Finalement, on a

lim
Z→∞

Na(V )

Z
= 1. (6.49)
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Ces résultats prouvent qu’un atome fictif où les électrons seraient des
bosons aurait un comportement très différent des atomes que nous connais-
sons.

Dans nos atomes, la densité des électrons à l’échelle 1/N1/3 est donnée
par la solution du problème à droite de (6.47), qui s’appelle le modèle de
Thomas-Fermi [Tho27, Fer27]. Ce problème de minimisation est non linéaire
et il n’a de solution que sous l’hypothèse que κ ≤ 1, où κ est la proportion
limite du nombre électrons par rapport à la charge du noyau. C’est cette pro-
priété du modèle non linéaire effectif qui permet de montrer la limite (6.49).
Si c’est une indication forte que la conjecture d’ionisation est vraie, il y a
cependant encore un long chemin à parcourir entre Na(V ) = Z + o(Z) et
Na(V ) = Z +O(1).

À l’inverse, un atome ‘bosonique’ est bien plus concentré, à l’échelle
1/N et son énergie est bien plus basse (d’ordre −N3) que celle des fermions
(d’ordre −N7/3). Le modèle non linéaire est stable pour un κc > 1 dont
on peut donner l’estimation numérique κc ' 1.21. Les atomes bosoniques
peuvent donc être fortement ionisés négativement, ce qui ne correspond à
aucune réalité physique.

Il peut parâıtre étonnant que le problème très ardu de minimisation de la
forme quadratique EV associée au Hamiltonien HV (N) se simplifie comme
aux limites (6.49) et (6.46), et mène de plus à des problèmes non linéaires,
alors que l’équation aux valeurs propres pour HV (N) est elle linéaire. C’est
un phénomène très courant pour les systèmes à grand nombre de parti-
cules. Il se trouve que les deux résultats du théorème 6.17 (pour, respective-
ment, les bosons et les fermions) sont des cas particuliers de théorèmes plus
généraux concernant des systèmes avec des potentiels V et w quelconques,
qui entrent dans la classe des “limites de champ moyen”. Dans ce régime,
le système quantique est très dense et chaque particule est soumise à un
grand nombre de collisions car elle a un nombre important de voisins. Un
régime où toutes les particules se comportent de la même façon émerge alors
à cette échelle, l’interaction étant remplacée par une “interaction moyenne”,
menant alors à un problème non linéaire. Les résultats les plus généraux
(contenant le théorème 6.17 comme cas particulier) sur les limites de ce
type dans le cas stationnaire sont [LNR14] pour les bosons et [FLS18] pour
les fermions. Le lecteur pourra lire une revue des résultats les plus récents
dans [Rou16, Lew15].

Nous donnons maintenant la preuve complète de la limite (6.44).

Preuve de la limite (6.44). Considérons un condensat parfait, sous la forme
Ψ(x1, ..., xN ) = u(x1) · · ·u(xN ) avec u ∈ H2(R3) une fonction normalisée
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dans L2(Rd). On trouve alors

EVs (N)

N
≤
〈
Ψ, HV (N)Ψ

〉
N

=

∫
R3

|∇u(x)|2 dx− Z
∫
R3

|u(x)|2
|x| dx

+
N − 1

2

∫∫
R3×R3

|u(x)|2|u(y)|2
|x− y| dx dy.

Il est naturel de faire dépendre u de N en posant u(x) = N3/2v(Nx) avec v
fixé, c’est-à-dire de se placer à l’échelle 1/N autour du noyau. Ceci fournit

EVs (N)

N3
≤
∫
R3

|∇v(x)|2 dx− Z

N

∫
R3

|v(x)|2
|x| dx

+
N − 1

2N

∫∫
R3×R3

|v(x)|2|v(y)|2
|x− y| dx dy.

Comme N/Z → κ, on trouve immédiatement que

lim sup
N→∞
N/Z→κ

EVs (N)

N3
≤
∫
R3

|∇v(x)|2 dx−
∫
R3

|v(x)|2
κ|x| dx

+
1

2

∫∫
R3×R3

|v(x)|2|v(y)|2
|x− y| dx dy.

Ceci fournit la borne supérieure dans (6.44), lorsqu’on minimise par rapport
à v.

La borne inférieure est bien sûr plus difficile. Nous allons utiliser le
résultat suivant, qui précise qu’on peut, dans une borne inférieure, rem-
placer l’interaction entre les N particules par une interaction moyenne, de
type champ moyen, sous l’hypothèse que le potentiel est à transformée de
Fourier positive.

Lemme 6.18 (Potentiel d’interaction de type positif). Soit Ψ ∈ H1
a/s((R

d)N )

et ρ
(1)
Ψ sa densité définie en (6.25). Soit f ∈ C0(Rd) une fonction paire telle

que f̂ ∈ L1(Rd) et f̂ ≥ 0. Alors on a∫
(Rd)N

∑
1≤j<k≤N

f(xj − xk)|Ψ(x1, ..., xN )|2 dx1 · · · dxN

≥ 1

2

∫
Rd×Rd

f(x− y)ρ
(1)
Ψ (x)ρ

(1)
Ψ (y) dx dy − f(0)N

2
. (6.50)

Preuve du lemme. Nous déduisons de l’hypothèse 0 ≤ f̂ ∈ L1(Rd) que, pour
toute mesure signée bornée ν, nous avons∫∫

Rd×Rd
f(x− y)dν(x) dν(y) =

1

(2π)d/2

∫
Rd
f̂(k) |ν̂(k)|2 dk ≥ 0.
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En prenant ν =
∑N

j=1 δxj −g, on trouve que pour toute fonction g ∈ L1(Rd)∑
1≤j<k≤N

f(xi − xj) ≥ −
1

2

∫∫
R3×R3

f(x− y)g(x)g(y) dx dy

+
N∑
j=1

∫
R3

f(xj − y)g(y) dy − Nf(0)

2
.

Le résultat suit en intégrant contre |Ψ|2 et en prenant g = ρ
(1)
Ψ .

Si le potentiel de Coulomb a bien une transformée de Fourier positive,
elle n’est pas intégrable à l’infini, ce qui empêche d’appliquer le lemme
précédent. Nous allons donc le couper aux hautes fréquences, en remarquant
par exemple que ∑

1≤j<k≤N

1

|xj − xk|
≥

∑
1≤j<k≤N

1− e−µ|xj−xj |
|xj − xk|

puis en appliquant le lemme avec f(x) = (1− e−µ|x|)/|x|. Cette fonction est
continue en 0 avec f(0) = µ et sa transformée de Fourier vaut

f̂(k) =
√

2π−3/2

(
1

|k|2 −
1

|k|2 + µ2

)
=
√

2π−3/2 µ2

|k|2(|k|2 + µ2)
∈ L1(R3,R+)

(voir la preuve du lemme A.14). Ensuite, nous utilisons l’inégalité (6.26) vue
précédemment au lemme 6.8, ce qui fournit pour tout Ψ

EV (Ψ) ≥
∫
R3

|∇
√
ρ

(1)
Ψ (x)|2 dx− Z

∫
R3

ρ
(1)
Ψ (x)

|x| dx

+
1

2

∫∫
R3×R3

1− e−µ|x−y|
|x− y| ρ

(1)
Ψ (x)ρ

(1)
Ψ (y) dx dy − µN

2
.

Suite à l’argument utilisé pour la borne supérieure, il est naturel de poser

u(x) := N−2

√
ρ

(1)
Ψ (x/N), qui est normalisée dans L2(R3). Nous obtenons

EV (Ψ)

N3
≥
∫
R3

|∇u(x)|2 dx− Z

N

∫
R3

|u(x)|2
|x| dx

+
1

2

∫∫
R3×R3

1− e−µN |x−y|
|x− y| |u(x)|2|u(y)|2 dx dy − µ

2N2
.

Par le principe de Courant-Fischer, nous en déduisons que

EVs (N)

N3
≥ inf

u∈H1(R3)∫
R3 |u|2=1

{∫
R3

|∇u(x)|2 dx− Z

N

∫
R3

|u(x)|2
|x| dx

+
1

2

∫∫
R3×R3

1− e−µN |x−y|
|x− y| |u(x)|2|u(y)|2 dx dy

}
− µ

2N2
.
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Nous avons presque démontré le résultat attendu. Il reste juste à choisir µ
de sorte que le terme de droite tende vers celui de (6.44). Nous écrivons∫

R3

|∇u(x)|2 dx− Z

N

∫
R3

|u(x)|2
|x| dx

+
1

2

∫
R3×R3

1− e−µN |x−y|
|x− y| |u(x)|2|u(y)|2 dx dy

≥ (1− ε)EH(u) + ε

{∫
R3

|∇u(x)|2 dx−
(

1

κ
+

1

ε

∣∣∣∣ZN − 1

κ

∣∣∣∣) ∫
R3

|u(x)|2
|x| dx

− 1

2ε

∫∫
R3×R3

e−µN |x−y|

|x− y| |u(x)|2|u(y)|2 dx dy
}

où EH est l’énergie apparaissant dans l’infimum à droite de (6.44). L’inégalité
de Kato (1.22) vue lors de l’étude de la stabilité de l’atome d’hydrogène
s’écrit∫

R3

|u(x)|2
|x−R| dx ≤ η

∫
R3

|∇u(x)|2 dx+
1

4η

∫
R3

|u(x)|2 dx, ∀η > 0, R ∈ R3

(6.51)
et elle implique que, par exemple,

1

3

∫
R3

|∇u(x)|2 dx− 1

κ

∫
R3

|u(x)|2
|x| dx ≥ − 3

4κ2

∫
R3

|u(x)|2 dx = − 3

4κ2

et
1

3

∫
R3

|∇u(x)|2 dx− 1

ε

∣∣∣∣ZN − 1

κ

∣∣∣∣ ∫
R3

|u(x)|2
|x| dx ≥ −3

∣∣ Z
N − 1

κ

∣∣2
4ε2

.

Comme dans la preuve de la proposition 1.2, on peut utiliser l’inégalité de
Sobolev pour obtenir∫

R3

e−µN |x−y|

|x− y| |u(y)|2 dy ≤
∫
B(x,r)

e−µN |x−y|

|x− y| |u(y)|2 dy +
e−µNr

r

≤ Cr
∫
R3

|∇u(y)|2 dy +
e−µNr

r
,

de sorte que

1

3

∫
R3

|∇u(x)|2 dx− 1

2ε

∫
R3×R3

e−µN |x−y|

|x− y| |u(x)|2|u(y)|2 dx dy ≥ −C e
−CµNε

ε2
.

Comme inf EH < 0, notre estimée finale est donc

EVs (N)

N3
≥ inf

u∈H1(R3)∫
R3 |u|2=1

EH − C
e−CµNε

ε
− Cε − C

∣∣ Z
N − 1

κ

∣∣2
ε

− µ

2N2
. (6.52)
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On peut alors prendre µ = N et ε → 0 très lentement, ce qui fournit le
résultat attendu.

Si on prend une suite quelconque ΨN normalisée telle que

EV (ΨN ) = EVs (N) + o(N3)

les estimées précédentes montrent de plus que N−1
√
ρ

(1)
ΨN

(x/N) est une suite

minimisante pour le problème à droite de (6.44). Lorsque κ ≤ κc, ceci peut
être utilisé pour montrer la convergence (6.45) de la densité vers l’unique
minimiseur uκ [BL83].

La preuve dans le cas fermionique est plus difficile. On peut montrer
assez rapidement que l’énergie est minorée par un terme d’ordre −N7/3, ce
qui montre déjà une grande différence avec le cas bosonique, dont l’énergie
est d’ordre −N3. En effet, en utilisant l’inégalité de Lieb-Thirring (6.35) et
l’argument précédent pour estimer l’interaction, on trouve

EV (Ψ) ≥ C ′LT

∫
R3

ρ
(1)
Ψ (x)

5
3 dx− Z

∫
R3

ρ
(1)
Ψ (x)

|x| dx

+
1

2

∫∫
R3×R3

1− e−µN |x−y|
|x− y| ρ

(1)
Ψ (x)ρ

(1)
Ψ (y) dx dy − µN

2

Les termes faisant intervenir µ peuvent être contrôlés de façon similaire à
précédemment (mais en faisant attention d’utiliser la norme L5/3 de la den-
sité au lieu du gradient de sa racine carrée). En posant ρ(x) = N2ρ′(N1/3x)
on trouve alors que

C ′LT

∫
R3

ρ(x)
5
3 dx− Z

∫
R3

ρ(x)

|x| dx+
1

2

∫∫
R3×R3

ρ(x)ρ(y)

|x− y| dx dy

= N
7
3

(
C ′LT

∫
R3

ρ′(x)
5
3 dx−Z

N

∫
R3

ρ′(x)

|x| dx+
1

2

∫∫
R3×R3

ρ′(x)ρ′(y)

|x− y| dx dy

)
.

On retrouve exactement le problème à droite de (6.47), mais avec la constante
C ′LT à la place de 3cTF/5. Une conjecture célèbre de Lieb et Thirring [LT75]
(déjà mentionnée plus haut à la section 5.5.3) énonce que C ′LT = 3cTF/5, ce
qui rendrait la preuve de (6.47) assez facile. Malheureusement, la conjecture
n’a toujours pas été démontrée, et on doit travailler beaucoup plus pour obte-
nir la bonne constante 3cTF/5. Une technique usuelle pour démontrer (6.47)
consiste à utiliser des états cohérents [LS77, Lie81]. Nous allons donner les
grandes lignes d’une autre preuve, basée sur la limite semi-classique vue au
théorème 5.51.

Idée de la preuve de (6.47) pour κ < 1. Nous admettons que le problème de
minimisation à droite de (6.47) admet un unique minimiseur ρκ lorsque
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κ ≤ 1, et que cette fonction est solution de l’équation non linéaire suivante

ρκ(x) = c
−3/2
TF

(
µκ +

1

κ|x| − ρκ ∗
1

|x|

)3/2

+

(6.53)

où µκ ≤ 0 est un multiplicateur de Lagrange provenant de la contrainte que∫
R3 ρκ = 1. Par ailleurs µκ < 0 pour κ < 1 et dans ce cas ρκ est une fonction

continue à support compact. Voir [LS77, Thm. II.20] pour la preuve de tous
ces résultats.

En utilisant les idées de la preuve pour les bosons, on se ramène à étudier
le problème consistant à minimiser l’énergie

N∑
j=1

∫
(R3)N

|∇xjΨ|2 − Z
∫
R3

ρ
(1)
Ψ (x)

|x| dx+
1

2

∫∫
R3×R3

ρ
(1)
Ψ (x)ρ

(1)
Ψ (y)

|x− y| dx dy

pour tous les Ψ ∈ H1
a((R3)N ) normalisée dans L2

a((R3)N ). Nous pouvons
introduire la fonction ρκ,N (x) := N2ρκ(N1/3x) dans le terme non linéaire
en utilisant ∫∫

R3×R3

f(x)f(y)

|x− y| dx dy = 4π

∫
R3

|f̂(k)|2
|k|2 dk ≥ 0

pour f = ρ
(1)
Ψ − ρκ,N , ce qui fournit la borne inférieure

N∑
j=1

∫
(R3)N

|∇xjΨ|2 − Z
∫
R3

ρ
(1)
Ψ (x)

|x| dx

+

∫∫
R3×R3

ρκ,N (x)ρ
(1)
Ψ (y)

|x− y| dx dy − N7/3

2

∫∫
R3×R3

ρκ(x)ρκ(y)

|x− y| dx dy. (6.54)

La somme des trois premiers termes peut se réécrire

N∑
j=1

∫
(R3)N

|∇xjΨ|2 +

∫
R3

(
− Z

|x| + ρκ,N ∗
1

|x|

)
ρ

(1)
Ψ (x) dx

=

〈
Ψ,

N∑
j=1

(
−∆xj −

Z

|xj |
+ ρκ,N ∗

1

|x|(xj)− µκN
4/3

)
Ψ

〉
+ µκN

7/3

≥
∞∑
j=1

µj

(
−∆− Z

|x| + ρκ,N ∗
1

|x| − µκN
4/3

)
+ µκN

7/3 (6.55)

où à la dernière ligne nous avons utilisé le théorème 6.9. Après dilatation des
distances d’un facteur N2/3, nous voyons que l’opérateur dans la parenthèse
devient

N4/3
(
−∆ + Ṽ (x/N1/3)

)
, où Ṽ (x) = − 1

κ|x| + ρκ ∗
1

|x| − µκ
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(nous supposons pour simplifier queN/Z = κ). On notera que, d’après (6.53),
Ṽ (x)− = cTF ρκ(x)2/3, qui est une fonction continue à support compact.
Par le théorème 5.51, le nombre de valeurs propres négatives de l’opérateur
−∆ + Ṽ (x/N1/3) se comporte comme

N4π

3(2π)3
c

3/2
TF

∫
R3

ρκ = N.

Ainsi, cet opérateur a juste le bon nombre de valeurs propres négatives et on
peut utiliser les fonctions propres correspondantes pour trouver une borne
supérieure sur EṼa (N) avec des arguments similaires à ceux présentés ici.
Enfin, par le même théorème la somme des valeurs propres négatives de
−∆ + Ṽ (x/N1/3) se comporte comme

− N8π

15(2π)3
c

5/2
TF

∫
R3

ρ5/3
κ = −2NcTF

5

∫
R3

ρ5/3
κ .

En utilisant l’équation de ρκ, on peut insérer cette information dans (6.55),
ce qui fournit une borne inférieure égale à N7/3 multiplié par

−2

5
cTF

∫
R3

ρ5/3
κ + µκ =

3

5
cTF

∫
R3

ρ5/3
κ − cTF

∫
R3

ρ5/3
κ + µκ

=
3

5
cTF

∫
R3

ρ5/3
κ +

∫
R3

(V + µκ)ρκ

=
3

5
cTF

∫
R3

ρ5/3
κ −

∫
R3

ρκ(x)

κ|x| dx

+

∫∫
R3×R3

ρκ(x)ρκ(y)

|x− y| dx dy.

En ajoutant le dernier terme de (6.54), on retrouve exactement le terme à
droite de (6.47).

Exercice 6.19. Écrire le détail de la preuve de la limite (6.47).

Nous avons étudié le comportement d’un système de N particules dans
le champ Coulombien engendré par un seul noyau très lourd, de charge
proportionnelle à N et nous avons trouvé une forte différence entre les bo-
sons et les fermions. L’énergie des atomes se comporte pour N = Z grand
comme −CZ7/3, une prédiction qui fournit des résultats avec une précision
étonnante si l’on prend en compte la simplicité du modèle de Thomas-Fermi.
L’énergie est de l’ordre de 15 % inférieure aux prédictions d’autres modèles
beaucoup plus évolués comme le modèle de Hartree-Fock [Eng88]. Divers
travaux ont été consacrés à la détermination rigoureuse des termes sui-
vants du développement en puissances de Z, ou à l’insertion d’autres effets
(relativistes ou dus à la quantification du champ électromagnétique). Les
termes en Z2 et Z5/3 sont connus explicitement, ce qui permet d’améliorer
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les prédictions sur l’énergie fondamentale des atomes. Toutefois, un modèle
très simple du type de celui de Thomas-Fermi ne peut expliquer la richesse
du comportement des atomes du tableau périodique, puisque la chimie a
plutôt lieu à l’échelle O(1), ce qui correspond à des processus impliquant un
nombre fini d’électrons (ceux des couches externes).

Dans cette section nous avons fourni une sélection de quelques résultats
concernant un modèle àN particules très particulier (les atomes et molécules),
bien sûr très important d’un point de vue en physique et en chimie. Il
existe de nombreux autres systèmes quantiques qui posent des questions
mathématiques intéressantes. Le lecteur intéressé à en savoir plus pourra
lire par exemple [RS78, LS10, LSSY05].

Exercices complémentaires

Exercice 6.20 (Bases des espaces à N corps et gaz d’électrons libres). On se place dans
H = L2(CL) où CL = (−L/2, L/2)d est le cube de côté L. Dans L2(CNL ), on introduit les
notations (

u1 ⊗ · · · ⊗ uN
)
(x1, ..., xN ) = u1(x1) · · ·uN (xN ),(

u1 ⊗s · · · ⊗s uN
)
(x1, ..., xN ) =

1√
N !

∑
σ∈SN

uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(N),

(
u1 ∧ · · · ∧ uN

)
(x1, ..., xN ) =

1√
N !

∑
σ∈SN

ε(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(N),

où u1, ..., uN ∈ H = L2(CL).

1. Soit eL,k(x) = L−d/2eik·x la base de Fourier, pour k ∈ (2π/L)Zd. Montrer que (eL,k1⊗
· · · ⊗ eL,kN )kj≥1 est une base orthonormée de L2(CNL ), que (eL,k1 ∧ · · · ∧ eL,kN )ki 6=kj
est une base orthonormée de l’espace fermionique L2

a((CL)N ), et que (eL,k1 ⊗s · · · ⊗s
eL,kN ) est une base orthogonale de l’espace bosonique L2

s((CL)N ). Calculer la norme
de eL,k1 ⊗s · · · ⊗s eL,kN .

2. Soit −∆ le Laplacien avec conditions au bord périodiques, c’est-à-dire défini sur le
domaine H2

per(CL) et dont on rappelle qu’il est auto-adjoint, de spectre

σ(−∆) =
{
|k|2, k ∈ (2π/L)Zd

}
et de fonctions propres les eL,k. Montrer que l’opérateur

Hmin
N = −

N∑
j=1

∆xj

est essentiellement auto-adjoint sur

C∞per

(
(CL)N

)
=
{

Ψ ∈ C∞
(
(CL)N

)
: Ψ L-périodique par rapport

à chacune de ses variables quand les N − 1 autres sont fixées
}
,

dans HN . On appelle HN sa fermeture. Étendre le résultat aux cas fermioniques et
bosoniques, ce qui fournit les opérateurs HN,a et HN,s. Calculer le spectre de HN ,
HN,a et HN,s, en particulier leur première valeur propre. Que peut-on remarquer ?
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3. On étudie maintenant plus en détail le cas fermionique. On appelle EL(N) la première
valeur propre de HN,a dans la bôıte (CL)N et on étudie son comportement à la limite
N,L→∞ avec N/Ld → ρ ∈]0,∞[. Le nombre ρ est la densité moyenne de particules
dans la bôıte CL. Soit R un réel strictement positif et NR(L) le nombre de points du
réseau (2π/L)Zd qui sont dans la boule B(0, R) :

NR(L) := #{k ∈ (2π/L)Zd | |k| ≤ R}.

Montrer que
|B1|

(2π)d
(R− C/L)d ≤ NR(L)

Ld
≤ |B1|

(2π)d
(R+ C/L)d

où |B1| est le volume de la boule unité dans Rd. On choisit R = 2π |B1|−1/dρ
1
d . Montrer

alors que

lim
N,L→∞
NL−d→ρ

EL(N)

Ld
= cTF ρ

1+ 2
d

pour une constante cTF que l’on déterminera.



Annexe A

Rappels sur les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un rôle essentiel dans l’analyse des équations
aux dérivées partielles. Ils permettent de formuler des problèmes variation-
nels ou dépendant du temps dans un sens “faible” qui est cependant plus
restrictif qu’au sens des distributions et est donc plus proche des solutions
“fortes”. Par ailleurs, comme nous avons expliqué au chapitre 2, les espaces
de Sobolev apparaissent naturellement comme domaines du Laplacien, vu en
tant qu’opérateur auto-adjoint, et ce sont donc des espaces incontournables
en théorie spectrale.

Nous donnons ici les outils principaux sans toujours fournir les preuves et
renvoyons aux livres [LL01, Eva10, Bre94, AF03, Gri85] pour plus de détails.
Alors que les espaces de Sobolev sur tout l’espace Rd sont des objets assez
simples (grâce à l’utilisation possible de la transformée de Fourier), le cas des
domaines bornés est beaucoup plus technique et difficile. La régularité de la
frontière joue en effet un rôle important. Nous n’en parlerons pas beaucoup.

A.1 Définition

Soit Ω un ouvert de Rd et k ≥ 1 un entier. L’espace de Sobolev Hk(Ω)
est défini par

Hk(Ω) =
{
f ∈ L2(Ω) tels que ∂αf ∈ L2(Ω), pour tout multi-indice |α| ≤ k

}
.

(A.1)
Ici ∂αf = ∂α1

x1
· · · ∂αdxd f pour α = (α1, ..., αd) est la dérivée au sens des distri-

butions de la fonction f dans Ω, et |α| = α1 + · · ·+αd. Dans la définition de
Hk(Ω) on demande donc que toutes les dérivées de f au sens des distribu-
tions, d’ordre inférieur à k, s’identifient à des fonctions de L2(Ω). On peut
montrer que Hk(Ω) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

〈f, g〉Hk(Ω) :=
∑
|α|≤k

〈∂αf, ∂αg〉L2(Ω). (A.2)

L’espace de Sobolev W k,p(Ω) est défini de façon similaire en remplaçant
L2(Ω) par Lp(Ω) partout. C’est alors un espace de Banach mais dans ce
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cours nous utilisons presque exclusivement le cas le plus simple de l’espace
de Hilbert Hk(Ω).

L’espace Hk
0 (Ω) est défini comme la fermeture de C∞c (Ω) pour la norme

de Hk(Ω). C’est un sous-espace fermé qui est en général différent de Hk(Ω).
Intuitivement, il contient les fonctions qui s’annulent au bord, alors que
les fonctions de Hk(Ω) peuvent prendre n’importe quelle valeur au bord.
Pour l’instant nous n’avons cependant pas encore discuté du bord de Ω. Le
résultat suivant précise que Hk(Ω) est lui même la fermeture de C∞(Ω) pour
sa norme.

Théorème A.1 (Meyers-Serrin). Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné. Alors
C∞(Ω) est dense dans Hk(Ω) pour la norme induite par le produit sca-
laire (A.2).

La preuve du théorème est difficile lorsque Ω est quelconque, mais plus
simple si Ω est suffisamment régulier.

A.2 Espaces de Sobolev sur l’intervalle ]0, 1[

Le cas de la dimension d = 1 est plus facile et explicite. Pour toute
fonction f ∈ L1(]0, 1[) dont la dérivée au sens des distributions est aussi
dans L1(]0, 1[) on a pour presque tous x, y ∈]0, 1[

f(x) = f(y) +

∫ x

y
f ′(t) dt, (A.3)

et donc, en intégrant par rapport à y,

f(x) =

∫ 1

0
f(y) dy +

∫ 1

0

∫ x

y
f ′(t) dt dy. (A.4)

La fonction à droite est continue sur ]0, 1[ et admet des limites à gauche et
à droite en 1 et en 0, respectivement. Ainsi f coincide presque partout avec
une fonction continue sur [0, 1], et on a l’estimée

sup
x∈[0,1]

|f(x)| ≤ ‖f‖L1(]0,1[) +
∥∥f ′∥∥

L1(]0,1[)
. (A.5)

En d’autre terme, nous avons l’injection continue

W 1,1(]0, 1[) ↪→ C0([0, 1])

et en particulier l’application de restriction au bord

u ∈W 1,1(]0, 1[) 7→ (u(0+), u(1−)) ∈ C2

est continue.
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Si f ∈ L2(]0, 1[) et f ′ ∈ L2(]0, 1[) alors ces fonctions sont a fortiori dans
L1(]0, 1[) et f est donc continue sur [0, 1]. Mais on peut obtenir de meilleures
estimées. Par exemple, on peut écrire

|f(x)|2 − |f(y)|2 = 2<
∫ x

y
f(t)f ′(t) dt.

Comme f et f ′ sont par hypothèse dans L2(]0, 1[), leur produit est bien
dans L1(]0, 1[) par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. En intégrant sur ]0, 1[ par
rapport à y, on obtient une autre relation sous la forme

|f(x)|2 = 2<
∫ 1

0

(∫ x

y
f(t)f ′(t) dt

)
dy +

∫ 1

0
|f(y)|2 dy.

pour presque tout x ∈]0, 1[. La fonction de droite est uniformément bornée
par rapport à x, puisque∫ 1

0

(∫ x

y
|f(t)f ′(t)| dt

)
dy ≤ ‖f‖L2(]0,1[)

∥∥f ′∥∥
L2(]0,1[)

. (A.6)

Donc on a prouvé l’inégalité

sup
[0,1]
|f |2 ≤ 2 ‖f‖L2(]0,1[)

∥∥f ′∥∥
L2(]0,1[)

+ ‖f‖2L2(]0,1[) (A.7)

Comparée à (A.5), la dérivée apparâıt avec une puissance 1/2 quand on
prend la racine carrée, ce qui peut être utile dans certaines applications. En
fait, f est même Höldérienne d’exposant 1/2 puisqu’on peut écrire également,
en revenant à (A.3)

|f(x)− f(y)| ≤
∣∣∣∣∫ x

y
|f ′(t)| dt

∣∣∣∣ ≤ |x− y|1/2 ∥∥f ′∥∥L2(]0,1[)
.

Ainsi, nous avons montré que les fonctions de H1(]0, 1[) sont Höldériennes
d’exposant 1/2 et bornées sur [0, 1].

De la même manière, les fonctions f ∈ H2(]0, 1[) sont de classe C1([0, 1])
et leur dérivée f ′ est Höldérienne d’exposant 1/2. En itérant l’argument, il
est possible de montrer le lemme suivant.

Lemme A.2 (Restriction au bord pour Hk(]0, 1[)). Pour k ≥ 1, on a l’in-
jection continue

Hk(]0, 1[) ⊂ Ck−1([0, 1]).

L’application de restriction au bord

f ∈ Hk(]0, 1[) 7→ (f(0+), ..., f (k−1)(0+), f(1−), ..., f (k−1)(1−)
)
∈ C2k (A.8)

est donc continue.
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Évidemment, en prenant pour f un polynôme de degré suffisamment
élevé, il est clair que l’application de restriction au bord (A.8) est aussi
surjective.

Le théorème de régularité elliptique joue souvent un rôle central. Il sti-
pule qu’il suffit de vérifier que f ∈ L2(]0, 1[) et que f (k) ∈ L2(]0, 1[) pour en
déduire immédiatement que f ∈ Hk(]0, 1[). Nous l’énonçons ici avec k = 2
pour simplifier.

Lemme A.3 (Régularité elliptique sur ]0, 1[). Soit f ∈ L2(]0, 1[) tel que
f ′′ ∈ L2(]0, 1[). Alors f ′ ∈ C0([0, 1]) avec

max
[0,1]
|f ′| ≤ 6‖f‖L2(]0,1[) + 2‖f ′′‖L2(]0,1[). (A.9)

En particulier, f ′ ∈ L2(]0, 1[) et f ∈ H2(]0, 1[).

Démonstration. On sait que si la dérivée T ′ d’une distribution T s’identifie
à une fonction T ′ = g ∈ L1(]0, 1[), alors la distribution T est en fait une
fonction continue sur [0, 1], qui est simplement égale à

T (y) =

∫ y

0
g(t) dt+ C

pour une certaine constante C = T (0+). L’hypothèse que f ′′ ∈ L2(]0, 1[) ⊂
L1(]0, 1[) implique que f ′ est une fonction continue sur [0, 1], donc évidemment
dans L2(]0, 1[). Du coup, f est une fonction C1. Pour prouver l’inégalité (A.9),
nous pouvons par exemple partir de la relation

f ′(y) =

∫ y

0
f ′′(t) dt+ f ′(0),

et intégrer contre y(1− y), ce qui fournit∫ 1

0
y(1− y)

(∫ y

0
f ′′(t) dt

)
dy +

f ′(0)

6
=

∫ 1

0
y(1− y)f ′(y)

= −
∫ 1

0
(1− 2y)f(y) dy.

En intégrant à nouveau par parties le terme de gauche, ceci peut se réécrire

f ′(0) = −6

∫ 1

0
(1− 2y)f(y) dy +

∫ 1

0

(
3y2 − 2y3 − 1

)
f ′′(y) dy.

Nous avons donc obtenu la formule

f ′(y) =

∫ y

0
f ′′(t) dt− 6

∫ 1

0
(1− 2y)f(y) dy +

∫ 1

0

(
3y2 − 2y3 − 1

)
f ′′(y) dy

à partir de laquelle l’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

‖f ′‖L∞(]0,1[) ≤ 2‖f ′′‖L1(]0,1[) + 6‖f‖L1(]0,1[) ≤ 2‖f ′′‖L2(]0,1[) + 6‖f‖L2(]0,1[)

comme nous voulions.
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Exercice A.4 (Régularité elliptique pour Hk(]0, 1[)). Énoncer et prouver
un résultat similaire pour Hk(]0, 1[).

A.3 Espaces de Sobolev sur Rd

Comme on a

∂̂αf(p) =
d∏
j=1

(ipj)
αj f̂(p),

on déduit de la formule de Parseval qu’une fonction f appartient à Hk(Rd) si
et seulement si sa transformée de Fourier f̂ est telle que |p|kf̂(p) appartient
à L2(Rd). Ainsi,

Hk(Rd) =

{
f ∈ L2(Rd) :

∫
Rd

(1 + |p|2)k|f̂(p)|2 dp <∞
}
. (A.10)

De plus, on voit que f ∈ L2(Rd) et ∆kf ∈ L2(Rd) impliquent immédiatement
que toutes les autres dérivées d’ordre ≤ 2k sont également dans L2(Rd), qui
est le théorème de régularité elliptique dans ce cadre.

La définition de Hk(Rd) à l’équation (A.10) s’étend immédiatement au
cas où k n’est pas entier en posant

Hs(Rd) =

{
f ∈ L2(Rd) :

∫
Rd

(1 + |p|2)s|f̂(p)|2 dp <∞
}

(A.11)

pour tout s > 0. Alors que la norme de Sobolev s’exprime facilement en
variables d’espace lorsque s = k est entier, il ne semble pas évident d’écrire
celle de Hs(Rd) en fonction de f(x) lorsque s n’est pas entier. Le théorème
suivant est alors utile.

Théorème A.5 (Définition deHs(Rd) en variables d’espace pour 0 < s < 1).
Soit 0 < s < 1 et f ∈ Hs(R) une fonction quelconque. Alors on a∫

Rd
|p|2s|f̂(p)|2 dp = Cd,s

∫
Rd

∫
Rd

|f(x)− f(y)|2
|x− y|d+2s

dx dy (A.12)

où

Cd,s =
22s−1sΓ(s)

πd/2Γ(1− s) .

Ainsi f ∈ Hs(Rd) si et seulement si l’intégrale à droite de (A.12) converge.
Bien sûr, si f ∈ Hs(Rd) avec s > 1, on commence par écrire s = k + σ avec
σ ∈]0, 1[ et on utilise la caractérisation ci-dessus pour toutes les dérivées
d’ordre k de f , qui doivent appartenir à Hσ(Rd).

Démonstration. On utilise la formule intégrale suivante

|p|2s =
s

Γ(1− s)

∫ ∞
0

(
1− e−t|p|2

) dt

t1+s
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qui s’obtient par un changement de variable. Notons que l’intégrale de droite
converge pour 0 < s < 1 puisque 1 − e−t|p|2 = t|p|2 + O(t2) en 0, ce qui
permet de réduire la singularité à t−s en 0, qui est intégrable puisque s < 1.
L’intégrabilité à l’infini suit de la condition que s > 0. La valeur de la
constante provient de l’égalité∫ ∞

0

(
1− e−t

) dt

t1+s
=

1

s

∫ ∞
0

e−t
dt

ts
=

Γ(1− s)
s

.

On obtient donc∫
Rd
|p|2s|f̂(p)|2 dp =

s

Γ(1− s)

∫ ∞
0

(∫
Rd

(
1− e−t|p|2

)
|f̂(p)|2 dp

)
dt

t1+s
.

L’échange des intégrations est justifié par le fait que tout est positif. On
peut aisément exprimer l’intégrale de droite en espace en utilisant la trans-

formée de Fourier inverse de e−t|p|
2

qui vaut (2t)−d/2e−
|x|2
4t , et le fait que la

transformée de Fourier d’un produit est une convolution. On trouve∫
Rd

(
1− e−t|p|2

)
|f̂(p)|2 dp

=

∫
Rd
|f(x)|2 dx− (4πt)−d/2

∫∫
Rd×Rd

e−
|x−y|2

4t f(x)f(y) dx dy

=
1

2
(4πt)−d/2

∫∫
Rd×Rd

e−
|x−y|2

4t |f(x)− f(y)|2 dx dy

puisque

(4πt)−d/2
∫
Rd
e−
|x|2
4t dx = 1.

Nous avons donc prouvé que∫
Rd
|p|2s|f̂(p)|2 dp

= (4π)−d/2
s

2Γ(1− s)

∫∫
Rd×Rd

(∫ ∞
0

e−
|x−y|2

4t
dt

t1+s+ d
2

)
|f(x)−f(y)|2 dx dy.

ce qui conclut la preuve puisque∫ ∞
0

e−
|x−y|2

4t
dt

t1+s+ d
2

=
1

|x− y|d+2s

∫ ∞
0

e−
1
4t

dt

t1+s+ d
2

=
2d+2sΓ(s)

|x− y|d+2s
.

A.4 Trace, relèvement, prolongement

Nous avons déjà vu qu’il était possible de définir la trace au bord d’un
intervalle pour une fonction f ∈ H1(]0, 1[), cette trace étant juste le vecteur
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composé des deux valeurs f(0) et f(1) de la fonction continue f . En dimen-
sion supérieure, la situation est un peu plus délicate. Il est possible de définir
la trace au bord, mais c’est un objet défini presque partout (dans L2(∂Ω))
car en général f ne s’identifie pas à une fonction continue. Le théorème
principal est le suivant.

Théorème A.6 (Trace). Soit Ω un ouvert borné de Rd dont la frontière est
Lipschitzienne. Alors il existe une unique application continue

H1(Ω) → L2(∂Ω)
f 7→ f|∂Ω

(A.13)

qui cöıncide avec la restriction au bord lorsque f ∈ H1(Ω)∩C0(Ω). De plus,
on a

‖f‖2L2(∂Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω)‖f‖H1(Ω) (A.14)

où la constante C ne dépend que de Ω.
Plus généralement, si Ω est de classe Ck−1,1 (ou l’union d’un nombre

fini de telles sous-variétés qui s’intersectent transversalement) 1, il existe
une unique application continue

Hk(Ω) → L2(∂Ω)k

f 7→
(
f|∂Ω, ..., ∂

k−1
n f|∂Ω

) (A.15)

qui coincide avec la restriction au bord lorsque f ∈ Hk(Ω) ∩ Ck(Ω), où
∂n = n · ∇ désigne la dérivée dans la direction de la normale sortante n sur
∂Ω, avec

k−1∑
j=0

∥∥∂jnf|∂Ω

∥∥
L2(∂Ω)

≤ C‖f‖Hk−1(Ω)‖f‖Hk(Ω).

Finalement, on a f ∈ Hk
0 (Ω) (la fermeture de C∞c (Ω) dans Hk(Ω)) si et

seulement si f ∈ Hk(Ω) et toutes ses traces s’annulent :

f|∂Ω = · · · = ∂k−1
n f|∂Ω = 0.

Pour la preuve de l’inégalité (A.14), voir par exemple [Gri85, Thm.
1.5.1.10]. L’idée est d’appliquer la formule de Green

2<
∫

Ω
uF · ∇u =

∫
Ω
F · ∇|u|2 = −

∫
Ω
|u|2divF +

∫
∂Ω
|u|2F · n

pour un champ de vecteur F ∈ C1(Ω) tel que F · n ≥ 1 sur ∂Ω (une
régularisation de n lui même). Le fait que (A.14) fasse intervenir les deux

1. On rappelle qu’une fonction est de classe Ck−1,1 lorsque qu’elle est Ck−1 et sa
(k−1)ème dérivée est Lipschitzienne. Pour un domaine Ω cela signifie que sa frontière ∂Ω
est localement le graphe d’une fonction de classe Ck−1,1.
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normes L2 et H1 est très utile. Nous l’avons déjà rencontré dans le cas de
la dimension 1 à l’équation (A.7).

Il est légitime de se demander quel espace parcourt f|∂Ω lorsque f par-

court Hk(Ω), et il se trouve que ce dernier est toujours plus petit que L2(∂Ω)
(en dimension d ≥ 2). Dit autrement, l’application de trace (A.13) n’est pas
surjective sur L2(∂Ω), son image est strictement incluse dans L2(∂Ω). Cepen-
dant, son image est dense car on peut “relever” n’importe quelle condition
au bord suffisamment lisse donnée à l’avance.

Théorème A.7 (Relèvement lisse). Si Ω est de classe Ck−1,1 et gj ∈
Ck−1−j(∂Ω) pour j = 0, ..., k − 1, alors il existe une fonction f ∈ Hk(Ω)
telle que ∂jnf|Ω = gj.

Le résultat est le même si ∂Ω est l’union de plusieurs surfaces lisses,
auquel cas il faut prendre les gj à support dans les faces en question. L’idée
de la construction est assez simple. On utilise d’abord des partitions de
l’unité de façon à se ramener au cas où les gj ont un petit support. Alors,
sur ce support la frontière ∂Ω est presque plate. Par exemple si k = 2 et
Ω ⊂ Rd est exactement égal au demi espace {xd > 0} au voisinage du
support de g0 et g1, alors on peut simplement prendre

f(x1, ..., xd) =
(
g0(x1, ..., xd−1)− xdg1(x1, ..., xd−1)

)
η(x1, ..., xd)

où η est une fonction C∞ à support compact, qui localise au voisinage de la
frontière. Le cas général s’en déduit par l’utilisation de cartes locales.

Il est en fait possible d’identifier précisément l’image de la restriction
au bord. Par comparaison avec la formule obtenue dans tout l’espace au
théorème A.5, on définit l’espace de Sobolev fractionnaire sur un domaine
Ω par sa norme

‖f‖2Hs(Ω) =

∫∫
Ω×Ω

|f(x)− f(y)|2
|x− y|2s+2d

dx dy

pour 0 < s < 1. Si s > 1 on demande bien sûr que les dérivées d’ordre
[s] appartiennent toutes à Hs−[s]. On peut alors montrer que ∂jnf|∂Ω décrit

tout Hk−j−1/2(∂Ω) quand f décrit Hk(Ω) et que Ω est de classe Ck−1,1

(voir par exemple [Gri85, Thm 1.5.1.2]). Bien sûr, l’application ne peut pas
être injective car on peut changer la fonction f à l’intérieur de Ω à sa guise
sans changer ses valeurs au bord. Cependant, il est possible de construire
un relèvement qui est continu pour les normes en question.

Théorème A.8 (Relèvement). Soit Ω un ouvert de classe Ck−1,1. Il existe
une application continue

R : (g0, ..., gk−1) ∈
k−1∏
j=0

Hk−j−1/2(∂Ω) 7→ f ∈ Hk(Ω)
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telle que ∂jnf = gj et

‖f‖Hk(Ω) ≤ C
k−1∑
j=0

‖gj‖Hk−j−1/2(∂Ω) . (A.16)

La fonction f peut être construite de sorte qu’elle soit à support aussi
proche que l’on veut du bord, mais la constante C explose lorsque la distance
voulue décrôıt. Tel quel le théorème n’est pas vrai si Ω est l’union de faces
qui sont des sous-variétés de classe Ck−1,1 car, si les fonctions gj sont bien
dans Hk−j−1/2(Fi) pour chaque face Fi, il peut y avoir des conditions de
compatibilité supplémentaires sur les arêtes, en fonction de la dimension d
et de la valeur de k. Par exemple en dimension d = 3, les fonctions de H2(Ω)
sont toutes continues sur Ω, ce qui implique des conditions de continuité sur
les arêtes pour f|∂Ω, sans qu’il n’y ait aucune condition particulière pour
∂nf|∂Ω.

Il est possible d’utiliser le théorème A.8 pour étendre une fonction de
Hk(Ω) en une fonction deHk(Rd) : on applique le résultat sur le complémentaire
Rd \Ω (ou un voisinage de ∂Ω dans ce complémentaire), de sorte que les res-
trictions au bord de la fonction sur Rd \Ω cöıncident toutes avec celles de f .
En utilisant la formule de Green, on peut alors vérifier que la compatibilité
de toutes les restrictions est suffisante pour que la fonction ainsi construite
soit dans Hk(Rd).

Cependant, cette construction basée sur la continuité des traces et le
prolongement hors de Ω nécessite des hypothèses fortes sur le domaine Ω,
puisqu’il est nécessaire de connâıtre les espaces exacts dans lesquels vivent
les traces de f . Il est en fait possible d’étendre une fonction de Hk(Ω) sans
utiliser les traces, ce qui requiert alors une très faible régularité pour Ω (voir
par exemple [Gri85, Thm 1.4.3.1]).

Théorème A.9 (Prolongement). Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné, dont la
frontière est Lipschitzienne et k ≥ 1 un entier. Alors il existe une application
linéaire continue

f ∈ Hk(Ω) 7→ f̃ ∈ Hk(Rd)

telle que f̃1Ω = f et

‖f̃‖Hk(Rd) ≤ C‖f‖Hk(Ω) (A.17)

Ce résultat est très important pour pouvoir étendre facilement à un
domaine borné des propriétés prouvées dans Rd. Nous en verrons un exemple
à la section suivante. Une fois de plus, on peut demander que l’extension soit
à support aussi proche que l’on veut de la frontière de Ω, mais la constante
C diverge lorsque la distance tend vers 0.
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A.5 Injections de Sobolev et compacité de Rellich

Nous arrivons maintenant aux injections de Sobolev, qui précisent que
les fonctions de Hk(Ω) sont en fait dans Lp(Ω) avec p > 2, l’injection étant
compacte lorsque Ω est borné. Mais commençons plutôt par le cas de tout
l’espace.

Théorème A.10 (Inégalité de Sobolev). Soit d ≥ 1 et 0 < s < d/2. Il existe
une constante Sd,s telle que, pour toute fonction mesurable f ∈ L1

loc(Rd)∩S ′
de sorte que l’ensemble {x : |f(x)| > M} soit de mesure finie pour tout
M > 0, on ait

‖f‖2Lp∗ (Rd) ≤ Sd,s
∫
Rd
|ξ|2s|f̂(ξ)|2 dξ (A.18)

avec

p∗ =
2d

d− 2s
.

La valeur de p∗ est imposée par l’invariance des deux termes de l’inégalité
sous l’action des dilatations d’espace.

Remarque A.11. Nous avons supposé que f est une distribution tempérée
pour pouvoir écrire sa transformée de Fourier. En utilisant la formule (A.12)
on peut énoncer un théorème en supposant seulement f ∈ L1

loc(Rd). En
pratique nous avons toujours f ∈ L2(Rd), ce qui implique immédiatement
que f ∈ S ′ et que les ensembles {|f | > M} sont de mesure finie pour tout
M > 0. Cependant, comme l’inégalité ne fait pas intervenir la norme L2

de f , il n’est pas très naturel d’énoncer un théorème avec cette hypothèse.
Évidemment, l’inégalité (A.18) est vide si l’intégrale à droite diverge, c’est-
à-dire si |ξ|sf̂(ξ) n’est pas dans L2(Rd).

Exercice A.12. Vérifier que la puissance p∗ est la seule pour laquelle les
deux termes de (A.18) ont le même comportement en λ, lorsque f est rem-
placée par f(λx) pour λ > 0.

Si f ∈ Hs(Rd) alors f ∈ L2(Rd) et on peut utiliser l’inégalité de Hölder,
pour en déduire immédiatement que

f ∈ L2(Rd) ∩ Lp∗(Rd),

avec l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg :

‖f‖Lp(Rd) ≤ ‖f‖θL2(Rd) ‖f‖1−θLp∗ (Rd)
≤ C ‖f‖θL2(Rd)

(∫
Rd
|ξ|2s|f̂(ξ)|2 dξ

) 1−θ
2

≤ C
(∫

Rd
(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2 dξ

)1/2

= C ‖f‖Hs(Rd) ,
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où
1

p
=
θ

2
+

1− θ
p∗

.

Nous fournissons une preuve assez simple de l’inégalité de Sobolev (A.18)
issue de [CX97].

Démonstration. Soit f ∈ C∞c (Rd) et K := ‖|ξ|sf̂‖L2(Rd). On écrit d’abord∫
Rd
|f(x)| 2d

d−2s dx =
d− 2

d+ 2

∫
Rd

∫ ∞
0

λ
2d
d−2s

−1
1(|f(x)| ≥ λ) dλ dx

=
d− 2s

d+ 2s

∫ ∞
0

λ
2d
d−2s

−1|{x : |f(x)| ≥ λ}| dλ. (A.19)

Il faut maintenant estimer |{x : |f(x)| ≥ λ}| pour tout λ. On écrit f = v+w
avec v̂(ξ) = f̂(ξ)χ(|ξ|/a), où a est un paramètre dépendant de λ qui sera
fixé ultérieurement et 0 ≤ χ ≤ 1 une fonction à support compact telle que
χ|[0,1] ≡ 1 et χ|[2,∞) ≡ 0. On utilise alors que

|{|f(x)| ≥ λ}| ≤ |{|v(x)| ≥ λ/2}|+ |{|w(x)| ≥ λ/2}|
et on choisit a de sorte que ‖v‖L∞ ≤ λ/2, ce qui donne |{|v(x)| ≥ λ/2}| = 0.
En fait, on a

‖v‖L∞ ≤ (2π)−d
∫
|ξ|≤a

|f̂(ξ)| dξ

≤ (2π)−d
(∫
|ξ|≤a

dξ

|ξ|2s

)1/2(∫
|ξ|≤a

|ξ|2s|f̂(ξ)|2dξ
)1/2

≤ C K a
d−2s

2 , (A.20)

qui suggère de prendre

a
d−2s

2 = λ/(2CK)⇐⇒ a = C ′(λ/K)
2

d−2s .

Il reste à estimer le terme impliquant w, pour lequel nous écrivons

|{|w(x)| ≥ λ/2}| ≤ 1

λ2

∫
Rd
|w|2 ≤ 1

λ2

∫
|ξ|≥a

|f̂(ξ)|2 dξ.

En insérant dans (A.19), on obtient∫
Rd
|f(x)| 2d

d−2s dx ≤ C
∫ ∞

0
λ

2d
d−2s

−1 1

λ2

∫
|ξ|≥a

|f̂(ξ)|2 dξ dλ

≤ C
∫ ∞

0
λ

6s−d
d−2s

∫
|ξ|≥C′(λ/K)

2
d−2s

|f̂(ξ)|2 dξ dλ

= CK
4s
d−2s

∫
|ξ|2s|f̂(ξ)|2 dξ = CK

2d
d−2s .

Nous avons prouvé l’inégalité pour f ∈ C∞c (Rd). Le cas général suit par
densité mais nous n’en dirons pas plus.
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En dimension 1 on peut utiliser la formule

|f(x)|2 = 2<
∫ x

−∞
f(t) f ′(t) dt

qui démontre que H1(R) ↪→ L∞(R) (en fait on a même injection dans l’es-
pace C0

0 (R) des fonctions continues qui tendent vers 0 à l’infini) et donc
H1(R) ↪→ Lp(R) pour tout 2 ≤ p ≤ ∞ par l’inégalité de Hölder. En dimen-
sion deux, on n’a pas d’injection continue dans L∞(R2), mais par contre
l’injection continue dans Lp(R2) est vraie pour tout 2 ≤ p <∞. Le théorème
général est le suivant.

Théorème A.13 (Injections de Sobolev dans Rd).
• Si 0 < s < d/2, on a l’injection continue

Hs(Rd) ↪→ Lp(Rd), ∀2 ≤ p ≤ 2d

d− 2s
. (A.21)

• Si s = d/2, on a

Hs(Rd) ↪→ Lp(Rd), ∀2 ≤ p <∞. (A.22)

• Si s > d/2, on a

Hs(Rd) ↪→ C`,θb (Rd) (A.23)

où ` est l’unique entier tel que 0 ≤ ` < s− d/2 < `+ 1 et θ = s− `− d/2.

Nous voudrions insister sur le fait que les injections “sous-critiques”
(c’est-à-dire par exemple pour p < 2d/(d− 2s) lorsque s < d/2) ne sont pas
très difficiles. Il est bien plus difficile de montrer celle pour p = 2d/(d− 2s),
ce que nous avons vu au théorème A.10.

Expliquons rapidement comment on peut démontrer les inégalités dans le
cas sous-critique. D’après la caractérisation avec la transformée de Fourier,
une fonction f appartient à Hs(Rd) si et seulement si elle peut s’écrire en
Fourier

f̂(ξ) =
ĝ(ξ)

(1 + |ξ|2)s/2

avec g ∈ L2(Rd). De plus la norme L2 de g est équivalente à la norme Hs

de f . En variables d’espace, la formule peut s’écrire

f(x) =

∫
Rd
hs(x− y)g(y) dy

où hs est la fonction telle que

ĥs(ξ) =
(2π)d/2

(1 + |ξ|2)s/2
.
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Ainsi, nous sommes ramenés à prouver que si g ∈ L2(Rd), alors hs ∗ g
appartient à Lp(Rd) pour 2 ≤ p ≤ 2d/(d − 2s) si s < d/2, et appartient à
des espaces de fonctions plus lisses sinon. Dans le cas sous-critique, ceci suit
simplement des propriétés élémentaires de la convolution, alors que dans le
cas de p = 2d/(d− 2s), c’est l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev (5.17)
qui est équivalente à l’inégalité de Sobolev [LL01].

Lemme A.14. La fonction hs = (2π)d/2F−1
{

(1+|ξ|2)−s/2
}

est dans C∞(Rd\
{0}) et vérifie

hs(x) ∼
|x|→0

Cd,s



1

|x|d−s pour s < d,

− log |x| pour s = d,

1 pour s > d.

De plus elle décroit exponentiellement à l’infini :

hs(x) ≤ e−α|x| pour |x| ≥ 1.

Démonstration. Si s > d alors ξ 7→ (1 + |ξ|2)−s/2 appartient à L1(Rd), ce
qui implique immédiatement que hs est continue et bornée. En utilisant la
formule intégrale

1

as
= Γ(s/2)−1

∫ ∞
0

e−tats−1 dt,

et la transformée de Fourier des gaussiennes, nous pouvons exprimer hs sous
la forme suivante

hs(x) =
2−d/2

Γ(s/2)

1

|x|d−s
∫ ∞

0
e−t|x|

2− 1
4t

dt

t1+ d−s
2

. (A.24)

Cette formule montre que hs ∈ C∞(Rd\{0}) et que hs(x) ∼ C|x|s−d lorsque
x → 0, pour s < d. Pour s = d on peut couper l’intégrale en deux, par
exemple en écrivant [0,∞[= [0, 1]∪]1,∞[ et on trouve le comportement en
− log |x| pour l’intégrale sur [1,∞[ en intégrant par parties.

Pour s < d, en utilisant que e−
1
4t ≤ 1 on obtient hs(x) ≤ C(d, s)|x|s−d

et donc hs est bornée à l’infini. De façon similaire on peut prouver que
hs(x) ≤ | log x|+C si s = d. Pour trouver une meilleure estimée à l’infini on
peut poser t = u/|x| et on trouve

hs(x) =
2−d/2c(s)

|x| d−s2

∫ ∞
0

e−(u+ 1
4u)|x| du

u1+ d−s
2

.

Comme u+ 1/(4u) ≥ 2
√
u/4u =

√
2, on obtient par exemple

hs(x) ≤ 2
s−d

2 e−|x|/
√

2hs(x/2)

qui montre la décroissance exponentielle.
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On déduit du lemme que

hs ∈


Lp(Rd), 1 ≤ p < d

d−s , pour s < d,

Lp(Rd), 1 ≤ p <∞, pour s = d,

L1(Rd) ∩ L∞(Rd), pour s > d.

(A.25)

Il reste alors à utiliser l’inégalité de Young

‖f ∗ g‖Lr(Rd) ≤ ‖f‖Lp(Rd) ‖g‖Lq(Rd) ,
1

p
+

1

q
= 1 +

1

r
, (A.26)

pour conclure la preuve du théorème A.13 dans les cas sous-critiques. Pour
obtenir le caractère C`b(Rd) lorsque s = ` + σ > d il faut commencer par
prendre ` dérivées, ce qui revient à multiplier (1+|ξ|2)−s/2 par |ξ|` en Fourier
et appliquer ce qui précède à hs−`.

Si Ω est un ouvert borné, on peut utiliser le théorème A.9 qui permet
d’étendre toute fonction de Hs(Ω) dans Rd et on en déduit immédiatement
un résultat similaire au théorème A.13.

Théorème A.15 (Injections de Sobolev dans Ω). Soit Ω ⊂ Rd un ouvert
borné dont la frontière est Lipschitzienne et k un entier.
• Si 2k < d, on a l’injection continue

Hk(Ω) ↪→ L
2d

d−2k (Ω).

• Si 2k = d, on a

Hk(Ω) ↪→ Lp(Ω), ∀2 ≤ p <∞.

• Si 2k > d, on a
Hk(Ω) ↪→ C`,θb (Ω)

où ` est l’unique entier tel que 0 ≤ ` < k − d/2 < `+ 1 et θ = k − `− d/2.

Dans le cas d’un ouvert borné, l’injection est en fait compacte, ce qui est
une information importante pour passer à la limite forte localement lorsqu’on
a une suite qui converge faiblement dans un espace de Sobolev.

Théorème A.16 (Rellich-Kondrachov). Pour tout ouvert borné Ω, l’injec-
tion

Hs(Rd) ↪→ L2(Ω)

est compacte pour tout s > 0.

Par l’inégalité de Hölder, on déduit immédiatement que les injections

Hs(Rd) ↪→ Lp(Ω)
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sont compactes pour 2 ≤ p < 2d/(d − 2s) lorsque 0 < s < d/2 et pour
2 ≤ p < ∞ dans les autres cas. De la même façon, on a des injections
compactes

Hk(Ω) ↪→ Lp(Ω)

lorsque Ω est borné et k est entier.

Nous donnons maintenant la preuve du théorème A.16.

Démonstration. Soit Ω un ouvert borné et (fn) une suite de fonctions de
Hs(Rd), qui converge faiblement vers f ∈ Hs(Rd), fn ⇀ f . On doit montrer
que 1Ωfn → 1Ωf fortement dans L2(Ω). D’après la discussion suivant le
théorème A.13, on peut écrire fn = hs ∗ gn où (gn) est une suite bornée
dans L2(Rd). On a en fait gn ⇀ g faiblement dans L2(Rd) où ĝ(ξ) = (1 +
|ξ|2)s/2f̂(ξ). Nous devons donc finalement montrer que si gn ⇀ g faiblement
dans L2(Rd), alors 1Ω(hs ∗ gn) → 1Ω(hs ∗ g) fortement dans L2(Ω). Une
autre façon d’énoncer ce résultat est de dire que l’opérateur g 7→ 1Ωhs ∗g est
compact sur L2(Rd). Le résultat est bien plus général et suit immédiatement
du lemme suivant puisque hs ∈ L1(Rd) d’après le lemme A.14.

Lemme A.17. Soient F ∈ L∞(Rd) avec F → 0 à l’infini, et G ∈ L1(Rd).
Alors l’opérateur KF,G : g 7→ (G ∗ g)F est compact sur L2(Rd).

Preuve du lemme. Par l’inégalité de Young on a ‖G ∗ g‖L2 ≤ ‖G‖L1 ‖g‖L2 .
Ainsi ‖KF,Gg‖L2 ≤ ‖F‖L∞ ‖G‖L1 ‖g‖L2 , ce qui signifie que KF,G est contrôlé
en norme d’opérateur par ‖KF,G‖ ≤ ‖F‖L∞ ‖G‖L1 . Si on a des suites Fn →
F dans L∞ et Gn → G dans L1, on déduit par le même type d’inégalité
que ‖KFn,Gn −KF,G‖ → 0 en norme d’opérateur. Or on sait qu’une limite
en norme d’une suite d’opérateurs compacts est toujours compacte. Nous
en déduisons donc qu’il suffit de prouver le lemme pour F,G ∈ C∞c (Rd)
(on rappelle que toute fonction de L∞ qui tend vers 0 à l’infini peut être
approchée par des suites dans C∞c mais que ceci est bien sûr faux dans tout
L∞). Or ∫

Rd
G(x− y)gn(y) dy →

∫
Rd
G(x− y)gn(y) dy

pour presque tout x par la définition de la convergence faible gn ⇀ g, sous
la seule condition que G ∈ L2. Par ailleurs ‖G ∗ gn‖L∞ ≤ ‖G‖L2 ‖gn‖L2 par
l’inégalité de Cauchy-Schwarz et ainsi |(G ∗ gn)F | ≤ C|F |. Par le théorème
de convergence dominée, on en déduit que (G ∗ gn)F → (G ∗ g)F fortement
dans L2.

Ceci termine la preuve du théorème de Rellich-Kondrachov.

Pour un résultat plus général du même type que le lemme A.17, voir le
théorème 5.17.
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A.6 Régularité elliptique sur un domaine borné*

Nous avons déjà mentionné le théorème de régularité elliptique sur Ω =
]0, 1[ et sur Ω = Rd, qui stipule que f ∈ L2(Ω) et ∆f ∈ L2(Ω) impliquent
f ∈ H2(Ω). Ce résultat joue un rôle important lorsqu’on cherche à identifier
le domaine de l’adjoint du Laplacien ou de ses perturbations, comme nous
l’avons rencontré plusieurs fois dans le cours. Nous voulons discuter ici ra-
pidement du théorème de régularité elliptique sur un domaine borné Ω, qui
se trouve être beaucoup plus difficile. En fait, il est faux que f,∆f ∈ L2(Ω)
implique toujours f ∈ H2(Ω) sur un domaine Ω non égal à tout Rd en
dimension d ≥ 2.

Par exemple, on rappelle que la fonction f(x) = |x−x0|−1 vérifie −∆f =
4πδx0 en dimension d = 3. Si Ω 6= R3 on peut alors placer x0 sur la frontière
∂Ω, de sorte que l’on trouve ∆f = 0 au sens des distributions dans Ω (cette
notion utilise les fonctions C∞c (Ω) qui s’annulent au bord et ne voient pas
la mesure singulière δx0). Ainsi, ∆f ∈ L2(Ω). Par ailleurs, on a∫

Ω
|f(x)|2 dx =

∫
Ω

dx

|x− x0|2
<∞

si Ω est borné, car la fonction 1/|x| est de carré intégrable au voisinage de
l’origine en dimension d = 3. Mais

∇f(x) = − x− x0

|x− x0|3

n’est pas de carré intégrable au voisinage de x0. Il suffit alors que Ω contienne
un ensemble A ⊂ Ω assez gros, tel que x0 ∈ A, avec la propriété que∫

A
|∇f(x)|2 dx =

∫
A

dx

|x− x0|4
= +∞

et on en déduit que l’on n’a même pas f ∈ H1(Ω). L’intégrale diverge si A
est par exemple un cône de pointe x0 et d’angle positif et il suffit donc de
pouvoir placer un tel cône en au moins un point de la frontière (ce qui est
faisable pour tous les ouverts réguliers) pour en déduire que le théorème de
régularité elliptique ne peut pas être vrai. Cet exemple (généralisable par le
même argument en toute dimension d ≥ 2) montre qu’il est impératif d’avoir
des informations sur la valeur de f au bord, afin de pouvoir en déduire que
f ∈ H2(Ω). Ceci complique grandement l’étude, puisque qu’il faut donc
commencer par donner un sens à la restriction de f au bord, avec les seules
informations que f,∆f ∈ L2(Ω).

Il se trouve que tout f ∈ L2(Ω) tel que ∆f ∈ L2(Ω) a des restrictions
au bord bien définies, mais qui sont des distributions. Par exemple, si Ω
est suffisamment lisse, alors f|∂Ω appartient à l’espace H−1/2(∂Ω) qui est

par définition le dual de H1/2(∂Ω) (l’image de l’application de restriction
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au bord). De même, ∂nf|∂Ω appartient à l’espace H−3/2(∂Ω). Ces assertions
peuvent être démontrées en se basant sur la formule de Green qui, du coup,
fait sens dans ces espaces∫

Ω
g (−∆f)−

∫
Ω
f(−∆g)

= H−1/2(∂Ω)〈f, ∂ng〉H1/2(∂Ω) − H−3/2(∂Ω)〈∂nf, g〉H3/2(∂Ω),

∀g ∈ H2(Ω), ∀f ∈ L2(Ω) tel que ∆f ∈ L2(Ω), (A.27)

voir [LM68]. Mentionnons que la situation est encore plus complexe lorsque
la frontière de Ω est composée d’une union de surfaces lisses, qui s’inter-
sectent transversalement (par exemple Ω un polygone en dimension d = 2 !).
Les propriétés sont les mêmes sur chacune des surfaces en question, mais il
y a en plus des conditions de compatibilité sur les arêtes [LM68, Gri85]. Les
distributions sont par contre complètement déterminées par leur restriction
à chaque face, elles ne peuvent pas vivre uniquement sur les arêtes.

Le théorème suivant fournit la régularité elliptique voulue pour la condi-
tion au bord de Robin, qui demande que la dérivée normale ∂nf|∂Ω au bord
soit proportionnelle à la restriction au bord f|∂Ω.

Théorème A.18 (Régularité elliptique). Soit Ω un ouvert borné tel que

• soit ∂Ω forme une variété de co-dimension 1 de classe C2 ;

• soit ∂Ω est l’union d’un nombre fini de telles hypersurfaces, et Ω est
strictement convexe au voisinage des divers singularités du bord.

Soit également 0 ≤ θ < 1. Alors, il existe une constante C(Ω, θ) (ne dépendant
que de Ω et de θ) telle que pour toute fonction f ∈ H2(Ω) satisfaisant

cos(πθ) f|∂Ω + sin(πθ) ∂nf|∂Ω = 0, (A.28)

on a l’estimée

‖f‖H2(Ω) ≤ C(Ω, θ)
(
‖f‖L2(Ω) + ‖∆f‖L2(Ω)

)
. (A.29)

Par ailleurs, si f ∈ L2(Ω) est telle que ∆f ∈ L2(Ω) et satisfait la condi-
tion de Robin (A.28) au sens des distributions sur ∂Ω, alors f ∈ H2(Ω) et
satisfait l’inégalité (A.29).

Ce théorème précise que l’information que f,∆f ∈ L2(Ω), alliée à la
condition au bord au sens des distributions, suffit à assurer que f ∈ H2(Ω),
c’est-à-dire à contrôler toutes les autres dérivées ∂xif et ∂xi∂xjf avec i 6=
j. En dimension 1, les conditions au bord ne sont pas utiles (lemme A.3
vu précédemment) et elles ne deviennent indispensables qu’en dimension
supérieure. La condition de Robin contient celle de Dirichlet (θ = 0) et de
Neumann (θ = 1/2) qui sont les deux plus fréquemment rencontrées dans
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la pratique. Il y a de nombreuses autres conditions au bord que celle de
Robin pour lesquelles le théorème est vrai, mais nous n’en parlons pas ici et
renvoyons le lecteur intéressé à [LM68].

La preuve du théorème A.18 est longue et technique. Elle est généralement
divisée en deux étapes, la première consistant à obtenir des estimées sur les
dérivées à l’intérieur de Ω (la condition au bord ne joue alors aucun rôle),
et la seconde, plus difficile, dédiée à la régularité à la frontière. Dans la plu-
part des ouvrages sur le sujet, la seconde partie du théorème est par ailleurs
énoncée pour la condition de Dirichlet, avec l’hypothèse supplémentaire que
f ∈ H1

0 (Ω) (voir par exemple [Bre94, Thm. IX.25]). La preuve complète du
théorème A.18 peut être trouvée dans [LM68].

Nous avons supposé que Ω est borné pour simplifier, mais le résultat
reste vrai lorsque Ω n’est pas borné, à condition que la frontière vérifie des
estimées uniformes à l’infini. Par ailleurs, insistons sur la nouvelle hypothèse
que Ω est strictement convexe au voisinage des singularités du bord. Cette
condition est nécessaire pour que le Laplacien soit auto-adjoint sur un sous-
espace deH2(Ω). Si Ω n’est pas strictement convexe au voisinage des coins de
Ω, il est encore possible de définir le Laplacien de Robin −∆R,θ en utilisant
la méthode de Friedrichs de la section 3.2 mais son domaine n’est pas inclus
dans H2(Ω). Voir la discussion de la section 3.3.4.

Exercices complémentaires

Exercice A.19 (Espaces de Sobolev et séries de Fourier sur l’intervalle ]0, 1[). Pour
f ∈ L2(]0, 1[) on appelle cn(f) =

∫ 1

0
f(t)e−2iπnt dt son nième coefficient de Fourier. On

rappelle que (e2iπnt)n∈Z forme une base orthonormée de L2(]0, 1[).

1. Calculer cn(f) pour f(x) = x. Si f ∈ H1(]0, 1[), la somme
∑
n∈Z n

2|cn(f)|2 est-elle
toujours finie ?

2. On appelle

H1
per(]0, 1[) =

{
f ∈ H1(]0, 1[) :

∑
n∈Z

n2|cn(f)|2 <∞
}
.

Donner une caractérisation de cet espace en fonction des valeurs au bord f(0) et f(1).

On rappelle que (cos(πnt))n≥0 et (sin(πnt))n≥1 forment deux bases orthonormées de
L2(]0, 1[). Penser en effet à l’application

f ∈ L2(]0, 1[) 7→ f(x)1]0,1[(x)± f(−x)1]−1,0[(x) ∈ L2(]− 1, 1[)

définie par parité ou imparité. On appelle

d+
n (f) =

∫ 1

0

cos(πnt)f(t) dt, d−n (f) =

∫ 1

0

sin(πnt)f(t) dt

les coefficients de Fourier correspondants.

3. Montrer que

H1(]0, 1[) =

f ∈ L2(]0, 1[) :
∑
n≥0

n2|d+
n (f)|2 <∞

 .

4. Calculer d±n (f) pour f(x) = x et en déduire que ce résultat ne se généralise pas à d−n (f)
ou à Hk(]0, 1[) pour k ≥ 2.



Annexe B

Problèmes

B.1 Le potentiel delta

L’ojectif de ce problème est de définir et d’étudier l’opérateur

Hα := −∆ + αδ0. (B.1)

où δ0 est la delta de Dirac. Cet opérateur doit cöıncider avec le Laplacien

Hmin := −∆, sur D(Hmin) = C∞c (Rd \ {0}).

Il faut donc déterminer quelle extension auto-adjointe de Hmin réprésente Hα, si elle existe.
Pour α = 0, nous obtiendrons juste

H0 = −∆, sur D(H0) = H2(Rd),

le Laplacien usuel, qui est auto-adjoint et dont le spectre vaut [0; +∞[. Nous montrerons
que Hα est bien défini en dimension d = 1 pour tout α ∈ R et, avec plus de travail, en
dimensions d ∈ {2, 3} pour α < 0. Par contre, Hα n’existe pas en dimension d ≥ 4, sauf
évidemment pour α = 0.

Rappelons que les fonctions de l’espace de Sobolev H2(Rd) sont toutes continues
et tendent vers 0 à l’infini, lorsque d ∈ {1, 2, 3}. L’application linéaire u ∈ H2(Rd) 7→
u(0) ∈ C est alors continue. En dimension d = 1, les fonctions de H2(R) sont même C1

et u ∈ H2(R) 7→ u′(0) ∈ C est aussi continue. Rappelons également que les fonctions de
l’espace de Sobolev H1(R) sont toutes continues et tendent vers 0 à l’infini, ceci n’étant
vrai que en dimension d = 1. L’espace C∞c (Rd) est dense dans H1(Rd) et dans H2(Rd)
pour tout d ≥ 1, pour les normes associées.

Partie 1. Hα n’existe pas en dimension d ≥ 4

Soit η ∈ C∞(Rd) une fonction quelconque telle que η ≡ 1 en dehors de la boule de
rayon 2 et qui s’annule sur la boule de rayon 1. On pose ηε(x) = η(x/ε).

1. Soit ϕ ∈ C∞c (Rd). Calculer le Laplacien de ηεϕ et en déduire que

ηεϕ −→
ε→0+

ϕ fortement dans H2(Rd)

en dimensions d ≥ 5.
2. Soit ϕ ∈ C∞c (R4), en dimension d = 4. Calculer le Laplacien de |x|τϕ(x) et en déduire

que
|x|τϕ −→

τ→0+
ϕ fortement dans H2(R4).

3. Montrer que pour τ > 0 fixé,

ηε|x|τϕ −→
ε→0+

|x|τϕ fortement dans H2(R4).

263
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4. En déduire que C∞c (Rd \ {0}) est dense dans H2(Rd) en dimensions d ≥ 4.
5. Montrer que la fermeture de Hmin est le Laplacien H0 et conclure que Hmin ne possède

aucune autre extension auto-adjointe que H0.

Partie 2. Hα en dimension d = 1

Dans toute cette partie on se place en dimension d = 1.

6. Montrer que la fermeture de Hmin est l’opérateur

H0,0u = −u′′, D(H0,0) = {u ∈ H2(R) : u(0) = u′(0) = 0}.

On pourra utiliser, sans le redémontrer, que C∞c (R \ {0}) est dense dans l’espace de
droite, pour la norme de H2(R).

7. Montrer que l’adjoint de H0,0 est l’opérateur

Hmaxu = −u′′|]−∞;0[ − u′′|]0;+∞[

défini sur le domaine

D(Hmax) = L2(R) ∩H2(]−∞; 0[) ∩H2(]0; +∞[)

qui contient les fonctions de L2(R) telles que ses dérivées secondes u′′|]−∞;0[ et u′′|]0;+∞[

calculées au sens des distributions sur ]−∞; 0[ et ]0; +∞[, appartiennent respectivement
à L2(]−∞; 0[) et à L2(]0; +∞[)).

Les fonctions de D(Hmax) sont dans C1(R \ {0}) et admettent une limite ainsi que
leur dérivée à gauche et à droite de 0. Nous notons ces limites u(0−), u(0+), u′(0−) et
u′(0+). Par la formule des sauts, la dérivée au sens des distributions de u ∈ D(Hmax) sur
tout R est alors donnée par

u′′ = u′′|]−∞;0[ + u′′|]0;+∞[ +
(
u(0+)− u(0−)

)
δ′0 +

(
u′(0+)− u′(0−)

)
δ0.

Ceci suggère de définir l’opérateur Hα sur le domaine

D(Hα) =
{
u ∈ L2(R) ∩H2(]−∞; 0[) ∩H2(]0; +∞[) : u(0+) = u(0−),

u′(0+)− u′(0−) = αu(0)
}

(B.2)

par

Hαu = −u′′ + αu(0)δ0 = −u′′|]−∞;0[ − u′′|]0;+∞[.

En d’autres termes, les fonctions du domaine sont continues sur tout R et leur dérivée
possède un saut qui est proportionnel à u(0). Ce saut permet d’annuler le terme αu(0)δ0
de sorte que Hαu (interprété au sens des distributions sur R) soit égal à l’opposé de la
dérivée seconde de u sur R \ {0}.

8. Montrer que l’opérateur Hα ainsi défini est auto-adjoint.
9. Montrer que la forme quadratique de Hα est donnée par

〈u,Hαu〉 =

∫
R
|u′(x)|2 dx+ α|u(0)|2. (B.3)

Que vaut le domaine de forme Q(Hα) ? Comment pourrait-on définir Hα à partir de
la forme quadratique (B.3) ?

10. Montrer que le spectre de Hα est inclus dans [0; +∞[ lorsque α ≥ 0.
11. En construisant une suite de Weyl un ⇀ 0, montrer que le spectre essentiel de Hα vaut

σess(Hα) = [0; +∞[

pour tout α ∈ R, et donc que σ(Hα) = [0; +∞[ lorsque α ≥ 0.
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12. Montrer que si α < 0, le spectre de Hα vaut

σ(Hα) = {λ(α)} ∪ [0,+∞[

où

λ(α) = −α
2

4

est une valeur propre simple, de vecteur propre correspondant fα(x) = e−
α
2
|x|.

13. Montrer que

D(Hα) = H2(R) ∩H1
0 (R) + fαC =

{
u ∈ H2(R) : u(0) = 0

}
+ fαC

et que pour u0 ∈ H2(R) ∩H1
0 (R) et β ∈ C,

Hα(u0 + βfα) = −∆u0 − α2

4
βfα. (B.4)

Partie 3. Hα en dimensions d = 2, 3

Dans toute cette partie on travaille en dimension d ∈ {2, 3}. La construction de Hα
est plus difficile. En particulier on ne peut pas se baser sur la forme quadratique (B.3) car
u(0) n’est pas bien définie dans H1(Rd). Comme en dimension d = 1, l’opérateur Hα aura
exactement une valeur propre négative, proportionnelle à −α2. Notons que les fonctions
de L2(Rd) satisfaisant l’équation au sens des distributions

(−∆ + cα2)f = b(2π)d/2δ0

sont données en Fourier par f̂(k) = b(|k|2 + cα2)−1. Elles se comportent comme

f(x) ∼
x→0

b(2π)d/2

|Sd−1| ×
{
− log |x| si d = 2,

|x|−1 si d = 3.

Elle divergent donc toutes en 0 dès que b 6= 0, de sorte qu’il est impossible de supposer
que b est proportionnel à f(0). Nous allons cependant baser notre opérateur Hα sur ces
fonctions, par similarité avec la formule (B.4) en dimension d = 1.

Dans la suite nous allons paramétrer Hα par sa plus petite valeur propre −λ < 0
plutôt que par α et comme il n’y a pas de confusion nous écrirons Hλ. Pour λ > 0, soit
Yλ la fonction dont la transformée de Fourier vaut

Ŷλ(k) =
1

|k|2 + λ

et qui résout donc l’équation au sens des distributions

−∆Yλ + λYλ = (2π)d/2δ0

14. Montrer que Yλ ∈ L2(Rd) mais que Yλ /∈ H1(Rd), en dimension d ∈ {2, 3}.
15. Montrer que la fermeture de l’opérateur Hmin défini sur D(Hmin) = C∞c (Rd \ {0}) est

l’opérateur H0,0u = −∆u défini sur

D(H0,0) = {u ∈ H2(Rd) : u(0) = 0} = H2
0 (Rd \ {0}).

On pourra utiliser, sans le redémontrer, que C∞c (Rd \ {0}) est dense dans cet espace,
pour la norme de H2(Rd), en dimension d ∈ {2, 3}.

16. Soit
D(Hλ) =

{
u ∈ L2(Rd) : ∃β ∈ C, u− βYλ ∈ D(H0,0)

}
(B.5)

Montrer que si u ∈ D(Hλ), alors β est uniquement déterminé.
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17. Soit u0 ∈ D(H0,0), c’est-à-dire u0 ∈ H2(Rd) avec u0(0) = 0. Montrer que

−
∫
Rd
Yλ∆u0 = −λ

∫
Rd
Yλu0.

18. Pour u = u0 + βYλ ∈ D(Hλ) avec u0 ∈ D(H0,0) et β ∈ C, on pose maintenant

Hλ(u0 + βYλ) := −∆u0 − λβYλ. (B.6)

Montrer que Hλ est un opérateur symétrique sur D(Hλ), et que −λ est une valeur
propre de Hλ, de vecteur propre Yλ.

19. Soit w ∈ L2(Rd) et C > 0 une constante quelconque telle que C 6= λ. En passant en
Fourier, montrer qu’il existe β ∈ C et u0 ∈ D(H0,0) tels que

(Hλ + C)(u0 + βYλ) = w.

En déduire que Hλ est auto-adjoint sur D(Hλ).
20. Montrer que

σ(Hλ) = {−λ} ∪ [0; +∞[.

21. On introduit la forme quadratique sur H2(Rd) définie par

qα,ε(u) := ε

∫
Rd
|∆u(x)|2 dx+

∫
Rd
|∇u(x)|2 dx+ α|u(0)|2.

(a) Montrer que qα,ε est bien définie et coercive sur H2(Rd) en dimension d ∈ {2, 3}.
(b) Montrer que l’unique opérateur auto-adjoint associé Hα,ε admet des valeurs

propres négatives seulement pour α < 0. Montrer alors que

σ(Hα,ε) = {−λ(α, ε)} ∪ [0; +∞[

où λ(α, ε) > 0 est l’unique solution de l’équation

α

∫
Rd

dk

ε|k|4 + |k|2 + λ(α, ε)
= −(2π)d,

avec l’unique fonction propre associée

Ŷα,ε(k) =
1

ε|k|4 + |k|2 + λ(α, ε)
.

(c) Que se passe-t-il à la limite ε→ 0 ?

B.2 L’atome d’hydrogène pseudo-relativiste

Nous étudions ici un modèle simplifié pour l’atome d’hydrogène relativiste.

1. En mécanique classique relativiste, l’énergie d’une particule d’impulsion p ∈ R3 et de
masse m est donnée par la formule Ekin

m,c(p) =
√
c2|p|2 +m2c4 −mc2 où c > 0 est la

vitesse de la lumière.

(a) La vitesse étant définie par v = ∇pEkin
m,c(p), vérifier que |v| < c.

(b) Montrer que Ekin
m,c(p) = |p|2/2m+O(c−2) pour tout p ∈ R3.

2. Nous introduisons l’opérateur

Tm,c =
√
−c2~∆ +m2c4 −mc2.

(a) Quel est son domaine d’auto-adjonction ? son spectre ? son domaine de forme
Q(Tm,c) ?
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(b) Montrer que pour tout ψ ∈ H1(R3)

〈Tm,cψ,ψ〉 ≤ ~2

2m

∫
R3

|∇ψ(x)|2dx, lim
c→∞

〈Tm,cψ,ψ〉 =
~2

2m

∫
R3

|∇ψ(x)|2dx.
(B.7)

3. Nous considérons maintenant la forme quadratique

E(ψ) = 〈Tm,cψ,ψ〉 − e2

4πε0

∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx.

Nous utiliserons l’inégalité de Hardy-Kato qui précise que

∀ϕ ∈ H1/2(R3),

∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx ≤ π

2

∫
R3

|p| |ψ̂(p)|2 dp. (B.8)

La constante π/2 est la meilleure possible.

(a) Montrer que l’on peut travailler dans un système d’unités tel que m/~2 =
e2/4πε0 = 1, mais que nous devons alors garder la vitesse de la lumière c. Dans
ces unités nous avons c ' 137. Dans la suite nous utiliserons la notation T1,c := Tc
et, pour l’énergie,

Ec(ψ) = 〈Tcψ,ψ〉 −
∫
R3

|ψ(x)|2
|x| dx, Tc =

√
c4 − c2∆− c2.

(b) Montrer que Ec est bien définie et continue sur H1/2(R3).

(c) Montrer que

inf
ψ∈H1/2(R3),∫

R3 |ψ|
2=1

Ec(ψ)

{
≥ −c2 pour c ≥ π/2,
= −∞ pour c < π/2.

(d) En utilisant l’inégalité de Hardy montrer que l’opérateur Tc − 1/|x| est auto-
adjoint sur H1(R3) quand c > 4.

(e) Définir Tc − 1/|x| pour 2/π < c ≤ 4.

4. Nous montrons maintenant quelques propriétés du spectre de Tc− 1/|x|, en supposant
pour simplifier que c > 4 (qui est le cas physique).

(a) Pour c > 4, montrer que

|x|−1/2(Tc − 1/|x|+ µ)−1

est un opérateur borné.

(b) Montrer que (Tc + µ)−1|x|−1/2 est compact.

(c) En écrivant

(Tc − 1/|x|+ µ)−1 − (Tc + µ)−1 = (Tc + µ)−1|x|−1(Tc − 1/|x|+ µ)−1,

montrer que σess(Tc − 1/|x|) = σ(Tc) = [0,∞).

(d) Montrer que Tc − 1/|x| possède une infinité de valeurs propres négatives qui
s’accumulent en 0.

5. Nous étudions maintenant la limite non relativiste c→∞ de la première valeur propre
λc1 de l’opérateur Tc−1/|x| (un argument similaire permet de traiter les valeurs propres
suivantes). Nous appelons λ1 = −1/2 la première valeur propre de −∆/2− 1/|x|, dont
nous rappelons qu’elle est non dégénérée, de fonction propre associée ψ = π−1/2e−|x|.

(a) Montrer que λc1 ≤ λ1 pour tout c > 4.
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(b) Montrer que pour tout p ∈ R3 et tout κ < c,√
c4 + c2|p|2 − c2 ≥ κ|p| − C1(κ, c)

et (√
c4 + c2|p|2 − c2

)2

≥ κ2|p|2 − C2(κ, c)

pour des constantes Cj(κ, c) que l’on déterminera.

(c) En déduire que λc1 est bornée inférieurement quand c > 4.

(d) Soit {cn} une suite telle que 4 < cn →∞ et {ψn} ⊂ H1(R3) telle que ‖ψn‖ = 1
et

(Tcn − 1/|x|)ψn = λcn1 ψn. (B.9)

Montrer que {ψn} est bornée dans H1(R3). À une sous-suite près on peut donc
supposer que ψn ⇀ ψ′ faiblement dans H1(R3) et fortement dans L2

loc(R3) , et
que λcn1 → λ′1. Montrer alors que

lim
n→∞

∫
R3

|ψn(x)|2
|x| dx =

∫
R3

|ψ′(x)|2
|x| dx.

Prendre le produit scalaire avec ψn dans (B.9) et conclure que ψ′ 6= 0.

(e) Montrer que la limite faible ψ′ résout l’équation (−∆/2− 1/|x|)ψ′ = λ′1ψ
′ dans

H−1(R3). Conclure que λ′1 = λ1 et que ψ′ = αψ ∈ H2(R3).

(f) Montrer que

lim inf
n→∞

Ecn(ψn) ≥ 1

2

∫
R3

|∇ψ′|2 −
∫
R3

|ψ′(x)|2
|x| dx.

(g) En déduire que |α| = 1, et que ψn → αψ fortement dans H1(R3).
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Fourier, transformation, 13
Friedrichs, réalisation auto-adjointe, 89

gaz de Fermi, 243
graphe, 48

Hamilton, équations, 11, 24
Hamiltonien

opérateur, 20
pour N particules, 201
système, 24

Hardy, inégalité, 16, 44, 267
Hartree-Fock, 225
Hausdorff-Young

inǵalité, 162
Heisenberg, principe d’incertitude, 15
Helffer-Sjöstrand, formule, 147
Hilbert-Schmidt, opérateur, 158
HVZ, théorème, 210

impulsion sur Rd
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auto-adjonction, 65
fermeture, 52
générateur des translations, 136
spectre, 65

impulsion sur ]0; +∞[
fermeture, 53
spectre, 60

impulsion sur ]0; 1[
adjoint, 55
auto-adjonction, 67
fermeture, 52
spectre, 59
symétrie, 57

IMS, formule, 216
indices de défaut, 74
invariant, espace, 147
ionisation, conjecture, 229

Kato, inégalité, 19
ket, bra, 157
KLMN, théorème, 92

Laplacien sur Ω
forme quadratique, 101
spectre, 166

Laplacien sur Rd
auto-adjonction, 65
fermeture, 52
forme quadratique, 86
spectre, 65

Laplacien sur ]0; 1[
adjoint, 56
auto-adjonction, 61, 69
fermeture, 53
forme quadratique, 88
périodique, 74
résolvante compacte, 165
spectre, 60
symétrie, 57

Lax-Milgram, 87
Lieb-Thirring, inégalités, 196, 227

magnétique, champ, 81, 103
maximum, principe, 35
mesure spectrale, 39, 111
Meyers-Serrin, théorème, 246
min-max, formule, 175
moment cinétique, 138
multiplication, opérateur, 105

N particules, opérateur
auto-adjonction, 207
définition, 202
extension de Friedrichs, 209

sans interaction, 222
spectre essentiel, 210

Newton, équations, 11, 24

observables physiques, 39
ondes, équation, 133
opérateur, 47
oscillateur harmonique, 96, 168

perturbation
relativement bornée, 79
relativement compacte, 170

Pohožaev, identité, 21, 143
potentiel de Coulomb, 9, 197
potentiel delta, 263
projections spectrales, 124, 148, 150
puissance d’un opérateur, 116

quantification, 42
quantique, mécanique

formalisme mathématique, 38

régularité elliptique, 248, 260
résolvante

compacte, 164
définition, 49
norme, 111

Rayleigh-Ritz, formule, 175
relativement bornés, opérateurs, 79
Rellich-Kato, théorème, 78
Rellich-Kondrachov, théorème, 258
restriction au bord, 247, 251
Riesz-Friedrichs, théorème, 90
rotations, groupe, 138

Schrödinger, équation
dépendant du temps, 23, 40, 128
stationnaire, 17

Schrödinger, opérateur
auto-adjonction, 80
confiné, 96, 168
limite semi-classique, 193
périodique, 103
réalisation de Friedrichs, 93
radial, 147
spectre discret, 182
spectre essentiel, 174

semi-classique, limite, 193
Sobolev

espace, 245
fractionnaire, 249
inégalité, 15, 254
prolongement, 253
relèvement, 252
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trace, 251
somme de valeurs propres, 180
spectral, théorème, 109
spectre

définition, 49
discret, 149
essentiel, 149, 170
stabilité, 149

spin, 13
Stone

formule, 127, 148
théorème, 134

SU(2), action, 140
symétrique, opérateur

définition, 57
spectre, 57

Thomas-Fermi, 236
translations, groupe, 136

unitaires, groupe, 134

Viriel, identité, 21, 143

Weyl
asymptotique des valeurs propres, 190
caractérisation du spectre essentiel, 153
invariance du spectre essentiel, 171
suite, 64
suite singulière, 154
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Sup. (4), 30 (1997), pp. 719–751.

[Dav95] E. B. Davies, Spectral theory and differential operators, vol. 42 of Cambridge
Studies in Advanced Mathematics, Cambridge University Press, Cambridge,
1995.

[Dav07] , Linear operators and their spectra, vol. 106 of Cambridge Studies in
Advanced Mathematics, Cambridge University Press, Cambridge, 2007.

[Dim11] J. Dimock, Quantum mechanics and quantum field theory, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 2011. A mathematical primer.
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