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La méthode des volumes finis appliquée aux lois de
conservation d’ordre un

J. Vovelle

September 12, 2018

Abstract

Dans cette troisieme partie du cours, on étudie la méthode des volumes finis
appliquée aux lois de conservation scalaires d’ordre un.

1 Rappels : Solution faible - solution entropique

1.1 Solution faible

On considere le probleme de Cauchy pour une loi de conservation scalaire d’ordre un :

9u + divA(u) = 0 dans Q x (0,4+00), Vi=1,...,N, "
1

uli=o = up dans .

Ici © est un ouvert de R? ou bien le tore T?, u est Pinconnue. Le flux A: R — R? est
supposé localement Lipschitz. Alors A(u) est L si u lest et on définit les solutions
faibles de la maniere suivante.

Définition 1 (Solution faible) Soit ug € L>*(2). On dit que u € L>®( x (0,+00))
est solution faible de (1) si

/00/ (u(z,t)p(z,t) + A(u)(x,t) - Vo(x,t)) dedt + / uo(x)e(x,0)dz = 0,
0 Q Q

pour tout ¢ € C(Q x [0,400)).

1.2 Solution entropique

On a vu (¢f Exercice 8 du Cours no 1) qu'’il y a parfois non-unicité des solutions faibles.
Parmi toutes les solutions faibles, on va distinguer celles qui dissipent I’entropie.

Définition 2 (Entropie) Soitn: R — R et ®: R — R? des fonctions localement Lips-
chitziennes. On dit que (n, ®) est un couple entropie-flux d’entropie (associé a (1)) sin
est conveze et ®' (u) = n'(u)A’(u) pour presque tout u € R.



Une classe particuliere de couple entropie-flux d’entropie est constituée par les fonctions

n(u) = (u—a)*,  (u) =sgny(u—a)(Au) — Aa)), (2)

pour a variant dans R. On a noté ici sgn, (s) pour £1jg 4 [(£s), soit la fonction dérivée
de s + sT pour s # 0, qui vaut 0 en 0. Si 7 a la forme donnée dans (2), on appelle
n une demi-entropie de Kruzhkov. On peut approcher toute fonction convexe par une
combinaison de demi-entropies de Kruzhkov (admis), si bien qu’on se restreint a la classe
de couples entropie-flux d’entropie (2) dans la définition suivante.

Définition 3 (Solution faible entropique) Soit ug € L*(Q2). On dit qu’une fonc-
tion u € L>®(Q x (0,+00)) est solution faible entropique de (1) si

/ / u)pr + ®(u) - Vo) dedt + /Qn(uo)go(O)d:U >0, (3)

pour tout p € C(2 x [0, 4+00)) positif et pour tout couple entropie-flux d’entropie (n, ®)
de type (2).

Remarquer que (si on fait abstraction de la condition initiale), (3) est 'expression faible
de I'inégalité

() + div(®(w) < 0. @

Attention, le terme entropie est repris de la physique, en choisissant toutefois un signe
opposé : sous réserve de la valeur des conditions aux limites

tH/gn(u(w,t))da:

est décroissante et non croissante comme ’entropie physique.

Exercice 1 Reprendre lexercice 8 dans le Cours no 1. Montrer que la solution faible
proposée n’est pas entropique puis vérifier que la “bonne solution” proposée est solution
entropique.

Supposons que = T¢. Le probléme (1) est bien posé (dans L°(T%) muni de la topologie
de L'(T%)) pour les solutions entropiques : on a en effet le résultat suivant.

Théoréme 4 [Kruzhkov, 1969] Soit ug € L>(T?). I existe un unique u € L>®(Q x
(0,+00)) solution faible entropique de (1). De plus, u est continue en temps a valeurs
L' : w e ([0, 4+00); LN(T9)), et si uf,u’ € L®(Q x (0,4+00)) sont les solutions faibles
entropique de (1) associées respectivement auz données initiales ug, u%, alors

I (t) = () Fll ey < N(uF(s) =@ () Nl ey, (5)

pour tout 0 < s < t.



Remarque : Lorsqu’on dit que 'unique solution u € L*>(2 x (0, +00)) vérifie
u € C([0,+00); L' (T4)),

on signifie que, quitte a modifier v sur un ensemble de mesure nulle, on obtient un
représentant de u qui est continu en temps & valeurs dans L'(T¢). D’autre part, on peut
remplacer T¢ par R? dans les énoncés, prendre alors ug dans L' N L>®(RY). On peut
aussi envisager le cas © ouvert borné de R%, mais alors il faut ajouter des conditions au
bord pour bien poser le probleme, or la question des conditions au bord pose quelques
problemes spécifiques pour les équations d’ordre un, on n’en parlera pas ici.

Exercice 2 1. En échangeant les roles de u' et u’ et en additionnant les résultats,
montrer que

lu (8) = @ ()| ey < () =’ (5)l] gy, (6)

pour tout 0 < s < t (principe de contraction L'). Montrer qu’il implique en
particulier l'unicité de la solution entropique.

2. Montrer qu’on a le principe de comparaison :
uh < pp. = ub(t) <u'(t) pop. (7)
pour tout t > 0.

Comme les constantes sont solutions de (1) (correspondant aux données initiales con-
stantes), le principe de comparaison (7) implique

m<uyg <M pp. = m<u(t)<M pp. (8)

En particulier, avec
M = HUOHLOO(']I‘d)7 m = —M,

on a |[u(t)|| Lo (ray < [[uoll poo (rey-

Exercice 3 (Approximation parabolique) Soit ¢ > 0 et u* € C%(T¢ x [0, +00))
solution (classique) de l’équation parabolique

uj + div(A(u®)) — eAu® =0,
vérifiant uf|i—o = ug (uo € C?(T?) donnée). Soit (n,®) un couple entropie-fluzx d’entro-

pie associé a (1). Montrer que

571(7) + div(®(u)) = eAn(u®) — ef"(u?)|Vus .
En déduire 5
an(ug) + div(®(u®)) < eAn(u®).

Comparer a (4). Que se passe-t-il lorsque e — 0 ¢



2 Meéthode des volumes finis

2.1 Flux numériques

On va considérer & partir de maintenant le cas Q = T%. Soit 7 un maillage de T¢ de taille
h (on reporte au paragraphe 7 du cours no 1 pour les définitions et notations concernant
les maillages et schémas numériques). Soit k le pas d’espace. On veut que le schéma
numérique

k
uitl =l — 74 > Qk,p YKeT.neN, (9)
‘ ’ LeN(K)

complété avec la donnée initiale discrete
0 1
upg = — [ uo(z)dz, VK €T, (10)
K| /i

donne une approximation de la solution faible entropique de (1). On rappelle que Q' _, ;
désigne le flux de K vers L sur l'intervalle de temps (¢,,t,+1) et que la propriété de
conservation impose

Qkor=-Qlok, VK, LET, VneN, (11)

c’est-a-dire “flux sortant de K entrant en L”= —“flux sortant de L entrant en K.

Notons ng, 1, la normale unitaire sortante a K le long de K|L.

K|L

Pour (1), le flux sortant de K par K|L est (dans le cas ol u est continue par exemple)
/ A(u) -ng rdo(x) ~ |K|L|A(u) - nk L,
KI|L

ou la derniere approximation se justifie en considérant uw & peu pres constant le long
de K|L. Pour déterminer Q' _,;, on va utiliser un schéma a flux monotones : pour
K,L € T voisins (K|L # () on se donne des fonctions Ax_,z: R? — R? vérifiant les
propriétés suivantes : (m < M sont fixés)



1. Consistance :
Agsp(vv) = [ A@)-ngL, (12)
K|L
pour tout v € R.

2. Régularité : Ax_,1 est Lipschitz continue en ses deux variables, avec
Lip(Ax 1, [m, MJ?) < C|K|L[Lip(A, [m, M), (13)

pour une certaine constante C' (quitte & augmenter Lip(A, [m, M]), on supposera
C =1 dans la suite), ol on a noté

Lip(g. ) = sup l9(z) — 9(y)|
r#YyeK |x - Z/|

pour g: RP — R localement lipshitzienne et K compact de RP.
3. Monotonie : (v, w) — Ax_,1(v,w) est croissante en la premiére variable v.

On pose alors

Q% =Ax-rp(uk,uf), VK,LeT, V¥neN. (14)
Cela définit un schéma numérique explicite en temps. On peut aussi définir un schéma
implicite en temps en posant Q% _,; = AKﬁ\L(u’;(H,uZH). L’analyse des schémas im-
plicites en temps n’est pas plus compliquée que ’analyse des schémas explicites en temps
mais on ne traitera que l'explicite ici.

Commentaires : la propriété de consistance est en effet une propriété de consistance du
flux numérique avec le flux de I’équation (1). L’hypothese de régularité est technique
(mais nécessaire). L’hypothése de monotonie est fondamentale. Fixons en effet deux
mailles voisines K et L et imaginons que v’ > u} au temps t, = nk. Alors

n n n
Qkr > Axr(uf,uy) = A(v) - nkL-
K|L
Si Ag—r(uf,u}) est vu comme le flux de référence, alors le flux numérique Q% _,; est
un peu plus important que ce flux de référence. Une maniére simple de s’assurer que
Ak (uf,ul) peut réellement étre considéré comme flux de référence, c’est de ﬁupposer
_ . TR n n+ A

A = 0. Dans ce cas, vu le signe “=” devant Q% _,; dans (9), la valeur de u’ " va étre
abaissée par rapport a celle de u’, (attention, pour conclure tout a fait il faut considérer
aussi les échanges aves les autres mailles voisines de K).
De méme, si uj < uf, on va avoir Q%_,; < Ag_r(u},u}). En somme, le schéma
numérique, en plus de faire passer les flux, tend a modérer les déséquilibres. Or, c’est
précisément ce que fait la Loi de Fourier dans les équations d’ordre 2 (paraboliques) !
Comme les équations paraboliques du type de I’équation de la chaleur sont aussi appelées
équations de diffusion, on parle ici de diffusion numérique : la propriété de monotonie
des flux induit de la diffusion numérique. On va revenir sur ce point, mais d’abord
étudions le caractere conservatif du schéma.



La propriété de conservation discrete (11) se réecrit

A (U, uy) = —Ap sk (ul, ug).

Comme on envisage toutes les valeurs possibles pour les valeurs u% et u7 calculées au
temps t,,, on a donc la propriété

4. Conservation :
Agr(v,w) = —Ar g (w,v),

pour tout v, w € R.

Avec la propriété de monotonie 3. (appliquée en échangeant K et L), on obtient
immédiatement le lemme suivant

Lemme 5 L’application (v,w) — Ag_p(v,w) est décroissante en la deuxiéme variable
w.

2.2 Exemples

Tous les exemples qui suivent vérifient les points 1. a 4. requis pour les flux numériques
(le vérifier).

2.2.1 Schéma de Godunov par interface

Les flux Ag_.1, sont définies par

min |K|L|A(z) ngr siv<w,
v<z<w

max |K|L|A(z) -nkg siw<w.
w<z<v

A (v,w) =

2.2.2 Schéma de Engquist - Osher

En notant a := A’, les flux Ax_,;, sont définies par

K|L w
Agp(v,w) = 2|’ (A(v) ‘ng. +A(w) -nk.r —/ la(z) - nKyL\dz> )

Plus généralement, les schémas appelés “flux splitting scheme” in english sont donnés
par

Ag—r(v,w) = Br1(v) + Cxp(w)
ou |K|L|A(2) - ni,1, = Bk—1(2) + Crk—1(2), avec B croissante, C' décroissante, toutes
deux étant |K|L|Lip(A)-lipschtziennes.



2.2.3 Schéma de Lax-Friedrichs (modifié)

Je Iécris dans le cas de la dimension 1 (voir le Cours no 2 pour les notations concernant
le maillage en dimension 1, on utilise les mémes ici). Les flux A;,;+1 sont définies par

Aisisa(o,w) = 5 {3 (A() + Aw)) + D(w — w)}

Ils sont monotones sur [m, M]? si

D > Lip(A4, [m, M]).

2.3 Equation de transport

Revenons a l'exemple de ’équation de transport, paragraphe 6, Cours no 1. On a vu
que le schéma aux différences finies centrées ne peut pas donner une approximation de
la solution. Qu’obtient-on par la méthode des volumes finis ?

On a A(u) = u et, en dimension 1, (9) se réécrit

k
+1 __
ul "t =g — ﬁ( i T Qi 1)
1

Avec Q7 = Ai_,j(u?,u;?), j=1=%1, on obtient

k
U?H =ui — E(Aiﬁiﬂ(“?a uitq) + Aisic1(ug' uilq)), (15)
7
pour tout ¢ =0,...,L — 1. Rappelons que, aux extrémités, pour i =0 out=L — 1, les

conditions de périodicité définissent
uyi=uf_q, uf:i=uy, VYneN. (16)

Etudions les exemples précédents (attention n; ; = 1 selon que j =i+ 1 et la taille des
interfaces est toujours 1 car ils sont réduits a des points) : schéma de Godunov :

min z siv<w

. _ v<zsw —
Aisiy1(v,w) = max z siw<wv [ v
w<z<v
De méme, A;;—1(v,w) = —w : (15) donne
n+1 n k n n n n k
Schéma d’Engquist-Osher : on calcule (attention & la convention fvw =— f;}) siv>w)

1 w 1
Ai_>i+1(v,w):2<v+w—/ dz> :§(v+w+v—w)zv.

De méme, A;,;—1(v,w) = —w : on obtient le méme schéma numérique que Godunov.



Exercice 4 Montrer que les schémas de Godunov et Engquist-Osher coincident dés que
A est une fonction monotone.

Schéma de Lax-Friedrichs : on calcule
1
Aisiz1(v,w) = 5 (£(v +w) + D(v - w)),

et (15) donne

nl_gn kol —uty k2 — gt — u?+1.
h; 2 h; 2

Voici maintenant des essais numériques : sur les deux figures 1-2, on représente la

solution exacte en bleu, la solution donnée par le schéma de Engquist-Osher en rouge

et la solution donnée par le schéma de Lax-Friedrichs en mauve au temps t = 0.4. En

espace h; = h pour tout 7. Le rapport % = % Sur la figure 1, on a utilisé 200 mailles

(donc h = 0.05).

u (18)

[
T

47

0.5

Ak

1 L 1 L
-1 -0.75 0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75 1
0.25

0.5

075

Figure 1: Solutions a t = 0.4, h = 0.05

Sur la figure 2, on a utilisé 700 mailles (donc h = 0.014).

Bien siir, les résultats sont incomparablement meilleurs que ceux donnés par le schéma,

aux différences finies centrées (c¢f Cours no 1). Noter les phénomenes de diffusion

numérique (qui ont pour effet de lisser le créneau). Ils sont plus important dans le

schéma de Lax-Friedrichs. Toujours au sujet de la diffusion numérique, observer que le

schéma de Lax-Friedrichs s’écrit exactement comme le schéma du Cours no 1 (le schéma

aux différences finies centrées qui produit de si mauvais résultats) plus une correction
k2ui —wiy —uilyy

h 2

Or cette correction est ’approximation par différences finies de %um(mi, tn), d’apres

la formule de Taylor a l'ordre 2, qui donne

(i1, tn) + w(@is1, tn) — 2u(z, ty) = Ruge (x4, t,) + o(h?),  x; == ih.
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Figure 2: Solutions a t = 0.4, h = 0.014

Par conséquent, le schéma de Lax-Friedrichs est en réalité une approximation de ’équa-
tion parabolique
Ut + Uy — EUgy = 0,

oll on a posé € = %. On poursuit ’étude de la diffusion numérique avec celle de la

stabilité dans le paragraphe suivant.

2.4 Diffusion numérique
2.4.1 Transport par Godunov

Notre but est d’évaluer la diffusion numérique dans le schéma (17), dans le cas h; = h,
Vi. Pour cela on observe que, pour une équation de type

Ut + AUy — NUge = 0,
on peut
1. Faire la translation (i.e. transport par —a) z := x — at pour obtenir 1’équation
Ut — Mgy = 0,
sans terme d’ordre un.

2. Identifier le coeflicient de diffusion : 7.

On veut procéder de méme pour (17). L’équivalent de I’étape 1. ci-dessus va alors étre
discret : on va utiliser le schéma de Godunov pour I’équation v; — v, = 0, & savoir (apres
calcul des flux numériques)

k k
o = o = S (—ul o) = (L= o]+ Xy, A= (19)



+1

Corrigeons donc chaque étape de (17) par (19) : on remplace la valeur ;™" calculée

grace a (17) par la valeur
(1 =M™+ A = (1= (1= Nuf + M) + M1 = Nufy + daf)
[(1 =2 + Nl + AL = A)(ufy +uilys)
(1 2+ 2070 + AL = A)(u] +uils)
= A1 = ) (20 — ity — uig).

On obtient donc

uit g +uly —2uf
h2

qui est une approximation de 1’équation u; — nuz, = 0 avec n := h(1 — \). Attention

cependant, si le schéma (17) induit de la diffusion numérique, le schéma (19) aussi !

(Avec la méme amplitude). En faisant la translation discrete en espace, on a donc

multiplié par 2 la valeur du coefficient de diffusion, soit une valeur finale

(1))
=22

ii_i_h(l_)\)

=0,

On peut comparer 1 au coeflicient de diffusion € = % obtenu pour le schéma de Lax-

Friedrichs :

n 1—=2A

e D
Sous la condition de CFL A < 1 et I'hypotheése D > 1 (nécessaire pour assurer la
monotonie du flux Lax-Friedrichs), on a donc n < ¢ : la diffusion induite par le schéma

de Lax-Friedrichs est toujours plus importante.

Exercice 5 (Diffusion numérique non-linéaire/linéaire) Voici, sur la figure 3, le
calcul de la solution du probléme de Cauchy pour l’équation de Burgers non visqueuse

ug + (u?/2), =0, (20)
avec donnée
uo(z) = {2 e 1)
-1 sixz>0
En rouge est représentée la solution calculée au temps T =1 avec h = 0.01, % = %, en

bleu la donnée initiale (attention, ne pas tenir compte de l’échelle de ’aze des abscisses,
qui est fausse).

1. Interpréter en terme de particules/champ de vitesse le probléme (20)-(21). Mon-
trer que la solution entropique faible est “un choc se déplacant a vitesse 1/27, soit

u(z,t) = uo(x —t/2).

2. A Doeil nu, on n'observe pas de diffusion numérique sur la figure 3, au contraire
de ce qu’il se produit dans ’équation de transport. Pouvez-vous expliquer cela ?

10
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0.5

Figure 3: Solution a T'=1, h = 0.01

2.4.2 Solutions constantes

Les constantes sont solutions du probléme continu (1) (correspondant & des conditions
initiales constantes), elles sont aussi solutions du schéma volume fini (9)-(10)-(14). En
effet, par la propriété de consistance des flux numériques, on a, pour toute constante
v € R, pour tout K € T, d’apres la formule de Green-Gauss,

E: «AKﬁLT)U }: (/‘ nKLdU

LeEN(K LeEN(K)
— / A(v) - ndo = / div(A(v))dz = 0. (22)
0K K

On a noté o la mesure de surface sur K et n la normale unitaire sortante a K qui est
définie o-presque-partout et coincide avec ng r, sur K|L.

2.4.3 Comparaison discrete
Notation On note uy i la fonction constante par morceaux définie (p.p.) par
up (2, t) =uk, (z,t) € K X [ty, tny1] (23)

Une conséquence de la monotonie des flux est une propriété de stabilité dans L°, elle-
méme conséquence de la proposition suivante. On se donne m < M et on note u €
L>®(T4, [m, M]) si u: T — R est mesurable avec m < u < M p.p.

Proposition 6 (Principe de comparaison discret) Soit ugl s u%k deux solutions

du schéma volume fini (9)-(10)-(14) correspondant auz données initiales u(ﬁ), u) dans
Uespace L™ (T4, [m, M]) respectivement. Sous la condition dite de CFL (pour Courant -
Friedrichs - Lewy)"

0K|

k
K|

Lip(4, [m, M]) <1, VK €T, (24)

'voir http://en.wikipedia.org/wiki/Courant-Friedrichs-Lewy_condition

11
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on a le principe de comparaison discret

u(ﬁ) < u% D.p. = uflk < u%k p.p.

Corollaire 7 (Stabilité L>) Soit ug € L>®(T%, [m, M]). On suppose la condition de
CFL (24) vérifiée. On a alors l’estimation L

[[wh,kll Loo (Tax (0,400)) < tollpoo (Ta)s
pour la solution up, i, du schéma volume fini (9)-(10)-(14).

Preuve du Corollaire 7 : On applique la proposition 6 avec u% = Unjk et uh =My =

[[uoll oo (may, qui est une solution particuliere de (9)-(10)-(14) correspondant & la donnée
initiale u}, = Mj. On obtient up; < [uol[ oo (ray P-p. De meéme, up k. > —|luol| oo (1ay
p-p., d’ou le résultat. m

Preuve de la Proposition 6 : montrons d’abord que, sous la condition de CFL (24),
léquation (9)-(14) s’écrit

witt = H (ufe, {ul} en)) (25)
ou H est croissante en ses arguments. On a
k
1
ultl =l — & > Axop(uf,ul). (26)

LeN(K)

Comme Ag_.1 est décroissante en sa deuxieme variable d’apres le lemme 5, le membre
de gauche est croissant en les {u} }renr(k). Pour la croissance en uj, on remarque que
Id — af est croissante sur [m, M| des que

aLip(f,[m, M]) <1,
ce qui donne (25) sous (24) en utilisant I’hypothese de régularité des flux numériques et
lidentité

> |K|L| = |9K].

LeN(K)
On montre alors par récurrence sur n I'inégalité
f,n b,n
m < uy <up <M,

pour tout K € 7. C’est vérifié pour n = 0 et, en admettant le rang n, on a, d’apres
(25),

ﬁ"“ (uK ,{u }LGN )) <H (uk}’(n,{uk}jn}LeN(KO = UZ(nHv
ainsi que
m=H (m, (m)LeN(K)) (UK ,{U }Le/\f )) = ui}{n“?
b,n+1

et, de méme, uz "~ < M, ce qui donne le rang n + 1. m

12



2.4.4 Contraction L' discrete
Un autre corollaire de la Proposition 6 est le principe de contraction L' :

Proposition 8 (Principe de contraction L') Soit uik et “Zk deuz solutions des
f

équations du schéma volume fini (9)-(10)-(14) correspondant aux données initiales uyg,
ufy dans Uespace L>°(T?, [m, M]) respectivement. Sous la condition de CFL (24), on a
le principe de contraction L' :

ledh g (tn) = b ()| 3 may < s = | sy,
pour tout n € N.
Preuve : On montre par récurrence sur n
Hui,k(tn—&-l) - u?z,k(tn-f'l)HLl(Td) < Hui,k(tn) - u?L,k(tn)”Ll(Td)' (27)
On déduit en effet de (27) que

1, (tn) = 16 (B |y < Nl 1, (0) = o (O)]] 1
,0 b,0
= Y K| — )

KeT
- 3 1Kl | wh(o) — upaa
’U/ﬁx —be i
s%/}{\ b(2) - up(a)| d

(@) = uh(@) | dw = lluh = bl oy

Pour montrer (27), on introduit I’ensemble M C L'(T?) des fonctions constantes par
mailles K € T et I'opérateur
T7: M — M,
+1

qui & (uf) ke associe (u")kxe7 et on applique le lemme suivant a 7.

Lemme 9 (Lemme de Crandall-Tartar) Soit (X,.A, ) un espace mesuré, soit M
un sous-ensemble de L*(X, ) stable par l'opération

(f,9) = fTg:=max(f,g),

et soit un opérateur T: M — M monotone, au sens

f<gpp. =T(f)<T(9) pp., Yf,geM, (28)

et préservant l’intégrale, au sens ot
[ Thdu= [ sau. vrerxp.
X X

13



On a alors

T =T Mo < NF =) lox . YfgeM.

En admettant provisoirement ce lemme, et en I'appliquant a (uﬁK ,uK ") et (u > ,uﬁKn)

respectivement, on obtient

(1, 1 (tnsr) — o (b)) Tl ey < 1o (tn) — g (8)) T [ 1 )

et
1t g (bner) — o (b)) ey < N g (En) — o (£0)) Fll 1 ra)s
d’out (27) en additionnant les deux résultats. m

Preuve du Lemme 9 : On note que (f —g)t = fTg—g. Ona f < fTg p.p. donc
T(f) <T(fTg) p.p-,
par la propriété de monotonie (28). De méme, T'(g) <T'(fTg) p.p. donc
T(f)TT(9) <T(fTg) pp

En intégrant cette relation, on obtient
/ T(f)TT(g)dp < / T(fTg)dp = / fTgdp,
X X X

oll on a utilisé le fait que T" préserve l'intégrale. En soustrayant la relation [ v T(g)du =
Jx T(g)du, on obtient

/ (T(/)TT(g) - T(g))dps < / (FTg— g)dn,
X X

soit [(T(f) = T(9) i cxwy < N = 9 llpix - ™

2.4.5 Estimation d’énergie
Pour I’équation parabolique
ug 4 div(A(u)) — eAu = 0 dans T¢ x (0, +00),

on a, en multipliant par u (supposée réguliere) et en intégrant sur T? x (0, 1),

/ / deds—f—/ / udiv(A dxds—e/ / uAudzds = 0. (29)
2dt Td Td Td

En développant
udiv(A(u)) = uA'(u) - Vu = B'(u) - Vu = div(B(u)), B'(u) :=uA'(u),

14



on obtient

/Td udiv(A(u))dx = / div(B(u))dz = 0,

Td

par périodicité?. D’autre part, une intégration par parties® donne
—6/ uAu=c¢ [ Vu-Vudr = 5/ |Vu|?da.
Td Td Td

De (29), on déduit donc ’estimation d’énergie suivante :

1 ‘ 1
2/ u(x,t)\zdsc—i—s/ / |Vu|?dz < 2/ |ug|*dzz.
Td 0 J1d Td

En se restreignant aux termes issus de la diffusion, on a en particulier ’estimation

! 1
5/ / |Vu|?dz < / |uo|?dz.
0 Td 2 Td

L’objet de la proposition suivante est une estimation d’énergie similaire dans le cadre
discret (on va utiliser cette estimation d’énergie dans la preuve de convergence de la
méthode). La diffusion numérique étant beaucoup plus compliquée que la diffusion
représentée par le terme —eAuwu, on obtient un énoncé plus complexe.

Proposition 10 (Estimation d’énergie) Soit ug € L>®(T<, [m, M]). Soit upy la so-
lution du schéma volume fini (9)-(10)-(14), soit

Z k Z Z / {Ag (U, ut) — Ax (2, 2) }dz.

n=0 KeT LeN(K

Sous la condition de CFL renforcée : il existe & €]0,1] tel que

oK
H LA, [, M) <16 YK €T, (30)
on a l’estimation d’énergie
1
*Iluh KENIZ2pay + EE(EN) < 5 luollZ2(ray, (31)

pour tout N > 1.

Remarque : le terme E(ty) est positif ; ¢’est une somme de termes positifs. En effet,
par monotonie de Ag .y, on a

Arop(uf,ul) — Ak—r(2,2) > Axop(ufe,ur) — Ax—r(uf, 2)
> AK—)L(UT[L(v u%) - AK—)L(“?(v%) =0, (32)

“on utilise la formule [, Adiv(y))dz = — [1s VA9 avec A =1 et ¢ = B(u)
3de méme avec A = u et ) = —Vu

15



pour u} < z < u'. De méme,
AK%L(UT[L()U“%) - AK—)L(Z)Z) < 07

- n n L .
si u < z <wuf}. En particulier, on a toujours
n

Uk
/ A p(uf,ul) — A (2, 2)dz > 0.

n
L

Preuve de la Proposition 10 : En prenant v = u}, dans (22), on a

Z AK*)L(unKauT[L() — 0)

LeN(K)
si bien que (9)-(14) se réécrit
ulptt —un 1
B oA Z (A r(uf,ul) — Ax—r(uk, uk)) = 0. (33)
LeN(K)
Soit N € N*. On multiplie (33) par u}. En sommant > k>, |K]|[---], on obtient
Ei1+ Ey =0, (34)
ol
N-1
= > IKuk (i — ),
n=0 KeT
et

Z YOS wc Ak nlufe,ul) — Axor(ul i),
n=0 KeT LeN(K)
En utilisant la formule B2 9 ( b)2
—Q a —
b—a)= -
a(b—a) 5 5

avec a = Uy, b= u”'H dans F; de maniere a faire une intégration discrete, on obtient

N—-1
1 1 1
Br= s S0 K =5 S0 Kkl = 5 3 37 K - ukf?

KeT KeT n=0 KET

1 1
)y — Sk O ey~ 1 3 S IRl i )
n=0 KeT

On compensera le dernier terme (qui a un mauvais signe) a 1’aide de la condition de CFL
et du terme Fsy. Pour réécrire Es, on utilise le

16



Lemme 11 Soit une fonction a: T2 — R, alors
> ake= 5 Z > aki+tank (36)
KeT LEN(K) KeT LEN(K)

Preuve du lemme : pour K*, L* voisins I'un de I'autre, figurent ag« 1+ et ar« g+ dans
la somme de gauche : d’une part lorsque K = K*, L = L*, d’autre part lorsque K = L*
et L=K". m

D’apres (36), on a

Z k Z Z UK{AK_J, UK,UL) AK—>L(unK7u71L()}

n=0 KeT LeN(K

+up{ALsr(ug, ug) — Apk(uf,ug)}
En utilisant la propriété de conservation
A p(v,w) = —Ap g (w,v),
on obtient

Zk‘z Z UK{AK—>L ufe,uy) — Ax (U, v )}

n=0 KeT LeN(K

—ui{Ax s p(ug,uy) — Axr(up,up)}.  (37)

Soit maintenant ¥ g7, une primitive de z — z%AK_}L(z, z). Par intégration par partie
et introduction du terme Ag_, 1 (v, w), on a

Yi—L(v) = Yrsp(w) = v{Axk1(v,0) — Ak (v, w)}
—w{Ag_p(w,w) — Ag (v, w)} +/ {Axop(v,w) — Ax (2, 2) Hdz.

En prenant w = uf}, v = u%, on en déduit

Zk: D / (Arar (W) — Agar(2,2)}dz+ RD S (38)

KeT LeEN(K)

ou

1
Ry = 5 Z Z Vi (uf) — Yr—n(ul).

KeT LEN(K)

On vérifie que Y1 (ul) est anti-symétrique en (K, L), si bien que d’apres (36) (lue de

droite a gauche),
-2 D worluk).

KeT LeN(K)
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Ce terme est nul car

Z U)K—>L

LeN(K)

pour tout z et pour tout K d’apres (22). On a donc obtenu
Ey =E(tn). (39)

Revenons maintenant a l’estimation du terme de droite dans le membre de droite de
(35). D’apres ’équation du schéma (33) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

g — ]

k? 1 n ,mn n o, mn
= KE > IKILL Y el Arsn(uf, ul) — Axsp(ug, ug))?

_|K LeN(K) LeN(K) ‘K|L’
k*|OK]| 1 n .n
- K2 Z ‘K|L‘|AK—>L(UK>UL) AK%L(“K:“K)‘Z'
LeN(K)

Sous la condition de CFL (30), et d’apres (36), on a donc

N—
1 2 "
52 3 I il < (1008, (40)
0 Ke
avec
By = o z S Y e o) — A )

n=0 KeT LeN( K)

Reste & montrer E5 < E(ty). Supposons par exemple u > u} : on applique le lemme
suivant (démontré plus loin) & B(z) := Axr(uj,u}) — Axp(ulk, 2+ ul).

Lemme 12 Soit B: Ry — R une fonction lipschitzienne croissante telle que B(0) = 0.
On a
/ B(z)dz > L ——_B(r)?
~ 2Lip(B) ’
pour tout v > 0.

En prenant r = v’ — u7, en utilisant la propriété de régularité 2. des flux numériques,
et (32), on obtient

ufe
| ke ) — Aoz, 2))ds
uy

1 2

>— —|A out)— A ou)|c. (41

18



Siu} > u, appliquer le Lemme 12 & B(z) := Ag (2 + uf,u}) — Agp(uf,u}). On
en déduit E5 < E(ty). De (34), (35) et (40), on conclutt donc que

1 1
§||Uh,k(tN)H%2(Td) +E(N) < (1 -8E(N) + §||Uh,k(0)\\%z(w)-

Comme [|upk(0)[ L2 (1a) < ||luollf2(rey (utiliser I'inégalité de Jensen), on a finalement (31).
|

Preuve du Lemme 12 : On a 0 < B car B est croissante et nulle en 0 ainsi que
0 < B'(r) < Lip(B) donc

r 2 r T
B(Q) :/0 B(2)B'(z2)dz SLip(B)/O B(z)dz,

pour tout » > 0. m

Remarque 13 Au cours de la preuve on a aussi démontré une estimation H' discréte
sur les dérivées en temps de up . En effet, d’aprés (40), on a

= 2 1-¢
S 3 IR = i < S ol (12)
n=0 KeT

pour tout N > 1.

3 Inégalité entropique

Soit up € L>°(T¢) une donnée initiale fixée. Le probleme (1) admet une unique solution
faible entropique (paragraphe 1). Dans quelle mesure est-elle bien approchée par la
méthode volume fini 7 Exception faite de la derniere étape de la preuve, on va démontrer
une estimation d’erreur (en norme L°LL) dite d’ordre h'/* (Théoréme 16).

3.1 Inégalité entropique discrete

On consideére ici un couple entropie-flux d’entropie (7, ¢) de la forme (2). Pour fixer les
idées, choisissons la partie positive :

n(u) = (u—a)", @) =sgn, (u—a)(A(u) — A(a)). (43)
On a aussi ’expression plus algbrique
n(u) =uTa—a, ¢(u)=AuTa)— Ala), uTa:=max(u,a).

Posons
Sr,r(v,w) =Agp(vTa,wTa) — Ag_1(a,a). (44)

On vérifie facilement que ®x_, 1 (v, w) est un flux numérique associé a ¢, c’est-a-dire
qu'on a consistance avec |K|L|p(u) - nk r, régularité, monotonie et conservativité ;
D1 (v,w) est le flux entropique numérique associé a 7.
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Proposition 14 (Inégalité entropique discréte) Soit ug € L®(T?) telle que m <
uy < M p.p. Soit upy, solution du schéma volume fini (9)-(10)-(14). Alors, sous la
condition de CFL (24), n(up) vérifie Uinégalité entropique

un—i—l — n(u? 1
nug) —n(ug) 1 S @pop(uf,uf) <0, (45)
k | K|
LeN(K)

pour tout K € T, n € N.

Preuve : On part de la propriété de monotonie (25) (qui découle de la monotonie des
flux numériques et de la condition de CFL), soit

UTIL(H =H (u’}(, (u%)LEN(K))) ;
avec H monotone croissante en ses arguments. En particulier,
it < H (uf Ta, (Ui Ta) Len(k)) -
Les constantes sont solutions du schéma d’apres (22), on a donc aussi
a=H (a,(a)renr)) < H (ukTa, (W} Ta)Len(x)) -
Par conséquent, u}?l—l—a <H (u?(—l—a, (uZTa)LEN(K)). En soustrayant a,
n(uF ) < H (W Ta, (Wi Ta)renr)) — H (a, (@) renr)) -

En développant

H (ur[L(Tau (U%TG)LGN(K)) = ur[L(Ta - Z AK—)L(UT[L(Tav U%Ta),
LeEN(K)

on obtient (45). m

3.2 Inégalité entropique approchée

On fixe de nouveau le couple (7, ¢) comme en (43). On va faire ’hypothese suivante
sur le maillage (qui signifie qu'il n’y a pas de mailles trop petites ni de mailles trop
allongées). On rappelle que h = supg 7 (diam(K)). On suppose qu'il existe a > 0 tel
que

ahd < |K|, (46a)

1
0K < ahd*I, (46b)

pour tout K € T.
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Théoréeme 15 (Inégalité entropique approchée) Soit ug € L>(T9) telle que m <
ug < M p.p. Soit up solution du schéma volume fini (9)-(10)-(14). Sous la condition
de CFL renforcée (30) et sous Uhypothése (46), on a l'inégalité entropique approchée

/ b / (n(un)or + B(uns) - Vo) ddt + / (o) (0)d
0 Td Td
>— [7 [ Ao+ IVeldim (47

pour tout p € C°(Q x [0, +00)) positif, ot up, ) est une mesure positive sur T x [0, +0c)
satisfaisant ’estimation

pn (T4 % [0, tx]) < CENZ(KY2 + 11/?), (48)

pour tout N > 1, ou C est une constante ne dépendant que de |[ug||p2(re), &, o, d et
Lip(A, [m, M]).

On a noté ug j, la donnée initiale discrete définie par
0
upp(z) =ug = = [ uo(z)dz,

pour tout K € 7.

Preuve : Soit ¢ € C°(2 x [0,400)) positif. En développant le membre de gauche de
(47), on a

ti= 7] ntunadodade+ [ ntuonp)is
XX [ s+ S [ ntet0.0)as

n>0 KET KeT
= Z Z | K|n(ui){er (tns1) — or(tn)} + Z | K |n(uf )¢ (to),
n>0 KeT KeT

21



pour le terme en temps (i.e. correspondant a la partie dérivée en temps de I’équation),
en posant pg(t) := ﬁ [ (2, t)dz. Pour le terme en espace,

T = / / d(upk) - pdxdt
0o Jrd

-y 3 /tt /K o(ul) - pdadt

n>0 KeT
tni1
-> 3 [ st / o (x)dt
w0 kcer/tn oK
= Z Z Z / / eng, rdo(z)dt
n>0 KET LeN (K) K|L

—Zkz Z | K| L[¢(u) MK, LKL

n>0 KeT LeEN(K)

en posant

L do(z)d
no= t.
(PK|L k’K|L’ /ﬁ; /KL()O U(‘T)

FEtudions T3 tout d’abord : par intégration par partie discrete,

=30 IKHn(ug) = n(uid) Yo ()

n>0KeT

== > [KHn(k) =0}k + (o), (49)

n>0KeT

avec @l 1= k|K| ft”“ S5 pdxdt et

=3 K [{n(uk) — (i) Hex (b)) — 95) -

n>0 KeT

D’autre part, ®x_,r(uf,u}) étant anti-symétrique en (K, L), tandis que 90’;(| ;, est sy-
métrique, on a d’apres (36)

Y @xp(ufk,uf ), = 0.

KeT LeN(K)

Par consistance du flux entropique numérique ®x .7, on en déduit

==> k> Y APkon(uful) — Pxp(ufk, ui) Yok L,

n>0 KeT LeN(K)

et

==Y k> Y A®xop(uf,uf) — Prop(uf, uk) ok + ea(e), (50)

n>0 KeT LeN(K)
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ou

=D kY Y APkn(uf,ul) — ol uk) Mk, — ¢k

n>0 KeT LeN(K)

Par définition, c¢f (44), le flux entropique numérique ®x_,; vérifie la méme propriété
d’annulation (22) que le flux numérique :

Z (I)KHL(U,U):O, Yv € R.
LeN(K)

En prenant v = u}, et d’apres I'inégalité entropique discrete (45),

n(uf ) — n(uf)

k K]

> APkor(ufk, uf) — O p(uf, uk)} <0. (51)
LeEN(K)

En multipliant (51) par ¢’ en sommant sur n € N, K € T, (49) et (50) donnent
T+ Ty > e1(p) + e2(p)-

I1 reste maintenant & estimer les termes d’erreur (). Par Fubini, on a

tn+1 tn+1  flntl tnt1
/ {o(tn1) — p(t)}dt = / / s)dsdt = / (tn+1 — s)pe(s)ds,
tn tn tn

d’ou
tn+1

|Px(tnt1) = Vil = 7=

80(% tht1) — (2, t))da:dt‘

tn+1/
< loe(z, t)| dadt
\K! tn

et, en utilisant le fait que 7 est 1-lipschitzienne,

le1(e / / | oeldp, s

tot1
Wod ) =3 3 e — ui| /t /K (e, t)dxdt,

n>0KeT

avec

pour tout 1 € Cu(T? x [0,4+00)). D’aprés 'estimation d’énergie en temps (42) et
I'inégalité de Cauchy—Schwarz

o i (T [0, 2]) Z > K|l — i

n=0 KeT
N-1 /2 /Ny 1/2
DD UKk —ui P D0 D KK
n=0 KeT n=0 KeT
<€) ol Kt Hrd\\l/z < ol 1oy,
S oll L2 (ray |Ftn < JE N :
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car |’]Td\ = 1. De méme, pour les termes en espace, on a

onte = o1l < [T foy i 19 eldadotw

< —— Vo(ry + (1 — r)x)||z — y|drdzdo(y),

|K|L||K|/KL/K/0' (ry + (1 — 7))z — yldrdzdo(y)
ealp / / Voldid .

ol

W) =3 > > |Prop(uf,uk) — Dy (uf,ul)]

n>0 KeT LeN(K

donc

tn+1

|K|L|\K| : /KL/ / Y(ry + (1 —r)x, t)|z — y|drdedo(y)dt

pour tout ¥ € Co(T? x [0, +00)). Six € K,y € K|L, alors |z — y| < h, si bien que

pi ik (T? < [0, tn]) < B Z EY DY |<1’K%L ug, ui) — Pror(uf, ug)|
n=0 KeT LeN(K

Y Y Y il

1/2

n=0 KeT LeN (K
1/2
Zkz Z |q)K—>L(uK7UK) O yp(ufe, up)|®
n=0 KETLEN(K
(52)

Le premier facteur dans (52) s’écrit

1/2

ZZ > k|K\L| =h

n=0 KeT LeN (K

1/2

ty »  |0K]

KeT

Par (46), on a donc

1/2

ZZ 3 k|K|L| < hty?

n=0 KeT LeN (K

1/2 1/2
/2ty

hi=t 1
> o andlK
KeT

a
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Pour estimer le second facteur dans (52), on utilise 'estimation suivante (démontrée
ci-dessous):

Z k Z Z |®K*)L(unK’u?l() — (I)KﬁL(U?(aU%)F

n=0 KeT LeN( K)

N—
oY Y ‘/’ {Akos(ufe, ) - Axop(z,2)}dz (53)

n=0 KeT LeN(K

Par l'estimation d’énergie (31), on en déduit finalement

Lip(A)tn 1/2
pip (T4 % [0, t8]) < (?) o | L2 ey 2.

On conclut en posant pip, x = up .+ 417 .. 1l reste & montrer (53). Supposons par exemple
T >a > u} (les autres cas sont plus faciles & traiter). On a alors

’(I)K—)L(u?{a U/’r[l,) - QK%L(U?(vu?{)‘ = ‘AK—)L(av u%) - AK—>L(a7 a’)|
On a (¢f. (41), en remplacant ul, par a)
| A ra,uf) — Agp(a,a)f?
< ! e A ")Ydz. (54
< 2Llp(A)|f(|L|/a {Ax (2, 2) = Ag s p(a,up) fdz.  (54)
Par monotonie de Ax_,y,,

Ag1(2,2) — Agop(a,ul) < Ax (2, 2) — Ak (uf, ul),

et comme Ag_,1(2,2) — Ak (U}, u}) > 0 pour z € [u},u}], on a finalement

n n

uf ur,
/ MK%%@—ALM%%HWS/ (Axop(2) — Ao (e, ult) Yz
up
< / (Axsn(22) — Agp (Wl w2}
i
On conclut alors avec (54). m

3.3 Estimation d’erreur

Pour conclure, on admet d’abord le résultat suivant : soit W11 (T¢) I'espace de Sobolev
des fonctions L' & dérivées L' sur T¢. Si ug € WH1(T?), alors

l[wo,n — uoll L1 (rey < Clluollyw.1(rayh, (55)
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ol la constante C' dépend de la dimension d et de la constante de régularité o du maillage
(cf (46)) seulement. Ce résultat (non trivial mais pas trop compliqué & démontrer non
plus) s’étend au cas up € BV(2) (non détaillé ici). Comme 7 est 1-lipschitzienne, on
déduit de (55) et du Théoreme 15, que up i, vérifie les inégalités entropiques approchées

Td

> / / R . / wdyio, (56)
0 T Td

| [ e+ ®une) Vo) dade + [ tu)o0)ds
0 Td

ol pup, ), vérifie (57) et po est une mesure positive sur T satisfaisant I’estimation

10(T?) < Clluollyrarayh, (57)
ol la constante C' dépend de la dimension d et de la constante de régularité o du maillage.
De (56), on déduit alors (voir | , , , ]) Pestimation d’erreur
suivante.

Théoréme 16 (Estimation d’erreur) Soitug € L>®(T% [m, M]) avec ug € WH1(T%).
Soit upy solution du schéma volume fini (9)-(10)-(14) et soit u € L>®(T? x (0, +00))
la solution faible entropique de (1). Sous la condition de CFL renforcée (30) et sous
Uhypothése (46), on a l'estimation d’erreur

lun () — ()l iy < ChME, WO<t<T, (58)
ot la constante C' dépend de ||uol| Lo 14y, |uollwr(ray, &, o, d, Lip(A, [m, M]) et T.

Exercice 6 Montrer qu’on peut améliorer (58) pour avoir une estimation en Ch'/2.

4 Solution des exercices

4.1 Exercice 1

Pour p(z,t) = 1z<0, (n,¢) couple entropie-flux d’entropie et ¢ € C°(R x (0,+00))
positive (attention ¢|;—g est nulle), on calcule

/ h / n(p) 1 + d(p)padidt = / T (6(1) — 3(0))(0, ).
0 R 0

Le flux A(p) = p(1 — p) est une fonction convexe. En prenant n = —A, on a ¢/ = —|A’|?
donc ¢ est strictement décroisante et ¢(1) < ¢(0) : p n’est donc pas solution entropique.
La “bonne” solution

Si T < —Umaxt

Si — Umaxt < T < Umaxt

Sl & > Upmaxt
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est C! par morceaux dans R x (0, +00), ce qui est une régularité suffisante pour utiliser
le lemme de dérivation des fonctions composées et justifier le calcul suivant :

=1'(p)(pr + A(p)z)
=n'(p)pe + 10" (p)A'(p)px
=1'(p)pt + &' (p)pa
=n(p)t + &(p)e-

En utilisant la continuité en temps de p, a valeur L'(R)j,c, on prouve que l'inégalité
entropique faible est vérifié. C’est en fait une égalité ici, et dans cette exemple ce sont
les solutions qui ne dissipent pas ’entropie qui sont rejetés.

4.2 Exercice 2

Le point 1. est évident. On obtient 'unicité en prenant s = 0. Pour le point 2. on
utilise I’équivalence
ut <’ pp. & (W =) g gay = 0.

4.3 Exercice 3

On montre

5p1(w") + div(®(w)) = eAn(u®) — en’ (uf)|Vu|?
en multipliant I'équation en u® par n'(u®), en utilisant la régle de dérivation des fonctions
composées et I'identité

div(AD) = Adiv(¥) + VA - U,
avec A = 1/ (uf), ¥ = Vuc. On en déduit
51(u") + div(®(w)) < eAn(ud),

puisque 7” > 0 (1 convexe). Si u® — u dans Li (T x (0,+0c)) avec (uf) bornée L™,
alors n(u®) et ¢(uf) convergent vers n(u) et ¢(u) dans Li (T x (0, +00)) respectivement
(par convergence dominée). En particulier, n(u®) converge (vers n(u)) au sens des dis-
tributions, de méme pour An(u®), donc eAn(u®) converge vers 0. A la limite € — 0, on
obtient donc (4). Moyennant le probleme de convergence des données initiales, la limite
u est solution entropique.

4.4 Exercice 4

Il suffit de le vérifier en apliquant les définitions.
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4.5 Exercice 5

1. At = 0 des particules de vitesse +2 sont disposées sur l'axe des x < 0, des
particules de vitesse —1 sont situées sur ’axe des x > 0. On vérifie que la solution
entropique faible est “un choc se déplagant a vitesse 1/2”. Soit u(z,t) = ug(x—t/2),
soit les sous-ensembles de R x (0, +00)

T={x>t/2}, w ={r<t/2}, T={r=t/2},

et soit v la normale unitaire sortante & wt. En notant

=0 2= (59).

on a, pour ¢ € CX(R x (0,400)),

/ / u)pr + d(u)ppdrdt
[ s
Z//WZ(U sody+// Vyedy,

en notant u™ = —1, v~ = 2. Comme la normale unitaire sortante & w™ est —v, on
en déduit

/’/ ou + B(u %MM=AMWU—HMDWde

A un facteur multiplicatif pres, v = (=2, 1), donc
(Z(u™) — Z(u7)) v = 26(2) — $(~1)) — (5(2) —n(~1)).
Prenons maintenant (1, ¢) demi-entropie de Kruzhkov :
n(u) = (u—a)*,  ¢(u) =sgny (u—a)(A(w) - A()), A(u) = u?/2.

On calcule
2(¢(2) = ¢(=1)) = (n(2) —n(=1)) =0,

sia<—-1lou2<a Si—-1<a<?2 ona

2(6(2) = ¢(=1)) = n(2) = n(=1)) = 26(2) = n(2)

(
=2-a)(24+a-1)
(2-a)(1+a)>0.

De méme dans le cas sgn_. Comme de plus u(t) tends vers ug dans L (R), u est

la solution entropique du probleme (20)-(21).

loc
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2.

4.6

Contrairement & la discontinuité considérée dans ’équation de transport, qui est
passive (elle est simplement translatée au cours du temps), la discontinuité observée
ici est active (on parle de choc ou méme de choc compressif). En effet, les particules
rentrent dans le choc et contribuent a le stabiliser. Si le choc se déplace, c’est parce
que le groupe de particules de gauche a plus de poids (vitesse plus grande) que
le groupe des particules de droite. Le choc étant actif, la diffusion numérique le
régularise dans une moindre mesure, et bien qu’il y ait effectivement un effet de
régularisation, il n’apparait pas sur la figure 3, car le pas d’espace a été choisi
suffisament petit.

Exercice 6

Exercice extrémement difficile ! En fait I'estimation d’erreur en h'/2 est une conjecture.
On l'observe en pratique numériquement. On sait la démontrer :

1.

2.

en dimension d = 1,

en dimension d > 1 dans le cas ou le maillage est structuré (ce qui signifie & peu
de chose pres que toutes les mailles sont les copies d'un méme pavé, et dans ce cas
on se ramene a la situation en dimension 1),

. en dimension d > 1 sur maillage quelconque dans le cas linéaire A(u) = au (avec

a autorisé a dépendre de (z,t)), | , .

Montrer I’estimation d’erreur en h'/? dans le cas général (d > 1, A quelconque, maillage
quelconque) est un probléme ouvert. A vous d’essayer !
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