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PROPOS INTRODUCTIF

La programmation linéaire (PL) est utilisée dans la logistique, la finance ou dans
la théorie de la décision. L'objet de la PL est de trouver la valeur optimale d'une
fonction linéaire sous forme de systéeme d'inéquations (ou d’équations) de contraintes
linéaires. La fonction a optimiser (c’est-a-dire @ maximiser ou a minimiser sous
certaines contraintes) s'appelle « fonction économique ».

Lorsque nous pouvons modéliser un probleme sous forme d'une fonction
économique a maximiser (ou a minimiser), dans le respect de certaines contraintes,
alorson est typiquement dans le cadre de la PL.

CONTEXTE ILLUSTRATIF

Admettons une industrie qui produit des boissons. Il existe divers gammes de
produits : jus de fruits, rhum et biere. Le but de cette industrie est de maximiser sa
recette.

Pour modéliser cette situation, nous pouvons représenter ce contexte par le
biais d'une fonction Z telle que :

Z=PJ+PR+P,B

Ici, Z est la recette réalisée, J la quantité de jus de fruits produits, et R; B
représentent les quantités de rhums et de bieres produits. Pj, Pr et Pb sont les prix
unitaires du jus, du rhum et de la biére, avec Pj=10 euros, Pr=8 euros et Pb=11 euros.

L'industrie a pour objectif de maximiser sa recette. Si nous formalisons cet
objectif sous forme mathématique, nous avons :

Max Z = Pjj + P,R + P,B = 10/ + 8R + 11B

Mais, lindustrie connait beaucoup de contraintes dans le cadre de ses activités.
Supposons que la machine de fabrication des jus ne peut créer que 700 unités, 600
unités pour la machine de fabrication de rhum, et 400 unités pour celle de la biere. De
plus, lindustrie ne dispose que 15.000 euros pour soutenir les fabrications, dont la
production d’'une unité de jus colte 8 euros, 6 euros pour le rhum et 7 euros pour la
biere.



Sinous résumons ce cas dans un tableau, nous obtenons la situation suivante :

Jus Rhum Biére
Capacité productive
des machines de 700 600 400
fabrication (en unité)
Colt de production
unitaire (en euro) 8 6 7

Ainsi, en mettant ces situations sous forme d’équations, nous obtenons :

J < 700 car lamachine ne peut produire plus de 700 unités de jus,

R < 600 puisque la machine ne peut produire plus de 600 unités de rhum,

B < 400car on ne peut produire plus de 400 unités de bieres,

8/ + 6R + 7B < 15000 car lindustrie ne possede que 15.000 euros pour financer
les fabrications.

Cesinégalités représentent les contraintes :

8/ + 6R + 7B < 15000
Ainsi, la programmation linéaire relative a notre contexte est :

Max Z = 10] + 8R + 11B
] <700
R <600
B < 400

8] + 6R + 7B < 15000

J, R et B sont les variables &8 maximiser sous ces contraintes. Cette
représentation est la « forme canonique » de la PL.

METHODE DU SIMPLEXE

La méthode du simplexe (ou algorithme du simplexe) est une méthode itérative
qui consiste a chercher la valeur optimale de chaque variable tout en tenant compte
des contraintes linéaires. Pour faire, il faut transformer la forme canonique du
programme linéaire en « forme standard » en introduisant des nouvelles variables,
appelées « variables d'écarts », permettant de soumettre lesinégalités en égalités.

Dans notre cas, nous insérons quatre variables d'écarts (a, b, c et d) car nous
avons quatre contraintes.




Ainsi, nous obtenons :

J+a=700
R+b =600
B + ¢ = 400

8/ +6R + 7B +d = 15000

Dans cette forme, les variables d'écarts a, b, c et d sont dans la base des
solutions réalisables. J, R et B se trouvent hors de cette base.

En intégrant le coefficient de chaque variable dans un tableau, sachant que
seules les variables dans la base se trouvent en ligne, nous obtenons le tableau initial
suivant :

Tableau initial
J R B a b o d Const
a 1 0 0 1 0 0 0 700
b 0 1 0 0 1 0 0 600
C 0 0 1 0 0 1 0 400
d 8 6 7 0 0 0 1 15000
Z 10 8 11 0 0 0 0 0

La variable B possede le plus grand coefficient strictement positif, nous pouvons
alors la maximiser. B entre ainsi dans la base des solutions réalisables.

Mais, si B entre, une variable dans la base devrait alors sortir. Pour la détecter, il
faut calculer le rapport de chaque constante par le coefficient de la variable entrante
(ici c’est B). La variable dont le rapport est le plus petit nombre positif non nul sera la
variable sortante.

B Const Const/coeff(B)
a 0 700 700/0=infini
b 0 600 600/0=infini
c 1 400 400/1=400
d 7 15000 15000/7

La variable c posséde le rapport le plus petit positif non nul en termes de rapport
entre constante et coefficient de la variable entrante (ici on a 400/1 pour c), alors elle
sort de la base des solutions réalisables. Par conséquent, B et c se permutent.

J R B a b (o d Const
a 1 0 0 1 0 0 0 700
b 0 1 0 0 1 0 0 600
(o 0 0 1 0 0 1 0 400
d 8 6 7 0 0 0 1 15000
Z 10 8 1" 0 0 0 0 0




Le nombre qui se trouve a l'intersection de la ligne pivot et la colonne pivot est le
nombre pivot. Dans notre cas, le pivot est égalal.

On divise chaque coefficient de la ligne pivot par le pivot, et on remet a zéro
chaque élément de la colonne pivot. On obtient alors :

J R B a b o d Const
a 0
b 0
B 01 01 1N 01 01 "N 01 4001
d 0
Z 0

Constater bien que la variable c n’est plus dans la base, et elle est remplacée par B.

On remplit le tableau, pour les éléments restants, par la « méthode des rectangles »
dont les détails sont fournis en annexe. Apres ce remplissage, nous avons un nouveau
tableau.

J R B a b o d Const
a 1 0 0 1 0 0 0 700
b 0 1 0 0 1 0 0 600
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d 8 6 0 0 0 -7 1 12200
Z 10 8 0 0 0 - 0 -4400

La, constatons bien qu'il existe encore des coefficients strictement positifs dans
Z. Ce qui signifie qu’il existe encore une solution réalisable. Dans notre cas, J possede
10 comme coefficient dans Z, et 10 est le plus grand coefficient strictement positif de Z.
Alors, lavariable J entre dans la base. Il reste a déterminer la variable sortante.

J Const Const/coeff(B)
a 1 700 700/1=700
b 0 600 600/0=infini
(o 0 400 400/0=infini
d 8 12200 12200/5=1525




Dans ce cas, similairement a litération précédente, a est la variable sortante, et elle se
permute avec J. En faisant les mémes étapes qu'auparavant, nous obtenons le tableau
suivant :

J R B a b o d Const
J 1 0 0 1 0 0 0 700
b 0 1 0 0 1 0 0 600
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d 0 6 0 -8 0 -7 1 6600
Z 0 8 0 -10 0 -1 0 -11400

Il existe encore une solution réalisable, et R entre dans la base sachant que b sort. Et en
réitérant, nous obtenons le résultat suivant :

J R B a b o d Const
J 1 0 0 1 0 0 0 700
R 0 1 0 0 1 0 0 600
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d 0 0 0 -8 -6 -7 1 3000
Z 0 0 0 -10 -8 - 0 -16200

Maintenant, nous sommes a un stade ou tous les coefficients de Z sont négatifs ou nuls.
Ce quiveutdire qu’iln'ya plus de solution réalisable. L'itération s'arréte.
Les résultats optimaux se trouvent dans ce dernier tableau :

J R B a b o d Const
J 1 0 0 1 0 0 0 700
R 0 1 0 0 1 0 0 600
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d 0 0 0 -8 -6 -7 1 3000
Z 0 0 0 -10 -8 - 0 -16200

Ainsi, a loptimum, nous avons :
J=700 unités, R=600 unités, B=400 unités, a=0, b=0, c=0, d=3000 euros, Z=16200
euros.

Ce résultat veut dire que lindustrie doit produire 700 unités de jus, 600 pour le
rhum et 400 pour la biére. Cette allocation la permette de maximiser sa recette jusqu’a
16200 euros. Malgré les contraintes, elle peut économiser 3000 euros puisque les
fabrications coltent 12000 euros.




GENERALISATION D’'UN PROGRAMME LINEAIRE

Considérons le programme linéaire (attention, les nombres en exposant
n“indiquent pas des puissances mais le rang de la contrainte, 1 pour la premiere
contrainte, 2 pour la seconde, m pour la m-iéme contrainte), dont (x, x5, ..., X,,_1, X,)

sont les variables:
( n
(aix; +adx, + alx; + - +al_jx,_, +akx, = Z aix;) <ou=c
i=1
n
a?x; + asx, + adx; + -+ ai_jxp,_q +aix, = Z a’x;) <ouz=c,
i=1
< n
m—1 m—1 m-1 m-1 m-—1 — m-1.,. < >
(@ 7 "xqg +a) " x, +ayt i xg et an Xpoq +ant X, = a;” X)) S ou=Cpq
i=1

n
\ (a*xy + af'xy + al'xs + -+ alt x4 +an'x, = z ai*x;) < ou=cpy
i=1

n
Max Z = p1x1 + pXp + -+ Ppo1Xp_1 + PuXn = zpixi

i=1

C'est la forme canonique du programme linéaire. En insérant des variables
d'écarts,(ey, ,, ..., €1, €n) NOUs obtenons la forme standard telle que :

n n n
e, + Z alx; = ¢, avec e; > 0 si z alx; <c ete, <0si Z aix; =>¢
X i=1 i=1

n

n n
e, +Z a?x; = c, avec e, > 0 si Z a’x; <c, ete, <O0si Z a’x; =c,
i=1 i=1 i=1

n n n
em-1 t Z a™ 'x; = cpy_q avec ep_q > 0si Z a™ x; <cpoq etey, <0si Z a;” X = Cpoq
i=1 i=1 i=1

n n n
em + Z ai*x; = ¢, avec e, > 0 si Z ai*x; < ¢y etey, <0si Z al*x; = cpy
i=1 i=1 i=1

n
Max Z = z DiX;
i=1

Notons que pour minimiser Z, il suffit de maximiser (-Z).




ANNEXE :Méthode desrectangles
Voici notre tableau initial.
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R possede le coefficient de Z le plus grand positif non nul : R est la variable

entrante.

N =0 0|

—
—

Une fois ces coefficients de la variable entrante sont retenus, nous effectuons

leurs rapports avec les constantes :

B Const | Rapports
a 0 700 700/0=infini
b 0 600 600/0=infini
c 1 400 400/1=400
d 7 15000 |15000/7

La variable avec le plus petit rapport est la variable sortante. Ici, cette variable

est lavariable « ¢ ».

J R B a b o d Const
a 1 0 0 1 0 0 0 700
b 0 1 0 0 1 0 0 600
c 0 0 1 0 0 1 400
d 8 6 7 0 0 0 1 15000
Z 10 8 1 0 0 0 0 0

Nous obtenons la ligne pivot et la colonne pivot ainsi que le pivot (ici, il est égal a
1, quise trouve a l'intersection de la ligne et colonne pivot).

Pour faire litération, nous divisons chaque élément de la ligne pivot par le pivot,

etonremplace « ¢ » par « B » soit :




J R B a b o d Const
a
b
B 0/1 01 1/1 01 0/1 1N 0/1 400/1
d
yA
Ce quinousdonne :
J R B a b o d Const
a
b
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d
yA

Apres, il faut remettre a zéro toutes les cellules de la colonne pivot, sauf celle
qui contient le pivot. Nous obtenons alors :

J R B a b o d Const
a 0
b 0
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d 0
Z 0

La question est, maintenant, comment remplir ce tableau ?

Pour faire, il faut effectuer certains calculs, mais, notons qu’il faut seulement
remettre les coefficients dans les colonnes dont les coefficients sur la ligne de pivot
sont nuls. Ainsi, les coefficients sur la colonne J sont a remettre a 0, idem pour R, a, b et
d.Le tableaudevientalors:

J R B a b o d Const
a 1 0 0 1 0 0 ?
b 0 1 0 0 1 ? 0 ?
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d 8 6 0 0 0 1 ?
Z 10 8 0 0 0 0

Il nous reste a déterminer ces inconnus. Pour cela, nous mobilisons la méthode
desrectangles.




ILfaut revoir le tableau précédant (le tableau initial), rappelons-le :

J R B a b o d Const
a 1 0 0 1 0 0 0 700
b 0 1 0 0 1 0 0 600
(o 0 0 1 0 0 1 0 400
d 8 6 7 0 0 0 1 15000
Z 10 8 11 0 0 0 0 0

La premiére cellule que nous allons compléter est lintersection entre la ligne
« a » et la colonne « c ». Pour ¢a, on ne regarde que les parties suivantes su tableau
initial :

On obtient un rectangle qui se présente comme suit :

Le nombre a remplacer (cellule (a; c))

1

Le pivot

Pour trouver le nombre de remplacement, on effectue le calcul suivant :

Produit des nombres sur le diagonal sans le pivot

Nombre de remplacement = nombre a remplacer —

Pivot
Ainsi, pour le nombre que nous cherchons,ona:
0 O0x1 —0

=

Alors, notre deuxiéme tableau devient :
J R B a b (o d Const

a 1 0 0 1 0 0 0 ?
b 0 1 0 0 1 ? 0 ?
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d 8 6 0 0 0 ? 1 ?
z 10 8 0 0 0 ? 0 ?




Reprenons un autre exemple pour mieux éclaircir. Allons chercher le nombre qui se
trouve alacellule de l'intersection entre la ligne « d » et la colonne « Const ».

Regardons le tableau d’avant (tableau initial) :

J R B a b c d Const
a 1 0 0 1 0 0 0 700
b 0 1 0 0 1 0 0 600
c 0 0 1 0 0 1 0 400
d 8 6 7 0 0 0 1 15000
Z 10 8 11 0 0 0 0 0

Pour voir le nombre dans la cellule (d ;Const) du second tableau, on retient les parties
du tableau initial suivantes :

Le rectangle extrait est :

B Const
1 4 400 \
7 15000 <7 Le nombre a remplacer (cellule (d ; Const))

Le pivot

Alors, le nombre de remplacement est obtenu par :

7 X 400
15000 — = 15000 — 2800 = 12200
Le second tableau devient :
J R B a b (o d Const
a 1 0 0 1 0 0 0 ?
b 0 1 0 0 1 ? 0 ?
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d 8 6 0 0 0 ? 1 12200
z 10 8 0 0 0 ? 0 ?




Et nous continuons comme telle pour toutes les autres cellules. Une fois elles sont
completes, nous obtenons le second tableau :

J R B a b c d Const
a 1 0 0 1 0 0 0 700
b 0 1 0 0 1 0 0 600
B 0 0 1 0 0 1 0 400
d 8 6 0 0 0 -7 1 12200
Z 10 8 0 0 0 -1 0 -4400

Pour le troisieme tableau, on se référe au second. Pour le quatrieme, nous nous
référons au troisieme. Et ainsi de suite, jusqu’a ce que les coefficients de la fonction
économique Z soient tout négatifs ou nuls.




