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Le premier chapitre est spécialement destiné aux personnes non initiées aux
schémas numériques aux différences finies. Les algorithmes présentés sont toujour
appliqués 3 des problémes monodimensionnels, pour des raisons de simplicité, et
sont généralisables & 2 ou 3 dimensions. Les méthodes spectrales utilisées en

turbulence ne sont pas exposées.



I - Généralités sur les schémas numériques utilisés pour la résolution des équa-
tions aux dérivées partielles de la MHD ou de la dynamique des fluides,

I - A-Définitions : convergence, erreur de troncature, stabilité (Chu, 1978)

Considérons un ensemble d'équations différentielles dénoté par
Lu=0
avec L = opérateur matriciel aux dérivées partielles en t, x, y, z et

u(x,y,z,t) = solution exacte du systéme,

Ce systéme d'équations est approximé a l'aide d'un schéma numérique aux dif-
férences finies Lh par
h “h= 0
ot h= At, Ax, Ay, Az et ol u, est la solution approchée du systéme

d'équations.

1 - Convergence et taux de convergence du schéma numérique

Le schéma converge si ” u - u U —» 0 lorsque h —» 0 (/I || désigne une
norme).

sio flu ~ull= ocacf, AxP2 )

pl, p2 oo sont les taux de convergence du schéma

numérique,
2 - Consistence et erreur de troncature du schéma numérique
si ” Lhu - Lul/ —» 0 lorsque h —0, l'opérateur aux
différences L, est une approximation consistante de 1l'opérateur
différentiel L .,
1 2
si ”Lhu-Lu” = O(Atq/Axc’,...)
91, 92,-.- sont les ordres d'exactitude du schéma numérique et
0 (At 74/ quzl ... ) est l'erreur de troncature du schéma numérique.
Celui-ci sera d'autant meilleur que 94, 92, seront élevés,
Exemple :
2 9 - :
e L a "L _o On.rose A = M(ﬂAt‘,é«Ax)
ot ox
n+4 n n n
- w Uy — U
Y2 J + a A J-7 =0
At Ax
m+A m A F4
JL? = ALa, + At? Qﬂ. - fLE_ élﬁ%
ot 2 ot dévelo Pemem“s de Tay/or.
wl oWl s b 4, 8 U f
¥ - 7. 0 2 ox%
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RN
doun

m+A m m m
Uy 'ui + o U-a ‘u';t" = 9_“‘.+a_9£.+(4—AL‘.9_2‘i+iAxaz—u-)
Ak A x 9& ox Z ot? 2 oxt
~—_

erreur de Eroncature
Ce schéma est du

jer ordre en t et en x

3 - Stabilité

Un schéma aux différences finies est stable, lorsque h — 0, s'il existe

c constantes telles que

2
L ll € C1 e Jluy (bl

avec C2 \< taux de croissance de la solution exacte.

Deux méthodes d'étude de la stabilité existent :

- méthode de 1l'énergie
- méthode de Von Neumann, consistant & effectuer une analyse de Fourier

spatiale de la solution, permettant d'en déduire une matrice d'amplifica-

tion complexe M(R) définie par :

— h4d -~ n
u = M (k) u
" —n ikjdx -
avec u = 2 Wik € ol u.k sont les composantes de
4 K
Fourier de u; .

Le critére de stabilité de Von Neumann est :

H M k)l \< 14+ 0 ( At). Donc, s'il existe un nombre o tel que

”M ()l \< 1+ Ak (ce qui permet un taux de croissance exponentiel en

t , .
e°( que peut posséder la solution exacte), alors

le schéma numérique est stable., C'est une condition

nécessaire, qui n'est pas toujours suffisante.

e Exemple N° 1 : schéma non centré en x (volr ct deSsus):

du a_au._o

—_ + —_— =

ot ox

n+4 n n w n
u.z —u..a, +a u;a - 3-4 -0
At Ax



—_— 1 ik
=> -U-.& = ’i + CLAE(Q Lk ax - 4.)
u.a' ~—_ Ax _—

matrice d'amplification

= rapport d'amplification complexe T

n= 41 +a %f (e-mAx—/J.)

T

'].+a-2-§- (cos(fax) ~1) _.ia..té\f_ am (B Bx)

Iz] £ 4 + de < AE

: At . . Ax
st IQ'K; <1 sott st |AE ( -;:,

C'est la condition de '"Courant - Friedrichs-Lewy"

o Exemple N° 2 : schéma centré en x:

4"m-4 n n n
- Wiased U444
¥ ¥ g S mUat
At 24X
erreur de troncature :
2 3
5 At %L-ui + %’, sz %‘_u:;_ (1er ordre en t, 2é&éme ordre en X )

R = 1 - ia 2: sin( k 8x)

est instable

¢ Exemple N° 3 : schéma de Lax - Friedrichs:

n+A1 4 n u'\- ) TR n
-u.a, - -Z-(UJH“ 31 udH ‘“‘d"‘
+a =0
) At 2 Bx
stable si a A& {1
Ax

. 1 Ak u ax* (ordre 1 en t et x)

erreur de troncature : % ek - % AL u ., lordr 1 en et x).

At .
rapport d'amplification : & = cos(kAx) - ia Ax 51n(kA x)



I - B-Schémas implicites, explicites

3 ne4 n
Dans ce qui suit, el = My - My
ot At

1 - Schéma explicite :

Les dérivées partielles spatiales sont évaluées & n 4 t. Cette méthode est

. . n+l _
directe, rapide, et locale, car elle permet le calcul direct de W g (i fixé

N 3 n AU
a partir des u ¥ individuellement en chaque point de la grille.

Par contre, les méthodes explicites sont stables sous condition restric-

tive (sur le rapport [ar At/Ax| en général, v désignant une vitesse caracté-

ristique).

Exemple : équation Bu./at + a 'au./ax =0
ntA h n n
avec le schéma id__‘_'ﬁ +a Uysd - Ug-a - 0
IS 2 Ax
= u,a' = Uy + Z As (u.d,.,, -y 4 Ce schéma est instable (voir
x -

ci-dessus).

2 - Schéma implicite :

Dans ce type de schéma, les dérivées partielles spatiales sont évaluées
ned

au temps (n + 1) A t. 1l est donc impossible de calculer directement wujg
(i fixé) a partir des u;' en chaque point de la grille, individuellement,

puisque chaque équation comporte plusieurs inconnues (méthode non locale). On
4

. P4 ~ » . 3 » I3 M
doit résoudre un systéme d'équations linéaires permettant le calcul des u &
4 partir des u; . Par contre, les méthodes implicites sont souvent incon-

ditionnellement stables.

Exemple : équation Qw/at + a Su./ax =0

n+4 n n+A n+1
a,oproxlmée por Uy -~ Uz L2 Wyt = Wyoq
AlS 2 Ax

(méme schéma que précédemment, mais implicite).

2
erreur de troncature : % uge AE + % (Ax) Wyyx (ordre 1 ent, 2 en x)



rapport d'amplification : R = (1 + ia AE Gin (&Ax) ) -1
L X

on a toujours | rRl<1 => schéma incondition-
nellement stable.

Méthode de résolution :

n+4 ne1 n4+4 n
2 Bx 28x
-_— U, + AL + W = (73
3 1 a A 3’ ar1 3‘ adtb
Soit p 1l'ordre du systéme :
sz‘ b N n+i n
alAt O 1 A
2 Ax
- aac 1 L2 Ua
1 2Ax A } us - U 2Ax
\\o\tde\\ S o ! ! aAt
~ ~ ~ ! !
4 Y 24x 4 X {
C) a At ( :
2hx
< w uw
alAk P r

b et ¢ dépendent des conditions aux limites (en é.=1 ou a. =P) :

esi du/9x =0 alors b=0(j=1) ou c=0 (j=p)
e condition de symétrie : b=2 (j =1) ou c= -2 (j=p)
eu fixé : alors l'ordre du systéme diminue de 1 ou 2.

On est donc amené & la résolution d'un systéme linéaire a matrice

tridiagonale,

3 - Effet du pas temporel sur les schémas implicites

Bien que les schémas implicites soient inconditionnellement stables, un

pas temporel trop grand peut avoir un effet catastrophique :
1
1 + ia L& sin(kbx)
AX

Dans le cas ci-dessus, T =

si At est grand, alors |I'C.l & 1; l'lalgorithme devient trés dissipatif
et il faut prendre garde 3 ce que cette dissipation numérique reste négligeable

devant la dissipation physique (si elle existe).



Dans un algorithme de Crank-Nicolson (voir table 1),

1- La(At/Bx) sin(k A x)
1+ i_q_(Ak/Ax) sin(lk A x)

n -

si At est grand, alors M -» - 1 et on obtient des oscillations parasites

d'origine numérique.

I - C- Dissipation et Dispersion numériques (Chu, 1978)

La dissipation se caractérise par un amortissement numérique des compo-

- n
santes de Fourier . i tandis que la dispersion engendre la propagation d'on-

des planes a différentes vitesses de phases C (k).

n Z -_n 4‘—%—* A)(

Avec -U-t = » .M-& e
n+4

w
T (%) = __e: est le rapport d'amplification complexe.

U o LPR)

L

On pose rc(%.) = Ilt (e:.)’ e
si ll’Cl =1 le schéma est conservatif (pas de dissipation).

Il <1 " est dissipatif.

P(R)

La vitesse de phase des ondes est C(k)

EYCH
la pulsation " est w(w) = - ‘P(Q) /At
la vitesse de groupe “ est C_(k)= - 1 d \f’(k)

3 At d k

si {C (k) = constante, le schéma n'est pas dispersif.

¢ (k) dépend de k, le schéma est dispersif.

e Ordre de dissipation et de dispersion

aux grandes longueurs d'onde (A 2 taille de la grille), on peut déve-

lopper l'amplitude |IL‘ et la vitesse de phase C en puissances de kA x.

Si Ilz_ (k)l = 140 [(kA x) ‘1] q est l'ordre de dissipation global
de l'algorithme.

si ¢ (k) = Co + 0 ( (kAx)A ) 4 est l'ordre de dispersion global de
ltalgorithme,



Dans le cas d'un probléme physiquement dissipatif (par exemple

dufot + a 9u./9x =y d*u/dx2 > ,on peut écrire :

Im(@)] = 4- V28 (1a0* vo[ (ka0 ]

L'ordre de dissipation numérique est alors q'. Il faut s'assurer dan
un schéma numérique décrivant un telprobléme que q' >» 2 (ordre de dissipa-

tion numérique plus élevé que l'ordre de dissipation physique).

Dans le cas d'un probléme physiquement dispersif (par exemple
dufot + a Dulox = & 93u,/8x3), on peut écrire :

2 & kax)E + 0 (kAxA)
3 Ax?

c(k) = ¢, +

L'ordre de dispersion numérique est alors 4’ . 11 faut donc s'assurer

dans un schéma numérique décrivant ce probléme que ¢l)>2 (c'est-a-dire que

la dispersion numérique soit d'ordre plus élevé que la dispersion physique).

Un schéma numérique sera d'autant meilleur que sa dissipation et sa dispersion

numérique seront d'ordre élevé.

Exemple :

Pour le schéma numérique de Lax-Friedrichs,

cos (kAX) - ia%.::: sin(kox)

Inl = (1 - (1 - 228E/BxY) sin? (kA x))*
‘f(&) arctg [ -a(Ak/ax)tg (kA X )]

e

Ce schéma est numériquement d'autant plus dissipatif et dispersif que

la longueur d'onde est courte (k& x grand).

Dans un tel schéma, trés dissipatif, la dispersion des petits A a peu

d'effet, car les courtes longueurs d'ondes sont amorties les premiéres. Par
contre, dans un schéma conservatif, la dispersion peut produire des petites

échelles engendrant des oscillations nuisibles & la stabilité du schéma (géné-

ration de masses négatives). Aux grandes longueurs d'onde, l'algorithme de Lax-

Friedrichs donne

2
ln.(&)l = 1- % (4- azf_b—z) (%Ax)z (dissipatif d'ordre 2)
x



c (?4') = a + % ('4— Clz-Aé—::) (%.Ax)z (dispersif d'ordre 2)

I - D - Tableau comparatif d'algorithmes (table 1) pour au./atﬂzgu./gx =0

Les Algorithmes explicites les meilleurs et les plus simples pour résou-

dre la partie convective des équations sont ceux de Lax-Wendroff et Leapfrog.

Ils sont tous deux d'ordre 2 en t et x, possédent peu (Lax Wendroff) ou pas
(Leapfrog) de dissipation numérique, mais sont dispersifs (ordre 2). L'algo-

rithme de Lax-Wendroff peut traiter les chocs (car dissipatif, la viscosité

numérique permettant d'élargir artificiellement la structure du choc de fagon
compatible avec le pas de la grille), mais sa dispersion génére des oscillations
parasites que, nous verrons plus loin, l'algorithme FCT de SHASTA permet d'éli-

miner.

En effet, la dispersion doit étre faible, surtout si la dissipation phy-
sique (et & plus forte raison la dissipation numérique) l'est, car celle-ci ne
sera pas capable d'amortir les oscillations catastrophiques de courte longueur
d'onde. Ceci est particulilrement crucial pour les simulations & nombre de

Reynolds élevé.

L'algorithme implicite le meilleur (ordre 2 en t et en x) pour résoudre
la partie diffusive des équations de la MHD est sans doute celui de Crank-

Nicolson (qui ne présente pas de dissipation numérique dansle cas de ug+auy=0).

I - E-~ Conditions aux limites (Chu, 1978; Forbes et Priest, 1984; Chu
et Sereny, 1974).

La formulation des conditions aux limites représente en général une tdche

beaucoup plus difficile que le choix des conditions initiales.

En effet, le nombre et la nature des conditions aux limites dépend du sys-

téme d'équations utilisées : hyperbolique (en 1l'absence de tout terme dissipa-

tif) ou parabolique (avec termes dissipatifs). Les équations de la MHD incluant
la dissipation magnétique, la viscosité et la conduction de la chaleur sont

paraboliques (sauf 1'équation de continuité qui est hyperbolique).
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- Equations paraboliques

Ces équations se caractérisent par une vitesse de propagation infinie des
signaux. Chaque variable (ou sa dérivée normale a la frontiére) doit &tre fixée

aux limites du domaine (cas des équations générales de la MHD).

- Equations hyperboliques

Ces équations se caractérisent par une vitesse finie de propagation des

signaux (existence de caractéristiques).

Le nombre de conditions aux limites est égal au nombre de caractéristiques

se propageant vers l'intérieur du domaine, et ce nombre dépend de la vitesse du
fluide & la frontiére. Les variables pouvant étre fixées a la frontiére sont

celles dont les caractéristiques associées répondent au critére ci-dessus.

Par exemple, en dynamique des fluides 1 D compressibles et anisentropi-

ques, le systeme d'équations hyperboliques est

%)_& + 8§; (}Mr) =20 avec S(P,j) ) = entropie
dur v 4 2P

2c Ay * F ox - ©

ot ox

_aa._g.‘./u-gs +FC2 -9—%-’. =0 ol C est la vitesse du son
9“_" .(-/u'%{-i 2 =0

bE X P Bx

25 L 4 25 -o

ok ox

La forme matricielle de ces équations est :

P n- )OCZ o P
0 o _
-a—t— n + ‘4/P nr (o] 3x n- =0

S 0 o o S



Les vitesses caractéristiques sont les 3 valeurs propres de la matrice

ci-dessus, soit A, =V, V+ c .

A -
Les vecteurs propres AL) :(uomj uahz,u.hs) ou duub.ons ca.ra.ct'c'risttque
1

sont obtenus par :

A PCZ' (o) u'7M
4/p -2 o ur, | = O
o o =N Wy
soit -u—),u. = (0,0,1)
—.’
e = (4, fC, o)
z“r_c - ('L,—fc, O)

Les équations aux caractéristiques sont obtenues par projection sur les

vecteurs propres :

oP = 2 - Onr - Plg _
o +(ru+c)-a-£- +}DC[5? + (o F) ax] =0

.QEL + Eﬁé. =0
Y oX

et les courbes caractéristiques sont définies par

RIQ.
mix
i
T
~
q
-+
O

le long des directions caractéristiques, on a

?.E Icaﬂ =0 avec 9 :9_-1-(/0'7-'0)_9__
o453 947 4% ot Ox

Selon le signe de v , Vv + c, on obtient le nombre et la nature des condi-

tions aux limites devant &tre appliquées en x = 0 pour le domaine x }' 0 :

Cas régime ala nombre de conditions variables concernées
frontiére aux limites par les conditions

aux limites

1 vL-c¢ o] -

2 -c v O 1 P ou v

3 ov{ c 2 P ou v, s
4 vyc 3 P, v, s




Dans le cas du systéme parabolique des équations de la MHD (incluant
tous les termes de dissipation de B, v, et T), seule 1'équation de continuit.

est hyperbolique

A onr . 0 ° o
+ ——my - O S - — ——
3% S = °° 5 56 TV oax

La vitesse de propagation est finie et vaut v (vitesse caractéristique)

Ainsi, la densité ne peut &tre spécifiée & la frontiére x = 0 que s'il

y a une entrée de plasma (v > 0) dans le domaine de calcul (x 2 0). Dans le

cas contraire (v £ 0), P ne peut étre spécifiée et on doit utiliser une rela-

tion de "compatibilité'. Cette relation de compatibilité est e + 2 (pa) =0
3t ox f

et doit étre intégrée numériquement sur la frontieére.

I - F~ Limitation aux nombre de Reynolds petits.

En général, les simulations numériques sont limitées a des nombres de
Reynolds petits (plus faibles que ceux correspondant a la transition vers la

turbulence), pour deux raisons :

- la viscosité, qui amortit les oscillations dues a l'opérateur aux différences

finies, décroit lorsque le nombre de Reynolds augmente, et le calcul devient
instable.

- le développement d'échelles de plus en plus petites s'effectue au fur et a

mesure que le nombre de Reynolds augmente.

1 - En mécanique des fluides :

L'épaisseur des couches limites est donnée par :
1/Z
&~ A*/(MAX/P) ot A x est le pas de la grille, v une
vitesse caractéristique et Y la viscosité cinématique moyenne.
Si L est une échelle caractéristique des dimensions de la grille,

S (A"‘- )"‘ N <AxL Ve

arl /v Re

Re étant le nombre de Reynolds

visqueux /VL/D .

Une instabilité numérique se produit dés que > _s ax soit



Re » L/bx

Un tel nombre est usuellement de l'ordre de 100 & 1000.

Les simulations numériques & gram Re nécessitent donc une grille a
haute résolution spatiale. En deux dimensions, doubler la résolution spatiale
dans chaque direction x et 2z revient a multiplier par 8 le temps de calcul
(car le pas temporel est divisé par 2). De telles simulations sont donc trés
coliteuses et justifient pleinement l'emploi des grands ordinateurs vectoriels
tels le CRAY.

2 - en MHD :

Une instabilité risque de se produire dés que l'échelle caractéristique
de la turbulence phénoménologique de Kolmogoroff devient plus petite que le

pas de la grille.

Cette échelle est donnée par :

Y
A= E nl

avec E taux de dissipation de l'énergie par unité de temps et de masse
NL= diffusivité magnétique ( = 1//,(,0" , ol @ est la conductivité

électrique).

NL est relié au nombre de Reynolds magnétique Rm par :
pm = Ya L
Va étant une vitesse d'Alfven et L wune échelle de longueur caractéristiques.
Dans le cas d'une nappe de courant de largeur W , de densité /) » se trou-
vant dans un champ magnétique d'intensité B , et prenant E = '3%7b70 avec

j—ﬂs }E!/w}.‘L = densité de courant électrique, on obtient
]

7 (B )T

ot = AJ/L, W=W/L, B et }; étant normalisées 3 leur valeur exté-
rieure & la nappe de courant, et Rm étant le nombre de Reynolds caractéris-
tique du domaine de calcul. Le Reynolds critique correspond a n= Bx , Ax

étant le pas (normalisé) de la grille, ce qui implique :

— /2
<

Rm &

o||<]

ax %

soit typiquement, avec W = 0.075, B =1, p =10, 4x = 0.01, Rm__< 2000 .




II - SHASTA "Sharp and Smooth Transport Algorithm'"

SHASTA est un code de simulation numérique 2D (x et z) + temps (t) des
équations paraboliques de la MHD résistive . Il se compose de deux parties :
une partie diffusive (diffusion du champ magnétique -}-3" = (Bx,Bg) , de la

température T), une partie convective (transport dejO s fo ,Jo\/z s P).

Shasta utilise un schéma numérique diffusif classique. Par contre, son

schéma convectif est particuliérement destiné & traiter les problémes de chocs
MHD : c'est 13 que réside sa supériorité par rapport aux méthodes classiques,

qui utilisent une viscosité artificielle pour augmenter la largeur d'un choc,

et qui générent au voisinage des forts gradients des oscillations a cause de
leur dispersion numérique, pouvant forcer des quantités (comme la densité) a

devenir négatives !

Principe de SHASTA :

Shasta utilise sous forme modifiée les principaux ingrédients de l'algo-

rithme de Lax-Wendroff et fonctionne en deux étapes : transport diffusif (la

dissipation servant & élargir les chocs), puis antidiffusion (pour éliminer la

dissipation introduite précédemment) du flux de masse transporté (durant la
premiére étape)et corrigé de telle sorte qu'il empéche, au cours de 1l'anti-

diffusion (ou diffusion corrective) la formation ou le renforcement de minima

ou maxima (qui pourraient engendrer oscillations et masses négatives). Cette

opération (appelée '"Flux Corrected Transport - FCT") revient & annuler la dis-

persion de l'algorithme et rend donc SHASTA particuliérement apte a traiter
les chocs (ses performances étant en outre 4 fois supérieures a Lax-Wendroff

en dehors des chocs).

I1 - A - Equations résolues par SHASTA.

Ce sont les équations générales de la MHD a 2 dimensions écrites sous

la forme d'une équation de continuité généralisée :

8f/oE +atv (EV)=s

oiu f est la quantité transportée et § un terme source.

e Conservation de la masse :

o Wl -e

bk



équations du mouvement :

H" 809 + ) =~ L0055 - B2 g

5 (J)Vz)-l- j)Vsz)+- (f\/z_) —‘f%-a?(P"'

équations de diffusion du champ magnétique

2-:5—5 +§-—Z(Bx\)z) = éaz_(Bsz) ((,L(aaz _ 35)())
.9_

>+Bx 9Bz
Mo ©Ox

21u.o

ot
982+ 2-(82V) = 2-(BxVz) + 2 (m (B2 _ 2Bx))

équation d'énergie

?‘E‘ +6%(Pv,<)+99?(PVZ) = —(5-4)p(av,< gvz)

+(3-4) h.}o -}on(T) + i(&-éﬁ> a,‘(&g:) agz (&%)

¢ \ Me \ Ox oz
chauffage refroidissement chauffage conduction de la
coronal radiatif olmique chaleur

(par ondes)

WL est la diffusivité magnétique.

A ces équations s'ajoutent les conditions initiales et les conditions

aux limites. Le code calcule sur }o/fo/)on/ Bx/ Bz/ P (6 équation

a 6 inconnues).

La convection est effectuée en deux temps a l'aide d'une méthode dite

"prédicteur-correcteur" : les termes sources sont calculés en t + AE/2. (pour

centrer les valeurs), aprés un demi pas convectif, puis le transport complet

(t=» t + At ) est effectuéd en tenant compte des termes sources en t + OE/2:

s(t) }_, solution (t +At/2) —» S(t + At/2) "prédicteur",
Solution (t)

S(t +AakfR) }_.) solution (t + A& )
Solution (t)

"correcteur",



II - B - Organigramme simplifié de SHASTA (Weber, I978)

INITIAL
> VTMSTP
Y
DIFFUX DIFFUZ PARTIE
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/ DIFFUSIVE
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diffusé e >
:/
oui
'}
h pd
> MHDX MHDZ < <€
]
nen z scan ? > ot PARTIE
Y Y CONVECTIVE
SHASTY/FCT SHASTB/FCT
A A METHODE
"prédicteur~
complet > <complet correcteur"
v en 2 demli pas
BOUNDY(3) BOUNDY(I) BOUNDY(4)
non
>
oul on

A

continue

STOP




II - C — Partie diffusive (Weber, 1978).

SHASTA  résoud l'équation

oB 2B

e = 1l Sxt

selon le schéma implicite suivant :

n+4 n n+4 n+1

By _53’_ Bﬂ'*“2’33'+5'4
A€ —(Z Ax 2

. 1 2
erreur de troncature : Y A t By -7 n AxT Boxxx

C'est donc un schéma du ler ordre en t, 2éme ordre en x, qui s'écrit :

n+4 n

5 Ax n+A . sz
3_4 2 + quL-) B + Ba,+4 = %At Ba’

C'est un systéme linéaire a matrice tridiagonale, que l'on inverse :

n+d
1 -(2+ ‘-Q—;S?) 1 O B B\ "™
2 2
1 — (24 2 4 By | =B | B
- < "LAL-)\ \\\ 1 f)lAL‘ '2-
\\ \\ : ]
0 DR A |

-1
facteur d'amplification : = [ 1+ 2 QAL_AEt ( 1 - Coo(ﬁdx))] < 1
X

Ce schéma n'est pas dispersif, mais dissipatif, et inconditionnellement stable.

Aux grandes longueurs d'onde (k Ax <&KL 1),

4 - ,QAE (ﬁAx) +( AL _%fx_ﬁiz) (g,Ax)q

T

@

12 Ax?

la dissipation numérique (ordre 4) est donc d'un ordre deux fois plus élevé

que la dissipation physique (ordre 2).

Ce schéma n'étant exact qu'd l'ordre 1 en t, on envisage de le remplacer

par un algorithme implicite de Crank Nicolson :




n+4 N4 N4

n+4 n n
Ba, —Ba, N ('rl Ba..m -233' +Ba.1 + B'&“ —28;!—86.'.\.’4

At 2 O x2 Ax %
. . (2 AL?
erreur de troncature : IYL W Bxxxx + A Bttt

Ce schéma est donc exact a l'ordre 2 ent et en x, et se résoud

encore a4 l'aide d'une inversion de systéme tridiagonal.

qaL )
=2 (4= coo B Ax)

4+ %—f—f}(«{-w Rax)

facteur d'amplification : M =
et |n|< 1.

C'est un schéma non dispersif, dissipatif et inconditionnellement stable

Aux grandes longueurs d‘'onde,

r ’.L—!VL (ﬁAx)7”+( zAt)(ﬁA)q

zA’- 2A48x4

Comme dans le cas précédent, la dissipation numérique est d'ordre &4, soit

d'ordre deux fois plus élevé que la dissipation physique (2).

II - D — Partie convective (Boris et Book, 1971, 1975; Boris et al,
1974; Cargill, 1981).

deux étapes sont effectuées

un transport diffusif, suivi d'une antidiffusion portant sur un flux de

masse corrigé (Flux Corrected Transport - FGCT).

Ces deux stages conservent la masse et la positivité (un opérateur QA
est dit positif, si, appliqué a une quantité > 0, ona 'Qf>° ). On tra:
ci-dessous 1'équation de continuité Qf/at + 9/67( (j) ,v-) fo)

1 - Etape 1 : transport diffusif.




n . FIGURE 1
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Couanepunk

-, e —— - —— = = - ——— -
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aﬂ»?:{y celé.sle 5+1
Conservation de la masse :
b ( gy rpgra) = (Axe (ol w™) 46) (pmepp)

d'ou

4]
= n
Pm /’3 Ax + (vgﬂz - 4,-"%”") At
nri/2 nri/z

Ce schéma est positif si Axs (It}aH - Vd’ At 1t'est, soit
si I(U-At‘/Ax'<4/2, oll v=m§x(l(lfé|) .



SHASTA utilise une limitation plus stricte, pour pouvoir traiter les
ondes MHD :

max : 2 ,Z‘ Ak 4
ﬁ' ["Valf/Csa +Caa ] Zx— < ‘2-‘

Cs et Ca étant, respectivement, la vitesse du son et la vitesse d'Alfven,

Aprés interpolation sur la grille, on obtient :
+ - n 2/ n n - n
pr = 3% o pa) 5 &y e -ps) + (95 +95) p5

ol ne i m+i n+d
Q =(1—M*A_s)/(4_.+_( P L)AE)
R C A A v Vatt ~ V8 ) ax
En présence d'un terme source § (3}3/&:' +-3/ax (j)lu-) = S) cet algo-

rithme se généralise comme suit :

I+ &)~

n44 - n n : n n n n -/ n n
Fi =% “?éz(fa-«‘fa)*%‘?;z (pye ’)"a) + 4y (py - 53+§) @ (ps - 53-3)

Dans le cas d'un champ de vitesse uniforme, on obtient un schéma de Lax-Wendrof
(dissipation d'ordre &4, dispersion d'ordre 2).

A n n n 2 n n ~
Pt gy = & (pieepam) ¢ (o £) (g - 207 +p50)
[N \—/

ou visoos\(,té

E = n A"—‘/Ax

Cet algorithme traduit un transport accompagné d'une forte diffusion numé

rique.

On  cofeule Fac'oeemenf le facteur d'amplification du transport diffusif
4~ (%4—2"} (4— Ceo%.Ax) ~ 1 & sin fAx

2
La viscosité numérique est (l + _‘E_) et dépend peu de la vitesse.

TTp =

8 2
~

£4/8

2 - Etape anti-diffusive.

Elle consiste & éliminer la diffusion de l'algorithme de transport.




La diffusion de cet algorithme est, a4 vitesse nulle :

f s e (g - 4E e pi)

deux possibilités au moins existent pour éliminer cette diffusion :

- une antidiffusion implicite.

- une antidiffusion explicite.

e Antidiffusion implicite :

n A n 4 n+d n o
it s s - (g - g5 v paa) 1
facteur d'amplification : }ZAL = [ 4~ :}“ (4- cwﬁAX)] .

(non dispersive, dissipative d'ordre 2).

e Antidiffusion explicite :

n+1 n 4 n n n
Py = fs - g‘(fa”‘?’/’& */’a"4>
facteur d'amplification : )14 Ae = [ 1 + 2'_ ('4 - Qo ﬁ. Ax ):)

(non dispersive, dissipative d'ordre 2).
Le code utilise l'antidiffusion explicite (plus rapide).

Pour l'ensemble des deux étapes (Jl:)lq llz) la table 2 montre que
SHASTA implicite est dissipatif a l'ordre 4 (v f: 0) ou conservatif (v = 0).
Par contre, SHASTA explicite est dissipatif a l'ordre 4, méme si v = 0, et
posséde donc une petite viscosité numérique résiduelle (facteur 1/64) :

4
[Arpitpe| ~ 4 - (;'—Ll +31£?2) (kax)

l/tl explicite

| J'Cl implicite

2 4
,)(TTDIZ"ll ~ 1 - .gi__ ("i l&)‘)
16
On élimine cette viscosité résiduelle en modifiant légérement SHASTA
explicite : au lieu d'antidiffuser les quantités (transportées + diffusées),

on n'antidiffuse que les quantités transportées.




le facteur d'amplification du transport et de la diffusion explicites sont

alors :

z - .
Ty = 4~ & (4—6096,A)()-|2M %.Ax (dispersif d'ordre 2, dissipatif d'ordre

ITp =4- ‘%'- (-4 - (,mﬁ A,‘) (non dispersif, dissipatif d'ordre 2).

Combiné avec une antidiffusion explicite, on obtient :

soit (aux grandes longueurs d'onde)

I)Lr I N 4 - .E:i gi A x ) 4

46
Un nombre de Reynolds numérique peut étre calculé comme suit :
lrel= 4 -V REaE ovec B, = L L
¢ v
Si N désigne le nombre de points (linéaire) de la grille, on trouve :
R~N3
e

ce qui est usuellement de 1l'ordre de 106. La diffusion numérique apparait donc

bien négligeable devant la diffusion physique (Rm A1103).

Cette méthode, appelée '"Phoenical SHASTA'" est (comme SHASTA implicite)

dissipative & l'ordre & (v # 0) ou conservative (v = 0), et dispersive & l'or-
P P

dre 2, la dispersion provenant du transport seul. GC'est cette méthode qui est

utilisée dans le code. Les tables 2 et 3 permettront de comparer les divers rap

ports d'amplification et phases des algorithmes entre eux. SHASTA se révele 4

fois moins dispersif et moins diffusif que les autres schémas numériques.

Table 2
Dissipations comparées (& =arAt/Ax <4/2.-)

Algorithme [|ordre Opérateur facteur d'amplifica- diffusion
tion aux grands A
théorie o0 1+ T 1 nulle
one sided 1 1+ T 1 - |gl (&Ax)z forte
Lax Wendroff 2 1+ T+D 1 - € (Rox)4/4 faible
Leapfrog 2 1+ 7T 1 nulle
implicit SHASTA [“2" | (1+p) 7 (1+mD) | 1 - €% (&Ax)"/46 faible
explicit SHASTA | “2” | (1+a) (1+T4+D) 1 8"+_)(?eAx diffusion rési-

46 64 duelle lorsque

v —>» 0
phoenical SHASTA 2 (14+A) (1+T)+D 1 - €2 (f‘A*) 4/46 faible




&o

opérateur de convection

~ o~ o~
» o3

Avec = " " diffusion
= " d' antidiffusion.
Table 3
Dispersions comparées (8 = AL/ x <4/2)
Algorithm Order Relative phase error = E(Lq)r‘—’v
Theory o0 0 (no error)
. A L€ g2 2

One-sided 1 - (? - —2- + _3— (ea, Ax)

2 2
Lax-Wendroff 2 - (%" - %—) ( & Ax)

2 2
Leapfrog 2 - (%— - _Zgz ( &AX)

2 2

SHASTA (FCT) o - (-;1—4 - .‘cé_) ( %.Ax)

(toutes méthodes)

3 - Traitement des chocs - '"Flux corrected Transport'.

. . . N4 n 4 " " n
L'algorithme d'antidiffusion : f)a =/°3' - _8_(F3H - 2./)3 +fﬂ"4)

n'est pas positif (voir fig. 2 représentant une discontinuité ou un choc):

k= (ﬂ+4)£§t

+
Fo : ‘: 8:0 | F-_4
| : ' <o kb= nAkt .
: \ : fig. 2
A'. il l‘. g:o 'y .
'| 1 - ‘r <
12 4 g\
¢
Avec la distribution ci-dessus, par exemple, on trouverait :
N+ n ( 4
= 4+ —)
P4 f& 3
N+ n
/0,3:4 = - :18— fa, < © (la densité devient négative

L'algorithme génére donc de nouveaux extrema parasites. Pour remédier a

cela, on travaille sur les flux de masse définis par :

n + A4 " n \ n 2.2 1 sy 2
gai.% = = g. (fﬁt4 -)Da ou les fa désignent les quantités trans

portées




+4 h
L'antidiffusion explicite s'écrit : - ._g 4 +-£ -
Py =Py 4+z 41
Pour la rendre positive, on limite les flux de masse terme 3 terme de telle
sorte que en tout point de la grille aucun transfert de masse antidiffusif ne
puisse pousser la densité au dela de celle présente aux points environnants.,

Cette opération (non linéaire) est appelée "Flux Corrected Transport'. Les

flux sont corrigés en utilisant un limiteur de flux fonctionnant sur 4 points,

qui est sans action en dehors des régions de fort gradient :

ch n n n
= S max| 0 m’tn(SA -4 5— 1_’ S A 3)

gé+% / az/ ’ é+2 / 3*2
N n n n n

ol S=S§ n.(A +1) et A = -
¥ r: A fa :;
L'effet du limiteur de flux sur l'exemple ci-dessus donne

n n n+4 n
&d&i o (m&wde-—f) J soik joa, )Da, a‘f'arf =fa,+4

Le limiteur de flux (en 3&-% ) voir figure 3) empéche la densité aux

points j , j + 1 de varier au delad de celle présente aux points j - 1, j + 2.

2ohe in erdite

Figure 3

Action du limiteur de flux

en j+ %

—gf — -— — = —

inter |dite

3:4 5» é+1 3+2, ?X

Ainsi, le limiteur de flux empé&che la formation et le renforcement d'ex-

! e .
trema (donc de masses négatives) au cours de E an&LdLPFascon.

I1 rend donc l'algorithme positif. Cette opération conserve la masse

globale : une masse soustraite d'une cellule de la grille est ajoutée a une
autre. En contrepartie, elle interdit la formation d'un extrema (physique)

sur un point unique (fig. &)

Figure 4
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En effet, a chaque pas du calcul, la diffusion, qui émousse le pic j,
n'est pas contrebalancée par l'antidiffusion, car le limiteur de flux empéche

le renforcement d'extrema existant. Ce phénoméne, appelé "flux clipping', ne

s'oppose pas au traitement des chocs, qui seront donc représentés sur 3 points,
les relations de Rankine-Hugoniot étant conservées entre les deux points ex-

trémes (le point central du choc,évidemment, ne représente pas la réalité).

II1 - Exemple d'application & un probléme physique

Nous avons utilisé SHASTA pour la simulation de la reconnection magné-

tique adiabatique dans une nappe de courant dont l'existence parait probable

dans la queue des magnétosphéres planétaires, et dans la phase post éruptive

des éruptions solaires.

s Nyl

Ce calcul a déja été effectué par Forbes et Priest (1983) a St. Andrews

Nous l'avons refait a titre de démonstration des possibilités du code. Tous les

détails pourront étre trouvés dans cet article publié.

La simulation est effectuée en basse résolution sur une grille de

23 x 51 points répartis non uniformément en x (figure 5, tassement vers

x = 0), sans gravité. ABz
AZ £
|
21 -1 _w
t ¢ t—>
| — o w 1 X
r AAAA A ®
YYYY YIT AAAAA =1
|
|
: k=0 e /NP
i ~
] io 1 X 1
Figure 5 _i -W ° w 1 %(

III - A ~Conditions initiales et aux limites

Les conditions initiales correspondent & une nappe de courant isotherme

en équilibre magnétostatique, mais pas en équilibre diffusif (voir figure 5).

Pour raison de symétrie, la résolution numérique est effectuée pour

Alors que les conditions aux limites en x=0, x=1 et 2z = 2

0 £ X £1.



ne sont pas physiques (symétrie en x = 0, conditions flottantes en z = 2

et x=1), les conditions aux limites en z = Q (base) ont une signification

physique (c'est la photosphére du Soleil).

Les schémas numériques explicites demandent que chaque variable (ou déri-

vée) soit fixée aux frontiéres du domaine. Une condition aux limites pour

f/ f,V',(j jovz/ Bx y B2z f E est donc nécessaire,

x =0 (condition de symétrie)

vo—p = 2B _ =z 9P _ 2P _o
* 0z o x oX o % ox

x =1 (conditions flottantes)

les conditions flottantes se traduisent par une dérivée normale nulle a la
frontiére. Elles permettent au plasma et au flux magnétique d'entrer ou de

sortir librement du domaine de calcul,

E_B_Ezg\/)( = ﬂi:éﬂ. -._a_P = O ej_aex --382
dX 3% ax ox 9% 2% 9=z

z =2 (conditions flottantes)

9 Bx _ OVx _ oVz ) _ dP ob2 oBx
Sl = 5 2 st m =0 4 E -

Les conditions flottantes sont faciles & programmer, mais entrainent une ré-

flexion partielle des ondes sur les frontiéres.

z =20 (base)

les lignes de force sont ancrées dans la photosphére, soit :
Bz (x, O, t) = BZ (X, O, O)

1'équilibre des forces se traduit par :
B2* -
P (X/ O/ E) + == (,(/ o, t‘) = constante

Mo
9Bx _ o #

et =
2z

A ceci s'ajoute 1l'adiabaticité (P//)x =ck ).

—>

A la base, P,Jp J B j sont invariables dans le temps.

z’



III - B - Résultats.

Le calcul a été fait pour les valeurs numériques suivantes :
W = 0.075 (¥ largeur de la nappe de courant),.ﬁ = 0.1 ( }3 du plasma aux fron-
tiéres) et Rm = 150 (nombre de Reynolds magnétique de la nappe de courant).
Les figures 6 et 7 montrent l'évolution au cours du temps des lignes de champ
magnétique et de la densité de masse (figure 6) et de courant (figure 7). Le
champ se reconnecte et on assiste & la formation de boucles fermées a la base
de la boite. Le temps est mesuré en échelle de temps d'Alfvén (temps mis par

une onde d'Alfven pour parcourir la distance W). On observe :

- un choc MHD rapide au sommet des boucles (inversion du courant).

- deux chocs lents associés a4 la reconnection magnétique rapide en dessous du

point X.

- la création et l'annihilation d'ilots magnétiques ou plasmoides dans la
nappe de courant. L'annihilation est la manifestation de l'instabilité de coa-

lescence (t 2} 230 ).

On précise que le temps diffusif est R.m = 150 et le temps caractéris-

tique de déchirement des lignes de force (''tearing mode') est \/ Rm 12,

La figure 8a montre l'évolution de l'altitude =z des points neutres de

type X et O. Un 116t dense et large est complétement développé a t = 110

et est éjecté vers le haut & t = 190. Pour t3» 230, on observe la création
et l'annihilation de plasmoides par paires (la coalescence se fait avec les

arcades du bas car la reconnection domine au point X au-dessus des ilots).

- => =
La figure 8b montre 1'évolution du courant électrique ( j =V AB ) aux
ZIO
points neutres X. Le courant qui donne une idée du taux de reconnection mag-
nétique, croit tout d'abord exponentiellement ("tearing' linéaire, t £ 160);
la saturation linéaire, puis non linéaire se produit pour t }» 160. Le cou-
rant change de sens lors de l'annihilation des lignes neutres. Les oscillations

~ Y .
sont causées par la réflexion des ondes d'Alfven sur les frontiéres du domaine.

L'arrét du calcul a été rendu nécessaire & t = 373 par suite d'une dé-
térioration de l'exactitude du calcul numérique, due & l'occurrence d'une forte

dissipation d'énergie magnétique lors de l'annihilation des plasmoides, réduisa

ltéchelle de longueur de la turbulence de Kolmogeroff au pas de la grille,
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