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Notes et exercices du cours d’Equations
Différentielles

Ce manuscrit rassemble d’'une maniere simplifiée quelques notions de
bases du module d’équations différentielles enseigné en 3éme année licence mathé-
matiques. Il se partage équitablement en deux entrainements : Un entrainement basé
sur les notions abstraites qui aide le lecteur a utiliser les théorémes fondamentaux des
équations différentielles. Le deuxiéme entrainement rentre dans le cadre de la théorie
quantitative qui aide le lecteur a pouvoir résoudre explicitement et d'une maniere arith-
métique quelques équations différentielles intégrables en présentant avant la méthode
de résolution.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Note Historique

A la fin du XVII®™e siécle des scientifiques de I'époque comme Leibniz (1646 - 1716)
et Newton ( 1643 - 1727) se sont intéressé a des problémes de la physique qui né-
cessitent le calcul intégrale, parmi ces problemes physiques on cite : le mouvement de
pendules, la force gravitationnelle entre deux corps, les cordes vibrantes...etc. Leibniz et
Newton inventent le calcul infinitésimal (autrement dit : calcul différentiel et calcul inté-
gral) et répondent partiellement a leurs questions posées en physique. Puis en 1739, Eu-
ler (1707 - 1783) résous des équations différentielles linéaires a coefficients constants
bien que la fonction 'exponentielle n’était pas encore familiere chez les mathématiciens
de I'époque. La difficulté d’intégration des équations différentielles a conduit des mathé-
maticiens comme Poincaré (1854 - 1912) a inventer la théorie qualitative des équations
différentielles, cette derniere se base sur I'aspect qualitatif des trajectoires des solutions.
Notons, qu’il existe des équations pour les quelles jusqu’a présent on ne connait pas la
forme explicite de leurs solutions, on cite par exemple I'’équation différentielle de Ric-
cati a coefficients non constants : Pour quelques cas particuliers on peut intégrer cette
équation mais pour le reste on ne peut trouver la solution explicite que si on connait

une solution particuliére. Le développement de l'informatique actuel a pu aider d’'une
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W. Oukil Equations différentielles

maniere significative la prévision des solutions des équations différentielles et leurs ap-
plications touchent actuellement de plusieurs domaines comme la biologie, la chimie,

I’économie,.. etc.

1.2 Trajectoire d’une voiture

Lorsqu’on connait la vitesse d’une voiture sur une route droite on peut connaitre sa
position a un instant donné une fois que I'on connait sa position initiale. En effet, si la
vitesse est constante et égale a v alors en posant p la position de la voiture et ¢ le temps
on obtient la formule suivante

dp
= = 1.1
il (1.1)

qui est une équation différentielle.
Si a un instant ¢, la voiture est dans la position p(ty) (condition initiale) alors la

position p(7) de la voiture a un instant 7" > ¢, est donnée par
p(T) = v(T — to) + p(to).

On a donc “intégré” 'équation différentielle (1.1), soit

T dp T
/ adt = / vdt <= p(T) — p(ty) = v(T — to),
to to

cela vient du fait que la fonction p est la primitive de % et du fait que v est supposée

constante.

1.3 Chute libre d’une masse sans frottements

D’apres la loi de Newton : entre deux corps de masses m; et my (en kilogramme)
il existe deux forces F; et I, centrées au centre des deux corps de m; et m, respecti-

vement et de direction opposée. Ces deux forces induisent un mouvement suivant une
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accélération a; de la masse m; et une accélération a, de la masse my (voir Figure 1.1)

données par la formule

mims

R?

mims

ﬁ2:a2m2:G R2 s

F1 :almlzG

e R estle rayon (la distance) entre les deux corps,

e (G est la Constante gravitationnelle. G = 6.67408 x 10~ "m3.kg=1.572.

FIGURE 1.1 - Illustration de la force de gravitation entre deux corps isolés.

On considere maintenant la chute libre d’un corps de masse M, d'une hauteur de R = 35
metre du sole de la terre sans vitesse initiale, comme illustré dans la Figure 1.2. On
suppose que les frottements de l'aire sont négligeable et que le corps ne recoivent pas
d’autres forces extérieures. Il existe une force de gravitation F centrée dans le corps de

masse M de direction vers le centre de la terre et est donné par
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ou g est la force de la pesanteur : g = 9,80665 m s~2. D’un autre coté, d’apres la loi de

Newton, le corps de masse m chute librement vers la terre avec une accélération a
F=aM,

On déduit que a = g. La question qu’on peut poser est : Quel est la durée 7" pour que le
corps M atteint le sole de la terre ?.

Posons v la vitesse du corps M, donc

v =a, ouv estladérivé de v,

D’aprs 'exemple précédent (vitesse d’une voiture), on se ramene a I'étude de I'équation

différentielle suivante
d2
izl =

ol p est la position du corps M. On intégre deux fois, on obtient

R=p(T)—p(0) = /OT at dt = [%atﬂj

Par hypothese R = 35 metre donc

2R 2R 70
T2 = — T=\—=\=——===2.67170s. = .
= = \/ - ”9,80665 2.67170s. (s := seconde)
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Metre

50 1

40+ M

ST,

30 1

201

101

FIGURE 1.2 — Illustration d’une chute libre d'un corps sans vitesse initiale et sans frotte-
ments.

Les équations différentielles permettent ’étude des systemes physiques, biologiques,
économiques,...,etc. Dans ce qui suit la notation %az ou 1 désigne la dérivé 2’ par rapport

a la variable ¢.



Chapitre 2
Généralités

2.1 Equations différentielles scalaires du 1°* ordre

On appelle équation différentielle scalaire du 1¢" ordre toute équation de la forme

d
Ex = f(t, ), (2.1)

avect € [ ou [ est un intervalle de R. f : R x K — K est une fonction ou K est 'ensemble
R ou 'ensemble C. La fonction z(t) est la fonction inconnue a déterminer.

Cette derniere équation est dite “scalaire” car I'image de la fonction f est dans K.
Rappelons a ce titre qu’en algebre I'espace vectoriel défini par le produit cartésien R?
avec p € N est un R—espace vectoriel ; ses éléments sont appelés “vecteurs” et les élé-
ments de R sont appelés “scalaires”. On renvoie donc au cours d’algebre pour la termi-
nologie du mot “scalaire”. On va se réduire dans la suite a 'ensemble des scalaires réels,

Cest a dire : K =R.

Définition 1. On dit que la fonction z(¢) définie sur un intervalle / de R et a valeurs
dans R est solution de I'’équation différentielle (2.1) sur [ si elle est dérivable sur I et si
elle vérifie

d
Vitel : Ex—f(t,x).

9
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L’équation différentielle (2.1) est dite du premier ordre car on dérive une fois par
rapport a la variable ¢; (4x(t)).
Exemple 2. [’équation suivante

& =sin(t + )

est une équation différentielle scalaire du premier ordre et dans ce cas
f(t,x) = sin(t + z).

L’équation différentielle (2.1) est dite autonome si lorsque on remplace x(¢) par la

variable ~ dans la fonction [ alors f ne dépend plus de la variable ¢.
Exemple 3. L’équation suivante

& =sin(t + z),

est une équation différentielle scalaire du premier ordre non autonome, par contre l’équa-
tion différentielle suivante

& = sin(x),
est une équation différentielle scalaire du premier ordre autonome.

L’équation différentielle (2.1) est dite linéaire scalaire avec second membre ou

linéaire scalaire non-homogene si elle s’écrit sous la forme
= a(t)r + b(t),

ola:R — Retb:R — R son deux fonctions. L’équation différentielle (2.1) est donc
dite linéaire scalaire sans second membre ou linéaire scalaire homogene si elle
s’écrit sous la forme

T =a(t)r.

Une équation différentielle linéaire scalaire autonome avec ou sans second membre

s’appelle en général équation différentielle linéaire a coefficients constants.

10
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La résolution des équations différentielles n’est pas toujours triviale. Pour cette rai-

son on s’'intéresse a des résultats d’existence et d’unicité.

2.1.1 Probleme de Cauchy - Cas scalaire

On appelle probleme de Cauchy la donnée d’une équation différentielle et d’'une

condition initiale

(P.C)

ol x, € R est la condition initiale de la solution z(¢) au temps t.
Probléme : Soit [ un intervalle de R contenant t,. Est ce que le probleme de Cauchy

(P.C) admet une solution définie sur I.

2.1.1.1 Contre exemple

On considere le probléme de Cauchy suivant

On cherche a savoir si ce probleme admet une solution sur l'intervalle [0, 1]. L’équation
différentielle qui définit le probléeme de Cauchy précédent est une équation autonome.
La solution constante nulle de I'équation différentielle L2 = 22 n’est pas une solution
au probléme de Cauchy (R) précédent car elle ne vérifie pas 'hypothese de la condition

initiale. Pour résoudre le probleme, on integre comme suit

(1) _ TE) [
i /0 x2<t)dt/0 Ldt.

Sachant que la condition initiale est donnée par z(0) = 1 alors

1
1—s5

1
—j=5 &= ——=+1=5 <= z(s) =

z(s)
11
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La fonction X (s) est définie pour tout s € R/{1}, elle est continue et dérivable en
particulier sur [0, 1]. Comme s —. 1 on a z(s) — +oo cela implique que z(s) n’est pas
définie en 1. Donc la fonction = est définie uniquement sur [0, 1] (Voir figure 6.1) et le

probléme de Cauchy (R) précédent n’admet pas de solution sur [0, 1] tout entier.

100 -

80 1

60 -

401

201

O__'_'_'_ Y - T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

FIGURE 2.1 — On voit dans cette figure le graphe de la solution z(¢) du probleme de
Cauchy (R), la solution est tracée sur [0, z] avec z ~ 1.

Dans le contre exemple précédent on a vu un exemple de probleme de Cauchy qui
n’admet pas de solution. On va voir dans ce qui suit des théorémes et des propositions
qui assurent I'existence de solutions sous certaines conditions. Pour cela on définit dans

la définition suivante la notion de fonction lipschitzienne.

Définition 4 (Fonction lipschitzienne- Cas scalaire). Soit I un intervalle de R. Une fonc-
tion f : I x R — R est dite lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformé-

ment sur / s’il existe une constante x > 0 tel que

|f(t,l')—f(t,y)|§/i|l‘—y|, VtEIa \V/(.I,y)GRXR

Soient [ et D deux intervalles de R, on note dans ce qui suit C'(/ x D,R) 'ensemble

12
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des fonctions continues de 7 x D dans R.

2.1.1.2 Théoremes de Cauchy-Lipschitz cas scalaire
Le théoreme suivant est démontré dans le cas général dans la section 3.1

Théorem 5. [Théoréme de Cauchy-Lipschitz cas scalaire] Soit f € C(I x R,R). On consi-

dére le probleme de Cauchy

(PC) %l’:f(t,ZB),
z(tog) = xo.

avec ty, € 1. Supposons que f est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable unifor-
mément sur 1. Alors pour tout xq dans R et pour tout t, dans I le probléme de Cauchy (P.C)

admet une unique solution définie sur I.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz précédent affirme que lorsque la fonction f est
lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable uniformément sur I alors le probleme
de Cauchy admet forcément une solution définie sur / tout entier. Revenant au contre
exemple 2.1.1.1, on déduit que la fonction f(z) = 22 n’est pas lipschitzienne par rapport
a la deuxieme variable uniformément sur [0, 1]. Car si elle y était alors pa le théoreme
de Cauchy-Lipschitz le probleme (R) admettra une solution sur / = [0, 1] tout entier ce

qui n’est pas le cas.

Proposition 6 (Régularité). Si f est de classe C* avec k € N* sur un intervalle I alors la

solution x(t) si elle existe est de classe C**! sur I.

Démonstration. Par 'absurde, supposons que f est de classe C* sur I et que x n’est pas
de classe C*. Donc il existe [ < k tel que x est de classe C! mais pas de classe C'*1.

La fonction f(¢,z) est une composée des deux fonctions f et x et donc est de
classe C'; en effet f € C' car C* C C'. La focntion 4 f(t,z) est donc continue. Or,
di+!

Sra(t) = C;‘l—:lf(t, x) car & = f(t,z). On déduit que z est de classe C'*!. Contradiction

avec 'hypothse du départ. Donc z est de classe C*+1, O

13
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Théorém 7. [Théoréme de Cauchy-Lipschitz cas linéaire scalaire] Soit U'équation différen-

tielle linéaire scalaire avec second membre

d
prich a(t)x + b(t).

Supposons que a(t) et b(t) sont des fonctions continues d’un intervalle I C R dans R alors

pour tout xq dans R et pour tout t, dans I le probléeme de Cauchy

admet une solution sur 1.

La section 2.1.4.1 donne une preuve du théoreme précedent.

2.1.2 Sous et sur-solution

Soit f : RxR — R une fonction de classe C'! sur un intervalle [a,b] C R. On consideére

I’équation différentielle scalaire et non-autonome suivante :
= f(t, ) (2.2)

Par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz (5), la différentiabilité de f implique que pour
chaque condition initiale =, € R, il existe une unique solution z(t¢) vérifiant z(a) = z,
définit et continue sur [a,b], on définie donc dans la suite la notion de sur et sous-

solution :

Définition 8 (Sous et sur-solution). Une fonction ¢ de classe C! sur [a, b] est dite une

sous-solution de I'équation (2.2) sur [a, ] si

W(t) < f(t,9(t)), Vi€ la,b].

14
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elle est dite une sur-solution de I'’équation (2.2) sur [a, ] si

o(t) > f(t, (1), Vi€ la,b].

Théorem 9 (Sous-solution). Soit = une solution de l'équation (2.2) sur |a, b] de condition
initiale x(a) = x, € R. Supposons qu’il existe une sous-solution 1) de 'équation (2.2) de

classe C' sur [a, b] vérifiant ¢(a) < w,, Alors :

W(t) < x(t), VteE |a,b].

Démonstration. Supposons que ¢ est une sous-solution de I'équation (2.2) sur [a, b], et

que ¥ (a) < x,. Par continuité il existe € > a tel que

W(t) < x(t), VteEla,a+ €.

Posons

T =sup{a < s<t, (s)<xz(s)}

t>a
Pour montrer le théoreme on doit montrer que 7 > b. Par 'absurde supposons que

T* < b alors

P(t) < [t 9(1), Vi€, T
Par définition 7™ vérifie ¢)(7*) = x(7™). On a

(1) < f(T7,(T7)) = J(T7, 2(T7)) = &(T7).
Donc il existe a < s < T™* avec s assez proche de 7™ tel que ¢ (s) > z(s). Contradiction
avec la définition de 7*. Donc T* > b. O

De méme on a la théoréme suivant concernant les sur-solutions

Théorem 10 (Sur-solution). Soit x une solution de Uéquation (2.2) de Uéquation (2.2)

sur [a, b] de condition initiale z(a) = x, € R. Supposons qu’il existe une sur-solution 1 de

15



Equations différentielles

W. Oukil
classe C' sur [a, b] vérifiant ¥(a) > z,, Alors :

W(t) > z(t), Vit € [a,b].
Démonstration. Méme méthode de démonstration utilisée dans la preuve du théoreme
0

9.

2.1.3 Lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall suivant permet d’avoir une estimation du compretement

d’une solution du probleme de Cauchy qui satisfait une certaine condition.

Lemme 11. Soient I C R un intervalle de R contenant un point ty et f : I x R — R une

fonction lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformément sur I. Supposons

qu’il existe a > 0 et b > 0 tels que

lf(z,9)| <aly|l +b, V(z,y)€lxR.

Alors pour tout xy € R toute solution = : I C— R du probléme de Cauchy

vérifie
b
|z(t)| < |zo| exp(alt — to]) + a(exp(a|t —to]) — 1), Viel.

2.1.4 Résolution de quelques équations

On va voir dans la suite quelques exemples de résolution. Cela rentre dans le cadre

de la théorie quantitative qui consiste a trouver la forme explicite des solutions d’une

équation différentielle
16
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2.1.4.1 Equation différentielle linéaire scalaire

On considere le probléme de Cauchy suivant

(1) Ly =a(t)r + b(t),

l’(to) = Xyp-

ola:R — Retb: R — Rsont deux fonctions continues. D’apres le théoréme de Cauchy-
Lipschitz 7 pour toute condition initiale x(¢y) = z( le probleme précédent admet une
solution définie sur R. On va donc résoudre explicitement le probleme précédent et
déterminer la forme de la solution générale. On considere le changement de variable

suivant

y(t) = exp(— /t a(s)ds)z(t). (2.3)

to
Donc

¢ d

£(t) = expl / a(s)ds)y(t) et “a(t) = alt) expl / a(s)ds)y(t) + expl / a(s)ds) (1)

to to to

En remplacant ces valeurs dans le probleme (E.L) on obtient le nouveau probléme de
Cauchy suivant
d o t
(BLN) 2y(t) = b(t) exp(f, —a(s)ds),
y(to) = xo.

Par une simple intégration on obtient

y(t) —y(ty) = / b(z) exp(/z —a(s)ds)dz.

to to
D’ou

y(t) = xo + /t b(2) exp(/z —a(s)ds)dz.

to to

17
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Finalement on déduit de '’équation (2.3) la forme générale de la solution x(¢) du pro-

bleme (E.L) de condition initiale z(¢g) = x¢ qui est donnée par

2(t) = exp( / t a(s)ds) [z + / t b(z) exp( / ) —a(s)ds)dz].

to to to
2.1.4.2 Equation a variables séparables

Une équation a variables séparables est une équation de la forme

& =gt)f(x). (2.4)

avec g : R = R, f : R = R deux fonction continues. Si f s’annule en un point z, de

R alors la fonction constante x(¢) = =z, est une solution de I’équation (2.4) sur R. En

1
(2

alors la solution générale de (2.4) satisfait 'équation

posant F' primitive de la fonction z — et en posant G primitive de la fonction ¢

Tout dépend de la forme de F' on peut dans quelques cas déduire la forme explicite de

la solution x(t).

Exemple 12.

&= g(t)r,

avec ¢ : R — R de primitive GG. Cette équation différentielle est une équation dif-
férentielle a variables séparables et c’est une équation différentielles linéaire scalaire

homogene. Dans ce cas la primitive ' de la fonction z — 1 est
F(z) = In(]z]).

Donc la solution vérifie
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donc

z(t) = dexp(G(t)), ¢ €R.

2.1.4.3 Equation de Riccati a coefficients constants

Une équation de Riccati a coefficients constants est définie par '’équation différen-
tielle suivante

i =a+ bx + ca?,

avec a, b et ¢ sont des constantes dans R avec ¢ # 0. Soit A := b — 4ac le discriminant

du polynéme du deuxieme degré en z
a+bz+cz?, z€ER

2.1.4.3.a Casou A >0

Pour A > 0 il existe deux solutions x;(t) et z5(t) constantes définies sur R par
iEl(t) = )\1, et I'Q(t) = /\27 Vit € R7

ou \; et A\, sont les deux racines du polynéme a + bz + cz2. Les autres solutions peuvent

étre calculées par la décomposition suivante

i =a+br+cr’=clz—\)(x— ),

) ) [
/(x(t>—)\1>dt /(x(t)_)\2)dt /O\l Ao)dt,
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In [(z(t) = A)| = In|(2(t) = M) = cOh — M)t + K, kER,

— = A — M)t k' €R.
.I‘(t) _ )\2 exp(c( 1 2) )7 €

Finalement, on obtient la forme explicite suivante

1) = A1 — Aok exp(c(A — Ao)t)
o(t) = T exp(c(A — Ao)t)

2.1.4.3.b CasouA =0

Lorsque A = 0 il existe une racine double réelle \, donc il existe une solution x,(t)
constante définie sur R par

z.(t) =\, VteR.
Cela entraine que
a+br +cr’® =c(r —2.)%, = i(t) = c(x(t) — 1,)°

Cette derniere équation est une équation a variables séparbles et équivalente a

(t)
(x(t) — 2.)?

= C.

On utilise donc la méthode de I'équation a variable séparables pour déduire que

2.1.4.3.c Casou A <0

Lorsque A < 0 on utilise la forme canonique suivante

b A
2 _ b A
a+bz+cz —c[(z—i-Zc) 402].
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On a
_ b, A
i) =c (o) + 20)* -
Donc
(t) A
2C b - 4C .
——t(t) + =) +1
(=) + M)
Par changement de variable, soit
2c b
1) = t -
UV MV
On alors
2c
j(t) = b(t).
Cela entraine que
gty V-A
y2(t) + 1 2
Donc
y(s) VA VA
/yz(s) n 1d3 = / 5 ds = arctan(y(t)) = —5— t+k keR.
D’ou
vV—A
y(t) = tan(=——t + k).

Finalement par le changement de variable choisi, on obtient

x(t) = VA tan(@t + k) — b keR.

2c vV—A|’

2.1.4.4 Equation de Bernoulli

Une équation de Bernoulli est définie par '’équation différentielle suivante

&= f(t)x+g(t)a",
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avec n € N* et f, g sont des fonctions continues de R dans R. Pour résoudre 1’équation

de Bernoulli on considere le changement de variable x(¢) = y(t)z(¢) alors

y(t) = f(Oy(t) et (1) = g(t)y" " (H)2"(1),

car

@(t) = y(t)=(t) + 2(t)y(t) = f(O)y(t)=(t) + g(t)y" " (t)2" (t)y(t) = f(t)ax(t) + g(t)z"(t).

Par intégration on trouve

ott) = e [ oy, camilU N [otw-wa, cer

1—n

216 = 0)2(0) = exp( [ 01 = mte+ [ atoespl [ sy —an]

~orororsrorororor Fin du chapitre
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Chapitre 3

Equations différentielles du 1¢* ordre

On a vu dans les sections précédentes la définition d’'une équation différentielle sca-
laire ainsi quelques théoremes d’existence de solutions concernant ces équations. On va
voir maintenant la forme d’une équation différentielle du premier ordre qui n’est pas né-
cessairement scalaire. On considere dans ce qui suit un espace de Banach FE sur le corps
R (exemple : £ = R™). On note la norme d’'un élément X de F par || X||. Rappelons
qu’un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance induite
par la norme ; c’est-a-dire : toute suite d’éléments de F qui est de Cauchy converge. On
note dans ce qui suit C'(I x D, E') 'ensemble des fonctions continues de I x D dans E

ol [ est un intervalle de Ret D C FE.
Soient / un intervalle de R et D C FE. On appelle une équation différentielle du

premier ordre sur / x D toute équation de la forme

d

ou f : I x D — FE est une fonction définie de I x D dans FE. La fonction X : [ — FE est

la fonction inconnue a déterminer de [ dans F.

On voit que les équations différentielles scalaires du premier ordre est un cas parti-

culier de ces derniers; en effet il suffit de prendre F = R qui est un espace de Banach.
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Définition 13. On dit que la fonction X (¢) définie sur un intervalle I de R et a valeurs
dans F est solution de ’équation différentielle (3.1) sur [ si elle est dérivable sur I et si
elle vérifie

d
viel s X = f(tX).

Le probléme de Cauchy sera donc la donnée d’'une équation différentielle et d'une

condition initiale
2X = f(t, X),

X(to) = XU-

(P.C)

ou X, € E est la condition initiale de la solution X (¢) au temps t,.

3.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz montre I'existence d’'une unique solution sur /.
Avant d’énoncer le théoreme, on définit une fonction lipschitzienne dans un espace de

Banach

Définition 14. Soient / un intervalle de R et (E, ||.||) un espace de Banach. Soit D C E.
Une fonction f : [ x D — F est dite localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme
variable sur I x D si pour tout (¢, X) € I x D il existe un voisinage V' C I x D de (¢, X)

et il existe une constante (¢, x) > 0 tels que
1£(s.Y) = f(.2)| < 6t X)|Z = Y], V(s,Y)€EV et W(s.2)€V.

Elle est dite lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable uniformément sur / si
k(t, X) ne dépend pas de (¢, X). La constante x(¢,x) est appelée la constante de Lip-

schitz.

Remarque 15. On utilise le théoreme d’accroissement finis pour montrer que :

1) Si f:IxD — E estde classe C' sur I x D alors elle est localement lipschitzienne
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par rapport a la deuxieéme variable sur [ x D.
1) Si f: I x D — E est de classe C! et sa différentielle est bornée sur I x D alors elle
est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformément sur / par rapport a

la deuxiéme variable.

Pour montrer le théoréme de Cauchy-Lipschitz dans la suite on a besoin de la pro-

position suivante

Proposition 16. Soient I = [a,b] un intervalle de R et ty € [a,b]. Soit f € C(I x E,E)
lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformément sur I de constante de

Lipschitz k. Alors pour tout X, € F la suite de fonctions récurrente (X, (t)),en+ définie par

Xl(t) = Xo, Vt & [CL, b},
Xo(t) = Xo+ [; f(5,Xno1(s))ds, VtE€ [a,b],

converge uniformément vers une fonction X (t) dans Uespace de Banach C (I, E') muni de la

norme ||.||. De plus X (t) est l'unique fonction dérivable vérifiant
t
X(t) = X —i—/ f(s,X(s))ds, Vtea,b.
to
Démonstration. Soit la suite de fonctions récurrente (X,,(¢)),en+- définie par

X,(t) = Xo + /ttf(s,Xn_l(s))ds, Vt € [a, b].

avec X, (t) = X, pour tout ¢ € [a, b].

Comme l'espace C(I,FE) des fonctions continues de / dans £ muni de la norme
| X |lo = supse; || X (s)]] pour tout X € C(I, E) est de Banach, alors pour montrer que
(X,)n converge il suffit donc de montrer qu’elle est de Cauchy:.

On remarque par récurrence que X,,(¢) est dérivable et continue sur [a, b]. On définit la
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quantité suivante
1 X1 = Xallx = maxlexp(—#[s —to]) [ Xnr1(s) = Xa(s)]l];

qui est définie pour tout n € N*. D’un autre coté posons J = [t,to] sit <ty et J = [to, ]

sity <t,alorsona

[ X1 (t) = Xn(t) ]| = ||/t f(s, Xn(s)) = f(s, Xn-1(s))ds]|
< [ X)) = F5. Xoa(s)) s
J
< [ RIX () = Xa (o) s
= /Jexp(/ﬂs — to]) exp(—£ls — to|) k|| Xn(s) — Xn_1(s)]||ds
< K| Xn — X1« /Jexp(/ds — to|)ds

= 51X = Xl (exp(slt = 1) — 1)
Ce qui implique donc pour tout ¢ € [a, b] :
exp(—klt — to) [ X1 () = Xu(®)]] < X0 — X111 (1 — exp(—r]t — to])),
Par passage au maximum et par définition de la quantité ||.||. on obtient
| Xns1 — Xalls < | X0 — Xoo1]|«(1 — exp(—k(b — a))), Vn € N*.
Alors par récurrence et en posant L = 1 — exp(—«(b — a)) on déduit que

X1 = Xalle < L Xo = Xil, Vno€ N™.
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D’ou
p—1
exp(—r(b — a) | X, = Xylloo < X = Xglle = 1 D Xos1 — Xl
k=q
p—1 -1 -1
a1t _[p
< | X — Xl ZLk*l = [| X3 — Xl"*? —p,g—too 0 (3.2)
k=q
Comme
exp(—r(b—a)) <exp(—k|s —ty]) <1, Vsel,
alors

exp(—r(b — a))[| Xy — Xglloo < |IXp = Xofls et [| X = X[, < | X2 — Xif|oe.
Par conséquent la formule (3.2) implique que

Lot — ppt
= [ Xy — Xolloo < exp(k(b— a))[| X2 — XIHOO? —pg+oc 0

donc (X,,) est de Cauchy dans I'espace de Banach des fonctions continues de [a, b] dans
FE muni de la norme |||, (topologie de la convergence uniforme). Donc X,, converge

uniformément vers une fonction dérivable X (¢) définie sur [a, b] de plus

lim X,(t) = Xo+ lim tf(s,Xn_l(s))ds — X(t)=Xo+ /tt f(s,X(s))ds

n—-4o00 n—-4o00 to

Montrons qu’elle est unique : Supposons qu’il existe deux fonctions X (¢) et Y (¢) telles

Y # X et telles que pour tout ¢t € [ on a

X(t) = Xo+ /ttf(s,X(s))ds et Y(t)=Xo+ /ttf(s,Y(s))ds.
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X #Y sur [a,b] implique que max e | X (s) — Y(s)|| # 0. Ona
X0 =Y(0) = [ F6X() = 5.V (5))s

= [[X(@) =Y (®)] < /t FlX () = Y(s)llds < max [|X(s) = V(s)[|(b — a),

Par passage au maximum dans le membre droit, on obtient

= max || X(t) =Y ()| < k(b—a) max || X(s) —Y(s)|

tela,b] s€(a,b]

Comme maxeap) || X (s) — Y (s)|| # 0 alors
1 <(b—a)k.

Contradiction, car par hypothese (b —a)x < 1. N

Théorem 17. [Théoréeme de Cauchy-Lipschitz] Soient I un intervalle de R et
feC(I x E,E). Soit le probléme de Cauchy

%X - f(t7 X),
X (to) = Xo.

(P.C)

avec (to, Xo) € I x E. Supposons que f est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable
uniformément sur I. Alors pour tout t, dans I et pour tout X, dans E le probléeme de

Cauchy (P.C) admet une solution unique définie sur 1.

Démonstration. Comme [ est uniformément lipschitzienne par rapport a la deuxieme
variable et d’apres la proposition 16 il existe une unique fonction X : I — FE dérivable
sur / telle que

X(¢) :Xo—l—/tf(s,X(s))ds, Vtel.
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Donc
d
%X(t) = f(t, X(t), vVtel et X(t) = Xo,
Par conséquent X (¢) est solution du probléme de Cauchy (P.C) sur /. O]

Définition 18. On appelle la solution X (¢) définie sur tout /, du probléme de Cauchy

(P.C') précédent, une “solution globale”.

3.2 Existence locale et unicité

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz (17) se généralise au cas de fonctions localement
lipschitziennes et montre I'existence et unicité de solutions d’une maniere locale (dans
un voisinage). Avant de voir cette généralisation on définit une fonction localement

lipschitzienne comme suit

Théorém 19. [Solution locale] Soient I un intervalle de R et D C E un connexe de E.

Soit f € C(I x D, E). Soit le probléme de Cauchy

%X = f(t7 X),
X (t) = Xo.

(P.C)

avec (tg, Xo) € I x D. Supposons que f es localement lipschitzienne par rapport a la
deuxiéme variable sur I x D. Alors pour tout (ty, Xo) € I x D il existe un intervalle J C I

contenant t tel que le probléme de Cauchy (P.C) admet une unique solution définie sur J.

Démonstration. Exercice. [Indication : Prolonger la fonction f en une fonction globale-

ment lipschitzienne]. O

Le théoréme précédent affirme I'existence d’une solution sur un intervalle J inclu
dans I mais pas forcément égale a I c’est-a-dire il affirme l’existence d’une solution

d’une maniere locale.

Définition 20. La solution x(¢) définie sur .J du probleme de Cauchy (P.C) du théoréme

précédent s’appelle “solution locale” et on note (z(t), J).
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3.3 Solution maximale

Théorém 21. [Solution maximale] Soient I un intervalle de R et D C E un connexe de

E. Soit f € C(I x D, E). Soit le probléme de Cauchy

%X = f(t7 X),
X(ty) = X,.

(P.C)

avec (tg, Xo) € I x D. Supposons que f es localement lipschitzienne par rapport a la
deuxiéme variable sur I x D. Alors pour tout (ty, Xo) € I x D le probléme de Cauchy (P.C)
admet une unique solution définie sur un intervalle I, inclue dans I tel que toute solution

locale (y(t), J) du probléme (P.C) vérifie J C I.

Démonstration. Comme f est localement lipschitzienne, par le théoreme (19) soient
(Yi(t), J1) et (Ya(t),Jo) deux solutions locales. Par unicité Y;(t) = Y,(¢) pour tout
t € JiNJs. Soit Iy la réunion de tous les intervalles des solutions locales. Donc pour tout
t € I il existe une solution locale (Y (¢),J) telle que ¢ € J, posons alors X (t) = Y (¢).
Donc X (t) est définie sur /, tout entier de plus par unicité si (Y. (), J,) est une solution

locale alors J,. C I et Y, (t) = X (t) sur J.. O

Le théoréme précédent affirme I'existence d’une solution sur un intervalle ouvert
maximal [, inclue dans /. Intuitivement l'intervalle I, est le plus grand intervalle dans

I contenant ¢, ou la solution du (P.C) est définie.

Définition 22. La solution X (¢) définie sur I, du probléme de Cauchy (P.C) du théoréme

précédent s’appelle “solution maximale” et I, s’appelle “intervalle maximale”.

Remarque 23. Si f : I x E — F est localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme
variable et si I'intervalle maximale /, C / d’'une solution X (¢) de I’équation (21) est de

la forme | — 00, b], Ja, +o0[ ou Ja,b] et a,b € I alors

lim [| X (¢)]| = o0 et lim || X (t)|| = +oo.
t—a t—b
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3.4 Dépendance par rapport aux conditions initiales

On va voir dans cette section le comportement des solution lorsque on perturbe les

conditions initiales. On considere le probleme de Cauchy suivant

%X = f(tax)a
X(t) = Xo.

(P.C)

avec (to, Xo) € I x E. On a le théoreme suivant

Théorem 24. Soit I = [a,b] un intervalle borné de R. Soient f € C(I x E,E) et

(to,Yp) € I x E. On considére le probléme de Cauchy

%Y - f(t7 Y)7
Y (to) = Yo.

(P.C) (3.3)

Supposons que [ est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformément sur

1. Soit ® : [ x E — E la fonction définie par
o(t,X)=X(t), VX E€E,

ot X (t) est la solution du probléme de Cauchy (P.C') de condition initiale X € E. Alors la

fonction ® est continue par rapport a X sur E.

Démonstration. Montrons que ¢ est continue par rapport a la deuxieme variable sur F.
Soient X # Y € E. Soit X (t) et Y (t) solutions de (P.C') de condition initialeX et Y

respectivement. On a

X(t)=X+ /tf(s,X(s))ds, etY(t) =Y + /tf(S,Y(S))dS, Vtel.

Par définition de la fonction ® on a ®(¢, X) = X(¢) et &(¢,Y) = Y (¢). On remplace on
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obtient pour tout ¢ dans /
(DL, X) — B Y)] — [Bte, X) — B(to, Y / F(5,8(s, X)) — f(s,B(s,Y))ds.
Posons J = [t,to] sit < ty et J = [ty,t] sity < t. Posons aussi
1®x = @y |l = max [exp(—rls — to])[|@(s, X) = &(s, V)]].
Comme ®(tg, X) = X et &(4yp,Y) =Y on a

[[@(t, X) = @(t,Y)] = [X = Y] = H/ f(s,2(s, X)) — f(s,(s,Y))ds||
/||f 5, ®(s, X)) — f(5,0(s,Y)) | ds
< [ w190 3) = 0¥ s
- H/Jexp(/ﬂs — tol) exp(—kls — to|)[|P(s, X) — @(s,Y)||ds
< ||Px — ¢y||*[]nexp(m|s — to|)ds

= [|®x — Py [l«(exp(r[t —to]) — 1).
Ce qui implique donc pour tout ¢ € [a, b] :
exp(—rlt —to])[|®(t, X) — (£, Y)[| < (1 — exp(—lt —to]))[[Px — Pyl + [ X =Y,
Par passage au maximum et par définition de la quantité ||.||. on obtient
[Px — Py [l < (1 —exp(=k(b = a)))[[Px — Py[l. + [[X =Y.

Donc

exp(—r(b— a)|[0x — Dyl < | X — Y.
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Comme

exp(—r(b—a)) <exp(—k|s —ty]) <1, Vsel,

alors

max[|(t, X) — ©(t, Y)|| < exp(26(b — a))[ X — Y.

On déduit que ¢ est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformément
sur [a, b] de constante de Lipschitz exp(2x(b — a)) ce qui montre que ¢ est continue par

rapport a la deuxiéme variable sur F. O

3.5 Dépendance par rapport aux parametres

Une équation différentielle peut dépendre d’'un parametre. On va voir quelques ré-
sultats sur le comportement des solutions en variant un parametre dans une équation
différentielle. Soit

d

—X = f(t, X
dt f(7 7A)7

une équation différentielle qui dépend du parametre N € [¢,d] C R et
f:1IxE x]|c,d — E une fonction définie de / x E x [c,d] dans F ou [ est un intervalle
borné dans R. Pour chaque X fixé dans [c, d] supposons que f(¢, z, A) est lipschitzienne
par rapport a la deuxiéme variable uniformément sur / (On considere A comme étant

une constante), donc le probleme de Cauchy suivant

LX — f(t, X, ),
X(to) = Xo.

(P.C)

avec (to, Xo) € I x E admet une solution X : I — F qui dépend de \ € [c,d]. On note
dans la suite C'(I x E x [¢,d], F) 'ensemble des fonctions continues de / x E X [c, d] dans
E. On a le théoreme suivant

Théorem 25. Soient f € C(I x E x [¢,d|, F) et (ty, Xo) € I x E. On considére le probléme
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de Cauchy
%X = f(t7X7 /\)7
X(to) = Xo.

(P.C,\)

avec \ € [c,d]. Supposons que pour tout A € |c,d] fixé la fonction f est lipschitzienne par
rapport a la deuxiéme variable uniformément sur I. Soit ¢ : I x [¢,d] — E la fonction
définie par ¢(t,\) = X,\(t) ou X : I — E est solution du probléme (P, C, \). Alors ¢ est

continue sur I x [c,d].

Démonstration. On va voir dans cette preuve que I'étude de la dépendance par rapport
aux parametres revient a '’étude de la dépendance aux conditions initiales vue dans la

section précédente. Soit la fonction G : [ x E**! — E™+! définie pour tout

t,(z1,--.42n), 2n
G(t, 72)= f(t (= )s Znt) , YZ = (21, %0, Zny1) € "L

0

Donc le probleme (P.C') est équivalent a
(P.C)

ott X(t) = (X(t), 21 (t)) = (z1(t), ..., xp(t), zos1(t)) et Xy = (Xp, ). Donc varier le
paramétre )\ dans le probléme (P.C, )\) revient a varier la condition initiale X,,. On peut

donc utiliser le théoreme 24 pour conclure la preuve du présent théoreme. O

3.6 Equations différentielles d’ordre supérieur

Soient n, m € N*. Une équation différentielle d’'ordre n sur I C R dans R™ est une
équation de la forme

XM = P, X, X, ..., X (D) (3.4)
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ou FF: Rx (R™)™ — R™et X : I — R™ est la fonction inconnue a déterminer. On va
voir que cette équation peut se réduire a une équation du premier ordre. On considere
le changement de variable Y (¢) = X (¢) alors I'’équation différentielle du premiére ordre

suivante )

(@
est équivalente a 'équation (3.4). Donc toute équation différentielle d’ordre n est équi-
valente a une équation d’ordre 1. Par conséquent tous les théoremes d’existence et
d’unicité vus dans les équations différentielles du 1¢" ordre s’appliquent au équations

différentielles d’ordre n.

Exemple 26. Soit I'équation différentielle d’ordre 2 dans R suivante (icin =2 et m = 1)
" = x + sin(t) (3.5)

Dans cet exemple F' : R x R — R définie par F(t,z) = x + sin(t). Posons y(t) = x(t) alors
Uéquation différentielle d’ordre 2 (3.5) est équivalente a U'équation différentielle du premier
ordre suivante
(E) yf) = Y1, |
Y1 = Yo +sin(?).
Cette équation du premier ordre est de la forme Y'(t) = G(t,Y (t)) avec Y (t) = (yo(t), v1(t))
et G(t,Y(t)) = (y1(t), yo(t) + sin(t)). Donc G est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme

variable uniformément sur R; U'équation (E) admet une solution sur R pour toute condition

initiale. On intégre (E) : Posons u(t) = yo(t) + y1(t) par addition on a

u'(t) = yo(t) + 91(t) = 1 (t) + yo(t) +sin(t) = u(t) + sin(?),
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qui est une équation différentielle linéaire scalaire, donc
u(t) = exp(t)[c + /sin(s) exp(—s)ds], ce€R.
Posons w(t) = yo(t) — y1(t), de (F) on a
w () = —w(t) — sint),
qui est une équation différentielle linéaire scalaire, donc
w(t) = exp(—t)[d — /sin(s) exp(s)ds], ¢ €R.

On déduit que

~ororrarorororors i du chapitre
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Chapitre 4
Systemes linéaires

On va étudier dans ce chapitre un cas particulier d’équations différentielles. Plus
précisément on va s’intéresser a des équations différentielles sur R linéaires qui sont de
la forme

d

X = A(OX + B(1) (4.1)

ol A est une matrice n x n et B(t) est un vecteur de taille n qui dépendent du temps
t € R.X(t) = (z1(t),...,z,(t)) est la fonction inconnue a déterminer. L’équation (4.1)
s’appelle aussi “systéme linéaire”.
On appelle “équation homgene associée” a I'’équation (4.1) 'équation sans second
membre suivante

d

—X = A(t)X.
o ()

On va s’intéresser dans la suite au cas lorsque la matrice A(¢) ne dépend pas de ¢. Pour

résoudre le systeme (4.1) on doit définir '’exponentiel d'une matrice.

4.1 Exponentiel d’une matrice

La fonction exponentielle scalaire exp : R — R ne permet pas de calculer I'exponen-

tiel d'une matrice. Par contre on connait le développement de cette fonction qui est sous
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la forme
+00 1

Ve € R, exp(z)= Z ka

k=0
On donne donc une définition analogue a ce développement pour définir 'exponentiel

d’une matrice.

Définition 27 (Exponentiel d'une matrice). Soient n € N et M une matrice d’ordre

n x n. On appelle “exponentiel de M et on note exp(M) la quantité suivante
+00 1
_ Lok
k=0

ot M* est k fois le produit de la matrice M et ot M est la matrice identité d’ordre n.

Le calcul de I'exponentiel d’'une matrice n’est pas toujours trivial, car on doit calculer
a chaque fois le produit matriciel M*. On va voir quelques exemples ol on peut calculer

cet exponentiel.

Exemple 28. Si

04 2

M=100 3],

000

alors

04 2 04 2 00 12
M*=100 3[x|oo0o3l=]0o0 0],
000 000 00 0
04 2 00 12 000
M=10 0 3[x|oo0 0o]=]00 o0/,
000 00 0 000
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Donc pour tout k > 3

000

M:=10 0 0],

000

On déduit que

100 0 4 2 00 12 1 4 8

1 1
exp(M)=010+3003+§000 =101 3],
00 1 000 00 0 00 1

Proposition 29. Soient n € N et M une matrice d’ordre n x n, alors la série entiere de

somme partielle (Sy)yen définie par

converge vers une matrice d’'ordre n x n dans Uespace des matrices d’ordre n x n muni de

la norme ||.|| usuelle.

Démonstration. Comme pour toute matrice A et B d’ordre n x non a ||[AB|| < ||A]|||B]|

donc || M*| < ||M]*. On a donc
i
ENESS I = v oo exp((|M])).
k=0
Donc Sy converge absolument d’ot Sy converge. O

Il existe des cas particuliers ou on peut calculer I'exponentiel d'une matrice. On a

donc les propiétés suivantes

Proposition 30. Soient n € N et M une matrice d’ordre n x n.
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Si M est une matrice triangulaire avec des 0 dans la diagonale alors

i
L

| =

exp(M) = M*.

i
o

Si M est une matrice diagonale (M = diag(my,...,my)) alors

exp(M) = diag(exp(my),...,exp(my,)).

Si A et B sont deux matrices n x n qui commuttent (i.e, AB = BA) alors

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

La matrice exp(M) est une matrice inversible de plus (exp(M))™! = exp(—M).

4.2 Systemes linéaires homogenes a coefficients

constants

On considere dans R le systéeme linéaire a coefficients constants suivant

d
X = AX (4.2)

ou A est une matrice a coefficients constants d’ordre n x n et X : R — R" est la fonction

inconnue a déterminer. Dans la suite on considére un temps initiale ¢, € R

Proposition 31. On note S 'ensemble de solutions du systéme (4.2). Alors S est un espace

vectoriel de dimension n et est donné par
S ={exp(tA)Z, ZeR"},

et on appelle la matrice exp(tA) qui dépend du temps t € R la “résolvante” du systéme
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(4.2). Une base de S s’appelle “ensemble fondamental” du systeme (4.2).

Démonstration. Montrons que les éléments de S sont des solutions. On a

D’apres la proposition 29 sur tout compact [a, b] de R la série converge uniformément,
donc

Ak 1= Aexp(tA).

diexp tA) AZ

Donc pour tout vecteur constant X, € R” la fonction X (¢) = exp(tA)X, vérifie

d
—X = AX,
dt

qui est une solution de (4.2). On remarque par linéarité du systeme que S est un espace
vectoriel. Montrons qu’il est de dimension n :

Soient  X;(¢),...,X,(t) des solutions de conditions initiales vérifiant
Xi(to) = e1,...,Xn(to) = e, ou {ey,...,e,} est la base canonique de R". Mon-
trons qu’elle est génératrice :

On a pour tout Y (¢) € S'il existe Y = (y1,...,yn) € R" tel que
Y(t) =exp(tA)Y = yrexp(tA)e; + ... ypexp(tA)es = 11 X1 (1) + ..., +yn X (2).

donc X;(t),..., X,(t) est une famille génératrice de S.
Montrons que c’est une famille linéairement indépendante. Par I'absurde, supposons

qu’elle n’est pas libre donc il existe (A;,...,A,) # (0,...,0) tel que

i NX () =
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Donc il existe aussi ¢, € R et tel que

i)\iX(t*) —0.

i=1

Sans perte de généralité supposons que A; # 0. On a alors
Xi(t) = — 2": AiX (L)
1=2
Mais — ) " , \;X;(t) € S donc c’est une solution de (4.2). Par unicité de solution
Xi(t) = —zn:/\iXi(t), vVt e R.
=2

En particulier

n

Xi(to) = = Y MiXi(to).

1=2
Contradiction avec le fait que X;(tg) = ;... X,,(t9) = ep Ou ey,...,e,) qui est une base

(famille libre). l

Remarque 32. Si X,(¢),...,X,(t) est un ensemble fondamental de S. On appelle la

matrice
(X1 (OXe0) .. Xa(1))
matrice fondamentale et on a

(X2(0)Xa(t) ... X (1)) = exp(tA) (X, (t0) Xalto) ... Xalto) )

car X;(t) = exp(tA)X;(to) pour tout 1 <i < n.
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4.3 Systemes linéaires non-homogenes

On considere dans R le systeme linéaire non homgéne suivant

d
X = AX + B() (4.3)

X(to) — X(),

ou A est une matrice a coefficients constants d’ordre n x n et B(t) un vecteur de taille

n qui dépend du temps.

Proposition 33. La solution X (t) du systéme (4.3) de condition initiale X, € R™ est
donnée par

X(t) =t —to)[Xo + /t ®(s — to) ' B(s)ds],

to
ot (t — ty) est la rsolvante du du systéme linéaire homogene associé. (c’est a dire
O(t — tg) = exp((t — to)A), et ou D(t — )~ = exp(—(t — ty)A) est la matrice inverse
de (I)(t — to)

4.4 Résolution de quelques systemes

4.4.1 Résolution d’un systeme linéaire homogene a coefficients

constants

On suppose dans la suite que A est une matrice diagonalisable. On considere dans

R" le systéme linéaire a coefficients constants suivant

d
EX = AX. (4.4)
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Pour résoudre ce systtme homgeéne on doit trouver la matrice résolvante exp(tA). On

considére le changement de variable
X(t) =exp(At)V, avec A€R et V eR"

Donc de (4.4)
Aexp(At)V = Aexp(At)V,

— \V = AV.

Cela revient a trouver les valeurs propres de A et dans ce cas )\ est valeur propre de
vecteur propre associé V. Dans le cas ot A est diagonalisable alors elle admet n vec-
teurs propres (V4, ..., V,) linéairement indépendants associés a n valeurs propres rélles

(A1,...,An). L’ensemble de solutions {X(¢),..., X, (t)} de 'équation (4.4) donnée par
{Xi(t) =exp(\t)V;/ 1 <i<n},

est donc linéairement indépendant et donc forme un ensemble fondamental. D’apres la

remarque 32 on a

(exp(t)\l)Vl . .exp(t)\n)Vn> = exp(tA) (Vl .. Vn> .

Comme Vi, ..., V, sont linéairement indépndant donc la matrice (‘/1 o Vn> est inver-

sible on déduit que

exp(tA) = (exp(t/\l)Vl e exp(t)\n)Vn) (Vl - Vn) B .

Donc les solutions X (¢) du systeme (4.4) s’écrit sous la forme

X(t) = <exp(t/\1)V1 . .eXp(t/\n)Vn) <V1 o Vn> - X(to).

44



W. Oukil Equations différentielles

Exemple 34.

d 2 4
—X =AX, avec A=

i (4.5)

4 2

Les valeurs propres de A sont \; = 6 et A\ = —2. L’un des vecteurs propres de \; est

Vi = (1,1) et U'un des vecteurs propres de Ay est Vo = (—1,1). Donc les deux solutions

X, (t) = exp(6t) 1 et Xot) = exp(—2t) _11

forment une ensemble fondamentale des solutions du systeme homogéne (4.5). La résol-
vante dans ce cas est donnée par

-1

exp(t) = exp(6t) —exp(—2t) 1 -1 exp(6t) —exp(—2t)

1(1 1
exp(6t)  exp(—2t) 1 1 exp(6t) exp(=2t) | 2 \-1 1

donc

1 [ exp(6t) + exp(—2t) exp(6t) — exp(—2t)
exp(tA) = =
exp(6t) — exp(—2t) exp(6t) + exp(—2t)

cosh(4t) sinh(4t)
sinh(4t) cosh(4t)

= exp(2t)

D’ous les solutions de X (t) de (4.5) sont donnée par

Y (t) = exp(tA)Y (to).

45



W. Oukil Equations différentielles

4.4.2 Résolution d’un systéme linéaire non homogene

On considere dans R™ le systéeme linéaire non homogene suivant

bi(t)

%X = AX + B(t), avec B(t)= _ (4.6)

b (1)

Avec A matrice constante qu'on suppose diagonalisable et B(t) est une fonction continue
de R — R™. On utilise la section 4.4.1 précédente pour trouver la résolvante exp(tA) du

systemes homgene suivant associé au systéme (4.6)

d
—X = AX.
dt
Donc d’apres la proposition 33 les solution du systémes non homogene (4.6) est donné

par

X(t) = {®(t — to) [Xo +/ D (s — to) "' B(s)ds]},

to

avec O(t — ty) = exp((t — t9)A).

Exemple 35.
d 2 4 exp(2t)
—X =AX+ B(t), avec A= et B(t) = . (4.7)
dt 4 2 0

D’apreés Uexemple 34 la résolvante du systéme homgéne associé

d
—X =AX
dt ’
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est donnée par

exp(tA) = exp(2t) (COSh(4t> Sinh(4t>) .

sinh(4t) cosh(4t)

Donc les solution du systeme (4.7) sont données par

X(0) = expl(t ~ ) AX 1)+ [ expl~(s — 1)) (expézs)) s

= exp((t — t0)A)[X (to) + exp(2to) (fto cosh(—4(s — tO))dS) |

ftz sinh(—4(s — to))]ds

— exp((t — to)A) [X (to) — expfto) ( sinh(—4(t — o)) ) )
cosh(—4(t —ty)) — 1

oll

exp((t — to)A) = exp(2(t — o)) (COSh(4(t —t)) sinh(4(t — to))) |

sinh(4(t — tg)) cosh(4(t —tg))
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Chapitre 5

Résolution d’équations linéaires

scalaires d’ordre supérieur

5.1 Résolution d’équations linéaires scalaires d’ordre

deux

5.2 Résolution d’équations linéaires scalaires d’ordre

supérieur

On considere ’équation linéaire scalaire d’ordre n suivante
Y = any" TV 4+ asy” + a2y + ay + f(1),

avec aq, as, .., a, € R sont des constantes et f : R — R une fonction continue. D’apres la
section 3.6 du chapitre précédent en posant x;(t) = y(t) cette équation peut se réduire

au systeme linéaire d’ordre 1 suivant
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d —
dtajl = T2,
d _
w2 = T3,

d —
axn—l = Tn,

L2y = Ty + ...+ ags + a1y + f(1),

\

qui est sous forme matriciel équivalent a

1 (t)
d
%X =AX + B(t), avec X(t)= ,
x,(t)
0 1 0 O0..... 0 0
0 0 1 O0.... 0 0
. 0 0 0 L. 0 0
ou A= et B(t)=
0 0 0 O0.... 1 0
a; Qs a3 Qg........ an, f(t)

Dans le cas ou A est diagonalisable on utilise la méthode illustrée dans la section 4.4.1

et la section 4.4.2 pour calculer la solution X (¢) on déduit donc la solution y(t) = ().

Exemple 36.
y" =3y" + 4y + sin(t).
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En posant x4 (t) = y(t) alors le systéme est équivalent a

d,. _
a’l1 = T2,

d _
%x2 = I3,

L3 = 3ws + 2 + sin(t),

qui est sous forme matricielle équivalent a

iX =AX +B(t), avec X(t) = (z1(t),z2(t), 23(t)),

dt
010 0
etou A=10 0 1 et B(t)= 0
01 3 sin(t)

On calcul la résolvante du systeme linéaire homogene

d
Y () = AY (D).

Cela revient donc a chercher les valeurs propres de A.

~rorrororororor i du chapitre
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Chapitre 6

Introduction aux notions de stabilité

La stabilité est 'étude de la dépendance des solutions par rapport aux conditions
initiales. Physiquement, si on jette deux pierres tout d'un cous on aimerai bien savoir
si 'une s’éloigne de l'autre au cours du temps ou non. En terme d’équations différen-
tielles, si on prend deux solutions d'une méme équation différentielle est-ce-que ceux
deux solutions restent assez proches lorsque leurs conditions initiales sont suffisamment

proches. Pour cela on la définition suivante

6.1 Flot, champ de vecteurs et espace de phases

6.1.1 Flot d’un systeme dynamique

Une équation différentielle est aussi appelée un “systeme dynamique” car elle repré-

sente une dynamique qui évolue avec le temps. Le “flot” représente cette dynamique.

Définition 37 (Le flot). Soit f : R® — R", avec n € N*, une fonction uniformément

lipschitzienne sur R". Soi 'équation différentielle automone
= f(x), teR. (6.1)

On appelle flot de ’équation (6.1) la fonction &' : R* — R™ définie pour chaque ¢ € R
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par

VX eR:®'(X) = X(t),
ol X (t) est la solution du systeme (6.1) de condition initiale X € R".

Propriétés 38. On a les propriétés suivantes

e & = Jd ou Id : R — R" est la fonction identité, d’'un autre terme

VX €R: ®O(X) = X.
e P! est continue de plus si f est C'! alors @' est de classe C*.

e Pour tout ¢, s € Ret tout X € R" on a ®%(P!(X)) = &5 (X).

Définition 39 (Ensemble invariant). Soit f : R® — R", avec n € N*, une fonction

uniformément lipschitzienne sur R™. Soi '’équation différentielle suivante
&= f(x), t>0. (6.2)

Notons @' le flot de ’équation (6.2). Soit O un ensemble de R". On dit que 'ensemble

O est positivement invariant par le flot ou il est positivement ®'—invariant si

VX €0:d(X)e 0O, Vt>0.

6.1.2 Champ de vecteurs et origine

Pour pouvoir étudier les équations différentielles d'une maniére qualitative on intro-

duit la notion du “champ de vecteurs” et de “I’espace de phases” comme suit

Définition 40 (Champ de vecteurs). On appelle champ de vecteurs toute fonction F' de

classe C'! d’'un ouvert €2 C R dans R".

Un champ de vecteurs représente une transformation des vecteurs de 2.
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Définition 41 (Origine d’un champ de vecteurs). On appelle l'origine d’'un champs de

vecteurs F': ) C R” — R™ tout point X, € () tel que
F(X.) = Ogrn.

Définition 42 (Point stationnaire). On appelle point stationnaire d’'une équation auto-
nome

X =F(X), ,XeR"

tout origine du champ F. Un point stationnaire est donc la solution constante, de cet

équation, qui passe par l'origine.

Notons que toute équation non autonome peut se réduire a une équation autonome.

En effet si on considere 'équation suivante
X=F(@t,X), XeR" X(t) =X, (6.3)
avec F': R x R" — R™ alors on considere le changement de variable suivant :
ro1(t) =t, VteR.

Et en posant F/(X) = (F(t,X),1) ot X = (X,,4) alors on a 'équation autonome

suivante et qui est équivalente a (6.3)

4. . ~
S X =F(X), X(to) = (X0,0).

6.1.3 Espace de phases

Soit F': QQ C R" — R™ un champ de vecteurs. On considere '’équation différentielle

X =F(X), t>t, (6.4)
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avec t, € R. L'espace de phases de I'’équation (6.4) est la représentation géométrique
(qualitative) du comportement des solutions. Cette représentation géométrique peut ce
faire a 'aide du champ de vecteurs F qui indique & chaque point X € RY la tangente ¥
associée en utilisant la relation F(X) = Y. En effet, le vecteur Y représente la tangente
X de la solution (“la phase”) X (t) passe au point X. Malheureusement, la représen-
tation d’un espace de phases dans R" avec n > 3 ne peut pas se faire d'une maniere

simple.

FIGURE 6.1 — La figure montre I'espace de phases de I'équation de Riccati scalaire a
coefficients constants suivante © = 1 — 4x + 1.

6.2 Stabilité et stabilité exponentielle- Cas générale

Définition 43 (Stabilité et stabilité exponentielle). Soit f : R x R™ — R", avec n € N¥,
une fonction lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformément sur R. Soi

I'’équation différentielle suivante

X = f(t,X), t>0. (6.5)
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Soit X (t) solution de I'’équation (6.5). La solution X (¢) est stable si pour toute solution

Y(t) de (6.5) on a
IM >0,30 >0: || X(0) =Y (0)] <é = || X({t)—Y (@) <M||X(0)—-Y(0),Vt > 0.

Dans le cas contraire la solution X (¢) est dite instable. La solution X (¢) est exponentiel-

lement stable si pour toute solution Y'(¢) de (6.5) on a

M > 0,3¢> 0,35 >0: [|X(0)—Y(0)] <6

— [|X(t) =Y (#)]| < M exp(—ct)|| X (0) = Y(0)]|, V¢ > 0,

Remarque 44. Une solution exponentiellement stable est stable. La réciproque est en

générale fausse! (Voir 'exemple donné dans la section 6.2.1 ci-dessous).

6.2.1 Etude de stabilité du cas linéaire scalaire

Maintenant on va voir ce que signifie la stabilité dans le cas scalaire. Soit 'équation

différentielle linéaire scalaire non-homogéne suivante
T =a(t)x+0b(t), t>0, (6.6)

avec a,b : R — R sont deux fonctions continues. Soit z(¢) et y(t) solutions de (6.6) de

condition initiale (x(0),y(0) = (z,y) € R? respectivement, on a



W. Oukil Equations différentielles

qui est une équation différentielle linéaire scalaire homogene, donc

6(t) = 0(0) exp(/ota(s)ds), t>0.

Comme 0(t) = z(t) — y(t) alors,

2(t) — y(t) = [z — ] exp( / a(s)ds).

On remarque que si la fonction a est constante et vérifie a(t) = o < 0 pour tout ¢ > 0

alors

|z(t) = y()] = [z = yl[exp(at)], ¥t = 0.

Dans ce cas toute solution z(¢) de I'équation (6.6) est donc exponentiellement stable
(Voir la Figure (6.2)). On peut vérifier que dans le cas ou a(f) = a > 0 pour tout
t > 0 alors toute solution est instable (Voir la Figure (6.3)). Dans le cas ou f;; a(s)ds est
bornée (Exemple : périodique par rapport a ¢) alors la solution x(¢) est stable mais non

exponentiellement stable (Voir la Figure (6.4)).
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100+

801 — y(t)

60 -
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t

FIGURE 6.2 — On choisis dans I'’équation différentielle (6.6) a(t) = —0.05 pour tout

t > to = 0 et b(t) = sin(¢). La figure illustre le graphe en couleur bleu
de la solution z(¢) de condition initiale x(0) = 500 et le graphe en couleur
verte de la solution y(t) de condition initiale y(0) = 100 de I'’éuqtaion dif-
férentielle (6.6). Ici a(t) = —0.05 pour tout ¢ > ¢, = 0 ce qui correspond a
une stabilité exponentielle. La distance entre les deux solution z(t) et y(t)
décroit d'une maniere exponentielle.

150 — y(t)

100

50+

0 7 T T T T T T "
0 20 40 60 80 100 120 140 160
t

FIGURE 6.3 — On choisis dans I'équation différentielle (6.6) a(t) = 0.03 pour tout

t > to = 0 et b(t) = sin(¢t). La figure illustre le graphe en couleur bleu
de la solution x(t) de condition initiale 2(0) = 0.5 et le graphe en couleur
verte de la solution y(¢) de condition initiale y(0) = 1 de I'éuqtaion diffé-
rentielle (6.6). Ici a(t) = 0.03 pour tout ¢ > t, = 0 ce qui correspond a une
instabilité. La distance entre les deux solution x(¢) et y(¢) n’est pas bornée
dans le temps.
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FIGURE 6.4 — On choisis dans I'équation différentielle (6.6) a(t) = sin(0.4¢) pour tout
t >ty =0etb(t) =sin(t). La figure illustre le graphe en couleur bleu de la
solution z(¢) de condition initiale (0) = 5 et le graphe en couleur verte de
la solution y(¢) de condition initiale y(0) = 10 de '’éuqtaion différentielle
(6.6). Ici a(t) = sin(0.4t) ce qui implique que ft'; a(s)ds est périodique
par rapport a t ce qui correspond a une stabilité mais pas a une stabilité
exponentielle. La distance entre les deux solution z(¢) et y(t) est bornée
mais ne décroit pas d'une maniere exponentielle.

6.3 Stabilité des systemes linéaires

On va étudier dans cette section la stabilité des systemes linéaires du type
X = AX + B(t), (6.7)

ou A est une matrice d’ordre n € N* a coefficients constants et B(t) est un vecteur de

taille n a coefficients dépendant du temps ¢. On a la proposition suivante

Proposition 45. Soit X (t) une solution du systéme (6.7). X (t) est une solution stable si

et seulement si le systéme linéaire homogeéne
Y = AY, (6.8)

admet un point stationnaire stable.
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Démonstration. Soit X (¢) la solution stable du systéme (6.7) de condition initiale

X € R™. Pour toute solution Y'(¢) du systeme (6.7) de condition initiale Y on a
dM >0,30 >0:VZeR" || X -Z]| <0 = || X(t)—Z()|| < M||X - Z|,Vt >0,
Posons R(t,0) la matrice fondamental du systeme linéaire homogene (6.8). Alors
R(t,0)(X -Z)=X(t)—Z(t), VX,ZeR"

Soit Z(t) la solution stable du systéme (6.7) de condition initiale Z + X € R" avec
Z e R

VZeR":|Z]| <6 = |IR(t,0)Z] = || Z(t) - X(#)]l

<M||Z+X - X| =M|X]|, Vt>Oo.

Soit V(t) et W (t) deux solutions arbitraires du systeme (6.7) de conditions initiales

V,W € R" respectivement. Alors
V=Wl <dé = [[V(&) =WE = R 0)(V =W)B)|| < M[|V = W[, vt = 0.

Ce qui montre que la solution V(¢) est stable. De la méme maniere on peut vérifier la

réciproque de la proposition. O

6.3.1 Méthode de résolution

D’apres le chapitre 4 la solution du systéme linéaire homogene (6.8) de condition

initiale X € R est donné par

X(t) =exp(tA)X, Vt>0.
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Posons R(t,0) la matrice fondamental
R(t,0)X =exp(tA)X, VX eR", Vt>D0.

Lorsque A est diagonalisable alors comme on a vu dans la section 4.4 du chapitre pré-

cédent la matrice fondamentale s’écrit sous la forme

exp(tA) = <exp(t/\1)V1 . .exp(t)\n)Vn) <V1 . Vn> -1

ol Aq,...,\, sont les n valeurs propres réels de la matrice A et V;,...,V, sont les

vecteurs propres associés dans R”.

Proposition 46. On considéere 'équation (6.8). Alors le point stationnaire est stable (res-
pectivement : exponentiellement stable) si et seulement si pour tout 1 < ¢ < n les valeurs

propres de la matrice A vérifient \; < 0 (respectivement : pour tout 1 <i <nonal; <0).

Démonstration. Cela vient du fait que pour tout ¢ > 0 on a

-1
VX € R": |R(t,0)X| = || exp(tA)X| = || <exp(t)\1)V1 . ..exp(t)\n)Vn) (v1 L vn) Xl
< max{exp(Ait), 1 < i < n}{|(Vi,..., V)[ll(Vi, ..., Vo) " 1|[|X]]
= exp(A.0) M| X,

ou A\, =max{\,1 <i<n}etM=|(Vi,...,V)lll|(Vh,...,V,)"1|. Ce qui implique que

sil<i<nona)l<0ona
VX € R": ||R(t,0)X]|| < M| X]||, Vt=>0,

d’un autre terme le point stationnaire est stable.

Supposons maintenant qu’il existe une valeur propre \;, > 0. Pour tout x € R soit le
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vecteur W défini par

W= (Y1, Yio—1, Ly Yiot1s - -+ Un)s  Yi = 0,V1 <i #ip <n.

Pour tout z € R soit X = z(V4,...,V,)W. On a pour tout ¢t > 0
yx(t) = <exp(t)\1)V1 .. .exp(t)\n)Vn> Vi, Vo) 1e(Va, . Vi)W = exp(th, ) Vig -

Comme V;, # Ogr~ et le fait que \;, > 0 on déduit que le point stationnaire est instable.

]

Remarque 47. La proposition précédente se généralise a n'importe quelle matrice
constante A. Pour étudier la stabilité avec de telles matrices, il suffit de calculer les

valeurs propres et voir leurs signes.

6.3.2 Exemple d’application

D’aprés ce qui précede la partie non homogene n’influence pas sur la stabilité de
’équation. Pour cela soit B : R — R? une fonction continue arbitraire. On va étudier
dans cet exemple la stabilité des solutions des équations différentielles linéaires non-

homogenes suivantes

%X = AX + B(t), (6.9)
avec A € {A;, Ay, A3} ol
-2 =3 -2 2 1 2
Al = ) AQ = ) A3 =
2 3 -5 3 -2 -1

D’apres la proposition 45 la stabilité des solutions de (6.9) revient a I'étude de la
stabilité de le point stationnaire du systeme homogene associé qui revient aussi d’apres
la proposition 46 a I'’étude des valeurs propres des matrices A.

La matrice A; admet deux valeurs propres \; = —1 et A\, = —4. Donc lorsque A = A;
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on a une stabilité exponentielle .

La matrice A, admet deux valeurs propres \; = 0 et A\ = —5. Donc lorsque A = A; on
a stabilité mais non stabilité exponentielle.

La matrice A3 admet deux valeurs propres A\; = —1 et A\, = 3. Lorsque A = A3 on a

instabilité.

6.3.3 Sous-espace stable et instable

On considere ’équation linéaire
X =AX, t>0, (6.10)

ou A est une matrice d’ordre n € N* a coefficients constants. Supposons que la matrice
A admet des valeurs propres de différents signes. Dans ce cas le point stationnaire n’est
pas une solution stable. Par contre on peut décomposer 'espace RN en somme directe

de sous-espaces vectoriels stable, instable. Plus précisément on a le théorieme suivant.

Théorem 48. On considére 'équation linéaire (6.10). Supposons que la matrice A admet

des valeurs propres A1, ..., A\, réelles de vecteurs propres Vi, ..., V, respectivement. Soit

M ={1<i<n: \<0}
Q={1<i<n: )\=0}

Pour m € {1,2,3}, soit E,, le sous-espace vectoriel de R" engendré par les vecteurs propres
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{Vi}ica,ny- Alors

VX € Ey,3a,8>0: |exp(tA)X|| < Bexp(—at)|| X]||, Vt=>0.
VX € Ey,IM > 0: |exp(tA) X || < M| X|, Vt>D0.
VX € B3, X # Ogn : | exp(tA) X || =100 +00.

Les sous-espaces £y, F, et F5 du théoréme précédent vérifient £, & Fy & E3 = R" de
plus E; est invariant par la matrice fondamentale pour tout 1 < ¢ < 3. On appelle £
le sous-espace exponentiellement stable, £, le sous-espace stable et 5 le sous-espace

instable.

~rorrarerororors i du chapitre
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Chapitre 7

Exercices

Exercice 1:

Intégrer les équations suivantes

o1 =1, o1 =1t,
ol =uz, o =1,
Déterminer le domaine de définition de z(¢) lorsque x(0) = 0 et z(0) = 1.

Exercice 2:
Une fonction f : R — R est dite uniformément (ou globalement) lipschitzienne s’il existe

une constante x > 0 telle que

Est-ce que les fonctions suivantes sont lipschitziennes par rapport a la deuxiéme variable

uniformément sur R ?

o fla) = 20, o fla) = a7,
o f(z) = sin(x), o f(x) = exp(v).
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Donner une condition suffisante pour qu'une fonction soit lipschitzienne par rapport a

la deuxiéme variable uniformément sur un intervalle 7 C R.
Exercice 3:

e Enoncer la définition d’'une équation différentielle autonome scalaire du premier

ordre.

e Enoncer la définition d’une équation différentielle non-autonome scalaire du pre-

mier ordre.

e Enoncer le Théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz pour I'existence

et I'unicité de solution sur la droite réelle.
Exercice 4:

e Enoncer la définition d'une équation différentielle linéaire scalaire a coefficients

constants avec et sans second membre.
e Est-ce que ces deux derniers admettent une solution définie sur R?
e Donner la forme de la solution générale de ces deux derniers.

Exercice 5:

Résoudre les équations différentielles suivantes

1) & =2z, 3) T=ar+3, a€R,

2) =241, 4) t=ar+b, (a,b)eRXR.

Exercice 6:

Résoudre les équations différentielles suivantes

1) & =tz, 3) T=txr+1,

2) & =2x+t, 4) & =tx+t.

Exercice 7:
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Est-ce-que les fonctions f : I x D — R définies par

Vf(t,x) =t +x, I=RetD=R,
2)f(t,x) =t* + 2°, I=RetD =R,
3)f(t,x) = ta?, I=RetD =R,
4)f(t,x) =In(t + x), I=R_etD =R},
5)f(t,x) = 1:, I=1[0,1]et D =R,
6)f(t,z) = sin(t) cos(z), I=RetD =R,

sont localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable sur I x D?
Donner une condition suffisante pour qu'une fonction f : I x D — R soit localement lip-
schitzienne par rapport a la deuxieme variable sur / x D ou I et D sont deux intervalles

de R.

Exercice 8:

On considere sur R le probleme de Cauchy suivant

d 2

- L =a",
(E) dt

l’(to) = 29

1) Montrer que pour tout ¢, € R et tout x5 € R le probleme de Cauchy (F) admet une
solution locale sur R.
2) Trouver la solution maximale sur R lorsque (¢y, zo) = (1, 1), lorsque (o, xo) = (1, —5)

et lorsque (g, o) = (0,0).

Exercice 9:

Montrer que les équations différentielles suivantes n’admettent pas de solutions sur R

d,.. _ 2 d,. _  14a? d,. _ 2 2
o 7w =exp(l+2°). ® 4T = Trm@y- o fr=1In (—IHQ x°.
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Exercice 10:

Résoudre les équations différentielles suivantes
d
L

o 1 = cos(t)sin(z).

o 41 =exp(t)exp(x).

d,. _ 2
° dtx_x—l—m.

° %le—i—Sx—i—xQ.

Exercice 11:

Intégrer les équations différentielles suivantes

o 4z =1—14sin(z),

o Ly =1—4sin(z) + cos().

Exercice 12:

Est-ce-que pour tout ¢y € R et (xg,79) € R? le probleme de Cauchy suivant admet une

solution globale sur R

Si oui, pourquoi ?

Exercice 13:

Intégrer I'équation différentielle suivante

(E) 4y = cos(t)z — sin(t),

Exercice 14:

Soit A € [0, 1]. Est-ce-que pour tout ¢, € R le probleme de Cauchy suivant admet une
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solution Z,(t) = (xx(t), ya(t)) sur [0,1]?

(E) dry = sin(Mz —y)),

Montrer que

Ve >0, I\ € ]0,1] : max IZx()] <€ VYA€ 0, A].

t€(0,1]

Exercice 15: [Solution locale]
Soit n € N*. Soient [ un intervalle de R et D € EF = R"™ un connexe de FE. Soit

f I x D — E une fonction continue . Soit le probleme de Cauchy

%X = f(t,X),
X(to) == Xo.

(P.C)

avec (tp, Xo) € I x D. Supposons que f es localement lipschitzienne par rapport a
la deuxieme variable sur / x D. Montrer que pour tout (¢y, Xo) € I x D il existe un
intervalle J C I contenant ¢, tel que le probleme de Cauchy (P.C) admet une unique

solution définie sur J.

Exercice 16:

Intégrer, avec deux méthodes différentes, les équations différentielles suivantes

;

dy_yya,
y—i:b S =+ 2y +sin(t),
- Z (to), y(to)) = ( ) (E2) %y =y + 2z + cos(t),
= (%o, Y0),
(a,b) € R? (2(0),y(0)) = (0,0).
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Exercice 17:

Soit N € N.

(1) Soit le probleme de Cauchy sur R dépendant d’'un parametre A € R

LX\ = F(t, Xy, N),

(P.C,\)
X)\(O) - ORN,

ot Ogy = (0,...,0) € RN et F: R x R¥ x R — RY une fonction de classe C! de
différentielle bornée et telle que F'(¢,0gv, A) = Ogv pour tout ¢ et A dans R. Posons

gn(t) = X1 (t) pour tout n € N*. Quelle est la limite de la suite de fonctions (g,), ?

(2) Enoncer le théoréme d’existence locale d’une solution du probléme de Cauchy

(PC) %x:f(t,x),
J](to) = Xop-

ou (tg,w9) € I x RN et f: I x RN — RY avec I un intervalle de R.

Exercice 18:

Soit o € R. On considere sur |0, +oo[ le probleme de Cauchy suivant

dy_ e
(El) dt t
z(l) =«

1) Calculer z(t) en fonction de « et calculer son intervalle maximal.

2) Posons I, l'intervalle maximal de la solution z(t). Pour quelles valeurs de & € R on a

mel,?

Exercice 19:
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Soit 5 € R. On considere sur R le probleme de Cauchy suivant

Ly =1+ Bx—a?,
(EQ) dt ﬁ
z(0) = 0.

1) Est ce que le probleme de Cauchy (£2) admet une solution locale dans R? Si oui,

pourquoi ?
2) Pour quelles valeurs de 5 € R le probléme (£2) admet une solution sur | — oo, 1].

3) Pour quelles valeurs de $ € R le probléeme (£2) admet une solution sur R.

Exercice 20:

Soient t, et xy dans R. On considere sur R le probleme de Cauchy suivant

(E3) %x = (1+ 2?)?,
I(to) = Xyp-

1) Est ce que le probléeme de Cauchy (£3) admet une solution locale dans R? Si oui,
pourquoi ?
2) Montrer que pour tout ¢ty € R et pour tout z, € R le probleme précédent n’admet pas

de solution sur R.

Exercice 21:

Résoudre les équations suivantes
o ' =y+ 1.
o ' =y +2y+ 1
oy =y"+y +y+1.
o "' =2y +y+1.
o vy =2y"+y +3.

Exercice 22:

Soit f : R — R™, avec n € N*, une fonction lipschitzienne par rapport a la deuxieme
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variable uniformément sur R. Soi 'équation différentielle suivante
= f(x), t>0. (7.1)

Notons &' le flot de I'équation (7.1). Montrer que pour tout ¢ > 0, on a les propriétés

suivantes

e * = Jd ou Id : R* — R” est la fonction identité, d'un autre terme

VX €R: dh(X) = X,
e O’ est continue.
e Pour tout t,s >ty et tout X € R" on a &%(P(X)) = &5 (X).
e Sile systeme (7.1) est linéaire alors ®! est linéaire.

Exercice 23:

Soit le systeme linéaire suivant
X = AX + B(1), (7.2)

ol A est une matrice d’ordre n € N* a coefficients constants et B(t) est un vecteur de
taille n a coefficients dépendant du temps ¢. Montrer que le systeme (7.2) admet une

solution stable si et seulement si le point stationnaire du systéme linéaire homogéne

X = AX,
est stable.
Exercice 24:
Soit le systeme linéaire suivant
X = AX, (7.3)

ou A est une matrice d’ordre n € N* a coefficients constants. Montrer que le point

stationnaire est stable si et seulement si le systeme (7.2) admet une solution bornée.
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Exercice 25:
Soit A est une matrice d’ordre n € N* a coefficients constants Supposons que la solution
nulle du systéme

X=AX, t>0€eR

est exponentiellement stable. Notons par ®! le flot. Montrer qu’il existe ¢, > t, tel que
que toute boule fermée de centre O est positivement invariante par la translation du

flot ditt-,
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Questions et exercices d’examen

Exercice 26 (Questions du Cours : 4 points):

Soit N € N.

(1) Donner la définition d’une fonction f : I x D — RY localement lipschitzienne par
rapport a la deuxiéme variable sur / x D ou I C Ret D C R¥.
(2) Soit le probleme de Cauchy sur R dépendant d’'un parametre A € R

#Xa(t) = F(t, Xa(t), M),
X/\(O) - ORN,

(P.C,\)

oll Ogy = (0,...,0) € RN et F : R x R¥ x R — R" une fonction de classe C' de
différentielle bornée et telle que F'(¢,0grv, A) = Ogv pour tout ¢ et A dans R. Posons

gn(t) = X1 (t) pour tout n € N*. Quelle est la limite de la suite de fonctions (g,,), ?

(3) Enoncer le théoréme d’existence locale d’une solution du probléme de Cauchy
(P.C)
ou (to,zo) € I x RN et f: I x RN — R avec I un intervalle de R.

Exercice 27 (5 points):

Soit @ € R. On considére sur |0, +oo[ le probleme de Cauchy suivant

1) Calculer z(t) en fonction de « et calculer son intervalle maximal.
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2) Posons I, l'intervalle maximal de la solution z(t). Pour quelles valeurs de & € R on a

mel,?

Exercice 28: [5 points]

Soit 8 € R. On considere sur R le probleme de Cauchy suivant

dr(t) =14 Bx(t) — 22(t),
z(0) = 0.

1) Est ce que le probléme de Cauchy (£2) admet une solution locale dans R? Si oui,

pourquoi?

2) Pour quelles valeurs de 3 € R le probleme (£2) admet une solution sur | — oo, 1[.

3) Pour quelles valeurs de § € R le probléme (£2) admet une solution sur R.

Exercice 29: [6 points]

Soient ¢, et xy, dans R. On considere sur R le probleme de Cauchy suivant

(E3) dt
z(tg) = wo.

1) Est ce que le probleme de Cauchy (E£3) admet une solution locale dans R? Si oui,
pourquoi ?
2) Montrer que pour tout ¢, € R et pour tout x, € R le probléeme précédent n’admet pas

de solution sur R.

Exercice 30 (Questions du Cours : 3 points):

(1) Enoncer le lemme de Gronwall.
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(2) Soit N € N et soit le probléeme de Cauchy sur R suivant

LX\(t) = F(G(t, X (1)),

(P.C)
X(to) == Xo,

ou (ty, Xo) € Rx RY. Les deux fonctions ' : RY — RN et G : R x RY — R" sont de
classe C'! de différentielles bornées. Pourquoi le probléme précédent (P.C) admet
une solution sur R?

Exercice 31 (6 points):

Soit o € Z. On considere sur |0, +oo[ le probleme de Cauchy suivant

1) Calculer z(t) en fonction de « et calculer son intervalle maximal.
2) Posons I, l'intervalle maximal de la solution xz(t). Pour quelles valeurs de & € R on a

I, =]0, +o0[?

Exercice 32: [6 points]

Intégrer les équations différentielles suivantes
o La(t)=1—4sin(z(t)),
o 4x(t) =1—4sin(z(t)) + cos(z(t)).

Exercice 33: [5 points]

Soient 5 € N et (ty, z9) € R x R. On considére sur R le probléme de Cauchy suivant

dalt) = (1+2%(1))"

(E3)
x(tg) = o.

Pour quelles valeurs de 3 le probléeme précédent admet une solution sur R?
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