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Chapitre 1CFD EN ECOULEMENT COMPRESSIBLE1.1 IntrodutionLa simulation numérique des éoulements turbulents est un formidable outil aussi bien pour essayer de mieuxomprendre les méanismes physiques que pour la oneption et le développement dans l'industrie. Son uti-lisation ourante a été rendue possible par les progrès réalisés dans le domaine de la résolution numériquedes équations de la méanique des �uides et surtout par l'explosion des moyens de alul. Aujourd'hui, lasimulation numérique est un véritable omplément aux études expérimentales et permet de limiter le nombred'essais en sou�erie, entraînant une rédution des oûts et des délais de oneption, et onstitue ainsi unenjeu éonomique majeur.Atuellement, les appliations onernent des géométries de plus en plus prohes des on�gurations réelles(avion omplet, moteur, tuyère...) qui mettent en jeu des phénomènes omplexes : transition laminaire-turbulent, déollements, interation ho-ouhe limite. Il se pose alors les problèmes de représentativité desaluls par rapport à la physique à reproduire, de préision, de robustesse et de oût de alul. En e�et,malgré la puissane des alulateurs, la simulation de toutes les éhelles spatio-temporelles atives au seind'un éoulement turbulent, depuis les plus grandes imposées par la taille du problème jusqu'aux plus petitesdissipatives (éhelle de Kolmogorov [27℄), ne peut être envisagée à l'heure atuelle. Cette approhe, appeléeSimulation Numérique Direte ou DNS (Diret Numerial Simulation), est en pratique limitée à des as trèssimples à faible nombre de Reynolds. Dès lors, pour évaluer les performanes aérodynamiques de omposantsindustriels, le reours à des modèles s'impose pour réduire les oûts de alul, tout en garantissant un bonniveau de préision.Une solution est de résoudre les équations de Navier-Stokes sur une gamme restreinte d'éhelles et de modéliserl'ation des autres. Cette séparation des éhelles débouhe sur di�érents niveaux d'approximation de laturbulene omme la simulation des grandes éhelles ou LES (Large Eddy Simulation) et l'approhe moyennéeou RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes).
• La première, par �ltrage en espae, résout la dynamique des grandes et moyennes éhelles porteusesd'énergie et utilise un modèle (dit de sous-maille) pour représenter l'ation des éhelles dont la tailleest inférieure à elle de la maille du alul, sur les éhelles résolues. Cette méthode requiert un maillagetrès �n et est enore très oûteuse.
• La seonde utilise un traitement statistique : les variables du système sont déomposées en une partiemoyenne et une partie �utuante. Le système des équations de Navier-Stokes instantanées est alorsremplaé par un système d'équations sur les valeurs moyennes du hamp. Pour un éoulement station-naire, la moyenne d'ensemble des équations de Navier-Stokes (moyenne obtenue sur un grand nombrede réalisations) peut être remplaée par une moyenne temporelle (hypothèse d'ergodiité). Dans le asd'éoulements instationnaires, l'hypothèse d'ergodiité de la turbulene n'est plus valable et pose leproblème de signi�ation de l'URANS (Unsteady RANS).1



CHAPITRE 1. CFD EN ECOULEMENT COMPRESSIBLE 2Les non-linéarités des termes onvetifs du système initial font apparaître des quantités inonnues assoiéesà des moyennes de produits de �utuations : les tensions de Reynolds ρu′iu
′
j , le �ux de haleur turbulent

ρu′ie
′, et d'autres termes qui sont négligés (un terme τ ′ij , un terme de di�usion turbulente, et.). Les termessupplémentaires doivent être modélisés pour fermer le système dans le as d'éoulements turbulents. Lafermeture est réalisée au moyen d'un modèle de turbulene plus ou moins sophistiqué. Elle permet unediminution importante du nombre de degrés de liberté qui la rend appliable sur des on�gurations omplexeset pour des nombres de Reynolds elevés. C'est l'approhe la plus ouramment utilisée dans l'industrie.

Figure 1.1 � Approhe DNS/LES/RANS rapportées dans l'espae spetral1.2 Présentation générale d'un ode RANSUn solveur RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes) permet la simulation d'éoulements tridimensionnels,instationnaires, ompressibles ou inompressibles, par résolution des équations de Navier-Stokes moyennéessur maillages struturés ou non par domaine. Le système est fermé par un modèle de turbulene. Nous neparlerons ii que du as des odes ompressibles ave une disrétisation de type Volumes Finis.L'intégration en temps est e�etuée ave un shéma adapté (MaCormak, Runge-Kunta, Euler expliite...),ave un pas de temps loal onditionné par un ritère CFL et/ou une phase impliite. Une tehnique mul-tigrille permet l'aélération de la onvergene. Pour les éoulements instationnaires, la méthode du pas detemps dual est utilisée.La disrétisation spatiale est de type Volumes Finis ave une représentation "ell-entered" (valeur au entrede la ellule) ou "ell-vertex" (valeur aux noeuds). Le alul des �ux au travers des faettes des ellules estréalisé au moyen de di�érents shémas numériques entrés ou deentrés.Une approhe multi-domaine, utilisant des tehniques de raords jointifs ou autorisant le reouvrement entredomaines, permet l'emploi de maillages struturés ou non par domaine. Les onditions aux limites, appliquéespar faette frontière, reposent sur la disrétisation des relations aratéristiques érites pour les équationsd'Euler tridimensionnelles.Les équations de Navier-Stokes moyennées sont un système d'équations aux dérivées partielles du premierordre pour la onservation de la masse (omme pour les équations d'Euler), et du deuxième ordre pour la



CHAPITRE 1. CFD EN ECOULEMENT COMPRESSIBLE 3onservation du moment et de l'énergie. Mise à part l'équation de onservation de la masse, les équations sontmixtes hyperboliques-paraboliques en espae et en temps (et elliptiques dans le as stationnaire). L'équa-tion de la onservation de la masse est hyperbolique en espae et en temps omme pour les équations d'Euler.Le système des équations de Navier-Stokes moyennées n'admet que des solutions ontinues ontrairementaux équations d'Euler où des solutions disontinues (au sens faible) sont admissibles. Les équations d'Eulersont la limite des équations de Navier-Stokes quand les termes visqueux tendent vers 0, 'est-à-dire quandle nombre de Reynolds tend vers l'in�ni. Dans le as de l'air où la visosité inématique est de l'ordre de
10−5m2/s, le nombre de Reynolds est très grand pour les on�gurations de aluls les plus ourants (sou-vent supérieur à 106 et peut atteindre 108). Le hamp de variables d'un éoulement peut alors présenterde très fortes variations loales (orrespondant aux disontinuités des équations d'Euler), dont l'épaisseurest souvent bien inférieure à la taille du maillage utilisé pour la résolution numérique : on peut estimer lataille aratéristique de es phénomènes à l'inverse du nombre de Reynolds. Les solutions numériques deséquations de Navier-Stokes moyennées peuvent don présenter des hos. Pour simuler orretement la topo-logie du ho, il faut passer aux équations de Burnett ou super-Burnett (utilisées dans des as de détoniques).Outre la prise en ompte des phénomènes de transferts thermiques, un aratère spéi�que des équationsde Navier-Stokes provient de la ondition limite d'adhérene imposée au ontat de la paroi. En e�et, lavitesse du �uide à la paroi solide est nulle (par e�et de rugosité) d'où la présene de forts gradients du hampdans les régions de prohe paroi dites ouhes limites. Dans ette zone, les e�ets de visosité deviennent trèsimportants et la turbulene se développe. L'épaisseur de la ouhe limite peut être estimée omme l'inversede la raine arrée du nombre de Reynolds, e qui impose l'utilisation de maillages très ra�nés dans lesrégions de paroi. Les ouhes limites sont la majeure soure de di�ultés supplémentaires des équations deNavier-Stokes par rapport aux équations d'Euler pour la simulation numérique.



Chapitre 2LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKESMOYENNEESLe traitement statistique des équations instantanées onduit à déomposer haque grandeur G, selon laformulation de Reynolds, en une partie moyenne (notée G) et une partie �utuante (notée g′). Pour les éou-lements ompressibles, on utilise une moyenne pondérée par la masse volumique (moyenne de Favre [14℄).Cette moyenne est dé�nie par : φ̃ =
ρφ

ρ
. Son utilisation évite l'apparition des �utuations de masse volumiquedans les équations. On néglige les �utuations de la visosité moléulaire µ. Pour simpli�er les notations,nous noterons en majusule les grandeurs moyennes.Remarque : la moyenne pondérée par la masse est un outil mathématique et non une simpli�ation physique.Même si la �utuation de masse volumique a disparu des équations, ela n'élimine pas pour autant son e�et surla turbulene. Morkovin [44℄ a émis l'hypothèse que, dans une ouhe limite, les e�ets de �utuations de massevolumique sur la turbulene restent négligeables en omparaison de eux de la masse volumique moyennesous ondition que le nombre de Mah reste inférieur à 5. La turbulene onserve ainsi un omportementinompressible.2.1 Système des équations NS moyennées "à la Favre"On introduit les déompositions suivantes :

ρ = ρ+ ρ′ ; P = P + P ′ ; qj = qj + q′j

ui = ũi + u′′i ; h = h̃+ h′′ ; e = ẽ+ e′′où h désigne l'enthalpie et e l'énergie interne.Les équations de Navier-Stokes "à la Favre" s'érivent :
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CHAPITRE 2. LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES MOYENNEES 5Ave l'équation d'état des gaz parfaits : P = rρT̃Le tenseur τ̃ij représente la partie moyenne du tenseur des ontraintes visqueuses. Et le terme −ρu′′i u
′′
j = ρτ tijest le tenseur des ontraintes turbulentes (ou tenseur de Reynolds).Le terme ρu′′jh′′ = qtj est le �ux de haleur turbulent ; il représente l'enthalpie transportée par les �utuationsturbulentes.Le terme 1

2
ρu′′i u

′′
i est l'énergie inétique de turbulene ρk.La partie moyenne du tenseur taux de déformation s'érit : S̃ij =

1

2

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

). L'hypothèse de Boussinesq(1877) permet d'exprimer le tenseur turbulent aux gradients de vitesse moyenne par une relation analogue àla loi de omportement liant les ontraintes visqueuses au tenseur des taux de déformation. Cette hypothèsefait intervenir la notion de visosité turbulente µt.
ρτ tij = −ρu′′i u
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j = 2µt
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3
ρkδijLe �ux de haleur turbulent est relié au gradient de température moyenne via la visosité turbulente et unnombre de Prandtl turbulent Prt par une relation analogue à la loi de Fourier :

qtj = ρu′′jh
′′ = −µtCp

Prt

∂T̃

∂xj
= − µt

Prt

∂h̃

∂xj2.2 Formulation onservativePour alléger les notations, les grandeurs moyennes sont notées sans opérateur. Le système des équations deNavier-Stokes moyennées ouplées ave un modèle de turbulene à deux équations de transport (k, Ψ) s'érit,sous forme onservative :
∂w

∂t
+ div (Fc(w) − Fd(w,wx, wy, wz)) = S(w) (2.1)où w désigne le veteur des variables onservatives, Fc et lFd es densités de �ux onvetif et di�usif :
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Le veteur terme soure S ne onerne que les équations de transport de la turbulene. E désigne l'énergietotale (énergie inétique + énergie interne). Les oe�ients σk et σΨ sont des onstantes.



CHAPITRE 2. LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES MOYENNEES 6Les modèles de turbulene sont formulés dans le adre de l'hypothèse de Boussinesq et de la loi de Fourierturbulente. La modélisation du tenseur des ontraintes turbulentes (ou tenseur de Reynolds) et du veteur�ux de haleur turbulent est remplaée par elle de la visosité turbulente selon la formulation suivante :
τ t = µt

[
~~grad ~V + (

~~grad ~V )t − 2

3
(div ~V )I

]
− 2

3
ρkI

~qt = − µt

Prt
Cp

~grad TCette relation signi�e que la turbulene réagit instantanément à une modi�ation du hamp de vitessemoyenne, 'est-à-dire qu'il n'y a pas d'e�et de mémoire de la turbulene.Le terme 2
3ρk s'apparente à une pression dynamique turbulente due aux mouvements d'agitation. Il est sou-vent assoié à la pression pour former une pression modi�ée P ∗ = P + 2

3ρk. Il est négligeable devant P enrégime subsonique.On utilise les lois de Newton et de Fourier pour fermer le tenseur des ontraintes visqueuses et le �uxde haleur. Le tenseur des ontraintes (somme des ontraintes visqueuses et des ontraintes turbulentes)
τ = τv + τ t et le veteur �ux de haleur ~q = ~qv + ~qt s'érivent alors :

τ = (µ + µt)

[
~~grad ~V + (

~~grad ~V )t − 2

3
(div ~V )I

]
− 2

3
ρkI (2.2)

~q = −
(

µ

Pr
+

µt

Prt

)
Cp

~grad T (2.3)où les nombres de Prandtl moléulaire et turbulent sont pris onstants : Pr = 0.72 et Prt = 0.9 pour l'air.L'air est onsidéré omme un gaz parfait ave γ = 1, 4. La visosité moléulaire est évaluée par la loi deSutherland et ne dépend que de la température moyenne :
µ(T ) = µref

√
T

Tref

1 + S/Tref

1 + S/Tave Tref = 273.16K, µref = 1.711 10−5kg.m−1.s−1 et S = 110.4K.2.3 Formulation en repère entraînéPour ertaines appliations, la projetion des lois de bilan dans un repère entraîné se justi�e par l'existened'un éoulement permanent dans e repère. C'est par exemple le as pour une roue isolée de turbomahine,pour un rotor d'hélioptère en vol stationnaire ou pour une hélie en mouvement de translation axiale.On distingue alors, dans e repère entraîné, deux formulations possibles des équations moyennées selon lehoix d'inonnue pour la vitesse.
• Formulation en vitesse absolueCe hoix est elui retenu pour les appliations hélies ou rotor d'hélioptères en vol stationnaire. Laraison de e hoix est reliée diretement à des onsidérations de préision numérique dans l'approhevolumes �nis.
• Formulation en vitesse relativeCe hoix o�re une formulation physique direte en termes de lois de bilan pour l'observateur entraîné.On l'utilise pour les éoulements dans les turbomahines.Les deux formulations font apparaître un terme soure volumique dans les équations de bilan de q.d.m etd'énergie, dû aux fores d'inertie agissant sur le �uide (fores de Coriolis et fores d'entraînement).



CHAPITRE 2. LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES MOYENNEES 72.3.1 Formulation en vitesse absolueLes équations RANS sont projetées dans un repère artésien entraîné RE . Le système est formulé ave lesomposantes ~VE de la vitesse absolue dans le repère entraîné RE . Notons ~sE le veteur vitesse d'entraînementet ~ω(RE/R) le veteur rotation du repère entraîné par rapport au repère absolu.
∂wE

∂t
+ div (Fc(wE , ~sE)− Fd(wE , grad (wE))) = S(wE)où wE désigne le veteur des variables onservatives, Fc(wE , ~sE) et Fd les densités de �ux onvetif et di�usif :

wE =




ρ

ρ ~VE

ρE


 ; Fc(wE , ~sE) =




ρ(~VE − ~sE)

ρ
(
~VE ⊗ (~VE − ~sE)

)
+ pIE

ρE(~VE − ~sE) + p~VE


 ; Fd =




0

τvE + τ tE

(τvE + τ tE).~VE − ~qvE − ~qtE


où l'énergie totale E est dé�nie par : E = e +

| ~VE |2
2

. Les omposantes des tenseurs des ontraintes et desveteurs �ux de haleur sont exprimées dans le repère RE . Le veteur terme soure S(wE) :
S(wE) =




0

−~ω(RE/R) ∧ ρ~VE

0


2.3.2 Formulation en vitesse relativeLe système est formulé ave les omposantes ~VrE = ~V − ~sE de la vitesse relative exprimée dans le repèreentraîné RE .

∂wE

∂t
+ div (Fc(wE))− Fd(wE , grad (wE))) = S(wE)où wE désigne le veteur des variables onservatives, Fc(wE) et Fd les densités de �ux onvetif et di�usif :

wE =




ρ

ρ ~VrE

ρEr


 ; Fc(wE) =




ρ~VrE

ρ(~VrE ⊗ ~VrE ) + pIE
ρEr

~VrE + p~VrE


 ; Fd =




0

τvE + τ tE

(τvE + τ tE).~VrE − ~qvE − ~qtE


où l'énergie totale "relative" Er est dé�nie par : Er = e+

| ~VrE |2
2Les omposantes des tenseurs des ontraintes et des veteurs �ux de haleur sont exprimées dans le repèreRE .Le veteur terme soure S(wE) et l'expression des fores d'inertie :

S(wE) =




0

ρ~fcor + ρ~fcen
ρ~VrE .

~fcen


 ;





~fcor = −2~ω(RE/R) ∧ ~VrE = fore de Coriolis
~fcen = −

[
∂~sE
∂t

+ ~ω(RE/R) ∧ ~sE

]
= fore entrifuge2.4 Turbulene ompressibleEriture des équations dans le as où le nombre de Mah est élevé M > 5.



CHAPITRE 2. LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES MOYENNEES 82.4.1 Equation de transport pour les ontraintes turbulentes
∂ρτij
∂t

+
∂ũkρτij
∂xk

= ρPij + ρΠij − ρεij + ρMij + ρDijave
ρPij = −ρ

[
τik

∂ũj
∂xk

+
∂ũi
∂xk

τkj

]

ρΠij = p′

(
∂u

′′

i

∂xj
+

∂u
′′

j

∂xi

)

= p′

(
∂u

′

i

∂xj
+

∂u
′

j

∂xi

)

ρεij = σ
′′

ik

∂u
′′

j

∂xk
+ σ

′′

jk

∂u
′′

i

∂xk

= σ
′

ik

∂u
′

j

∂xk
+ σ

′

jk

∂u
′

i

∂xk

ρMij =
ρ′u

′′

i

ρ

(
∂p

∂xj
− ∂σjk

∂xk

)
+

ρ′u
′′

j

ρ

(
∂p

∂xi
− ∂σik

∂xk

)

=
ρ′u

′

i

ρ

(
∂p

∂xj
− ∂σjk

∂xk

)
+

ρ′u
′

j

ρ

(
∂p

∂xi
− ∂σik

∂xk

)

ρDij = − ∂

∂xk

[
ρu

′′

i u
′′

j u
′′

k +
(
δikp′u

′′

j + p′u
′′

i δjk

)
−
(
σ

′′

iku
′′

j + σ
′′

jku
′′

i

)]

= − ∂

∂xk


ρũ

′′

i u
′′

j u
′′

k +
(
δikp′u

′

j + p′u
′

iδjk

)

︸ ︷︷ ︸
turbulent transport

−
(
σ

′

iku
′

j + σ
′

jku
′

i

)

︸ ︷︷ ︸
viscous transport


La signi�ation des termes est : Pij prodution, Πij redistribution d'énergie entre les omposantes du tenseurde Reynolds, εij destrution/dissipation d'énergie par la visosité moléulaire, Mij ontribution du �ux demasse, Dij transport et di�usion.2.4.2 Equation de transport de l'énergie inétique turbulenteL'équation de transport pour l'énergie inétique turbulente est obtenue à partir de l'équation de transportpour les ontraintes de Reynolds par ontration des indies, k = τii

2 . On obtient :
ρ
D k

D t
= ρPk + ρΠ− ρε+ ρM + ρD



CHAPITRE 2. LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES MOYENNEES 9ave
ρPk = ρPii

2 = −ρτik
∂ũi
∂xk

ρΠ = ρΠii

2 = p′
∂u

′

i

∂xi

ρε = ρεii
2 = σ

′

ik

∂u
′

i

∂xk

ρM = ρMii

2 =
ρ
′

u
′

i

ρ

(
∂p

∂xi
− ∂σik

∂xk

)

ρD = ρDii

2 = − ∂

∂xk


ρũ

′′

i u
′′

i

2
u

′′

k + p′u
′

iδik − σ
′

iku
′

i


Usuellement la fermeture du terme de prodution Pk est réalisée à l'aide d'une hypothèse de visosité turbu-lente isotrope. Le terme de di�usion D est modélisé par une approhe de di�usion par gradient.Les autres termes sont in�uenés par la ompressibilité et néessite un traitement partiulier [49, 31, 16℄.2.4.3 Taux de dissipation d'énergie turbulente εLa dissipation salaire peut s'érire :

ρε ≈ 2 µ s
′

iks
′

ki −
2

3
µ s

′

kks
′

ll

= 2 µw
′

ikw
′

ik︸ ︷︷ ︸
ρεs

+2 µ
∂

∂xk

[
∂u

′

ku
′

l

∂xl
− 2 u

′

ks
′

ll

]

︸ ︷︷ ︸
ρεinh

+
4

3
µ s

′

kks
′

ll
︸ ︷︷ ︸

ρεdoù εs est la ontribution solénoidale qui orrespond à la ontribution en inompressible ; εinh la ontributioninhomogène et εd la ontribution dilatationnelle ou ompressible.On a ∂u
′

i
∂xj

= s
′

ij + w
′

ij ave :
s
′

ij =
1

2

(
∂u

′

i

∂xj
+

∂u
′

j

∂xi

)
; w

′

ij =

(
∂u

′

i

∂xj
−

∂u
′

j

∂xi

)



Chapitre 3LES MODELES DE TURBULENCELes di�érenes entre les modèles de turbulene résident dans leurs apaités à reproduire �dèlement le om-portement des éoulements turbulents sur di�érentes on�gurations, dans les di�ultés liées à leur implé-mentation et leur résolution dans des odes de alul. Auun modèle n'est satisfaisant pour tous lestypes de on�gurations. Le hoix du modèle de turbulene est don fontion des appliations visées ainsique de la apaité des méthodes numériques à le supporter.3.1 La visosité turbulenteLes modèles utilisant la notion de visosité turbulente reposent sur l'existene, au sein des ouhes isailléesà grand nombre de Reynolds, d'une région assez étendue d'équilibre approximatif entre la prodution d'éner-gie turbulente (extraite des grosses strutures) et la dissipation turbulente (dissipée aux petites éhelles),éhanges entre l'éoulement moyen et l'éoulement �utuant :
production

dissipation
≃ 1Cet équilibre prodution-dissipation justi�e loalement la notion de visosité turbulente (argument d'isotropieloale) orrespondant en �uide inompressible à :

τ tij = 2µtSij ave Sij =
1

2

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)ave τ t le tenseur de Reynolds et S le tenseur des taux de déformation.Cette modélisation onduit aux approximations suivantes :
• le tenseur de Reynolds est aligné sur le tenseur des déformations (olinéarité), e qui n'est généralementpas véri�é.
• l'éoulement turbulent réagit diretement à des e�ets de distorsions de l'éoulement moyen sans e�etde mémoire.
• le terme de prodution Pk = 2µtS

2 traduit un transfert d'énergie uniquement du mouvement moyenvers la turbulene.
• on donne un aratère di�usif (adapté aux petites éhelles) à un phénomène à grande éhelle (dontl'origine est la non linéarité des équations de Navier-Stokes). Les tensions de Reynolds tendent don àstabiliser les méanismes instationaires advetifs e qui est en ontradition ave leur origine formelle.A l'équilibre strit Production/Dissipation = 1 dans une région de l'espae, l'expression de µt peut êtreétablie de façon assez sûre. Au voisinage de Production/Dissipation = 1, il est toujours possible d'utiliser10



CHAPITRE 3. LES MODELES DE TURBULENCE 11une modélisation plus omplexe (omme le modèle k − ε) mais sa validité est moins ertaine.Pour Production/Dissipation 6= 1, tout devient ompliqué ! ! Non seulement la possibilité de aluler sim-plement la valeur de µt disparaît, mais en plus la notion même d'une visosité turbulente µt salaire estperdue. Il est possible de développer des modèles plus sophistiqués ave transport des omposantes du ten-seur de Reynolds : les modèles RSM (7 équations de transport). On peut aussi dé�nir une visosité turbulentetensorielle d'ordre 4 :
−ρu

′

iu
′

j = (µt)ijkl

(
∂Ul

∂xk
+

∂Uk

∂xl

)La visosité turbulente salaire est évaluée, par analogie ave la visosité moléulaire, omme le produit d'uneéhelle de vitesse u et d'une éhelle de longueur l, aratéristiques de la turbulene. Elle peut s'obtenir àpartir d'une relation algébrique, d'une ou plusieurs équations de transport.Pour l'éhelle de vitesse, omme une part importante de l'énergie des �utuations de vitesse est ontenuedans les grosses strutures, il est naturel de prendre une grandeur relative à l'énergie inétique de turbulene
k, soit u ∼

√
k.Pour l'éhelle de longueur l, plusieurs hoix de variables transportées sont possibles :- le taux de dissipation ε, l ∼ k3/2

ε- la dissipation spéi�que ω, l ∼
√
k

ω- diretement l'éhelle de longueur lLs modèles les plus utilisés en aérodynamique sont :
• Le modèle à une équation de Spalart-Allmaras [54℄
• Le modèle k − ω de Menter ave orretion SST [34℄
• Le modèle k − ε de Jones-Launder [26℄ ou ses variantes
• Le modèle k − ω de Wilox [65℄ et ses améiliorations3.2 Modèles algébriquesLa visosité turbulente est dé�nie algébriquement d'après une longueur de mélange. Ces modèles ont l'avan-tage d'une relative robustesse et de l'éonomie en temps de alul. Leur valeur préditive est limitée mais lesmodèles plus préis sont omplexes et oûteux.L'éhelle de longueur servant à exprimer la visosité turbulente tend à représenter la taille des tourbillonsporteurs d'énergie, 'est pourquoi elle est souvent proportionnelle à la distane à la paroi d. La déterminationde ette éhelle, appelée longueur de mélange "l", est basée sur une analogie ave le libre parours moyendans la théorie inétique des gaz. L'éhelle de vitesse u, pour un éoulement turbulent isaillé en ouhemine, est fontion de la vitesse moyenne de l'éoulement : u = l | ∂U

∂y
|.Citons le modèle de Mihel-Quémard-Durant [41℄ (1969) où la visosité turbulente, fontion de la vortiitéde l'éoulement moyen ω et des grandeurs aratéristiques de la ouhe limite, suit l'équation suivante :

µt = ρl2D2ω ave l = 0.085δ tanh( κ

0.085

d

δ

)où l est la longueur de mélange, κ la onstante de von Karman=0.41, δ est l'épaisseur de la ouhe limite, d estla distane à la paroi. D est une fontion d'amortissement traduisant la déroissane rapide de la turbuleneau voisinage de la paroi :
D(ξ) = 1− exp(−ξ1/2

26κ

) ave ξ = ρl2
µ+ µt

µ2
ω



CHAPITRE 3. LES MODELES DE TURBULENCE 12Un autre modèle algébrique souvent utilisé est le modèle de Baldwin-Lomax [2℄ (1978). La visosité turbulentes'érit :
νt = min (νti , νte)

νti = (κdD(d))2 ω

νte = CClauserCcpFwakeFKleb(d)ave Fwake une fontion de sillage, D(d) la fontion d'amortissement de van Driest, CClauser la onstante deClauser = 0.0168, Ccp une onstante = 1.6 et FKleb la fontion de Klebano�.Ce modèle peut générer des osillations numériques.3.3 Modèle à 1 équation : le modèle de Spalart-Allmaras (1992)Ce modèle utilise une seule équation de transport pour la quantité ν̃ qui, loin des parois, se onfond avela visosité turbulente νt. L'équation pour ν̃ résulte d'une onstrution pas à pas par ajout de termesdestinés à prendre en ompte de plus en plus de phénomènes physiques. Partant d'une forme "onve-tion=prodution+di�usion" pour les éoulements libres, Spalart [53, 54℄ ajoute les termes néessaires pourobtenir une région logarithmique dans les pro�ls de vitesse puis les termes de orretion de faible nombre deReynolds de turbulene pour la région de prohe paroi.
∂ρν̃

∂t
+ div [~V ρν̃ − 1

σ
(µ+ ρν̃) ~grad ν̃] = cb1(1− ft2)S̃ρν̃ +

cb2
σ

~grad ρν̃. ~grad ν̃
−
(
cw1

fw − cb1
κ2

ft2

)
ρ
ν̃2

d2

νt = ν̃fv1 ; fv1 =
χ3

χ3 + c3v1
; χ =

ρν̃

µ

S̃ = | ~rot~V |+ ν̃

κ2d2
fv2 ; fv2 = 1− χ

1 + χfv1
; ft2 = ct3 exp (−ct4 χ

2)

fw = g

(
1 + c6w3

g6 + c6w3

) 1

6

; g = r + cw2
(r6 − r) ; r =

ν̃

S̃κ2d2Les onstantes :
cb1 = 0, 1355 ; cb2 = 0, 622 ; σ =

2

3
; κ = 0, 41

cw1
=

cb1
κ2

+ (1 + cb2)/σ ; cw2
= 0, 3 ; cw3

= 2

cv1 = 7, 1 ; ct3 = 1, 1 ; ct4 = 23.4 Modèles à 2 équations de transportAtuellement, es modèles sont les plus répandus dans les odes RANS. Dans es équations, la variable ddésigne la plus petite distane à la paroi. Dans le sillage d'un pro�l, d est la distane au bord de fuite.



CHAPITRE 3. LES MODELES DE TURBULENCE 133.4.1 Le modèle k − ε de Jones-Launder (1972)Ce modèle, très largement utilisé, a été développé à l'origine pour prévoir le phénomène de relaminarisationdes ouhes limites turbulentes en présene de gradients de pression favorables [26℄.
∂ρk

∂t
+ div [ρk~V −

(
µ+

µt

σk

)
~grad k] = Pk − ρε̃−D

∂ρε

∂t
+ div [ρε̃~V −

(
µ+

µt

σε

)
~grad ε̃] = cε1

ε̃

k
Pk − ρcε2f2

ε̃2

k
+ ELe taux de dissipation de l'énergie inétique peut être approximée par :

ρε = µ
∂u′′i
∂xj

∂u′′i
∂xjLe terme D est introduit pour intégrer la quantité ε̃, grandeur interprétée omme la partie isotrope de ladissipation. Elle a l'avantage de tendre vers zéro à la paroi e qui simpli�e l'ériture de la ondition au limite.

D = 2ν
(

~grad√k
)
.
(

~grad√k
)

; ρε̃ = ρε−DLa visosité turbulente, la prodution de k et le terme de bas nombre de Reynolds de turbulene E véri�ent :
µt = ρcµfµ

k2

ε̃
; Pk = τ t :

~~grad ~V

E = 2
µµt

ρ

(
~~~grad( ~~grad ~V

)) ...( ~~~grad( ~~grad ~V

))Les fontions d'amortissement sont reliées au nombre de Reynolds de turbulene :
Rt =

k2

νε
; fµ = exp ( −2, 5

1 +Rt/50

)
; f2 = 1− 0, 3 exp (−R2

t

)Les onstantes :
cµ = 0, 09 ; Cε1 = 1, 57 ; Cǫ2 = 2 ; σk = 1 ; σε = 1, 3L'éhelle de temps aratéristique T = k/ε représente la durée néessaire pour dissiper un tourbillon porteurd'une énergie inétique turbulente k.Il existe de nombreux modèles k − ε (Jones-Launder, Launder-Sharma, Nagano, Chieng, Shih...). Les dif-férenes majeures entre es modèles onernent les valeurs des onstantes et les fontions d'amortissementutilisées.3.4.2 Modèle k − ε réalisableLes onditions de réalisabilité expriment que les �utuations de vitesse au arré doivent être positives et queles orrélations roisées doivent véri�er l'inégalité de Shwartz. Appliquées à un modèle de turbulene k− ε,les onditions pour assurer la réalisabilité dans un éoulement tridimensionnel sont (voir [12℄) :

Cµ ≤ 1

s
√
3

; s =
k

ε
S ; S2 = 2SijSij −

2

3
S2
kkCei permet d'obtenir un modèle faiblement non-linéaire ave un oe�ient Cµ fontion du tenseur dedéformation adimensionné :

Cµ = min

(
Co
µ,

c

s
√
3

) ave c ≤ 1 et Co
µ = 0.09



CHAPITRE 3. LES MODELES DE TURBULENCE 143.4.3 Le modèle k − ε RNG (1986)Ce modèle, dû aux travaux de Yakhot et Orszag [66, 67℄, est une amélioration du modèle k−ε par l'utilisationde tehniques basées sur la théorie des groupes de renormalisation (méanique quantique). L'idée générale deette théorie est d'abord de se plaer dans l'espae de Fourier. On raisonne alors sur les nombres d'onde, lesgrandes éhelles orrespondent aux petits nombres d'onde et les petites éhelles aux grands nombres d'ondes.Le hamp de vitesse est déomposée en bandes de nombres d'onde. Un proédé itératif est utilisé pour al-uler l'in�uene de haque bande en fontion des nombres d'onde plus faibles adjaents. Ce proédé permetdon d'exprimer les e�ets des grands nombres d'onde (les petites éhelles non résolues) en fontion des plusfaibles. De prohe en prohe, on élimine les bandes de nombres d'onde elevés que l'on peut relier aux petitsnombres d'ondes orrespondant aux éhelles résolues.On repasse ensuite dans l'espae physique et on peut obtenir de manière "analytique" les modèles de tur-bulene que l'on souhaite. Les aluls analytiques obtenus par ette approhe donnent un modèle ave desonstanters di�érents de elles du modèle standard, ainsi que la présene d'une terme supplémentaire R dansl'equation pour ε :
∂ρε

∂t
+ div [ρε̃~V −

(
µ+

µt

σε

)
~grad ε̃] = cε1

ε̃

k
Pk − ρcε2f2

ε̃2

k
+ E −RLa détermination des onstantes du modèle se fait de manière analytique sans avoir reours à des expérienesomme le as du modèle normal. Cependant, le nouveau terme R, non déduit de la théorie RNG, est "briolé".La formulation originale, fontion du taux de déformation de l'éoulement moyen η, s'érit :

R =
Cµη

3(1− η/η0
1 + βη3

ε2

k
ave η = S

k

ε
et S =

√
2ΩijΩijAve Cµ = 0.085, β = 0.012, η0 = 4.38, cε2 = 1.68, cε1 = 1.42, σk = σε0.719.On onstate pour e modèle :

• une dépendane de la solution à la modélisation du terme R.
• une amélioration des résultats aux e�ets de déformation rapide de l'éoulement par rapport au modèlestandard. Dans les zones à forte déformation (lorsque η est grand), le terme R amène une ontributionnégative au terme en cε2 e qui entraîne une diminuation de la destrution de la dissipation ε et donde k et éventuellement de la visosité turbulente µt.3.4.4 Modèle k − ε ompressibleLe modèle k−ε ompressible développé par Sarkar tient ompte de la ompressibilité de la turbulene dans leas où le nombre de Mah est supérieur à 5. En turbulene ompressible, deux nouveaux termes interviennentdans l'équation de transport de l'énergie inétique turbulente : un terme de orrélation pression-dilatation

Π et le terme de dissipation dilatationnelle εd. L'équation de transport de l'énergie inétique turbulente enompressible s'érit don :
∂ρk

∂t
+ div

[
ρk~V −

(
µ+

µt

σk

)
~grad k

]
= Pk − ρε−D +Πave

Π = p′
∂u′′

∂xi
= p′d′ et ε = εs + εdSarkar a proposé une fermeture pour es deux nouveaux termes en se basant sur le nombre de Mah turbulentomme indiateur de la ompressibilité de la turbulene. La fermeture de Sarkar s'exprime :

εd = α1M
2
t εs

p′d′ = −α2PMt + α3εsM
2
t

ou p′d′ = −α4PM2
t + α5εsM

2
t
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Mt =

√
2k

a
α1 = 0.5 α2 = 0.15 α3 = 0.2 α4 = 0.4 α5 = 0.23.4.5 Le modèle k − ω de Wilox (1988)Ce modèle [64℄ présente le grand avantage de ne pas omporter de fontion d'amortissement dans les seondsmembres des équations de transport ni dans l'expression de la visosité turbulente. Par ontre, il est trèssensible à la ondition limite à imposer sur ω aux frontières des ouhes limites et des sillages.
∂ρk

∂t
+ div [ρk~V − (µ + σ∗µt) ~grad k] = Pk − β∗ρkω

∂ρω

∂t
+ div [ρω~V − (µ+ σµt) ~gradω] = α

ω

k
Pk − βρω2

avec µt =
ρk

ωLes onstantes :
α =

5

9
; β =

3

40
; β∗ = 0, 09 ; σ = σ∗ = 0, 5La ondition limite à la paroi pour la dissipation spéi�que est :
lim
d→0

ω =
6ν

βd23.4.6 Le modèle k − ω ompressibleLe modèle k − ω ompressible de Wilox s'inspire des orretions de Sarkar pour le modèle k − ε. La om-pressibilité de la turbulene est prise en ompte par la modi�ation des oe�ient β et β∗.
β∗
c = β∗ (1 + ξ∗F [Mt])

βc = β − β∗ξ∗F [Mt]La fontion F s'érit :
F [Mt] =

{
M2

t −M2
t0 Mt > Mt0

0 Mt < Mt0Les oe�ents sont :
β∗ = 0, 09 β =

3

40
ξ∗ =

{
2
1.5

}
Mt0 = 0.253.4.7 Le modèle k − ω de Menter ave orretion SST (1992)Il s'agit d'un modèle biouhe, k − ω de Wilox et k − ε de Launder-Sharma, développé pour remédier auproblème de sensibilité à la valeur de ωe à l'extérieur des ouhes limites. Menter [32℄ espère ainsi onserver lebon omportement du modèle de Wilox dans la région interne des ouhes limites et obtenir une onditionlimite insensible au niveau de ωe. Cei onstitue le modèle BSL de Menter :

∂ρk

∂t
+ div [ρk~V − (µ + σ∗µt) ~grad k] = Pk − β∗ρkω

∂ρω

∂t
+ div [ρω~V − (µ+ σµt) ~gradω] =

γ

νt
Pk − βρω2

+ 2
ρσω
ω

~grad k. ~gradω



CHAPITRE 3. LES MODELES DE TURBULENCE 16Menter ajoute en plus une orretion dite SST pour "Shear Stress Transport". Elle repose sur la onstatationque pour les modèles de turbulene à deux équations de transport utilisant la notion de visosité turbulente,le rapport de la ontrainte de isaillement τ à la valeur de ρk est égale à :
τ

ρk
=

√
Cµ

Pk

ε
; Cµ = 0, 09alors qu'expérimentalement e rapport est plut�t τ/ρk ≃
√

Cµ = 0, 3 dans une grande partie de la ouhelimite. Dans le as d'éoulements en présene de gradients de pression positifs, le rapport prodution surdissipation peut être nettement supérieur à 1 e qui onduit à surestimer la ontrainte de isaillement etdon, indiretement, à sous-estimer l'e�et des gradients de pression positifs.Pour pallier ette inohérene, Menter [34℄ propose de limiter le oe�ient de visosité turbulente dans larégion externe des ouhes limites :
µt =

ρk/ω

max
(
1, ΩF2

a1ω

)La fontion F1 permet de passer du modèle k − ω à la paroi (F1 = 1) au modèle k − ε à l'extérieur (F1 = 0)et la fontion F2 limite la valeur de la visosité turbulente. Elles sont données par :
F1 = tanh (ζ4) avec ζ = min

[
max

( √
k

0, 09ωy
,
500ν

y2ω

)
;
4ρσω2k

Dωy2

]

et Dω = max
(ρσω2

ω
~grad k. ~grad ω; 10−20

)

F2 = tanh (ι2) avec ι = max

(
2

√
k

0, 09ωy
;
500ν

y2ω

)Les onstantes, indiées 1 pour le modèle de Wilox et 2 pour le modèle de Launder Sharma s'érivent :
φ = F1φ1 + (1− F1)φ2

σ∗
1 = 0, 5 ; σ1 = 0, 5 ; β1 = 0, 075 ; σω1

= 0

σ∗
2 = 0, 85 ; σ2 = 0, 856 ; β2 = 0, 0828 ; σω2

= 0, 856

κ = 0, 41 ; a1 =
√

β∗ = 0, 3 ; γi =
βi
β∗

− σi
κ2√
β∗

pour i=1,2Remarque : la orretion SST de Menter peut être appliquée à n'importe quel modèle de turbulene à deuxéquations k −Ψ.3.4.8 Formules de onversionElles reposent sur la dé�nition de la visosité turbulente pour haun des modèles, en négligeant les orretionsde faible nombre de Reynolds de turbulene :
k − ε : µt = ρCµk

2/ε

k − ω : µt = ρk/ω

Spalart−Allmaras : µt = ρν̃



CHAPITRE 3. LES MODELES DE TURBULENCE 173.5 Modèles non-linéairesLes modèles lassiques sou�rent souvent des limitations imposées par l'hypothèse de Boussinesq. Cet état defait onduit naturellement à s'intéresser à une expression non-linéaire plus générale des tensions de Reynoldset à la formulation de nouvelles hypothèses pour la fermeture du système au seond ordre. Les modèles RSM
Rij − ε néessitent la résolution de 7 équations de transport e qui est en général lourd à mettre en oeuvreet pose des problèmes de onvergene et robustesse.3.5.1 Modèles ARSMLes modèles albébriques anisotropes ARSM sont une simpli�ation des modèles RSM obtenus au moyen d'unhypothèse d'équilibre. Cette hypothèse onduit à un système de inq équations indépendantes, impliites en
Rij e qui permet de fermer le système. Le passage à une forme expliite EARSM (Expliit Algebrai RSM)en supposant une linéarité entre le tenseur de pression/dilatation et le tenseur d'anisotropie permet enorede simpli�er l'expression.On introduit le tenseur d'anisotropie aij et le tenseur d'anisotropie adimensionné bij dé�nis par :

aij = Rij −
2

3
kδij et bij =

aij
2kPour des �uides homogènes turbulents en équilibre, la dérivée partiulaire du tenseur d'anisotropie adimen-sionné est supposé nulle 'est-à-dire les termes de di�usion par e�ets de visosité, de pression et de turbulenesont négligés. Cette hypothèse peut s'appliquer aux éoulements à turbulene quasi homogène. On obtientalors une formulation générale suivante :

(Pk − ε)bij = −2

3
kSij − k(bijSij + bjkSik −

2

3
bmnSmnδij)− k(bikΩik + bjkΩik) +

1

2
ΠijAve Πij = φij − εij le gradient de pression-vitesse. A e stade, la modèle est impliite. La passage à uneforme expliite suppose que le tenseur Π soit linéaire en b.La forme linéaire la plus générale s'érit :

Πij = C1εbij + C2kSij + C3k(bijSij + bjkSik −
2

3
bmnSmnδij) + C4k(bikΩik + bjkΩik)Il existe plusieurs jeux de valeurs pour les oe�ients C1, C2, C3 et C4 qui peuvent être onstant où dépendredes invariants de bij et du rapport Pk/ε (voir par exemple le modèle de Speziale et Gatski [57℄).3.5.2 Modèles k − ε non-linéairesCes modèles introduisent une relation non-linéaire pour le alul du tenseur de Reynolds et permettentainsi de prendre en ompte des e�ets d'anisotropie (ourbure, swirl) ainsi que de aluler la transition lami-naire/turbulent. Une formulation s'érit :

−ρu′iu
′
j = µt

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)
− 2

3
ρkδij

+A3
ρk3

2ǫ2

[
∂Uk

∂xi

∂Uk

∂xj
+

∂Ui

∂xk

∂Uj

∂xk

]

+A5
ρk4

2ǫ3

[
∂Uk

∂xi

∂Uk

∂xp

∂Up

∂xj
+

∂Uk

∂xj

∂Uk

∂xp

∂Up

∂xi
− 2

3

∂Ui

∂xk

∂Ui

∂xp

∂Up

∂xk
δij

−0.5
∂Ul

∂xl

(
∂Ui

∂xk

∂Uk

∂xj
+

∂Uj

∂xk

∂Uk

∂xi
− 2

3

∂Ui

∂xj

∂Uj

∂xi
δij

)

−0.5
∂Ul

∂xl

(
∂Uk

∂xi

∂Uk

∂xj
+

∂Ui

∂xk

∂Uj

∂xk
− 2

3

∂Ui

∂xj

∂Ui

∂xj
δij

)]



CHAPITRE 3. LES MODELES DE TURBULENCE 18Les oe�ients du modèle sont déterminés par la théorie de la distorsion rapide, des ontraintes de réalisabilitéet des données expérimentales. Et ajout des fontions d'amortissement de la turbulene en prohe paroi.3.6 Modèles au seond ordre - RSMLes modèles RSM (Reynolds Stress Model) reposent sur la résolution des équations de transport des tensionsde Reynolds. Ces équations de transport sont obtenues en soustrayant de l'équation de u′iu
′
j l'équation de

UiUj et en prenant la moyenne de Reynolds (ou de Favre) du résultat. L'équation s'érit alors sous formeompate :
Cij = Pij + φij − εij +Dtij +Dpij +DνijCette équation omprend deux types de terme : eux exprimables sous forme de divergene de tenseurs quireprésentent le transport d'une quantité (termes Dtij , Dpij et Dνij dont l'intégrale reste nulle sur l'ensemblede l'éoulement) et eux qui jouent le r�le de soures et de puits (termes Pij , φij et εij dont l'intégrale estnon nulle).Les di�érents termes sont :- Cij : terme de onvetion.- Pij : prodution résultant du travail des tensions de Reynolds.- φij : terme de redistribution par la pression.- εij : terme de dissipation due à la visosité du �uide.- Dtij : di�usion turbulente qui est une onvetion au niveau des agitations turbulentes.- Dpij : di�usion turbulente due aux �utuations depression- Dνij : di�usion moléulaire.A part la prodution, tous es termes néessitent d'être modélisés. Il est aussi néessaire de résoudre l'équationde transport exate pour ε et d'introduire des modèles à bas nombre de Reynolds de turbulene (fontionsd'amortissement de la turbulene).Les prinipales qualités d'un modèle RSM sont ses apaités à prédire des éoulements di�érents les uns desautres (plus grande universalité). Il permet une meilleure modélisation physique de l'éoulement puisqu'ilprend en ompte l'anisotropie au voisinage de la paroi.L'inonvénient majeur de es modèles est le oût en temps de alul et en mémoire ar ils requièrent la réso-lution de 6 nouvelles équations. Un autre défaut est le manque de robustesse dans la résolution numérique.Une alternative peut être l'utilisation de modèles ARSM (Algebrai Reynolds Stress Model) où les tensionsde Reynolds sont obtenues à partir d'expressions algébriques déduites de leurs équations de transport.3.7 Aspets thermiquesIl existe di�érentes modélisations du �ux de haleur turbulent. Plusieurs démarhes sont prinipalementutilisées :a) Modèle algébrique basé sur une loi de Fourier turbulente.b) Modèle à équation de transport basé sur une loi de Fourier turbulente.) Résolution des équations de transport du �ux de haleur turbulent (modèle au seond ordre équivalentaux modèles RSM) ou utiliser un modèle algébrique ARSM.



CHAPITRE 3. LES MODELES DE TURBULENCE 193.7.1 Modèle algébriqueCe modèle permet de relier le �ux de haleur turbulent au gradient de température moyenne par une loi deFourier turbulente. Les omposantes du veteur �ux de haleur turbulent qti véri�ent :
qti = −ρCpαt

∂T

∂xioù αt est la di�usivité thermique turbulente (de même dimension que la visosité turbulente νt). Il reste alorsà modéliser le salaire αt.Les odes du ommere utilisent prinipalement une modélisation algébrique de αt basée sur une analogie aveles phénomènes moléulaires où la di�usivité est proportionnelle à la visosité µ selon l'expression Pr =
ν

α
où

Pr désigne le nombre de Prandtl moléulaire. Une loi analogue est utilisée pour lier αt et νt dont le fateurde proportionnalité est appelé nombre de Prandtl turbulent Prt :
Prt =

νt
αtGénéralement, le nombre Prt est pris égal 1. Cette relation implique que les phénomènes inématiques etthermiques possèdent la même éhelle de vitesse. Cei semble ohérent puisque les grosses strutures por-teuses de l'énergie inétique turbulente transporte également l'énergie thermique turbulente.Remarque : des résultats expérimentaux ont montré que le nombre Prt n'était pas onstant et pouvait varierfortement près des parois dans des as ave transferts de haleur. Un modèle plus sophistiqué peut s'avérernéessaire pour des aluls présentant de forts gradients thermiques.3.7.2 Modèle à équation de transportPour s'a�ranhir d'une analogie omplète entre les hamps inématique et thermique, les éhelles de vitesseet de temps servant à onstruire le salaire αt seront bâties à la fois sur des grandeurs inématiques etthermiques turbulentes. Comme les strutures porteuses de l'énergie inétique de turbulene sont aussi ellesqui transportent l'énergie thermique turbulente, on hoisit la même éhelle pour es phénomènes à savoir

u ∼
√
k. Par onséquent, il est néessaire de résoudre les équations de transport pour k et ε.L'éhelle de temps hoisie tient à la fois ompte de l'éhelle de temps aratéristique des phénomènes dissi-patifs inématiques : T =

k

ε
et de l'éhelle de temps aratéristique des phénomènes dissipatifs thermiques :

Tθ =
T ′2

2εθ
. On note θ les �utuations de température T ′ et la quantité θ2 s'appelle la variane de la �u-tuation de température. Le temps Tθ représente le temps mis pour dissiper la variane de la �utuation detempérature. Son taux de dissipation, εθ, est dé�ni par :

ρεθ = α
∂θ

∂xi

∂θ

∂xiLes éhelles T et Tθ apparaissent ave les poids respetifs m et p dans l'expression de la di�usivité thermiqueturbulente :
αt = CρkT m(2Tθ)pave m + p = 1. Les valeurs de m et p di�èrent selon les modèles, e qui permet de donner plus ou moinsde poids à l'un des deux phénomènes. Cette relation implique la résolution de deux nouvelles équations detransport : elles de θ2 et de εθ (soit au total 4 équations de transport ave k et ε).Il existe plusieurs modélisations de es équations de transport qui néessitent, omme pour la modélisationinématique, des termes à bas nombre de Reynolds de turbulene.



Chapitre 4ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES4.1 URANSLes simulations numériques de type URANS (Unsteady RANS) soulèvent de nombreuses questions. Cetteapprohe onsiste à résoudre les équations de Navier-Stokes moyennées instationnaires, sans modi�ationdu modèle de turbulene par rapport au as stationnaire. Le traitement statistique de Reynolds induit uneséparation d'éhelles à basse fréquene et ne permettrait de représenter au mieux que des phénomènes insta-tionnaires basses fréquenes (inférieure au kHz). L'approhe URANS sous-entend ainsi qu'il y a un déouplageentre l'instationnarité du hamp moyen et de la turbulene. D'autre part, l'hypothèse d'ergodiité de la tur-bulene (qui permet de remplaer la moyenne d'ensemble par une moyenne temporelle) n'est plus validelorsque l'éoulement moyen est instationnaire. A l'heure atuelle, il n'existe pas de onsensus satisfaisantsur la déomposition URANS et du �ltrage assoié. Une vision des hoses est la suivante : la déompositionURANS peut s'interpréter omme l'appliation d'un �ltre spatio-temporel impliite aux variables instan-tanées, e �ltre étant impliqué par l'introdution d'un modèle de turbulene dans les équations. La largeurdu �ltre est de l'ordre de grandeur de l'éhelle intégrale (de longueur ou de temps). L'idée essentielle est quee �ltre doit extraire les strutures organisées à grande éhelle pour les aluler expliitement, tandis que la�utuation, représentative de l'agitation turbulente, est modélisée.Un autre problème provient du fait que les modèles lassiques de type k − ε sont fondés sur un équilibrespetral de la turbulene (théorie de Kolmogorov) et sont alibrés prinipalement pour des éoulementsstationnaires. La présene de strutures organisées (dites ohérentes), en éoulement instationnaire, peutrompre et équilibre. De plus, il est souvent observé que les modèles lassiques produisent trop de visositéturbulente, e qui a pour e�et de modi�er la topologie de l'éoulement, de réduire les déollements et delimiter le développement des instationnarités. Plusieurs solutions sont envisageables pour tenter de réduirela visosité turbulente : orretion SST de Menter (valable uniquement pour des éoulements 2D), onditionde réalisabilité. Une autre possibilité est d'employer des modèles de turbulene plus sophistiqués qui peuventprendre en ompte des déséquilibres de la turbulene (RSM, modèles non linéaires) ou d'utiliser d'autresapprohes : la simulation des grandes éhelles (LES) ou les approhes hybrides RANS/LES omme la DESqui ouple un alul RANS près des parois ave un alul LES.4.2 Detahed Eddy Simulation (DES) et variantes4.2.1 Version initiale de la DESLa DES (Detahed Eddy Simulation) a été développée par Spalart et al. en 1997 pour des éoulements aéro-dynamiques massivement déollés [56℄. Ce type d'approhe hybride RANS/LES onnaît un réel engouementar il permet de fortement réduire le oût de alul par rapport à une simulation LES à grand nombre de20



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 21Reynolds. L'idée est de ombiner, sous un même modèle, les avantages des deux méthodes préitées. Lesstrutures "attahées" à la paroi sont traitées en URANS et elles "détahées" de la paroi le sont en LES.Cette approhe a donné des résultats enourageants autour de di�érentes on�gurations (ylindre, aile, avionde ombat).Le modèle fournit une visosité turbulente qui dépend, dans ertaines régions, de la disrétisation spatiale.Les auteurs proposent une simple modi�ation dans l'équation de transport du modèle de Spalart-Allmarasen remplaçant dans le terme de destrution, la distane de la plus prohe paroi d par la grandeur d̃ dé�nie :
d̃ = min(d,CDES∆)La valeur de la onstante CDES a été déterminée par Shur, dans le as d'une turbulene isotrope en dérois-sane, à 0.65. Dans le as de ouhes limites turbulentes, la grille de maillage est le plus souvent anisotropeet l'éhelle de longueur ∆ est alors dé�nie omme étant la longueur maximale de la maille dans les troisdiretions :
∆ = max(∆x,∆y,∆z)Par suite, au voisinage des parois, d << ∆ et l'on retrouve le modèle lassique de Spalart-Allmaras. Lorsque

∆ << d, la taille de maille devient l'éhelle de longueur du modèle qui évolue vers un modèle sous-maille.La zone intermédiaire dans laquelle d ≃ CDES∆ est une zone de transition entre les modes URANS et LES.Spalart utilise le terme de "zone grise" pour désigner ette région dans laquelle le modèle basule d'un modeà l'autre. A priori, la transition entre les deux zones doit être assez lisse grâe à la di�usion turbulente.L'équation de transport pour la visosité turbulente s'érit :
∂νt
∂t

+ div [~V νt −
1

σ
(ν + νt) ~grad νt] = cb1 S̃νt +

cb2
σ

~grad νt. ~grad νt − cw1

(
νt

CDES∆

)2En moyennant sur tout le domaine de alul, la ontribution du terme de di�usion disparaît du fait del'homogénéité. On note < . > pour la moyenne temporelle et .′ pour les �utuations autour de ette moyenne,en assimilant la dérivée onvetive à une dérivée temporelle, l'équation devient :
d < νt >

dt
= Cb1

(
< S >< νt > + < S′ν ′t >

)
− cw1

(
< νt >

CDES∆

)2Puis en négligeant le membre de gauhe et le terme de orrélation < S′ν ′t >, l'équilibre entre la produtionet la destrution onduit à :
< νt >= C2

DES

Cb1

cw1

∆2On retrouve don le modèle de Smagorinsky mais ave une onstante plus faible (0, 1332 au lieu de 0, 182).Toutefois, la omparaison ave le modèle de Smagorinsky ne peut être faite omplètement ar on n'a pas depreuve que la taille aratéristique de maille ∆ soit réellement la longueur de oupure ∆c du modèle.La DES est prohe d'une simulation des grandes éhelles et tend vers une DNS pour un maillage in�niment�n, puisqu'alors ∆ << d et d̃ = CDES∆ → 0, ie le terme de destrution tend vers l'in�ni d'où µt → 0.Remarque : On ne peut parler de onvergene en maillage en DES puisque le ra�nement en maillage hangele rapport entre la part résolue et la part modélisée.
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k − ǫ DESLes équations de transport pour k et ε s'érivent :

∂ρ k

∂t
+

∂

∂xl

[
ρ ũl k −

(
µ+

µt

σk

)
∂k

∂xl

]
= ρPk − ρǫT

∂ρǫ

∂t
+

∂

∂xl

[
ρ ũl ǫ−

(
µ+

µt

σǫ

)
∂ǫ

∂xl

]
= cǫ1

ǫ

k
ρPk − ρcǫ2f2

ǫ2

kave :
νt = k1/2ℓT

ℓT = min

[
Cµ

k3/2

ǫ
; Ck∆

]

ǫT = max

[
ǫ ; Cǫ

k3/2

∆

]

k − ω SST DESDans e as, le terme de dissipation β∗ρkω de l'équation pour k devient :
β∗ρkω → β∗ρkωFDESave :

FDES = max

[
ℓT

CDES∆
(1− FS) ; 1

]

ℓT = k1/2

β∗ω . La fontion FS evite le délenhement du mode LES en ouhe limite, FS est prise égale à F1 ou
F2.4.2.2 Grid indued separation

Figure 4.1 � Di�érents types de maillage de prohe paroi.



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 23La zone intermédiaire dans laquelle d ≃ CDES∆ est une zone de transition entre les modes URANS et LES.La topologie du maillage de prohe paroi est don importante pour bien gérer la transition vers le modeLES. Dans ertains as, selon le rapport d'aspet des mailles en zone de prohe paroi, la taille de mailledans ette zone est su�samment petite pour a�eter le limiteur de la DES mais trop grande pour supporterune simulation LES. Il se produit alors une hute des ontraintes turbulentes onduisant dans la plupart desas à un déollement prématuré et arti�iel de la ouhe limite - on parle de "grid indued separation" ou"modeled stress depletion" (MSD) - et à des résultats dégradés par rapport à une simulation URANS. La�gure 4.1 présente trois types de maillage en zone de prohe paroi amenant une transition vers le mode LESplus ou moins rapide. Le as le plus favorable est obtenu ave des mailles de prohe paroi très allongées equi garanti une grande valeur de l'éhelle ∆ et un mode RANS près de la paroi.4.2.3 Delayed Detahed Eddy Simulation (DDES)La DDES [55℄ a été développée pour pallier au même problème dit de "grid indued separation". Cependant,la DDES ne demande pas de spéi�er les zones RANS et LES à priori.L'appliation de la DDES néessite de modi�er l'expression du paramètre r du modèle SA.
rd =

νt + ν√
Ui,jU i,jκ2d2

ave νt + ν = ν̃La distane à la plus prohe paroi d intervenant dans le terme de destrution est remplaée par la grandeur
d̃ dé�nie par :

d̃ = d− fdmax(0, d − CDES∆)où fd est une fontion qui tend vers 1 en zone LES et est nulle partout ailleurs. Cette fontion est raide etpermet un passage rapide du mode RANS au mode LES :
fd = 1− tanh([8rd]3) (4.1)4.2.4 Zonal Detahed Eddy Simulation (ZDES)Première version : Dek (2005)La Zonal Detahed Eddy Simulation [9℄ a été développée pour éviter le délenhement prématuré du modeLES en ouhe limite. Cette méthode onsiste à préiser les zones RANS et les zones LES. Le maillagedans la zone LES se ompose de ellule quasi-ubique. Par onséquent, la longueur ∆ est alulée omme :

∆ = (∆x∆y∆z)1/3. De plus, les fontions de prohe paroi sont modi�ées :
fv1 = 1, fv2 = 0, fw = 1Version améliorée : Dek (2012)Des problèmes mis en évidene dans le as de l'utilisation de l'EDDES et une volonté de onstruire un modèleapable de résoudre di�érents types d'éoulements ont poussé au développement d'une version améliorée dela ZDES [10℄. L'objetif est de pouvoir simuler les 3 lasses d'éoulements suivants :� Eoulements déollés imposés par la géométrie (I)� Eoulements déollés par la présene d'un gradient de pression adverse sur une surfae ourbe (II)� Eoulements déollés mais fortement in�uenés par la dynamique de la ouhe limite amont (III)
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Figure 4.2 � Les 3 lasses d'éoulements (extrait de [10℄)Pour ela, on dé�nit deux senseurs : ides et imode. Le senseur ides permet de hoisir entre le mode RANSet le mode DES. Le senseur imode permet de hoisir parmis 3 types de DES à appliquer. L'ensemble dees hoix in�uene le alul de la distane d̃ dans le modèle de Spalart-Allmaras. On a don l'ensemble desombinaisons suivantes :
d̃ =





dw if ides = 0

d̃I if ides = 1 et imode = 1

d̃II if ides = 1 et imode = 2

d̃III if ides = 1 et imode = 3En appliquant la formule pour haque domaine du maillage :
d̃(ndom) = (1− ides(ndom)) dw + ides(ndom) d̃I ou II ou IIIave dw la distane à la paroi et d̃I ou II ou III les distanes hybrides dé�nies par :

• mode I :
d̃I = min(dw ; CDES∆̃

I
)ave ∆̃I = ∆vol ou∆ω qui seront dé�nies plus loin. De plus dans e as, les fontions de prohe paroidu modèle sont modi�ées en mode LES :

fv1 = 1 fv2 = 0 fw = 1

• mode II :
d̃II = dw − fdmax(0 dw −CDES∆̃

II
)ave fd la fontion dé�nie dans le adre de la DDES. La taille de maille ∆̃II est alulée par :

∆̃II = (0, 5 + sign(0, 5 ; fd − fd0)) ∆max + (0, 5− sign(0, 5 ; fd − fd0)) (∆vol ou∆ω)ave fd0 = 0, 8 et la fontion sign(a ; b) dé�nie telle que :
sign(a ; b) =

{
+a if b ≥ 0
−a if b < 0

• mode III :
d̃III =

{
dw si dw < dinterfacew

d̃I sinon (4.2)ave dinterfacew est l'altitude spéi�ée par l'utilisateur orrespondant à l'enlenhement du mode LES.L'utilisation de e mode néessite d'ensemener l'éoulement en quantités turbulentes.



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 25Dé�nition des di�érentes tailles de mailles ∆max, ∆vol et ∆ωLa taille de maille ∆max orrespond à la dé�nition usuellement employée dans le adre des aluls DES.
∆max = max (∆x ; ∆ y ; ∆ z)La taille de maille ∆vol orrespond à la dé�ntion usuellement employée dans le adre des aluls LES etnéessite un maillage prohe de l'isotropie.

∆vol = (∆x∆ y∆ z)1/3La taille de maille ∆ω orrespond à la raine arré de la setion normale à la diretion de la vortiité ω.On peut l'interpréter omme la néessite pour apturer un tourbillon que le maillage soit dans la diretionnormale à la vortiité plus petit que la taille du tourbillon.
∆ω =

√
Sωave Sω la setion moyenne de la ellule normale à la vortiité.Une autre dé�nition possible est :

∆ω =
√

N2
x∆ y∆ z +N2

y∆x∆ z +N2
z∆x∆ yave N = ω

‖ω‖ le veteur unité donnant l'orientation de la vortiité ω.Cas tests de validation3 as tests ont été e�etués pour montrer l'intérêt de ette nouvelle ZDES. Les 3 as sont :� Couhe de mélange ↔ ides = 0 et 1 ave d̃I� Marhe desendante ↔ ides = 1 ave d̃II partout� Pro�l d'aile ave be et volet ↔ ides = 0 et 1 ave d̃I et d̃II4.2.5 Extended DDESL'Extended DES onsiste à marier la ZDES et la DDES en utilisant un ritère de hoix basé sur la fontion
fd. L'utilisateur �xe une valeur fd0 ∈ (0.75; 0.99) qui permettra le passage de la DDES à la ZDES. La nouvelleversion s'érit :

fd < fd0

{
∆ = max (∆x,∆y,∆z)
fv1, fv2, fw du modele SA

fd ≥ fd0

{
∆ = (∆x∆y∆z)1/3

fv1 = 1, fv2 = 0, fw = 14.2.6 Improve Delayed DES (IDDES)L'IDDES [50℄ onsiste à superposer un mode DDES et un mode WMLES (Wall Model LES) sur un modèlede type RANS omme le modèle de Spalart-Allmaras ou le modèle Menter SST. Ce onept fait appel à unedé�nition plus poussée de l'éhelle de sous-maille ∆ :
∆ = min (∆max,max (Cwdw, Cw∆max,∆wn)) ave ∆max = max (∆x,∆y,∆z)ave Cw = 0.15, dw la distane à la paroi, ∆wn la taille de maille dans la diretion normale à la paroi.



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 26La branhe DDES est identique à elle dérite i-dessus ave la possibilité d'ajouter un terme supplémentaire
Ψ permettant de ompenser l'ativation de termes bas-Reynolds en mode LES [55℄. La formulation généralede l'éhelle de longueur quelque soit le modèle RANS utilisé est :

lDDES = lRANS − fdmax [0; (lRANS − lLES)] ave lDES = CDESΨ∆Dans le as du modèle SA, lRANS = dw.La branhe WMLES fait intervenir une éhelle de longueur de raordement RANS-LES. Le passage del'éhelle LES à l'éhelle RANS s'e�etue par l'intermédiaire de la fontion fB , qui vaut 1 pour dw < 0.5∆max,et 0 quand la distane à la paroi dw est supérieure à ∆max. Elle a pour expression :
fB = min [2exp(−9α2), 1.0

] ave α = 0.25 − dw
∆maxL'éhelle de longueur WMLES est dé�nie par :

lWMLES = fB(1 + fe)lRANS + (1− fB)lLESLa fontion fe permet d'empêher la forte rédution des tensions de Reynolds issue du mode RANS à lafrontière entre le RANS et la LES a�n de pallier les problèmes de onordane ave la loi log en ouhelimite. Cette fontion est passive dans les as où le maillage utilisé est su�sament �n pour permettre unerésolution LES à la paroi et quand le modèle fontionne en mode RANS.
fe = max (fe1 − 1, 0) Ψfe2 et fe1(dw/∆max) =

{
2exp(−11.09α2) α ≥ 0
2exp(−9.0α2) α < 0

fe2 = 1.0−max (ft, fl) ; ft = tanh [(c2t rdt)3] ; fl = tanh [(c2l rdl)10]ave ct = 1.63 et cl = 3.55 des onstantes qui dépendent du modèle RANS utilisé. Les fontions ft et flsont onstruites pour agir omme des indiateurs de la présene d'une ouhe limite ; elles tendent vers 1respetivement dans la zone logarithmique et dans la sous-ouhe visqueuse, et vers 0 ailleurs. Les quantités
rdt et rdl sont dé�nies par :

rdt =
νt

κ2d2wmax [√Ui,jUi,j; 10−10
] ; rdl =

ν

κ2d2wmax [√Ui,jUi,j; 10−10
]On peut modi�er légèrement la dé�nition de l'éhelle de longueur de la DDES pour permettre un passage dela branhe DDES à la branhe WMLES.

lDDES = f̃dlRANS + (1− f̃d)lLES

f̃d = max [1− fdt; fB ] fdt = 1− tanh([8rdt]3)On obtient ainsi une éhelle de longueur hybride de la forme :
lhyb = f̃d(1 + fe)lRANS + (1− f̃d)lLES



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 274.3 Sale-Adaptive Simulation (SAS)Menter et Egorov [38, 36, 37℄ ont proposés une approhe "Sale-Adaptive" pour un modèle à deux équationsde transport. Ces auteurs ont introduit un terme supplémentaire dans l'équation pour la deuxième variable(ε, ω, l...) basée sur l'éhelle de longueur de von Karman L = κ |
∂u
∂y

∂2u
∂y2

|. Cette dernière agit omme un senseuret permet d'ajuster la résolution des strutures en URANS, e qui permet d'avoir un omportement prohed'une LES dans les régions instationnaires. Le point de départ repose sur l'éhelle de longueur intégrale deRotta et du modèle k − kl.4.3.1 Desription de la onstrution du modèle SASModèle k − kl de Rotta [48℄Au départ, Rotta dé�nit, dans le as d'une éoulement ave un isaillement dominant dans la diretion ~y,une éhelle de longueur l de la manière suivante :
kl =

3

16

∫ ∞

−∞
Rii (~x, ry) dryave le tenseur de orrélation Rij dé�ni par :

Rij = ui (~x) uj (~x+ ry)Ce tenseur exprime la orrélation de vitesse entre un point �xe et un point se déplaçant suivant la diretion ~y.Rotta obtient ensuite une équation de transport pour la quantié Ψ = kℓ en sommant le produit de l'équationde transport des �utuations au point �xe par les �utuations de vitesse au point mouvant ave le produitde l'équation de transport des �utuations au point mouvant par les �utuations de vitesse au point �xe.L'expression obtenue est intégrée suivant la diretion ry et moyennée :
∂Ψ

∂t
+ Uj

∂Ψ

∂xj
+

3

16

∫ ∞

−∞

[
∂U (~x+ ry)

∂x
− ∂U (~x)

∂x
Riidry

]

︸ ︷︷ ︸
convection

=

− 3

16

∂U (~x)

∂y

∫ ∞

−∞
R21dry−

3

16

∫ ∞

−∞

∂U (x̃+ ry)

∂y
R12dry

︸ ︷︷ ︸
production

+
3

16

∫ ∞

−∞

∂

∂rk

(
R(ik)i −Ri(ik)

)
dry + ν

3

8

∫ ∞

−∞

∂2Rii

∂r2k
dry

︸ ︷︷ ︸
destruction

− ∂

∂y

{
3

16

∫ ∞

−∞

[
R(i2)i +

1

ρ

(
p′v′ + v′p′

)]
dry − ν

∂Ψ

∂y

}

︸ ︷︷ ︸
diffusionLe premier indie se réfère toujours au point �xe. La diretion du isaillement dominant est alignée ave ladiretion ~y, U représente la vitesse d'ensemble dans la diretion ~x. Le terme intégrale du terme de onvetionimplique des dérivées par rapport à x qui sont négligeables par rapport au terme en dérivée partielle parrapport à y présents dans le membre de gauhe.Le terme important dans ette équation de transport est le deuxième terme (en gras) du terme de produtionqui fait apparaître la dérivée de la vitesse du point mouvant.

I = − 3

16

∫ ∞

−∞

∂U (~x+ ry)

∂y
R12dry



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 28La modélisation de e terme est e�etué à l'aide d'un développement de Taylor dans la diretion de déplae-ment du point mouvant (diretion du isaillement dominant). On obtient :
∂U (~x+ ry)

∂y
=

∂U (~x)

∂y
+

∂2U (~x)

∂y2
ry +

1

2

∂3U (~x)

∂y3
r2y + ...On peut don réérire le terme I :

I ≈ ∂U (~x)

∂y

∫ ∞

−∞
R12dry +

∂2U (~x)

∂y2

∫ ∞

−∞
R12rydry +

1

2

∂3U (~x)

∂y3

∫ ∞

−∞
R12r

2
ydry + ...Le premier terme de ette expression peut être regroupé ave le terme de prodution. Le deuxième terme endérivée seonde est onsidéré nul par Rotta ar en éoulement homogène la distribution de R12 est symétriquedon R12ry est antisymétrique et l'intégrale de e terme est don nulle. Le terme dominant devient don leterme en dérivée troisième. Rotta dé�ni les expressions suivantes :

L12,1 =
3

16u′v′

∫ ∞

−∞
(R12 +R21) dry

L12,n =

[
3

16(n − 1)!u′v′

∫ ∞

−∞
R12r

n−1
y dry

]1/nRotta modélise les termes L12,1ξ̃1l, et L3
12,3 = ξ̃1l

3 en supposant que toute les éhelles de longueurs dé�niespréédemment sont reliées à une seule éhelle de longueur l.Le terme de destrution est modélisé par :
3

16

∫ ∞

−∞

∂

∂rk

(
R(ik)i −Ri(ik)

)
dry + ν

3

8

∫ ∞

−∞

∂2Rii

∂r2k
dry ≈ ξ̃3k

3/2Le terme de di�usion est modélisé par une approhe de type gradient.Le modèle k-kl s'érit alors en formulation ouhe limite :
∂k

∂t
+

∂Ujk

∂xj
= Pk − c3/4µ

k3/2

l
+

∂

∂y

(
νt
σk

∂k

∂y

)

∂Ψ

∂t
+

∂UjΨ

∂xj
= −u′v′

(
ξ̂1l

∂U

∂y
− ξ̂2l

3∂
3U

∂y3

)
− ξ̂3k

3/2 +
∂

∂y

(
νt
σΨ

∂Ψ

∂y

)ave :
Ψ = kl νt = c1/4µ

Ψ

k1/2
Pk = −u′v′

∂U

∂yLes oe�ients du modèle sont dé�nis omme suit :� ξ̂1 = 1.2 d'après des mesures de orrélation e�etuées par Rose en éoulement isaillé homogène.� ξ̂3 = 0.11− 0.13 qui ouvre l'intervalle du oe�ient de Loitsianskii (σ = 2− 4) pour une déroissaneturbulente isotrope.� ξ̂2 est déterminée à partir des ontraintes de raord dans la zone logarithmique (dU/dy = uτ/κy ;
k =

√
cµU

2
τ ; l = κy ; νt = µtκy) :

ξ̂2 = − 1

2κ2

(
ξ̂1 − ξ̂3

1

c
3/4
µ

+
1

σΨ
κ2

1

c
1/2
mu

)
=⇒ ξ̂2 = (−2.88) − (−3.24)



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 29Modèle k − kl de Menter et EgorovMenter et Egorov ont revisité le modèle k-kl de Rotta et notamment l'hypothèse d'homogénéité qui justi�eque le terme en dérivée seonde ∫∞
−∞R12rydry est nul.En e�et, dans le as d'une ouhe limite de type logarithmique, il est faile de démontrer que la distributionde R12 n'est plus symétrique. On peut expliquer e phénomène ave une image : au dessus du point �xe lestourbillons qui se développent ont une taille supérieure aux tourbillons qui se développent en dessous, paronséquent le niveau de orrélation s'étend plus loin au dessus du point �xe qu'en dessous. La distributionde R12 est don asymétrique.Il résulte de ette observation que le terme dominant n'est plus le terme en dérivée troisième mais le termeen dérivée seonde. Pour modéliser e terme, il est néessaire d'introduire un indiateur de l'hétérogénéité del'éoulement isaillé. Menter et Egorov ont hoisi la dérivée seonde de la vitesse qui est nulle en éoulementhomogène. Le terme en dérivée seonde est don érit :
∫ ∞

−∞
R12rydry ≈ u′v′ l2

∂2U

∂y2
l

κ∂U
∂yave :

u′v′ ≈ R12

l2 ≈
∫
rydryet

∂2U

∂y2
−→ indiateur de l'hétérogénéité

l

κ∂U
∂y

−→ éhelle d'adimensionnement pour ∂2U

∂y2Ce terme peut également s'érire :
∂2U

∂y2

∫ ∞

−∞
R12rydry ≈ Pk

kl

k

(
l

Lvk

)2 (4.3)ave Lvk l'éhelle de von Karman et Pk = u′v′ ∂U∂y .A partir du modèle de Rotta et en remplaçant le terme en dérivée troisième de la vitesse par le terme endérivée seonde, Menter propose un modèle k − Φ ave Φ =
√
kl.

∂ρk

∂t
+

∂ρUjk

∂xj
= Pk − c3/4µ ρ

k3/2

l
+

∂

∂xj

(
µt

σk

∂k

∂xj

)

∂ρφ

∂t
+

∂ρUjφ

∂xj
=

φ

k
Pk

(
ξ1 − ξ2

(
l

Lvκ

)2
)

− ξ3ρk +
∂

∂xj

(
µt

σφ

∂φ

∂xj

)Ave :
νt = c1/4µ φ ; Pk = µtS

2 ; S =
√
2SijSij ; Sij =

1

2

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)

Lvκ = κ

∣∣∣∣∣
U

′

U ′′

∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣U ′

∣∣∣ = S ;
∣∣∣U ′′

∣∣∣ =
√

∂2Ui

∂x2k

∂2Ui

∂x2jLes oe�ients du modèle sont :
ξ1 = 0.8 ξ2 = 1.47 ξ3 = 0.0288

σφ = σk =
2

3
Cµ = 0.09 κ = 0.41



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 30Le modèle de Rotta ainsi que le modèle k − Φ de Menter possèdent l'avantage de fournir une éhelle delongueur au terme soure des équations de la turbulene ontrairement aux autres modèles k − ǫ ou k − ω.Le modèle SAS s'ajuste don à l'éhelle déjà résolue de l'éoulement. Cette aratéristique lui permet defournir un spetre turbulent jusqu'à une éhelle limite imposée par la taille du maillage omme le montrele alul e�etué par Menter et Egorov dans le as d'un éoulement de turbulene isotrope déroissante.Ce résultat provient de la faulté du modèle SAS de diminuer la visosité turbulente de l'éoulement enfontion de la taille de la maille (de manière équivalente à la DES) ontrairement au modèle RANS lassique.Cependant, la taille minimale des tourbillons est limité par la taille de grille, par onséquent l'énergie ne peutêtre dissipée par des tourbillons plus petits, elle s'aumule aux petites éhelles.4.3.2 Modèle SST-SASEn appliquant e modèle au modèle SST de Menter, on obtient une nouvelle équation pour la dissipationspéi�que ω :
∂ρω

∂t
+

∂ρUjω

∂xj
=

ω

k
Pk

(
1− ξ1 + ξ2

(
l

Lvκ

)2
)

−ρω2
(
cµ − c1/4µ ξ3

)
+

∂

∂xj

(
µt

σφ

∂ω

∂xj

)

+
2ρ

σφ

(
1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
− k

ω2

∂ω

∂xj

∂ω

∂xj

)A�n de ne pas perturber le omportement du modèle en version prohe paroi le terme SAS est modi�é de lamanière suivante :
QSAS = ρ max

[
ξ2κS

2

(
L

Lvk

)
− Cc

2

σφ
k max

(
1

ω2

∂ω

∂xj

∂ω

∂xj
,

1

k2
∂k

∂xj

∂k

∂xj

)
, 0

]ave Cc = 24.4 Modèle PANSDans le as du modèle k − ε, deux fontions fk et fε sont introduites [17℄. Ces deux fontions sont dé�niesomme :
fk =

ku

k
fε =

εu

ǫave ku et εu les parties non résolues de l'énergie inétique turbulente et de la dissipation turbulente, k et εl'énergie inétique turbulente totale et la dissipation turbulente totale.On dérive les équations pour ku et εu en multipliant l'équation pour k et ε par respetivement fk et fε.
fk

{
∂ρ k

∂t
+

∂

∂xl

[
ρ ũl k −

(
µ+

µt

σk

)
∂k

∂xl

]}
= fk {ρPk − ρε}

fε

{
∂ρε

∂t
+

∂

∂xl

[
ρ ũl ǫ−

(
µ+

µt

σε

)
∂ε

∂xl

]}
= fε

{
cε1

ǫ

k
ρPk − ρcε2

ε2

k

}On obtient au �nal :
∂ρ ku

∂t
+

∂

∂xl

[
ρ ũl k

u −
(
µ+

µu

σku

)
∂ku

∂xl

]
= ρP u

k − ρεu

∂ρεu

∂t
+

∂

∂xl

[
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CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 31La visosité turblente µtu, la prodution P u
k et la dissipation εu sont dé�nies omme :

µtu = ρCµ
ku2

εu
; P u

k = fkPk ; εu = fkεLes termes de di�usions sont modi�és :
σku = σk

f2
k

fǫ
; σεu = σε

f2
k

fεLe oe�ient c∗ε2 est égale à :
c∗ε2 = cε1 +

fk
fε

(cε2 − cε1)En général, fk ≈ 0, 4 et fε = 1.4.5 Formalisme des méthodes hybrides T-LES/RANSLes travaux de Gatski, Fadai, Maneau mettent en évidene la néessité de ertaines règles pour permettreà modèle hybride RANS/LES de s'adpater ontinûment d'un mode de résolution à l'autre.Premièrement, un des points important est la onsistane du passage d'un mode à l'autre notamment dans leas des éoulements inhomogènes. En e�et, la LES fournit des hamps moyennés dans l'espae tandis que leRANS fournit des hamps moyennés sur une longue période. Ces deux moyennes ne sont pas équivalentes enéoulement inhomogène. En revanhe, si on utilise un �ltre temporel eulérien pour appliquer la LES (dans eas on parle de T-LES), alors lorsque la taille du �ltre tend vers l'in�ni, on retrouve la moyenne de Reynoldset les deux approhes sont onsistantes.Les auteurs propose une approhe TPITM (Temporal Partially Integrated Transport Model) dans laquelle,le hangement de mode de résolution est ontinûment piloté par un paramètre r = km
k qui représentent lerapport entre l'énergie inétique turbulent modélisée et l'énergie inétique turbulente totale. Ce paramètreintervient dans l'équation de transport de la dissipation ǫ et modi�e le oe�ient Cε2 qui devient :

C∗
ǫ2 = Cε1 + r (Cε2 − Cε1)Le paramètre r peut être relié à la taille du �ltre en assumant l'existene d'un spetre de Kolmogorovstandard :
r =

3

2
Cκ

(
κc

k3/2

ε

)− 2

3ave κc le nombre d'onde de oupure qui peut être relié à la taille de maille par la relation κc = π (∆x∆y∆z)−1/3.Les auteurs applique ette méthode à un modèle RSM dit Ellipti Blending-RSM.La DES peut-être inlut dans e type de modèle hybride à ondition que la onstante CDES soit remplaéepar la fontion fDES :
fDES =

1

β
3/2
0 πφ(r)

(4.4)ave :
φ(r) = 1 +

(
Cε2

Cε1
− 1

)(
1− rCε1/Cε2

) (4.5)En réalité, l'utilisation de la onstante CDES orrespond à une approximation linéraire de la fontion fDES.



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 324.6 Organised Eddy Simulation (OES)Dans le ontexte de la simulation d'éoulements présentant des strutures spatio-temporelles organisées liéespar exemple à un éhappement tourbillonnaire, la méthodologie OES [11, 20℄ repose sur une déomposition desproessus physiques aléatoires en un terme moyen déterministe assoié à la partie ohérente des proessus, etun terme aléatoire assoié aux �utuations haotiques autour de la partie moyenne. Du point de vue spetral,ette déomposition onduit à une séparation du spetre d'énergie inétique turbulente en deux parties, demême que la simulation aux grandes éhelles. Cependant, dans le as de l'OES, ette séparation ne onsistepas à simuler les proessus de plus basses fréquenes et modéliser la région dissipative. En e�et, ommeillustré sur la �gure (4.3), le ou les pis assoiés à la présene de strutures organisées dans l'éoulementorrespondent à la partie résolue alors que le spetre résiduel s'étendant ontinûment des basses aux hautesfréquenes est modélisé.

Figure 4.3 � Représentation shématique de la déomposition spetrale de l'approhe OESCompte tenu de la nature du spetre assoié aux proessus non résolus (spetre ontinu sur l'ensemble desnombres d'ondes), l'utilisation des onepts de modélisation statistique semble adaptée à la prise en omptede l'e�et de es quantités �utuantes sur les proessus organisés. Néanmoins, il apparaît que la présenede strutures ohérentes dans l'éoulement onduit à une modi�ation importante de la forme du spetred'énergie inétique turbulente par rapport au spetre en équilibre dérit par la théorie de Kolmogorov (1941).D'une part, les strutures organisées se traduisent par l'apparition d'un ou plusieurs pis dans le spetre pourdes longueurs d'ondes ou fréquenes aratéristiques de es strutures. D'autre part, la présene de struturesohérentes induit une modi�ation de la pente du spetre dans la zone inertielle en prinipe dérite par la loien k5/3 où k représente le nombre d'onde. Ce phénomène a été quanti�é expérimentalement (prohe sillaged'un ylindre irulaire). Par onséquent, une modélisation e�ae des proessus aléatoires en présene destrutures organisées doit se fonder sur une reonsidération des éhelles de la turbulene par rapport auxfermetures statistiques lassiques (RANS), adaptées aux éoulements présentant une turbulene en équilibre.Un point important de la dé�nition de l'approhe OES est le hoix de la moyenne onditionnelle onsidé-rée pour "extraire" les proessus ohérents. Dans le as d'éoulements présentant un fort aratère (quasi-)périodique, qu'il s'agisse de on�gurations où la périodiité est forée par exemple par le tangage d'uneaile, ou d'une périodiité apparaissant en raison de l'ampli�ation d'instabilités naturelles, la moyenne dephase peut être adoptée. Dans e ontexte, un proessus stohastique v peut être déomposé selon l'approhe



CHAPITRE 4. ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES 33suggérée par Reynolds et Hussain ([46℄) omme suit :
v(x, t) = v(x) + ṽ(x, t) + v′(x, t) (4.6)où v représente la moyenne temporelle stationnaire, ṽ est une quantité déterministe représentant l'évolutionpériodique de v et v′ désigne la partie �utuante aléatoire. Un regroupement des termes déterministes onduità la déomposition en moyenne de phase telle que :

v(x, t) = 〈v(x, t)〉 + v′(x, t) (4.7)où 〈.〉 désigne l'opérateur de moyenne de phase.L'opérateur de moyenne de phase possède les mêmes propriétés que la moyenne de Reynolds (ommutationave les dérivations temporelle et spatiale). Les équations de Navier-Stokes en moyenne de phase s'ériventdon de manière identique à elles obtenues par l'approhe URANS. Néanmoins, en tenant ompte des re-marques préédentes onernant la modi�ation du spetre d'énergie inétique turbulente sous l'e�et desstrutures organisées, les fermetures lassiquement utilisées pour estimer les tensions turbulentes devrontêtre reonsidérées pour la modélisation des orrélations doubles des �utuations de vitesse en moyenne dephase.En onservant la même approhe de fermeture des équations moyennes que préédemment par l'introdutiond'une relation onstitutive des ontraintes turbulentes, e sont les éhelles aratéristiques de la turbulene àmodéliser qui doivent être réévaluées. Dans le adre de l'hypothèse de Boussinesq, une première modi�ationonerne la réévaluation de la onstante de di�usivité turbulente Cµ =

√
u′v′

k = 0.09 mise en jeu dans lemodèle k − ε.Dans le as d'un éoulement hors-équilibre, en partiulier en présene d'un gradient de pression adverse, etteestimation onduit à une surévaluation de la visosité de turbulene. En supposant une relation linéaire entreles ontraintes turbulentes et le tenseur des taux de déformation moyens (relation de type Boussinesq), une"visosité de turbulene équivalente" peut alors être obtenue et onduire à une estimation du oe�ient dedi�usivité turbulente Cµ=0.02.Cette réévaluation a onduit à une amélioration signi�ative des apaités préditives des modèles de turbu-lene à deux équations de transport, notamment pour la simulation d'éoulements fortement détahés autourde surfaes portantes à forte inidene.



Chapitre 5LES LOIS DE PAROI5.1 ProblématiquePour bien prendre en ompte toute la physique d'un éoulement turbulent, il est néessaire d'utiliser unmaillage très ra�né près des parois. En e�et, la région interne de la ouhe limite turbulente est le siège deforts gradients de la vitesse, de la température et des grandeurs turbulentes, suivant la diretion y perpendi-ulaire à la paroi. Au prohe voisinage de la paroi, l'énergie inétique de turbulene k évolue omme y2. Elleprésente un pi autour de y+ ≃ 10 ∼ 20 omme la prodution de k. La ontrainte de isaillement turbulenteévolue omme y3. La sous-ouhe visqueuse est le siège d'une forte dissipation liée à la présene de petitesstrutures dissipatives ; la dissipation ε varie rapidement tout près de la paroi et atteint son maximum à laparoi.Aussi, le maillage doit absolument omporter des points dans la sous-ouhe visqueuse. Usuellement, lesmaillages pour des aluls RANS ont une hauteur de première maille h+1 prohe de l'unité en variable deparoi. Pour le modèle k− ε de Jones-Launder, il est même souhaitable d'avoir h+1 autour de 0,3 (voir travauxde Bardina et al [3℄). Une telle ondition impose des ontraintes sévères pour la onstrution du maillage. Deplus, le respet de la ondition CFL entraîne un pas de temps d'intégration loal très petit dans les maillesles plus �nes, e qui ralentit fortement la vitesse de onvergene des méthodes de résolution non totalementimpliites.5.2 Rappel des propriétés des ouhes limites turbulentes 2D inompres-siblesLe prinipe de base du traitement de paroi repose sur l'existene, bien établie pour les ouhes limitesturbulentes bidimensionnelles inompressibles pas trop près du déollement, d'une relation universelle reliantla vitesse à la distane à la paroi par l'intermédiaire du frottement pariétal.On introduit la vitesse de paroi et la longueur de paroi, grandeurs adimensionnées par les éhelles de paroi :
U+ = U/Uτ ; y+ =

yUτ

νp
; Uτ =

√
τp
ρpSelon l'importane relative des omposantes laminaire et turbulente du tenseur des ontraintes, la régioninterne de la ouhe limite se sépare en trois zones distintes :

• La sous-ouhe visqueuse : y+ < 5Il s'agit une zone de faible épaisseur où l'ation de la visosité prédomine. Dans e �lm visqueux, lepro�l de vitesse de paroi suit une loi linéaire :
U+ = y+34
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• La zone de turbulene développée : 40 < y+ et y/δ < 0, 2Dans ette région, les e�ets turbulents prédominent sur les e�ets visqueux. Il est di�ile de déterminerave préision l'étendue de ette zone, son épaisseur varie en fontion du nombre de Reynolds et dugradient de pression.Dans ette zone, le pro�l de vitesse suit une loi logarithmique :

U+ =
1

κ
ln y+ + CLes onstantes κ et C, déterminées expérimentalement, sont indépendantes du nombre de Reynolds.La onstante κ, appelée onstante de von Karman, est très prohe de 0,41 et C ≃ 5.25.Cette loi s'obtient soit par l'analyse dimensionnelle soit par la théorie des développements asympto-tiques raordés ([8℄). Elle reste valable même pour des gradients de pression positifs intenses onduisantau voisinage du déollement de la ouhe limite. Dans une zone déollée, ette loi n'est plus valide.

• La zone tampon : 5 < y+ < 40C'est la zone de raord entre les deux régions préédentes où oexistent les propriétés de la sous-ouhevisqueuse et de la zone logarithmique.Dans la région interne, pour y/δ < 0, 2, le pro�l des vitesses suit don une loi U+ = f(y+), propriétéfondamentale de la ouhe limite turbulente. Cette loi, dite "universelle", est indépendante de toutes lesonditions dans lesquelles peut se développer la ouhe limite.5.3 E�ets de ompressibilitéPour les éoulements ompressibles, on utilise la vitesse transformée U de van Driest [60, 61℄, dé�nie par :
U =

∫ Ut

0

√
ρ

ρp
dUtL'indie 't' désigne la omposante tangentielle dans le repère paroi. Pour intégrer le rapport ρ/ρp, il fautonnaître l'évolution de la température dans la région de paroi. L'évolution du �ux de haleur loal, dans lerepère paroi, peut s'obtenir par exemple en négligeant la onvetion dans l'équation de l'énergie. On obtientalors une équation di�érentielle pour la température en fontion de la vitesse.5.4 PrinipeLe prinipe des lois de paroi est ainsi de remplaer le alul des densités de �ux di�usif (tenseur des ontrainteset veteur �ux de haleur) et des grandeurs turbulentes transportées dans la première ellule du maillage, dontl'évaluation préise exige un fort ra�nement du maillage, par un autre alul reposant sur des propriétésde la ouhe limite turbulente. Cei permet d'utiliser un maillage moins ra�né près de la paroi ave deshauteurs de maille y+ omprises entre 40 et 150.



Chapitre 6TRANSITION LAMINAIRE/TURBULENTSi auun ritère de transition ou fontion d'intermittene ne sont implantés dans le ode, les zones laminairessont imposées arbitrairement selon la on�guration étudiée.Une façon de proéder dans les zones laminaires est la suivante : les équations de transport sont intégrées ave
µt/µ = 10−3 et les grandeurs turbulentes sont �xées aux valeurs à l'in�ni. Le passage au régime turbulents'e�etue alors de façon brutale pour la visosité turbulente.6.1 Modèle algébrique de transitionIl existe plusieurs modèles algébriques pour l'intermittene. Ils néessitent d'identi�er la position du débutde transition en faisant appel à un autre modèle (généralement basé sur une orrélation empirique).Arnal [1℄ a proposé une méthode pratique de alul de la région de transition. La fontion d'intermittene
γtr a été alibrée à l'aide d'expérienes 2D en gradients de pression nuls et positifs. Les variations brutalesde la vitesse instantanée aux interfaes entre les spots turbulents et les régions laminaires peuvent entraînerdes pis de frottement. A�n de représenter e phénomène, la fontion γtr passe par un maximum supérieur àl'unité. De nombreuses expérienes de sou�erie en éoulement supersonique montrent de plus que l'étenduede la région de transition roît lorsque le nombre de Mah augmente jusqu'à 2 (voir hapitre ouhe limite).A�n d'améliorer l'aord alul/expériene aux grandes vitesses, une loi de pondération a été proposée enintroduisant le nombre de Mah dans l'expression de γtr.Une autre approhe pour le alul de la région de transition est d'assoier à un modèle de turbulene unefontion de lissage qui impose une évolution parabolique de Reθ. Cette fontion est inspirée du démarragede la fontion d'intermittene d'Arnal :

γ =
1

0.152

[
Reθ −Reθtr

Reθtr

]6.2 Modèle à équation de transport de Walters and LeylekCe modèle [62℄ a été développé pour le méanisme de transition bypass. Il a été onstruit pour être ouplé à unmodèle k−ε "bas Reynolds". Il est basé sur le fait que e type de transition est généré par des �utuations detrès forte amplitude à l'extérieur des ouhes limites. Une seonde équation de transport d'énergie inétiquepour es �utuations est introduite. Cette énergie inétique est appelée par es auteurs énergie inétiquelaminaire, notée kL. Dans la région de prohe paroi, l'énergie inétique turbulente k a été sindée en énergiedes petites éhelles et énergie des grandes éhelles, l'énergie de petites éhelles ontribuant diretement à laprodution de la turbulene ktr, et l'énergie des grandes éhelles étant assoiée à la prodution de kL. Des36



CHAPITRE 6. TRANSITION LAMINAIRE/TURBULENT 37visosités turbulentes sont onstruites à partir de haune de es énergies. La prévision du point de début detransition est basée sur un paramètre faisant intervenir ktr, la visosité inématique et la distane à la paroi.Lorsque la valeur de e paramètre est supérieure à un ertain seuil, la transition est délenhée. Le début dela transition est don lié à l'augmentation de ktr onséutive de la rédution de kL. Ce modèle a été implantépar ses auteurs dans un solveur RANS et donne de bons résultats sur des as test de transition bypass. Ilprésente l'avantage de ne faire intervenir que des grandeurs loales aux ellules de alul. En revanhe, il nepermet pas de prendre en ompte d'autres méanismes de transition.6.3 Modèle γ − Reθtr de MenterMenter [29℄ a proposé une voie originale en donnant la priorité aux aspets numériques. Cette démarhe reposeen premier lieu sur la onstatation simple que les méthodes numériques en oeuvre dans les odes Navier-Stokes sont partiulièrement e�aes pour résoudre des équations de bilan qui ne font intervenir que desinformations purement loales aux ellules de maillage. Cette propriété est fondamentale pour les arhiteturesde alulateurs massivement parallèles, ar l'e�aité de es mahines se dégrade très rapidement lorsquedes traitements omplexes s'étendant sur des ellules non ontigües sont néessaires. C'est typiquement leas du alul lassique de la transition dans l'approhe par ritères qui repose sur des épaisseurs intégraleset des analyses le long de lignes tangentes aux parois. Menter remarque ensuite que malgré la très grandeomplexité du phénomène de transition, la limite laminaire-turbulent peut, dans beauoup de as d'intérêtpratique, être prévue pour des transitions de type longitudinal par des ritères globaux assez simples de laforme Reθtr(λθ, Tu), ave λθ le paramètre de gradient de pression, et Tu le taux de turbulene extérieure,tel que le ritère d'Abu-Ghannam et Shaw. Il onstate enore que de nombreux aluls "tout turbulents"donnent déjà les paramètres essentiels pour beauoup d'appliations industrielles ave une préision presqueaeptable. On peut don espérer que la prise en ompte, même approximative, de la position de transitionpermettra un gain global de préision intéressant. Menter propose don en 2002 [39℄ un premier modèle detransition reposant sur une équation de transport pour la fontion d'intermittene dont l'expression du termesoure est basée sur le nombre de Reynolds de vortiité, Rev :
Rv =

ρy2Ω

µCe nombre de Reynolds, est préféré à Reθ pour ontr�ler le délenhement de la transition pare que sonévaluation ne fait intervenir que des grandeurs loales aux ellules de maillage. En e�et, il ne dépend que dela masse volumique, de la visosité, de la distane à la paroi et de la vortiité. De plus, dans un éoulementde similitude, il est relié à Reθ par :
Reθ =

max(Rev)

2.193La di�ulté est alors de transférer un ritère du type Reθtr(λθ, Tu) dé�ni en δ vers haque ellule de aluldans la ouhe limite. Une étape déisive est franhie en 2004 [40℄ : Menter et Langtry introduisent une seondeéquation de transport pour un salaire omparable au nombre de Reynolds basé sur l'épaisseur de quantité demouvement à la transition. Cette équation est érite de sorte qu'à l'extérieur de la ouhe limite la variabletransportée, Reθtr , prenne la valeur du nombre de Reynolds Reθtr donné par la orrélation expérimentale.Cette information est alors di�usée et onvetée dans la ouhe limite de manière lassique. Ainsi, etteseonde équation permet d'utiliser des informations dé�nies en δ dans la ouhe limite sans introduire denon-loalité brutale a�n de délenher le terme soure de l'équation de transport pour l'intermittene. De ettefaçon, la transition est traitée par une simple intégration d'équations de bilan omme pour n'importe quellevariable onservative. Cei failite le odage, rend le alul partiulièrement e�ae et ne demande auune�ort partiulier à l'utilisateur pour spéi�er les zones possibles de transition ontrairement à l'approhelassique par ritère. Toute la di�ulté est reportée sur l'expression des termes soures des nouvelles équations.



CHAPITRE 6. TRANSITION LAMINAIRE/TURBULENT 386.3.1 Equation de transport pour l'intermitteneLa fontion d'intermittene est dé�nie par Menter et Langtry [40, 29℄ omme étant égale à 0 dans les ouheslimites laminaires et à 1 partout ailleurs. Ce onept présente l'avantage de ne pas interférer ave le modèlede turbulene aux points d'arrêt ou enore au bord et en dehors de la ouhe limite.L'équation de transport pour l'intermittene s'érit omme elles pour les variables turbulentes, sous la formesymbolique : onvetion = prodution - destrution + di�usion :
∂ργ

∂t
+

∂ρUjγ

∂xj
= Pγ − Eγ +

∂

∂xj

[(
µ+

µt

σf

)
∂γ

∂xj

]ave le terme soure dé�ni omme suit :
Pγ = Flength ca1ρS(γFonset)

0.5(1− ce1γ)où S est la norme du tenseur des taux de déformation. La fontion Flength est dé�nie plus loin.La fontion Fonset sert à délenher le terme de prodution de γ dans les ouhes limites. Elle est basée surle nombre de Reynolds de vortiité, Rev :
Fonset = max (Fonset2 − Fonset3, 0)

Fonset2 = min (max (Fonset1, F
4
onset1

)
, 2
)

Fonset1 =
Rev

2.193Reθc
; Ret =

ρk

µω

Fonset3 = max(1− (Ret
2.5

)3

, 0

)La fontion Fonset1, dé�nie omme le rapport entre Rev et Reθc , est assimilable à un ritère de transition. Dèslors que sa valeur est supérieure à 1 dans une partie de la ouhe limite, même limitée à quelques ellules, Pγest ativé et le proessus de transition est délenhé : γ augmente rapidement d'une valeur prohe de 0 à 1dans ette région de la ouhe limite entraînant un aroissement de l'énergie inétique turbulente k et donla visosité turbulente νt. Ensuite, par onvetion et di�usion, l'intermittene puis la turbulene augmententdans les ellules voisines. Le nombre de Reynolds ritique Reθc se di�érenie du nombre de Reynolds à latransition Reθtr , même si es quantités sont étroitement liées. Reθc est relatif à la position où la turbuleneommene à apparaître dans la ouhe limite alors que Reθtr n'est atteint que lorsque le pro�l de vitessedévie de sa solution laminaire. Comme la turbulene doit être su�samment importante dans la ouhe limiteavant de voir la moindre déviation du pro�l de vitesse, Reθc est atteint en amont de Reθtr .Les fontions Fonset2 et Fonset3 servent à assurer le bon omportement de la fontion Fonset qui doit êtreative dans toute la région de transition et nulle dans les ouhes limites laminaires.En�n, le terme (1− ce1γ) est un terme de rappel qui impose la valeur limite 1 à γ.Le terme de destrution/relaminarisation est dé�ni omme suit :
Eγ = ca2 ρΩγFturb(ce2γ − 1)où Ω est la norme de la vortiité. Ce terme sert à assurer une valeur prohe de zéro à l'intermittene dansles ouhes limites laminaires. Il permet également au modèle de prévoir une éventuelle relaminarisation del'éoulement en ramenant l'intermittene à une valeur quasi nulle lorsque le ritère de transition de la fontion

Fonset n'est plus satisfait : le terme de prodution Pγ est alors nul et Eγ reste positif engendrant la diminutionde γ. La onstante ca2 sert à pondérer le terme de destrution a�n que e dernier soit plus petit que le termede prodution Pγ lorsque le ritère de transition est satisfait. La onstante ce2 �xe la limite inférieure de la



CHAPITRE 6. TRANSITION LAMINAIRE/TURBULENT 39valeur de l'intermittene : si ce2 < 1 alors Eγ est négatif et devient un terme de prodution. Cette onstanteest prise égale à 50 e qui orrespond à une valeur limite inférieure de l'intermittene de 0.02. La fontion
Fturb sert à rendre ine�ae le terme Eγ à l'extérieur de la ouhe limite ou dans la sous-ouhe visqueuse.

Fturb = exp (−(Ret/4)
4
)Les onstantes pour l'équation de transport de l'intermittene sont :

ca1 = 2. ca2 = 0.06 ce1 = 1. ce2 = 50 σf = 1.Les onditions aux limites sont :� Parois : une ondition de �ux nul est appliquée à la paroi, (∂γ
∂y

)
y=0

= 0� Entrée : on impose γ = 1� Sortie : on impose la ondition de �ux nul ∂γ
∂y = 0� Condition à l'in�ni : on impose γ = 1 omme pour la ondition d'entrée.Bulbe de transitionMenter et Langtry ont apporté une amélioration à la formulation de la fontion d'intermittene a�n de mieuxprévoir la transition par bulbe de déollement. En e�et, les résultats obtenus avant ette modi�ation fontétat d'une prévision de la position du point de rattahement de l'éoulement en aval de elle observée expéri-mentalement. Langtry [28℄ présume que ela est dû au fait que l'énergie inétique de turbulene n'augmentepas assez rapidement dans l'éoulement déollé. Il propose don de permettre à l'intermittene de dépasser lavaleur 1 dans e type d'éoulement e qui a pour onséquene d'augmenter la prodution d'énergie inétiquede turbulene k. Cette modi�ation est donnée par :

γsep = Fθtrmin [s1max(0, Rev
3.235Reθc

− 1

)
Freattach, 2

]

Freattach = exp (−(Ret/20)
4
)

; γeff = max (γ, γsep)où s1 = 2 ontr�le la taille du bulbe. La fontion Freattach permet de ne pas prendre en ompte ettemodi�ation si la visosité turbulente est assez importante pour ontr�ler le rattahement. La fontion Fθtrest dé�nie dans la setion suivante. Elle permet ii d'éviter d'augmenter le terme de prodution de l'énergieinétique turbulente à l'extérieur des ouhes limites, et don de modi�er le modèle de turbulene dans esrégions. La onstante 3.235 est issue de la relation entre Rev et Reθc pour un fateur de forme H de 3.5(valeur prohe de elle au point de déollement).6.3.2 Equation de transport pour ReθtrCette équation de transport est érite de sorte qu'à l'extérieur de la ouhe limite Reθtr prenne la valeurde Reθtr , donnée par la orrélation expérimentale. Cette information est alors di�usée et onvetée dans laouhe limite. L'équation de transport pour Reθtr s'érit :
∂ρReθtr

∂t
+

∂ρUjReθtr
∂xj

= Pθtr +
∂

∂xj

[
σθtr(µ + µt)

∂Reθtr
∂xj

]

Pθtr = cθtr
ρ

t

(
Reθtr −Reθtr

)
(1− Fθtr)où t est une éhelle de temps, introduite à la suite d'une analyse dimensionnelle, et où cθtr sert à pondérerl'amplitude du terme soure :

t =
500µ

ρU2
et cθtr = 0.03



CHAPITRE 6. TRANSITION LAMINAIRE/TURBULENT 40A l'extérieur de la ouhe limite, le terme soure Pθtr fore Reθtr à prendre la valeur de Reθtr alulée avela relation empirique via le terme de rappel Reθtr − Reθtr . La fontion Fθtr sert à annuler le terme souredans la ouhe limite. Elle est érite de sorte que sa valeur vaille 1 dans la ouhe limite et 0 ailleurs :
Fθtr = min [max(Fwake exp(−y4

δ4

)
, 1 −

(
γ − 1/ce2
1− 1/ce2

)2
)
, 1

]

δ =
50Ωy

U
δBL ave δBL =

15

2

µReθtr
ρULa fontion Fwake est introduite pour désativer la fontion Fθtr dans les zones de sillage :

Fwake = exp[−(Reω
105

)2
] ave Reω =

ρωy2

µDe par sa onstrution, l'équation de transport pour Reθtr devient, dans la ouhe limite, une égalité entrele terme de onvetion et le terme de di�usion :
∂ρReθtr

∂t
+

∂ρUjReθtr
∂xj

=
∂

∂xj

[
σθtr(µ+ µt)

∂Reθtr
∂xj

]Ainsi, l'éart entre la valeur loale de Reθtr dans la ouhe limite et elle à l'extérieur peut être ontr�lé parle terme de di�usion σθtr : une augmentation de σθtr permet de diminuer l'e�et d'histoire dû à la onvetion.Deux valeurs ont été testées : σθtr = 10 omme le proposait initialement Menter et Langtry [40℄ et σθtr = 2,valeur donnée dans leurs publiations plus réentes [35℄.Les onditions aux limites sont :� Parois : on impose une ondition de �ux nul, (∂Reθtr
∂y

)

y=0

= 0� Entrée : Reθtr est alulé par la relation empirique Reθtr(λθ, Tu) pour une gradient de pression nul.� Sortie : une ondition de �ux nul est appliquée, ∂Reθtr
∂y = 0� Condition à l'in�ni : on impose la même ondition que elle d'entrée.6.3.3 Corrélation pour le alul de Reθ

Reθtr représente la orrélation empirique qui relie la valeur de Reθ au point de transition au taux de turbuleneextérieure Tu et au gradient de pression loal dans la diretion de l'éoulement évaluée à l'extérieur de laouhe limite, dP/ds. Cette relation est fondamentale ar 'est elle qui permet d'identi�er la position dela transition. Elle sert au alul du terme soure Pγtr dans l'équation de transport pour Reθtr . Plusieursformulations ont été publiées. On présente la orrélation donnée par Langtry dans sa thèse [28℄. Celle-i estune extension aux faibles Tu du ritère proposé par Abu-Ghannam et Shaw. Elle est basée sur les paramètressuivant :
λθ =

ρθ2

µ

dU

ds
et Tu =

√
2k/3

U



CHAPITRE 6. TRANSITION LAMINAIRE/TURBULENT 41où dU/ds est l'aélération dans la diretion loale de l'éoulement.La orrélation empirique s'érit :
Reθtr =

(
1173.51 − 589.428Tu +

0.2196

T 2
u

)
F (λθ) si Tu ≤ 1.3%

Reθtr = 331.5(Tu − 0.5658)−0.671F (λθ) si Tu > 1.3%

F (λθ) = 1 + (12.986λθ + 123.66λ2
θ + 405.689λ3

θ)exp [−( Tu

1.5

)1.5
] si λθ ≤ 0

F (λθ) = 1 + 0.275 (1− exp(−35λθ)) exp(−Tu

0.5

) si λθ > 06.3.4 Fermeture du modèle : fontions Flength et ReθcLe ouplage des deux équations de transport pour l'intermittene et Reθtr est ontenu dans deux fontionsintroduites par Menter et Langtry [40, 28℄ Flength et Reθc . Avant 2009, es fontions étaient propriétés deANSYS et de e fait, non publiées. Plusieurs auteurs ont proposé des fermetures en utilisant des bases dedonnées expérimentales, nous donnons la formulation de Content et Houdeville [7℄, implanté dans le odeelsA de l'ONERA.
Flength = exp(−1.325 10−8Reθtr

3
+ 7.42 10−6Reθtr

2
+ 8.16 10−3Reθtr + 2.5652

)

Reθc = min(1, 1.623 10−6Reθtr
2 − 1.228 10−3Reθtr + 0.849

)
Reθtr6.3.5 Couplage du modèle de transition ave le modèle k − ω SSTLe modèle de transition de Menter est alibré pour être utilisé ave le modèle de turbulene k − ω SST.Le ouplage entre es modèles se fait en remplaçant les termes de prodution Pk et de destrution Dk dansl'équation de transport pour l'énergie inétique turbulente k par P̃k et D̃k :

P̃k = γeffPk et D̃k = min (max(γeff , 0.1), 1)Dkoù γeff = max(γ, γsep) est l'intermittene e�ae donnée préédemment pour le bulbe de transition.D'autre part, la fontion de raord F1 entre les systèmes k − ω et k − ε est modi�ée pour éviter qu'elle nepasse à 0 (système k − ω) dans la ouhe limite laminaire :
F1 = max(F1orig , F3) ave F3 = exp [−(Rey

120

)8
]

; Rey =
ρy

√
k

µA�n de n'ativer la orretion SST que dans les régions turbulentes et non dans les ouhes limites laminaires,une modi�ation du ouplage a été e�etuée de façon à introduire la fontion d'intermittene dans l'expressiondu limiteur SST :
µ̃t = min(ρk

ω
,

0.3ρk

SF2min(γeff , 1))



Chapitre 7ASPECTS NUMERIQUES7.1 Intégration temporelle - Pas de temps loalA�n d'aélérer la onvergene des aluls, le pas de temps ∆t utilisé pour intégrer les équations est unpas de temps loal. Il est déterminé à partir d'une étude de stabilité de von Neumann sur une équation deonvetion et une équation de di�usion.Chaque équation est intégrée à l'aide du shéma expliite sur une grille uniforme. L'étude de stabilité onduit àune ondition de type ritère de Courant-Friedrihs-Lewy (CFL). Ces deux onditions de stabilité représententles limites visqueuse et non visqueuse du ritére de stabilité utilisé pour le alul du pas de temps loal. Laformulation, pour haque point du maillage, est :
∆t = CFL min




∆x

ρ(A)︸ ︷︷ ︸
terme convectif

,
ρ∆x2

2γ( µ
Pr

+ µt

Prt
)

︸ ︷︷ ︸
terme diffusif


où : ∆x désigne la taille de maille et ρ(A) est le rayon spetral de la matrie jaobienne du �ux onvetif,érite pour les équations d'Euler. CFL doit être inférieur au CFLmax, limite supérieure de la zone de stabilitédu shéma numérique. Soulignons que la solution perd tout son sens physique tant que la onvergene versune solution stationnaire n'est pas omplètement atteinte. Pour les aluls instationnaires, la méthode dupas de temps dual permet d'utiliser un pas de temps loal dans les itérations en temps �tif.7.2 Eoulements instationnaires - Pas de temps dualLes aluls ave un shéma expliite en temps sont pénalisés par la ondition de stabilité ave un ritère detype CFL. En e�et, e dernier est fontion de la taille des plus petites ellules du maillage qui atteint defort ra�nement près des parois. Les lois de paroi, par l'utilisation de maillages dégrossis, s'avèrent ainsi trèsintéressantes. Par ailleurs, il n'est plus possible de reourir à la tehnique du pas de temps loal ainsi qu'à laméthode multigrille non onsistantes en temps.Pour pallier es di�ultés, Jameson a développé l'approhe du pas de temps dual pour la résolution deséquations d'Euler [22℄. Cette méthode, étendue aux équations de Navier-Stokes, o�re la possibilité d'utiliserles tehniques d'aélération de la onvergene, notamment le multigrille, introduites pour les problèmesstationnaires. L'introdution d'un temps dual permet de transformer le problème instationnaire en tempsphysique en un problème stationnaire en temps dual, sans signi�ation physique réelle. A haque pas detemps physique, des sous-itérations ave tehnique multigrille sont réalisées, dans le domaine dual, pour ap-42



CHAPITRE 7. ASPECTS NUMERIQUES 43proher la solution stationnaire. Cette méthode du pas de temps dual assure une préision en temps d'ordre 2.For unsteady omputations, the dual time stepping method is used to overome the lak of numerial e�ienyof the global time stepping approah. The unsteady solution of the RANS equations is omputed as the steadysolution of the system :
∂w

∂τ
+

∂w

∂t
+R(w) = 0where ∂w

∂τ
is the derivative with respet to the dual time variable τ and R(w) is the residual. The derivative

∂w

∂t
with respet to the physial time t is disretized by a seond-order formula :

∂w

∂t
=

3wn+1 − 4wn + wn−1

2∆twhere the supersript n is assoiated with the physial time. Between eah time step, the solution is advanedin a dual time τ and aeleration strategies developed for steady problems an be used to speed up theonvergene in �titious time. The initialization of the derivative with respet to the physial time is donewith a �rst-order formula.7.3 Disrétisation spatiale des �ux onvetifsLa formulation en Volumes Finis onsiste à intégrer le système (2.1) sur une ellule de volume Ω, de surfae
Σ, et de normale extérieure ~n. Le théorème d'Ostrogradski onduit à :

d

dt

∫

Ω
w dΩ +

∮

Σ
Fc.~n dΣ −

∮

Σ
Fd.~n dΣ =

∫

Ω
S dΩ (7.1)La disrétisation en espae revient à aluler le bilan des �ux numériques sur une ellule élémentaire. Cebilan omprend la somme des ontributions de haque fae de la ellule. Les densités de �ux sont supposéesonstantes sur haque faette. Il vient :

∮

Σ
(Fc − Fd).~n dΣ =

∑

facettes

(Fc − Fd)facette.~nfacette ΣfacetteAve un shéma entré, la densité de �ux sur une faette est égale à la demi-somme des densités de �uxévaluées au entre des ellules adjaentes à ette faette (voir �gure 7.1) :
F (wG, wD) =

1

2
(F (wD) + F (wG))où wD et wG sont les veteurs des variables onservatives des ellules gauhe et droite.

fDfG

état droitétat gauche

Figure 7.1 � interfae entre deux ellulesL'utilisation d'un tel shéma entraîne une erreur de tronature d'ordre 2 en espae. Cette erreur dégénèred'un ordre sur les frontières. Ce shéma est instable et néessite l'introdution d'une dissipation arti�iellepour le stabiliser. La formulation de Jameson-Shmidt-Turkel [24℄ est la plus ouramment utilisée. D'autresshémas peuvent être utilisés : Roe, HLLC, AUSM+, WENO...



CHAPITRE 7. ASPECTS NUMERIQUES 447.4 Disrétisation spatiale des termes visqueuxLa disrétisation des �ux visqueux onsiste à approximer les variables et les dérivées des variables par rapportaux diretions x et y (en éoulement 2D). Par exemple, à l'interfae (i+ 1/2, j), pour toute quantité f :
fi+1/2,j =

fi,j + fi+1,j

2
;

(
∂f

∂x

)

i+1/2,j

=
fi+1,j − fi,j

∆xi(
∂f

∂y

)

i+1/2,j

=
fi,j+1 − fi,j−1 + fi+1,j+1 − fi+1,j−1

4∆yCes disrétisations sont du seond ordre.7.5 Multigrille7.5.1 PrinipePour aélérer la onvergene des aluls, une méthode multigrille peut être utilisée. L'idée fondamentale deette méthode est basée sur les deux observations suivantes :
• Les méthodes itératives lassiques pour la résolution de problèmes elliptiques ont un e�et de lissagede l'erreur au ours des itérations. Si l'erreur ommise au ours d'un alul est déomposée en sériede Fourier, on observe que les hautes fréquenes de l'erreur sont amorties beauoup plus vite que lesbasses fréquenes. Ainsi, lors d'un alul, il est possible d'obtenir un bon lissage (suppression des hautesfréquenes) tout en ayant une onvergene lente, à ause des basses fréquenes.
• Dans un alul, une approximation de la solution s'obtient plus rapidement sur un maillage grossier,mais ave une perte de préision, que sur un maillage �n. Cependant, les basses fréquenes relatives aumaillage �n deviennent les hautes fréquenes pour le maillage grossier et seront don bien lissées sure maillage.La méthode multigrille permet, à travers un algorithme basé sur une séquene de grilles de tailles di�érentes,de lisser de façon optimale toutes les fréquenes de l'erreur. Sur la grille la plus grossière, la résolution dusystème se fait de façon exate. Les transferts de l'erreur et la solution approhée sur les di�érentes grilles sefont à l'aide d'opérateurs d'interpolation.Pour des aluls instatinnaires, ette tehnique est utilisable ave la méthode du pas de temps dual.7.5.2 Desription de l'algorithme multigrilleConsidérons une séquene de grilles de plus en plus grossières G2h, G4h, G2ih... pour lesquelles la taillearatéristique des mailles de haque grille G2ih est deux fois plus grande que elles des mailles de la grillepréédente G2i−1h.

Figure 7.2 � Séquene de grille 1D de plus en plus grossière



CHAPITRE 7. ASPECTS NUMERIQUES 45A partir de la méthode numérique de résolution assoiée au niveau �n Gh, la méthode d'aélération mul-tigrille onsiste à utiliser les niveaux grossiers a�n de aluler les orretions à apporter à la solution duniveau �n. Les orretions sont alulées par l'appliation du shéma d'intégration temporelle sur les niveauxgrossiers. La tehnique FAS ("Full Approximation Storage") est ouramment utilisée [21℄ ; elle réside dans lefait que les équations à résoudre sur les grilles grossières sont semblables aux équations à résoudre sur la grille�ne, à l'adjontion près d'un terme dit "foring funtion", qui représente l'éart des erreurs de tronatureentre deux grilles suessives.Les di�érentes étapes d'un alul sur deux niveaux de grille sont :
• Réalisation d'itérations du shéma temporel sur la grille �ne Gh.
• Phase de restrition de la solution wh et des résidus R(wh) de Gh sur G2h.

w2h = I2hh wh

R(w2h) = J2h
h R(wh)où I2hh et J2h

h sont respetivement les opérateurs de restrition de la solution et des résidus du niveau
Gh vers le niveau G2h.

• Calul de la foring funtion P2h pour le résidu sur la grille grossière :
P2h = J2h

h R(wh)−R(I2hh wh)

• Réalisation d'itérations du shéma temporel sur la grille grossière G2h. La solution sur la grille grossièreau pas de temps n+ 1 est donnée par (shéma bakward d'ordre 1) :
w

(n+1)
2h wn

2h −
∆t

V ol

(
R(wk−1

2h ) + P2h

)On peut onstater que lorsque le résidu devient nul sur la grille �ne, le terme R(wk−1
2h ) + P2h s'annuleet auune orretion ne se propage des grilles grossières vers les grilles �nes.

• Transfert des orretions Ch vers la grille �ne Gh alulées par :
Ch = Ih2h(w

∗
2h − w2h)où w∗

2h est la solution obtenue sur le maillage G2h et Ih2h est l'opérateur de prolongement du niveau degrille G2h vers le niveau Gh.Dans le as d'une utilisation de plus de 2 niveaux de grille, les étapes dérites préédemment s'appliquentde manière réursive pour les niveaux G4h, G8h... La tehnique de orretion de solution sur un grille �ne àl'aide de valeurs obtenues aux di�érents niveaux de grilles grossières est appelée yle multigrille. Le yle leplus simple est un yle en V dont un shéma de prinipe est donné sur la �gure 7.3.7.5.3 Opérateurs intergrilleOpérateurs de restritionIl y a deux types de hamps à restreindre sur les grilles grossières :
• Les résidus :Le résidu à transférer sur une ellule du niveau grossier est la somme des résidus alulés sur la grille�ne aux ellules orrespondantes.
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• Les variables onservatives et les visosités moléulaire et turbulente :Les grandeurs sont transférées sur la grille grossière par une moyenne pondérée basée sur les volumesdes ellules :

w2h =
ΣΩhwh

ΣΩhoù Σ est l'opérateur sommation appliqué aux ellules de la grille �ne orrespondant à la ellule de lagrille grossière et Ωh est le volume des ellules orrespondantes.Opérateurs de prolongementL'opérateur de prolongement Ih2h transfère les orretions du maillage grossier vers le niveau �n et joue un r�leimportant dans l'amélioration de la onvergene de la méthode. Il est omposé des deux étapes suivantes :
• Les valeurs au entre des ellules de la grille grossière sont projetées sur les sommets des ellules parune moyenne arithmétique.
• A partir des valeurs projetées sur les noeuds de la grille grossière, les valeurs aux entres des ellulesde la grille �ne sont déterminées au moyen d'une interpolation trilinéaire.

Schéma
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résidus
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variables et des
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Niveau
  fin

premier 
niveau 
grossier

deuxième
niveau Figure 7.3 � Cyle multigrille en V7.6 Traitement des onditions aux limites7.6.1 Conditions à l'in�ni pour le hamp moyenLa méthode de traitement des onditions aux limites à l'in�ni repose sur l'utilisation des relations ara-téristiques assoiées aux équations d'Euler. Elle est basée sur les propriétés des systèmes hyperboliques entemps. Malgré le aratère non hyperbolique du système des équations de Navier-Stokes stationnaires, etteapprohe est appliquée sur les frontières situées dans des régions de l'éoulement où les e�ets visqueux sonten grande partie négligeables.Les relations aratéristiques sont utilisées uniquement dans le as où l'information se propage depuis l'inté-rieur du domaine de alul vers l'extérieur de manière à ompléter les onditions aux limites physiques. Lenombre de aratéristiques entrantes �xe le nombre de valeurs indépendantes à imposer.



CHAPITRE 7. ASPECTS NUMERIQUES 47Les di�érents types de onditions aux limites sont :
• entrée subsoniqueCette ondition orrespond au as où l'éoulement entre dans le domaine de alul ave une vitessenormale subsonique. Il y a alors quatre aratéristiques entrantes. Par exemple, les quatre variableshoisies à imposer peuvent être la pression d'arrêt, la température d'arrêt et la diretion de la vitesse(deux angles, le dérapage et l'inidene). Pour ompléter, une relation de ompatibilité disrétisée (ré-solue par exemple au moyen d'une méthode de Newton) peut être utilisée.Les quantités turbulentes déterminées par une équation de transport sont par dé�nition assoiées à laaratéristique ~V .~n et par onséquent doivent être imposées en tout point d'une frontière entrante.
• sortie subsonique - pression imposéeIl n'y a qu'une seule ourbe aratéristique entrante don une seule variable à imposer sur la frontière :usuellement on hoisit la pression statique. Pour ompléter, deux relations de ompatibilité disrétiséespeuvent être utilisées.
• entrée supersoniqueToutes les aratéristiques sont entrantes, il faut don imposer omplètement le veteur w.
• sortie supersoniqueAuune aratéristique n'est entrante. On utilise une extrapolation des variables au bord du domaine.
• ondition de non ré�exionCette ondition est usuellement utilisée pour les éoulements externes autour d'un pro�l, sur la fron-tière extérieure du domaine de alul, pour simuler une atmosphère in�nie. Elle permet d'éliminer lesperturbations qui pourraient apparaître lors, par exemple, de la traversée d'une disontinuité au traversde la frontière.La ondition onsiste à imposer les grandeurs onservatives à la frontière en utilisant toutes les relationsaratéristiques. Le nombre de aratéristiques entrantes ou sortantes n'est pas déterminé à l'avanemais alulé en haque point de la frontière. On évalue les valeurs propres du système sur la faefrontière au pas de temps n. Le signe de haune des valeurs propres permet de déterminer le sens depropagation de l'information. Les grandeurs onservatives qui sont imposées à la frontière sont prisessoit à un état de référene si la aratéristique est entrante soit à l'état ourant si la aratéristique estsortante.7.6.2 Conditions à l'in�ni pour le hamp turbulentPour le hamp turbulent, les grandeurs transportées doivent être imposées à l'in�ni. Elles peuvent êtrealulées en fontion du taux de turbulene Tu et de la visosité turbulente à l'in�ni µt∞ , selon :

(ρk)∞ =
3

2
Tu

2ρ∞U∞
2

(ρε)∞ = Cµ
(ρk)2∞
µt∞

(ρω)∞ =
(ρk)∞
µt∞

(ρν)∞ = µt∞Généralement, la valeur de µt∞ est prise égale à une ertaine fration de µ∞. Si le taux de turbulene estinonnu, les valeurs à l'in�ni sont �xées arbitrairement.



CHAPITRE 7. ASPECTS NUMERIQUES 48Attention ! pour le modèle k − ω de Wilox, les résultats de aluls sont sensibles à la valeur (ρω)∞ qui est�xée à l'in�ni. Il onvient don d'essayer plusieurs valeurs !7.6.3 Conditions aux parois pour le hamp moyenLes onditions aux limites sur une paroi traduisent l'adhérene du �uide à la paroi et la aratéristiquethermique de ette paroi. Cette dernière ondition est de deux types :- adiabatique ave un �ux de haleur à la paroi nul.- isotherme ave une température imposée en tout point de la paroi.Pour �xer à la paroi les variables énergie totale et masse volumique, il est souvent utilisée une hypothèse surla pression statique à savoir qu'elle varie très peu dans la diretion normale à la paroi : ∂P
∂n

= 0.Cei peut aussi être utilisée ave une ondition au limite de type lois de paroi (onditions sur les �ux visqueux).7.6.4 Conditions aux parois pour le hamp turbulentA la paroi, on impose la valeur des quantités turbulentes :- pour l'énergie inétique de turbulene : ρk = 0- pour le taux de dissipation modi�ée : ρε̃ = 0- pour la dissipation spéi�que : lim
d→0

ω =
6ν

βd2Selon la façon de oder "l'in�ni" à la paroi, on obtient des résultats di�érents !- pour le modèle de Spalart-Allmaras : ρν̃ = 07.7 Initialisation des alulsPour un alul stationnaire, les onditions initiales n'ont pas in�uene sur la solution. Le hamp moyen estgénéralement initialisé ave un état uniforme orrespondant au hamp in�ni amont.L'initialisation d'un alul ave modèle de turbulene à équations de transport peut s'avérer déliate ! Unalul onduit parfois à une onvergene vers une solution laminaire ou une divergene. La raison essentiellede e omportement provient du fait que les équations de transport ont souvent omme solution triviale unhamp turbulent nul (sauf pour k − ω). Une solution envisageable onsiste à e�etuer quelques itérationsen laminaire avant d'initialiser le hamp des grandeurs turbulentes. Certains modèles ne néessitent auuntraitement partiulier et les variables turbulentes sont initialisées aux valeurs à l'in�ni. La visosité turbulenteest prise égale à un ertain rapport de la visosité moléulaire. Il est possible de �xer l'énergie inétique deturbulene k en utilisant l'hypothèse de Bradshaw : k = µt | rot~V | /0.3.Pour d'autres modèles, le hamp turbulent doit être développé a�n que le alul ne reste pas laminaire.L'initialisation est alors e�etuée à partir d'une solution onvergée obtenue ave un autre modèle.7.8 Paramètres de alulsLorsque des simulations numériques ave un solver RANS sont e�etuées, il est important de présenter lesonditions de alul (nombres de Mah et de Reynolds, température, pression, inidene, aratéristique dela géométrie, transition laminaire/turbulent...) et de détailler le plus possible les paramètres de aluls :- aratéristique du maillage ave y+ de première maille.- nombre de CFL, pas de temps en instationnaire.- les ritères de onvergene.



CHAPITRE 7. ASPECTS NUMERIQUES 49- nombre de sous-itérations en pas de temps dual et ritère de onvergene dans les sous-itérations.- paramètre des shémas numériques (paramètres de la dissipation arti�ielle, onstante de l'algorithmeMUSCL, paramètre de la orretion de Harten, ordre de préision..).- les paramètres du shéma numérique pour intégrer les équations de transport de la turbulene (ordrede préision).- le modèle de turbulene utilisé.- ondition aux limites des parois.- utilisation de limiteurs sur les variables turbulentes ou sur la visosité turbulene.
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