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Résumé

Ce document présente le modele mécanique d’une plaque mince. Je présente tout
d’abord le cadre théorique de son étude, puis je présenterai les différentes notions
permettant d’élaborer une simulation d’une plaque mince sous les hypotheses
de petits déplacements et de petites déformations. Nous verrons ainsi 1’étude
de sa cinématique, la définition de sa déformation en utilisant le tenseur de
déformation de Green-Lagrange linéarisé, la définition du tenseur de contraintes,
la formulation de la loi de Hooke pour une plaque mince, la définition de son
énergie de déformation, et enfin la formulation de 1’équation de son mouvement.
Ce document constitue le chapitre 2 de mon HDR.
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1 Introduction

Dans ce document, je présente les notions de la théorie des plaques et des coques em-
ployées dans la modélisation de structures fines. J’ai souhaité donner dans ce document
I’ensemble du raisonnement mécanique adopté pour la simulation des plaques minces.

Ces notions pourront par ailleurs étre complétées par d’autres références comme le
support d’enseignement de Sylvain Drapier (2016), une explication relative a ’emploi du
code Aster écrite par Thomas De Soza (2013), ou encore les pages de Wikipédia ' donnant
de maniére concise les premieres briques de ces notions (pages relative a la résistance des
matériaux, la théorie des poutres, la théorie des plaques, les coques). Je me sers notam-
ment de quelques illustrations issues de Wikipédia. Et bien entendu pour en savoir plus,
de nombreux ouvrages de mécanique des structures couvrent ce domaine.

Organisation de ce chapitre : Ce chapitre s’articule de la fagon suivante :

— La section 2 présente le cadre théorie de ’étude mécanique d’une plaque mince avec
notamment I’énoncé des hypotheses de la théorie de Kirchhoff-Love.

— La section 3 présente la cinématique d’une plaque mince, c’est-a-dire la formulation
de son déplacement.

— La section 4 présente la déformation d’une plaque mince, c¢’est-a-dire la définition de
son tenseur de déformation en fonction du déplacement.

— La section 5 présente le tenseur de contrainte d’une plaque mince et la formulation
de la loi de Hooke reliant le tenseur de contrainte au tenseur de déformation.

— La section 6 présente la formulation de I’énergie de déformation d’une plaque mince.

— Enfin, la section 7 présente ’équation du mouvement relative a une plaque mince.

1. Pensez a regarder les versions frangaises et anglaises des pages (non identiques mais complémentaires).



2 Cadre théorique de I’étude d’une plaque mince

La théorie des plaques s’inspirant de la théorie des poutres, je vais commencer par
quelques rappels sur cette derniere. Ces théories font partie du domaine de la mécanique
des structures qui est la mécanique des solides de dimensions finies ot au minimum une des
dimensions est faible devant les autres. La Fig. 1 de Drapier (2016) illustre les géométries
le plus courantes dans ce domaine : en 1D, les poutres et en 2D, les plaques et les coques.

% poutre

plaque
coque

Figure 1 — Géométries courantes en mécanique des structures [Drapier (2016)].

Dans nos explications, nous nous restreignons au cadre de la résistance des maté-
riaux dont les hypotheses de simplification concernent les conditions de réversibilité et
de linéarité. Nous nous placons ainsi dans le cadre des petites déformations et petits
déplacements, c’est-a-dire que les déformations de la structure issues de son chargement
sont négligeables en n’affectant pratiquement pas sa géométrie. De plus, nous considérons
des matériaux

— élastiques (les déformations sont réversibles, c’est-a-dire que le matériau reprend sa
forme initiale apres un cycle chargement-déchargement),

— linéaires (les déformations sont proportionnelles aux contraintes),
— homogenes (le matériau est de méme nature dans toute sa masse),

— et isotropes (les propriétés du matériau sont identiques dans toutes les directions).

Nous considérons également les deux principes suivants :

— le principe de Saint-Venant disant que le comportement en un point quelconque
du matériau est indépendant de la facon dont sont appliquées les forces (si ce point
est suffisamment loin du point d’application) et peut ainsi étre modélisé par un
torseur des forces internes en ce point ;

— le principe de superposition disant que I’ordre d’applications des efforts extérieurs
sur le solide n’a pas d’importance, c’est-a-dire que quelque soit I’ordre d’applications
des efforts nous obtenons le méme état final. Ce principe permet de décomposer
une sollicitation complexe en une somme de sollicitations élémentaires (traction,
compression, cisaillement, torsion, flexion).



Définition d’une poutre. Une poutre est un solide qui a été engendré par le déplace-
ment d’une surface finie S appelée section droite. Le mouvement durant ce déplacement du
centre de gravité G de la surface S décrit une ligne appelée courbe (ou fibre) moyenne qui
est une courbe continue. A noter que la section droite est constamment perpendiculaire
a cette ligne, et ses deux dimensions sont petites par rapport a la longueur de la poutre.
Enfin, si nous considérons une petite portion dS de la section droite suivant la courbe
moyenne, celle-ci génére un volume appelé fibre neutre. Ces notions sont illustrées par la
Fig. 2.
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Figure 2 — Une poutre est engendrée par le mouvement d’une surface [Wikipédia (2015Db)].

Ces hypotheses sur les dimensions de la poutre permettent de simplifier ’étude de son
comportement lors d’'un chargement. En effet, le fait de considérer que les dimensions des
sections sont faibles par rapport a la direction principale de la courbe moyenne, permet de
supposer que le déplacement de tout point de la poutre s’exprime simplement en fonction
des déplacements et rotations des sections mesurées en leur centre de gravité.

Définition d’une plaque. Une plaque est définie comme étant un solide délimité par
deux plans paralleles appelés faces et dont ’épaisseur h est petite par rapport aux deux
autres dimensions. Les plaques sont généralement employées pour modéliser des structures
minces, car seule une dimension est faible par rapport aux deux autres. Par contre, si la
structure présente une courbure géométrique, ce sont les éléments de coque qui sont pri-
vilégiés plutot que les éléments de plaque qui sont plans. Autrement dit, si I’élément n’est
pas plan au repos, nous parlons de coque plutdt que de plaque (voir Fig. 1).

Pour étudier le comportement de la plaque, nous définissions son plan moyen auquel
nous associons un repere orthonormé (O, z,y,z) tangent a ce plan. Le plan moyen est
ainsi situé dans le plan (0,z,y) & équidistance entre les deux faces. L’origine du repére
étant située sur le plan moyen avec z la direction de 1’épaisseur, la face inférieure est ainsi
positionnée en z = —h/2 et la face supérieure en z = h/2. Dans la théorie des plaques, le
plan moyen représente ’équivalent de la courbe moyenne dans la théorie des poutres.

Autour du plan moyen, le feuillet neutre (ou feuillet moyen) constitue un élément de
matiere d’épaisseur infinitésimale (c’est 1’équivalent de la fibre neutre des poutres). Une
fibre normale est ensuite définie comme ’ensemble des points situés sur une normale au
plan moyen (ayant ainsi pour direction z) a une position (z,y) dans le plan (0, z,y).

Pour illustrer ces notions, la Fig. 3 présente la déformation d’une plaque mince (poin-
tillés gris) en mettant en évidence le déplacement d’'un élément de matiére (contour noir),
de son feuillet moyen (rouge) et d’une fibre normale (bleue).



Figure 3 — Déformation d’une plaque (pointillés gris) avec mise en évidence du feuillet moyen
(rouge) d’un élément de matiére (noir) et d’une fibre normale (bleu) [Wikipédia (2015a)].

L’étude du comportement d’une plaque suit ensuite I’approche classique de la MMC. Le
tenseur de contrainte o en un point de la structure est ainsi relié au tenseur de déformation
€ par la loi de comportement du matériau, et le champ de tenseurs des déformations est
relié au champ des déplacements @ par sa formulation établie en fonction du gradient du
déplacement.

— Dans le cas d’un matériau isotrope linéaire, nous considérons la loi de Hooke
généralisée avec 7 = E/(1+v)[e+v/(1—2v) Tr(e) 1] avec E le module de Young
et v le coefficient de Poisson de I'objet considéré.

— De plus, dans le cadre de petites perturbations avec des petits déplacements, nous
pouvons considérer le tenseur de déformation de Green-Lagrange linéarisé
défini par €7 = %([UT + U) avec U le gradient du déplacement.

A noter que I’étude du comportement d’une plaque est séparée en deux parties :

— Pour 'étude de la flexion de la plaque (c’est-a-dire le fait que la structure soit
courbée), nous considérons uniquement les charges perpendiculaires aux faces, c’est-
a-dire correspondant & une force appliquée de la forme F = (0,0, F).

— Pour les charges situées dans le plan des faces, nous parlons d’efforts de mem-
branes. Dans ce cas, nous considérons que les efforts perpendiculaires sont nuls.

Théorie de Kirchhoff-Love pour les plaques minces. La théorie de Kirchhoff-Love
est employée pour 1’étude de plaques minces. Elle énonce les hypothéeses suivantes :

— le plan moyen est initialement plan, c’est-a-dire qu’il ne présente pas de courbure;

— le feuillet moyen ne subit pas de déformation dans son plan, c¢’est-a-dire que nous ne
considérons que le déplacement transversal (noté w) des points du feuillet moyen;

— les sections normales au feuillet moyen restent normales lors de la déformation, c’est-
a~dire que nous pouvons négliger le cisaillement ;

— D’épaisseur de la plaque est faible, c’est-a-dire que dans la direction de 1’épaisseur,
la déformation est nulle impliquant que les contraintes dans cette direction peuvent
étre négligées ;

— et nous nous plagons en petites déformations.



3 Cinématique d’une plaque mince

Nous considérons pour décrire le mouvement de la plaque, le repére local associé au
plan moyen. La position de tout point de la plaque au repos est alors décrite par ses co-
ordonnées cartésiennes exprimées dans ce repeére avec X = (X1, Xo, X3)T = (z,v, 2)7.

Suite a la déformation ¢ appliquée a la plaque, le déplacement @ de ce point est défini
par i = (u,ug,u3)’ = (u,v,w)? correspondant au déplacement du point de la plaque
entre 1’état de référence et 1’état déformé de la plaque. Les composantes du déplacement
dépendent ainsi de la position du point de la plaque considéré dans ’état de référence.
Autrement dit, les composantes u, v, w sont définies en fonction des composantes x, v, z.

Ensuite dans le méme esprit que pour I’étude des poutres, nous allons exprimer ce
déplacement en fonction du mouvement du plan moyen de la plaque. Ce mouvement peut
étre décomposé en une translation et une rotation.

Nous désignons par iy = (ug(x,y, 2), vo(z, y, 2), wo(z,y, 2))T le déplacement par trans-
lation du plan moyen. Les composantes ug, vg correspondent ainsi au déplacement du plan
moyen dans le plan (0, z,y). Le plan moyen étant positionné en z = 0, elles ne dépendent
ainsi que de x et y avec ug(z,y,2) = up(z,y) et vo(x,y,z) = vo(z,y). La composante
wg correspond quant a elle, au déplacement du plan moyen dans la direction z. Selon les
hypotheses de Kirchhoff-Love, les déplacements verticaux sont les mémes pour tous les
points d’une fibre normale positionnée en (x,y) dans le plan (0, z,y) du plan moyen. Nous
savons ainsi que la composante wy ne dépend que de x et y avec wo(z,y, z) = wo(z,y).
Selon cette méme hypothese, nous savons également que pour tout point de la plaque

w(wvyv Z) = wo(ﬂf,y, Z) = wO(xa y)

Etudions désormais la rotation du plan moyen en notant par ¢,,6, ses rotations par
rapport aux axes x et y. Ainsi une fibre normale au plan moyen positionnée en (a?,y)T
dans le plan (0, z,y) tourne de I’angle 6, autour de I’axe = et de I’angle 6, autour de I’axe y.

Toutes ces notions et notations sont illustrées par la Fig. 4.
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Figure 4 — Déplacement du plan moyen avec mise en évidence de la rotation d’une fibre normale
autour des axes x et y. Figure extraite de [Wikipédia (2015a)].

Etant en petites déformations, ’arc de cercle décrit lors de la rotation de la fibre
normale en considérant un point situé sur celle-ci, est assimilable a un segment de droite.
Ainsi en observant la Fig. 5, nous écrivons facilement les relations suivantes :

dUo duo

tan 95,; = *E, tan 93} = E (1)



z
dv du0

- N
dz dz
,{,j,y X@, X
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Figure 5 — Rotation d’une fibre normale selon les axes x et y mettant en évidence les relations
entre ug, vo et les angles 0,0, correspondant au mouvement du plan moyen [Wikipédia (2015a)].

Toujours sous I'hypothese de petites déformations, les tangentes des angles 6, et 0,
peuvent étre assimilées a leurs angles. Les relations précédentes deviennent ainsi :

du dv
0, = d—zo, e = —d—zo = dug =0y dz, dvg= —0, dz.

Le mouvement induit par la rotation du plan moyen est ainsi exprimé par z 6, (z,y)
selon l'axe x et par —z 6,(x,y) selon I'axe y pour le point (z,y, z) dans I’état de référence.
La relation précédente permet également d’écrire :

. 8U0 81)0

=" =5

La Fig. 4 met également en évidence le fait que les tangentes des angles 0, et 0,
représentent aussi la pente que prend le feuillet moyen. Ceci induit les relations suivantes :

0wy n g, = 20 wo Owo
ox’ T oy oy

Hy:_%> r =

tan 6, = —

Au final, si nous considérons la translation et la rotation du plan moyen, le déplacement
i de tout point de la plaque de position (x,%,2)” dans I’état de référence, s’exprime sous
la forme suivante :

U(I‘,y, Z) U0($,y) Hy(xay)
U= | v(z,y,z) = vo(z,y) + 2z —0,(z,y)
’LU(IE,y, Z) wo(m,y) 0

Nous avons ainsi les relations suivantes pour les coordonnées du déplacement # de la
plaque mince :

u(x,y,z) = UQ(I,y)+29y(1},y)
U(xﬁ% z) = ’U(](iL',y) -z Hm(:c,y) (2)
’LU($7y,Z) = wo(x,y)




4 Déformation d’une plaque mince

Soit un point X dans ’état de référence, correspondant a la plaque au repos, ayant
pour position (X1, X2, X3)T = (2,y,2)". Suite & la déformation ¢, nous avons vu que ce
point subit un déplacement @ = (u1,uz,u3)?’ = (u,v,w)?. Puis nous avons vu qu’étant
dans le cadre de petites déformations avec de petits déplacements, nous pouvons consi-
dérer le tenseur de déformation de Green-Lagrange linéarisé pour modéliser cette
déformation en fonction du déplacement. Ce tenseur est symétrique et ses composantes
écrites avec la notation de Voigt sont définies par :

duy. Ou(z,y,2)
Egm 8X1 oz
Ousz ov(z,y,z)
E‘Zy 0X2 oy
Oug ow(z,y,z)
g Egz 0X3 0z
€ = = =
1 ( Qus 8u3> 1 (dv(zy,z) | dw(zy,z)
g = Y, »Y,
€y= 2(33+32 5( 5z T oy )
g 1 (0w Ous 1 (Ou(z,y,z ow(z,y,z
ed. 1 ( Su 4 Xm) 5( @y.2) | Oulry ))
9 1 ( 0u du Ou( ov(z,y,z
€ 1 1 2 1 (Ou(z.y.2) (z,y,2)
zy 2 <8X2 T 8X1> 2 ( oy T ox

En employant les relations relatives au déplacement # établies dans I’équation (2), nous
obtenons pour le point (z,y, z) de la plaque au repos :

Oup(z,y) n Z(‘?Gy(l‘, Y)

g =
‘oz Oz Oz
9 _ 8'UO (xa y) - Zaez (xa y)
vy Ay dy
9 _ 8/UJO(‘Ta y)
zZzZ az
L (Ouo(z,y) dwo(z,y) ®
, _ L0y wow>
€ 5 ( % 0:(z,y) + 2y
1 (Oug(x,y) dwy (z, y))
g _— = (Y805 gwor, §)
1 8”0(x>y) avO(xvy) (6934(3373/) aem('rvy))]
g _ = _
Cay 2 { Oy + Ox tz Oy ox

Puis en utilisant les relations mises en évidence selon les hypothéses de Kirchhoff-Love,
nous pouvons simplifier certaines composantes de la facon suivante :

— le déplacement wy ne dépendant pas de z, nous avons €7, = 0;

Y

et avec Qwo(z,y)/0y = 0, nous avons €, = 3 (—0x(z,y) + bz(2,y)) =
( )
)

— le déplacement ug ne dépendant pas de z, nous avons €J, = %

et avec Qwg(z,y)/0x = —0,, nous avons €, = 3 (0, (z,y



Ce qui nous donne comme tenseur des déformation en notation de Voigt :

e
=
€,
eg -

g
€1z

g9
€$y

Quo(z,y) 0y(z,y)
ox tz Ox

aUO(Ia y) <_
7@@/ + z

0
Owo(x,y) N > _

1
2
! 40, (e ))—o
2 ox y\» ) | =

2

1 (01L0(x,y)

dy

ox 2 oy

N 8@0(1’,9)) Lol (59y(w,y) B 39z8(i,y))

Nous pouvons décomposer le tenseur global des déformations € pour faire apparaitre :

— le tenseur ¢,,, modélisant les déformations membranaires du plan moyen issues
des efforts de membrane qui se traduisent par une translation de la plaque dans le

plan (z,y) avec

ox
B 9vo(z,y)
- dy
1 (8u0(m,y) n dvo(x,y)
2 oy ox

)

— le tenseur €,, modélisant les déformations de flexion (ou variation de courbure)
issues des efforts de flexion qui se traduisent par une rotation de la plaque autour

des axes x,y avec

€p =

892,/(957 y)
oz
_ _ 801 (IL', y)
1 (aey(xvy) _ 891’(5679)
2 dy ox

)

— le tenseur €., modélisant les déformations de cisaillement issues des efforts de
cisaillement qui sont considérés comme négligeables dans le cadre des plaques minces

avec

-

~

Y ) _

Yy

Owop(z,y)
Owo(z, )

By - 017(xa y)



Nous avons ainsi la relation suivante entre ces tenseurs de déformation :

g
€2

g
Cyy

g
€2z

g
eyz

g
€2z

g
6J:y

Cyy
0
0
0

Exy

Ko 0
Kyy 0
0 0
_|_
0 1/2
0 1/2 7,
Ky 0

Cxy

Ry

Au final, le tenseur de déformation pour la plaque mince modélisant & la fois les
déformations membranaires (translation dans le plan (x,y)) et de flexion (rotation autour
des axes z et y) est défini de la fagon suivante :

e Cxx Kax
9| ¢ — —
=1 €, = eyy | +2 | by | =em+ze (5)
g
€y Exy Kay

donnant les relations suivantes pour ses composantes

g _ Jug(z,y) ; 00y(x,y)
e ox Ox
g _ Ovlz,y)  00:(z,y)
W dy dy
1 [ OQup(z,y) 8'00(;1;,;1/)> 1 (89y(x,y) 6%(35,3;))
g — = - _
Gy = 5 < oy N ox + 9 © dy ox

5 Tenseur de contraintes et loi de comportement

Etudions maintenant le tenseur de contraintes et son lien avec le tenseur de défor-
mation définissant la loi de comportement de la plaque mince. Rappelons que la plaque
de faible épaisseur est sollicitée uniquement dans son plan (x,y) et que la direction z est
orthogonale a la plaque. Les composantes 0,0y, 0., du tenseur de contraintes sont ainsi
nulles sur les deux faces de la plaques et par raison de continuité sont négligeables a 1’in-
térieur de la plaque. Pour la méme raison, les composantes 0.4, 04y, 0yy sont non nulles
mais peu dépendantes de z. Nous supposons également qu’elles sont constantes sur toute
I’épaisseur de la plaque.

En résumé, le tenseur de contraintes s’exprime ainsi pour la plaque mince :

- Uccac(may) O'my(xay) 0zz =0 - O'xx(xay)
o= ny($ay) Jyy(x,y) oy =0 |, 0= Uyy(%?/) (6)
Oz =0 Ozy = 0 0.,.=0 O'xy(wa y)

Si nous reprenons la formulation de la loi de Hooke en fonction de E et v, la relation

entre le tenseur de contraintes o et le tenseur de déformation € s’écrit sous la forme



matricielle suivante :

O 1—v v v 0 0 0 €xa
Oyy v 1—v v 0 0 0 Eyy
o E v v 1—v 0 0 0 €2
oy | (14+v)(1-2v) 0 0 0 1-2v 0 0 €y
Oz 0 0 0 0 1-2v 0 €xz
Oy 0 0 0 0 0 1-2v €y

Nous obtenons ainsi comme équations (en considérant o,, = 0, = 0., = 0) :

E
Opy = (1+y)(1—2y) [(1—7/) Exx+VEyy+V€ZZ]
E
T Ty L A TR
E
0z =0= (I1+v)(1-2v) [V €we + v €y + (1 —v) €] @
E
oy, =0= T €y> = €y = 0 (en accord avec résultat précédent)
E
Op, =0= T €z2 = €z, = 0 (en accord avec résultat précédent)
E E
ny = m Exy = m (1 — V) ny

— Regardons la relation issue de la composante o,. Nous avons :

)
0., = 0 = EDIET) [V €ga +V €y + (1 —v) €2]
v
= €y, = -7 (€xa + €yy)-

— Regardons la relation issue de la composante oy,. Nous avons :

E
Oy = T [V €xz + (1 — V) €y + 1 €3]

E V2

BTl R

1, (€2 + €yy)

= 12 (V €20 + €yy) -

— Regardons la relation issue de la composante o,,. Nous avons :

E
T = T o)1 o) (7Y e b Gy Y e
E V2

= (1 —=v) € + 1V €yy —

(A +0)(1 - 2v) y (Ee )

1—

= T3 (€xa + V €yy) -



Au final, nous avons la relation suivante entre le tenseur @ (avec 0, = 0y, = 0., = 0)
et € (avec €;, = €, = 0) en considérant la loi de Hooke pour la plaque mince :

Ora B 1 v 0 €xa =
oy | = T2 v 1 0 Eyy = 5=0C:¢
Oy 00 1-v )\ e

allll

En considérant le tenseur de déformation de Green-Lagrange linéarisé €9 établi dans
I’équation (5), nous obtenons comme loi de comportement pour la plaque mince :

_ Taz = =
o= oy = C:e9=C:(em+26)
Oy
8
1 1% O 6.’1).’1} ’k“/lfL ( )
= - 1/2 v 1 0 : Cyy | +2 Kyy ,
0 0 1-— Exy Ky

donnant les relations suivantes pour les composantes non nulles du tenseur de contraintes :

Oor = 75 (Cor 2 ootV ey +V 2 hy)
yy = 1,2 (V esr +V 2 Kag + €y + 2 Kyy) (9)
Oy = T (61? + 2z Ky )

Y 1+v " Y

Si nous regardons désormais la relation inversée, la formulation de la loi de Hooke
s’exprime initialement de la maniére suivante en fonction de F et v

€x 1 —v —v 0 0 0 Oz
€yy -v 1 —v 0 0 0 Oyy
€2 _ l v —v 1 0 0 0 O
€& | E 0 0 0 1+v 0 0 Oyz
€z 0 0 0 0 1+v 0 Oxz
€y 0 0 0 0 0 1+v Oy
donnant les équations suivantes (en considérant o,, = 0y, = 0., =0) :
1
€xx = E [Uxx - V(Jyy + O—zz)} = E (Umx -V Uyy)
1
Gy = g [oyy — V(0pe +022)] = ) (Oyy — V Opg)
1 -V
€2z = E (022 — V(04 + 0yy)| = f(am + oyy)
14+v
€z = —p Oy = 0 (en accord avec résultat précédent)
14+v , ..
€ry = 5 Owz = 0 (en accord avec résultat précédent)
1+v
€ry = z Oy




— Regardons la relation issue de la composante ¢,,. Nous avons :

14
€2z = _E(U$$+Uyy)

v FE
= —F 1% (€xe +V €yy + V €gp + €yy)
v

= 1.2 (14 v)(eaa + €yy)

v
= 1 (€za + €yy) (en accord avec résultat précédent)
—v

Au final, nous avons ainsi la relation suivante entre les tenseurs € (avec €,, = €,, = 0)
et o (avec 0,, = Oyz = 04y = 0) en considérant la loi de Hooke pour la place mince :

€x 1 1 —v 0 fo

Eyy = E —-v 1 0 Oyy

Exy 0 0 1+v Oy
€ % z

6 Energie de déformation d’une plaque mince

Considérons au temps ¢, une plaque mince d’épaisseur h et de surface A; pour son
plan moyen. Si nous considérons la relation (5) définissant les composantes du tenseur
de déformation €9 (avec €/ = €, + z €), 'énergie de déformation de la plaque mince est
donnée par :

1 _
w o= - (6 9) dx dy dz

h
= / /2 G:€¢9)dx dy dz
A J-L

h
2
= QAt/g €z Uxx+6yy O'yy-l-ﬁxy O';,;y) dx dydz

h
2

h
3
= 3 /A / . ((egx + 2 Kaz) Oza + (eyy + 2 Kyy) Oyy + (€xy + 2 Kay) 0zy) da dy dz
)

1 2 5 h

2 2

= §/A (em[/hamdz /hayydz /hnydZ]

t -5 -& _h
h
2

2
h
b
+ Kgg [/_hzamdz]+/€yy [/_hzayydz + Ky l/_hzaxydz]> dx dy
2 2 2

1
= 3 ; (exe Naaw + eyy Nyy + €xy Nuy + Kaw Myz + Kyy Myy + Koy Myy) do dy dz
t
1 —
= = (e%ﬁ%—el,TM) dz dy
2 Ja,
ou N = (Naz, Ny Nmy)T représente les efforts résultants de membrane (en N/m) et



2
ﬁ = / . Oyy dz
2 Oy
b [ E 1 v 0 €r E 1 v 0 Kaa
= / v 1 0 Eyy + z v 1 0 Kyy dz
h|l—p2 1—12
2| 0 0 1—v €xy 0 0 1—v Kay
Eh 1 v 0
= 1.2 v 1 0 €Em-
100 1-v
h Oxx
— 2
M = / 2 Oyy dz
—& Cuy
b E 1 v 0 [ , E 1 v 0 Kex
= / z v 1 0 €yy + z v 1 0 Kyy dz
_h 1— 12 1—v2
2 0 0 1—-v €y 0 0 1—-v Ky
E 3 ! ’ 8
= —— | v €p.
)
12 (1 —v?) 00 1—u
Au final, I’énergie de déformation est définie par la somme de I’énergie de déformation
membranaire et de I’énergie de déformation de flexion avec :
1 v 0 1 v 0
1 Eh E h?
W:§ gl 1 5 v 1 0 €m+€b 12172 v 1 0 €p dﬂ?dy
At Y\ o0 0 1-v =10 0 1-4

En utilisant le fait que pour la plaque mince, 7 = C

: €9 avec €/ = (e, + 2 €), nOUS

pouvons également définir I’énergie de déformation de la fagon suivante :

w

1

_ 1
(G:€9)dx dy dz = =
2 Jp,

2 Jp,
h

L
L

1
2

(em+ 2z &) C (em + 2 &) dx dy dz

|> ol N

SR

[N

h

/_a(06m+ 2Ce) dz + € /1 (z

2 2

34

Ay

((C:eg):eg)dwdydzzi/m/

(e%Cem+6%zCeb+zegCem+22

>

9T C 9 dr dy dz

2
h
2

e C eb) dz dy dz

Cen+22C eb) dz| dz dy.

N

M




7 Equation du mouvement d’une plaque mince

L’équation du mouvement d’un objet déformable s’écrivait de la fagon suivante (en
sz 7 T - ez
considérant que fert(t) = (fexty, featy, fext,)” incorpore la force de la gravité g) :

d*i — -
Pz P fext +div G. (10)
Rappelons que pour la plaque mince, o,y = 0y et 0, = 0y, = 0., = 0, donnant :
T = (5?0'3c Bo'y 8o'z (‘)
div o = ox T o T | T UW + Uyy
(‘)O'ZI + aU'zy + 80’ZZ 0

Au final, nous devons ainsi résoudre les équations suivantes pour définir le champ de
déplacement @ = (u(z,y, 2),v(z,y, 2), w(x,y,2))’ de la plaque mince & chaque instant ¢ :

d? 002z OO0y
pd—t;u(x,y,z) - pfextx+ o + ay
d B 0oy,  Ooyy
Pdt;”(xa%z) = pfe:vty+67+ ay
d
p a2 w(z,y,2) = p feats

En considérant I’équation (9) donnant la relation entre les composantes du tenseur de
contraintes et celles du tenseur de déformation de la plaque mince, nous avons également :

00z E 0
5 = T 7 an (€xa + 2 Kgw +V eyy + 2V Kyy)
2 2 2 2
_ _E (Pwy) 0(y)  Ouwly)  06s(z,y)
1—12 Ox? Ox? Ox Oy Ox Oy
Oogy E 0
dy T~ T+ oy CovtE )
_E Puo(z,y) | Fwley) Py(ay)  96:(z,y)
21 +v) Oy? Ox dy Oy? Ox dy
0oy E 0
or  1+v Oz (Cay + 2 Fiay)
__E Puo(z,y) | Fwolzy) Py(zy)  96:(z,y)
 2(1+v) oz Ay Ox? Oz Oy Oz
0 E
;Zy — T2 3y (V epr + 2V Ky + €yy + 2 Kyy)
2 2 2 2
_ _F , Fuwlzy) o 00y (y)  Ovo(ry)  070:(x,y)
1— 02 Ox Oy Ox Oy Oy? Oy?

Nous pouvons ensuite employer la MEF pour effectuer la résolution de ces équations.



8 Conclusion

J’ai rappelé dans ce document comment était modélisée une plaque mince sous les
hypotheses de petites déformations et petits déplacements.
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