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Résumé

Ce document présente les notions de mécanique des milieux continus nécessaires
a la compréhension du comportement des objets déformables en vue d’effectuer
leur simulation. En effet, ces notions sont souvent éparpillées dans la littérature
et les notations employées en mécanique different de celles usuellement em-
ployées par les mathématiciens et informaticiens. Je souhaitais ainsi rassembler
ces connaissances dans ce document constituant le chapitre 1 de mon HDR.
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Liste des symboles
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Tenseur de déformation de Cauchy-Green droit (appelé tenseur de dilatation)
Tenseur de déformation de Cauchy-Green gauche (appelé tenseur de dilatation)
Tenseur de déformation de Green-Lagrange

Premier coefficient de Lamé

Gradient de la déformation

Gradient du déplacement

Second coefficient de Lamé appelé module de cisaillement - unité de mesure : le
Pascal (Pa)

Coefficient de Poisson du matériau - sans unité

Etat déformé qui correspond a I’état courant au temps ¢

Etat de référence qui correspond a 1’état non-déformé au temps tg
Forces de contacts ou de tractions appliquées sur 1'objet

Base de fonctions connues indépendantes (dans le cadre de la MEF)
Déformation pour passer de I'état de référence a I’état déformé
Masse volumique de I'objet

Tenseur de déformation

Tenseur de contraintes de Cauchy dont les composantes sont homogenes a une
pression - unité de mesure : le Pascal (Pa) ou N.m~2

Vecteur des parametres de 'approximation de l'interpolation (cadre de la MEF)
Position initiale d’un point matériel de I'objet - unité de mesure : le meétre (m)
Position courante au temps ¢ d’un point matériel de I'objet

Accélération de I’objet - unité de mesure : m.s~2

Forces appliquées sur 'objet - unité de mesure : le Newton (N)
Force de la gravité

Normale a la surface

Déplacement d’un point matériel de ’objet

Vitesse de I'objet - unité de mesure : m.s~!
Dimension de 'objet (d = 3 en 3 dimensions)
Elément de surface

Volume élémentaire & l'instant g

Volume élémentaire au cours du mouvement

Module de Young du matériau - unité de mesure : le Pascal (Pa)

I.,, 1., Invariants du tenseur de déformation



Raideur d’un ressort - unité de mesure : N.m~! ou Pa.m

Masse de I'objet - unité de mesure : le kilogramme (Kg)

Temps - unité de mesure : la seconde (s)

Travail d’une force (énergie fournie par la force) - unité de mesure : le Joule (J)
Energie de déformation - unité de mesure : le Joule (J).

Densité d’énergie élastique - unité de mesure : J.m =3



1 Introduction

Les personnes travaillant dans le domaine de ’animation par modeéles physiques ont
déja lu a maintes reprises des chapitres de manuscrits de theése présentant les notions de
mécaniques nécessaires a la modélisation du comportement des objets déformables.

Je peux citer ceux de Aurélien Deram (2012), Mathieu Bailet (2014) et Vincent Ma-
jorezyk (2015). 1 existe également de nombreuses références académiques sur le domaine
de la Mécanique des Milieux Continus. Parmi ceux qui m’ont le plus aidée & comprendre
ces notions, je peux citer le livre de Coirier and Nadot-Martin (2013) et celui de Belytschko
et al. (2000), et comme supports d’enseignement ceux de Christian Olagnon (2010), de Ni-
colas Moés (2011), de Samuel Forest et al. (2010), de Helmut Klocker (2003) et de Sifakis
and Barbic (2012), ou encore ceux de Hervé Oudin (2008) et Yves Debard Debard (2011)
sur la méthode des éléments finis.

En voici encore un... En effet, un de mes souhaits en rédigeant mon Habilitation a
Diriger les Recherches (ce document constituant son premier chapitre), était de mettre
par écrit les notions acquises au cours de plusieurs années de recherche. N’ayant en effet
jamais trouvé de support présentant I’ensemble de ces notions, je souhaitais les regrouper
en espérant que cela puisse aider les chercheurs qui débutent dans ce domaine. Je présente
ainsi ici les notions théoriques de mécaniques nécessaires a la modélisation et la simulation
physique d’objets déformables.

Organisation de ce chapitre : Ce document s’articule de la facon suivante.

— La section 2 présente la dynamique newtonienne avec le rappel du principe fonda-
mental de la dynamique. Nous aborderons ensuite la notion de contraintes appliquées
sur I'objet en définissant dans la section 3 le vecteur de tractions en fonction du ten-
seur de contraintes du matériau. Ces notions permettront de définir dans la section 4,
I’équation régissant le mouvement de I'objet.

— La section 5 se focalisera ensuite sur le cas des objets élastiques. Nous définirons les
notions de déformation et de déplacement. Nous verrons notamment que le gradient
mathématique de ces grandeurs physiques permet d’obtenir des indications sur la
variation de ces grandeurs dans toutes les directions de ’espace. Nous verrons ensuite
des tenseurs de déformations plus complexes.

— Dans la section 6, nous verrons ensuite que la loi de comportement d’un matériau
permet de relier les contraintes appliquées sur 'objet a la déformation subie par
celui-ci. Quelques exemples seront donnés pour illustrer le cas de 1’élasticité isotrope.

— Dans la section 7, nous aborderons le calcul de ’énergie de déformation élastique.

— Dans la section 8, nous reviendrons sur ’équation a résoudre pour définir le mouve-
ment de 'objet au cours du temps. Puis, dans la section 9, nous verrons comment
est établie la formulation discréte du probléme initial.

— Enfin, nous présenterons dans la section 10, la méthode des éléments finis (MEF)
classiquement utilisée pour la résolution du systeme discret.



2 Cadre de la dynamique newtonienne

Nous cherchons a reproduire le mouvement d’un objet en calculant I’évolution de sa
position au cours du temps. Pour cela, le temps qui est une grandeur continue doit étre dis-
crétisé en différents instants ¢. Soit h le pas de temps de cette discrétisation. Ainsi, si nous
considérons que tg est le temps initial de la simulation, le temps suivant est t; = ty + h,
puis le temps encore suivant est to = t; + h =ty + 2 h, etc.

Pour calculer la position d’un objet, nous nous appuyons sur la mécanique newtonienne
basée sur les lois de Newton qui sont toujours vraies et qui s’appliquent a tout élément
solide. La premiere loi de Newton dit que le mouvement d’un objet est provoqué par les
forces qui lui sont appliquées. La seconde loi de Newton, plus connue sous le nom de
"Principe Fondamental de la Dynamique", dit que la somme des forces qui sont exercées
sur un objet est égale a la masse de I'objet multipliée par son accélération. Si nous nous
placons dans ’espace 3D, cette seconde loi se formule de la maniere suivante :

F(t) = m a(t) (1)

avec m la masse (en Kg) de l'objet qui n’évolue pas dans le temps, ?(t) € R3 le vecteur
des forces (en N) appliquées sur l'objet & Iinstant ¢, @(t) € R3 le vecteur correspondant
A son accélération (en ms~2) a l'instant . Le vecteur des forces et de I'accélération sont
définis & chaque instant t car ils évoluent au cours du temps. Ainsi, connaissant les forces
qui sont appliquées sur un objet, nous en déduisons le vecteur accélération de cet objet,
la masse étant un parametre connu de la simulation. Soit :

. F(t)

at) = -

A partir de 1a, il suffit d’intégrer par rapport au temps le vecteur accélération pour

obtenir le vecteur vitesse de 'objet, puisque 'accélération est la dérivée par rapport au
temps de la vitesse. Soit :

d
(t) = / at) dt avec a(t) = La(t).
t dt
De la méme fagon, une fois que nous avons le vecteur vitesse, il suffit de l'intégrer
par rapport au temps pour obtenir le vecteur position de 1’objet, puisque la vitesse est la
dérivée par rapport au temps de la position. Soit :

#(t) = / 3(t) dt avee #(t) = LF(1).
t dt

Comme ces intégrales n’ont que tres rarement des solutions analytiques, un schéma
d’intégration numérique doit généralement étre utilisé pour calculer les vecteurs vitesse et
position en calculant une approximation des intégrales des vecteurs accélération et vitesse.
Le choix du schéma d’intégration employé nécessite alors un compromis entre la précision
de son résultat (en choisissant une approximation ayant une erreur plus ou moins grande)
et le temps de calcul nécessaire a ’emploi de ce schéma d’intégration numérique.

En animation physique, les schémas d’intégration numérique qui sont privilégiés sont
le schéma d’Euler semi-implicite (nécessitant des petits pas de temps pour ne pas faire
une erreur trop importante) et le schéma d’Euler implicite (Baraff and Witkin (1998))



(dit inconditionnellement stable, ¢’est-a-dire donnant une approximation numérique ayant
la méme erreur quelque soit le pas de temps, mais nécessitant la résolution d’un systéme
linéaire, c’est-a-dire beaucoup plus de calculs que la premiere méthode). Pour le schéma
d’Euler semi-implicite, les calculs sont trés simples avec :

{ Gt+h) = Tt)+hak)
Z(t+h) = Z(t)+hdt+h)

Au final, la boucle de simulation, c’est-a-dire I’enchainement des calculs permettant
I’obtention de la position d’un objet a chaque instant ¢, est décrite par les étapes suivantes :

1. Calcul de 'ensemble des forces F' (t) qui sont exercées sur 'objet.
2. Calcul de Paccélération @(t) de objet en divisant les forces F(¢) par la masse m.

3. Calcul des nouvelles vitesse ¥(t + h) et position Z(¢t + h) de I'objet par intégration
numérique des vecteurs accélération et vitesse précédents.

4. Affichage de l'objet a I’écran en fonction de la nouvelle position Z(t + h).

5. Puis itération en reprenant ’étape 1 pour obtenir les nouvelles forces F (t+h).

A noter que nous considérerons ici ’analyse du mouvement d’objets déformables, c¢’est-
a~dire qu’a la différence des objets rigides, la distance entre deux points quelconques de
I’objet peut varier au cours du temps. Ce changement est fonction du matériau considéré.
En effet, les mémes efforts appliqués sur des objets de méme géométrie mais de matériaux
différents (par exemple caoutchouc et acier) ne conduisent pas a la méme déformation
(c’est-a~dire au méme changement dans la forme des objets). Nous aurons ainsi besoin
de définir des relations (appelées lois de comportement) permettant de relier les efforts
appliqués a la déformation induite et ceci en fonction du matériau considéré.

L’enjeu de la simulation physique d’objets déformables réside ensuite dans le calcul des
forces appliquées sur 1'objet simulé. Ces forces sont dites externes quand elles sont relatives
aux forces extérieures appliquées sur 1'objet (comme la gravité ou des forces de contacts
issues de linteraction avec un autre objet). Ces forces sont dites internes quand elles
sont relatives au modele physique employé pour modéliser le comportement physique de
I’objet. Cette modélisation physique de I'objet est usuellement basée sur sa décomposition
en éléments. Le modele physique permet ensuite de déterminer les interactions qu’il y
a entre ces éléments, c’est-a-dire de calculer les forces entre ces éléments. Ce calcul est
alors plus ou moins complexe et gourmand en temps d’exécution, selon le modele physique
employé ainsi que la décomposition adoptée en un plus ou moins grand nombre d’éléments.

Loi fondamentale de la dynamique. FEn Mécanique des Milieux Continus, nous appli-
quons le principe fondamental de la dynamique & tout élément de volume. Nous définissons
ainsi un volume élémentaire dV centré autour de la position géométrique X € R? & un
instant donné ¢y dans un espace affine euclidien. Nous considérons ensuite que toutes les
particules constituant le matériau qui sont présentes a l'instant ¢y dans le volume élémen-
taire dV restent dans le méme volume dv au cours du mouvement de 1’objet. Le centre
de gravité x(t) € R3 de I’élément de volume dv caractérisera alors la position du point
matériel aux instants ¢ ultérieurs. Le volume élémentaire dV doit étre représentatif du
matériau et doit rester suffisamment petit devant les dimensions de ’objet étudié.



Soit D; le domaine du matériau considéré a linstant ¢ et 9D, sa surface. Le volume
de l'objet est alors défini par V = [ p, dv. Ensuite, si nous supposons que la mesure masse
est continue par rapport au volume de 'objet ayant une vitesse #(t) € R® a I'instant ¢ et
en notant p = m/V la masse volumique de 'objet (soit m = p V'), nous pouvons écrire :

m d(t) =m %U(t) =pV %ﬁ(t) = C(;t/Dt p U(t) dv.
Le principe fondamental de la dynamique peut alors s’écrire de la fagon suivante :
4 p U(t) dv = pﬂdv—k/ T ds (2)
dt Jp, Dy D,
avec fzz € R3 les forces extérieures volumiques appliquées sur I’objet et ? € R? les forces
appliquées sur la surface de 1'objet. Ces forces de contacts ou tractions appliquées a la
surface correspondent & celles qui sont notamment appliquées sur I'objet pour effectuer
des tests de poussée ou de cisaillement. Au final, I’enjeu réside dans le calcul de I’ensemble
des forces appliquées sur 'objet dont la réaction va dépendre du matériau de 1'objet. Il
est important de noter que feut cor@;)ond a des forces volumiques qui s’exercent sur la
totalité de l'objet c’est-a-dire que fe,; est un vecteur de densité de force par unité de
volume, tandis que correspond aux forces appliquées sur le bord externe de I'objet
c’est-a-dire que ? correspond a des forces appliquées par unité de surface.

Force de gravité. Comme force volumique considérons ’exemple classique de la densité
des forces volumiques exercées par la gravité sur un milieu continu. Soit ||g]| = 9,81 ms~2
la constante de gravité. La force de gravité appliquée sur I'objet est alors définie par :

pgdv=pVg=mg.
Dy

Conservation de la masse. Il y a un certains nombres d’équations de bilan a respecter
lors d’un mouvement dans un milieu continu. La masse de tout domaine matériel reste
notamment constante pendant le mouvement de ce domaine induisant :

d d
dtm—dt/Dtpdv—O.

En utilisant les formules de la dérivée particulaire d’une intégrale de volume, nous
obtenons !+ 2 :

0 0
/Dt<atp+div(p17))dv—0 ou /Dt<atp+pdiv6>dv—0.
Nous pouvons alors en déduire les formes locales de la conservation de la masse :

0 . L 0 L
&p+dw(pv)—0 et 8tp—l—,oalwv—O.

1. La dérivée particulaire du volume élémentaire dv est égale & < (dv) = div(¥) dv. Toutes les explica-
tions se trouvent dans Coirier and Nadot-Martin (2013) et Moés (2011).
2. Pour rappel, soit @ un vecteur de composantes (u1,uz,us3), div @ = % + 86% + % (un scalaire).



3 Vecteur de traction et tenseur des contraintes

Concentrons nous maintenant sur les contraintes appliquées sur le bord externe de
lobjet. Elles sont caractérisées en un point de I'objet par un vecteur de contraintes (ou
vecteur de tractions) qui est défini pour une unité de surface ds autour de ce point par

3
?:gﬁ, T;,:ZU'L]”] (3)
j=1

avec 7 € R3 la normale & I’élément de surface ds et & le tenseur de contrainte de
Cauchy (représenté dans une certaine base) qui est d’ordre 23.

Le tenseur & décrit I’état de contrainte en tout point de ’objet et dans toutes les direc-
tions. Ses composantes sont homogenes a une pression (en Pa) puisqu’elles correspondent
a une force exercée sur une unité de surface autour d’un point (N.m~2). Ce tenseur est
symétrique avec o = 7 oo 0;j = 0ji. Les termes diagonaux du tenseur de contrainte
correspondent a des tractions et les termes non diagonaux & du cisaillement. Notons que
ces composantes ont des valeurs positives dans le cas de la traction, c’est-a-dire quand
nous tirons sur 'objet. Au final, ce tenseur est de la forme :

Oxx Oxy Ozz 011 012 013
o = Oyz Oyy Oyz = 091 092 093 . (4)
Ozx Ozy Ozz 031 032 033

Ainsi par symétrie seulement 6 composantes sont nécessaires a sa définition. Nous
pouvons alors employer la notation de Voigt 4 consistant & créer un vecteur a partir de la
matrice symétrique en supprimant ses doublons :

Ozx 011
Oyy 022
5 — Ozz _ 033 (5)
Oyz 023
Ozz 013
Ozxy 012

La Fig. 1 illustre la signification de ces composantes.

— La composante 012 (ou ogy) correspond a la composante du tenseur & en considé-
rant la composante dans la direction de z2 (ou y) de la contrainte appliquée a la face
perpendiculaire a la direction z; (ou z).

— Les composantes d’une ligne ou d’une colonne représentent les composantes du
vecteur de contraintes s’exercant sur une face perpendiculaire a un des axes. Par
exemple, les composantes de la premiéere ligne (011, 012,013) sont celles du vecteur
de contrainte s’exercant sur la facette perpendiculaire a la direction x; (ou x).

3. Noter que le nombre de barres mises sur le tenseur indique ’ordre du tenseur.
4. Pour retenir cette notation, nous mettons tout d’abord les éléments diagonaux dans l’ordre des
indices, puis les éléments non diagonaux. Pour ces derniers en R3, & la place i + 3 il n’y a pas d’indice 1.



Figure 1 — Tenseur de contrainte pour un élément 3D de matiére [Wikipédia (2016)].

Pour définir ’ensemble des tractions appliquées sur un élément de matiere, il faut ainsi
considérer les contraintes appliquées sur chacune de ses faces et dans chaque direction.
Considérons par exemple, la face perpendiculaire a la direction  d’un élément de matiere
de volume dv = dx dy dz et regardons ce qui se passe dans cette direction uniquement.
La surface de cette face est définie par ds = dy dz. Si nous appliquons une force dans
la direction x, nous devons considérer ce qui se passe sur la face positionnée en x, mais
également la traction induite sur la face positionnée en (z—dx), ¢’est-a-dire que nous allons
considérer la composante 011 (ou 0,,) en deux points de 'espace (z,vy, 2) et (v — dz,y, 2).
En considérant le repere local (e_f, e_2>, e—3>) de I’élément de matiere, nous avons alors comme
traction appliquée a la surface ds :

? ds = o11(x,y,2) dy dz el — o11(x —dz,y, z) dy dz e
- (Ull(x7ya Z) - 011(1' —dx,y, Z)) dy dz €_1>
= 9 ey ae
ox

Ainsi en considérant toutes les directions pour cette face perpendiculaire a la direction
x, nous obtenons comme traction :

Tas = 290 gpar 1 992 gy 918 4 o
Ox oy 0z

Si nous considérons maintenant toutes les faces de notre élément de matiere, ’ensemble
des forces de traction qui lui sont appliquées peut alors s’exprimer comme la somme entre
les forces appliquées sur la face perpendiculaire a la direction z, les forces appliquées sur
la face perpendiculaire a la direction y, et celles appliquées a la face perpendiculaire a la

direction z. Nous avons ainsi® :
0 0 0
?ds — ﬂdve_f—i-ﬂdve_g—l—ﬂdve_g

Oy Oy 0,
15) 15)

+ ﬂdve_f%—&dve_%—{—ﬁdve_g

+ ﬂdva+ﬂdvg+ﬁdv¥
Oy Oy 0,
— _

= div o dv.

5. Petit rappel d’analyse vectorielle : si nous considérons A un tenseur d’ordre 2,
— 0A 0A 0A 0A 0A 0A 0A 0A 0A
( u o, 94z, 13) —>+( 21 2 23) —>+< 1, Ods2 33) .

div A = ox dy 0z “ or + Oy 0z = ox dy 0z




Nous avons alors défini la somme des tractions appliquées sur un élément en fonction du
tenseur de contrainte et du volume de ’élément considéré. A noter que si nous considérons
le cas particulier illustré par la Fig. 2, ou la méme force de pression est appliquée sur
chacune des faces de notre élément et que ces forces sont perpendiculaires aux faces (c’est-
a-dire que nous n’avons pas de cisaillement), le tenseur de contrainte se résume a :

-P

(e

P> | P
. fof
P

Figure 2 — Pression homogéne appliquée sur un élément de matiére.

P 0 0 o 0 0
=l 0 -P 0 |=|0 o0 0 |. (7)
0o 0 -P 0 0 o

Dans ce cas particulier, nous avons alors % :

—_ 0 0 0 —
divo = er_f—l—ﬂe_g—l— er_:)z:gmdao:VJo. (8)
Oy Dy 0,

4 Identification de ’équation a résoudre

En nous replagant dans le cas général et en considérant un élément de volume dv situé
au bord externe de l'objet (c’est-a-dire soumis aux forces de tractions), '’équation (2) peut
s’écrire de la facon suivante pour cet élément de volume :

d _
p dv ﬁﬁ(t):pjgdv—i—dz—')vﬁdv.

—
Apres simplification par le volume dv et en supposant que le vecteur f.,; est connu
(constituant les données du probléme), nous obtenons pour cet élément de volume :

d — = _
P %’(_)’(t) =P fezt + div o. (9)

Ainsi si cet élément de volume n’est soumis qu’a la force volumique de la gravité,
I’équation suivante régit le mouvement de I'objet :

Qll

d Lo
p av(t) =pg+div (10)
Le mouvement est ainsi décrit par une équation vectorielle qui s’ajoute a 1’équation
scalaire de conservation de la masse, soit un total de 3 + 1 = 4 équations. Les inconnues

—
6. Autre rappel d’analyse vectorielle : pour une fonction f, grad f =V f = of e+ or e+ of

Ox Oy 2z




du probléeme sont la masse volumique p (le volume de I'objet peut changer au cours du
mouvement si nous ne considérons pas un objet incompressible), le vecteur vitesse U et le
tenseur de contraintes . Nous avons ainsi un total de 1+ 3+ 6 = 10 inconnues. Il manque
donc 6 équations pour résoudre le probleme. Pour les obtenir, il faut relier le vecteur vi-
tesse ¥ au tenseur des contraintes @ pour chaque point matériel.

De maniere plus générale, il faut réussir a faire le lien entre les contraintes modélisées
par le tenseur @ en chaque point matériel X (représenté par un élément de volume élé-
mentaire) et la transformation ¢(X,¢). Nous verrons que c’est la loi de comportement qui
permettra de faire ce lien, sachant qu’elle est définie pour un matériau donné (c’est-a-dire
qu’il n’existe pas de loi de comportement universelle).

5 Cas des objets élastiques : déformation et déplacement

Nous analysons le cas particulier des objets élastiques qui sont caractérisés par le fait
qu’ils retournent a leur forme initiale une fois que nous reldchons la contrainte. Pour
caractériser la déformation d’un objet élastique, nous allons considérer que cet objet est
composé d'un ensemble de points et nous allons observer la différence de déplacement
entre un point de 'objet et un autre point. En effet, imaginez dans votre main un objet
déformable (une éponge par exemple). Vous la déplacez sans lui appliquer de contrainte
sur ces points (une simple translation). Cet objet n’est pas déformé. Maintenant si vous
appuyez dessus, vous appliquez une contrainte qui crée une déformation de I'objet. Cette
déformation est caractérisée par le fait que les points de deux bords de l'objet se sont
rapprochés. Il y a donc eu une différence de déplacement entre des points de l’objet.
Ensuite, cet état déformé est maintenu tant que vous ne relachez pas la pression que vous
appliquez sur cet objet. Vous pouvez déplacez cet objet en maintenant cet état déformé
en effectuant une simple translation. Par contre, si vous relachez cette pression, 'objet
revient & son état initial (dans notre cas uniquement soumis a la force de gravité).

Lien entre déformation et déplacement de 1’objet. Nous considérons l’objet au
travers de deux états (ou configurations) : I’état de référence noté Q (qui correspond
a 1’état non-déformé au temps ¢y ou configuration initiale), et un état déformé noté €,
(qui correspond a ’état courant au temps t). La déformation est une relation entre deux
configurations. Nous nous intéressons ainsi a la déformation ¢ permettant de passer de
I’état de référence de I'objet a son état déformé. Elle permet ainsi de passer de la posi-
tion initiale X € R% d’un point matériel de I'objet de dimension d & sa position courante
x € R? au temps t avec x = ¢(X, t). La position X est prise dans ’état de référence et est
constante dans le temps. Tandis que la position x est prise dans ’état déformé et évolue
dans le temps. Cette transformation est réversible dans le cas des objets élastiques avec
X = ¢~ (x,t). En effet, ¢(X,t) est alors bijective et de classe C*.

Pour décrire le mouvement, nous pouvons choisir soit le couple (x,t) appelé variables
d’Euler, soit le couple (X,t) appelé variables de Lagrange. La connaissance de la trans-
formation ¢ ou de son inverse ¢! définit alors complétement le mouvement. La Fig. 3
illustre ces notations en considérant d = 3.



Intéressons nous également au déplacement des points entre 1’état de référence
et I’état déformé. Ce déplacement est défini par @ = x — X pour un point donné de
I'objet. Dans ’espace 3D, nous avons ainsi u; = x;—X; (pour ¢ = 1,2, 3) en considérant une
position courante x = (x1,z2,23)” et une position initiale X = (X1, Xo, X3)”. Nous avons
ainsi ¢(X,t) = x = X+ @ comme relation directe entre la déformation et le déplacement.

déformation ¢

Q \ / ' ~\\\‘
; p Q
+ o+ I

X = (X1,X2,X3) | [ x=(x1,x2,%3)
Etat de référence Etat déformé a l'instant t

Figure 3 — Illustration de la déformation ¢ entre I’état de référence )y et I’état déformé €);.

Exemple’. Pour illustrer ces notions, considérons un domaine 2D qui se déforme au
cours du temps. La configuration de référence (carré) et celle déformée a linstant ¢ = 1
(parallélogramme) sont présentées sur la figure ci-dessous.

XAX

2 2

(2,2) 4,2)

(-1,1) (1,1)

I I I I I »
I I I I I gl
X

o
E=6¢"C) X, %,

(-1,-1) (1,-1)

La transformation x = ¢(X, t) qui permet de passer de la position initiale X = (X1, X2)7
(prise dans 'état de référence) & la position courante x = (x1,72)” (prise dans I’état
déformé a l'instant t), s’écrit

1(18t + 4X1 + 6tX>)
(11)
1(14t + (44 2t) X5)

rT =
ro =

Les coordonnées spatiales (ou position courante) sont ainsi définies en fonction des
coordonnées matérielles (ou position initiale) et du temps ¢.

Pour ¢ = 0, nous avons bien 1 = X et x9 = Xo.

7. Cet exemple est issu du cours de Mécanique des Milieux Continus de Nicolas Moés (2011).



Par ailleurs, nous pouvons observer que le point X = (0,0)7 pris dans 1’état de référence
est transformé pour ¢t = 1 en x = (4.5,3.5)7 dans I'état déformé.

Le déplacement est défini dans cet exemple par
up = a1 — X1 = 1(18t + 6t Xy)
(12)
Uy = To9g— Xo= %(14t + 2t Xg)

Gradient des grandeurs physiques. Le gradient d’une quantité donne la facon dont
cette quantité varie dans l'espace dans toutes les directions. Le gradient du déplace-

ment est défini par U = grad @ = Vi = 9i/0X € R% x R%. 1l va ainsi nous donner
une indication sur la facon dont le déplacement entre des points de l'objet varie dans
I’espace dans toutes les directions. Nous allons le relier au gradient de la déformation
qui est défini par F = Vo(X,t) = 9¢(X,t)/0X = 0x/0X € R? x R? mesurant pour
chaque direction de I’espace la variation du point x par rapport a la variation subie par le
point X. ' représente ainsi la jacobienne du mouvement défini par la déformation ¢. Dans
'espace 3D, nous avons Fj; = O0x;/0X; pour i,j = 1,2,3. et les composantes sont sans
dimension correspondant a la dérivée d’une distance par rapport aux directions de I’espace.

Quelques exemples simples de champs de déformation®.

— Dans le cas ol un objet subit une translation de vecteur w entre ’état de référence
et ’état déformé, nous avons :

x=¢X,t)=X+w ; F=0¢X,t)/0X =1.

— Dans le cas ou un objet subit un changement d’échelle d’un facteur v entre 1’état
de référence et 1’état déformé, nous avons :

x=¢X,t)=7X ; F=0¢(X,t)/0X =~1.

— Dans le cas ot un objet 2D subit un changement d’échelle d’un facteur 0.7 le long
de I’axe horizontal et d’'un facteur 2 dans le sens vertical, nous avons :

X_<§;>—¢<x,t>—¢<§;>—<%7§§) ;

8:171 8121

Fo G 6o :(0.7 0>
81‘2 81‘2 0 2 ’
0X1 90X,

Autrement dit IF mesure dans les trois directions de I’espace, les variations de longueurs
de I'objet entre I'état déformé et I'état de référence. Pour cela, nous observons la déforma-
tion entre deux points infiniment proches se trouvant initialement & proximité du point X.
Cette déformation est donc caractérisée en comparant le vecteur dx entre ces deux points
pris dans I’état déformé par rapport au vecteur dX entre ces deux points pris dans leur

8. Ces exemples sont issus du cours de Sifakis and Barbic (2012).
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configuration initiale avec F = dx/ d;)(2 . D’un point de vue physique, dg)(2 donne la direction
d’une ligne tracée sur {2y passant par X qui se transforme dans la configuration actuelle
; en une courbe dont la tangente au point x est dX.

Suite de I’exemple. Dans notre cas le gradient du déplacement (12) est défini par

8'&1 Bul
| oxh 0Xy | 1|0 3t
0= Ouz 8’&2 o 2 [ 0 t 1 ) <13)
0X1 0Xy

Le gradient de la déformation donnée par la relation (11) est défini par

89:1 83?1

p_ | 90X 09Xz :1[2 3t ]
0xo 0xo 210 2+¢ |°
X, 0Xy

Dans cet exemple, le gradient de la déformation F est dit uniforme car il ne dépend
pas de la position initiale (X1, X2). Mais dans le cas général, il est courant que celui-ci
dépende a la fois de la position initiale et du temps.

— —
Les vecteurs Ej et Fy placés initialement selon les axes (X7, X2) sont transformés a
= — —
I'instant t =1 en F - E) et F - Ey (en considérant la relation doz =T - dxX ) avec

— 1|2 3 1 1 — 1|2 3 0 1.5
2323 (1) [ ar a3 3 (1) 2] o

—>
Ainsi, le vecteur F; initialement parallele a I'axe 1 reste parallele & cet axe et ne change
pas de taille. Par contre, le vecteur Es initialement parallele a ’axe 2 tourne de 45
degrés et voit sa taille multipliée par 3/v/2.

Si nous considérons au temps ¢ = 1, les vecteurs e} (parallele a axe 1) et e (parallele a
’axe 2), nous pouvons retrouver leurs orientations dans ’état de référence (en considérant

_>
la relation dX = F~! . dz) avec |
—1 _

24t 0 2

2+t—%]

nous donnant comme relations

it Sl )

Nous pouvons également étudier la variation relative d’un volume dV de type paral-
1élépipede formé par les trois vecteurs ale,ng,ng._> Apres ﬁormation, ce volume se
transforme en dv qui est formé par les trois vecteurs dx1, dzxo, dz3. Nous avons alors :

— —  — — — —
dv B dzxy - (d.’L’Q A dxg) (F . dX1> . ((F . dXQ) A (F . dX3>)

AV X (X AdXs) dX, - (dX3 A dX3)




dv  det(F) (Cl71> : (617; A d7>3))

e — —

av dX - (dX5 A dX3)
avec J = det(IF) le jacobien de la transformation ¢ (c’est-a-dire le déterminant du gradient
de la déformation ¢ défini par F). A noter que selon la conservation de la masse, nous avons

la relation dm = p dv = pg dV donnant dv/dV = pg/p. Ce qui ameéne au final pg = J p
avec po la masse volumique de ’élément de volume dV sur la configuration de référence €.

= det(F) = J

Il est également intéressant de relier le gradient de déplacement au gradient de dé-
formation. Partons soit de la définition de la déformation ou soit de la définition du
déplacement :

_ox _0¢(X.t) _ _ ’
= VX+Vu
— 14U
ou .
= Vé(X,t) - VX
= F-1

Nous avons ainsi comme relations F = 1 + U ou U = F — 1 qui se notent ainsi dans
I’espace 3D pour ¢,57 =1,2,3 :

ox; Ou;
8Xj i i i 8X] i i
P 1 si i=j
avec 0;; le symbole de Kronecker défini par d;; = 0 si Q]

Suite de I’exemple. Nous retrouvons bien ces relations dans notre exemple avec

1 0] 1[0 3t 9 3t
I“rU_[o 1]+2[0 t]_2[0 24t

1 1 0 10 3t
_lo 1]‘2[0 t]_U

—_

=T.

2 3t
0 2+¢

F-1= 3 [

Dans certains cas, la définition de [F basée sur ’observation de la variation du vecteur
défini entre deux points, ne permet pas de représenter exactement 1’état de déformation.
En effet, alors que nous traitons un solide indéformable, nous pouvons obtenir un gradient
F différent de l'identité pour certains déplacements. Ce cas arrive notamment dans le
cadre d’une rotation autour d’'un axe. C’est pourquoi, des tenseurs plus complexes sont
employés pour décrire de maniere plus précise la déformation et ainsi obtenir une relation
plus précise entre la déformation et le déplacement.

Tenseur de déformation. Pour quantifier la déformation, nous allons définir un tenseur
de déformation. Ce tenseur noté € est sans dimension puisque la déformation n’a pas
d’unité. C’est un tenseur symétrique (avec €;; = €;;) d’ordre 2 qui est donc diagonalisable
dans une base orthonormée. Les valeurs propres sont alors appelées directions principales



de déformation. De la méme fagon que pour le tenseur de contrainte, ce tenseur possede 9
composantes dans I'espace 3D réduit par symétrie a 6 composants pour le définir avec :

€xx €11
Eyy €22
€xx €Exy CExz €11 €12 €13 p €33
= 2z
€= € €y € | = | e e e [=] =1 . . (16)
Yz 23
€zx €Ezy €zz €31 €32 €33
€xz €13
Exy €12

Le tenseur de déformation doit étre nul pour un mouvement de corps rigide (puisqu’il
n’y a pas de variation entre deux points de 'objet lors de son mouvement) et en F = 1
(c’est-a-dire dans la configuration initiale). Nous allons voir dans la suite les mesures de
déformation les plus utilisées dans notre domaine.

Le tenseur de déformation de Cauchy-Green droit se calcule & partir du carré
du vecteur dx avec? :
(d2)? = di-de=(F-dX)-(F-dX)

= (IFTIF-CR)-d_)f

dX - (FTF - dX)

Le tenseur de Cauchy-Green droit est défini par €4 = FTF. Nous obtenons ainsi bien
€ = 1 quand il n’y a pas de variation de distance, car celle-ci n’est plus influencée par la
rotation. Il définit une métrique sur la configuration de référence 2y a partir de la métrique
canonique sur la configuration actuelle §2;.

Suite de ’exemple. Pour ¢t = 1, le tenseur de Cauchy-Green droit est défini dans notre

cas par
12 0] 12 3 1[2 3
cd _ mlm . — . = —
¢ _FF_2[3 3] 2[0 3] 2[3 9]‘

Le tenseur de déformation de Cauchy-Green gauche se calcule de la méme fagon
a partir du carré du vecteur cﬁz avec 10
(dX)? = dX-dX = (F' dz)- (F' - dz)
= (FEYH'Fdr)-de

= dr- (BT F - dr)
-dx)

— CZ—J}> X ((FT)_l F_l

— dz-(FFD)'.dz
Le tenseur de Cauchy-Green gauche est ainsi défini par €9 = FFT. II définit une
métrique sur la configuration actuelle €2; a partir de la métrique canonique initiale sur €.
Les tenseurs de Cauchy-Green €9 et ¢! sont des tenseurs symétriques ((¢%9)T = €% et
()T = ¢d) définis positifs et sont appelés tenseurs des dilatations car ils permettent de

1

mesurer l’allongement de la ligne cﬁz . Par contre, il faut bien noter que €9 # ()T,

9. A noter que nous avons utilisé la formule ¥ - A @ = AT# - @ de algebre tensorielle avec @, ¥ des

vecteurs et A un tenseur d’ordre 2, en considérant dans notre cas ¥ =F-dX, A=Fet @ =d
10. Petits rappels d’algebre linéaire : (A™1)T = (AT)"! et B™'A™! = (AB)™'.



Le tenseur de déformation de Green-Lagrange est calculé a partir de la différence
entre les carrés de la configuration initiale et de la configuration déformée avec :

(dz)’ — (AX)? = dX - (¢ dX) - (dX - dX)
— X (e X — dX)
— dX (- 1)-dX
- zﬁ.(%(ecd—n)-ﬁ)

%(eCd —1) = %(FTIF — 1) donnant la

(@ - @y =ax o X

A noter qu’il est ainsi bien nul pour F = 1l c¢’est-a-dire dans la configuration initiale. Si

Le tenseur de Green-Lagrange est défini par ¢/ =
relation

nous décomposons les vecteurs dX et dx selon leurs normales et orientations, nous avons
dX = dL N et dr = dl 77 avec dL et dl les normes des vecteurs considérés, N et 71 leurs
vecteurs élémentaires. Nous obtenons ainsi :

1 — — — —
5[(dlﬁ-dlﬁ)—(dLN~dLN)] = dLN-¢9-dL N
1 — —
:>§[dl2—dL2} — dLN-¢-dL N
1d2 — dL? . .
e Y = NN
T3 ar? ‘

Si nous considérons le vecteur N selon la direction x dans le repére initial, nous avons

1 de _ dL2 6?1 6!1]2 6?3 1

——F =11 0 0 } e &, 0| =é,.

9 dI2 [ 31 32 33 11
€31 €32 €33 0

De méme nous obtenons selon les deux autres directions

g g g
€ € € 0
1 dlZ _ dL2 11 12 13
_ g9 g9 g _ .9
g g9 g 0
| €31 €32 €33 | [V |
g g g
€ € € 0
1 dl2 _ dL2 11 12 13
57 = |: 0 0 1 :| Ggl 6‘32 633 0 = 6‘33.
g g9 g 1
| €31 €32 €33 | [ 1 |

Les éléments diagonaux du tenseur de déformation de Green-Lagrange donnent ainsi les
changements relatifs de longueur des vecteurs élémentaires paralléles aux directions x, ¥, z
de létat de référence (en considérant la différence entre les carrés de la configuration
initiale et de la configuration déformée). Ce tenseur de déformation appelé tenseur de
Green-Lagrange ou de Green ou de Green-Saint-Venant est largement employé
dans la pratique pour quantifier I'intensité de la direction de déformation.



Suite de ’exemple. Pour ¢t = 1, le tenseur de Green-Lagrange est défini dans notre cas

par
1 1112 3 1110 110 3
9 = — cd — = — — —_ = = —
=3 -1 22[3 9] 2[0 1] 4[3 7]‘
La composante €], est ainsi nulle indiquant qu'un vecteur unitaire placé selon l'axe 1

dans 1’état ge référence ne voit pas sa taille évoluer a t = 1. Ceci est en accgd avec le
vecteur F - E] obtenu dans la relation (14) ayant une norme égale a celle de Ej.

%
Considérons désormais le vecteur Eo de I’état de référence. Sa norme initiale est égale a
1 (soit dL = 1). Selon la relation (14), il s’est transformé dans 1’état déformé a ¢t =1 en
[1.5 1.5]7 (soit dl = 3/+/2). Nous avons ainsi

1di? —dL?> 13-1 7 — —
2 dL? 2 1 4 2re BT Oy

Ceci est cohérent avec la valeur 7/4 calculée précédemment pour la composante €.

Pour obtenir la formulation du tenseur de Green-Lagrange en fonction du déplacement,
nous utilisons la relation F =1 + U :

¢ = L(eed _q) = %(}FTIF—H)
= %((]1+U)T-(11+U)—]l)
= %((]1+U)T+(IL+IU)T~IU—]1)

1
= 5(HJTth[JJrI[JT~ILJ)

Nous obtenons au final (pour i,j =1,2,3) :

1 1 1 Ooup, Ou 1 [ Ouy ou;
g — —(mT. — (2 9 _ = k. YUk - 2 J
€ —2(U U)+2([U +0), & 5 E ( ' .>—i—2< Xj+ X@'>. (17)

Ce tenseur présente un terme non-linéaire %(UT - U) et un terme linéaire %(UT + U).
Dans le cadre de petites perturbations avec de petits déplacements, nous pouvons
considérer uniquement la partie linéaire de ce tenseur définissant ainsi une relation linéaire
(c’est-a-dire une relation d’ordre 1) entre le déplacement et les déformations. Nous parlons
alors de “linéarité géométrique”. Le tenseur linéarisé est alors défini par :

1 1 [ 0u; = Ou; .
ed = i(UT +0), €= 3 <8; + 83?) pour 7,5 = 1,2,3. (18)
j i

Nous pouvons remarquer que les termes diagonaux de ce tenseur linéarisé représentent
I’allongement relatif dans la direction €; avec :

“=9\ax, Tax;) ~ ox;

i 5



Suite de 1’exemple. Dans notre cas, si nous prenons la formulation du tenseur de
Green-Lagrange en fonction du déplacement, nous obtenons :

g . 1(871,1 6u1>+1<6u2 GuQ>+1(8u1 6u1>
‘T 9\ax, ax,/) " 2 \8x, ax; X, | 9X,

gy = S(Zlu) 1(0w Dy 1 (Pu duy
12 2 \0X; 90X, 2 \0X; 90X, 2\0X, 90X,
g 1(5%%)+1<6W%)+1(3uz 8U1>
2 2 \ 90X, 0X, 2\ 90X, 0X; 2\0X, 0Xy)’
g = L(Em b 4 (6 Goy 0 (60 B
2 2 \ 90Xy 0X, 2 \0X, 0X, 2\0X, 00X,
Ce qui nous donne :
Y 0 3t/4

3t/4 t/2+5t2/4

Pour t = 1, nous retrouvons le tenseur €’ calculé précédemment en utilisant la formula-
tion en fonction du gradient de la déformation.

Le tenseur de Green-Lagrange linéarisé est défini dans notre cas par
1(8u1+8u1> 1(811,1_'_8'&2)
2\ax; Toxy) 2\ax, Taxi) | _ [ 0 3t/4 ]

- (3% n aw) ((’Mz i 8uz> 3t/4 /2
8X1 8X2 8X2 aXQ

DN~
N[

Nous pouvons noter que le tenseur de déformation ne prend en compte que les aspects
géométriques de la déformation et ne tient pas compte des aspects mécaniques, puisque
sa définition ne comporte aucune caractéristique mécanique du matériau considéré.

6 Loi de comportement de objet

Il nous reste maintenant a faire le lien entre les contraintes appliquées sur ’objet, qui
sont modélisées par le tenseur de contraintes @, et la déformation engendrée issue de cette
contrainte, qui est modélisée par le tenseur de déformation €. C’est la loi de comportement
du matériau qui donne ce lien. Cette relation est décrite de maniere générale par

_ oW ()
¢

g =

(19)

ou W (€) correspond a 1'énergie de déformation. Cette relation n’est pas universelle mais
va dépendre du matériau. Elle est mise en avant en observant la réponse du matériau a
des sollicitations diverses telles que des essais uni-axiaux (traction, cisaillement).

Trois classes de comportement mécanique se distinguent principalement ' :

— L’élasticité. Le comportement élastique linéarisé uni-axial est symbolisé par un
ressort dont ’allongement Al est proportionnel a la charge appliquée F' (en traction

11. Je reprends ici les explications du cours de Forest et al. (2010) sur les lois de comportement.



ou compression). Ceci est valable dans un certain domaine de charge dit domaine
d’élasticité. Le facteur de proportionnalité est la souplesse (ou compliance) 1/k avec
k la raideur du ressort (en N.m~! ou Pa.m). Nous avons alors comme relation linaire

entre ces quantités ? =k Al

— La viscosité. Le comportement visqueux uni-axial est celui d’'un amortisseur ou
d’un piston dont la réponse dépend de la vitesse de sollicitation. Dans le cas linéaire
nous avons comme relation F' = nAl avec 1 le coefficient de viscosité de 'amortisseur
(en N.m~!.s ou Pa.m.s). Dans ce contexte, plus la vitesse de déformation est rapide
plus la force est grande.

— La plasticité. La déformation plastique est associée a de la déformation élastique.
Au départ, le matériau commence par se déformer de maniere réversible, c’est-a-dire
qu’il va reprendre sa forme initiale une fois que les sollicitations s’arrétent (défor-
mation élastique). Puis au dela d’un certain seuil de contrainte, la déformation est
définitive c’est-a-dire que le matériau reste déformé une fois les sollicitations ter-
minées. Par exemple un ressort va se déformer définitivement lorsque la force de
traction dépasse sa capacité d’allongement élastique. Le comportement plastique
uni-axial peut se modéliser comme un frottement solide avec une résistance a la dé-
formation au départ. Le modele correspond a ’ajout d’une force constante FS lorsque
le glissement a lieu avec F' = Fy(Al).

En combinant ces comportements mécaniques élémentaires, nous obtenons des com-
portements plus complexes comme la viscoélasticité, 1’élastoplasticité, la viscoplacité et
I’élastoplasticité. Dans le domaine de la simulation d’organes, nous avons vu que nous
nous concentrons essentiellement sur le comportement élastique et visqueux des maté-
riaux. C’est-a-dire que dans notre cas, l'objet retourne a sa forme initiale une fois les
contraintes appliquées sur celui-ci relachées. Par contre différentes lois sont alors mises en
avant selon la facon dont l'objet retourne a cet état d’équilibre. La Fig. 4 illustre trois
comportements : (a) élastique linéaire, (b) élastique non linéaire (ou hyper-élastique) et
(c) visco-élastique non linéaire. Dans le cas linéaire, nous avons logiquement une relation
linéaire (une droite) entre la contrainte appliquée et la déformation induite, tandis que
dans le cas non linéaire nous obtenons une courbe entre ces deux quantités.

Figure 4 — Courbe contrainte-déformation pour différentes lois de comportement & = f(e).

La Fig. 5 illustre la réponse d’un matériau aux sollicitations avec une courbe contrainte-
déformation. Nous avons schématisé un comportement élastique linéaire en petites défor-
mations puis une phase de plasticité quand la limite élastique du matériau est atteinte et
que les sollicitations deviennent trop importantes. Puis si les sollicitations continuent, la
limite de rupture peut ensuite étre atteinte.
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Figure 5 — Représentation de la courbe contrainte-déformation d’un matériau.

Cas de ’élasticité linéaire

Concentrons-nous sur le cas de 1’élasticité linéaire en nous plagant en petites déforma-
tions. Nous avons alors une loi de comportement linéaire avec une relation d’ordre 1 entre
les quantités @ et €. Nous parlons alors de “linéarité physique”. Cette relation est ainsi du
type :

Qll

g:

3 3
1E 045 — ZZC’L]]CI €kl Zaj = 172737
k=11=1

oit C est un tenseur d’ordre 4 (avec 3* = 81 termes) qui spécifie les coefficients élastiques
du matériau, c’est-a-dire que ces coefficients indiquent la fagon dont le matériau se déforme
dans une direction donnée pour une contrainte appliquée sur celui-ci. Les composants de ce
tenseur ont la méme dimension qu’une pression puisque que ceux de € sont sans dimension.

Comme € et 7 sont des tenseurs symétriques, nous avons une symétrie en i,j avec
Cijkt = Cjirg et une symétrie en k,l avec Cyji = Cjj i, et nous avons également Cjjp =
Chiij- Au final, nous obtenons 21 termes pour décrire le comportement du matériau. Pour
simplifier ’écriture, la convention de sommation d’Einstein '? (ou convention de l'indice
muet répété) peut étre employée. La relation précédente s’écrit ainsi de la facon suivante '3 :

Qllll

oc=C:% o0i=Cip e, 1,j=123. (20)

Du fait de ces propriétés de symétrie, le tenseur C peut étre représenté sous la forme
d’une matrice 6 X 6 ou les directions représentent les directions de déformation. Autrement
dit, la liaison linéaire ente les tenseurs symétriques @ et € n’ayant chacun que 6 composantes
indépendantes peut étre réalisée a ’aide de 36 termes seulement. En adoptant la notation

12. La convention de sommation d’Einstein spécifie que quand un indice apparait deux fois dans la méme
expression, nous lui faisons prendre les valeurs 1,2, 3 et nous sommons.

13. Notons que dans cette expression, les indices i, 7 ont une valeur fixée (1, 2 ou 3) alors que les indices
k et | prennent les 3 valeurs (1, 2 et 3). Nous parlons alors d’indice franc pour i et j et d’indice muet pour
k et | correspondant & I'indice répété sur lequel la sommation est effectuée.



de Voigt pour simplifier ’écriture, nous obtenons :

011
022
033
023
013
012

Ciin
Ca211
C3311
Ca311
Cisn
Cran

Cr122 Crizz Cris Ciniz Chrie €11
Co200  C9233 (9203 (213 (o212 €22
U332 C3333 C3323 C3313 C3312 €33
(U322 (o333 (o323 (o313 (o312 €23
Ci322 Cizzz Cizes Ciziz Cisie €13
Cr222 Cha33 Crao3 Ci213 Crono €12

(21)

Nous pouvons également présenter cette relation sous sa forme inversée, c’est-a-dire

en présentant les déformations en fonction des contraintes, avec

Sl

anll

1T, €

ij = Dijgi op, 4,5 = 1,2,

3

(22)

ot le tenseur D d’ordre 4 posséde les mémes symétries que C (i.e. Dijri = Djiy = Dijy. =
Dyyij), ce qui nous donne en notation de Voigt la relation suivante :

€11
€22
€33
€23
€13
€12

Di111

Daa1q
D3311

D1122
D222
D3390
Da322
D1322
D1222

D1133 D112z D111z Dinne o11
D233 Dagosz  Dao1z  Daoio 0922
D3333  Dss2s Dsziz Dsziz 033
D333 Dag2s  Dag1z Dasio 0923
Dq333 Dises Diziz Disi2 013
D1233 D122z Di213 Di212 012

Le tenseur C permettant de passer des déformations aux contraintes est appelé tenseur

de rigidité, et le tenseur D permettant de passer des contraintes aux déformations est

appelée matrice de compliance.

Formulation de la loi de Hooke en fonction de )\ et u. Dans le cas d’'un ma-
tériau élastique isotrope, c’est-a-dire dont le comportement est le méme dans toutes
les directions, seules deux constantes indépendantes sont nécessaires (au lieu de 211!). La
relation (21) se présente alors sous la forme suivante

A+2p A A 0 0
A A+2u A 0 0
A A A+2p 0 0
0 0 0 2up 0
0 0 0 0 2u
0 0 0 0 0

Nous obtenons ainsi les équations dites de Lamé :

J11
022
033
023
013
012

(€11 + €2 +€33) +2 pen
(€11 + €22 + €33) +2 1€
(€11 + €22 +€33) +2 €33
2p €23
2p €13
2p €12

€11
€22
€33
€23
€13
2 p €12

o O O O o

(23)

Ces équations peuvent étre écrites de maniére générale (appelée loi de Hooke) par



qQll
I

A TT(E) 14+2p g, 05 = A €xk 5ij +2u €;; pour 1,7 =1,2,3. (25)

Le tenseur C' de la relation (20) est alors défini de la fagon suivante :
Cijkl = X 0ij Opr + 2 11 0 0.

Parameétres du matériau. A et p sont deux parametres matériaux scalaires appelés co-
efficients de Lamé. Ils sont définis en fonction du module de Young E (ou module
d’élasticité) du matériau et de son coefficient de Poisson v avec

\ = v E _ E
T+ -2) T aar)

FE est exprimé en unité de pression, tandis que v est sans unité.

Trace du tenseur de déformation. Dans le cas ot nous considérons le tenseur de déformation
de Green-Lagrange linéarisé, la trace de ce tenseur présent dans la relation (25) est 4 :

Tr(e) = €]+ €3+ el
. 8U1 8u2 821,3
00X, * 0X5 + 0Xs3
_
v
= divu

Elle représente ainsi le changement de volume de ’objet avec la somme des déforma-
tions subies dans les trois directions. div 4 peut alors étre interprété comme la dilatation
volumique relative dans 'hypothése des petites transformations.

Formulation de la loi de Hooke en fonction de E et v. Réciproquement, nous
pouvons exprimer E et v en fonction de A et y avec

p=hB®Fa A
A4 p 2 (A +p)

Nous pouvons alors écrire la loi de Hooke en fonction de E et v, donnant la relation

suivante entre les tenseurs o, C et € :
o11 1—v v v 0 0 0 €11
0929 1% 1—v 1% 0 0 0 €99
o33 | E v v 1—v 0 0 0 €33
o | (1+v)(1—-2v) 0 0 0 1-2v 0 0 €23
013 0 0 0 0 1-2v 0 €13
o192 0 0 0 0 0 1-2v €12

14. En désignant par div I'opérateur divergence par rapport aux variables de Lagrange X1, X2, X3.
11 est important de noter que I'opérateur divergence sur un tenseur d’ordre 2 donne un vecteur (div A),
tandis que sur un vecteur nous obtenons un scalaire (div ).



Nous obtenons alors comme équations

E v |
o= 1, | t1 5 V(€11 + €22 + 633)_
E T v |
o2 = T, | +t1 3 V(611 + €22 + 633)_
E T v |
B = T, T T (e +en + 633)_
. (26)
023 = 110 €23
E
013 = 1+v €13
)
012 = 110 €12
Nous pouvons les écrire de maniere générale sous la forme :
T = 1fy <e+ : _1/2 > Tr(e) ]L) | By = 1f1/ <eij + ﬁ €k 5¢j> pour 4,5 =1,2,3.

Le tenseur C' de la relation (20) est alors défini par :

14

(5ik5ﬂ t1 5 V5ij5kl) .

Formulation inversée de la loi de Hooke en fonction de de E et v. Cette relation

peut étre présentée sous sa forme inversée avec comme relation entre @, C et € :

Cijri = 70

€11 1 —v —v 0 0 0 o11
€99 —v 1 -—v 0 0 0 099
€33 o 1 -V -V 1 0 0 0 J33
e23 | E| 0O 0 0 14v 0 0 093
€13 0 0 0 0 1+v 0 013
€12 0 0 0 0 0 1+v 012

Nous obtenons alors les équations appelées relations de Young

1
€11 = — o1 — (o + o33)]
E
1
€22 = 5[022—1/(0114-033)}
1
€33 = 5[0’33—%0’114—022)}
1+v
€23 = 5 0923
- 1+v
€13 = E 013
14w
€12 = I 012

Elles s’écrivent de maniere générale sous la forme :



1+v_ _ 1
. % Tr(E) 1, e = % i — % o 05 pour i, =1,2,3.  (27)

Au final, le tenseur D de la relation (22) est défini par :

14+v v
Dijii = —5—0ik0jt = 50i0t-
Formulation inversée de la loi de Hooke en fonction A\ et u. En fonction des

coefficients de Lamé, cette forme inversée s’écrit :

€11 —2(A + p) ~1 ~1 0 0 0
€2 -1 —2(A+ p) ~1 0 0 0
€33 - A -1 —1 —2()\ + ,U) 0 0 0
€3 | 2u(3\+2p) 0 0 0 Pt g 0
€13 0 0 0 0o A g
€12 0 0 0 0 0

Ceci donne comme équations :

1 A
€ = —011———F———(011 + 0220+ 0
11 211 11 2#(3)\4‘2#)( 11 22 33)
1 A ( . n )
€ = —0 _— |\ O g g
22 21 22 2#(3)\4'2#) 11 22 33
1 A ( n n )
€ = —0 — |\ O g g
33 211 33 2#(3)\+2M) 11 22 33
1
€23 = TMJ%
_ 1
€13 = 2M013
1
€ = —0
12 2 1 12

La formulation générale est alors donnée par :

e A — 1 A

5—— 2 Tr@l.ei= —ogii——
51 gz MO e = 5 i o m o

€= ok 0i5, pour 4,5 =1,2,3.

Le tenseur D de la relation (22) est ainsi défini par :

1 A

Diit = — 808y — ——
ijkl 2 1 ik 935l 2 4 (3)\+2M)

5@' Okl-

Exemples de comportement élastique isotrope

Pour illustrer cette section, voici quelques exemples simples de comportements élas-
tiques isotropes qui mettent en avant les formulations des parameétres mécaniques des
matériaux (module de Young, coefficient de Poisson et module de cisaillement).

o11
022
033
023
013
012



Cas simple d’une déformation par traction. Considérons un élément de matiere
soumis a une traction définie par un tenseur de contraintes uniaxial, c’est-a-dire un tenseur
o dont deux de ses valeurs propres sont nulles. La Fig. 6 illustre le cas d’une sollicitation
selon 'axe x. Comme la contrainte est définie par le rapport entre la force F' exercée sur la
surface divisée par 'aire ds de celle-ci, cette valeur propre non nulle est égale a o, = F/ds.
Le tenseur de contrainte correspondant est alors défini par :

Figure 6 — Element de matiere sollicité selon I’axe x par un tenseur de contraintes uniaxial.

Ox
0
011 012 013 o 0 O 0
o= | 091 099 o093 | = 0 0 0 |=
0
031 032 033 0O 0 0 0
0

Dans le cas d’un élément de matiere ayant un comportement élastique isotrope, nous
pouvons considérer la relation (27) pour observer la déformation induite par cette contrainte
en fonction des coefficients E et v. Nous obtenons alors comme relations non nulles :

1+v v (011 + + o33) 14+v v Oy
€ = —F 0 — 5\0 o g = Op — =0z = —,
11 E 1= plon 22 33 A A
14w v ( n n ) = v
€22 = E 022 E 011 T 022 T 033) = EU‘T’
14w v ( n n ) = v
€33 = 5 033~ plon+ 02+ 033) = —50s
Au final, le tenseur de déformation est défini par :
Oz
o 0 v,
€11 €12 €13 E v 1 .
€= = 0o ——= 0 = — v 2
€ €21 €22 €23 Effx y B 0 (28)
€31 €32 €33 0 0 _EUI 0
0

Ainsi la déformation €17 selon l'axe z est égale & la contrainte imposée o, divisée par
le module de Young E. Autrement dit, le module de Young est défini par le rapport entre
la contrainte et la déformation induite par cette sollicitation avec E = 7 /e. La loi de
comportement de Hooke s’exprime alors sous la forme @ = F €.



Notons également que cette déformation selon l'axe x est positive. Elle correspond
donc a un étirement selon I'axe z. Par contre, les déformations selon les axes y et z sont
négatives et correspondent donc a un rétrécissement de la section selon les axes y et z,
appelé effet Poisson. Nous pouvons observer ces déformations sur la Fig. 6.

Observons plus précisément la déformation selon 'axe y. Des relations ey = —v 0, /FE
et €11 = 0,/ E, nous pouvons en déduire que le coefficient de Poisson est défini par ° :
L _E e _ e (I —1o)/lo _ (lo — 1)/l
O €11 (L—Lo/Ly) (L— Lo/Lo)’

ou L, représentent les longueurs de 1’élément selon les axes = et y avant déformation, et
Ly, 1y leurs longueurs selon ces axes quand la contrainte est appliquée. Le coefficient de
Poisson correspond ainsi au rapport entre le rétrécissement dans une direction perpendi-
culaire a 'effort subi et I'allongement dans la direction de ’effort.

Ce coefficient de Poisson est compris entre —1 et 0,5. Si il est égal a 0, la section
n’est pas réduite. Par contre, pour une valeur de 0,5 le volume est préservé lors de 1’éti-
rement (valeur employée dans le cas des matériaux incompressibles). Enfin, les valeurs
expérimentales obtenues pour un matériau quelconque sont souvent voisines de 0, 3.

Cas simple d’une déformation par cisaillement. Considérons désormais que notre
élément de matiére est soumis a un tenseur de contraintes de cisaillement simple, c¢’est-a-
dire un tenseur & dont l'une des contraintes principales est nulle et les deux autres sont
opposées. Un tenseur de contrainte correspondant peut étre alors défini par :

0
0
011 012 013 0O 7 0 0
gz 0921 0922 0923 = 7 0 0 =
0
031 032 033 0 00 0
T

Nous considérons de nouveau la relation (27) pour observer la déformation induite par
cette contrainte en fonction des coefficients E et v. En rappelant que le coefficient de Lamé
w1 est défini par p = ﬁ, nous obtenons :

0

v v 0

0 LJEF Loy 0 0 (IJEF lr 0 0 4 0 0

= (17‘5”) o921 0 0= —(lzy) T 0 0= 2z 0 0]= 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

T

2p

Nous pouvons observer qu’un cisaillement pure ne provoque aucune élongation, mais
un changement d’angle entre les vecteurs des axes x et y avec 2 €19 = 7/u. Le coefficient de
Lamé p (aussi appelé module de cisaillement) joue alors un role de raideur de cisaillement.

15. A noter qu’il en serait de méme en observant la déformation es3 selon 1'axe z avec v = —ess/e€11.



7 Energie de déformation élastique

Voyons pour finir comment s’établit I’expression de 1’énergie de déformation en fonc-
tion des contraintes et déformations du matériau.

Le travail d’une force correspond a I’énergie fournie par cette force quand son point
d’application se déplace, c’est-a-dire quand l’objet subissant la force se déplace ou se
déforme. Le travail est exprimé en joules (J), et il est généralement noté W pour le terme
anglais Work. Pour un petit déplacement du du point d’application de la force, le travail
élémentaire de la force F est défini par 16 :

Nous en déduisons que le travail de la force pour un déplacement imposé fini est égal
a la circulation du point d’application de la force le long du trajet C' (correspondant & un
déplacement imposé final u ¢inq) avec :

W:/ ﬁ(ﬁ).da:/ " E @) - da.
C 0

Considérons maintenant un solide élastique isotrope ayant atteint son point d’équi-
libre aprés avoir été soumis & Papplication de charges complexes. Nous notons fe,: € R3
les forces extérieures volumiques appliquées sur le domaine D; de l'objet et € R3? les
forces appliquées sur la surface 0D; de I'objet au temps t.

A partir de ce point d’équilibre, nous incrémentons ensuite les forces en notant diu
I'incrément des déplacements au point d’application de chacune des forces. En reprenant
I’équation (2) du principe fondamental de la dynamique (établissant la somme des forces
appliquées sur 'objet), nous en déduisions que ’énergie fournie par les forces appliquées
a partir de cet état d’équilibre est définie par :

AW = /Pﬂ-dﬁdzw—/ T . dii ds
Dy 0Dy

3 3
= P F-du-dv+/ T; du; ds
A%;Jj 22T

Nous pouvons ensuite faire apparaitre le tenseur de contraintes o en remplacant les
tractions par la projection des contraintes sur la normale 77 & I’élément de surface ds
considéré. Nous avons alors :

3 3 3 3 3

oS tduds = [ S S oyniduds= [ 33" odujng ds.
OD: j—q 0Dt j—1 j=1 oD =1 j=1

En utilisant la convention de sommation d’Einstein, nous obtenons ainsi :

3 3 3
F: du; dv + / ;i du; n; ds
;Apjj 300 o

i=1j=1

aw

= F'du~dv+/ 057 du; n; ds.
Dtp j auj op, 9T

16. Je reprends ici en partie les explications du cours de Klocker (2003) sur la formulation de I’énergie.



Le théoreme de flux-divergence (ou théoreme de Green-Ostrogradski) permet ensuite
de transformer l'intégrale sur la surface 9D; en une intégrale sur le volume D; du matériau.
Nous avons ainsi

d(oi; duj) o 8 du
R Y I N C TP T A
/3Dto-j e 65 /Dt Ox; v D; \ 0x; o0x; v

donnant comme formulation de I’énergie

do; od
aw = / (pF—i— ]) du dv—i—/ Oij Y L dv.
Di az xi

—r —
Rappelons que selon I’équation (9), nous avons p %17(75) =p f ext + div @. Ainsi a 1’état
d’équilibre (ou 'accélération de 'objet est par définition nulle), la premiere intégrale de
volume de la formulation de ’énergie est nulle amenant la relation suivante :

0 de
dW = /l)t 0'1] sz dv.

Dans le cas de petites déformations, nous pouvons con81derer le tenseur de déformation

de Green-Lagrange linéarisé (noté €7 avec €/; = (au’ —|— )) En rappelant que le tenseur

de contraintes est symétrique (i.e. 0;; = 0j;), nous avons alors :

1 0 de 0 dui
dwWw = /Dt 3 <0U 78.751- + 0 ij ) dv
0 duj 0 du;

= / Oij de dv.
Dy

Le travail de la force ou I’énergie de déformation élastique (exprimée en J) s’écrit ainsi

€
/ / Oij defj dv
D¢ JO

avec une densité d’énergie élastique (ou énergie élastique par unité de volume) exprimée
en J.m ™3 qui est définie par :

€ €
_ a9 _ | =.3.49
We—/o 0ij deij_/o o : de’.

Dans le cas ou les contraintes sont linéairement proportionnelles aux déformations

(avec @ = C : €7), nous avons :

e = 17 =
( (C: deg) dv==[ (C:e"% dv
N/ _ 2 /D,

W, = / (C tded = %(E . €9%)

L’énergie de déformation élastique s’exprime ainsi par

W = 5/ (T:€9)dv= ZZO’U el; dv (29)

th 1j=1




et la densité d’énergie élastique par

We=-(G:€¢) =

N | =

3 3
Z Z Oij E?j' (30)
i=1j=1

Dans le cas d’'un matériau élastique isotrope dont le comportement suit la loi de
Hooke, les contraintes peuvent étre exprimées en fonction des déformations et en fonction
des coefficients de Lamé avec o;; = X €], & +2 p €; pourd,j = 1,2,3. L'énergie de
déformation élastique par unité de volume est alors définie par

A\ 3 2 13,3
we = (w43) (D) —205 03 @)
i=1 i=17=1
A
= <u+2>131—2uI62

avec I, I., les invariants du tenseur de déformation définis par :

3
I, = Tr(e) = Z €;; = €11 + €22 + €33,
i=1
N
2 2 2
L, = 3 D (eii €j5 — €ij €ij) = €11 €aa + €2 €33 + €33 €11 — €19 — €33 — €3
i=1j=1

Cette expression peut également s’écrire sous la forme suivante :

A

We = (u + 2) (6%1 HRc 2o 6§3> + A (€11 €22 + €22 €33 + €33 €11) + 2 (631 + €5y + 6%3)

3 3
TT(az aF Mz Z €ij €ij-

A
2 i=1j=1

avec TT(?)Q = 6%1 - 6%2 aF 633 + 2 €11 €22 + 2 €99 €33 + 2 €33 €11.

8 Retour sur I’équation de la dynamique a résoudre

Rappelons que notre objectif était de résoudre I’équation (9) gouvernant le mouvement
de 'objet. Pour cela, nous avions besoin de relier la vitesse (t) de I'objet au tenseur de
contraintes . Comme illustré par la Fig. 7, ce lien va étre effectué en exprimant la vitesse
et le tenseur de contraintes en fonction du déplacement (t).

— Pour la vitesse, cette relation est immédiate puisque la vitesse correspond a la dérivée
par rapport au temps du déplacement avec ¥(t) = du(t)/dt.

— Pour le tenseur de contraintes, nous allons utiliser la loi de comportement de ’objet
puisqu’elle permet de relier le tenseur de contraintes & a la déformation €. Ensuite
il suffit d’exprimer la déformation en fonction du déplacement (), pour au final
relier & & u(t).



< Tenseur de déformation < Loi de comportement
\ £ =g(u) J o0 =(g)

Déplacement U Déformation € Contrainte o

Géomeétrie Mécanique

Figure 7 — Récapitulatif des relations existantes entre le déplacement i(t) de I'objet, sa défor-
mation (tenseur €), et les contraintes (tenseur &) appliquées sur celui-ci.

Pour définir la formulation de I’équation du mouvement de 1’objet, nous devons ainsi
choisir le tenseur de déformation et la loi de comportement associés a 1'objet que nous
souhaitons simuler.

Cas d’un matériau élastique isotrope

Si nous considérons un matériau élastique isotrope dont le comportement est régi par
la loi de Hooke définie en fonction des coefficients de Lamé par @ = X\ Tr(e) 1 +2 p €
et en considérant le tenseur de déformation de Green-Lagrange linéarisé défini par €9 =
$(UT + U) = $(Vi™ + Vi), nous obtenons 7 :

divs = cﬁ)(ATr(eg)]l—i—Z,ueg)
— Adiv (Tr(e9) 1) + 2 p div (9)
1
— AV (THE) 2 dz—'{;(i(VUT + V)
— AV (THE)) + u div(ViET) + p div(Vi)
= AV (div 4) + p V(div 0) + p Ad
= (A4 up) V (diva)+p Ad
= (A\+w) V (divd) +p (V (div @) — rot rot @)
= (A+2u) V (div @) — prot rot @

L’équation du mouvement peut alors s’écrire de la maniére suivante (appelée équation
de Navier de I’élasticité linéaire isotrope) :

24
pTID T+ () V (div i) + AT (31)
= p (@) + (A 42 ) V (div @(t)) — p 7ok rot G(2). (32)

—
ol fezt(t) incorpore la force de la gravité g.

17. Pour rappel, la trace du tenseur de Green-Lagrange linéarisé est définie par Tr(e?) = div 4.
. , . ; - - R — — L, o o
Au niveau mathématiques, nous avons : div Vd = A @ =V (div @) — rot rot @ ou rot @ = V Ad. Le

2 2 2
laplacien est défini par Af = V2f = % + % + ZZ£ représentant ainsi la courbure dans les différentes
directions de I’espace.



L’équation du mouvement est ensuite résolue pour obtenir le déplacement (t) de
I’objet a chaque pas de temps. Comme nous ne pouvons que rarement résoudre cette
équation de maniere analytique (c’est-a-dire qu’il est rare de trouver une solution formelle
au probléme), une méthode d’approximation numérique est alors employée pour résoudre
cette équation de manieére discrete. Pour cela, le probleme mathématique initialement
défini sur un milieu continu est transformé en un probléme discret (équation matricielle)
de dimension finie. Puis, la méthode des éléments finis (MEF) est généralement employée
pour la résolution numérique du probléme discret. La discrétisation de 1’équation initiale
repose alors sur la définition d’'un maillage représentant 1’objet, c’est-a-dire que 'objet
(ou de maniere plus générale le domaine) est discrétisé en un ensemble d’éléments et les
équations sont résolues sur chacun des noeuds de ces éléments. Nous obtenons alors une
solution approchée de I’équation initiale définissant le déplacement de ’objet.

9 Discrétisation du probléeme continu

Détaillons maintenant 1’obtention de la formulation discréte du probleme de la dyna-
mique newtonienne. L’écriture de cette formulation passe par la reformulation de I’équation
du mouvement en équations différentielles ou intégrales. Cette formulation intégrale peut
étre obtenue de deux fagons différentes et équivalentes : soit en utilisant la méthode des
résidus pondérés (qui introduit une notion d’erreur), soit en définissant des formulations
variationnelles du probléeme. Nous allons présenter ces deux types d’approches ainsi que
la discrétisation du probléme mécanique qui en découle 8.

Méthode des résidus pondérés. Reprenons I'équation de la dynamique newtonienne
décrivant le mouvement de tout objet déformable. Nous avons vu qu’a l'intérieur du do-
maine D; que constitue ’objet au temps ¢, nous avons :

T T
= fext + div 7.

Cette équation dite locale est complétée par des équations définies sur la surface 9Dy

de 'objet appelées conditions limites. Dans notre cas, elles sont de deux types avec :

— Les conditions limites en déplacement : VM € T, W (t) = wy(t) out T, représente une

partie de la surface 9D, de 'objet sur laquelle le déplacement g est imposé.

— Les conditions limites en contraintes : VM € T'y, 0 -1 = T:j ou I', représente une
partie de la surface 9D, de l'objet sur laquelle les vecteurs de contraintes Ty (et non
le tenseur de contraintes) sont imposés. Si la surface est libre, Ty est nul.

— A noter que nous avons I', UT', = dD; et T', N T, = (), c’est-a-dire que, pour une
partie donnée de la surface, nous contraignons soit le déplacement de la surface, soit
les vecteurs de contraintes appliqués sur elle, mais jamais les deux en méme temps.

Ce probleme mécanique défini par une équation locale et des conditions limites doit
ainsi étre résolu pour obtenir le champ vectoriel %(t) définissant le déplacement de ’ob-
jet. Formulons-le de maniere plus générale pour présenter la méthode des résidus pondérés.

Pour un point M = (x,y, z) au temps ¢, nous considérons un systéme qui est défini
a la fois par des équations différentielles établies sur le domaine Dy et par des équations

18. Je reprends ici 'ensemble des explications proposées dans le cours de Hervé Oudin (2008).



établies sur sa frontiere 0Dy, avec :

VM € Dy, L(u)= f(M,t) équation locale
VM € 0Dy, C(u)=e(M,t) conditions aux limites

Nous appelons alors résidu ’erreur commise pour une approximation u* du champ
scalaire u qui satisfasse les conditions. Pour simplifier, si nous considérons que ’approxi-
mation u* choisie satisfait les conditions aux limites avec C(u*) = C(u), nous pouvons
considérer uniquement 1’équations locale pour définir le résidu. Nous avons alors :

VM € D, R(u*)=L(u") — L(u) = L(u*) — f(M,1).

Nous définissons ensuite un ensemble de fonctions dites de pondération (ou de test)
1;(M) définies sur le domaine D;. La méthode des résidus pondérés consiste en effet a
annuler erreur commise sur le résidu en le pondérant sur le domaine par un nombre fini
de fonctions 1;(M). Nous obtenons alors les formulations intégrales suivantes définies
pour les différentes fonctions de pondération :

VM), [ ()R dv=o.

Ainsi, au lieu de résoudre I’équation mathématique R(u) = 0, nous considérons un
probleme équivalent défini par

v, | R(w) dv=0. (33)

Pour obtenir une approximation numérique de la solution du probléme (qui ne se résout
pas analytiquement), nous restreignons alors le nombre de fonctions de pondérations.
Nous définissons ainsi un systéme matriciel d’ordre n puisqu’en définissant n fonctions de
pondération, nous définissons n équations de la forme :

Vi € [1,n], . (M) R(u™) dv =10

= [ w0 (L) = S 0) dv =0

= Y (M) L(u*) dv — Ui (M) f(M,t) dv = 0.
Dy D¢

Le nombre n de fonctions de pondération correspond généralement au nombre de para-
metres de 'approximation v* (permettant ainsi ’obtention du méme nombre d’équations
que de parameétres). L’approximation u* est en effet définie en fonction de fonctions de
forme N;(M) (constituant une base de fonctions pour construire la solution) et de para-
metres notés ¢;(t) définissant les parametres de l'approximation (constituant les partici-
pations des différentes fonctions de forme dans la solution du probléme).

L”approximation u* de la solution est alors de la forme :

n

u*(Mvt) = ZNZ(M) Qi(t) = ZNz(x’va) qi(t) = (Nl(xvyaz)vNQ(xayvz)u < ~7Nn(xayvz))
i=1 i

q1(t)
)

g (t

qn.(t)



conduisant au systeme constitué des n équations suivantes :
Vi € [1,n], / <ZN ) dv—/ Yi(M) f(M,t) dv=0
Dy

= /D Yi(M) L (Z N;(M) %(ﬂ) dv = /D Yi(M) f(M,t) dv.
t i=1 t
Ainsi en définissant la matrice K (de taille n x n) et le vecteur F (de taille n) par
K= [ ¢(M)L(NOM)T)dv, F= / b(M) F(M, 1) dv,
Dy

nous obtenons 1’équation matricielle K q(t) = F dont la solution q(¢) fournit les para-
metres de I’approximation.

Dans le cadre de I’équation du mouvement, le résidu est défini par

d2u*(t —
dtQ( ) _ P fext div e

VM € Dy, R(u*) =p

conduisant a la formulation intégrale suivante du probléme :

Vs (M / Yi(M pdtQu* dv—/ Yi(M pﬂjtcﬁ;ﬁ) dv.

Le probleme est ensuite résolu en restreignant a n le nombre de fonctions de pondération
1; et en construisant une approximation de la solution de la forme @* = N(M)T q(t)
pour un parametre q(t) et en considérant n fonctions de forme Nj;, pour i € [1,n].

Au final, nous devons résoudre le systeme K q(t) = F ou :

iy T, 3=
K= | v p o5 (NI do, F= | w) (o Fear + div ) dv.

En introduisant une notion d’erreur sur les équations et en utilisant des fonctions de
pondération 1;(M) et des fonctions de forme N(M), la méthode des résidus pondérés
permet ainsi de reformuler le probleme initialement défini sur un milieu continu en un
probleme discret en passant par une reformulation en intégrales des équations.

Deux approches sont ensuite adoptées pour définir les fonctions de pondération :

— Nous pouvons employer des fonctions de Dirac comme fonctions de pondérations,
annulant ainsi 'erreur d’approximation en un nombre fini de points du domaine.

— Nous pouvons employer les mémes fonctions pour les fonctions de forme et les fonc-
tions de pondération (méthode de Galerkin). De plus, si les opérateurs employés sont
symétriques, nous obtenons alors des matrices symétriques.

D’autres méthodes sont utilisées pour construire une approximation de la solution.
Nous présentons dans la suite une approche basée sur la formulation variationnelle de
I’équation. Dans le cours de Hervé Oudin (2008), vous pouvez également retrouver 'ap-
proche basée sur le principe des travaux virtuels qui améne & la méme formulation du
systéme matricielle que celui que nous allons maintenant présenter.



Formulation variationnelle. Repartons de nouveau de ’équation générale décrivant
le mouvement d’un objet déformable selon la dynamique newtonienne. Nous avons

d*i(t) ——

—
VM € Dy, pw—divﬁ—pfwtzo.

~ - dat) —_-
Cette équation est équivalente a : Vi, / P - < dig ) —diveg—p fwt) dv = 0.
Dy

Par ailleurs, en utilisant les relations @ : grad @ = div(c @) —i-div e et o : grad 4=

div(c @) — U - div T et en sachant que le tenseur de contraintes

G
o= ?T), nous pouvons établir la relation 7 : grad ¢ = div(o 1/7) — - div 7.

Nous avons alors !9 :

- . 2 _ . .
Vi, / (lb'pddigt)—|—U:gradw—diy(gw)_¢.p£>dv:0

Dy
- dha(t) | > — _ -
= / ¢'p ug)+539md¢—¢'l)fem dv — div(ﬁlﬁ)d’uzo
Dy dt D,
- dPt)  — . L
= bep ug)+5¢9md¢—w~pﬂ dv — V-7 -fds=0.
Dy dt oD,

Nous pouvons ensuite introduire les conditions limites appliquées a la frontiere Dy de
I’objet. Nous avons vu qu’elles étaient de deux types : en déplacement sur la partie I'y, de
la surface avec VM € T, U (t) = wy(t) et en contraintes sur la partie I', de la surface avec
VM €T,,5 it =Ty Nous obtenons ainsi :

S A% _ - - _ - o
/ P-p u()-ﬁ—E:gradlb—dJ-pE dv — V-T-nds— Y- Ty ds=0.
Dy dt? r, r,

De plus, en utilisant des fonctions de pondération qui sont a valeur nulle sur la frontiere
', de l'objet avec YM € T'y,9)(M) = 0 induisant Jr, ¥ -7 -1 ds = 0, nous obtenons la
formulation variationnelle suivante :

/Dt@.pdii"fgﬂ)m [ (e maad)a- [ (voRa)av= [ (5-Ti)as

t

avec YM € Ty, U (t) = ug(t) et (M) = 0.

Cette formulation variationnelle est équivalente au systéme d’équations aux dérivées
partielles, c’est-a-dire que la solution exacte de cette formulation intégrale est la méme que
celle du systéme initial. Mais comme il est rare de trouver une solution formelle, la solution
recherchée est mise comme précédemment sous la forme d’une combinaison linéaire de n
fonctions dites fonctions de forme. L’idée est ensuite d’affaiblir une des formes intégrales
en ne la satisfaisant que pour n fonctions de pondération. A noter que si nous construisons
une solution satisfaisant toutes les conditions limites nous retombons sur la méthode des
résidus pondérés. Mais en pratique, nous construisons une approximation «* satisfaisant
les conditions limites en déplacement avec VM € Iy, @* = uy.

19. En utilisant le théoréme de flux-divergence (ou de Green-Ostrogradski) : /
D

divﬂdv:/ A7 ds.
t 9Dy



Pour simplifier, nous considérons des conditions aux limites sur ', telles que @* = 0
et nous employons la méthode de Galerkin pour le choix des fonctions de pondération,
c’est-a-dire que nous utilisons les mémes fonctions pour les fonctions de forme et pour les
fonctions de pondération. L’approximation construite a ainsi la forme :

w (M, t) = N(M) q(t)

avec N(M) la matrice construite a partir des fonctions de forme et q(t) le vecteur des
parametres de 'approximation. La forme matricielle des fonctions de pondération est alors
définie par :
(M) = N(M) éq

Si nous reprenons la formulation intégrale, nous devons exprimer & : grad 1/_; Pour cela
nous utilisons les formes matricielles associées aux lois de comportement avec o(M) =
C(M) €(M) et aux relations entre déformations et déplacements avec e(M) = L u(M)
ou L est la matrice d’opérateurs différentiels correspondant a ’expression du gradient
symétrique du champ de déplacements. Nous avons ainsi :

7 gradd = »(M)T LT C(M)Lu*(M)

o+ (M)
= (N(M)éq)" L" C(M) L N(M) q(t)
(M) w

= 49" (LN(M))" C(M) L N(M) q(t).
En définissant B(M) = L N(M ), nous obtenons
7+ grad ¢ = oq" B(M)" C(M) B(M) q(t)
que nous reportons dans la formulation variationnelle :

voqT, (5qT/ (NT pNg+BT CBq-N7Tp femt) dv = <5qT/F NT T, ds.

Dy

Au final nous obtenons 1’équation matricielle M q + Kq = F avec

M=/ N'p)Ndv, K= B'CBdv, F= NTpfextdv—i-/ NT T, ds,
Dy Dy Dy I

ou N correspond a la matrice des fonctions de forme, C (issue de la loi de comportement)

est la matrice faisant le lien entre les contraintes et les déformations, B = L NN ou L est Ia

matrice des opérateurs différentiels permettant d’exprimer les déformations en fonction

des déplacements.

10 Méthode des éléments finis

Nous venons de présenter comment était établie la formulation discrete du probleme
de la dynamique newtonienne. Reste maintenant a résoudre le systéme discret obtenu afin
de définir le déplacement de 1'objet considéré. La méthode des éléments finis (MEF) 2° est
alors adoptée pour cette résolution. Cette méthode repose sur la discrétisation du domaine
continu en sous domaines et dans la définition d’une approximation de la solution en cha-
cun des points de ces sous domaines. Ces solutions dites élémentaires obtenues sur chacun
des sous domaines sont ensuite assemblées pour établir la solution complete du probléme.

20. Je reprends encore ici les explications et illustrations du cours de Hervé Oudin (2008) sur la MEF.



Discrétisation géométrique du domaine La méthode des éléments finis repose sur
la discrétisation du modele continu en sous domaines qui sont appelés éléments finis. Ces
éléments sont de forme géométrique simple. En 2D, nous utilisons des triangles et des
quads, et des tétraedres ou des hexaedres en 3D. L’union de ces éléments constitue le
maillage de l'objet. Les maillages constitués du méme type d’élément (c’est-a-dire d’élé-
ments de méme géométrie) sont généralement privilégiés. Il est possible d’employer des
maillages non réguliers, c’est-a-dire présentant des éléments de tailles variables. Il est ainsi
usuel de raffiner les zones d’intérét et d’utiliser des éléments plus grossiers dans les zones
de moindre intérét ou dans les zones ou la solution varie peu. Par contre, il faut veiller a
ce que les éléments soient faiblement distordus pour faciliter la convergence des méthodes
numériques employées. L’approximation de la solution est ensuite calculée en des points
donnés du maillage appelés noeuds, permettant d’obtenir par interpolation la solution en
chacun des points du domaine. En fonction de I'interpolation utilisée, nous pouvons consi-
dérer comme noeuds uniquement les sommets des éléments ou ajouter d’autres noeuds
comme les points du milieu de chacune des arétes des éléments.

La génération du maillage de 'objet constitue ainsi une phase importante de ’emploi
de la méthode par éléments finis pour 'obtention de résultats appropriés. Il s’agit en effet
de trouver le bon compromis entre la taille des éléments finis (générant un plus ou moins
grand nombre de noeuds) et la modélisation géométrique idéale de I’objet simulé.

Approximation nodale. Comme mentionné précédemment, aprés avoir décomposé le
domaine initial D; en un ensemble de sous domaines D, de forme géométrique simple, la
méthode des éléments finis est basée sur la construction pour chacun de ces sous domaines
d’une approximation u* du champ des variables u. Cette approximation est construite
uniquement a partir des valeurs approchées obtenues en chacun des noeuds des éléments
considérés. Nous parlons alors d’approximation nodale.

Si nous considérons le sous domaine élémentaire D., I’approximation nodale est définie
par
VM € Dg,u*(M) =N(M) u, (34)

avec u*(M) la valeur de la fonction approchée en tout point M de 1’élément D, u, les
variables nodales relatives aux noeuds d’interpolation de 1’élément et N la matrice ligne
des fonctions d’interpolation de I’élément.

Si nous notons M; les noeuds de ’élément pour lesquels approximation u* est iden-
tifiée par rapport a la valeur du champ de variables u, nous avons

u*(M;) = u;

VM;, o 35
Z { N;(M;) = 6y (35)

L’interpolation nodale est alors construite a partir d’une approximation générale :

VM,u* (M) =®(M) a (36)

avec ® une base de fonctions connues indépendantes (par exemple une base polynomiale)
et a le vecteur des parametres de 'approximation (sans signification physique). Ainsi en
identifiant aux noeuds 'approximation u* a la valeur du champ de variables u, nous
pouvons exprimer les parametres a en fonction des variables nodales u,, avec

u, = u*(M,) = ®(M,) a.



Par inversion nous obtenons a = T wu,. Si nous récapitulons, nous avons comme re-
lations u*(M) = N(M) u, = ®(M) a = (M) T u, donnant la matrice des fonctions
d’interpolation N(M) = &(M) T.

Comme bases polynomiales complétes, nous pouvons considérer en 2D la base linéaire
(1,2, y) avec 3 variables ou la base quadratique (1, x,y, 22, zy, y?) avec 6 variables. En 3D,
il y a la base linéaire (1, z,y, z) avec 4 variables ou avec 10 variables la base quadratique
(1,z,y, z, 2%, 2y, 3, w2, 2%, yz). Pour utiliser ce type de bases, le nombre de termes de la
base polynomiale compléte doit étre égal au nombre de variables nodales a identifier.

Fonctions d’interpolation sur un élément triangulaire en 2D. Illustrons ces no-
tions en considérant un triangle en 2D défini par 3 noeuds de coordonnées (1, y1), (z2, y2)
et (z3,y3) et en utilisant la base polynomiale linéaire ®(M) = ®(z,y) = (1,x,y) pour
construire les fonctions d’interpolation de cet élément triangulaire.

Nous recherchons ainsi une approximation polynomiale linéaire a 3 parametres de la
forme u*(M) = u*(z,y) = ®(M) a conduisant a la solution approchée linéaire :

aj
u(z,y)=1zy)| a2 | =ai+ayz+azy.
a3

Nous identifions ensuite le champ de déplacement au niveau des valeurs nodales u; avec
u*(z;, y;) = u;. Nous obtenons alors le systéeme matriciel suivant :

u; u*(z1,91) ®(x1,91) a; 1 21 wn a;
u, = | w | = u(zey2) | = P(z2,92) a | =1 22 o ag
us3 u*(r3,y3) ®(x3,y3) a3 1 z3 w3 a3

La relation inverse est de la forme :

a; 1 d23 031 012 u;
a=| a | =57 | Y3 Y Y Us (37)
as T32 213 T21 us
————
T u,

avec A l'aire du triangle et z;; = x; — x;,¥;; = ¥i — yj et d;; = x;y; — ;1. Si nous
reportons ce résultat dans I’approximation, nous obtenons :

1 023 031 012 u
u'(z,y) = ( 1 =z y ) 54| Y Y1 v up
—_— T32 T13 X21 us
(M)
T Un
up
1
= ﬂ(523+y2317+$32y ds1+ysiz+213y d2tyez+zay )| u
us
N(z,y) —_———
Un

up

= (Mey) No(ey) Na(ey) )| w
us




La solution approchée est ainsi de la forme :
u*(a;, y) =up Nl(l',y) + u NQ(x7y) + us N3(.’13, y)

avec N;(z,y) les fonctions d’interpolation attachées aux noeuds
comme valeurs nodales u; et qui sont définies par : N;(x,y) =

i, ¥;) du triangle ayant

(z
7 (655 + Yjk T — Tjk y) -

Si nous les présentons sous une forme matricielle, nous avons

Ni(z,y) 1| Y23 w2 923 x
No(z,y) | = oA | Vs w3 031 Yy
N3(z,y) Y12 x21 012 1

x T1 Ty X3 Ni(z,y)
y =1y Y ys3 No(z,y) |,
1 1 1 1 Ns3(z,y)

A noter que la somme des N;(x,y) vaut ainsi 1, et que nous avons comme relations :
z = Ni(z,y) 1+ Na(z,y) 22+ N3(2,y) 3 et y = Ni(2,y) y1 +Na(2,y) y2 + N3(2,y) 3.

L’approximation nodale est généralement construite sur des éléments dits de référence
ayant une forme géométrique simple. Puis, une transformation géométrique est utilisée
pour passer de I’élément de référence a 'élément dit réel, c’est-a-dire a 1’élément quel-
conque du domaine discrétisé. Pour cela, il faut bien entendu que I’élément de référence
et I’élément réel soient de méme nature. A noter qu’il existe deux types d’élément de ré-
férence. Les éléments de type Lagrange qui disposent d’une variable nodale par noeuds
de I’élément. Il faut ainsi augmenter le nombre de noeuds pour augmenter le nombre de
variables nodales. Les éléments de type Hermite dont le nombre de variables nodales est
augmenté en considérant également les valeurs des dérivées du champ aux noeuds.

Triangle T3 ou CST (Constant Strain Triangle). Comme élément de référence
pour un triangle 2D, nous pouvons considérer un triangle rectangle défini dans le repere
de référence s = (s,t) par les 3 noeuds de coordonnées (0,0), (1,0), (0,1).

Comme valeurs respectives de ces noeuds, nous considérons les valeurs uj,us, us.
Nous faisons ainsi correspondre les noeuds (z1,41), (z2,92), (z3,y3) de Iélément réel
défini précédemment avec les 3 noeuds respectifs de cet élément de référence. Le point
(s,t) sur I'élément de référence est ainsi le correspondant du point (z,y) de I’élément réel.

Construisons les fonctions d’interpolation de cet élément de référence en utilisant, de la
méme fagon que pour 1’élément réel, la base polynomiale linéaire (1, s, ¢). Nous avons vu
que la solution approchée était de la forme u*(M) = u*(s,t) = a; + as s + ag t.

En identifiant le champ de déplacement aux 3 valeurs nodales du triangle, c’est-a-dire en
considérant que u*(0,0) = uy,u*(1,0) = uz et u*(0,1) = ug, nous obtenons :
a; =u;, ag = up —uj et ag = uz — uy.




La solution approchée est alors de la forme :

up up
uw(M)=u"(s,t) = (Ist)| wg—u; [|=(1—-s—1¢t st)| us
—_————
uz — ug N(s,t) us
—_———
Un

Nous obtenons ainsi les fonctions d’interpolation linaires représentées ci-dessous :

Ni(s,t) =Ly =1—s—1t, No(s,t) =Lo=s, Ns(s,t)=Ls=t.

3 t L1 L2 L';
3 3 3
1 1 1
S
1 2 2 2 2

A noter que I'expression de ces fonctions d’interpolation est plus simple sur ’élément de
référence que sur I’élément réel et ne dépend pas des coordonnées de 1’élément réel.

La somme de ces fonctions d’interpolation vaut ainsi toujours 1 et nous pouvons égale-
ment vérifier la relation N;(M;) = 6;; avec

Quantités élémentaires. La méthode des éléments finis repose sur la discrétisation
du domaine en éléments. Il est alors nécessaire de définir pour chacun de ces éléments
les formes matricielles et vectorielles issues de la formulation intégrale du probleme de la
dynamique newtonienne. Pour présenter cette démarche, prenons comme point de départ
la forme intégrale de notre probleme issue du Principe des Travaux Virtuels (PTV).

Etant donné un systeme matériel D;, I'idée du PTV consiste a définir en fonction
d’un déplacement virtuel 0, le travail virtuel des quantités d’accélération 6 A et le travail
virtuel des efforts §7". Sachant que nous avons a tout instant A = §T', nous avons :

VM’/& (paﬁ.ﬁ)dvz—/Dt (a:gradéﬁ)dv—k/[)t (61 p femt) dv+ | (53-T)ds.

0A oT

0Dy

Ensuite pour chacun des éléments D, du domaine discrétisé, nous utilisons I’approxima-
tion nodale u* (M) pour exprimer le champ de déplacement 1 et le champ des déplacements
virtuels du. Cette approximation étant définie pour tout point M de D, par N(M) u,,
nous obtenons pour le premier terme de 1’égalité précédente :

/ (p 0i(M) - (M) dv = du,” / (N pN(M) ) dv i, = Ju,T M, i,

e e



avec M, la matrice élémentaire des masses définie par

M, = [ (N(M)" pN(M)) dv.
De

Par ailleurs, le tenseur des déformations peut étre exprimé par
e(M)=L4d(M)=LN(M)u,=B(M)u,.

ou L est la matrice d’opérateurs différentiels correspondant a ’expression du gradient
symétrique du champ de déplacements et B la matrice d’opérateurs différentiels
appliquées aux fonctions d’interpolations N.

La loi de comportement permet par ailleurs de relier le tenseur de contraintes avec le
tenseur des déformations avec

Etant données ces relations, nous pouvons écrire :

/De<0:grad5ﬁ)dv = /De (ﬁ:i)dv

= 5u§/ (B(M)T C(M)B(M)) dv u,,

e

T
= ou, Kcu,

avec K. la matrice élémentaire des raideurs définie par

K. = [ (B(M)" C(M)B(M)) dv.
De

Enfin nous avons également :

[ (6ip Fa) dv+

N . (s ) ds = sul F,

avec B — /D (N p £, ) dv+ L (N()T Ty) ds

ou fq.,, et i représentent les forces extérieures et le vecteur de contraintes pour
I’élément D, qui sont ensuite exprimés dans une base cohérente avec le méme choix de
la discrétisation que du pour devenir respectivement f; , et Ty.

Au final, si nous reprenons la formulation intégrale issue du PTV, nous obtenons 1’équa-
tion matricielle suivante pour chacun des éléments D, du domaine discrétisé :

VD,, 6ul M, i, + éul K, u, = dul Fy

= M.u, +Kcu, =Fg




Matrice B(M) pour un élément triangulaire 2D. Reprenons notre élément réel

triangulaire 2D. Le champ de déplacement est défini dans le plan par le vecteur (u v)’.

Le tenseur des déformations s’écrit alors :

. oz U
xrxr
e(M)=| e = LY )= o = v
= vy = = By = Y
2 €,
Y ou v
5+ 3 Uy + v
dy oz Y »T

ou L est la matrice d’opérateurs différentiels. En prenant I’approximation nodale du
champ de déplacement définie par u*(M) = N(M) u,, nous avons :

U(J:?y) = u N1($7y) + u2 NQ(«T7y) + us N3(‘T7y)
U($7y) =1 Nl(:an) + v2 NQ(I’,y) + v3 N3(:E7y)

Uy = UL NLJ; =+ uo N27x + us N37$
= Vy = U1 N17y —+ Vo N2’y + v3 N3,y
Uy + Vg = Ul Nl,y + 1 N17x =+ U9 N27y —+ V9 N27$ + usg N37y + v3 ]\737z
Le tenseur des déformations s’exprime alors sous la forme suivante :
U
U1

N, 0 Npy 0 Ny, 0
G(M) = 0 N17y 0 NQ,y 0 Ngvy :B(M) u,,.

V2
Nl,y Nl,z NQ,y NQ,ZL‘ NS,y N3,z us3
L N(z,y) v3

——

Pour construire la matrice B(M) = L N(z,y), nous devons ainsi calculer les dérivées
premieres des fonctions d’interpolation N(M) par rapport aux coordonnées (z,y).

En considérant les fonctions NV;(x,y) associées au triangle, nous obtenons :

ANi(z,y) = Nz = 55 923 ; %Nl(ffay) = N1y = 57 32
%Ng(a:,y) =Nyo =51 Y31 ; a%N2(337?J> = Nay = 57 13
%Ng(x,y) = N3z = 57 Y12 ; (%Ng(x,y) = N3y = g5 221
B, 1 3, 1
:%M@wszﬁzwet@M@MZMfﬁg%

que nous pouvons exprimer sous la forme pseudo matricielle suivante :

Niz Niy 1 Y23 T32
[Nj]=| Nag Noy | = o4 | ysr s
N3, N3y Y12 T21




Nous pouvons également noter que :

or o or o ox .
ONi(z,y) ' ONa(w,y)  ONs(wy)
dy oy dy

Ny Y Ny 2 aNs(my)

N Ox o o9
ONi(z,y) 1 ONy(w,y) O

Au final, la matrice B(M) relative a I’élément triangulaire 2D est définie par :

1 | Vo3 0 w31 0 wyi2 O
B($,y) = — 0 39 0 I13 0 21

r32 Y23 T13 Y31 T21 Y12

Elle est ainsi identique pour tout point M = (z,y) de I'élément considéré, c’est-a-dire
qu’elle est constante sur 1’élément. Il en est de méme pour le tenseur ¢(M) = B(M) u,.

Cette propriété a le mérite de faciliter le calcul de la matrice élémentaire des raideurs.
Pour un élément triangulaire de surface A et d’épaisseur h, nous avons ainsi :

K. = [ (B(M)" C(M)B(M))dv=h A(BM)" C(M)B(M)).
De

Passage de 1’élément de référence a 1’élément réel. Les expressions des matrices
élémentaires utilisent des opérateurs différentiels et des intégrales sur le domaine élémen-
taire D,. Pour effectuer ces calculs, nous les réalisons tout d’abord sur les éléments de
référence (pour lesquels les fonctions d’interpolation et leurs dérivées sont connues et sur
lesquels les calculs peuvent étre réalisés analytiquement), puis nous employons une trans-
formation géométrique pour passer de ’élément de référence a 1’élément réel.

Cette transformation géométrique permet ainsi de définir les coordonnées (z,y, z) de
tout point 3D de 1’élément réel a partir des coordonnées (s, t, u) du point 3D correspondant
de I’élément de référence. Par ailleurs, cette transformation géométrique est une bijection,
c’est-a-dire que tout point (z,y,z) de I’élément réel a un seul antécédent de coordon-
nées (s,t,u) et est ainsi 'image de ce point. Par contre, un élément de référence permet de
générer une classe d’éléments réels en fonction de la transformation géométrique employée.

A noter que si les noeuds d’interpolation et les noeuds géométriques sont confondus,
les fonctions de transformations géométriques N, sont identiques aux fonctions d’interpo-
lation IN utilisées pour définir ’approximation nodale. I’élément de référence est alors dit
iso-paramétrique. La transformation géométrique est dans ce cas définie par :

x=Ng(s,t,u) xp; y=Ng(s,t,u) y,; 2 =Ny(s,t,u) z,.

avec Xp, ¥,,, Zn les coordonnées des n noeuds de I’élément réel et N (s, ¢, u) les fonctions de
transformation géométrique permettant de passer de ’élément réel a 1’élément de référence.



Revenons aux calculs relatifs a la définition des matrices élémentaires. Nous avons
vu que ces calculs faisaient apparaitre des opérateurs différentiels appliquées aux fonc-
tions d’interpolation N. Or en pratique nous ne connaissons que les dérivées des fonctions
d’interpolation par rapport aux coordonnées r = (s,t,u) de I’élément de référence, alors
qu’il est nécessaire de savoir les exprimer par rapport aux coordonnées réelles x = (z, y, 2).

Pour cela nous définissons la matrice jacobienne de la transformation J en uti-
lisant les regles de dérivation en chaine. Nous obtenons ainsi :

9 9z Oy 0z 0
ds ds 0s 0Os ox
kil — | 9z 9y 9z 0
ot - ot ot ot dy
0 dx Oy 0z 9
ou ou Ou Ou 0z
9 ox __ J 9
or or ox

En considérant un élément de référence iso-paramétrique, nous pouvons alors écrire
que la matrice jacobienne est définie par :

9
Js
9 o]
g ] )
9
ou
9
Os
K
ou
El
ds
N o ( >oic1 Niglsytou) @i 3501 Nig(s,tyu) i i Nig(s, t,u) 2 )
K
ou
9 _
Js ng(S,t, U) Nng(S,t,’U,) - ” »
= % N19(57ta U) Nng(s,t,u)
% N19(57t7 u) Nng(S,t,u) In Yn Zn
Q -
Os Ny(s,t,u)
- % Ny(s,t,u) {xn Y zn}
5 i Ny (s, t,u)
ou
) _
%Ng(s%u)
0
= aNg(s,t,u) [xn Vo Zn}
0
I %Ng(s,t,u) |




Ainsi pour chaque élément de la discrétisation, nous pouvons exprimer la matrice ja-
cobienne J en fonction des dérivées des fonctions connues de transformation géométrique
N, et des coordonnées X,,,y,,, z, des noeuds géométriques de I'élément réel. J est ainsi le
produit d’une matrice 3 X n par une matrice n x 3, toutes deux connues.

La relation inverse J (qui existe puisque la transformation géométrique doit étre une
bijection) permet par ailleurs de calculer les dérivées premieres par rapport aux coordon-
nées réelles des fonctions d’interpolation avec :

0 Os Ot  Ou gl
ox or Oxr Ox ds
O _ o9 o || o owl|| 2
ox ox Or oy Jdy Oy Oy ot
0 9s Ot Ou 0
0z 0z 0z 0z ou

Jfl

Connaissant les dérivées premieres des fonctions d’interpolations N; par rapport aux
coordonnées de ’élément de référence (s,t,u), ces relations contribuent a la construction
de la matrice B(s, t,u) a partir de la matrice B(z, y, z) s’exprimant en fonction des dérivées
premiéres des fonctions d’interpolations NV; par rapport aux coordonnées réelles (z,y, z).

La jacobienne de la transformation permet aussi de passer de 'intégrale d’une fonction
f(x,y, z) définie sur I'élément réel D, a l'intégration sur I’élément de référence D,..s avec

/ f(z,y,z) de dy dz = f(s,t,u) det(J) ds dt du.
D6 Dref

A noter que le calcul de l'intégration se fait rarement de maniére analytique, mais
plutét de maniere numérique sous la forme

/ F(s.t,u) dsdtdu—foz w;
7ef

avec Np; le nombre de points d’intégration sur I'élément de référence D,.y, &; les coordon-
nées paramétriques des points d’intégration et w; les poids d’intégration.

Les matrices élémentaires s’écrivent alors sous la forme suivante :

— matrice élémentaire des masses : M, = / (N©T pN(¢) det(d)) ds dt du,
D'ref

— matrice élémentaire des raideurs : K, = (B(f )T C(€) B(€) det(3 ) ds dt du,
Dref

— vecteur des forces extérieures : Fy, = / (N(ﬁ)Tp £y ., det(J ) ds dt du.
D'ref




Triangle T3 ou CST (Constant Strain Triangle). Nous avons vu que pour un
élément réel triangulaire 2D défini par les noeuds (x1,y1), (z2,y2) et (z3,y3), nous
pouvons utiliser I’élément de référence T3 défini par les noeuds (0,0), (1,0) et (0,1).

Nous devons alors définir la transformation géométrique qui va permettre de passer
de I’élément de référence (défini dans le repeére r) a notre élément réel (défini dans
le repere x). Il faut savoir que 1’élément T3 est iso-paramétrique. Les noeuds utili-
sés pour linterpolation de l'approximation nodale du champs de déplacement sont
ainsi confondus avec les noeuds géométriques utilisés pour la transformation géométrique.

Les fonctions de transformation géométrique Ny (s,t) sont dans ce cas identiques aux
fonctions N(s,t) de l'approximation nodale. Dans le cas de l'utilisation de la base
polynomiale linéaire (1, s,t), nous avons ainsi : Ny(s,t) = N(s,t) =(1—s—1t s t).

La transformation géométrique est alors définie par

€1
r=1—-s—t s t)| =z =291 S+x31t+ 21

y=1—-s—tst)| 2 |=vas+tynt+un

Ensuite, pour le calcul des opérateurs différentiels, nous devons définir la matrice jaco-
bienne de la transformation géométrique. Pour un élément, elle est définie par :

[0
—Ny(s,1)
Os
T QN(st) [Xn yn}
ot
0
%(1—8—t8t) T Y1
=5 o Z2 Y2
'_1 10 x1 1 ]
- T3 Y3 ) |
_ T2 —T1 Y2 — Y1 _ 21 Y21
| r3—21 Yz —yl T31 Y31 |

La matrice inverse est ainsi définie par :

J—1:L Y31 Y21
24| —x31 w2

ou A est l'aire de Iélément réel et det(J) = 2A = x91 y31 — T31 Y21-




J étant constante sur 1’élément, nous pouvons calculer analytiquement les intégrales
des matrices élémentaires. Pour cela, notons h [’épaisseur uniforme de 1’élément
de référence. Ses frontieres sont données par les droites s = 0,t = 0 et s+t = 1.
Dans cet élément de référence, t varie ainsi de 0 a 1. Ensuite pour ¢ fixé, s varie de 0 a 1—s.

Le calcul des intégrales élémentaires s’écrit ainsi de la facon suivante :

— pour la matrice élémentaire des masses :
M, = / (N(@, )" pN(z,y)) dz dy d=
D

= h /D (N(s,)" p N(s,t) det(J)) ds dt

ref

= h 1 (/sls (N(s,t)T p N(s,t) 2A) ds) dt

t=0 =0

— pour la matrice élémentaire des raideurs :

K. = /De (B(az,y)T C(z,y) B(:p,y)) dzr dy dz

= h (B(s,)" C(s,t) B(s,t) det(J) ds dt
Dref
1

= n (/:_S (B(s.1)" C(s, 1) B(s, ) 24) ds> dt

=0

Il faut ainsi définir la matrice B(M) nécessitant le calcul des dérivées premieres des
fonctions d’interpolation N sachant que ¢(M) =L u(M) = L N(M)u,, = B(M) u,.

Le champ de déplacement u = (u v)” peut alors étre vu comme une fonction de (z,y)
ou de (s,t). Si nous considérons ’approximation nodale dans le repere r avec u*(s,t) =
N(s,t) u,, les composantes u et v sont définies en fonction de (s,t) par :

u(s,t) = (1—s—t)ur+sug+tus = (ug—u)s+ (us—w)t+u
v(s,t) = (1—s—t)vi+sva+tvg = (va—v1) s+ (v3—wv1)t+v;

Nous pouvons alors facilement calculer les dérivées premieres par rapport a r :

Ou(s,t)
u(s,t) Os B ug—wur \ (-1 10 Zl
o | ous,t) | \wug—w )\ -1 0 1 2

u3

ot




ov(s,t)

Ov(s,t) Os B vp—vy \ [ -1 10 Zl
o | ous,t) | \ws—v )\ -1 01 2
U3

ot

Puis, nous avons les relations suivantes en utilisant les regles de dérivation en chaines :

Ou(s,t)  Or Ou(s,t) Ov(s,t)  Or Ov(s,t)

ox  O0x or ' 9x  0x  Or
~~ =~
J,1 J,1
du(s, ) ous,t) )
N Qu(s,t) _ Ox _j1 ds _ Loy —ym ug — uy
ox du(s,t) du(s,t) 24| —w31 T2 uz — U1
oy ot
_ w
_ L yes wm v o
2A | 32 T13 21
L u?)
ov(s,t) dv(s,t) )
N Qu(s,t) _ Ox _ g1 ds _ Ly vz — 1
ox ov(s,t) Jvu(s,t) 24| —z;1 V3 — U1
oy ot
_ 1
_ i Y23 Y31 Y12 v
2A | 32 713 T21
L ’US
Nous obtenons ainsi :
Uy
U, v
€xx ’ 1| % 0 ya 0 w2 O u;
G(M) = Eyy = Uy = — 0 32 0 13 0 I21
2A ()
2 €gy 32 Y23 T13 Y31 T2 Y12
Uy + Vg us
B(M) V3

Le champ des déformations €(M) est ainsi constant a l'intérieur de 1’élément de référence
ainsi appelé élément T3 ou CST pour Constant Strain Triangle.

Nous retombons sur la formulation que nous avions établie précédemment a partir des
fonctions d’interpolations N;(z,y) exprimées en fonction des coordonnées du repere de
I’élément réel. Mais cette fois-ci, la formulation a été établie en partant des expressions
des fonctions d’interpolation N, (s, t) établies & partir du repére de 1’élément de référence.




Assemblage. Aprés avoir défini une approximation de la solution sur chacun des élé-
ments finis, et construit pour chacun de ces éléments les matrices élémentaires de la forme
intégrale du probléeme, la méthode des éléments finis nécessite I’assemblage de ces ma-
trices élémentaires. Nous obtenons ainsi les équations relatives au domaine D, entier pour
permettre ensuite sa résolution globale. En effet, il est important de noter qu’il n’est pas
possible de résoudre indépendamment chacun des systémes puisque les conditions aux
frontieres sont définies uniquement sur les frontieres du systéme global et non sur les fron-
tieres de chacun des éléments finis.

L’assemblage des matrice élémentaires de masse M, et de raideur K., ainsi que ’as-
semblage du vecteur des forces s’effectuent en sommant les termes correspondant au travail

virtuel calculé pour chaque élément. Si nous considérons le domaine D; décomposé en n,
éléments, nous avons comme relations définissant les matrices et vecteur globaux :

Ze De ~ Dt7
e=1

> éul M. i, =6UT M U,

e=1

> éul Keu, =dUT KU,
e=1

> ouf Fge = 6UT Fy

e=1

Apres assemblage, nous obtenons au final la forme matricielle suivante de la formula-
tion intégrale issue du Principe des Travaux Virtuels sur le domaine Dy :

SUTM U +6UT KU =6UT Fy

= MU+KU-=F,.

Cette équation est ensuite résolue en utilisant une méthode d’intégration numérique.

Récapitulatif des étapes de calculs de la MEF.

Pour résumer, voici les différentes étapes de calculs effectués lors de ’emploi de la mé-
thode des éléments finis.

— Pour les différents éléments de références utilisés

— Création de la table des coordonnées §; et poids w; pour les N,; points d’in-
tégration

— Calcul des fonctions d’interpolation N
— Calcul des fonctions de transformation géométrique N,

— Calcul des dérivées des fonctions N et N, aux points d’intégration




— Pour chaque élément faire

— Pour chaque point d’intégration &; faire
— Calcul de J, J7! et det(J) au point d’intégration &;
— Construction des matrices C, B(§;) et N(&;)
— Calcul de B(&)T C B(&;) det(J) w;
— Calcul de N(&)T p N(&;) det(J) w;
— Calcul de N(&)T £4(&) det(T) w;
— Accumulation dans les matrices K, M et Fy

— Fin de l'intégration

— Fin de la boucle sur les éléments

— Emploi d’'une méthode d’intégration numérique pour résoudre 1’équation

11 Conclusion

J’ai présenté dans ce document les notions de la Mécanique des Milieux Continus qu’il
est nécessaire d’acquérir quand nous souhaitons comprendre et modéliser le comportement
d’un objet déformable. Si nous souhaitons étre au plus proche de son comportement réel,
il est nécessaire d’identifier par des expérimentations mécaniques, sa loi de comportement
ainsi que ses parametres mécaniques associés, permettant la définition des équations de la
mécanique décrivants son mouvement. Ces équations sont ensuite résolues a chaque pas
de temps de la simulation par la méthode dite des éléments finis.
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