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Résumé

Dans ces notes de cours nous fournissons les éléments de base concer-
nant la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints en dimension infi-
nie, avec un accent sur les opérateurs a résolvante compacte. En particu-
lier, nous étudions en détails I'opérateur Laplacien sur un ouvert borné
et discutons les divers conditions au bord (Dirichlet, Neumann, Robin,
périodique, Born-von Karman).

(© 2017 Mathieu Lewin.
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Ce document est consacré a 1’étude théorique et numérique de problémes
aux valeurs propres, c’est-a-dire sous la forme générale

Av = dv,

oll v est un vecteur d'un espace de Hilbert (par exemple C? mais ici plutét un
espace de dimension infinie comme L?(£) o1 2 est un ouvert de R?), et ot A est
une application linéaire, généralement supposée auto-adjointe. Nous étudierons
également les problemes avec second membre sous la forme

Av = w,

ol w est donné dans un espace de Hilbert, et v est inconnu, une question qui
revient & définir proprement l'opérateur A~1.

Le lecteur habitué a I’étude des matrices hermitiennes en dimension finie
sera peut-étre surpris des difficultés apparaissant en dimension infinie. Dans
ce document nous n’exposerons pas la théorie spectrale des opérateurs auto-
adjoints de facon tres détaillée; elle peut étre lue ailleurs, par exemple dans
lexcellent ouvrage [9]. Nous allons plutét introduire quelques concepts clés et
expliquer leur utilité et leur importance sur des exemples phares intervenant
dans la modélisation des solides. Nous étudierons en détails le cas du Laplacien

d
62
(A0) (@1, oy a) = —A0(21, oy zg) = — Y 872(1:1, ), (1)
j=1 "1

oil v est maintenant une fonction de L?(2) et Q est un ouvert de R%, souvent
supposé borné. Nous discuterons longuement de la nécessité et de la pertinence
d’un choix de conditions au bord de . Enfin, nous étudierons dans un second
temps la fagon de discrétiser le probleme afin de le résoudre de facon approchée
sur un ordinateur.

1 Motivation

De nombreux problemes pratiques se ramenent a la résolution d’une équation
aux valeurs propres, en particulier avec le Laplacien (1). Un exemple célebre est
I’équation de la chaleur

gu(t, x) — Au(t,z) =0, (2)
ot

qui décrit I’évolution de la température dans un solide homogene, représenté par
un domaine Q C R? (ici le Laplacien agit uniquement sur la variable spatiale
z € Q). Lorsque £ n’est pas tout ’espace, il faut ajouter des conditions au
bord qui déterminent la température imposée a sa frontiere. En 1822, Fourier a
résolu cette équation dans le cas d’un segment Q =|a, b], en utilisant les valeurs
et fonctions propres du Laplacien (ce qui revient & utiliser les séries qui portent
maintenant son nom), puis en ayant recours & une séparation des variables
temporelles et spatiales. Sans entrer dans les détails techniques, ceci consiste a
chercher des solutions particulieres de (2) sous la forme u(t,x) = g(t)f(x), ce
qui mene a deux équations aux valeurs propres :

g't) = —Ag(?),
—Af(x) = Af ().

w



La premieére est une équation différentielle ordinaire dont la solution est g(t) =
Ae~*_ qui décrit un amortissement en temps long (lorsque A > 0). La seconde
est elle une équation aux dérivées partielles sous la forme que nous allons étudier
dans ce cours; elle n’admet que des solutions avec A > 0 lorsque la température
est imposée au bord.

La méme équation aux valeurs propres intervient lorsqu’on étudie les fréquences
de vibration d’une corde ou d’'un tambour. Le terme “spectre” a d’ailleurs été
introduit par Hilbert a la fin du dix-neuvieme siécle en référence aux fréquences
de vibration des objets. Ce n’est qu’au début du vingtieme siecle, avec 'in-
vention de la mécanique quantique, qu’on s’est apergu que la méme équation
pouvait décrire le spectre de raies des atomes et des molécules, observé dans les
expériences de spectroscopie. Les petites vibrations d’une corde ou d’un tambour
sont décrites par 1’équation des ondes

2

@u(t7 x) — Au(t,z) =0,

dont la seule différence avec (2) est la présence d’une dérivée seconde en temps
au lieu d’une dérivée premiere. Cette fois u est une fonction qui décrit le
déplacement vertical de I'objet en vibration, au point x € Q et a l'instant ¢.
L’ensemble (2 est l'intervalle |a,b[ pour une corde, et un disque dans R? pour
un tambour circulaire. En cherchant une fois de plus des solutions sous la forme
u(t,z) = g(t)f(z), on trouve cette fois g(t) = Acos(v/At + B) dont les oscilla-
tions décrivent bien I'aspect vibratoire du phénomene et, comme précédemment,
I’équation aux valeurs propres —Af = Af pour la variable spatiale. Cette solu-
tion particuliere de I’équation des ondes est une fonction u(t,z) = A cos(v/ At +
B) f(z) qui oscille périodiquement entre —A|f(z)| et A|f(x)| en chaque point
x € Q. Le modele simplifié ne tient pas compte ici de 'amortissement qui fait
que l'objet cesse de vibrer au bout d’'un moment.

Les points ou f s’annule sont les seuls qui restent immobiles pour tout temps.
Cette propriété peut étre utilisée pour “voir” ’ensemble des zéros de la fonction
f, appelé ensemble nodal dans ce contexte. En effet, si on fait vibrer un tambour
& la fréquence appropriée 1/ VA (fréquence de résonance), et que l'on jette des
grains de sables sur le tambour, I'oscillation permanente de ce dernier va faire
tomber les grains sur ’ensemble des zéros de f. On obtient ainsi de tres belles
figures qui ont fortement étonné les expérimentateurs avant que la théorie de
I’équation des ondes ne soit développée.

Au début du dix-neuvieme siecle, le physicien allemand Ernst Chladni a par-
couru I’Europe pour montrer une expérience similaire avec une plaque métallique
(qui est plutot décrite par I'équation A%u = Au), et on parle maintenant de fi-
gures acoustiques de Chladni. L’expérience ayant fortement intéressé Napoléon,
ce dernier a offert 3000 francs a celle ou celui qui en fournirait I’explication
scientifique. C’est la mathématicienne Sophie Germain qui regut le prix en 1816,
méme si son argument était incomplet [21]. Aujourd’hui, de nombreuses vidéos
disponibles sur internet permettent de voir les grains de sable former des figures
élaborées en fonction de la fréquence a laquelle la plaque est mise en vibration.

Cet exemple historique nous rappelle que des objets de la vie courante
peuvent avoir un comportement trés complexe, mais qui est remarquablement
bien expliqué par des mathématiques aujourd’hui considérées comme tres stan-
dards. L’explication des figures sonores de Chladni passe par la théorie spectrale



du Laplacien dans un domaine borné €2, que nous allons exposer en détails dans
ce cours.

F1GURE 1 — Figure de Chladni obtenue par le laboratoire de Physique du Massa-
chussets Institute of Technology (USA) en faisant vibrer une plaque métallique
fixée au centre et recouverte de grains de sable, a différentes fréquences de
résonance. Les grains de sable se placent sur les zéros de la fonction v solution
de I’équation aux valeurs propres A%v = \v pour plusieurs valeurs de A. Ici A
est relié a la fréquence de vibration imposée a la plaque.

Ce cours contient un résumé tres incomplet de la théorie spectrale des
opérateurs auto-adjoint en dimension infinie, dans le but d’étudier plus en détails
le Laplacien sur un domaine §2, souvent supposé borné pour simplifier.

2 Opérateurs auto-adjoints en dimension infinie

Rappelons qu’une matrice carrée A de taille d a coefficients complexes est
dite auto-adjointe ou hermitienne lorsque A* = A ou A* est par définition la
matrice obtenue en appliquant la transposée et en prenant la conjugaison com-
plexe de tous les coefficients. La propriété A* = A est équivalente a (v, Aw)cq =
(Av,w)ca ot (v,w)ca = v*w est le produit scalaire de C?. Les matrices auto-
adjointes sont toutes diagonalisables dans une base orthonormée et leurs valeurs
propres sont réelles.

La généralisation en dimension infinie est bien plus laborieuse. Soit $ un
espace de Hilbert séparable quelconque. Il est souvent nécessaire de considérer
des applications linéaires A qui ne sont définies que sur un sous-espace D(A) de
£, appelé domaine de A.

Définition 1 (Opérateurs en dimension infinie). Un opérateur sur $) est la
donnée d’un sous-espace dense D(A) C $ et d'une application linéaire A :
D(A) — 9.



En dimension infinie, il est donc absolument nécessaire de toujours spécifier
le domaine D(A) sur lequel on travaille. Comme nous allons le voir sur des
exemples, la résolution de I’équation aux valeurs propres Av = Av dépend for-
tement du domaine considéré.

L’exemple le plus simple d’un opérateur A est celui d’une application linéaire
définie sur tout l'espace D(A) = $), mais nous verrons plusieurs exemples
d’opérateurs dont le domaine est un sous-espace strict de . Nous pensons parti-
culierement & la dérivation f — f’ qui est bien linéaire mais qui n’est pas définie
sur tout $ = L2(]0,1[) (on peut la définir sur L? mais son image est alors une
distribution qui n’appartient pas nécessairement & L?). Cette derniére est par
contre bien définie sur I'espace de Sobolev D(A) = H(]0,1[) C L%(]0,1]) et
prend alors bien ses valeurs dans L?(]0, 1[).

On appelle spectre d’'une matrice carrée I’ensemble des nombres complexes
A tels que det(A — X\) = 0, c’est-a-dire tels que A — A ne soit pas inversible.
L’inversibilité est ici équivalente & la non injectivité ou a la non surjectivité de
A— . Par ailleurs, I'inverse (A — )1 est toujours une application continue car
linéaire. En dimension infinie la situation est plus complexe car une application
linéaire peut étre injective sans étre surjective, et réciproquement. De plus,
I'inverse peut exister sans étre borné. La définition du spectre est la suivante.

Définition 2 (Spectre). Soit A un opérateur défini sur D(A) C $. On appelle
ensemble résolvant de A le sous-ensemble de C

p(A) :={\eC tels que A— \: D(A) > §
est inversible d’inverse (A — )71 : § — D(A) C $ borné}.

Le spectre de A est par définition l'ensemble c(A) = C\ p(A).

L’hypothese que (A—\)~! est borné signifie qu’il existe une constante C telle
que [[(A—X)"1v|g < C|lv|ls pour tout v € § ou, dit autrement, que (A — X)~1
définit une application continue sur $ (mais qui prend ses valeurs dans D(A)).

Nous voyons qu’un nombre complexe A\ peut appartenir au spectre de A pour
plusieurs raisons différentes. Par exemple A — A pourrait ne pas étre injectif, et
il existe alors un v # 0 tel que Av = Av. Dans ce cas, A est appelée une valeur
propre de A et v est un vecteur propre associé. La multiplicité de X est par
définition la dimension de ker(A — X) et elle peut étre finie ou infinie. Mais il
est également possible que A — \ soit injectif sans étre surjectif, ou méme qu’il
soit inversible mais que son inverse ne soit pas borné sur ).

Exemple 3. Sur § = (?(N) on introduit le décalage & droite S défini par
S(x) = (0,21, 72,...) pour x = (1, x2,...) € L2(N). Alors S est injectif mais pas
surjectif. Donc 0 € o(S) mais 0 n’est pas une valeur propre.

Avant d’aller plus loin nous commencons par prouver que le spectre d’un
opérateur est toujours un ensemble fermé.

Lemme 4 (0(A) est fermé). Soit A un opérateur défini sur son domaine D(A)
et z € p(A). Alors la boule ouverte de centre z et de rayon

v
1A =2)71

est incluse dans p(A). En particulier, o(A) est fermé.



Démonstration. On peut écrire

A—z—n:(l—n(A—z)fl)(A—z)

ot 'opérateur A — z & droite est une bijection de D(A) dans $ puisque z € p(A)
par hypothese, et 'opérateur 1 — n(A — z)~! est borné sur §. Or on sait que
pour tout opérateur borné B de norme || B|| < 1, 'opérateur 1 — B est inversible

avec
(1-B)'=> B"
n>0
Ainsi, I'opérateur 1 —n(A — z)~! est inversible pour 7|[(A — 2)7!|| < 1. Comme
composition d’opérateurs inversibles, on conclut alors que A— z—n est inversible
de D(A) dans $) d’inverse borné, égal a

(A—z—n) ' =(A-2)""> g (A-2)"",

n>0
ceci pour tout /(4 —z)71|| < 1. O

Apres avoir introduit le concept d’opérateur (qui généralise donc celui de ma-
trice en dimension finie), nous pouvons maintenant parler d’auto-adjonction. Il
faut alors distinguer la propriété de symétrie (déja rencontrée pour les matrices)
et les problémes liés au domaine D(A), qui sont eux typiques de la dimension
infinie.

Définition 5 (Symétrie). On dit qu’un opérateur A défini sur le domaine
D(A) C 9 est symétrique lorsque (v, Aw) = (Av,w) pour tous v,w € D(A).

En dimension infinie, un opérateur symétrique n’a pas nécessairement un
spectre réel car, comme nous ’avons vu, il y a de multiples raisons non équivalentes
pour lesquelles on peut avoir A € o(A). Par contre il est possible de montrer,
en suivant la preuve de la dimension finie, que les valeurs propres sont toujours
réelles.

Lemme 6 (Valeurs propres des opérateurs symétriques). Un opérateur symétrique
a toutes ses valeurs propres réelles.

Démonstration. Si Av = Xv pour un v € D(A) non nul, alors on a Afv||§ =
(v, Av) g = (Av,v) ¢ = X[[v[|3. O

L’équation (v, Aw) = (Av,w) peut étre réécrite sous la forme
{(v, Av), (Aw, —w)>ﬁxﬁ =0, (3)

pour tous v, w € D(A), ot le produit scalaire de £ x §) est bien siir défini par

<(ulau2)v (Ul7v2)>f)><f) = <U1,’l}1>ﬁ + <’LL2,’UQ>5;J.
La relation (3) signifie donc que le graphe de A est inclus dans 'orthogonal du
graphe tourné :

{(v, Av) € D(A) x H} C {(Aw, —w) € H x D(A)} . (4)



Dans toute la suite nous noterons
G(A) = {(v,Av) e D(A) x H} et T(A) = {(Aw,—w) € H x D(A)}

le graphe et le graphe tourné d’un opérateur A, de sorte que A est symétrique si
et seulement si G(A) € T(A)L. Evidemment, T(A) s’obtient & partir de G(A)
par une simple rotation et les deux espaces sont isomorphes.

Lorsque l'espace de Hilbert ambiant £ est de dimension finie d, le graphe
et le graphe tourné sont des sous-espaces de dimension d de £ x $). Comme
dim($H x ) = 2d, orthogonal & droite est aussi de dimension d. Ainsi, en
dimension finie les deux ensembles de (4) sont nécessairement égaux pour une
matrice symétrique.

Il semble donc naturel d’imposer la méme propriété en dimension infinie, ce
qui nous amene a la définition suivante.

Définition 7 (Auto-adjonction). On dit qu’un opérateur A, défini sur D(A) C
9, est auto-adjoint lorsqu’on a égalité dans (4) :

{(v, Av) € D(A) x $} = {(Aw, —w) € H x D(A)}". (5)

Rappelons que 'inclusion C dans (5) signifie que A est symétrique. C’est
I’autre inclusion D qui est nouvelle ici.

Nous voyons que si A est auto-adjoint sur un domaine D(A) alors il ne
peut I’étre sur un domaine strictement plus petit. En effet, le graphe diminue
strictement et l'orthogonal du graphe tourné augmente. Dans la pratique on
pourrait préférer choisir D(A) tres petit de sorte que tout soit aisément défini
(par exemple on peut définir la dérivation A : f — f’ sur D(A) = C°(]0,1])).
Mais ce choix n’est pas judicieux car le graphe G(A) sera tres petit et 'ortho-
gonal du graphe tourné sera lui treés gros, de sorte que les deux ensembles de (5)
seront tres différents. Une bonne pratique est au contraire de choisir le domaine
D(A) le plus gros possible de sorte & avoir égalité dans (4).

Notons aussi que, comme 'orthogonal d’un sous-espace est toujours fermé,
un opérateur auto-adjoint a donc son graphe qui est fermé. Par le théoreme
du graphe fermé, ceci est équivalent au fait que A est un opérateur borné de
D(A), muni de la norme du graphe |[v||g(a) := ||[v]ls + [|Av[g, dans $. C’est
une propriété importante qui sera utile dans la suite.

Il est d’usage d’introduire un opérateur A* appelé adjoint de A et de définir
Pauto-adjonction comme ’égalité de A et A* (ce qui comprend l’égalité des
domaines), mais nous avons ici évité cette définition.

Exercice 8 (Adjoint de A). Montrer qu’un sous-espace vectoriel G C ) X $)
est le graphe d’un opérateur B si et seulement si (0,y) € G implique y = 0, et
la projection D = {x €  : Ty € H, (z,y) € G} est dense. En utilisant la
propriété que D(A) est dense dans §, montrer que T(A)L est le graphe d’un
opérateur A* défini sur un domaine dense D(A*), et que l'on a (v, Aw) =
(A*v,w) pour tous v € D(A*) et w € D(A). L'opérateur A* s’appelle 'adjoint
de A. Vérifier alors que A est auto-adjoint si et seulement si A = A*, ce qui
contient la condition que D(A) = D(A*).

La définition 7 peut sembler tres abstraite, a juste titre. Pourtant, comme
nous le verrons sur des exemples plus loin, la vérification pratique de 1’égalité
dans (5) n’est parfois pas trop difficile. Le premier cas facile est celui d’un
opérateur symétrique défini sur tout £, qui est automatiquement auto-adjoint.



Proposition 9 (Opérateurs auto-adjoints bornés). Si A est défini sur tout
D(A) = 9 et est symétrique, alors A est auto-adjoint et borné.

Démonstration. Soit (v, 2) € T(A)*. Alors on a par définition (v, Aw) = (2, w)
pour tout w € D(A) = $. Comme A est défini sur tout $, on peut utiliser
Ihypotheése de symétrie pour en déduire que (Av,w) = (z,w) ou, de fagon
équivalente, (Av — z,w) = 0 pour tout w € D(A) = $. En prenant maintenant
w = Av —z € $ = D(A), on conclut que Av = z, c’est-a-dire que (v, 2)
appartient au graphe de A. Comme nous venons de montrer 1’égalité (5), le
graphe de A est nécessairement fermé et, par le théoreme du graphe fermé, cela
signifie que A est continu, donc borné. O

Pour des opérateurs définis sur un domaine strict D(A) de $, la notion
d’auto-adjonction introduite précédemment est totalement justifiée par le théoreme
suivant.

Théoréme 10 (Caractérisation des opérateurs auto-adjoints). Soit A un opérateur
symétrique défini sur le domaine D(A) C $. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. A est auto-adjoint, c’est-a-dire vérifie (5);
2. le spectre de A est réel : 0(A) CR;

3. il existe A\ € C tel que A — X et A — X\ sont tous les deux surjectifs, de
D(A) dans 9.

L’énoncé nous apprend qu’il est nécessaire et suffisant que ’égalité ait lieu
dans (4) si on désire que le spectre d’un opérateur symétrique soit réel, comme
en dimension finie. En plus d’imiter le cas de la dimension finie, avoir un spectre
réel est extrémement important d’un point de vue pratique car c’est ce qui au-
torisera ’emploi de techniques variationnelles, permettant ensuite de discrétiser
le probleme au valeurs propres convenablement. Par ailleurs nous verrons sur
des exemples que 'on a tres fréquemment o(A) = C lorsque A est symétrique
non auto-adjoint.

Si Passertion 2 du théoreme est tres réconfortante du point de vue de la
théorie, l'assertion & est elle tres utile d’'un point de vue pratique et sera
fréquemment utilisée dans la suite du cours. Elle est en effet beaucoup plus
faible que 2 puisque si 0(A) C R alors A —a — ib et A — a + ib sont surjectifs
pour tous a € R et tous b € R*. Montrer ’assertion & requiert donc beaucoup
moins de travail que 2.

La preuve du théoreme 10 n’est pas difficile et nous allons la fournir dans
tous ses détails, mais le lecteur pressé pourra la sauter dans un premier temps.
La démonstration repose sur le lemme fondamental suivant.

Lemme 11. Soit A un opérateur auto-adjoint de domaine D(A) C $. Alors
ker(A — \) = Im(A — )L, pour tout A € C.

Démonstration. Si A est symétrique, et v € ker(A—\),ona0 = (w, (A — N\)v)y =
((A=XNw,v) pour tout w € D(A), ce qui montre I'inclusion C. Pour des ma-
trices I'inclusion réciproque suit immédiatement du théoreme du rang, mais en
dimension infinie I'auto-adjonction de A est requise. En effet, soit maintenant
w € Im(A — X)*+, ce qui signifie que (w, (A — X)v) = 0 pour tout v € D(A).
On peut écrire cette relation sous la forme ((w, Aw), (Av, —v)) g, = 0 pour



tout v € D(A). Comme on a égalité dans (5), cela signifie précisément que
(w, Aw) doit appartenir au graphe de A ou, dit autrement, que w € D(A) et
que Aw = Aw. Ceci prouve bien I'inclusion réciproque. O

Avec le lemme & notre disposition, il est possible d’écrire la preuve du
théoreme 10.

Preuve du théoréme 10. Nous commengons par remarquer que si A est un opérateur
symétrique, on a pour A = a + ib avec a,b € R et v € D(A)

1A = Nollg, = (A = a)oll5, + 5 [loll; (6)

(il suffit de développer le carré et de vérifier que le terme croisé s’annule).

Supposons maintenant que A est auto-adjoint et montrons ’assertion 2,
c’est-a-dire que A — A : D(A) — $ est inversible d’inverse borné, pour tout
A € C\R. Soit donc A = a+1ib avec b # 0. D’apres le lemme 6, on sait déja que
ker(A — A) = {0} donc que A — X\ est injectif.

On montre ensuite la surjectivité. D'un c6té, on a Im(A — \)+ = ker(A4 — \)
d’apres le lemme 11 (avec b remplacé par —b), et ker(A — X) = {0} puisque les
valeurs propres sont toutes réelles d’apres le lemme 6. On en déduit donc que
Im(A — X) est dense dans $. D’un autre coté, il se trouve que Im(A — X) est
également fermé. En effet, si (4 — A\)v, — w alors (v,,) est une suite de Cauchy
puisque

lon = vpll5, < 572 (A = A)(vn — vp) I

d’apres (6), donc v, — v. Comme v, — v et Av, — w + v, le graphe de A
étant fermé on conclut que v € D(A) et que (A — X\)v = w, ce qui montre bien
que Im(A — \) est fermé. En conclusion, Im(A — \) est dense et fermé, donc égal
a tout 9. En conclusion, nous avons montré que 'opérateur A — X est inversible.
Il reste & voir que son inverse est borné, ce qui suit immédiatement de (6) qui
fournit [|(A — A)"tw|s < b7 |w|s. Ainsi, A n’est pas dans le spectre de A et
onaoc(A)CR.

Comme l’assertion 2 implique évidemment 3, il reste a prouver que & im-
plique 1. On suppose maintenant que A — X et A — X sont surjectifs pour un
A € C (réel ou pas) et on désire montrer que A est auto-adjoint, c’est-a-dire I'in-
clusion D dans (5). Soit (v,w) € T(A)+ = {(Az,—2), z € D(A)}*, c’est-a-dire
tel que (v, Az) = (w,2) pour tout z € D(A). Comme A — X est surjectif par
hypothese, il existe y € D(A) tel que w — Av = (A — \)y et on obtient

<Uv (A - A)Z> = <w - X'U, Z> = <(A - X)ya Z> = <y7 (A - )‘)Z>a

puisque z € D(A) et que A est symétrique. Par ailleurs A — X est aussi surjectif,
donc on peut trouver z € D(A) tel que (A — X)z = y — v. On en déduit alors
que y = v et donc que v € D(A) et w = Av. O

Voici maintenant un résultat qui permet de donner une caractérisation assez
pratique du spectre des opérateurs auto-adjoints.

Théoréme 12 (Spectre des opérateurs auto-adjoints). Soit A un opérateur
auto-adjoint sur le domaine D(A) C $, et A € R. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Xeo(A);
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2. inf A—- A =0;
3y 164 = el
v||=1

3. il existe une suite (v,) C D(A) telle que ||[vp|lg =1 et [[(A—N)vp|ls — 0.

Ce résultat nous donne une interprétation du spectre tres utile en dimension
infinie. La troisieme assertion nous dit ainsi que les éléments du spectre sont
tous des quasi-valeurs propres au sens oul on peut résoudre 1’équation Av = v
de maniere approchée avec une suite v,,, sans nécessairement pouvoir passer a la
limite et trouver réellement une solution. En dimension finie, comme la sphere
unité est compacte et A est continue, on peut bien str toujours passer a la limite
et il n’y a que des valeurs propres. Un résultat similaire au théoreme 12 mais
plus précis sera prouvé plus loin (voir le théoreme 37).

Démonstration. L’équivalence de 2. et 3. suit de la définition de I'infimum. Si 2.
est vraie, il est clair que I'inverse de A— ), s’il existe, ne peut étre borné, puisque
ceci impliquerait [|(A — A\)~tw||g < Ollwlg et donc 1 = ||v]lg < C|[(A — Nl
en prenant w = (A — A)v avec ||v]|s = 1, qui contredirait le fait que I'infimum
dans 2. vaut 0. Donc A est nécessairement dans le spectre.

Réciproquement, si 'infimum dans 2. vaut € > 0, alors ||(A—MNv||g > €||v]g
pour tout v € D(A). Ceci implique évidemment que ker(A — ) = {0} et donc,
par le lemme 11, que A — X est d’image dense. Mais avec le méme argument
qu’a la fin de la preuve du théoreme 10, on conclut que I'image est fermée et
que l'inverse est borné par 1/e. Ceci montre donc que A ¢ o(A). O

Exercice 13. En utilisant le théoréme 12, retrouver le fait que o(A) est un
fermé, comme nous l'avons déja démontré au lemme 4 (sans utiliser ’hypothése
d’auto-adjonction).

Nous donnons maintenant plusieurs conséquences intéressantes de ce résultat,
et traitons des exemples.

Corollaire 14 (Localisation du spectre). Soit A un opérateur auto-adjoint sur
le domaine D(A) C $ et a € R. Si (v, Av) g > al|v]|§ pour tout v € D(A), alors
o(A) C la, +o0].

La réciproque est également vraie, ce que nous verrons plus tard au corol-
laire 35.

Démonstration. Soit A € o(A) et (v,) une suite comme au théoreme 12. Comme
Avp— v, — 0 et que ||v,]ls = 1, on en déduit par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
que (vn, Avy, — M) g = (Un, Avy) 5 — A —= 0. Comme (v, Av,) g > allvg||f = a
par hypothese, on conclut bien que A > a. O

Voici un premier exemple trés important d’opérateurs auto-adjoints.

Corollaire 15 (Laplacien sur RY). L’opérateur A = —A défini sur D(A) =
H2(R?) C $ = L?(R?) est auto-adjoint et son spectre est o(—A) = [0, +00).

Démonstration. 1l est classique que 'opérateur —A est symétrique sur H2(R%).
En effet, on a apres une intégration par parties

- / @) Af@)de =~ [ Bgla) f(a) da.

Rd
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pour tous f,g € CX(R?) et 1’égalité suit alors dans H?(R?), en utilisant que
C°(R?) est dense dans cet espace.

D’apres le théoreme 10 avec A = —1 = )\, il suffit alors de montrer que pour
tout g € L?(R?) il existe une fonction f € H2(RY) telle que (1 — A)f = g. En
passant a la transformée de Fourier, on trouve que

(L+ [K[*) (k) = G(k),

donc la fonction

convient. Elle est bien dans H?(R?) par la caractérisation de cet espace rappelée
a l'appendice A, puisque (1 + |k|2)f(k) = G(k) € L2(R%).

En fait, nous avons choisi A = —1 par soucis de simplicité, mais 'argument
précédent montre aisément que (—A —\) est inversible d’inverse borné pour tout
A < 0, donc que o(A) C RT. Montrons maintenant I'inclusion réciproque. Pour
tout ko € R et toute fonction f € H?(R?) normalisée dans L?(R%), considérons

la suite de fonctions
Jalw) =n=2f (Z) et
n )
dont la transformée de Fourier ! vaut

Fa(k) = n2F(n(k — ko).

Nous avons défini f,, pour que |f,,|*> — &k, au sens des mesures. On a alors

(=2 = [ko[2) ful| 2 ) = / (%[ = ko [*)2[F (k)2
]R'i

_ BQ_ 2 2 2
= | ([ro+ B[ = ko) 1) dp
Rd n
2\ 2 _
l/ (2p~ko+ P! > |f(p)|? dp,
R4

n n
qui tend vers 0 quand n — oo et montre, d’aprés le théoréme 12, que |ko|?
appartient & o(—A) pour tout kg € R?. Comme |ko|? parcourt tout R*, nous
avons bien démontré que o(—A) = RT. Le spectre ne contient aucune valeur
propre car si on a (—A — \)f = 0 pour un f € H%(R%), alors on déduit de

= = AWy = [ = 22 TR a

que la transformée de Fourier f est supportée dans la sphére de rayon v/
Comme cette derniere est de mesure nulle, il suit que f = 0. O

1. Dans tout le document, nous utilisons la normalisation suivante pour la transformée de
Fourier d’une fonction (et par extension d’une distribution) :
1

W o (z)e™* dg.

HOE

12



Exercice 16 (Opérateurs de multiplication). Soit V € Li (R4 C) et My
Vopérateur défini par (My f)(z) = V(x)f(z) sur le domaine

D(My)={feL*R%) : VfeL*R"}.

Montrer que D(My/) est dense dans L?(R?). Montrer ensuite que My, est symétrique
si et seulement si V' est a valeurs réelles et que dans ce cas il est auto-adjoint,
de spectre

o(My) = Imess(V).
Ici Tmess(V') est limage essentielle de la fonction V' définie presque partout,
c’est-a-dire l’ensemble des X € R tels que V= (A —e, A\ +¢]) soit de mesure non
nulle pour tout ¢ > 0. A quelle condition X\ est-il une valeur propre de My ?
Quelle est sa multiplicité ?

Exercice 17 (Dérivation). Montrer que lopérateur P = —i(d/dx) est auto-
adjoint sur H*(R) C L*(R) et que o(P) = R.

A ce stade nous avons présenté la définition des opérateurs auto-adjoints
en dimension infinie, et nous sommes donc au tout début de la théorie qui
consiste a étudier leur spectre. Dans la section suivante nous allons discuter de
I’exemple du Laplacien sur un intervalle borné, qui réunit déja tous les éléments
essentiels de ce que nous avons présenté ici. Ensuite, nous nous concentrons sur
le cas particulier des opérateurs compacts et a résolvante compacte, avant de
considérer le Laplacien sur un domaine borné, en dimension quelconque.

3 L’exemple du Laplacien sur |0, 1]

Dans cette section, nous étudions en détail le cas de l'opérateur A = —d?/dz>
sur L2(]0,1[) qui est trés instructif et illustre bien les notions introduites & la
section précédente. Nous discutons tout particulierement du choix du domaine
D(A) menant & un opérateur auto-adjoint, avec le message principal qu'un tel
choix équivaut & des conditions au bord de I'intervalle |0, 1[. L’étude du spectre
de I'opérateur obtenu sera développée plus tard.

Nous définissons donc l'opérateur A par (Af)(z) = —f"(z), sur un sous-
espace D(A) C H?(]0,1[) dense dans L?(]0, 1[), & déterminer. Ici H2(]0, 1[) est
I’espace de Sobolev dont la théorie est rappelée a 'appendice A et qui consiste a
demander que les fonctions f, f’ et f” sont toutes dans L?(]0, 1[). L’hypothese
que D(A) est inclus dans I'espace de Sobolev H?2(]0,1[) sert donc & assurer
que Af soit toujours une fonction de L?(]0,1[). Rappelons que les fonctions de
H?2(]0,1]) sont toutes continues et dérivables jusqu’au deux points du bord de
Iintervalle, d’apres le lemme 108. L’application

f € H?(10,1]) = (f(0), f'(0), f(1), f'(1)) € C* (7)
est donc continue. En fait cette application est méme surjective puisqu’on peut
toujours trouver une fonction f € H2(]0,1[) (par exemple un polynéme de
degré 3) qui a des valeurs imposées au bord, ainsi que sa dérivée.

Une intégration par partie montre que pour toutes fonctions f,g € H?(]0, 1[),
on a

1 1
_ / " (t) dt = - / O (1) dt
0 0




Ainsi, A est symétrique sur D(A) si et seulement si on a

g (M) f(1) = g(1)f' (1) +9(0)f'(0) = g'(0)£(0) = 0

pour toutes les fonctions f, g € D(A). Cette condition peut encore s’écrire sous
forme matricielle

9(0) 0 1.0 0\ [/f0)

< gO| [-1 00 o][fO > "
gy’ o o 0 -1 f(1)
g \o o1 0)\rm) .

et signifie que V := {(f(0), f/(0), f(1), f’(1)) € C* : f € D(A)} est un sous-
espace isotrope de la forme quadratique associée a la matrice 4 x 4

0 1.0 O
-1 0 0 O
M= 0 0 0 -1
0 01 0

Rappelons qu’un espace isotrope de M est par définition un sous-espace de C*
tel que (v, Mv)cs = 0 pour tout v € V' qui, par polarisation, est équivalent a
(w, Mv)ca = 0 pour tout v,w € V. Réciproquement, tout sous espace isotrope
V fournit un domaine

Dy :={f € H*(0,1]) : (£(0),f"(0), f(1),f'(1)) € V}

sur lequel l'opérateur A est symétrique. Ainsi, choisir un domaine de symétrie
pour A correspond exactement & choisir des conditions qui annulent les termes
de bord dans l'intégration par partie, et ceci revient a choisir un sous-espace V'
dans C* qui est isotrope pour la matrice M. Afin de bien distinguer les différents
opérateurs symétriques obtenus, nous noterons par Ay Popérateur A = —d? /dx?
défini sur le domaine Dy, .

Reste maintenant a déterminer les sous-espaces isotropes de M pour les-
quels Ay est auto-adjoint. Pour cela, on commence par remarquer que M est
inversible. Ainsi, (w, Mv)cs = 0 pour tous v,w € V signifie que V C (MV)L.
Comme dim(MV)+ = 4—dim(MV) = 4—dim(V), on conclut que dim(V) < 2.
Les sous-espaces isotropes sont tous de dimension au plus 2. Par exemple, pour
V = {0} on trouve les conditions au bord f(0) = f'(0) = f(1) = f/(1) =0 et
on a alors Dy = HZ(]0, 1[), la fermeture de C§°(]0, 1[) pour la norme de H?. Le
tableau 1 recense quelques exemples célebres de conditions au bord avec V' de
dimension deux.

Dirichlet fO)=f1)=0 V = Vect(ez, e4)
Neumann fo)=f(1)=0 V = Vect(es, e3)
Périodique F(0) = f(1) et f/(0) = f'(1) V = Vect(e1 + e3, €2 + €4)

Robin af(0) —bf (0) =af(l)+bf'(1)=0 V = Vect(be1 + aea,
(a,b) € R?\ {(0,0)} bes — aey)

Born fO)—€Pf(1)=f(0)—€ePf(1)=0 V = Vect(e™er + es,
-von Karman 0 € [0,2n] ePesy +e4)

TABLE 1 — Quelques conditions au bord classiques avec V' de dimension 2.
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Il est clair que le spectre de Ay dépend fortement des conditions au bord
choisies. Par exemple 0 est une valeur propre pour les Laplacien de Neumann et
périodique (la fonction propre associée est la fonction constante), mais pas pour
le Laplacien de Dirichlet (car aucune des fonctions linéaires f(¢) = at + b non
triviales ne satisfait les conditions de Dirichlet). Le théoréme suivant précise
que 'on doit choisir exactement deux conditions au bord pour que 'opérateur
obtenu soit auto-adjoint.

Théoréme 18 (Réalisations auto-adjointes du Laplacien sur |0, 1[). L’opérateur
Ay défini précédemment est auto-adjoint si et seulement si l’espace isotrope V/
est de dimension deuzx. Lorsque dim(V') € {0,1}, on a o(Ay) =C.

Ce résultat confirme lintuition que Dy doit étre choisi assez grand pour
que Pégalité soit satisfaite dans (5). Il y a donc une sorte de compétition entre
I’hypothese de symétrie qui nécessite que V' ne soit pas trop grand, de sorte que
les termes de bord disparaissent dans (8), et 'auto-adjonction qui requiert elle
que V soit assez grand. Seuls les espaces isotropes de dimension 2 sont alors
admissibles et ce sont les conditions aux bords que nous allons devoir considérer
dans la suite. Ce sont les seules pour lesquelles le spectre de Ay est réel, comme
en dimension finie.

Quelle condition au bord utiliser ou étudier ? En principe aucune n’est
meilleure que les autres et elles ont toutes leurs particularités. Le choix d’une
condition est toujours motivé par des considérations pratiques liées au modele
étudié. Par exemple si 'on désire décrire les vibrations d’une corde qui est at-
tachée a ses deux extrémités, on choisira bien sur la condition de Dirichlet.
La condition de Born-von Karman (qui inclut la condition périodique) inter-
vient naturellement lorsqu’on étudie des systemes périodiques, en lien avec la
transformation de Floquet. La condition de Robin intervient elle souvent en
électromagnétisme, ou elle est parfois appelée condition d’impédance ou condi-
tion de Gennes.

Démonstration. Pour simplifier le graphe et le graphe tourné de Ay, seront notés

GV = {<f7 Af), f c Dv} et TV = {(Af, —f),f € Dv}

On a (g,h) € (Tv)* c L?(]0,1[)? si et seulement si

1 1
- [ s@rwa = [ Woswa
0 0

pour tout f € Dy. En prenant d’abord f € C2°(]0,1[), qui est inclus dans
tous les Dy, on obtient que —g”’ = h au sens des distributions. Comme g, h €
L?(]0,1[) par hypothese, on peut conclure, en utilisant le lemme suivant (démontré
plus bas) que ¢’ € L>=(]0,1[) C L*(]0,1[) et donc que g € H%(]0, 1]).

Lemme 19 (Régularité elliptique sur ]0,1[). Soit f € L*(]0,1[) tel que f" €
L2(]0,1[). Alors f' € L>(]0,1[) avec

£ = goap < CUIF N2 + 1F7]lz2) 9)

pour une constante C indépendante de f.
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Une fois cette information obtenue, on peut utiliser la formule d’intégration
par parties (8) qui fournit

ou, de fagon équivalente,

70 (70

g'(0 (0 _

< o) | M) > -
Jqm)  \rm)’ .

Comme cette relation est valable pour tout f € Dy et que, par ailleurs, le
vecteur (f(0), f/(0), f(1), f/(1)) décrit tout le sous-espace isotrope V' par la sur-
jectivité de la restriction au bord (7), on en déduit que nécessairement

(9(0),4'(0), 9(1),¢'(1)) € (MV)™.

De telles fonctions étant évidemment dans (7y/)*, on conclut que

(Tv)* ={(g.—9") : g€ H*(]0,1]), (9(0),9'(0),9(1),4'(1)) € (MV)*}.

Nous voyons ici que (Ty )% est aussi un graphe de A mais sur un domaine
différent, faisant intervenir I’espace (MV)* au lieu de V. En particulier, on
retrouve bien que le graphe Gy de Ay est inclus dans (Ty)" puisque V C
(MV)*. On a égalité Gy = G5, si et seulement si V = (MV)1 ce qui, puisque
M est inversible, est équivalent & dim(V) = 2.

Il reste & démontrer que le spectre de Ay est tout le plan complexe lorsque
V est de dimension 0 ou 1. Nous commengons par le cas plus facile de V =
{0}, pour lequel (MV)+ = C* Notre argument est basé sur le fait que le
trop grand nombre de conditions au bord sur f permet d’utiliser une fonction
test g sans aucune condition au bord. Nous choisissons g(t) = €@ avec a un
nombre complexe quelconque, une fonction qui est bien str dans H2(]0,1]) et
est justement solution de —g” = a2g au sens des distributions. Comme f(0) =
f(0) = f(1) = f'(1) =0 pour f € Dy, la formule d’intégration par parties (8)
fournit

(9 (Av = @)f) sy = || 5O (") = a?F(e)

- / (—g" () — a®5(0) f (1) dt = 0.

Ceci étant valable pour tout f € Dy, on a prouvé que g appartient a I’orthogonal
de I'image de I'opérateur (Ay —a?) et donc que ce dernier ne peut étre surjectif
de Dy dans L?(]0,1[). D’apres la définition 2 du spectre de Ay, on conclut que
a® € o(Ay) pour tout a € C, et donc finalement que o(Ay) = C. Rappelons en
passant que les valeurs propres sont toutes réelles car Ay est symétrique. Ainsi
le spectre remplit tout C\ R sans aucune valeur propre !

Le cas ou V est de dimension 1 est exactement similaire, sauf qu’on ne peut
pas tester contre n’importe quelle fonction g puisqu’une condition au bord doit
étre respectée ((MV)1 est dans ce cas de dimension 3). 1l faut alors utiliser
g(t) = ae™@ + Be~"@ avec des constantes «, 3 bien choisies. Nous laissons la
preuve en exercice. O
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Il reste & fournir la

Preuve du lemme 19 de régularité elliptique. On sait que si la dérivée T' d’une
distribution 7' s’identifie & une fonction 77 = g € L(]0, 1[), alors la distribution
T est en fait une fonction continue sur [0, 1], qui est simplement égale &

7 = ["gwat+

pour une certaine constante C' = T(07). L’hypothese que f” € L2(]0,1[) C
L(]0, 1[) implique que f’ est une fonction continue sur [0, 1], donc évidemment
dans L2(]0,1[). Du coup, f est une fonction C'. Pour prouver I'inégalité (9),
nous pouvons par exemple partir de la relation

Fy) = /O ") dt+ 1(0),

et intégrer contre y(1 — y), ce qui fournit

[ ([ o) ast® = [sa-nre=- [ a-2swa

En intégrant a nouveau par parties le terme de gauche, ceci peut se réécrire
1

f(0) = —6/0 (1—2y)f(y)dy +/0 (3y* —2¢y° — 1) f"(y) dy.

Nous avons donc obtenu la formule
y 1 1
f'ly) = / f(t)dt — 6/ (1-2y)f(y)dy +/ (By* —2y° — 1) f"(y) dy
0 0 0
a partir de laquelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

1 N qo,ip < 20" 121 qoap + 6l FllLrqoap < 20 l2qo,p + 611 f L2 o1y

comme nous voulions. I

Exercice 20. Ecrire la preuve que o(Ay) = C lorsque V est de dimension 1.

Exercice 21. Montrer que pour les Laplaciens de Dirichlet, de Neumann et
périodique, on a

1
<f7AVf>L2(Q) :/0 |f/(t)|2dt

pour tout f € D(Ay). En déduire du Corollaire 14 que o(—Ay) C [0, +00]. Que
dire du Laplacien de Robin ?

Exercice 22 (Dérivation sur |0, 1[). En s’inspirant des arguments de cette sec-
tion, étudier Uopérateur P = —i(d/dx) sur lintervalle ]0,1[. On montrera en
particulier que les seuls sous-espaces de H'(]0,1[) sur lesquels P est symétrique
sont

Hg(10,1)) = {f € H'(10,1]) = f(0) = f(1) =0}
et

De={f € H'(0,1]) : f(0)=e"f(1)}

qui est la condition de Born-von Karman. On montrera ensuite que P n’est auto-
adjoint que sur Dy et que son spectre est tout C sur HL(]0,1[). Ainsi, une seule
condition au bord doit étre imposée pour lopérateur de dérivation sur |0, 1].
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Exercice 23 (Laplacien sur R"). Déterminer les sous-espaces de H?(]0,+oc])
sur lesquels le Laplacien est symétrique, puis ceux sur lesquels il est auto-adjoint.

Exercice 24 (Dérivation sur RT). Montrer que lopérateur P = —i(d/dx)
n‘admet aucune réalisation auto-adjointe sur ]0,+o0[, ¢’est-a-dire qu’il n’existe
aucun sous-espace de HY(RT) sur lequel il est auto-adjoint. Plus précisément,
montrer qu’il n’est symétrique que sur H(RY), mais que son spectre est égal a
C sur cet espace.

4 Laplaciens périodique et de Born-von Karman

Nous allons maintenant étudier le Laplacien dans un domaine borné  C R?
quelconque et commencons avec le cas ou ) est la cellule unité d’un réseau
périodique.

Soit donc

L ="%a1 + -+ Zay

un sous-groupe discret de R%, o1 les a; forment une famille libre quelconque de
R?. On appelle cellule unité 1’ensemble

Q= {xlal + - xqa4, 21,...,%4 6]07 1[}7

qui est I'intérieur d’un polyedre dont la forme dépend des vecteurs de base a;.
Dans le cas le plus simple ou les a; sont des multiples de la base canonique, on
trouve un parallépipede.

Nous commengons par étudier le Laplacien avec conditions au bord périodique
et verrons plus tard comment traiter la condition de Born-von Karman, qui est
tres similaire. Les conditions périodiques sont juste celles qui sont obtenues lors-
qu’on restreint une fonction Z-périodique f € HIQOC(Rd) a la cellule unité €. Les
fonctions périodiques sur R? satisfont par définition la relation

flx+0)=f(x), VereRY Ve,
ce qui implique en particulier que
Vilx+1£) =Vf(zx), Ve eRY, WVie Z.

La seule facon pour que x et x + £ soient tous les deux dans €2 est qu’ils soient
tous les deux sur le bord, sur deux faces opposées. Ainsi, nous sommes amenés
a étudier le Laplacien défini sur le domaine

D(—Aper) = {f € H%(Q) tels que f(z +¢) = f(x) et

(Onf)(x+ L) = —(0nf)(x), pour tous (z,£) € 0N x £ avec x + £ € 89},
(10)

que nous notons —A,,. Le signe moins dans la condition sur les dérivées nor-
males vient de 'orientation du vecteur normal au bord, qui est toujours sortant
par définition.

Dans I’Appendice A nous rappelons la définition de la trace d’une fonction
f € H?(Q) et de sa dérivée normale sur le bord. Ici  est I'intérieur un polyedre
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et il n’est donc pas lisse. Cependant 92 est I'union de faces qui sont plates
(donc lisses), et la restriction & chacune de ces faces F; est donc bien définie,
avec fip, € H?(F;) et Onfir, € HY?(F;). Il y a également des conditions
de compatibilité supplémentaires sur les arétes mais nous n’en avons pas besoin
pour définir correctement le domaine (10), puisque la condition ne fait intervenir
que les faces opposées. Dans tous les cas, la continuité de I’application de trace
sur le bord implique que D(—A,,) est un sous-espace fermé de H?(Q) (mais
pas de L?(Q)).

Par exemple, en dimension 2 dans le cas d’un carré, la condition signifie plus
précisément que

f(:ca 1/2):.]0(1'371/2)’ ayf(wv]-/Q) :ayf(x,*]-/Q)a
pour tous —1/2 < z,y < 1/2. En dimension 3, on doit comparer les valeurs

de la fonction et de sa dérivée normale sur les trois paires de faces qui sont en
vis-a-vis (Figure 2).

F(=1/2,y) = f(1/2,y)

F1GURE 2 — Conditions périodiques en dimensions 2 et 3.

Exercice 25. Montrer que D(—A,.,) est juste la fermeture pour la norme
H?(Q) de I’ensemble des restrictions ¢ Q des fonctions f € C?(R?) telles que
x> f(x) est L-périodique.

Théoréme 26 (Laplacien périodique). L’opérateur —A e, est auto-adjoint sur
D(—A,er) et son spectre est

o(=Bper) = {|k[*, ke 2"},
avec les fonctions propres (eik"”)keg*, ou ZL* est le réseau dual de &, défini

par
£* = {k € R? tel que k- £ € 2nZ pour tout L € L} . (11)

Démonstration. Il faut commencer par vérifier que 'opérateur ainsi défini est
symétrique sur D(—Aper). Pour cela, on utilise la formule de Green

- [onr == [Sar+ [ (a0, 3.3), (12)

qui est valable pour toutes fonctions f,g € H?(Q). Il faut alors vérifier que les
termes de bord s’annulent lorsque f, g € D(—Aper), ce qui se fait en décomposant
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0% en 'union de ses faces et en utilisant la condition de périodicité au bord pour
deux faces opposées.

Pour montrer I'auto-adjonction, nous allons utiliser une preuve tres similaire
a celle vue au corollaire 15 dans le cas de tout R, en remplacant la transformée
de Fourier par les séries de Fourier. Rappelons que les fonctions

eik-z
er(x) = {Q|1/2 }ke_%’*

forment une base orthonormée de L?(€2). La condition k € .Z* sert a ce que la
fonction ey soit .Z-périodique, puisque

eik-(erl)
|Q‘ 1/2

ik-£

ep(z+0) = =e""ep(x) = ex(x)

des lors que k- ¢ € 2nwZ. En particulier, les fonctions ey vérifient la condition de
périodicité au bord et on a ey € D(—Ape:) pour tout k € Z*. En fait on a

—Aek = |k|26k

ce qui montre déja immédiatement que {|k|?, k € £*} C o(—A)per. Toute
fonction f € L2(Q2) se décompose sur la base de Fourier sous la forme

F=3" alf)ex

ke >

ott la somme est convergente dans L?(£2), avec le coefficient de Fourier
. 1 —ik-x
cr(f) = ORE Qf(ac)e dx.

Remarquons que si f € H?(Q) vérifie les conditions de périodicité au bord
(c’est-a-dire pour f € D(—Ape)), on a par la symétrie de —Aper sur D(—Aper)

cr(=Af) = (ex, —Af) = (= Aex, f) = [k[ex(f).

Cette relation tres utile est fausse en général, il est trés important que f satis-
fasse les conditions de périodicité au bord.

Nous pouvons maintenant montrer ’auto-adjonction en utilisant le théoreme 10.
Nous montrons que 1 — A, est surjectif, ce qui signifie que pour tout g € L?(2)
nous devons trouver f € D(—Ae,) telle que

(1-4)f =g
Les coefficients de Fourier de f doivent vérifier la relation (1+|k|?)ci(f) = cx(g),
ce qui conduit & définir
cr(9)
[
vez. 1]

Comme les (e) forment une base orthonormée dans L?(€), qui est également
orthogonale dans H?(2), nous voyons que cette somme converge absolument
dans H?(Q). Par ailleurs, comme tous les ej sont dans D(—Ap) et que cet
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espace est fermé dans H?(€2), on conclut bien que f € D(—Ape;). Par construc-
tion on a alors (1—A) f = g, ce qui montre bien que le Laplacien est auto-adjoint
sur D(—Aper).

L’ensemble des |k|? avec k € £ est discret et son complémentaire est donc
ouvert. Ainsi, si A n’est pas de la forme |k|?, on a |\ — |k|?| > € pour un certain
e >0 et tout k € £~ Il est alors facile de montrer que —Aper — A est inversible
d’inverse borné, donné par

e (f)

(_Aper_)‘)_lf: Z m

ke L+

€.

Ceci termine la preuve que o(—Ape) est exactement I'ensemble des |k|? avec
kez~. O

La condition périodique au bord signifie qu’on doit identifier les faces en vis-
a-vis et recourber ) qui devient alors semblable au tore de dimension d, lequel
n’a alors plus de bord du tout. L’opérateur —A,, s’identifie alors a I'opérateur
de Laplace-Beltrami sur le tore. En ce sens, il n’y a pas vraiment de condition
au bord périodique puisqu’il n’y a pas de bord...

Nous allons maintenant étudier rapidement la condition au bord de Born-von
Karman, qui revient elle & ajouter un champ magnétique sur le tore, comme nous
le verrons plus loin. Comme en dimension 1, la condition de Born-von Karman
s’écrit

fle+10) = fz)e™",
ol £ est un vecteur quelconque de la cellule unité Q* fermée du réseau dual
L. Evidemment, si € est en dehors de la cellule unité on peut s’y ramener en
ajoutant k € Z* & £, ce qui ne change pas le facteur e*¢*. Dire qu’une fonction
f vérifie la condition de Born-von Karman est exactement équivalent a dire que
x — f(x)e T est Z-périodique. Ainsi, 'étude est exactement la méme que
précédemment. Par exemple, il est utile de choisir comme base de Fourier la

famille
ei(k+£)'m
eg,k(x) = {|Q|1/2 }keg* .

Le résultat se démontre alors exactement comme dans le cas périodique.

Théoréme 27 (Laplacien de Born-von Karman). Soit £ dans la cellule unité
fermée Q* du réseau dual £*. L’opérateur —Apk ¢ défini par —Apk ¢f = —Af
sur le domaine

D(—Apke) = {f € H*(Q) tels que f(x +£) = f(x)e™",
(Onf)(@+£) = —(0nf)(2)e ", pour tous (v,£) € IV x L avec x+1{ € 89}.
(13)
est auto-adjoint et son spectre est
o(—Apk,e) = {|k+ ¢ kez*}

avec les fonctions propres (ei(’”g)“)keg*,
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5 Laplaciens de Dirichet, Neumann et Robin : auto-adjonction

L’étude exhaustive de toutes les conditions au bord en dimension 1 peut étre
généralisée a un domaine {2 en dimension quelconque. Toutefois, la situation est
bien plus complexe. En dimension 1 ou le bord est constitué de deux points,
on est ramené a ’étude des sous-espaces isotropes d’une matrice finie (de taille
4 x 4). En dimension supérieure le bord est un ensemble infini de points et on
peut a priori prendre des conditions différentes sur des sous-ensembles de 9.
Il y a donc beaucoup plus de conditions possibles! Par ailleurs la régularité du
bord joue également un role.

Nous avons déja discuté du Laplacien périodique et du Laplacien de Born-
von Karman a la section précédente. Dans cette section, nous allons étudier le
Laplacien avec une condition de Robin uniforme sur toute la frontiere

cos(m0) f(z) + sin(wd) O f(z) = 0, Vo € 09, (14)

ou @ € [0,1). Cette famille contient les deux exemples les plus courants, qui
sont les conditions au bord de Dirichlet (6 = 0) et de Neumann (6§ = 1/2). Le
caractere “uniforme” se lit dans le fait que 0 est constant. En pratique il est
parfois utile de considérer un #(x) variable, ce que nous ne ferons pas ici.

Soit donc un ouvert Q C R%, que I'on suppose “régulier”. Plus précisément,
nous supposons que la frontiere 92 forme une sous-variété de co-dimension 1
qui est de classe C1'!, ou qui est I'union de plusieurs telles surfaces régulieres
(comme un cube est 'union de ses faces par exemple), auquel cas on suppose
de plus que € est strictement convexe au voisinage des singularités de 0€2. La
régularité du bord est nécessaire a plusieurs égards. Nous aurons précisément
besoin
(i) que Papplication de restriction au bord f € H'(Q) floa € L?(09) soit

bien définie et continue, avec une estimée sous la forme

2
HflaﬂuLQ(OQ) < CQ ||f||L2(SZ) Hf”Hl(Q) (15)

(théoréme 110 de 'appendice A);

(ii) que I'image de I’application f € H?(Q) (flo0, On flaq) contienne cm(U)?
pour un m > 0 (dépendant de la régularité de 2) et un ouvert U C 9
dense dans 99 (théoreme 111 de 'appendice A) .

La seconde condition signifie que toute donnée assez réguliere sur le bord (&
support dans un sous-ensemble U strict dans 02, par exemple en dehors des
arétes s’il y en a) peut toujours étre étendue en une fonction sur €2, appartenant
a H?(Q). En particulier, 'image de la restriction au bord est dense dans L?(92).

Sous ces hypotheses, la formule de Green généralise I'intégration par parties

[sous==[ soug+ [ fom.  vigemi. (o)
Q Q oQ
et fournit
[sCcan=[reag+ [ sag- [ gt vigerr@. an
Q Q 2Q a0
On considere donc l'opérateur —Ag ¢ défini par —Agpf = —Af pour f

dans le domaine

D(=Agry) = {f € H*(Q) : cos(n0) floa + sin(70) 0y, flan = 0}.
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Notons que D(—Agg) est non vide et dense dans L?(Q), puisqu'il contient
C(Q). La formule de Green (17) implique immédiatement que —Ag g est
symétrique sur D(—Ag ).

Arrétons-nous sur la condition que f € H?(§2) dans la définition de D(—Ag g).
Cette hypothese, en apparence anodine, doit étre discutée plus en détails. En
principe, on cherche le domaine de —Apg g dans I'ensemble des fonctions f €
L3(Q) telles que Af € L*(Q). 1 faut également donner un sens a la condition
au bord (14), qui rendra 'opérateur symétrique. Il se trouve que tout f € L*(Q)
tel que Af € L?(2) a des restrictions au bord bien définies, mais qui sont des
distributions. Par exemple, si {1 est suffisamment lisse, alors flaq appartient
a 'espace H~'/2(00) qui est par définition le dual de H'/2(9) (I'image de
I'application de restriction au bord). De méme, 0, fljao appartient a I’espace
H=3/2(0Q). Ces assertions peuvent étre démontrées en se basant sur la formule
de Green (17) qui, du coup, fait sens dans ces espaces

[aan- [ a0

= H71/2(ag)<f, 3n9>H1/2(aQ) - H*3/2(BQ)<anf7g>H3/2(3Q)7
Vg € H*(), Vf € L*(Q) tel que Af € L*(Q), (18)

voir [18]. Du coup, nous voyons que la condition de Robin (14) fait bien sens
pour toute fonction f € L?(Q) telle que Af € L%*(f), mais c’est une égalité
entre distributions sur le bord. Mentionnons que la situation est encore plus
complexe lorsque la frontiere de €2 est composée d’une union de surfaces lisses,
qui s’intersectent transversalement. Les propriétés sont les mémes sur chacune
des surfaces en question, mais il y a en plus des conditions de compatibilité sur
les arétes [18, 11]. Les distributions sont par contre complétement déterminées
par leur restriction a chaque face, elles ne peuvent pas vivre uniquement sur les
arétes.
Le théoréme suivant justifie alors notre choix de l'espace H?(£2).

Théoreme 28 (Régularité elliptique). Soit Q un ouvert borné tel que
e soit O forme une variété de co-dimension 1 de classe C? ;
e s0it 0N est l'union d’un nombre fini de telles hypersurfaces, et ) est
strictement convexe au voisinage des divers singularités du bord.
Soit également 0 < 0 < 1. Alors, il existe une constante C(Q,0) (ne dépendant
que de ) et de 0) telle que pour toute fonction f € H?(Q) satisfaisant

cos(70) flaq + sin(wt) Oy flaa = 0, (19)

on a l’estimée
12y < CO00) (1f1l @y + 187 oo )- (20)

Par ailleurs, si f € L?(Q) est telle que Af € L?(Q) et satisfait la condition
de Robin (19) au sens des distributions sur OS2, alors f € H*(Q) et satisfait
linégalité (20).

Ce théoréme précise que I'information que f,Af € L?(Q), alliée a la condi-
tion au bord au sens des distributions, suffit & assurer que f € H?(Q), c’est-a-
dire a controler toutes les autres dérivées 0, f et 0,,0,, f avec i # j. En dimen-
sion 1, les conditions au bord ne sont pas utiles (lemme 19 vu précédemment) et
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elles ne deviennent indispensables qu’en dimension supérieure. De telles condi-
tions sont vraiment nécessaires si d > 2. Considérons par exemple la fonction
f(x) = |z — 20|~ qui résout 1’équation

—Af = 4nb,,

au sens des distributions dans R3. Soit alors un ouvert borné Q C R3 et zq
un point quelconque de sa frontiere. On a évidement Af = 0 dans D'(Q) et
f € L?(Q) car la fonction = + |z — 29| ™! est de carré intégrable en dimension
3 et Q est borné (I’écrire). Pourtant, on ne peut pas avoir f € H?(f2) car ceci
impliquerait que f € C°(Q2) qui est clairement faux. En fait on peut voir que
f ¢ HY(Q). Un argument du méme type peut étre utilisé en toute dimension.

Exercice 29. Soit Q) C R? vérifiant les hypothéses du théoréme 28. Vérifier
que si xo € 0Q la fonction f(x) = |z —x0| 7! est bien dans L?(2) et vérifie dans
D'(Q) léquation —Af = 0, mais qu’elle n’appartient pas o H*(Q). Généraliser
Uargument a toutes les dimensions d > 2.

La preuve du théoreme 28 est longue et technique. Elle est généralement
divisée en deux étapes, la premiere consistant a obtenir des estimées sur les
dérivées a lintérieur de Q (la condition au bord ne joue alors aucun role), et
la seconde, plus difficile, dédiée a la régularité a la frontiere. Dans la plupart
des ouvrages sur le sujet, la seconde partie du théoreme est par ailleurs énoncée
pour la condition de Dirichlet, avec I'hypotheése supplémentaire que f € Hg (£2)
(voir par exemple [2, Thm. IX.25]). La preuve compléte du théoréme 28 peut
étre trouvée dans [18].

Nous avons supposé que €2 est borné pour simplifier, mais le résultat reste
vrai lorsque ) n’est pas borné, a condition que la frontiere vérifie des estimées
uniformes a l'infini. Par ailleurs, insistons sur la nouvelle hypothese que 2 est
strictement convexe au voisinage des singularités du bord. Cette condition est
nécessaire pour que le Laplacien soit défini dans H?(2), comme nous le discu-
terons plus bas a la section 11. Si € n’est pas strictement convexe au voisinage
des coins de €2, il est encore possible de définir I'opérateur —Apg ¢ en utilisant
la méthode de Friedrichs évoquée au Théoreme 52 ci-dessous, mais nous n’en
parlerons pas ici.

Le théoreme 28 implique donc que, sous les hypotheses mentionnées, le do-
maine du Laplacien de Robin doit étre inclus dans H?(). Le résultat suivant
précise que c’est le bon espace.

Théoréme 30 (Laplacien de Robin). L’opérateur —Apg g défini précédemment
est auto-adjoint. St 0 < 0 < 1/2, son spectre est inclus dans [0, +oo[. Il est
minoré si 1/2 < 6 < 1.

Le théoreme 30 est en fait équivalent au théoreme 28, mais nous allons
seulement le déduire de ce dernier. Nous étudierons le comportement des valeurs
propres de —Ag ¢ en fonction de 6 plus précisément au théoreme 66.

Preuve du théoréeme 30. La preuve est exactement similaire a celle du théoreme 18,
la difficulté principale étant maintenant le théoreme de régularité elliptique
(théoréme 28 que nous admettons ici). Comme les opérateurs sont symétriques
par construction, il suffit de montrer I'inclusion D dans (5). Soit donc (f, g) €
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L?(2)? dans l'orthogonal du graphe tourné {(—Agph, —h)}, c’est-a-dire tel que

/Q F@)(~Ah)(x) do = /Q Th() de,

pour tout h dans D(—Agg). En prenant h € C°(Q2), nous en déduisons que
—Af = g au sens des distributions et donc, en particulier, que Af € L?(Q2). La
formule de Green (18) implique alors que

H—1/2(OQ)<JC, anh>1—11/2(39) = H—3/2(6Q)<anf7 h>H3/2(8Q)

pour tout h € D(—Ag,). Cette formule fait sens si le domaine est lisse. S’il y
a des arétes, on peut se restreindre aux fonctions h € D(—Apgy) telles que la
restriction au bord a son support en dehors des arétes, et obtenir une formule
similaire avec une somme sur les arétes. Nous supposerons pour simplifier que €2
est lisse dans la suite de 'argument, et laissons le cas plus général en exercice.
Sif =0, onahpg =0 et d,h peut prendre n'importe quelle valeur dans
H'2(Q) (d’apres I'hypothese (i) plus haut), ce qui implique que fioa = 0,
dans H~'/2(0Q). Dans ce cas, le théoreme 28 fournit que f € H?(Q), c'est-
a~dire que f € D(—ARgyp), ce qui montre bien que (f,g) est dans le graphe
de —Ag,. L’argument est exactement similaire pour § > 0, en utilisant que
anh‘ag = —tan(ﬂ'@)hwg.

Montrons finalement que le spectre de —Ap g est minoré. La formule de
Green fournit

_ F — 2 _ 7 — 2 1 2
[7ar= [ v = [ Four= [ 1ot s [ R e

avec la convention que 1/tan(0) = 0. Cette expression est positive tant que
0 <6 <1/2 et le corollaire 14 implique alors que o(—Ag g) C [0, +00[. Lorsque
1/2 < 6 < 1, on doit utiliser I'inégalité (15) qui précise que

[P < Oy 11 (22)
o0

Ainsi, en ajoutant la contrainte que Hf||L2(Q) =1 on trouve

2 2 2
Lttt [ 182 1957~ e e

C
> / VI~ gy (L 190
02
|tan(7B)| 4] tan(x6)

puisque
2 c B c 2 c?
vaHLz(Q) |tan(7rt9)\ vaHLQ(Q) - <||Vf||L2(Q) 2‘ tan(w9)|> 4| tan(ﬂ0)|2
02
4 tan(x0)2
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Ainsi

inf —/ fAf) > — ¢ — c* (23)
FED(=AR,0) Q ~  |tan(m0)| 4] tan(w0)[2’
Hf”LQ(Q):l
qui implique que le spectre est minoré, par le corollaire 14. O

Remarque 31. Le lecteur aura remarqué que la borne inférieure de (23) diverge
si @ — 17. Si Q est borné il est possible de montrer que le bas du spectre se
comporte précisément comme —Cq(1 — )72 lorsque 0§ — 17, ou Cq est une
constante ne dépendant que de la géométrie de Q, voir par exemple [15, 16, 12].

Exercice 32. Montrer que le théoreme 28 suit du théoreme 30.

6 Diagonalisation dans une base orthonormée

Apres avoir discuté le cas du Laplacien sur un domaine 2, nous allons retour-
ner provisoirement vers des résultats plus abstraits, dans le but de diagonaliser
le Laplacien de Robin sur un domaine borné a la section suivante.

6.1 Diagonalisation dans une base orthonormée

Nous allons maintenant nous restreindre a une classe particulierement im-
portante d’opérateurs auto-adjoints, ceux qui n’ont que des valeurs propres ou,
plus précisément, dont les valeurs propres sont denses dans le spectre et qui
peuvent étre diagonalisés dans une base orthonormée.

Définition 33 (Diagonalisation dans une base orthonormée). On dit qu’un
opérateur auto-adjoint A défini sur D(A) C $) est diagonalisable dans une base
orthonormée s’il existe une base orthonormée (v,) de $) qui sont tous des vec-
teurs propres de A, c’est-a-dire vérifiant v,, € D(A) et Av,, = A\yvp,.

Les opérateurs auto-adjoints ne sont pas tous diagonalisables dans une base
orthonormée, car cette propriété implique nécessairement que les valeurs propres
sont denses dans o(A), comme nous allons le voir dans le prochain énoncé.
Nous avons vu au corollaire 15 le cas du Laplacien sur R? dont le spectre ne
contient aucune valeur propre. La diagonalisation des opérateurs auto-adjoints
quelconques est plus subtile et nous ne la discuterons pas ici.

Théoréme 34 (Spectre des opérateurs diagonalisables dans une base ortho-
normée). Soit A un opérateur auto-adjoint défini sur D(A) C $ et qui peut étre
diagonalisé dans une base orthonormée (v,) C D(A) avec Avy, = Ayvy,. Alors

D(A) = v e tels que Z(x\n)2|<vn,v>ﬁ|2 < oo (24)
n>1

et, pour tout v € D(A), on a

Av = Z A (Vns V) g Un- (25)

n>1
Finalement, le spectre de A est la fermeture de I’ensemble des valeurs propres :

o(A) = Doy m = 1)
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Réciproguement, tout opérateur A sous la forme (25) avec (vy)n>1 une base
orthonormée de ) et (Ay)n>1 une famille de réels, est auto-adjoint sur le do-
maine (24) et son spectre est la fermeture de l’ensemble des A,,.

Démonstration. Appelons V' Pensemble a droite de (24), composé des vecteurs
w o= Y o1 anvy, tels que Y - (An)*|an]* < oo, ol ay, = (vn,w)g. Nous
commengons par montrer que V. C D(A). Comme les v, sont dans D(A)
par définition, il est clair que les sommes finies ) _; @,v, sont toutes dans
D(A). Par ailleurs, pour une telle somme on a A _;anv, =) o anAv, =
> ner AnQnvy et donc

A Z Uy,

nel

Z)‘ |an|2

9 nel

par la formule de Parseval. Soit alors w = ) ., a,v, un vecteur quelconque

de V et posons wy = 25:1 Qp, Up, qui converge vers w pour la norme de . La
suite Awy = ZTJLI AnOuy Uy, converge vers le vecteur z = ) o Ay, vy, dans
$). Comme A est auto-adjoint, son graphe est fermé et on déduit que w € D(A)
et que Aw = z. Nous avons donc prouvé que V C D(A) (et en méme temps la
formule (25) pour tous les éléments de V).

Pour linclusion inverse, rappelons que D(A) = Im (A + i)~!. Dans ce cas,
tout w € D(A) peut s’écrire w = (A+1i)~1z avec z € § ou, dit autrement, w est
l'unique solution de I’équation (A + i)w = z dans D(A). Or, si on décompose

2= 51 Buvn avee By = (Un, 2) ¢, tel que 3, < |B,|? < o0, il est clair que

W Bn "
' An +1 "

n>1

appartient & V' (donc & D(A)) puisque

S IonP O < 318 = el <o

n>1 ( )

Les arguments précédents montrent aussi que (A + ¢)w’ = z et donc, par I'in-
jectivité de (A +1i)~!, que w = w’ € V. Ainsi D(A) C V.

Il reste & prouver que le spectre de A est I'adhérence des valeurs propres
(An). Comme les A, sont clairement des éléments du spectre et que ce dernier
est fermé, il est clair que {\,} C o(A). Soit alors z € R\ {)\,}, c’est-a-dire tel
que |z — A\,| > & > 0 pour tout n et un e assez petit. Il est facile d’en déduire
que A — z est inversible, d’inverse borné donné par la formule

Zanvn = Z N

n>1 n>1

Ainsi, z € p(A) = C\ o(A).

Réciproquement, soit A un opérateur sous la forme (25) avec des A, réels,
défini sur le domaine (24). D’une part A est symétrique par la formule de Par-
seval

(W', Aw) ¢ Z An@, 00 vy = (Aw',w) ¢

n>1
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ouw=>y o 0,y et w =) a v, ont été décomposés sur la base ortho-
normée (vy,). D’autre part, si on a (w, Av) = (z,v) pour tout v € D(A), ceci
signifie, en prenant v = v, que A\, (w,v,) g = (2,v) et donc que

Z()‘n)2|<wvvn>ﬁ|2 = Z |<z7vn>ﬁ|2 = ||Z||32§ < oo.

n>1 n>1

On a bien w € D(A) et Aw = z ce qui montre, par la caractérisation (5), que
A est auto-adjoint. Le calcul du spectre a déja été discuté. O

Voici une conséquence tres simple du théoréme précédent (qui est en fait
valable pour tout opérateur auto-adjoint [9]).

Corollaire 35 (Opérateurs bornés inférieurement). Soit A un opérateur auto-
adjoint, qui est diagonalisable dans une base orthonormée. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes

1. 0(A) C [a,+o0[;

2. (v, Av)y > a HU||523 pour tout v € D(A).
On dit alors que A est borné inférieurement.

Démonstration. Nous avons déja vu que la minoration sur (v, Av) implique que
o(A) C [a;+o0[ au corollaire 14. Réciproquement, si A est diagonalisable dans
une base orthonormé (v,,) et que toutes les valeurs propres associées sont > a,
alors on obtient immédiatement

(v, Av)g = Malanl* 2 a) ol = allvlly

n>1 n>1

par la formule (25). O

Dans l’exercice suivant, on étudie la situation inverse, un peu incongrue,
dans laquelle il est possible de diagonaliser un opérateur A explicitement, ce qui
permet ensuite d’en déduire un domaine naturel sur lequel il est auto-adjoint,
avec le spectre calculé en premier lieu.

Exercice 36 (Auto-adjonction des opérateurs déja diagonalisés). Soit A un
opérateur symétrique sur un domaine D(A) C $, tel qu’il existe une base or-
thonormée (v,,) de $) composée d’éléments de D(A), qui sont tous des vecteurs
propres de A, c’est-a-dire Av, = A\, v, avec A, € R. Montrer que l'opérateur
A, défini sur le domaine

D(A) = v € H tels que Z()\n)2\<vn,v>ﬁ\2 < oo
n>1
par
Av = Z A (Vs V) g Uns
n>1

est auto-adjoint, de spectre o(A) = {\,, n > 1}. Montrer aussi que c’est lunique
opérateur auto-adjoint défini sur un domaine contenant D(A), qui coincide avec
A sur D(A).

Liopérateur A s’appelle la fermeture de A et il est caractérisé par le fait que
son graphe est la fermeture du graphe de A. Si le graphe de A est déja fermé,
alors nous aurons A = A. Lorsqu’un opérateur symétrique A a sa fermeture A
qui est un opérateur auto-adjoint, on dit que A est essentiellement auto-adjoint.
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6.2 Opérateurs auto-adjoints compacts

Nous rappelons qu’un opérateur A est dit compact lorsque Av,, — 0 forte-
ment des que v, — 0 faiblement dans ). Un tel opérateur est forcément continu,
donc borné, et est donc nécessairement défini sur tout D(A) = $. L’objectif de
cette section est la diagonalisation des opérateurs compacts auto-adjoint. Une
premiere étape est de préciser un peu le théoréeme 12, en distinguant les valeurs
propres isolées de multiplicité finie du reste du spectre (appelé généralement
spectre essentiel).

Théoréme 37 (Spectre des opérateurs auto-adjoints II). Soit A un opérateur
auto-adjoint sur le domaine D(A) C 9, et A € o(A). On a alors Ualternative
suivante :

soit \ est une valeur propre isolée, de multiplicité finie, ¢’est-a-dire 0 < dim ker(A—
A) <o eta(A)N[A—e,N+e] = {A} pour un e > 0 assez petit ;

soit il existe une suite (v,) C D(A) telle que ||vp|ls = 1, v, — 0 faiblement et
(A= Xvnlls — 0.

L’énoncé précise celui du théoreme 12 dans le sens ou la suite v, peut étre
choisie de sorte que v,, — 0 faiblement, dés que A n’est pas une valeur propre de
multiplicité finie, qui est isolée au milieu du spectre. La preuve est tres similaire
mais un peu plus ardue.

Démonstration. Si A est une valeur propre de multiplicité infinie, alors on peut
choisir une base orthonormale (v,,) de ker(A — \) qui vérifie nécessairement la
propriété v,, — 0. Enfin, si A\ n’est pas une valeur propre du tout, on sait qu’il
existe une suite vy, telle que |lv,|lg = 1 et Av, — Av, — 0 fortement. Quitte a
extraire une sous-suite on peut supposer que v, — v et que Av, — Av. Comme
A est auto-adjoint son graphe est fermé. Par ailleurs c’est un espace vectoriel
de H x H qui est donc convexe, et on conclut qu’il est aussi faiblement fermé.
On en déduit donc que v € D(A) et que Av = Av. Mais nous avons supposé que
A n’est pas une valeur propre, donc on doit avoir v = 0, ce qui implique bien
v, — 0 comme désiré.

Il reste donc & traiter du cas ou A est une valeur propre de multiplicité finie
qui n’est pas isolée, c’est-a-dire telle qu’il existe o(A) 3 Ay — A avec Ay # A. Si
on peut choisir les A de sorte que ce soient tous des valeurs propres, I’argument
est facile. En effet, comme A\, # ), les sous-espaces ker(A — A) et ker(A — Ag)
sont orthogonaux. Si on prend vy tel que Avy = Agvg, et que vy — v, on aura
par I'argument précédent Av = \v et v € ker(A — \)* qui implique v = 0.

Finalement considérons le cas ou aucun des A; n’est une valeur propre.
D’apres 'argument au début de cette preuve, nous savons que pour chaque k, il
existe une suite (Vg n)n>1 telle que |[vknlls =1, v — 0 et (A — Ag)vg,, — 0
quand n — oo. Or, comme vy, — 0, on a Pv, — 0 fortement, ot P est la
projection orthogonale sur l'espace de dimension finie ker(A — ) (P est de rang
fini donc compact). Ainsi, pour chaque k on peut choisir un nj de sorte que
(A = X)vg e |l < 1/k et ||Pvgn, || < 1/k. L’argument est alors le méme que
précédemment : toute limite faible v d’une sous-suite de vy, ,,, doit vérifier a la
fois Av = \v et Pv =0, ce qui implique v = 0. O

Méme si nous n’en avons pas besoin tout de suite, nous en profitons pour
introduire une séparation naturelle du spectre en deux parties, correspondants
aux deux alternatives du théoreme 37.
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Définition 38. Soit A un opérateur auto-adjoint sur son domaine D(A) C $.
L’ensemble des valeurs propres isolées de multiplicité finie est appelé spectre
discret, alors que son complémentaire est appelé spectre essentiel.

Nous sommes maintenant préts pour diagonaliser les opérateurs auto-adjoints
compacts. Pour simplifier ’exposé, nous supposerons que ’espace ambiant est
de dimension infinie (sinon tous les opérateurs auto-adjoint sont compacts et on
étudie simplement des matrices hermitiennes).

Théoréme 39 (Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts). Soit
A un opérateur auto-adjoint compact sur §) supposé de dimension infinie. Alors

1. le spectre de A dans R\ {0} est constitué de valeurs propres isolées et de
multiplicité finie, dont le seul point d’accumulation est 0;

2. A est diagonalisable dans une base orthonormée. En particulier, A est
donné par la formule (25) dans cette base.

Démonstration. Nous commencons par prouver que, en dehors de zéro, le spectre
ne peut contenir que des valeurs propres de multiplicité finie. Soit donc p € o(A)
avec p # 0. Nous raisonnons par I’absurde et supposons donc que g n’est pas
isolée et de multiplicité finie. D’apres le théoreme 37, il existe une suite v,, telle
que ||lvn|lg = 1, v, — 0 faiblement et Av,, — pv, — 0 fortement. Comme A est
compact, on a Av, — 0 fortement, ce qui implique alors uv, — 0 fortement
aussi. Si g # 0, ceci contredit le fait que ||v,||s = 1 pour tout n. Comme A
est un opérateur borné, le spectre de A est borné donc compact. Le seul point
d’accumulation possible des valeurs propres est 0, car sinon il y aurait un autre
élément du spectre non isolé, ce qui contredirait ’argument précédent.

A ce stade, nous prétendons avoir diagonalisé 'opérateur A et c’est ce qu’il
nous reste & expliquer. Le reste de 'argument est en fait basé sur le lemme
suivant, que nous démontrerons apres avoir terminé la preuve du théoreme 39.

Lemme 40. Si A est un opérateur auto-adjoint compact, alors
a(A) C [=[IA] [|A]
et o(A) contient —||A| ou ||A||. Dit autrement,

lA] = | Inax |A]-
co(A)

Le raisonnement procede alors par récurrence. On commence par ordonner
les valeurs propres en une suite décroissante par rapport a leur module : |u] >
|p2] > -+, qui tend vers 0 d’aprés ce que nous venons de prouver. Bien sr,
on peut toujours avoir g, = —pu,+1 mais dans ce cas on aura |ppyo| < ||
puisque les valeurs propres sont isolées. Considérons alors pq, la valeur propre
dont le module est maximal. Comme elle est de multiplicité finie, ker(A — p1)
est de dimension finie. L’espace ker(A — p;) est stable sous 'action de A et son
orthogonal également, & cause du fait que A est symétrique (1’écrire en exercice).
On trouve donc que $ = ker(A — uy) ® $H1 ou $H; est A-stable. Appelons A
la restriction de A & $, c’est-a-dire A; = P-AP{* ou P est le projecteur
orthogonal sur ker(A — ;) (de rang fini). Comme Pi- est borné, 'opérateur A;
est également compact et, a cause de la décomposition en somme directe

A=mP @A,
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il est clair que o(A) = {u1} Uo(A4;1). La norme de Popérateur A; est égale a la
plus grande valeur propre en module, en dehors de py, c’est-a-dire ||A1| = |p2.
En raisonnant par récurrence, on peut donc écrire

K
A=) pnPo+ Ax

n=1
avec ||Ak| = |pr| < |pr-2] = 0 et ot la somme est directe. En continuant
P’argument, on trouve donc que
o0
A= Z //fnPn
n=1

ou la somme est directe et converge en norme d’opérateur. Pour chaque n,
on peut choisir une base orthonormée vy, 1, ..., Up 4, de ker(4A — u,), de sorte
que P, est le projecteur orthogonal sur Vect (v, 5, k& = 1,...,dy). Quitte &
répéter les p, en fonction de leur multiplicité, on trouve bien des A; et des
v; pour lesquels la formule (25) est valide. La famille orthonormée (v,) n’est
toutefois pas nécessairement une base, mais ’argument précédent montre que
Vect(v,, n > 1)+ =@, o, ker(A — \,)* = ker(A4) car A ne peut admettre de
valeur propre non nulle sur cet espace, par construction (le fait que o(A4) = {0}
implique A = 0 suit encore du lemme 40). Ce sous-espace peut étre de dimension
finie ou infinie, mais on peut toujours en choisir une base orthonormée pour
obtenir une base de . O

Il nous reste a fournir la preuve du lemme 40.

Preuve du lemme 40. L’inclusion o(A) C [—||A]|, ||A]|] se montre facilement &
laide de la définition du spectre ou grace au Corollaire 14. Rappelons que ||A|| =
sup{||Av]ls : |lv|ls = 1}. Soit alors une suite v, telle que |lv,|ls = 1 et
[[Avn |l — || A]l- Quitte & extraire une sous-suite on peut supposer que v, — v
faiblement et que Av,, — Av fortement. Ainsi, on déduit que ||A] = ||Av]g et
que ||v]ls < 1. Sauf si A =0 qui est trivial, on a donc v # 0. On obtient donc

~olls o llvlls

qui implique immédiatement |[v||g = 1. Le supremum est donc atteint dans la
définition de || Al|. Ceci montre que <v,A2v>ﬁ = [|Av|]? > [|[Aw[} = <w,A2w>ﬁ
pour tout ||w|ls = 1. En prenant w = (v + ez)||v + EzH;jl et en développant on

trouve alors
(2 (A = [|A|*)v), =0

pour tout z, ce qui implique finalement que ||A]|? est une valeur propre de A2.
L’espace ker(A% — ||A||?) est évidemment stable par A, et il est de dimension
finie car A2 est aussi compact. Sur cet espace de dimension finie, A peut étre
diagonalisé et ses valeurs propres sont de carré égal & ||A||?, et il s’agit donc de
— | AJ| ou ||A]. o
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6.3 Opérateurs auto-adjoints a résolvante compacte

Apres avoir diagonalisé les opérateurs compacts, nous étudions maintenant
une famille intéressante d’opérateurs qui sont toujours non bornés, mais toute-
fois aisés a diagonaliser.

Définition 41 (Opérateurs a résolvante compacte). Soit A un opérateur auto-
adjoint, défini sur D(A) C $. On dit que A est a résolvante compacte lorsque
(A+i)71 est compact.

Rappelons que le spectre d’un opérateur auto-adjoint est réel (théoreme 10),
donc que A + i est toujours inversible, d’inverse borné. Le choix de i est ici
arbitraire et on peut voir que (A + i)~ compact équivaut a avoir (4 — z)~!
compact pour tout z € C\ o(A).

Exercice 42. Montrer que pour tous z,2" € C\ o(A),
(A=2)t=A-2)"1+z-2NA-2)"A-2)"! (26)

et en déduire que (A+1i)~1 est compact si et seulement si (A—z)~1 est compact
pour tout z € C\ o(A).

Théoréme 43 (Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints a résolvante com-
pacte). Soit A un opérateur auto-adjoint, défini sur D(A) C $, dont la résolvante
est compacte. Alors o(A) est composé d’une suite de valeurs propres isolées de
multiplicité finie dont le module tend vers +o0o. Il existe une base orthonormée
(vn) C D(A) de $, composée de vecteurs propres de A, c’est-a-dire tels que
Av,, = A\puy,.

Démonstration. Comme pour le théoréeme 39 nous commengons par prouver que
le spectre de A est uniquement composé de valeurs propres isolées de multiplicité
finie. Soit donc A € o(A) tel qu’il existe une suite (v,) C D(A) telle que ||v,|| =
1, v, = 0et (A—XNv, = 0. Alors on a (A+)v, = (A — N, + (A + v, =
wy, — 0. Ainsi v, = (A+1i) " tw, — 0 fortement, puisque (A+i)~! est compact.
Ceci contredit le fait que |lv,|| = 1, et on conclut bien que o(A) ne contient que
des valeurs propres isolées de multiplicité finie, d’apres le théoreme 37.

Soit alors a € R\ o(A) un nombre réel qui n’est pas dans le spectre de A.
D’apres la formule (26), I'opérateur (A — a)~! est compact et, comme a est
réel, cet opérateur est aussi symétrique, donc auto-adjoint (puisque borné). En
appliquant le théoreme 39, on trouve qu’il existe une base orthonormée v,, de
$ et des réels u, — 0 tels que (A — a)’lvn = nvy. Les p, sont tous non nuls
puisque (A—a)~?! est injectif. Ainsi, on en déduit que v, € Im(A—a)~! C D(A)
pour tout n. En composant par (A — a) on trouve que

Avy, = (a+ 1, Jvn
ce qui fournit A\, = a + u,; ' et conclut la preuve. O

1l peut arriver que l'opérateur A soit réel, c’est-a-dire que D(A) soit stable
par la conjugaison complexe, et que I'on ait Av = Av pour tout v € D(A).
Comme les valeurs propres sont toujours réelles, on voit que si on a A(v+iw) =
A(v+iw) avec v, w des vecteurs réels, alors Av = \v et Aw = Aw. Ainsi on peut
toujours choisir des vecteurs propres réels.
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7 Laplaciens de Dirichet, Neumann et Robin : diagonalisation

Nous pouvons maintenant appliquer le théoreme de la section précédente au
Laplacien —Apg ¢ avec la condition au bord de Robin, sur un domaine borné (.

Théoréme 44 (Laplacien de Robin). Soit —Ag g le Laplacien avec condition
au bord de Robin, défini a la section 5, sur un domaine §) borné vérifiant les
conditions du théoréme 28. Cet opérateur est a résolvante compacte, et il peut
donc étre diagonalisé dans une base orthonormée. Par ailleurs, —AgR g est un
opérateur réel, et toutes ses fonctions propres peuvent €étre choisies a valeurs
réelles.

Démonstration. La preuve est basée sur le théoreme 123 de Rellich qui précise
que linjection de H?(Q) dans L?(£2) est compacte deés que € est borné. En effet,
soit ¢ > 0 un réel assez grand tel que —c¢ ¢ o(—A)r,p (nous avons montré au
théoréme 30 que le spectre de —Ag ¢ est minoré). Nous devons prouver que si
fn — 0 faiblement dans L?(2), alors g,, :== (—Agr, + ¢)"'f, — 0 fortement
dans L?(2). La fonction g, est 'unique solution de (—Agg + ¢)g, = f, dans
D(—A)g,g. Comme (—Ag g +c)~! est borné, g, est aussi bornée pour la norme
de L%*(Q) et on a évidemment g, — 0 faiblement. Par ailleurs, —Ag g, =
fn—cgn est également borné et, d’apres l'inégalité (20), ceci implique finalement
que g, est bornée dans H?(f2). L’injection compacte H?(Q) — L?(Q) implique
alors que g,, — 0 fortement dans L?(£2), qui est exactement ce que nous voulions
démontrer.

Pour voir que —A est réel, il faut d’abord montrer que son domaine est réel,
ce qui suit du fait que la condition au bord fait intervenir cos(w#) et sin(w6)
qui sont réels. Ainsi, il est clair que si f € D(—Agry), alors Rf et S f sont aussi
dans D(—AR. g). Par ailleurs, il est évident que —Af = —Af. O

Remarque 45. Le Laplacien périodique est aussi réel, mais le Laplacien de
Born-von Karman ne l'est pas pour k # 0 modulo 7. Dans ce cas, travailler
avec des fonctions a valeurs complexes est incontournable.

8 Formes quadratiques

Nous terminons 1’étude théorique de la diagonalisation des opérateurs auto-
adjoints et en particulier du Laplacien avec différentes conditions au bord de 2,
par une discussion des formes quadratiques associées. Cette partie est fréquemment
mise en avant dans les ouvrages classiques, car bien plus adaptée aux procédures
de discrétisation (ce point sera discuté & la section 14), alors que nous avons
plutot mis 'accent ici sur les aspects spectraux.

8.1 Théoreme de Lax-Milgram

Soit donc A un opérateur auto-adjoint. On appelle forme quadratique as-

sociée a A celle définie par
qga(v) == (v, Av), v € D(A).

On peut aussi regarder la forme polaire associée, qui vaut

va(v,w) := (v, Aw), v,w € D(A).
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Dans cette section on fait 'hypothése que ga est coercive, c’est-a-dire qu’il existe
a > 0 tel quel
(v, Av) o > allvl3, Yv € D(A). (27)

D’apres le lemme 14, ceci implique que o(A) C [a,00[. En fait, par le théoreme
spectral les deux propositions sont méme équivalentes des que A est auto-
adjoint, ce que nous avons vu seulement dans le cas particulier d’'un opérateur
diagonalisable dans une base orthonormée au corollaire 35. Bien str, ce dont
nous avons réellement besoin est que ga(x) > —C|[z[%, ce qui correspond au
fait que o(A) est minoré, et ensuite on peut se ramener a (27) en remplacant A
par A+ a avec a > C.

Sous I'hypotheése (27), nous voyons que z € D(A) — +/qa(x) définit une
norme, et que g4 définit un produit scalaire. En général, ’espace D(A) n’est
pas fermé pour cette norme. En complétant D(A) pour le produit scalaire ¢ 4,
on trouve un nouvel espace Q(A) tel que

D(A) Cc Q(A) C 5.

Par extension, on trouve également une forme quadratique continue sur cet es-
pace, qui étend g4 de fagon unique et que ’on note de la méme fagon. De méme,
on trouve un produit scalaire ¢4 pour lequel Q(A) est un espace de Hilbert.
L’inégalité (27) garantie que Q(A) s’identifie & un sous-espace de lespace de
Hilbert ambient ), avec injection continue Q(A) — . Par construction, D(A)
est dense dans Q(A) pour la norme induite par g4 et on a donc

va(v,w) = (v, Aw), Yv € Q(A), w € D(A).

Alnsi, ga(v) < ||v]lgllAv|ls < ||1)H2D(A) et I'injection D(A) < Q(A) est également
continue.
Définition 46 (Forme quadratique). Soit A un opérateur auto-adjoint, tel que
(z, Az) > allz||§ pour tout x € D(A). On appelle forme quadratique associée &
A lUunique forme quadratique qa définie précédemment sur son domaine Q(A).
La forme polaire associée est notée 4.

Si A wvérifie (v, Av)y > —C|lv||3 pour tout x € D(A), on pose de fagon
similaire qa := qata — all - |3 pour a > C.
Exercice 47. Si A vérifie (v, Av)y > —C|[v||%, pour tout v € D(A), montrer
que Q(A + a) ne dépend pas de a > C, et que qa est bien définie.

Exemple 48 (Laplacien sur R%). Considérons l'opérateur A = —A qui est
auto-adjoint sur H?(R?), comme nous ’avons vu au corollaire 15. Alors on a

w(f) == [ ToAf@de = [ [Vi@Pde,  vf e H*R)

Rd

Comme qa est positive, on peut regarder par exemple A+ 1 de sorte que

qar1(F) = 1130 gy = 122z

est coercive. Nous voyons que le procédé de complétion fournit simplement la
forme quadratique

)= [ IVI@P e s Q) = 1 (RY,

puisque H?(R?) est dense dans H*(R?) pour la norme de H'(R?).
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Nous verrons que la forme quadratique g4 est un objet qui peut étre plus
facile & manipuler que I'opérateur A lui-méme. Il est cependant légitime de se
demander quelle relation il y a entre A et ga. Peut-on retrouver A a partir
de g4 7 La réponse est positive et justifie 'introduction de la notion de forme
quadratique.

Théoréme 49 (Caractérisation du domaine). Soit A un opérateur auto-adjoint
vérifiant
(v, Av) ¢ > —CHU”%, Vv € D(A),
et soit p 4 la forme polaire associée. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) v € Q(A) etil existe z € § tel que pa(v,h) = (2, h) ¢ pour tout h € Q(A) ;
(i) ve D(A) et Av = z.

Démonstration. Si v € D(A) et Av = z, alors pa(v,h) = (Av,h) g = (2,h)g
pour tout h € Q(A).

Réciproquement, si w4 (v,h) = (z,h)g pour tout h € Q(A), alors on peut
prendre h € D(A) et on trouve (v, Ah)y = (z,h)g pour tout h € D(A). Cela
signifie que (v, z) € T(A)*, I'orthogonal du graphe tourné de A qui est égal &
G(A) puisque A est supposé auto-adjoint. Donc v € D(A) et Av = z. O

Nous pouvons maintenant utiliser le résultat précédent pour donner une
caractérisation variationnelle de I’équation (A 4 a)v = z.
Théoréme 50 (Lax-Milgram). Soit A un opérateur auto-adjoint vérifiant
(v, Av) o > —C|v||3, Vv € D(A),
et a > C. Soit z € §) quelconque. Alors, le probléme de minimisation
Lt {Saatw)+ 5 iy - Rw.2), (28)

admet pour unique minimiseur v = (A —a)~tz € D(A). Ce dernier est aussi
caractérisé par la relation

wa(v,h) +alv,h)g = (2,h) (29)
pour tout h € Q(A).

Le théoréme nous précise comment retrouver A (ou plutét (A + a)~t) a
partir de la forme quadratique g4, puisque le point v = (A + a) ™'z est 'unique
minimiseur du probléme (28). L’équation (29) s’appelle la formulation faible de
Iéquation (A + a)v = z et elle s’obtient formellement en prenant le produit
scalaire avec z. La caractere “faible” vient du fait qu’on suppose seulement que
v € Q(A). Nous verrons de nombreux exemples & la section 9.

Démonstration. Nous avons déja vu au théoreme 49 que la formulation faible (29)
alliée & la condition que v € Q(A) était équivalente au fait que v € D(A) avec
(A+a)v = 2, cest-a-dire v = (A4 — a)~'z. On peut alors écrire pour tout
w € Q(A), en complétant le carré,

1 a 1 a
79a(w) + 5 lwls — R(w, 2) g — Sqa(v) + B vllg — R(v, 2),

2 2
1 a 2 a—C 2
= 5qa(w —v)+ 5 lw—vlg = ——[lw —vl[5 (30)
2 2 2
qui est positif et s’annule seulement quand w = v. O

35



Exercice 51. Sans utiliser linformation que v = (A — a)~'z, montrer que le
probléme de minimisation (28) admet un minimiseur (prendre une suite minima-
sante, montrer qu’elle est bornée dans Q(A) et passer d la limite faible dans cet
espace). Par un argument de perturbation, montrer que tout minimiseur vérifie
la relation (29).

Ainsi, nous avons prouvé que la donnée de la forme quadratique g et de son
domaine Q(A) est équivalente a celle de A et D(A). En pratique, une version
réciproque du théoréme 50 due & Friedrichs [9] est souvent utilisée. Elle stipule
que toute forme quadratique continue ¢ est égale & un g4 pour un opérateur auto-
adjoint A. C’est une technique habituelle pour construire les extensions auto-
adjointes. L’idée est de partir d’un opérateur A défini sur un domaine tres petit,
puis de calculer la forme quadratique associée q4, de la compléter et enfin de
déterminer I’extension auto-adjointe de A qui en découle. Cette construction est
trés importante mais elle a le désavantage de masquer le role des conditions au
bord, puisque ces derniéres n’apparaissent pas toujours tres clairement dans g4
et Q(A), comme nous le discuterons plus loin. Mais ¢’est toutefois une méthode
tres élégante, qui fonctionne dans de nombreuses situations.

Théoréme 52 (Riesz-Friedrichs). Soient Q C $) deur espaces de Hilbert, de
normes || - |[g et || - || et de produits scalaires (-,-)5 et (-,-)q. On suppose que
Q est dense et s’injecte continuement dans $), c¢’est-a-dire qu’il existe o > 0 tel
que

[vlle =z afvlls,  YveQ. (31)
Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint A sur son domaine D(A) C ),
tel que ga = |- %, pa = (") o et Q= Q(A).

Démonstration. Par les théoremes 49 et 50, on est amené a introduire
G(A) ={(v,2) € 2x 9 : (v,h)g = (2,h)g, Yhe Q}

et
D(A):={veQ : 3z€9, (v,2) e G(A)}.

Il est clair que G(A) est un sous-espace vectoriel de $) x . Si par ailleurs
(0,2) € G(A) alors on a (z,h)y = 0 pour tout h € Q, ce qui implique que z =0
puisque Q est dense dans $). Ainsi, G(A) est le graphe d’un opérateur linéaire
A défini sur D(A) par Av = z (Exercice 8). Nous allons vérifier dans un instant
que D(A) est un sous-espace dense de ).

Pour vy,v2 € D(A), on a

<A’U1,1)2>5 = <’U1,02>Q = <02,U1>Q = <A1)27’U1>;3 = <v1,AU2>5

qui montre immédiatement que l'opérateur A est symétrique sur son domaine.

Soit z € $ quelconque. Comme h (z,h>y3 est une application linéaire
continue sur Q, le théoreme de Riesz implique 'existence d’'un unique v € Q tel
que (v, h) 5 = (z,h)g pour tout h € Q, c’est-a-dire tel que Av = 2. La preuve
habituelle consiste & minimiser la fonctionnelle strictement convexe

1
we Qw3 [ul}y — Rz w),

ce qui revient & calculer la projection orthogonale de z sur Q. L’existence d’'un
minimiseur est garantie par 'inégalité (31) et un argument de minimisation
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comme a ’exercice 51. Ainsi, nous avons montré que 'opérateur A est surjectif
de D(A) dans $.

Ecrivons maintenant la preuve que D(A) est dense. Soit k dans I'orthogonal
de D(A) pour le produit scalaire de Q et, puisque A est surjectif, soit alors
v € D(A) tel que Av = h. On a 0 = (v,h)5 = (h, h)g ce qui implique h = 0,
donc D(A) est dense dans Q pour la norme de Q. Puisque Q est lui méme
supposé dense dans §), on conclut aisément que D(A) est dense dans $).

Comme nous avons déja montré que A est surjectif de D(A) dans $), d’apres
le théoreme 10, il suit donc que A est auto-adjoint. Par ailleurs nous avons
également prouvé que D(A) est dense dans Q pour sa norme, et on a donc bien
ga = || - | comme annoncé. O

8.2 Formule de Courant-Fischer et ses variantes

A la section précédente, nous avons introduit la forme quadratique g4 d’un
opérateur auto-adjoint A et avons donné une caractérisation faible de I’équation
(A + a)v = z. Nous allons maintenant donner une caractérisation variationelle
des valeurs propres a partir de ¢4 uniquement. Pour cela, nous allons supposer
pour simplifier que A est a résolvante compacte. D’apres le théoreme 43, A est
alors diagonalisable dans une base orthonormée, ce qui signifie qu’il existe une
base (v,) et des réels A\, avec |A\,| — oo tels que Av,, = A, v,. On a alors,
d’apres le théoreme 34,

D(A) = v € 9 tels que Z()\n)2|<vn,v>ﬁ|2 < oo

n>1

Av = Z A (vn,u>ﬁ Uy,

n>1

et

Ceci permet d’obtenir une formule pour la forme quadratique associée a I’opérateur

A
qa(v) == (v, Av) Z/\ [{(vn, v (32)
n>1
et pour la forme sesquilinéaire associée
wa(v,w) := (v, Aw Z)\ (v Un vn,w>f (33)
n>1

Ici on suppose d’abord que v, w € D(A), ce qui permet d’écrire (v, Aw) . Mais il
est ensuite clair que les séries a droite font sens pour v et w dans un sous-espace
plus grand que D(A), qui est précisément le domaine

Q(A) = v € H tels que Z [Anl |<vn,v>ﬁ|2 <00 . (34)

n>1

L’hypothese dans la définition de Q(A) implique que la série

Zx\ (Un,v

n>1
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converge absolument. Mais si les \,, ont un signe arbitraire, il se pourrait que la
série soit oscillante et converge simplement sans converger absolument, pour des
v en dehors de Q(A). C’est pour éviter ce cas pathologique qu’on doit supposer
que

(v, Av) = =Cllv]§ (35)

ce qui, par le corollaire 35 est équivalent & supposer que le spectre est minoré.
Comme alors A\, — 400 et donc A, > 0 pour n assez grand, la convergence de
la série ne peut étre qu’absolue.

Exercice 53. Vérifier que lorsque A est a résolvante compacte avec un spectre
minoré, Uespace Q(A) (défini en complétant D(A) pour la norme induite par
qga comme expliqué a la section précédente) est bien donné par la formule (34).

Nous montrons maintenant comment obtenir les vecteurs et valeurs propres
a partir de la forme quadratique. Le résultat suivant est une généralisation de la
célebre formule de Courant-Fischer pour les valeurs propres de matrices hermi-
tiennes, qui est parfois aussi appelée Rayleigh-Ritz dans la littérature physique.

Théoréme 54 (Courant-Fischer). Soit A un opérateur auto-adjoint a résolvante
compacte, dont le spectre est minoré, et Ay < Ao < -+ la suite ordonnée de ses
valeurs propres.? Alors on a

A1 = mino(4) = Uem@i&) qa(v) (36)
llvll =1

et le minimum est exactement atteint pour les v € ker(A — A1) C D(A) norma-
lisés. Plus généralement, on a

A= mi 37
k= min - max qa(v) (37)
dim(V)=k Ilvllg=1

et le minimum est atteint pour les espaces sous la forme V = Vect(vy, ...,v) C
D(A) engendrés par k vecteurs propres correspondants aux k premiéres valeurs
Propres i, ..., Ak.

Démonstration. La preuve est exactement la méme qu’en dimension finie. Com-
mengcons par (36) et écrivons

qa(0) = D Aal(n, 0)g 7 = A Y [(on, 0) [P = M [lo]l§ = Ar

n>1 n>1

Ceci montre que l'infimum est > \;. Par ailleurs, on a égalité si et seulement
si (vn,v)y = 0 pour tous les A\, > A1, ce qui signifie précisément que v €
ker(A — Aq).

Pour la formule (37), prenons Vi, = Vect(vy, ..., vx) engendré par k vecteurs
propres correspondants aux k premieres valeurs propres Ag, ..., Ag. Alors pour
tout v € Vi, on a

k

QA(’U) = Z )\n

n=1

(U, v) 5 * < Aellvll§ = A,

2. Comme A\, — 400, chaque A, ne peut coincider qu’avec un nombre fini d’autres Ag.
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de sorte que linfimum a droite de (37) est < Ag. Réciproquement, soit main-
tenant W C Q(A) un espace quelconque de dimension k, et Vj_; comme
précédemment. Comme dim(W) = k alors que dim(V;_1) = k — 1, il est clair
que W doit intersecter I'orthogonal de Vj,_;. Or, tout v € (Vi_1)* NQ(A) vérifie
qa(v) > Allv]|§ par construction de Vi_1, de sorte que

max ga(v) > Ag.

v
H?}Hﬁ=1

Nous avons donc montré la formule (37). Le cas d’égalité est laissé en exercice.
O

Exercice 55. Montrer que Uinfimum dans (37) est atteint pour (et seulement
pour) les espaces V = Vect(vy, ..., vg) engendré par k vecteurs propres correspon-
dants auzx k premiéres valeurs propres Ai, ..., A\, le marimum étant lui atteint
pour v um vecteur propre associé a Aj.

La formule de Courant-Fischer est trés pratique pour la premiere valeur
propre, mais bien str un peu plus compliquée pour les suivantes, puisqu’il s’agit
d’un principe de min-max. Nous allons maintenant fournir une caractérisation
moins connue, pour les sommes de valeurs propres, qui repose elle sur un principe
de minimisation, et qui fait également intervenir des espaces de dimension k.

Théoréme 56 (Caractérisation des sommes de valeurs propres). Soit A un
opérateur auto-adjoint a résolvante compacte, dont le spectre est minoré, et
A < Ay < --- la suite ordonnée de ses valeurs propres. Alors on a

k
Aj = min w; 38
Z; / wi,...,wr EQ(A) Z:QA( J) ( )
7= (wiwg) g =65 171

et le minimum est exactement atteint lorsque Vect (wsq,...,wg) est un espace
engendré par k premiers vecteurs propres de A.

Dans le minimum & droite, on prend un espace W C Q(A) de dimension k
comme dans (37), et une base orthonormée wy, ..., w; de cet espace. Enfin, on
somme les valeurs de la forme quadratique pour ces vecteurs. On peut montrer
que la somme ne dépend pas de la base choisie

Exercice 57. Montrer que si W C Q(A) est un espace de dimension k, alors
Z?:l ga(w;) ne dépend pas de la base orthonormée w; choisie pour W.

L’idée est ici que Zle ga(w;) est (formellement) égal a Tr(Ally ) ou Iy
est le projecteur orthogonal sur W, une formule qu’il est aisé de vérifier en
dimension finie et qui peut étre utilisée une fois que le probleme a été discrétisé.

Démonstration. Soit wy, ..., w, un systéme orthonormé comme dans I’énoncé,
ou chaque w; est dans Q(A), et soient (A, vy,) les éléments propres de A. Soit
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enfin p un réel quelconque qui sera fixé plus bas. On a alors
k

k k
> qalw)) Z Z qa(w;) = pllw;l|g) =D (A — )

j=1

= 1) (15, 00512 = 6

I
Mw I
NE

<
Il
—
3
Il
_

|
M=
™=

(An = 1) ([(ws, vn) * = Gjm)

1n=1

J

k [e%S)
+2 2 Ol on)s
j=1n=k+
Rappelons la formule de Parseval
D lw,vn) gl = wlf,  Vw e,
n>1

et remarquons que, de fagon similaire,

k
Z|<U7wj>jj|2 S H’U”.Qﬁa vve*67
=1

puisque les w; forment aussi un systeme orthonormé. Nous choisissons mainte-

nant
_ At Ak

2
(qui peut éventuellement étre égal & Ay, en cas de dégénérescence), et, en utilisant
que pu > A, pour n < k et que up < A\, pour n > k + 1, nous en déduisons que

k k
ZqA (W) =D A= =) | D [wj,va)g P~ 1
=1 n=1 j=1
k o
+Z Z (An — ) (wy, vn) g

Jj=1n=k+1

k k

:Zp\n_,u' Z|wjavn
n=1 Jj=1

+Z Z An = | [wg,vn)g? (39)

Jj=1n=k+1

En introduisant Ily, le projecteur orthogonal sur W = Vect (wq,...,wg) on
peut réécrire la formule (39) sous la forme

k k k
ZqA(wj)_Z)‘] Zp‘n g Una(HW) Un>5,~)
j=1 j=1 n—=1

+ Z — | (v, M vy) g (40)
n=k+1

40



et il est maintenant clair que cette formule est positive. Par ailleurs, on a égalité
en choisissant w; = v; pour tout 1 < j < k, ce qui démontre la formule (38).

Nous discutons maintenant du cas d’égalité et commengons par supposer
pour simplifier que A\g11 > Ag, ce qui implique |\, — p| > 0 pour tout n >
k + 1. Alors le terme (40) est nul si v, = 0 pour tout n > k + 1, ce qui
signifie que w; € Vect (v1,...,vx) et donc, en comparant les dimensions, que
Vect (w1, ..., wg) = Vect (v1, ..., vg).

Si Ag—po1 < Ak—p = A = Mogq < Aigq+1, Pargument est similaire. Comme
précédemment, on doit avoir W C Vect (v1, ..., Ug+p) ot W := Vect (w1, ..., wg).
Par ailleurs, 'annulation du premier terme nous précise maintenant que vy, ...,
Vp—p—1 € W. Ainsi, W = Vect (v1,...,05—p—1) @ W' ot W’ C ker(A — \) qui
est ce que nous voulions démontrer. O

Remarque 58. Si \p11 > Mg, en prenant p = (Ag+1 + A\i)/2 et en utilisant
que [N — | = (A1 — Ak)/2 pour tout n, on trouve que

k k
> qalwy) =D N
j=1 j=1

> )\k+1 <Z (vn, () Un>5. + Z (vawvn>ﬁ>

n=k+1

)\k+1 _)\k Z 'Un, HW ’Un>5~)~ (41)

Soit maintenant Iy le projecteur orthogonal (pour le produit scalaire de $) sur
Uespace engendré par vy, ...,vi. Comme Iy et Iy sont tous les deuz de rang k,
Vopérateur Q = Ily — Iy est de rang au plus 2k. Soit alors X [’espace vectoriel
engendré par vi,...,vg et wi,...,wg, qui est de dimension au plus 2k. Comme
on a

<'Un7 (HW)LUn%:J = <Un7 (1 - HW)Un>f) = <’Un, (HV - HW)Un>53a

on peut réécrire

k
> (ns Mw) My ) o = Trx Ty Ty — y) = k — Trx (Ty Thy)
n=1
1 2

La trace est ici la trace usuelle sur l’espace de dimension finie X (on pourrait
faire Uargument directement dans [’espace §), ce que nous évitons pour ne pas
avoir & parler de trace en dimension infinie). L opérateur Ily — Iy, est compact
(méme de rang fini) et auto-adjoint, il est donc diagonalisable. Si on appelle

w1 < - < gk ses valeurs propres, on a bien sur
2k
Trx (ITy — My )* = Z(My) 2 jhax i ? = [Ty — Ty ||,
j=1

41



Nous avons donc démontré l’inégalité
k k \
k+1
Doaalw) =Y N = ||H — My ||?, (42)
— =

ot ITy et Iy sont respectivement les projecteurs orthogonaux sur V. = Vect (v1, ..., vk)
(Vespace engendré par les k premiers vecteurs propres de A) et W = Vect (wy, ..., wg),
pour le produit scalaire de ).

C’est une autre fagon de voir le résultat (déja démontré plus haut) que si
Ak+1 > Ak, alors on a égalité lorsque le projecteur orthogonal Iy sur l’espace
engendré par les w; est égal au projecteur orthogonal 11y, sur lespace engendré
par vi, ..., Vg, c’est-a-dire lorsque les deuxr espaces sont égaux. L’avantage de
linégalité (42) est qu’elle fournie une estimée explicite simple, faisant intervenir
la norme d’opérateur de la différence des projecteurs.

Exercice 59 (Formulations variationnelles pour un opérateur réel). Si A est un
opérateur réel, vérifier qu’on peut se restreindre dans les formules des théorémes
50, 54 et 56 a des vecteurs réels uniquement.

9 Formes quadratiques du Laplacien et applications

Dans cette section, nous calculons les formes quadratiques associées aux
différentes réalisations auto-adjointes du Laplacien, construites dans les sec-
tions précédentes, et nous déduisons des résultats précédents une formulation
variationnelle pour les valeurs propres.

9.1 Laplaciens périodique et de Born-von Karman

Soit © C R? la cellule unité associée & un réseau périodique .Z comme
la section 4, et —Apk, 'opérateur Laplacien avec les conditions au bord de
Born-von Karman, c’est-a-dire défini sur le domaine

D(—Agpk¢) = {f € H*(Q) tels que f(z +£) = f(x)e* ",
(Onf)( 4 £) = (Onf)(x)e™*, pour tous (z,£) € IN x £ avec z + L € 89}.

Nous rappelons que le Laplacien périodique usuel est obtenu pour & = 0.

Théoréme 60 (Laplaciens périodique et de Born-von Karman). La forme qua-
dratique associée & —Apg¢ est

q-Apx . (f) :Z/Q|Vf(at)|2dx

sur le sous-espace fermé de H' ()

Q(—Apke) = {f € HY(Q) tels que f(x 4+ 0) = f(z)e'*",

pour tous (x,0) € O x £ avec x + £ € 8(2}.
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En particulier, pour tout g € L?(2) et tout a > —mino(—Apkg), unique
solution du probléeme

(—A+a)f =g
f c D(*ABK,E)

coincide avec l'unique minimiseur du probléme de minimisation

omn {5 [Ivr@P s g [P - [ e i)

qui est aussi l'unique solution dans Q(—Agk ¢) de la formulation faible

/QVE-Vera/QEf:/QEg, Vh € Q(—Apice):

Par ailleurs, la premiére valeur propre est donnée par le principe variationnel

Ai(—Apke) = min [p+£°2 = min /V2
1(—Apk.¢) peLn Ip+¢] feQ(-Anx.¢) Q‘ f
Ja IF17=1

et les autres valeurs propres par le principe de Courant-Fischer (37) ou la ca-
ractérisation (38).

Démonstration. Pour tout f € D(—Apk ¢), nous avons
(F=Bowef) ey = [ T@-AN@)do
— [1Vi@Pde - [ T@o.f) da.
Q le)

En écrivant la frontiere du cube comme 'union des faces et en les groupant deux
par deux, on trouve en utilisant la condition au bord que

- ()0 f(z)dr =0,  Vfe D(-Apkg),

de sorte que
0-dc ) = [ 9F@)f o

La norme associée a cette forme quadratique est donc juste la norme H!((2).
L’espace de définition de cette forme quadratique est, d’apres I'exercice 53, la
fermeture de D(—Apgk¢) pour cette norme. Dans H'(f2) la condition sur la
dérivée normale est perdue car cette derniere ne fait pas sens dans cet espace.
Par contre, la condition sur la fonction reste, car Iapplication f € H(Q)
flon € L?(09) est continue. Le reste suit immédiatement des théoremes 50
et 54. O

Exercice 61. Montrer que f € Q(—Apk.,¢) si et seulement si x — e~ f(x)
appartient o Q(—Agk ). En déduire que

MAnkd) = min (91 + i) de (43)
fQ ‘f|2:1

Montrer qu’on ne peut pas se restreindre ici aux fonctions f a valeurs réelles.
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9.2 Laplaciens de Dirichlet, Neumann et Robin

Soit £2 un ouvert borné comme a la section 5, et —Apg ¢ 'opérateur Laplacien
avec les conditions au bord de Robin, c¢’est-a-dire défini sur le domaine

D(—Aryp) = {f € H*(Q) : cos(0) floq + sin(wh) O, flan = 0}.

Nous rappelons que les Laplaciens de Dirichlet et de Neumann correspondent
respectivement & 6 =0 et § = 1/2.

Théoréme 62 (Laplaciens de Dirichlet, Neumann et Robin). La forme qua-
dratique associée a —AR g est

2 1 2
[ vr@Par s s [ 1 pouro €00 {1/2),

/ |V f(x)|? da pour @ =0 et  =1/2,
! (44)

d—Ag,e (f) =

sur le sous-espace

HY(Q) pour 6 €)0,1],

Q(=Are) = {H&(Q) pour 6 = 0.

En particulier, pour tout g € L?(Q2) et tout a > —mino(—A)R.g, l'unique solu-
tion du probléme

-Aftaf=y
g€ L*(Q), fe H Q)
cos(m) flaq + sin(7w0) Oy, flaq = 0

coincide avec l'unique minimiseur du probléme de minimisation

. 1 9 a 9
i L5 v s [P i

Sy ey T

qui est ausst l'unique solution de ’équation au sens faible

1(0 # 0)
tan(7r9) a0

:/ng(z) dz,  VheQ(—Ary). (46)

/Q VAG@) - VS (@) do +a | R @) do + @) f (z) da

Par ailleurs, la premiére valeur propre de —AR g est donnée par le principe
variationnel

M(-Ang) = AM){ [ 82D [ e an
\

Q

et les autres valeurs propres par le principe de Courant-Fischer (37) ou la ca-
ractérisation (38).
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Démonstration. Commencgons par le cas § = 0 (Dirichlet), et soit donc f €
D(—ARr,) = H?(2) N H}(Q). Alors

| F@an@e= [ 1Vi@P s~ [ F@ouse)de = [ (95 dn

car f s’annule au bord. Ainsi, nous voyons que q_ag,(f) = fQ V2. Le do-
maine Q(—ARg,o) est donc la fermeture de H2(2) N H{ () pour la norme H'(Q),
et on trouve donc Q(—Ar) = H}(Q). Le reste suit des théoremes 50 et 54
L’argument est exactement le méme pour 6 > 0, en utilisant cette fois la for-
mule (21). O

Il faut retenir de tous ces résultats que

e seule la condition au bord de Dirichlet fait sens dans H*(2), et la forme
quadratique est alors définie sur Q(—Ag,o) = H(9);

e les formes quadratiques pour le Laplacien de Robin avec § > 0 (incluant
donc Neumann) sont toutes définies sur le méme domaine H'((2), ou la
condition au bord est invisible;

e la condition au bord de Neumann n’est visible ni dans ’espace de définition
Q(—ARg,1/2) = H'(Q), ni dans la forme de la fonctionnelle ¢_a,, , ,(f) =
fQ |Vf ‘2 5

o la forme quadratique associée & —Ag ¢ dépend de 6 et contient un terme
de bord seulement pour 6 €]0,1[\{1/2}.

Ces résultats font jouer des roles particuliers aux Laplaciens de Dirichlet et de
Neumann, alors que du point de vue des opérateurs auto-adjoints —Apg g, il n'y
a pas de différence flagrante dans les domaines de définitions D(—ARgg), qui se
déduisent les uns des autres en faisant varier 6 continiment. Cette discussion
montre comment, d’une certaine maniere, la théorie spectrale des opérateurs est
parfois plus naturelle que celle des formes quadratiques associées. Evidemment
les formes quadratiques jouent un role treés important, par exemple dans les
procédés numériques qui vont étre discutés a la section suivante.

Remarque 63. Le second terme de la forme quadratique (44) du Laplacien de
Robin pour 0 €]0,1/2[U]1/2,1[ a la forme d’une distribution de simple couche
uniforme dgq sur le bord OS). En ce sens, on considére fréquemment que

1
—Arg=—-A+ —dsq.
R0 + tan(76) o
Cette formule est a prendre avec précaution car elle n’est valable qu’au sens des
formes quadratiques : la distribution Spq s’applique o |f|? et non a f.

Remarque 64. Lorsque 0 — 0% le terme de bord en 1/ tan(w0) tend vers +oo
et il joue alors le réle d’une pénalisation qui méne, a la limite, a la condition

de Dirichlet f5q = 0.

Exercice 65 (Estimées semi-classiques). Soient Q' C Q deux ouverts vérifiant
les hypothéses du théoréme 28. En utilisant le fait que HL(Q') C HE(Q) et le
principe de Courant-Fischer (37), montrer que les valeur propres N, et A\,
du Laplacien de Dirichlet sur Q' et Q respectivement, vérifient Ay, < A E

placant deux cubes K1 et Ko de sorte que K1 C Q C Ko, montrer que

Crm?*? < A\p(—Agry) < Cym?/4. (48)

Que se passe-t-il pour les autres conditions au bord ?

45



Voici maintenant un résultat sur les valeurs propres du Laplacien de Robin,
vues comme des fonctions de 6, et qui suit de la formulation variationnelle (47).

Théoréeme 66 (Propriétés des valeurs propres de Robin). Soient Ar(0) les
valeurs propres de —AR g, ordonnées par ordre croissant et comptées avec mul-
tiplicité. Ce sont des fonctions continues sur [0, 1] et strictement décroissantes
qui toutes sont strictement positives en @ = 0. Si d > 2, elles tendent toutes vers
—o0 quand 8 — 17, mais si d = 1 seules A\1(0) et A\2(0) tendent toujours vers
—o0 quand @ — 17. Par ailleurs, A\1(0) est concave par rapport a 1/ tan(m6) et
vérifie \1(1/2) = 0.

Démonstration. D’apres le principe de Courant-Fischer (théoreme 54) et la for-
mule (44), nous avons pour 6 €]0, 1],

MO=, i, L[t e [ a0

dim(V)= ‘fHLQ—
Pour plus de clarté, nous divisons la preuve en plusieurs étapes.

Preuve de la non trivialité des valeurs au bord. Soit f un vecteur propre quel-
conque de opérateur —Ag g, de valeur propre A. Nous commencons par prouver
que les deux valeurs au bord f|sq et Oy, flaq ne peuvent s’annuler simultanément.

En effet, si on a flao = Onflaa = 0, on déduit d’apres la formule de
Green (17) que

o:/Qg(—Af—Af):/Qf(—A?—A@)

pour tout g € H?(Q) (sans hypothese sur les valeurs de g au bord). En prenant
g = eP® € H?(Q) on trouve

0= [ a=a7=2p) = (=) [ fla)e 7 da.

Ceci démontre que la transformée de Fourier de la fonction f € L?(Q) est a
support dans la spheére de rayon \/I et comme cette derniere est de mesure
nulle, on déduit immédiatement que f = 0, qui est une contradiction.
Nous concluons donc que

e 0, floa # 0 pour toute fonction propre du Laplacien de Dirichlet —AR ¢ ;

® flaa # 0 pour toute fonction propre du Laplacien de Neumann —Ag /2 ;

® flao # 0 et Onflan # 0 pour toute fonction propre du Laplacien de

Robin —Ag ¢ avec 6 €]0,1/2[U]1/2,1[.

Preuve de la décroissance. Soient 0 < 6 < 6’ et soit Vp C H?(Q) un espace
engendré par les k premiers vecteurs propres de —Ag 9. Alors

Lttt gy [z [190f e s [ i

pour tout f € Vjp, de sorte que

1
o) = o { [ st o [ e

fllL2=1
1
> 24— 28 >
> {8t gy [ 102} = e
r2=1
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La fonction .
0/ 2 / 2
- {902+ i |1 (50)
r2=1

est continue et décroissante. Par ailleurs, comme Vjp est ici un espace fixe de
dimension finie, le maximum est atteint en un certain fp (qui n’est pas forcément
unique) et lorsque @ — 0, fo converge fortement dans H?()), & une sous-
suite pres, vers une fonction fy qui réalise le maximum pour 6 = 6 > 0. Par
définition de Vp, fp est une fonction propre associée a la valeur propre A\ (6) et
donc fag |fo|? > 0 d’apres la premiere étape. Par continuité de I'application de
trace sur H2(£2), on conclut donc que

/ ol >0
o0

pour 6’ > 6 suffisamment proche de #. Pour ces valeurs de €', on a

wox { [ 952+ o [ 1

\|f|\L2—
:/|er'|2+71 / | for?
Q tan(r0’) Joq
2 1 / 2
</Q|Vf9’| +tan(7ﬂ9) 69|f0/|

1
< v 2 2
N ?’15&‘% { Q VI tan(m0) /asz 7 }

Il 2=1
= A (0).

A cause de la décroissance de la fonction (50), ceci implique alors que

n0) = max { [19rP e s i

lFllL2=1
> max {/ IVFI? + tan(l 0,)/ |f|2}>>\k( "),

HfHLz—

pour tout § < 8’ < 1, et on conclut que 8 — Mg (6) est strictement décroissante.

Preuve de la continuité sur]0,1[. Soit maintenant un espace Vp, engendré par les
k premiers vecteurs propres de —Ags. Alors, pour tout f € Vyr avec ||f]|;. =1,
on a

2 1 2
/Q|Vf| than(we’)/m'f'
2 1 2 L1 2
2 /Q VI tan(m6) /BQ 1 tan(m6’)  tan(w6) ‘ /89 /1
> -0 ([ 1V i [ 117

+6/ V7= <|tan(w0)| " tan(17r9’) _taniwe)D /BQWZ-
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On suppose maintenant que n < 6 < 8’ <1 — 5 pour un 1 > 0 et on utilise le
fait que la fonction ¥ +— 1/ tan(7) est C* sur cet intervalle, ce qui donne

1 _ 1
tan(w@’)  tan(w)

~__ 4
| tan(76)]

‘ < K,(c+10-0)

pour une constante K, (qui peut étre calculée explicitement). Ceci suggere de
choisir € = |# — 0’| et on obtient alors

1 , 1
Lt g [ a0 ([ 908+ o [ 162)
9_9/ 2 2 .
wlo =01 ([ 1vsr -2, [ 11P)

En utilisant & nouveau (15) et le fait que || f||,. = 1, on trouve que

[ vt =k, [ 0Pz o)
Q o0

et donc nous avons prouvé que

ey
> 0= 0 ([ 1974 gy [ 1) - ct o - 01

pour tout f € Vpr normalisé. En utilisant la décroissance prouvée plus haut, ceci
démontre que

Me(0) > N (0)) > (1= 10 — ')A (0) — C(K,,)%10 — 0’| > \e(0) — C,|0 — 0|
et donc bien que la fonction ¥ — A, (1)) est Lipschitz sur tout intervalle |, 1—n][.

C’est donc en particulier une fonction continue sur |0, 1[.

Preuve de la continuité en 07 . On remarque d’abord que, en prenant V C H}(Q)
un sous-espace propre composé de fonctions propres du Laplacien de Dirichlet,
on a

Ak(0) = Ak(6)

puisque le terme de bord s’annule pour ces fonctions. Soit alors une suite

0, — 01 et V,, une suite d’espaces de dimension k, engendré par une famille
P , eng b

orthonormée de k premiers vecteurs propres fi n, ..., fi,n, pour —Ag . Comme

T a®)= max (/| 112+ )/ |f|2)<xk<> (51)

HfHL2 1

on conclut que les f; ,, sont tous bornés dans H'(Q) et vérifient

/ fonl? < tan(m6,) A (0) = 0. (52)
o0

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que f;, — f; faiblement dans
H(Q) et fortement dans L?(Q) (par le théoréme 123 de Rellich). La convergence
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forte dans L?(€2) implique que les f; forment un systéme orthonormé et on
appelle V l'espace de dimension k, engendré par ces fonctions. Par ailleurs, la
limite (52) signifie que les f; sont tous dans H{}(Q2) et donc V est également
inclus dans cet espace. La derniere chose a vérifier est que

liminf max / |Vf?> max / IV |2,
n—oo  feV, Jo fev Q
HfHL2:1 HfHsz:l

ce qui peut étre prouvé en écrivant tout f € V normalisé sous la forme f =
Z§:1 a; f; et en utilisant que g, := Z?Zl o f;n appartient a V,, et converge
vers f fortement dans L?(Q) et faiblement dans H'(2). Il s’agit alors juste
d’appliquer le lemme de Fatou. Comme V C H}(Q) est de dimension k, la
caractérisation de Courant-Fischer donne immédiatement

2>
max [ V1P 2 M(0)
lfllp2=1

En conclusion, nous avons démontré que Ag(0) < Ag(0) et que

lim inf At (6,,) > Ax(0),
n—oo
ce qui implique bien que

et termine la preuve de la continuité en 0.

Preuve de la divergence en 1~. Soit V' C H'(2) un espace de dimension k, dont
la restriction au bord forme encore un espace de dimension k (pour construire
un tel espace, il suffit de prendre k fonctions orthogonales suffisamment lisses
sur 9 que l'on reléve en k fonctions fi, ..., fr dans H'(Q)). Un tel espace V
existe toujours en dimension d > 2 car L?(9f2) est alors de dimension infinie.
Par contre, L?(992) peut étre de dimension finie si d = 1, auquel cas I'argument
suivant ne s’appliquera que pour k < dim L?(99). Plus précisément, si  est
I'union de N intervalles disjoints, L?(99) est exactement de dimension 2N.

La matrice de Gram G = <fi,fj>L2(Q) est inversible et, pour tout f =

Zle a;f; €V, ona

[ 17 =St b 3w, - WL
= S L= A

ij=1

De fagon similaire, on a

IN

2
k k k
/|Vf|2:/ > Vi > oyl Z/IijIQ
Q i e = /e

k
<6 Z/Wm? 1112 -
/e
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Pour 1/2 < 0 < 1, ceci fournit 'inégalité

1 - 2 1
A (0 G~ Vi TN fan (0
k(6) < || I ;/Q 1l |G| tan(m6)

et comme les f; sont fixés, il est maintenant clair que Ax(f) — —oo quand
0—1".

Preuve de la concavité de \y. La concavité de Ay comme fonction de [ :=
1/tan(wf) est classique (le minimum d’une fonction dépendant linéairement
d’un parametre est toujours concave en ce parametre), et implique automati-
quement la stricte décroissance. O

Exercice 67. Ecrire en détail la prewve de la concavité de A1 par rapport a
1/ tan(nh).

Exercice 68. On se place en dimension 1 sur Uintervalle Q =|0,1[. Montrer
que w? # 0 est une valeur propre du Laplacien de Robin —Ag g (de fonction
propre ae’T + Be~ T quec v, 3 bien choisis) si et seulement si

(cos(w@) +iw sin(wﬁ)) 26“" = (cos(ﬂ'ﬁ) —iw sin(ﬂ'@))Qe*i“’.

Montrer que 0 est une valeur propre uniquement pour § = 1/2 et § = 1 —
a~tarctan(1/2) ~ 0,85. Que se passe-t-il quand § — 1= ¢ La courbe de la
figure 3 représente les trois premieres valeurs propres.

10 La premiere fonction propre du Laplacien de Robin

Dans cette section, nous démontrons que la premiere valeur propre du La-
placien (pour n’importe laquelle des conditions au bord de Robin considérée
plus haut), est toujours simple, et que sa fonction propre associée est toujours
strictement positive a 'intérieur de €.

Théoréme 69 (Perron-Frobenius). La premiere valeur propre du Laplacien de
Robin sur un domaine borné et connexe € est toujours simple, et sa fonction
propre associée peut étre choisie strictement positive a lintérieur de Q.

Ce théoréme important peut étre utilisé ensuite pour démontrer que A1 (6),
la premiere valeur propre du Laplacien de Robin, est une fonction tres lisse
(analytique réelle) de 6, mais nous n’en dirons pas plus ici. Les autres valeurs
propres sont aussi des fonctions analytiques de 6 [13] mais qui peuvent se croiser,
ce qui rend les \g(#) au plus Lipschitz car ces dernieres sont toujours classées
dans l'ordre croissant, par définition.

Notons que le théoreme reste vrai pour le Laplacien avec la condition au
bord périodique correspondant a & = 0, puisque la valeur propre est nulle et
la fonction propre associée est la fonction constante. Par contre il n’est plus
vrai pour le Laplacien de Born-von Karman des que £ # 0. La valeur propre de
—Agk ¢ reste simple lorsque £ est petit, mais la fonction propre e’ associée
n’a pas de signe deés que & # 0. Enfin, la valeur propre est dégénérée lorsque &
est & égale distance de deux points du réseau .£*, par exemple pour k = £7 en
dimension 1.
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FIGURE 3 — Tracé des fonctions A1 (), A2(0) et A3(6), pour 2 =]0, 1], en fonction
de 0 € [0,1].

FIGURE 4 — Tracé de la fonction propre correspondant & la valeur propre A3(6),
pour € = 0.7, pour § = 0.97 et a la limite 0 = 1.

L’hypothese que €2 est connexe est tres importante. Par exemple, si 2 a deux
composantes connexes, il est clair en prenant une fonction constante pour chacun
des deux ensembles, que A1(1/2) = A2(1/2) = 0 est dégénérée dans le cas des
conditions de Neumann. De méme, si §2 est 'union de deux domaines identiques,
tous les A () sont de multiplicité paire (ceci quelle que soit la condition au
bord).

La preuve du théoréeme repose sur deux résultats importants, que nous n’al-
lons pas démontrer en détail. Le premier est le lemme fondamental suivant.

Lemme 70 (Convexité des gradients). Soit Q C R? un ouvert conneve. Pour
tout f,g € H*(,R) on a
2
VI @)+ Vg(@)? = [V + 2 (@)

presque partout. Si f2+g? > 0 sur Q, alors on a égalité dans (53) pour presque

tout x € §Q, si et seulement si f = ar/f%+ g2 et g(x) = by/f? + g presque
partout, pour des constantes a,b € R avec a® + b* = 1.

(53)

Nous remarquons que l'inégalité peut étre réécrite sous la forme

IVE(2)| = [VIF|(x)|
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pour toute fonction F' = f + ig a valeurs complexes. Lorsque |F| > 0 sur {2, le
cas d’égalité correspond alors & F = ¢'’|F| pour un 9 € [0, 27[. Rappelons que
pour des fonctions mesurables, la condition f2 + g2 > 0 sur  signifie que pour
toute boule B incluse dans €2, on a f? + g% > ep > 0 presque partout sur B.

Preuve du lemme 70. Nous faisons la preuve en supposant que f et g sont C!
avec f2 + g> > 0 et renvoyons & [17, Thm. 7.8] pour la preuve dans H'(f2).
Pour (53) c’est juste un argument par densité mais largument pour le cas
d’égalité est un peu plus subtil. On calcule donc, simplement,

2 )V f(x 2)Vg(z)?
PV - LTI o)

2 lg@)Vi() = f@)Vg(x))?
F@)? + g(x)? '

L’inégalité suit donc immédiatement et on a égalité si et seulement si gV f =
fVg, lorsque le dénominateur ne s’annule pas. Or, un simple calcul montre que

=|Vf(@)]* + |Vg(o)]

V(f/h)(x) = 9(%)3 (9()V 1 () — f()Va(x)

>

et

Vig/h)(x) = - }{(x)g (9(x)Vf(z) — f(z)Vg(2))

avec h = 4/ f2 + ¢g2. Comme 2 est connexe, on en déduit bien que f = ah et
g = bh. La réciproque est évidente. O

Nous aurons besoin d’un deuxiéme outil tres important.

Théoréme 71 (Inégalité de Harnack). Soit Q@ C R? un ouvert conneze et
f € H2(Q) une fonction positive ou nulle sur Q, qui vérifie I’inégalité

—-Af+af >0

presque partout sur 2 avec a > 0. Alors, pour tout r > 0 et tout x € Q) situé a
une distance au moins r de 92, on a

e(r,a)

f(x) > B /Br(x)f(y)dy (54)

presque partout. Ici ¢(r,a) est une constante strictement positive qui ne dépend
que de r, a et de la dimension d > 1, alors que B.(z) est la boule de rayon r
centrée en v € R En particulier, l'inégalité (54) implique que si f # 0, on doit
alors avoir f > 0 sur ().

Pour la preuve nous renvoyons a [17, Chap. 9]. L’idée est de résoudre expli-
citement I’équation —AJ, 4 + aJ,, = 0 sur la boule B, (la fonction J,, > 0
est une fonction de Bessel, calculée dans [17]), puis d’utiliser un principe de
comparaison pour en déduire (54), avec la constante c(a,r) = Jyo(r)~t > 0.
Pour montrer que f > 0, on utilise un argument de continuation en recouvrant
I'intérieur de 2 par des boules. Intuitivement, si f est continue et s’annule dans
Q, I'inégalité (54) sera violée en un point de la frontiére de I’ensemble ou f > 0.
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Bien str, si on a
-Af+af >0

avec a < 0, on peut écrire
“Af+f=z01-a)f=0

et appliquer le théoreme 71. L’hypothese que a est positif dans 1’énoncé n’est
donc pas limitante.
Nous pouvons maintenant écrire la

Preuve du théoréme 69. On appelle

n=[ v e 5 | P

la forme quadratique du Laplacien de Robin —Ag g et on remarque que 'inégalité (53)
implique ¢(f) > q(]f]). Soit donc f un vecteur propre associé a A1 (), c’est-a-

dire qui minimise ¢ sous la contrainte que [, |f[* = 1. Comme f et |f| ont la
méme norme L2, il est clair que |f| minimise également ¢, ce qui implique que

|f| est également un vecteur propre associé a A1(6), et que

2 2
/QIVfI - / R (55)

En particulier, on a |f| € D(—Agrg) C H*(Q2) et

—Alf|(z) = X\ (0)|f|(x), 2z

Comme expliqué précédemment, on peut maintenant ajouter une grande constante
a > |A1(0)| et obtenir

—Alfl(z) + alfl(x) = (a+ M(0)[f|(x) 20, ze

La fonction |f| est positive ou nulle et ne s’annule pas car elle est normalisée
dans L%(9). Le théoréme 71 implique alors que |f| > 0 sur Q, et 'égalité (55)
implique, d’aprés le lemme 70, que f = e'’|f| avec |f| > 0. Nous avons donc
montré que, modulo une phase, toutes les fonctions propres sont strictement
positives.

Pour finir la preuve, nous considérons deux fonctions f et g strictement
positives et normalisées dans L?(£2), pour lesquelles ¢ est minimale et nous

remarquons que
2 2
q( /f erg ) < q(Qf) +q(29) —n(0)

en utilisant & nouveau (53). Ainsi, nous voyons que h =

i 2;”’ > est également

un minimiseur et on doit avoir une fois de plus

[ e o
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Le cas d’égalité dans le lemme 70 implique & nouveau f = a+/f2+ g2 et g =
b\/f2 + g2 et, comme toutes les fonctions sont normalisées dans L?(€2), il est
clair que a = b= 1/4/2. Ainsi f = g.

Pour conclure nous avons bien montré que ’espace propre et de dimension
1 :8l fo > 0 est un vecteur propre positif fixé associé & A1(6) et g en est un
autre, alors g = ¢'’|g| et |g| = fo donc g = €' f,. O

11 Un peu de régularité

Nous discutons ici rapidement la régularité des solutions aux équations (—A+
a)f =g et —Af = \f, pour les différentes réalisations auto-adjointes du La-
placien que nous avons construites. Nous avons vu au théoreme 28 que les
fonctions satisfaisant la condition de Robin et telles que Af € L?*(Q) étaient
nécessairement dans H?(2). Ceci est vrai & condition que 952 soit de classe C2,
ou que 0f) soit constitué d’une union de sous-variétés de co-dimension 1 tel que
Q soit strictement convexe au voisinage des coins. Ce résultat peut se généraliser
a des régularités plus fortes, au moins pour un domaine lisse.

Théoréme 72 (Haute régularité elliptique, Q régulier). Soit Q un ouvert dont
la frontiere est de classe Ck+2 quec k > 1 et 0 < 6 < 1. Alors, il existe une
constante C(2,0,k) (ne dépendant que de 2, 0 et k) telle que si f € H?(Q)
satisfait la condition de Robin

cos(m0) faq + sin(m0) O, flaq = 0, (56)
et Af € H*(Q), alors f € H*2(Q) avec lestimée
1l zssagey < C20.8) (120 + 18 ke )- (57)

La preuve est essentiellement la méme que celle du théoreme 72, voir par
exemple [2, Thm. IX.25] pour le cas du Laplacien de Dirichlet et [18] pour le
cas général. En raisonnant par récurrence sur 1’équation aux valeurs propres
—Agrf = Af, on trouve immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 73 (Régularité des fonctions propres, ) régulier). Soit Q un ouvert
dont la frontiére est de classe C*+2 quec k> 1et0< 8 < 1. Alors, les fonctions
propres du Laplacien de Robin —AgR_ g sont toutes dans H2(Q).

Le résultat de haute régularité elliptique ne s’étend pas de fagcon immédiate
aux domaines qui ne sont pas lisses, & cause des singularités du bord. De facon
générale on s’attend a ce que la régularité maximale attendue dépende de ’angle
maximal entre les différentes faces, ce que nous expliquerons plus en détail ci-
dessous. Avant d’entrer dans ces considérations plus techniques, commengons
cependant par le cas du Laplacien périodique et de Born-von Karman sur un
cube, pour lequel les fonctions propres e!@15) @ calculées & la section 4 sont bien
stur C*°.

Théoréme 74 (Haute régularité elliptique, Laplaciens périodique et de Born—
von Karman). Soit Q la cellule unité du réseau £, & € Q* (la cellule unité de

Z*) et —Apg ¢ le Laplacien de Born-von Karman, tous définis a la section 4. Si
f € D(—Agkg) est telle que —Af € H*(Q), alors f € H*2(Q) avec ’estimée

1 llzesaey < CK) (112 + 1A vy )- (58)
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Démonstration. La preuve suit immédiatement du fait que

d
1y = 32 32 TLios+ &P len(n)P
lap|<Epe2nzd j=1

<C) Y A+ p)ep ()

pe2nZa

< COUF Nz @) + 18 lizey )
ol ¢, (f) = Q|72 [, f(2)eP+E) et le pieme coefficient de Fourier de f. [

Passons maintenant au cas d’'un domaine qui peut avoir des coins. Afin de
comprendre ce qu’il peut se passer, il est utile de faire un calcul explicite en
dimension d = 2, sur un secteur angulaire d’ange 6,

Qgo = {x = r(cos(g),sin(p)) €R? : 0<7r<1,0<p< @0},

comme a la figure 5, et qui servira de prototype “local” pour les coins de tout
domaine Q C R2. On cherche des solutions de I’équation aux valeurs propres
—Af = \f qui sont factorisées sous la forme f(r, ¢) = u(r)v(y¢) avec la condition
de Dirichlet 4(0) = u(1) = v(0) = v(¢p) = 0. En utilisant la formule du Lapla-
cien en coordonnées cylindriques, on trouve facilement que v(yp) = sin(nwe/vg)
et que u doit résoudre ’équation différentielle

2.2

20 (r) 4 (r) + (w - "@g ) u(r) = 0.

L’unique solution qui admet une limite en r = 0 s’exprime sous la forme

u(r) = Jun o (VAT)

Ja(r) =) m!T il pimte

= (m+ o+ 1)22mta

est la fonction de Bessel du premier type. En ajoutant la contrainte que u(1) = 0,
nous en déduisons donc que les fonctions propres du Laplacien de Dirichlet sur
le secteur angulaire sont données par la formule

Jne(r,0) = Jnr/g, (\/)\n,[l“) sin (71;:0) , (59)
ou, pour chaque entier n > 1, les valeurs propres A, ¢ sont déterminées par la
condition que Jyx/u0(1/An,e) = 0, c’est-a-dire les valeurs propres sont les carrés
des zéros de Jyr/4,, pour chaque n > 1. Par exemple, la premiere fonction
propre, qui est positive d’apres le théoreme 69, est associée a la valeur propre
égale au carré du premier zéro de la fonction J;,,, (qui correspond a prendre
n=1).

Le résultat est similaire pour le Laplacien de Neumann, dont les fonctions
propres peuvent s’écrire

o 029) = Ty (A cos (") (60

2]
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FIGURE 5 — Les fonctions et valeurs propres du Laplacien sur un secteur d’angle
o (gauche) peuvent s’exprimer a laide de la fonction de Bessel J,,

/o dessinée
a droite pour g =7/3 et n = 1.

ol les A\, s sont cette fois choisis de sorte que J! (v/An,e) = 0, en autorisant

nm/po
cette fois n = 0 qui correspond a la fonction constante. Le cas du Laplacien de

Robin est également du méme type.

Exercice 75. Ecrire le détails des arguments menant auz formules (59) et (60).

Nous pouvons maintenant lire la régularité des fonctions propres du Lapla-
cien de Dirichlet dans le secteur €2, sur la formule (59). En effet, la fonction
de Bessel J,(r) est égale a r* multipliée par une fonction entiere du parametre
r? = 2% + y? (donc C™(,)) et c’est donc le terme

P7T/%0 sin (nﬂ'(p)
%o

qui détermine toute la régularité des fonctions propres. Si m/pg = m est un
entier, alors il est facile de vérifier que ™" sin(nme) est un polynéme en x =
rcosy et y = rsing, et ainsi la fonction propre correspondante est C°°. Par
contre, si 7/po n’est pas un entier, la fonction propre est dans H® au voisinage
de 0 seulement pour s < /g + 1. Le théoréme de régularité elliptique ne peut
donc pas étre vrai au dela de m/po + 1 dans ce cas.

Remarquons que si 'angle g est strictement supérieur & 7 (cas d’'un angle
rentrant), alors la premiere fonction propre n’est méme pas dans H?(Q)! Ceci
est I'explication de la condition que € est strictement convexe au voisinage des
singularités de 02, que nous avons imposée dans le théoréme 28 de régularité
elliptique et dans notre construction du Laplacien de Dirichlet. Pour un secteur
angulaire rentrant, le théoréeme 28 est faux, comme le montre I'exemple de la
fonction (59). En fait, pour un angle rentrant nous n’avons pas défini le La-
placien de Dirichlet. Cet opérateur peut étre construit en utilisant la méthode
de Friedrichs du Théoreme 52, ou le fait que les fonctions propres (59) sont
connues et forment une base de L2(Q<PO) et en appliquant l’exercice 36. Son
domaine n’est alors pas inclus dans H?(Q, ). Nous n’en dirons pas plus ici.

Exercice 76 (Laplacien de Dirichlet pour un angle rentrant). Montrer que les
fonctions f, ¢ forment une base orthonormale de L? (Q4yp, ). Construire lopérateur
—AR,0 pour le secteur angulaire Q,, avec T < o < 27, en utilisant 'exer-
cice 36. Discuter également du Laplacien de Robin.
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Pour un ouvert en dimension 2 qui est composée de courbes tres lisses qui
s’intersectent en des coins d’angles < 7, il est possible d’utiliser localement la
régularité trouvée pour un secteur angulaire exact et d’en déduire le résultat
suivant.

Théoréme 77 (Haute régularité elliptique, Q2 & coins). Soit Q un ouwvert borné
de R? dont la frontiére est composée d’un nombre fini de courbes de classe
CF*+2 qui s’intersectent deuz & deux avec des angles o1, ..., px €)0,m[. Alors le
théoréeme 72 de régularité elliptique reste vrai pour tout

k+1<mm{”,”¢N}.
Pj Pj

La preuve de ce théoreme consiste a localiser au voisinage des coins, voir par
exemple [8, 7].

L’analyse décrite rapidement ici en dimension 2 s’étend aux dimensions plus
grandes. Ainsi, la régularité maximale & l'intersection transverse de deux hy-
persurfaces dépendra de ’angle maximal le long de I'intersection, alors qu’aux
coins la situations est plus complexe [11, 14]. Ces questions trés importantes
et qui vont jouer un role a la section suivante peuvent néanmoins devenir tres
techniques et nous n’en dirons pas plus ici.

12 Auto-adjonction des opérateurs de Schrodinger

L’objectif de cette section est d’étudier a quelle condition un opérateur sous
la forme A+ B est auto-adjoint sur le méme domaine D(A) que Popérateur auto-
adjoint A, puis d’appliquer ceci au cas ot A = —A et B = V(z) est 'opérateur
de multiplication par une fonction. Le résultat principal est le suivant.

Théoreme 78 (Rellich-Kato). Soit A un opérateur auto-adjoint sur son do-
maine D(A) et B un opérateur symétrique sur D(A). S’il existe 0 < a < 1 et
C > 0 tels que

[Bvlls < aflAv]ls + Cllvlls, Vo e D(A), (61)
alors Uopérateur A + B est auto-adjoint sur D(A).

Démonstration. Comme A+ B est par hypothése symétrique sur D(A), il suffit
de montrer que A+ B tiu est surjectif de D(A) dans $) pour un certain pu € R,
d’apres le théoreme 10. On écrit alors

A+B+ip=(1+BA+in) ) (A+in).

Comme lopérateur A + ip est inversible de D(A) dans $ pour tout u € R,
puisque A est auto-adjoint, il suffit de prouver que 1+ B(A+iu)~! est inversible
sur $. Comme nous I’avons rappelé dans la preuve du lemme 4, il suffit pour
cela de trouver u tel que

| B(A+ip)~| < 1.

En appliquant 'inégalité (61), on déduit que

| B(A+ z'u)_lvaJ <alAA+ w)_lvﬂﬁ +C||(A+ iu)_lvHS6 ,
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ce fournit I'inégalité sur les normes d’opérateurs
[BA+in) || < a||A(A+ i) |+ C||(A+ip) .
Comme vu plusieurs fois précédemment, il est utile de rappeler que
I(A+ip)olly = [Av]ls + 6 o], Vo€ D(A),
ce qui implique
||1}||5,J—||AA+Z,LL UHﬁ—Fu ||A—|—w 11||$, Yv € 9,
et donc

|AA+ip)~ | <1, |(A+ip)~| < Tl

Pour conclure, nous avons

||B A+ip) lH <a+— ¢
]

qui est bien strictement inférieur & 1 pour p assez grand. O

Remarque 79. Si A a son spectre minoré, alors sous les hypothéses du théoreme 78,
A+ B aura aussi un spectre minoré. Il suffit en effet d’utiliser exactement la
meéme preuve, en remplacant ip par p € R trés grand. On doit utiliser le fait
que st A a un spectre minoré, alors

c
I+ <1+ fl(A+m <

=1Q

(62)

pour w assez grand, ce qui suit du théoréme spectral [9].

Exercice 80. Si A est diagonalisable dans une base orthonormée et que son
spectre est minoré, montrer (62) en diagonalisant A.

Nous voulons appliquer cette technique pour étudier les opérateurs sous la
forme —A+V (z) dans H%(R?). I faut pouvoir controler |V f|| pour f € H?(R?),
ce qui est I'objet du théoreme suivant.

Théoréme 81 (Potentiels infinitésimalement bornés). Soit V € LP(R?) telle
que
p>2 sid=1,23,
p>2 sid=4, (63)
d .
p>5 sid>5.

Pour tout € > 0, il existe une constante C¢ telle que
IV FllL2wey < €Al 2gay + Cellfll L2 (ray » VfeH*RY).  (64)

et

[ vl

<5/ |V f(x )|2d:c+C/ (z)[*dz, Yfe H'(R?).
(65)
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Sur un ouvert £ dont la frontiére est Lipschitzienne, on a les inégalités

IV Fllray < € Mfllgagey + Celfll2y,  Vf € H(Q). (66)

et

/Q V()| f (@) da| < e / IV f (@) di + . / @) dr, Ve H'(RY).

(67)

Lorsqu’une fonction V vérifie (64) on dit qu’elle est infinitésimalement bornée
par rapport au Laplacien.

Démonstration. La preuve suit des injections de Sobolev rappelées a ’appen-
dice A au théoreme 118. En dimension d # 4, il suffit de prouver I'inégalité pour
p = max(2,d/2). En effet, lorsque V € LP(R?) avec 2 < p < oo, on peut écrire

V=VI(|VI<R +VI(V|>R):=Vi+ V),

o Vi € L®(R?) et Vo € L™ax(2:4/2)(RY) puisque

/ |V2‘2:/ ‘V‘QSRp_maX(Q’d/Q)/ |V|p
Rd IVI>R Rd

En écrivant alors
IVl < RIS z2gay + 1V2fll 22 e

on est bien ramené au cas de p = max(2,d/2) avec la fonction V5.
Supposons donc maintenant p = 2 et d < 3. On écrit

HVfHL2(Rd) < ||V||L2(Rd) ||f||L°<>(Rd) :

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on écrit

P el WIIGIL

R 1/2 1 1/2
< 27rd/2</ L+ (€)% F(¢ 2d§> (/ dg)
<en 2 ([ a+iep)Ifie) [ e
R 1/2
—o( [ arirrifora)
R4
pour d/2 < 8 < 2. Pour tout € > 0, il existe une constante C; telle que
(1+1€%)7 < e(1+1¢*)? + Ce

ce qui implique bien que

1l oo ey < €1 = D) Fllp2may + Ce [l Fll 2 (may
<e¢ ||Af||L2(Rd) +(e+Ce) ||fHL2(JRd) :

En dimension d > 5 il faut utiliser 'inégalité de Sobolev

171, 2t gy < C I 200y
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qui se prouve comme le théoreme 114 (exercice 117). On a en particulier

VAl gaggsy < IV Lparnqey 111t gy < € NV gy 1A ey

Malheureusement, cet argument ne peut pas fournir une constante aussi petite
que 'on veut. L’astuce consiste a écrire encore une fois

V=VI(|VI<R)+VL(|V|>R)

et d’utiliser

IV fllL2 ey < Rl fllp2@ey + CIVA(V] Z B)ll par2ay 1Al L2 ga) -
Par convergence dominée,

IVI(V] 2 Rl ey — 0,

ce qui permet d’avoir une constante plus petite que € quand R est assez grand.

La preuve dans le cas d = 4 est similaire au premier cas et laissée en exer-
cice. La preuve dans un ouvert (2 est tres semblable et peut aussi étre obtenue a
partir du cas de R? en utilisant I'opérateur de prolongement du théoréme 113.
Finalement, les inégalités (65) et (67) suivent immédiatement de la remarque 79
mais elles peuvent aussi se démontrer par des arguments similaires & ceux ex-
pliqués ici, dans H'(R?) au lieu de H2(R?). Les conditions (63) sur V ne sont
d’ailleurs pas optimales dans ce cas (en dimension d < 3). O

Exercice 82. Ecrire la preuve du théoréme 81 en dimension d = 4.
Exercice 83. Ecrire la preuwve de l'inégalité (66) dans un ouvert borné ).
Exercice 84. Ecrire la prewve des inégalités (65) et (67).

Le résultat suivant est une simple conséquence du théoreme précédent et du
théoreme 78 de Rellich-Kato.

Corollaire 85 (Auto-adjonction des opérateurs de Schrédinger). Soit V €
LP(R?) + L>(RY) une fonction a valeurs réelles, avec

p=2 sid=1,23,
p>2 sid=4,
p=9% sid>5

Alors Uopérateur f > —Af +V f est auto-adjoint sur D(—A) = H*(RY) et son
spectre est minoré.

Démonstration. Comme la fonction V' est réelle, f — V f est symétrique. Par
ailleurs cet opérateur est bien défini sur H?(RY) d’aprés (64). On écrit alors
V = Vi + Vs avec Vo € L°(R%) et V; € LP(R?) et on applique (64) pour obtenir

IV Fll oy < VA Sl paqeey + Vel o gaey £l 2 ey
< eI AF N 2 qaay + Ce Il 2y
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pour tout f € H?(R?). Le résultat suit alors du théoreme 78 de Rellich-Kato.
Pour la minoration du spectre, on utilise le corollaire 14 et I’inégalité

D+ V) gy = [ V1@ e+ [ Vi@)lfa)P o
(=) [ Wr@Pde-c. [ 7@ ds
— T 2 X.

c. / @)

Y

Y

O

Le théoreme signifie que perturber le Laplacien par une fonction qui reste
bornée & I'infini dans un sens faible (plus précisément une fonction qui s’écrit
V = Vi+ Vs avec Vo € L®(R?) et V; € LP(R?)) ne change pas le domaine d’auto-
adjonction. Les opérateurs sous la forme A = —A + V s’appellent opérateurs de
Schrddinger car ils interviennent dans la description d’une particule quantique
non-relativiste évoluant dans un potentiel extérieur V', voir par exemple [3, 17].

Exemple 86. L’atome d’hydrogéne est décrit par le potentiel V(z) = —|z|~*
en dimension d = 3. Comme V € L?(R3) 4+ L>(R3), on conclut que l'opérateur
—A — |z|7! est auto-adjoint sur H?(R?).

Le corollaire 85 s’étend tres facilement au cas d’'un domaine borné.

Corollaire 87 (Auto-adjonction des opérateurs de Schrodinger sur ). Soit
un ouvert borné et V€ LP() une fonction & valeurs réelles, avec

p=2 sid=1,23,
p>2 sid=4,
p:% sid>5h

Si Q est la cellule unité d’un réseau £ C R?, Dopérateur
—Apvke +V(2)

est auto-adjoint sur le domaine D(—Apyk ¢) du Laplacien de Born-von Karman
défini a la section 4.
Si Q satisfait les conditions de régularité du théoréme 28, l'opérateur

—Agrg+ V(x)

est auto-adjoint sur le domaine D(—Arg) du Laplacien de Robin défini a la
section §.

Ces opérateurs sont tous a résolvante compacte et peuvent étre diagonalisés
dans une base orthonormée, avec des valeurs propres qui tendent vers +oo.

Comme une fonction dans L"(€2) appartient automatiquement a LP(§2) pour
p < r, nous avons pris simplement p = max(2,d/2) en dimension d # 4.

Démonstration. D’apres (66), on a pour tout f € H%(Q)

IV llz2) < el fllaz@ay + Cell fll 2y -
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Lorsque f vérifie les conditions au bord de Born-von Karman, ou alors celles
de Robin et que € satisfait les hypotheses du théoréeme 28, on a par régularité
elliptique

£l r2Ray < C(IAf 2@ay + [1f]| 22 (Ra))
et ainsi

IVl < ellAfllaz®a) + Cellfll 120

comme nous voulions. L’auto-adjonction suit a nouveau du théoreme 78 de
Rellich-Kato.
D’apres la preuve du théoreme de Rellich-Kato, on a pour p assez grand

(~A+V 4ip) = (—A+w)_1(1+V(—A+W>_1>_ '

L’opérateur tout & droite est borné et (—A+ip) ! est compact, par les théoremes 27
et 44. Comme la multiplication d’un opérateur compact par un opérateur borné
est encore compact, on conclut bien que —A 4+ V est a résolvante compacte.

Par I’exercice 80 ou par la méme preuve que celle utilisée dans le corollaire 85,
le spectre est minoré. Ainsi, les valeurs propres ne peuvent tendre que vers
~+00. O

13 Opérateurs périodiques et théorie de Floquet-Bloch

Nous étudions ici les opérateurs de Schrodinger périodiques, c¢’est-a-dire sous
la forme —A + V(z) ot V est une fonction périodique. Pour cela, il est utile de
rappeler la définition de la transformée de Bloch, qui permet de diagonaliser ces
opérateurs, tout comme la transformée de Fourier a permis de diagonaliser le
Laplacien dans R¢. Pour plus de détails concernant cette théorie, nous renvoyons
par exemple & [20, Section XIII.6].

13.1 Théorie de Floquet-Bloch

Une interprétation possible de la transformée de Fourier est que la famille
(€'P"®) cga forme une sorte de “base” de L?(R?). Bien sfir aucune des exponen-
tielles e’”* n’est dans L2(R?) et la formule de reconstruction

f(z) = 1d/2 R J/c\(p)eip'z dp

(2m)

ne fait sens que si f est, par exemple, dans la classe de Schwartz S(R?).

Une propriété importante des exponentielles e?® est qu’elles sont des fonc-
tions propres communes & tous les opérateurs de translation (7, f)(x) :== f(z—y)
(définis par exemple sur L>(R9)). C’est pour cette raison que la transformée
de Fourier est bien adapté a I’étude des opérateurs invariants par translations,
comme le Laplacien.

On cherche une famille qui vérifie la méme propriété lorsqu’on considere
seulement les translations (7¢)sc d’un réseau .£. On ne peut pas se contenter
des (e™*®) e+ qui n’engendrent que les fonctions .Z-périodiques, mais on peut
considérer la famille & deux parametres

(' FFO), g (68)
ceB
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ou B est par définition la cellule unité ouverte du réseau dual Z*, appelée
habituellement zone de Brillouin. Bien siir, k + ¢ parcourt tout R? (modulo la
frontiere de B) quand k € £* et £ € B. On cherche & décomposer f sur cette
base. En partant de la transformée de Fourier habituelle, on écrit simplement

flz) = )d/2 / f )eP e dp
S [ iy

keL*
ce qui nous amene a poser
ik
fe(z) == \C|1/2 > Flk + &)eithtere (69)
ke*

La constante
1 B |B|1/2

|C|1/2 - (27T)d/2

|—1/2

est choisie pour que 'F+8)=|C soit normalisée dans L?(C). Les manipu-
lations précédentes sont justifiées lorsque f € S(R9). Il est important de noter
que la fonction fe définie en (69) vérifie la condition de Born-von Karman

fe(x+0) = fg(x)elf'e, Vil e &,

et seules ses valeurs sur la cellule unité C' du réseau £ sont alors importantes.
Du coup, on peut aussi chercher quelle est la fonction dont les coefficients de
Fourier valent |C|71/2 f(k + £), et on trouve une autre formule pour f; :

S fe+z)e | (70)

e’

. zk & _

keL*

puisque
iy 1 —1 X
flk+¢&) = 27r)d/2/ f(x)e (k+8)-@ oy

_ 1 i(k+&)-(4+
_(Qﬁ)d/22/f€+y )+( y)dy

e
; / ( —ig-l e (ko
=57 || 2o f+ye —ar -
B Jo \ 2 a1

La famille de fonction (f¢) introduite en (70) s’appelle la transformée de Bloch

de f et elle est telle que
1
flx) = B2 st(w) dg

Cette formule de reconstruction est similaire & celle qui donne f(z) en fonction

de f(p)e””. Mais, contrairement & la transformée de Fourier ou f(p) est juste
un nombre complexe, f¢(x) est ici une fonction de x € C, qui ne se factorise pas

sous une forme simple similaire & f(p)e’?'*.
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Théoréme 88 (Parseval). Pour tout f € S(R?), on a la formule de Parseval

/Rd |f(2)? dx:/B (/Cfg(y)|2 dy) de, (71)

qui permet d’étendre la transformée de Bloch en une unique isométrie
f e L*(RY) = (fo) € L*(B,L*(C)).
Démonstration. Pour f € S(R?) on écrit

/B</Cfg(y)l2dy> dé:\%l > /Beiﬁ'“/*f)dg/cmf(uy)dy

INA=2%

- Z/C|f<e+y>|2dy

e
- / ()2 da.
Rd

O

Nous voyons donc que la transformée de Bloch a des propriétés similaires & la
transformée de Fourier sur L2. Dans cet espace on ne voit pas les conditions au
bord, alors que pourtant la fonction f, vérifie la condition de Born-von Karman
au bord de la cellule unité C, lorsque f € S(R?). Cette condition au bord n’est
visible que si on travaille avec des espaces un peu plus réguliers comme les
espaces de Sobolev. Dans ’énoncé suivant, nous appelons

Hiy e o(C) = {f € HYC) & 9 f(x+0) = O} f (@),
j=0,.k—1, z€dC, x+€€80}

la fermeture de lespace des fonctions C'*° vérifiant la condition de Born-von
Karman, pour la norme de H¥. On a ainsi par exemple

HgvK,ﬁ(C) = D(—ABvK,g),

le domaine du Laplacien de Born-von Karman étudié & la section 4. La norme
de HE x ¢(C) est juste celle de H*(C).

Théoréme 89 (Parseval pour les espaces de Sobolev). Pour tout f € H*(RY),
ona fe € ngvK,g(C) pour presque tout &, avec la formule de Parseval

e o = [ (] Welg o0 ) e (72

Démonstration. 11 suffit de remarquer que (0% f)¢ = 0% f¢ pour toute fonction
f € S(RY) et tout ¢ € B. Puis on applique la formule de Parseval (71) sans
oublier de noter que f vérifie la condition au bord de Born-von Karman. O

Au contraire de la transformée de Fourier ou la dérivation est transformée
en une multiplication par i€, c’est-a-dire Vf(k) = ik f, la dérivation reste une
dérivation dans la transformée de Bloch.
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Remarque 90. La fonction (§,x) — fe(x) est L*—périodique en & et vérifie
une condition de type Born-von Karman en x. Comme a la section 4, il peut
étre parfois intéressant de définir

fe(a) = fe(x)e

de sorte que fg soit maintenant périodique en x pour tout £. Ceci a pour effet
de transformer la condition au bord en un potentiel électromagnétique, puisque

(V)e = (V+i6) fe.

Dans ce cas, & — fg () vérifie une condition de Born-von Karman. Il n’est pas
possible d’utiliser une fonction qui soit périodique en x et en & en méme temps.

13.2 Diagonalisation des opérateurs de Schrédinger périodiques

Nous étudions maintenant les opérateurs sous la forme —A + V(z) ot V()
est une fonction périodique. Nous commencons par donner des conditions sur
V pour qu’un tel opérateur soit auto-adjoint. Les résultats de la section 12 ne
peuvent étre appliqués directement car bien str une fonction périodique n’est
jamais dans LP(R?).

Théoréme 91 (Auto-adjonction des opérateurs périodiques). Soit V' une fonc-
tion £ ~périodique sur R? et a valeurs réelles, telle que V € LP(C) pour

p=2 s1d=1,2,3,
p>2 sid=4,
pz% sid>5,

et ou C est la cellule unité du réseau L. Alors lopérateur —A + V(z) est
auto-adjoint sur H?(R?) et son spectre est minoré.

Démonstration. Comme précédemment, nous montrons que pour tout ¢, il existe
une constante C. telle que

IV FllL2wey < € ASll 2y + Ce ||f||L2(Rd) ) Vf € H*(RY), (73)
‘/ 2)f ()2 da <a/ IV f(x )|2dx+0/ ()2 dz, Vf e H'(RY).
(74)
Ces deux inégalités impliquent que l'opérateur f — —Af + V f est auto-adjoint
sur D(—A) = H?(RY) et que son spectre est minoré.
Pour simplifier les notations, nous écrivons la preuve dans le cas ot .& = Z¢
et C = (0,1) est le cube unité. Soit alors x une fonction & support compact

qui vaut 1 sur C et s’annule en dehors de (—1,2)%. Nous introduisons C, :=
+(0,1)¢, CL = 2+ (—1,2)%), et x.(x) = x(z — 2). On a alors

||Vf||L2 c.) = ||VXzf||L2 Ray S € [1A(x= )HL?(Rd) + Ce X fll e (R »

ol les constantes sont indépendantes de z. En effet, la preuve du théoreme 81
nous informe qu’elles ne dépendent que de |[VL(|V] > R)[[pa/2(cr) qui est égal
a |[VI(|V| > R)||pas2(cry, par périodicité.
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En écrivant
A(Xzf) = XzAf + 2vaXz + fAXz

on trouve

IV llzaoy < ellxlizm e 18Fllaer + 219X gy 1V £l 2gon)
+ (Ce + 1A poo gy ) 1F 1 2y -

L’estimée fait intervenir des normes de f sur le plus grand cube C’ mais ceci
ne pose pas de probleme particulier. En effet, on peut maintenant écrire

[ veri@ra =S [ veriseps

2€24

<y ( /C A (@) d

2€74

+C’£/ IV f(x |2dx+0/ |2da:>
a( &2 Af(z)]?dz
<3(2 [ 1as@)
+Ca/|Vf( \Qda:+c/ |2dx)

ot le facteur 3¢ vient de la présence du plus grand cube C. = z + (—1,2)4, ce
qui a pour effet de compter 3¢ fois chacun des cubes C, = z + (0,1)¢. Comme

~ 1 ~
[wr@pae= [ pifera < [ arighrierde
R4 Ré R4
nous avons bien démontré (73). L’'inégalité (74) suit encore de la remarque 79
mais on peut en donner une preuve directe tres similaire a celle vue ici. O

Exercice 92. Vérifier que la prewve précédente fonctionne sous Uhypothése que
Ve Lumf@R )7 ce qui Slgmﬁe que

sup ||V||Lp(cz) < o0,
z€Z4

mais avec la condition plus forte que p > d/2 en dimension d > 5.

Nous sommes maintenant préts a diagonaliser les opérateurs de Schrodinger
périodiques. La propriété la plus importante est qu'un tel opérateur commute
avec la transformée de Floquet-Bloch, c’est-a-dire que

((a+V)f) (@) = ~Afe(a) + V(@) fe(w) (75)
Le fait que (Af)e = Afe a déja été vu au théoreme 89, tandis que la propriété

(Vf)e =V fe est évidente & partir de la définition (70), puisque V(z+¢) = V(z).
Le résultat principal est résumé dans I’énoncé suivant.
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Théoréme 93 (Diagonalisation des opérateurs de Schrodinger périodiques).
Soit V une fonction £ -périodique sur R? & valeurs réelles, telle que V € LP(C)
pour

p=2 sid=1,2,3,

p>2 sid=4,

p= % sid>b,

et ot C est la cellule unité du réseau L. On note (—A + V)¢ Uopérateur défini
par (—A 4+ V)ef = —Af +Vf sur le domaine H]%VK@(C) = D(—-Agvk,e) C
L3(0).

(i) Pour tout & € B, lopérateur (—A + V)¢ est auto-adjoint et a résolvante
compacte.

(ii) Son spectre est composé d’une suite ordonnée de valeurs propres A,(§)
comptées avec multiplicité, qui tendent vers +00 quand n — oo.

(iii) Pour chaque n > 1, & = A\, (€) est une fonction continue sur B.

(iv) Le spectre de Uopérateur —A + V() défini au théoréme 91 vaut

(= + V)2 = | M(B), (76)
n>1

ot la bande A\, (B) = [min§ An , MaxXy )\n] est l'image de la fonction continue
An sur le compact B.

Le théoreme précise que le spectre de I'opérateur —A + V' défini sur tout
I’espace R¢ peut s’obtenir & partir des valeurs propres des opérateurs (—A+V)e
définis sur 'ouvert borné C' avec la condition de Born-von Karman, en faisant
varier £ dans la zone de Brillouin B. Plus précisément, le spectre est I'union de
bandes qui sont les images des valeurs propres A, (§) lorsque £ varie dans B,
comme représenté a la figure 6.

En physique de la matiére condensée, les opérateurs du type —A+V décrivent
des matériaux cristallins infinis et purs (sans défaut donc périodiques), dans
lesquels les électrons peuvent se déplacer. En général on n’étudie pas un seul
électron mais une infinité d’électrons, répartis périodiquement dans le réseau.
A cause du principe de Pauli, ces derniers doivent “occuper toutes les énergies
situées en dessous d’un niveau E”. Sans donner plus de détails sur ce que signifie
précisément cette contrainte, I’énergie E en question est trouvée en résolvant
I’équation implicite

N[ Y10 < By,
B>t
ou l'entier N est le nombre d’électrons dans chaque cellule unité [3]. On remar-
quera que la somme est finie puisque les A, (§) tendent vers l'infini. Si

max Ay < min Ay,

alors on peut prendre pour E n’importe quelle constante entre ces deux nombres.
On dit qu’il y a un trou spectral et ceci correspond physiquement & un matériau
qui est un isolant. Ala figure 6, c’est par exemple le cas de N =1 et N =3
avec les énergies Fy et F3, au dessus des bandes 1 et 3. En revanche, si

min Ay4+; < max Ay,
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Aa(€)

E3

A3(6)

Es

A2(§)

£

A XA

B o(—A+V)

FIGURE 6 — Représentation schématique des valeurs propres A, (§) de 'opérateur
(—=A + V)¢ sur C avec la condition au bord de Born-von Karman, et lien avec
le spectre de I'opérateur —A + V sur R<.

la valeur de E tombera dans le spectre de —A+ V| ce qui correspond & un métal
et est illustré pour N = 2 avec I’énergie F5 la figure 6. Dans un isolant, exciter
les électrons pour les faire accéder aux énergies de la bande suivante coute la
valeur du trou spectral, alors que dans un métal, les électrons peuvent accéder
au spectre au dessus de E en fournissant une quantité infime d’énergie. C’est ce
qui explique les propriétés de conduction tres différentes de métaux comparés
aux isolants.

En utilisant analyticité de 'application & — —|V +i€|? (en un sens appro-
prié), il est possible de montrer que le spectre de —A + V ne contient aucune
valeur propre [20]. En fait on peut montrer qu’une valeur propre correspon-
drait & avoir un A, (§) constant sur un ensemble de mesure non nulle, ce qui est
interdit par ’analyticité.

Il est cependant assez étonnant qu’une toute petite perturbation aléatoire
puisse créer des valeurs propres en tres grand nombre. Par exemple, tirons au
hasard de fagon indépendante et identiquement distribuée une perturbation é(x)
du potentiel V(z) dans chaque cellule unité. Ceci correspond & prendre un po-
tentiel aléatoire sous la forme

V' (w,z) =V (x) + Z w,o(x — 2)
ze¥
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ol les (w,),c sont i.i.d. et suivent une loi de Bernouilli, c’est-a-dire w, = 1
avec probabilité p et w, = 0 avec probabilité 1 — p. Le spectre de 'opérateur
perturbé —A+V'(w, ) n’est alors composé que de valeurs propres en dimension
d = 1, ceci quelle que soit la taille de la fonction § # 0! En dimension d > 2,
Pextrémité des bandes n’est composée que de valeurs propres. Ce phénomene ap-
pelé localisation d’Anderson [22] montre qu’un matériau avec des petits défauts
aléatoires se comporte de fagon tres différente d’un matériau périodique parfait.
Cependant, si la nature du spectre peut changer radicalement, le spectre ne
bouge pas beaucoup en tant qu’ensemble et commencer par le cas périodique
fournit déja une bonne idée de la forme du spectre.
Nous passons maintenant a la preuve du théoreme 93.

Démonstration. Sous les hypotheses mentionnées pour V, 'opérateur —A + V
est auto-adjoint sur H2?(R?) par le théoréme 91. De méme, pour tout & € B,
Vopérateur (—A + V)¢ est auto-adjoint sur H]%vK,g(C) qui est aussi le domaine
du Laplacien de Born-von Karman, et a résolvante compacte, par le corollaire 87.

Pour prouver la continuité de A, (£), on utilise la formulation de Courant-
Fischer (37) du théoréme 60, et la transformation f(z) = f(z)e®® pour obtenir

w@ = min e { [ i@Pas [ velroP)

VCHg k. (C) feV
dim(Vyan  Jo 1f17=1

- min mex { [ vit) i [ v<x>|f<z>|2d:c},

VCcH! (C) fev

dim(V)=n [, |f?=1

(77)
ou HJ..(C) = Hgx o(C) est le sous-espace de H'(C) composé des fonctions
périodiques au bord de C'. La preuve de la continuité par rapport a £ est alors
trés similaire a celle que nous avons utilisée au théoreme 66 pour montrer la
continuité dans le cas des valeurs propres de Robin. Nous la laissons en exercice.
Il reste & montrer l'assertion principale du théoréme que o(—A + V) =
Un21>\n(§)- Nous commencons par l'inclusion D et considérons donc n > 1
et & € B, et un vecteur propre normalisé feo € H%VK@(C) de valeur propre

An(§o) pour Popérateur (—A + V), :

—Afeo () + V(@) feo (2) = An(€0) feo (@)

On introduit alors la fonction test

g:(2) = e fe, (¢)x(ex) € H*(RY)

olt x est une fonction C'™ positive & support compact, telle que [ X2 =1, et ot
feo () est ici vue comme une fonction HZ (R?) définie sur tout R? (et vérifiant
la condition de Born-von Karman f¢,(z+¢) = f¢,(x)e’®*). La norme de g. vaut

/ ge]? = e / [ feo () PIx(e2)|? da

Il est tres classique que cette intégrale converge vers

et [ e @Pxen?ar = (& [If@Pa) ([ x@ra) = g
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En effet, si g est périodique localement intégrable et ¢ € S(RY), on a

7)d/2
[ slapten) o = ST S o) B2

ke~

— a0 = & ([owa) ([ ewa).

puisque la transformée de Fourier d’une fonction périodique est un peigne de
Dirac. Ainsi, modulo un facteur |C/|, notre fonction g. est normalisée & la limite.
On peut maintenant calculer

(= A4V = Ai(60))ge = =262V fe, () - Vx(ex) — 2 fe, (2) Ax(ew)
qui implique
H ( —-A+V - An(gO))QEHLz(Rd) < 251+d/2 va§0 (LL') ’ VX(Ex)||L2(Rd)
+ 22 | feo (ﬁ)AX(gx)Hm(Rd) .

Les deux termes sont respectivement d’ordre ¢ et 2 puisque, d’apres (78),

2 1 2 2
L) 250 1O (/ngo ) </ VX )
. HL/IfIQ /|A|2

L2y <=0 [C] \ Je % R¢ )

La convergence vers 0 de H( —A+V - )\n(ﬁo))ggHLz(Rd) avec ||gellp2ay —

Hed/QVfgo : vx(a)‘

et
72 e Ax(&)

|C|~! implique que A, (£y) appartient au spectre de —A+V par le theoréme 12.
Il reste donc & prouver l'inclusion réciproque. Pour cela on peut utiliser la
formule (75) et la formule de Parseval (71) qui fournissent ’égalité

I(=A+V = ) fl72 gy = /B I8+ V)efe = nfelliac) d6

pour tout f € H?(R?). Si u n’appartient pas & I'union des \,,(B), alors il existe
un 1 > 0 tel que |\, (£) — u| > n pour tout £ € B et tout n > 1, car les \,, sont
continus et tendent vers I'infini quand n — co. Comme l'opérateur (—A + V)¢
est diagonalisable dans une base orthonormée, on a

1(=A 4+ V)efe — nfellZaey = S2OWE) = w2 (Ferenl&, NP = 1211 2

n>1

ot les e, (&, ) sont une base orthonormée de fonctions propres de (—A + V).
On conclut donc que pour pu ¢ U, (B), on a

I(=A+V = @) 1172 gy > 772/3 [ fellZ2cy 4€ =" 1f 2 qms) -

Par le théoréme 12, ceci montre bien que p ¢ o(—A 4+ V), ce qui termine la
preuve. O

Exercice 94. En utilisant la formule (77), montrer la continuité de A\, (§).
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14 Introduction aux méthodes numériques

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés a la résolution
du probleme avec second membre

(A+a)v =w, (79)
ol a est choisi de sorte que A 4+ a > 0, et du probléeme aux valeurs propres
Av = dv. (80)

Ici A est un opérateur auto-adjoint borné inférieurement, sur un espace de
Hilbert $), et nous avons insisté tout particulierement sur le cas du Laplacien
A = —A, avec des conditions appropriées au bord 9. Nous expliquons main-
tenant comment discrétiser ces deux probléemes pour aboutir & une méthode
numérique permettant de calculer une approximation de la solution v.

14.1 Discrétisation et estimation d’erreur

Nous commencons par des estimées pour un opérateur auto-adjoint A quel-
conque sur un espace de Hilbert £, de domaine D(A). On suppose comme avant
que A est minoré et & résolvante compacte. Soit alors Q(A) son domaine de
forme, défini en (34). Pour simplifier les énoncés suivants, nous allons supposer
que lopérateur A est positif. On peut toujours s’y ramener en remplagant par-
tout A par A+a avec a assez grand, puisque A est supposé borné inférieurement.
Lorsque A > 0, la forme polaire ¢ 4 définit un produit scalaire sur Q(A), et \/ga
définit une norme.

Soit Vj, C Q(A) un sous-espace de dimension finie. Typiquement, V}, est
un espace d’éléments finis, tandis que $) est 'espace L2(Q) et Q(A) est H ()
ou H}(Q). Le parametre h — 0 controle alors la taille des éléments finis. Soit
( fi)i<j<s une base de Vj (ce sont par exemple les fonctions de base d’une
méthode d’éléments finis), ou J := dim(V},). On peut donc écrire tout vecteur

v € V}, sous la forme
J
UZZE:CHJ}
=1

La forme quadratique peut se calculer de la fagon suivante :

7
Z area(fj, fx) = " Kpa (81)

1 k=1

M&

qa(v) = pa(v,v)

J

ou K} est la matrice hermitienne J x J définie par

(Kn)jx = 0a(fj, fr)s

appelée matrice de rigidité. Pour la suite il est intéressant d’introduire aussi la
matrice de masse définie par

(Mn)je = (fj fr) s

et qui permet de réécrire pour tout v € Vj,

J J
Jo]|3, = =33 @arfi, fi)s, = 0" Myar.

j=1k=1
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La terminologie “matrices de masse et de rigidité” est liée a la mécanique des
solides. La matrice ICj, est aussi la “restriction de A a ’espace V}” au sens ou
(Kn)jr = (f;, Afr) g lorsque Vi, C D(A). Notons que M, est aussi la matrice de
Gram des f; et elle est donc toujours hermitienne définie positive, ce qui permet
de définir (M,)*1/2 (si A > 0 alors K, est aussi définie positive).

Si opérateur A est réel et si U'espace V}, est invariant par conjugaison com-
plexe (engendré par des vecteurs réels, par exemple), alors les matrices ), et
My, sont symétriques réelles et on peut se restreindre partout a des vecteurs
réels o € R7, ce qui divise le nombre de variables par deux.

11 est utile d’introduire Popérateur de projection orthogonale ITj, : Q(A) —
Vi, sur le sous-espace V},, associé au produit scalaire ¢ 4, et qui est caractérisé
par la propriété

Yw € Vi, wa(lpv,w) = @a(v,w), (82)

pour tout v € Q(A). Plus explicitement, si on choisit comme précédemment une
base fi,..., f;y de V},, et qu’elle est maintenant orthonormale pour ¢4, c’est-a-
dire vérifie @ (f;, fr) = ;1 (on peut toujours s’y ramener en diagonalisant la
matrice Kp,), alors U'opérateur II;, peut s’écrire

J
My =Y @alf;0) fi- (83)

j=1
Comme pour toute projection orthogonale, on a le théoreme de Pythagore
qa(v) = qa(Tpv) 4 qa(v — Myw), (84)
et la caractérisation habituelle que II,v est le vecteur de V}, le plus proche de v
pour la norme associée a la forme quadratique de A :

ga(v —TIpv) = min ga(v — w). (85)
weVy,

14.1.1 Probléeme avec second membre

Nous commencons par discuter de la discrétisation du probleme

Av = w,
{v € D(A), (86)

ou w est un vecteur donné dans $. D’apres le théoreme 50 de Lax-Milgram,
on sait que I'unique solution v € D(A) de ce probleme est également I'unique
minimiseur dans (A) du probléme variationnel

1

in - R
ain, 5da(w) = R{u,w)g,

ainsi que 1'unique solution dans Q(A) de la formulation faible

pa(u,v) = (u,w)g, Yu € Q(A).

Pour calculer une approximation de v, on se donne un vecteur wyp € Vj qui
approche correctement w (il n’est pas nécessaire de savoir a priori comment wy,
est construit) et on résout le probléme de minimisation approché dans V;

1

min 5qa(u) — Rlu, wn)g,

72



dont 'unique solution vy, vérifie
pa(u,vn) = (u, wn) 5, Yu € Vp. (87)

. J J N
En écrivant v, = ijl ajfj et wy = ijl Bjf; ou on rappelle que les f;
forment une base de V}, on trouve que le vecteur des coefficients o = (a, ..., ay)*
doit résoudre 1’équation

,ChOé = Mhﬂ, (88)

dont I'unique solution est bien stir o = (Kp,) ~'* M, 3. On se demande maintenant
comment le vecteur v;, obtenu approche la solution exacte v du probléeme (86).

Proposition 95 (Probleme avec second membre). Soit A un opérateur défini
positif et a résolvante compacte, w € $ un vecteur fize, Vi, C Q(A) un espace
de dimension finie et wp, € Vi,. L’unique solution vy, du probléme avec second
membre discrétisé (87) vérifie

2
[[w — wnllg

(JA(’U - Uh) S CIA(’U - Hhv) + )\1(A)

(89)

ot v=A"1w.

On voit donc que la différence entre v et vy, est reliée aux propriétés d’ap-
proximation de v par un élément de Vj,. Plus V}, est “proche” de D(A), donc
de v, plus on s’attend a ce que le vecteur v — Il v soit petit. Pour aller plus
loin dans ’estimation de v — vy, il n’est plus nécessaire d’utiliser la forme par-
ticuliere du probléme ; disposer de propriétés d’approximation de D(A) par V},
suffit. Nous reviendrons a cette question plus loin dans le cas particulier des
éléments finis. Enfin, il faut noter que seule la norme de w —wy, dans §) apparait
& droite de (89), il n’est pas nécessaire que w soit correctement approché pour
la norme de q4.

Démonstration. D’apres les deux caractérisations faibles, on a pour tout u € V3
palu,v—wvp) = (u,w — wh>ﬁ
et donc
oa(u,pv —vp) = ea(u, Op(v —vp)) = pa(u,v —vg) = (u,w — wh>ﬁ.
En prenant u = IIv — v, et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en
déduit que
ATy — vp) < [Thv — vpllg [[w — whlg -
En utilisant 'inégalité
2
YweQ(A),  qa(v) = (A) [Pl

qui fournit [|[I,v — vpllg < v/qa(av — vs)/y/A1(A), on arrive &

[|w _wth)

qa(llpv —vp) < A

Il reste a utiliser le théoreme de Pythagore
ga(v —vp) = qa(v —pv) + ga(IIpv — vy)

pour conclure. O
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Corollaire 96. Si IIpv — v fortement dans Q(A) pour tout vecteur v € D(A)
et si wp, — w fortement dans 9, alors la solution vy, du probléeme approché (87)
converge vers v pour la norme de Q(A).

14.1.2 Probléme aux valeurs propres

Nous passons maintenant & la recherche pratique des éléments propres de A,
une question plus ardue que le cas avec second membre discuté précédemment.
On réalise une approximation interne de la formule de Courant-Fischer (37),
consistant a résoudre le probleme variationnel

Ain(A) = min  max qa(v) (90)
dim(V)=k [[v]l4=1
avec, bien stir, 1 < k < dim(V},). Comme ’ensemble des espaces de dimension
k inclus dans V}, est contenu dans ’ensemble de ceux inclus dans Q(A4), le
minimum est réalisé sur un ensemble plus petit que dans (37) et il est alors clair
que
Akn(A) = Ak(A)

pour tout k < dim(V},). On est donc certain d’approcher la véritable valeur
propre de A par le dessus.

En utilisant les matrices Kj, et My, le probleme (90) peut se réécrire pour
des vecteurs de C” sous la forme

Ai,n(A) =  min max o Kpa. (91)
vce? acV
dim(V)=k " Mpa=1

En faisant le changement de variable o/ = M,ll/ *a et d’apres le principe de
Courant-Fischer pour les matrices hermitiennes J x J, nous voyons que A, (A4)

n’est rien d’autre que la kieme valeur propre de la matrice M;l/lehMgl/Q.

En pratique, calculer M;l/ 2 peut étre trop colteux, et il est parfois préférable
de ne pas faire le changement de variable. Ainsi, on est ramené & résoudre le
probleme auzx valeurs propres généralisé

ICha = )\k,h(A) /\/lha, o€ (C'] \ {0} (92)

En revenant dans ’espace V},, on voit qu’une autre maniere d’écrire ce probleme
consiste a chercher vy j, € V, \ {0} qui satisfait

@A(u,vk’h) = )\k,h(A) <u, 'Uk,h>y)7 Yu € Vh, (93)

comme pour (87).

Nous allons maintenant estimer la différence entre les valeurs propres du
probléme continu (80) et les valeurs propres du probléme approché (92). Afin
de mesurer la précision de I'approximation par ’espace V3, on introduit pour
tout sous-espace vectoriel W C Q(A) le nombre

—1II
(W)= sup Vaa@w—Tho) = sup YAl —1hv)

(94)
veW\{0} [v]l5

veW
lvlls=1

11 est clair que €, est croissant par rapport & I'inclusion des espaces : si W C W/,
alors e, (W) < e, (W'). Le résultat est alors le suivant.
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Théoréme 97 (Estimée sur les valeurs propres approchées). Soit Wy, un sous-
espace propre associé aux k premiéres valeurs propres de l'opérateur A, supposé
défini positif et a résolvante compacte. Si ep, (W) < v/A1(4), on a alors

Eh(Wk)2

)
A1(4)

Remarquons que l'estimée (95) se détériore lorsque k augmente, puisque
la fonction e, (W},) dépend de Pespace Wy, et donc de sa dimension. L’intérét
d’une telle estimée est qu’elle permet d’obtenir une information quantitative
de Perreur obtenue en calculant g 5 (A), & condition d’étre capable d’avoir des
bornes sur ep, (Wy,).

Ak(A) < App(A) < Ap(A) + (95)

Démonstration. On utilise le principe de Courant-Fischer (37) avec Wy =
II, Wi qui est la projection sur Vj, de 'espace Wy. On a évidemment Wy, ;, C V),
et dim Wy 5, < k. En utilisant I'inégalité

Vo € Q(A), qa(v) > M(A) HU”fa ’

on voit que pour tout v € Wy, on a

\/qA(U—HhU) < Eh(Wk)
VAL(4) o VAa(4)

[0l = Mavllg | < flo = Thollg < [l (96)

On obtient donc
Eh (Wk )

[Mhollg > <1 - /\1(A)> [0ll5 - (97)

Comme par hypothese e, (W) < 1/A1(A), ceci démontre que I'application v €
Wi +— IIpv € Wy, est injective, et donc que dim(Wy ) = k.

Soit maintenant Iy, le projecteur orthogonal sur les k premiers vecteurs
propres de A, pour le produit scalaire ¢4, qui est tel que

ga(w) = ga(llw, w) + ga(w — Iy, w)
et est caractérisé par 'inégalité
ga(w — Iy, w) < ga(w — z), Vz € W. (98)

Comme Wy est composé de vecteurs propres de A, Iy, est aussi orthogonal
pour le produit scalaire de $) et on a également

]l = ITw, wl§ + [lw = Twwlg > [T, w]§

Soit w = IIv un vecteur quelconque de Wy, p, tel que ||w||s = 1. Le vecteur
v € Wy, n’est pas forcément normalisé mais on a par 1'inégalité (97)

1
1 _ Eh(Wk) :
A1(A)

lollg <
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En utilisant 'inégalité (98) avec z = v € W, nous en déduisons donc que

My, w
ga(w) = ga(llw, w) + ga(w — Iy, w) < LW’CQ) +qa(Ilpv —v)
[y, ]l
< Ae(4) + en(Wi)? o]l
en(Wi)?
< () + 200
1— en(Wk)
A1(4)
Ceci conclut la preuve, par la caractérisation de Courant-Fischer (37). O
Nous avons prouvé 'estimée
M(A) < M(4) < M(4) + 0 (=r(W3)?). (99)

Comme précédemment, la différence entre A; j et Ay est reliée aux propriétés
d’approximation de W}, par V}, puisqu’on s’attend & ce que €5 (W}) — 0 quand
h — 0.

Nous passons maintenant aux estimées concernant les vecteurs propres. Nous
commencons par un lemme tres simple qui fournit la convergence des vecteurs
propres, & des sous-suites pres.

Corollaire 98 (Convergence des vecteurs propres). On suppose que qa(Ilpu —
u) = 0 lorsque h — 0, pour tout u € Q(A). Alors on a Agp(A) — X;j(A) pour
tout k > 1. Par ailleurs, soit k > 1 et vy, € V), des vecteurs propres normalisés
approchés, c’est-a-dire tel que @ a(v, vk 1) = Ag,pn(A) (v, vk n) pour tout v € Vj,.
Alors on a vy, — v fortement dans ) et faiblement dans Q(A), pour des
sous-suites h, — 0, ot vy est un vecteur propre de A (qui peut dépendre de la
sous-suite), associé & la valeur propre A (A).

Démonstration. Lhypothese que ga(Ilpu — u) — 0 lorsque h — 0 implique
immédiatement que €,(Wx) — 0 pour tout k, puisque Wy est de dimension
finie. On a donc Ag , — Ay pour tout £ > 1, d’apres le théoreme 97. En prenant
u = vy 5, dans (93), on trouve immédiatement que (vi,p)p est borné dans Q(A).
Comme les valeurs propres de A tendent vers l'infini, l'injection Q(A) < $) est
compacte (1’écrire en exercice). Quitte & extraire une sous-suite h,, — 0, on peut
donc supposer que vy ;, — v faiblement dans Q(A) (c’est-a-dire w4 (u, v p,) —
va(u,vg) pour tout u € Q(A)), et que vg p, — vi fortement dans §. Si v €
Q(A), en utilisant le fait que ga(u—II u) — 0 et que vy 5, est borné dans Q(A),
on trouve que @4(u — IMpu,vep) = 0. Or pa(Ilpu, vgn) = Agp(pu, vk p)

Ai(u, vg) et ainsi on trouve que @a(u,vr) = Ag{u,vy) pour tout u € Q(A).
D’apres la caractérisation du théoreme 49, ceci signifie que vy € D(A) et que
Av, = A\ vg, ce qu’il fallait démontrer. O

Exercice 99. Lorsque A est a résolvante compacte, montrer que l’injection
Q(A) = $ est compacte.

Si la valeur propre Ay est dégénérée, la limite vy peut dépendre de la sous-
suite. Une maniere d’exprimer la convergence est d’utiliser les projecteurs spec-
traux associés (c’est-a-dire de regarder la convergence des espaces propres).
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Théoréme 100 (Estimée sur les projecteurs spectraux). Soit A > 0 un opérateur
a résolvante compacte comme précédemment. Soient 0 = kg < k1 < --- une
suite strictement croissante d’indices choisis de sorte que \y;(A) soit evacte-
ment de multiplicité k; — kj_q :

A(A) = = Ay (A) < Ay (A) = - = Ay (4) < -+

Pour j > 1, soit Py, le projecteur orthogonal sur ker(A — A, (A)), qui est exac-
tement de rang k; — kj_1. Pour h assez petit de sorte que A\p;_, n(A) < Ag;n <
)\thh(A), soit Py, n le projecteur orthogonal sur la somme directe des espaces

approchés correspondants a A, _, +1,h(A), ..., Ak, n(A). Alors on a

5h(Wk~)
[ Pr; = Piynl| < /2K, WX

CVa@

L 1
x <“ AN A (A)> -

Si A¢(A) est une valeur propre non dégénérée, on a pour u; et ug, des vecteurs
propres normalisés exacts et approchés, associés respectivement a Ay et Agp, et
choisis tels que (ug,h,u@ﬁ >0,

en (W) Au(A)
qalue = ugn) < % (1 e \//\e(A) . Ae-1(4)

Ae(A)
vt \/ Nei(A) - Ae(A)>' (101)

VA1(A)

Plusieurs remarques sont nécessaires. Tout d’abord, nous voyons que les
bornes sur les espaces et vecteurs propres explosent lorsque la valeur propre
précédente ou la suivante se rapproche de celle étudiée, ce qui est normal
puisque l’espace doit alors grandir et inclure les nouveaux vecteurs a la li-
mite. Par ailleurs, l'ordre de convergence des valeurs propres en O(g3), trouvé
au théoreme 97 est le double de celui des vecteurs propres en O(ep) trouvé
ici, un phénomene courant dans les méthodes de calcul des valeurs propres et
vecteurs propres d’une matrice. D’autre part, contrairement & l'estimée (95)
sur les valeurs propres dont la seule dépendance en k était contenue dans
en(Wy), les estimées ci-dessus contiennent des préfacteurs qui divergent plus
vite avec le numéro de la valeur propre étudiée. Ceci est cependant di a notre
méthode de preuve. Enfin, nous avons seulement énoncé une estimée sur la
norme d’opérateur dans $) pour Py, — P, 5 car celle-ci est plus simple, mais il
est également possible d’obtenir une estimée dans l’espace Q(A). Le résultat du
théoreme 100 est illustré a la figure 7.

Démonstration. On utilise I'inégalité (42) qui fournit une estimée sur la norme
d’opérateur de la différence des projections, en fonction de la somme des valeurs
propres. On introduit Py et P, les projecteurs orthogonaux sur les espaces
engendrés respectivement par vy, ..., v¢ et v1 p, ..., ve,n €t qui sont tels que Py, =
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Py Py p, Ps p, Pg,p,

Nl—_——A

A (A) A2(A) = As(A) A(A) = As(A)  Ae(A)

A4

FIGURE 7 — Illustration de la convergence énoncée dans le théoreme 100, en
supposant pour simplifier que les valeurs propres approchées Ay ,(A) sont toutes
simples.

Pr; — Pr;_y et Pi;n = Pr;n — Pr;_,.n- D’apres (42) et (95) et en utilisant la
croissance de €, par rapport a l'inclusion, on obtient

Hij,h — Py, H2 < e A)2— e (A) (/\e n(A) — )\z(A))

J+1<

<
B >\k}j+1 (A) - )\kj (A) ( 5h(Wk')

et

H2 ij—l gh(ij)2

Pr. < .
” N () = () ( E,L(ij))Z

h — Pk}j71

j—1,

L’inégalité triangulaire fournit alors I’estimée (100).
Si € = k; est tel que Ay est de multiplicité 1 et (ug, Ue,h>5 €10, 1[, on utilise
la série d’inégalités

e — uenll;
flﬁ -1— <Ue,w,h>5
<1- <uzﬂue,h>f~3
2
= [Jue — <W,ue,h>ﬁue,h||yj
= [(Pe = Pe)uell}
<||1P; = Ponl®,
qui fournit immédiatement une estimée sur la norme de ). Pour obtenir une

inégalité faisant intervenir la forme quadratique de A, on utilise les deux équations
aux valeurs propres pour u; et ug p, et on trouve

qa(uwe — wen) = qa(ue) + qaluen) — 2R pa(ue, we )
= Ae(A) + A (A) = 200 (A) (g, ugp)
= —Xe(A) + Aen(4) + 2/\4(14)(1 — <U£7W.,h>ﬁ)
= = Xe(A) + Aen(A) + Ne(A) Jue — wenllf
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ce qui fournit I'inégalité

W,
qa(ue —upp) < % + VAN(A)WV2 || Py — Py

VAe(A)
et conclut la preuve. O

14.2 Laplacien de Dirichlet dans une base d’éléments finis de Lagrange

Précisons maintenant comment les estimées abstraites de la section précédente
peuvent étre utilisées dans le cas ol A = —Apg est le Laplacien de Dirichlet
et Vj est construit a partir d’éléments finis. Rappelons que la premiere valeur
propre du Laplacien de Dirichlet est strictement positive, ce qui signifie que
—AR,o est défini positif. La forme quadratique associée

4 ano(f) = /Q V()2 da

est alors exactement le carré de la norme de H} ().

Supposons maintenant que € est un ouvert borné connexe de R, qui satis-
fait les hypotheses du théoréme 28. Une suite (73) est une suite de maillages
triangulaires réguliers de € si pour chaque h, T, = (K;) ou les K; sont des
tétraédres (en dimension arbitraire d un tétraédre est une intersection de d + 1
demi-espaces) vérifiant les conditions suivantes :

(i) Qn := UK est connexe et inclus dans (2,

(ii) lintersection de deux tétraedres K; et K est soit vide, soit un tétraedre
de dimension m < d — 1 dont tous les sommets sont aussi des sommets
de Kz et Kj,

(iii) on a

max diam(K;) = h,

(2

Vi, diam(K;) < C max r,
B,CK;
d(09Q, Q) < Ch2.

Les deux premiéres estimées de ’hypotheése (iii) signifient que chaque K; est
de volume d’ordre h? (il ne peut pas étre aplati ou s’aplatir quand h — 0). La
derniere estimée signifie que 9, est & une distance h? de 91, de sorte que le
domaine approché €, = UK finit par couvrir tout 2. L’estimée en h? est celle
qui est obtenue lorsque tous les coins de €, appartiennent a 92, et que 2 est
de classe C! (figure 8).

La situation la plus simple est quand €2 est lui méme un polyedre, ce qui
permet de choisir des pavages de tétraedres recouvrant exactement €2, c’est-
a~dire tels que Q = Q. Lorsque € est un ouvert lisse (éventuellement par
morceaux), on doit approcher la frontiere par les tétraédres, une approximation
géométrique qui va induire une erreur numérique que nous discuterons plus bas.

Introduisons alors ’espace d’approximation

Vb’fh = {u € C%(W) | woq, =0, uk, est un polynéme de degré k} .
Pour chaque tel maillage, on peut définir une suite de points (a;)?_; € Q appelés

neeuds (p = dim Volfh) et des fonctions ¢; € Volfh C H} (4, R) telles que p;(a;) =
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FIGURE 8 — Haut : Eléments finis en dimension 2. Bas : Illustration du fait que
d(09,9) < Ch?. L’angle relatif aux points de contact est d’ordre h puisque
0f) possede une tangente qui est parallele a la face du triangle et que le bord
est C'! par hypothese.

di;. Pour toute fonction réguliere f on pose alors

(rnf)(z) = Z flai)pi(z).

Cette définition requiert que f soit au moins continue, ce qui est garanti lorsque
f e H*Q) avec k > d/2.
Le résultat suivant est classique, voir [5, 6, 19].

Théoréme 101 (Approximation par éléments finis). Soit (Tp) une suite de
maillages réguliers comme ci-dessus, avec ) un ouvert connexe dont la frontiere
est composée d’hypersurfaces de classe C*t1 qui s’intersectent transversalement
de sorte que Q soit strictement convexe au voisinage des singularités de 9Q. On
suppose que k + 1 > d/2. Alors pour tout f € HFTY(Q) N HL(Y), Uinterpolée
rnf est bien définie et satisfait

If - Thf”Hé(Q) < Ch® Hf||Hk+1(Q) ) (102)
ot l’exposant o vaut
3k/d sid/2—1<k<d/2,
2 ) 2
o 3/ s%k>d/, (103)
3/2—¢ sik=d/2, avece >0,
k si S est polyédrique et Q = Q.
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Le théoréme signifie que

11— 7“hHHkJrl(Q)an(Q)—mrg(Q) < Ch?,

deés que k + 1 > d/2 ou, dit autrement, que lopérateur rj, permet d’approcher
toute fonction de H*+1(Q) N H(Q) & partir d’éléments finis, avec une erreur
uniforme d’ordre h®.

Notons la différence importante entre les ouverts polyédriques pour lesquels
lerreur d’ordre h* provient uniquement de l'erreur d’approximation locale de f
par un polynome (c’est-a-dire essentiellement de la formule de Taylor), et le cas
d’un ouvert lisse pour lequel 'erreur est principalement due a ’approximation
géométrique de Of). Par exemple, si Vf est bornée, fQ\Qh |Vf|? est d’ordre

10\ Q4| = O(h?) et
If - rh”Hl(Q) < HVfHLZ(Q\Qh) = O(hS/Q)-

Si Vf n'est pas bornée quand f € HF1(Q), c’est-a-dire si k < d/2, il faut
utiliser les inégalités de Holder et de Sobolev pour retrouver les exposants ap-
paraissant dans (103). Si on désire améliorer cette erreur, il faut utiliser des
éléments finis K; dont la frontiére est aussi déterminée par une équation poly-
nomiale d’ordre k, ce qui complique grandement 'implémentation numérique.
L’opérateur r;, n’est pas directement relié a la projection orthogonale ng,h :
HN Q) — VO’fh par rapport au produit scalaire de HE(Q), définie comme a la
section précédente. Cependant, comme la projection fournit par définition le
point de Vf, le plus proche pour la norme Hj(€2) (inégalité (85)), on a bien str

1F =164 F |3y < IF =rnf Ny VF€HHQNH(Q). (104)
HL(Q) 0 ()
On conclut donc, en particulier, que ng,h vérifie la méme estimée que 1y,
|f - HlS,thH&(Q) < Ch* [ f Il grsr @ynmp o) - (105)

Corollaire 102. Soit W un sous-espace quelconque de H*1(Q) N HL(Q) avec
k+1>d/2, et ep,(W) défini comme en (94). Alors on a

en(W) < Ch® SU‘E)/ ||U||Hk+1(Q)nH3(Q) ) (106)

v
””||L2(Q):1
ot v est défini en (103).

Pour un domaine 2 de classe C**! avec k + 1 > d/2 les fonctions propres
sont dans H**1((2), d’apres le corollaire 73 et on en déduit immédiatement des
théoremes 97 et 100 que les valeurs propres et les projecteurs spectraux sont
respectivement approchés a l’ordre h2® et h®. Nous voyons que la vitesse de
convergence est limitée par 'approximation géométrique du bord. Si la frontiere
de ) est composée d’hypersurfaces qui s’intersecte transversalement, les fonc-
tions propres peuvent ne pas étre lisses et la vitesse a sa valeur minimale, typi-
quement h ou h3/2.

Dans un ouvert polyédrique, on peut choisir des éléments finis de sorte que
Q = Qp, ce qui permet d’approcher toute fonction suffisamment lisse avec
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une tres faible erreur lorsque k est grand. Mais malheureusement les fonc-
tions propres ne sont pas toujours tres lisses, comme nous avons vu a la sec-
tion 11! La vitesse d’approximation va dépendre des différents angles et coins,
qui déterminent leur régularité maximale. Par exemple, pour un ouvert polygo-
nal en dimension deux, la vitesse de convergence dépendra du plus grand des
angles ¢; tel que m/p; est non entier (théoréme 77).

Notons enfin que méme si les fonctions propres ne sont pas suffisamment
lisses, il est possible de prouver la convergence par une technique d’approxima-
tion, sans estimée de convergence. C’est par exemple le cas en dimension d > 4
si les fonctions propres ne sont que dans H?2(2).

Ces différents résultats sont résumés dans le théoreme suivant.

Théoréme 103 (Convergence des éléments propres). Soit Q un ouvert conneze
satisfaisant les hypothéses du théoréme 28 et (Tr,) une suite de maillages réguliers
comme ci-dessus. Soient A, les valeurs propres du probléme approché (90)
pour le Laplacien de Dirichlet —AR o, de valeurs propres A,,. Alors on a

lim [ Ay — An| =0
h—0

pour tout m > 1. Par ailleurs, si \,, est valeur propre simple, alors il existe des
fonctions propres u,, et uny, p associées telles que

]}Lig%) [t — um,h”Hé(Q) =0.

Si le sous-espace engendré par (ui,...,uy,) est inclus dans H*1(Q) avec
k+1 > d/2 et que la frontiere de 2 est composée d’hypersurfaces de classe
C**2 alors on a les estimées

Am = Am.n| < Crnh®. (107)
Si A est simple, alors
[t — vl 3 0) < Crah™. (108)
La puissance a est donnée par la formule (103).

En dimensions d = 1,2,3, on a toujours 2 > d/2 et ainsi les estimées (107)
et (108) sont valables avec k = 1. Dans le cas d’un ouvert suffisamment régulier,
on trouve ainsi les vitesses h® et h3/2, respectivement pour les valeurs et fonc-
tions propres.

11 est possible de déterminer la valeur des constantes C,,, et C/, apparaissant
dans (107) et (108). Considérons par exemple le cas des dimensions d = 2,3
et de k = 1. Soit W,,, = vect(uq, ..., un) 'espace engendré par les m premiers
vecteurs propres. Alors toute fonction w € W, peut s’écrire w = Y 1" o u; et
on a bien sir

m m
2 2 2
”wHL2(Q) = Z |, ”AwHL2(Q) = Z)‘z?|04i|2 <A Hw”L2(Q) )
i=1 i=1

puisque les u; sont des fonctions propres de —Ag . Par régularité elliptique
(théoreme 28) nous avons

[wll 20y < Cru(llwll 2q) + 1AWl 20y )
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de sorte que

sup  [|lwll gz )nmp ) < (14 Am)CrE.
weW,,
Hw”LZ(n):l

Si Cgr est la constante du théoréme 101 qui donne l'erreur dans H?((2), alors
on conclut a ’aide du corollaire 102 que

en(Wi) < h32(1+ \,,)CrrCre.

11 suffit alors d’insérer les estimées des théoremes 97 et 100 pour en déduire que
Cim = 2(1 4 A)*(Cer)*(Crg)?

et

Am

C;n = 2(1 + /\m)OEFCRE (1 + 2\/771 ﬁ
m — A\m—1

N vy

m+1 — )\m

conviennent des que

R3/? < v .
- 2(1 + /\m)CEFCRE

Bien sir les valeurs propres exactes \; sont inconnues mais on peut utiliser I’es-
timée (95) pour remplacer les A; par leur approximation courante \; j, calculée
numériquement. Encore plus simplement, on peut utiliser I'inégalité

Cym? 4 <\, < Com?/?

trouvée en (48), o C; > 0 ne dépend que du plus grand cube que l'on peut
placer dans Q et Cy du diametre de Q (exercice 65). On trouve ainsi que
Cpn = O(m*?) et que C!, = O(m3/4+1/2). Ceci est donné & titre indicatif,
le comportement en m n’est pas du tout optimal. Par ailleurs, les constantes
Cgr et Crg dépendent de maniére complexe des propriétés du domaine 2 et
elles ne sont généralement pas explicitées dans les ouvrages. On peut néanmoins
avoir des estimations concrétes pour des domaines simples (disque, carré, etc).

Dans cette section nous avons considéré le cas du Laplacien de Dirichlet
qui est un peu plus facile (grace a Uinclusion HE(Qp,) C H(Q) si Q C Q).
Il existe des résultats similaires pour le Laplacien de Robin, dont I’écriture est
évidente lorsque 2 = Q, mais qui requierent un peu plus de travail si Q n’est
pas polyédrique.

14.3 Opérateurs de Schrodinger périodiques dans une base d’ondes planes

Nous finissons par le cas plus simple de I'opérateur A = —|V +i¢|> +V avec
des conditions périodiques au bord de la cellule unité C' d’un réseau .Z. Ici £ est
un vecteur quelconque fixé de la zone de Brillouin B, ou B est la cellule unité
du réseau dual .Z*. Par le théoreme 93 (et la transformation f(z) = f(x)e’s®),
en calculant le spectre \, (&) de —|V + i&|? + V pour plusieurs valeurs ¢ dans
la zone de Brillouin, on obtiendra une approximation du spectre de 'opérateur
—A 4+ V défini dans tout ’espace. Ici nous ne discutons que de la résolution du
probleme aux valeurs propres pour une seule valeur de &.
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Nous supposons que V' € LP(C) ou p satisfait

p=2 sid=1,2,3,
p>2 sid=4, (109)
p=4% sid>5.

comme au corollaire 87, ce qui garantie que A est auto-adjoint sur ngr(C)7 et
a résolvante compacte. La forme quadratique associée a A vaut

aalf) = /C IV f(@) +if (o) do + /C V(@)|f(2) de

et, par (67), on a

(=) [ Vi@Pdo—c [ @)l da
<alh)<+e) [ Vi@ [ [f@)P e

On voit donc que espace Q(A) n’est rien d’autre que H],(C). Quitte & ajouter
une constante & V' on peut donc, sans perte de généralité, supposer que la forme
quadratique g4 est positive et équivalente a la norme de Hrl)cr(C).

On travaille dans I'espace Vj, engendré par les ondes planes e**® avec k € £*
vérifiant |k| < h~!. Cest-a-dire, on ne garde que les fréquences dans une boule
de rayon 1/h. Comme l'opérateur —|V + i€|? est déja diagonalisé dans cette
base, il nous suffira d’étudier les propriétés d’approximation de la fonction V()
par les séries de Fourier tronquées. A cause de I’équivalence des normes, on a

Vaa(f —uf) = frhnei‘l}h Vaa(f — fn)

< C min — =C|f-1I

< C min |If = fullmy.,o) = Clf = WSl 0
ou IIj, est le projecteur associé & g4 alors que IIj, est celui associé & la norme de
H;er(C’), qui consiste juste a tronquer la série de Fourier de f pour ne garder
que les fréquences |k| < 1/h.

Lemme 104. Si f € H].(C) avec r > 2, alors on a

If =10, fllen o) < B M fllae o)

per per

Démonstration. Puisque II} f consiste juste & tronquer la série de Fourier de f,
on a

I =Tl = 3 (L kPP

kez”
|k|>1/h
1

S =} > @B Jer(£)

ke
|k|>1/h
h2r72 , )
= (1 + hg),-_l ”.f - thHH;er(C)a

ou ¢ (f) est le kieme coefficient de Fourier de f. O
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En appliquant les théoremes 97 et 100, on en déduit alors immédiatement le
résultat suivant.

Théoréme 105 (Convergence des éléments propres). Soit C C R? la cellule
unité d’un réseau périodique £, V € LP(C) une fonction d valeurs réelles avec
p comme en (109), et & un vecteur quelconque de la zone de Brillouin B. On
pose

Vi, = Vect {e™™*, ke 2, |kl <1/h}

et on considére lopérateur A = —|V + i&|?> + V(x) qui est auto-adjoint sur
H2..(C). Alors on a pour tout m > 1
A = Amon| < Crh® 2, (110)

Si A\, est simple, alors
[t = |z, 0y < Crh”™? (111)

ou r > 2 est la plus grande puissance telle que les m premiers vecteurs propres
de A sont dans H™, (C).

per

Remarque 106. La plus grande puissance r possible dépend de la régularité de
la fonction V. Si la fonction V a toutes ses dérivées 9V dans LP(C) avec p
vérifiant (109) pour tout multi-indice |a| < £, et si 0V wvérifie la condition de
périodicité au bord de C pour tout |a| < £—1, alors on peut montrer en dérivant

léquation auz valeurs propres que les fonctions propres sont dans Hg;"f(C),

A Rappels sur les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role essentiel dans 'analyse des équations
aux dérivées partielles. Ils permettent de formuler des problémes variationnels ou
dépendant du temps dans un sens “faible” qui est cependant plus restrictif qu’au
sens des distributions. Il est donc plus proche des solutions “fortes”. Par ailleurs,
comme nous avons expliqué & la section 2, les espaces de Sobolev apparaissent
naturellement comme domaines du Laplacien, vu en tant qu’opérateur auto-
adjoint.

Nous donnons ici les outils principaux sans preuve et renvoyons aux livres [17,
10, 2, 1, 11] pour plus de détails. Alors que les espaces de Sobolev sur tout
I'espace RY sont des objets assez simples (grace & 'utilisation possible de la
transformée de Fourier), le cas des domaines bornés est beaucoup plus tech-
niqueet difficile. La régularité de la frontiere joue en effet un role important.
Heureusement, les mathématiciens ont travaillé d’arrache pied dans les années
50-70 pour arriver a des énoncés satisfaisants, et que nous pouvons maintenant
utiliser.

A.1 Définition
Soit © un ouvert de R?. L’espace d Sobolev H*(Q) est défini par
H*(Q) = {f € L*(Q) tels que 0% f € L*(£2), pour tout multi-indice |a| < k}

(112)

Ici 0%f = Og}---O0gdf pour a = (Qu, ..., rq) est la dérivée au sens des distri-

butions de la fonction f dans , et |a| = a3 + -+ + ag4. Dans la définition de
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H*(Q) on demande donc que toutes les dérivées de f au sens des distributions,
d’ordre inférieur & k, s’identifient a des fonctions de L?(2). On peut montrer
que H*(Q) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

<f79>Hk(Q) = Z <aafaaag>L2(Q)' (113)

|| <K

L’espace de Sobolev WP (Q) est défini de fagon similaire en remplacant L?({2)
par LP(Q) partout. C’est alors un espace de Banach mais dans ce cours nous
n’utilisons que le cas le plus simple de 1’espace de Hilbert H*((2).

L’espace HE(Q) est défini comme la fermeture de C'°(£2) pour la norme
de H*(€). C’est un sous-espace fermé qui est en général différent de H¥(Q).
Intuitivement, il contient les fonctions qui s’annulent au bord, alors que les
fonctions de HF(Q) peuvent prendre n’importe quelle valeur au bord. Pour
I'instant nous n’avons cependant pas encore discuté du bord de €. Le résultat
suivant précise que H*(Q) est lui méme la fermeture de C>°(2) pour sa norme.

Théoréme 107 (Meyers-Serrin). Soit Q C R un ouvert borné. Alors C> ()
est dense dans H*(Q) pour la norme induite par le produit scalaire (113).

La preuve du théoréme est difficile lorsque € est quelconque, mais plus simple
si  est suffisamment régulier.

A.2 Espace de Sobolev sur I'intervalle |0, 1]

Pour toute fonction f € L (]0,1[) dont la dérivée au sens des distributions

est aussi dans L (]0,1[) on a pour presque tous z,y €]0, 1]
F@F - f)F =2 [ FOr0
y
Si f € H(]0,1]) alors f et f’ sont par hypothese dans L2(]0,1[) donc leur

produit est bien dans L'(]0,1[) par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi, on
peut intégrer sur ]0, 1[ par rapport & y et obtenir la relation

f@P =2 [ 1 ( / T dt) ai+ [ ) dy.

pour presque tout = €]0, 1[. La fonction de droite est uniformément bornée par
rapport a x, puisque

1 z
[ ([ @rena) ay < Wlgop 1oy (19

Elle est méme continue et admet une limite quand x tend vers 0 par la droite
ou vers 1 par la gauche. Donc f € C°([0,1]) et

2
[3315 I < Hf||L2(]o,1[) Hf/||L2(]o,1[) + ||fHL2(]o,1[) . (115)
En fait, f est méme Holdérienne d’exposant 1/2 puisqu’on peut écrire également

@) - 1w = [ " pyde
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qui fournit

f<x>/01 (/;f%t)dt) dy+/01 Fw) dy

1 x
1/2
L ([ irena) an<io =201,

Ainsi, nous avons montré que les fonctions de H'(]0, 1[) sont Holdériennes d’ex-
posant 1/2 et uniformément bornées sur [0, 1].

De la méme maniere, les fonctions f € H2(]0,1[) sont de classe C*(]0,1])
et leur dérivée f’ est Holdérienne d’exposant 1/2. En itérant argument, nous
avons donc montré le lemme suivant.

et que

Lemme 108 (Restriction au bord pour H*(]0, 1[)). Pour k > 1, on a l'injection
continue
H*(J0,1]) < C*71([0,1)).

L’application de restriction au bord

fe H*(0,1]) = (£(0), ..., fED(0), F(1), ..., fED(1)) € C* (116)
est donc continue.

Evidemment, en prenant pour f un polynéme de degré suffisamment élevé,
il est clair que I'application de restriction au bord (116) est aussi surjective.
Pour le théoreme de régularité elliptique sur 0, 1], voir le lemme 19.

Exercice 109 (Lien avec les séries de Fourier sur l'intervalle ]0,1[). Pour f €

L?(]0,1[) on appelle c,(f) = fol f(t)e=2mt dt son niéme coefficient de Fourier.
On rappelle que (e*™), ez forme une base orthonormée de L*(]0,1[). Calculer
en(f) pour f(x) =a. Si f € H'(]0,1]), a-t-on toujours Y, ., n?|cn(f)]* < 00 ?
On appelle

H,,(10,1]) = {f e H'(J0,1]) = Y n’leal) < OO}'
neZ

Donner une caractérisation de cet espace en fonction des valeurs au bord f(0)

et f(1).
On rappelle que (cos(mnt))p>o et (sin(mnt))p,>1 forment deux bases ortho-
normées de L*(]0,1[). Penser en effet a lapplication

F € L2(0,1) = f(2)pa(w) £+ f(—2) L)y o(2) € L*( = 1, 1)

définie par parité ou imparité. On appelle
1 1
dt(f) = / cos(rnt) f(8) dt,  d=(f) = / sin(rnt) £ (1) dt
0 0
les coefficients de Fourier correspondants. Montrer que
HY(0,1)) = { f € L2(0,1)) = > n?ld () < oo
n>0

Calculer df (f) pour f(z) = z et en déduire que ce résultat ne se généralise pas

ad, (f) oua H*(]0,1[) pour k > 2.
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A.3 Espace de Sobolev sur R?

Comme on a .
o f(p) = [[Gp))™ Flp),
j=1

on déduit de la formule de Parseval qu'une fonction f appartient & H*(R?) si

et seulement si sa transformée de Fourier f est telle que |p|kf(p) appartient &
L?(R9). Ainsi,

k(mdy _ 2/mdy . 2\k | 7 2 o b
mEy = {se @) [ asppiorap <o) )

De plus, on voit que f € L?(R?) et A*f € L?(R?) impliquent immédiatement
que toutes les autres dérivées d’ordre < 2k sont également dans L?(R?), une
propriété appelée régularité elliptique déja rencontrée aux sections 3 et 5.

La définition de H*(R?) & '’équation (117) s’étend immédiatement au cas
ou k n’est pas entier.

A.4 Trace, relevement, prolongement

Nous avons déja vu qu’il était possible de définir la trace au bord d’un
intervalle pour une fonction f € H!(]0,1]), cette trace étant juste le vecteur
composé des deux valeurs f(0) et f(1) de la fonction continue f. En dimension
supérieure, la situation est un peu plus délicate. Il est possible de définir la trace
au bord, mais c’est un objet défini presque partout (dans L?(9Q)) car en général
f ne s’identifie pas a une fonction continue. Le théoréeme principal est le suivant.

Théoréme 110 (Trace). Soit Q un ouvert borné de R dont la frontiére est
Lipschitzienne. Alors il existe une unique application continue

HY Q) — L%09)

/ = flaa (118)

qui coincide avec la restriction au bord lorsque f € H'(Q)NC°(Q). De plus, on
a

1£1Z2(00) < Cllf L2 Il (119)

ot la constante C ne dépend que de €.

Plus généralement, si Q est de classe C*~11 (ou l'union d’un nombre fini de
telles sous-variétés qui s’intersectent transversalement)3, il existe une unique
application continue

HFQ) — L2(0Q)*
/ = (flaas - 05 flan)

qui coincide avec la restriction au bord lorsque f € H*(Q)NC*(Q), o d, = n-V
désigne la dérivée dans la direction de la normale sortante n sur 052, avec

(120)

k

Ju

Hafzflaﬂﬂm(asz) < Cllfllas—r @) fll 2+ ()-
=0

<

3. On rappelle qu’une fonction est de classe C*~1:1 lorsque qu’elle est C*~1 et sa (k—1)eéme
dérivée est Lipschitzienne. Pour un domaine 2 cela signifie que sa frontiére 952 est localement
le graphe d’une fonction de classe C*— 11,
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Finalement, on a f € HE(Q) (la fermeture de C°(Q) dans H*(Q)) si
et seulement si f € H¥(Q) et toutes ses traces s’annulent : flog = -+ =

O floq = 0.

Pour la preuve de I'inégalité (119), voir par exemple [11, Thm. 1.5.1.10].
L’idée est d’appliquer la formule de Green

23‘%/ﬂF-Vu:/F-V\u|2:—/ |u|2divF+/ |ul?F -n
Q Q Q o

pour un champ de vecteur F' € C1(Q) tel que F-n > 1 sur 92 (une régularisation
de n lui méme). Le fait que (119) fasse intervenir les deux normes L? et H'
est tres utile. Nous I'avons déja rencontré dans le cas de la dimension 1 a
léquation (115) et ’avons utilisé dans la preuve du théoreme 30.

II est légitime de se demander quel espace parcourt faq lorsque f parcourt
H%(Q), et il se trouve que ce dernier est toujours plus petit que L%(9S2) (en
dimension d > 2). Dit autrement, I'application de trace (118) n’est pas surjec-
tive sur L2(9€2), son image est strictement incluse dans L?(9€2). Cependant,
son image est dense car on peut “relever” n’importe quelle condition au bord
suffisamment lisse donnée a I’avance.

Théoréme 111 (Relévement lisse). SiQ est de classe C*~ 11 et g; € Ck=177(00Q)
pour j =0, ...,k —1, alors il existe une fonction f € H*(Q) telle que 8%f|g = gj.

Le résultat est le méme si 02 est I'union de plusieurs surfaces lisses, auquel
cas il faut prendre les g; a support dans les faces en question. L’idée de la
construction est assez simple. On utilise d’abord des partitions de 'unité de
fagon a se ramener au cas ol les g; ont un petit support. Alors, sur ce support
la frontiere 0N est presque plate. Par exemple si k = 2 et 2 C R? est exactement
égal au demi espace {x4 > 0} au voisinage du support de gg et g1, alors on peut
simplement prendre

f(xy,..yzq) = (90(1”1; s Td—1) — Tqg1 (w1, ~o-;$d71)>77($17 ey Tq)

ou 7 est une fonction C'*° a support compact, qui localise au voisinage de la
frontiere. Le cas général s’en déduit par l'utilisation de cartes locales.

Il est en fait possible d’identifier précisément l'image de la restriction au
bord. L’espace de Sobolev fractionnaire est défini par sa norme

(@) — f)P?
112 / / da dy
Hs BQ aa Joa |x_y|2s+2d 2

pour 0 < s < 1, et par la condition que les dérivées d’ordre [s] appartiennent &
H*~[l'si s > 1. On peut montrer que 87jlf|39 déerit tout H*=7-1/2(9Q) quand f
décrit H*(Q) et que Q est de classe C*~11 (voir par exemple [11, Thm 1.5.1.2]).
Bien str, 'application ne peut pas étre injective car on peut changer la fonction
f a lintérieur de €2 a sa guise sans changer ses valeurs au bord. Cependant,
il est possible de construire un relevement qui est continu pour les normes en
question.
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Théoréme 112 (Relévement). Soit Q un ouvert de classe C*~11. Il existe une
application continue

k—1
R: (g0, g6-1) € [[H¥7712(09) — f € HY(Q)
j=0
telle que 03 f = g; et
k—1
||f||Hk(Q) < CZ ngHHk—j—l/z(aQ) : (121)
§=0

La fonction f peut étre construite de sorte qu’elle soit a support aussi proche
que 'on veut du bord, mais la constante C' explose lorsque la distance vou-
lue décroit. Tel quel le théoréme n’est pas vrai si €2 est 'union de faces qui
sont des sous-variétés de classe C*~L1 car, si les fonctions g; sont bien dans
HE—i=1/ 2(F;) pour chaque face Fj, il peut y avoir des conditions de compatibi-
lité supplémentaires sur les arétes, en fonction de la dimension d et de la valeur
de k. Par exemple en dimension d = 3, les fonctions de H?(Q) sont toutes conti-
nues sur €, ce qui implique des conditions de continuité sur les arétes pour Jo
sans qu’il n’y ait aucune condition particuliere pour 9, faq-

Il est possible d’utiliser le théoréme 112 pour étendre une fonction de H*(Q)
en une fonction de H*(R?) : on applique le résultat sur le complémentaire R%\
(ou un voisinage de 99 dans ce complémentaire), de sorte que les restrictions
au bord de la fonction sur R?\ Q2 coincident toutes avec celles de f. En utilisant
la formule de Green, on peut alors vérifier que la compatibilité de toutes les
restrictions est suffisante pour que la fonction ainsi construite soit dans H*(R4).

Cependant, cette construction basée sur la continuité des traces et le pro-
longement hors de €2 nécessite des hypotheses fortes sur le domaine €2, puisqu’il
est nécessaire de connaitre les espaces exacts dans lesquels vivent les traces de
f. Il est en fait possible d’étendre une fonction de H*(£2) sans utiliser les traces,
ce qui requiert alors une trés faible régularité pour Q (voir par exemple [11,
Thm 1.4.3.1]).

Théoréme 113 (Prolongement). Soit Q2 C R? un ouvert borné, dont la frontiére
est Lipschitzienne. Alors il existe une application linéaire continue

fe Q) — fe HRY

telle que flg = f et ~
1 f 1l ey < Clf e (122)

Ce résultat est trés important pour pouvoir étendre facilement & un domaine
borné des propriétés prouvées dans R%. Nous en verrons un exemple & la section
suivante. Une fois de plus, on peut demander que ’extension soit & support aussi
proche que l'on veut de la frontiere de €2, mais la constante C' diverge lorsque
la distance tend vers 0.

A.5 Injections de Sobolev et compacité de Rellich

Nous arrivons maintenant aux injections de Sobolev, qui précisent que les
fonctions de H*(Q) sont en fait dans LP(Q) avec p > 2, I'injection étant com-
pacte lorsque 2 est borné. Mais commencons plutét par le cas de tout ’espace.
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Théoreme 114 (Inégalité de Sobolev). Soit d > 3. Il existe une constante
C = C(d) telle que, pour tout f € H'(R?), on ait

/Rd |f@)P" dz < C </Rd IVf(x)IQdoc>p*/2 (123)

2d
d—2'

avec

*

p:

La valeur de p* est imposée par 'invariance des deux termes de I'inégalité (123)
par les dilatations d’espace.

Exercice 115. Vérifier que la puissance p* est la seule pour laquelle les deux
termes de (123) ont le méme comportement en A, lorsque f est remplacée par
f(Az) pour A > 0.

Ainsi, on a une injection H'(R?) < LP"(R?) continue et, par le théoréme
de Holder, on déduit immédiatement l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg

6
£ 1 2o gy < N2y 1170w ety < CUF N L2y IV N2y < CUF i gy
(124)

avec
1 1-6 6
+—.

Nous fournissons une preuve trés simple de I'inégalité de Sobolev (123) issue
de [4].
Démonstration. Soit f € C°(RY) et K := IV fllz2(gay = 1. On écrit d’abord

Ly Qdf—*/Rd/A U f(@)] > A) dda

d—2 2d__
=T s [f(2) > A dA. (125)

I faut maintenant estimer [{x : |f(z)| > A}| pour tout A. On écrit f = v+ w
avec (k) = f(k)x(|k|/a), ot a est un parametre dépendant de A qui sera fixé
plus tard et 0 < y < 1 une fonction a support compact telle que x|j0,1] = 1 et
X|[2,00) = 0. On utilise alors que

{If @) = A < [{lo(@)] = A/2} + [{[w(z)] = A/2}|

et on choisit ¢ de sorte que ||v]|; . < A/2, ce qui donne |{|v(x)| > A/2}| = 0.
En fait, on a

ol < (2m)7 /le Fk) dk

1/2 1/2
—d dk 20 711y (2
< (2n) </|k|<a W) (/muc Fk)) dk>

<Ca'T |Vl = CKa'T, (126)
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qui suggere de prendre a“F = M(2CK) <= a = C’(/\/K)%. Il reste a
estimer le terme impliquant w, pour lequel nous écrivons

@) =32 < 55 [ P <5 [ 17

|k|=a

En insérant dans (125), on obtient

2d > 2 1 i~
[r@Fs <o [ a#g [ (7R
R 0 |k|>a

gc/ A%/ L |f1? dkdr
0 k|07 (A K) T2

— CK7= / k|| FI? dk = CK 3.

Nous avons prouvé l'inégalité pour f € C°(RY) mais le cas général suit par
densité. 0

Remarque 116. Comme la norme L? de f n’apparait pas dans l'inégalité (123),
Uhypothése f € HY(RY) est un peu trop forte. Il est seulement nécessaire de
supposer que Vf € L2(R?) et que f tend vers 0 a linfini au sens faible, c’est-
a-dire que {x € R : |f(z)] > A} soit de mesure finie pour tout A\ > 0.
Cette hypothese est nécessaire car sinon on pourrait prendre f constante, pour
laquelle inégalité (123) est évidemment fausse. On vérifiera que la preuwve ci-
dessus utilise seulement cette propriété de convergence vers 0.

Exercice 117. En utilisant la méme preuve que celle du théoréme 114, montrer
que lorsque s < d/2 (s non nécessairement entier), on a

/Rd If(@)P de < C (/R |k:|23|f(k)|2dk>p*/2 (127)

avec

2
T d—2s

*

p

En dimension 1 on peut utiliser la formule
f@P =2 [ 5o fod

qui démontre aisément que H'(R) < L*(R) (en fait on a méme injection dans
I'espace C§(R) des fonctions continues qui tendent vers 0 a linfini) et donc
HY(R) < LP(R) pour tout 2 < p < oo par l'inégalité de Holder. En dimension
deux, on n’a pas d’injection continue dans L>(R?), mais par contre I'injection
continue dans LP(R?) est vraie pour tout 2 < p < co. Le théoréme général est
le suivant.

Théoréme 118 (Injections de Sobolev dans R%).
e Si 2k < d, on a linjection continue

2d
d—2k"

H*(RY) — LP(RY), v2<p< (128)
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e Si2k=4d, ona
H*R?Y) — LP(RY), V2 < p < 0. (129)

e Si2k>d, ona
H*(RY) — CPP(RY) (130)

ou U est l'unique entier tel que 0 <{ <k —d/2<l+1etO=k—{—d/2.

Nous voudrions insister sur le fait que les injections “sous-critiques” (c’est-
a-dire par exemple pour p < 2d/(d — 2k) lorsque k < d/2) ne sont pas tres
difficiles. Il est bien plus difficile de montrer celle pour p = 2d/(d — 2k), ce que
nous avons vu au théoréme 114 pour k = 1 en dimension d > 3 (mais la preuve
est la méme pour k < d/2 comme vu & l'exercice 117). Et en fait, le cas critique
implique immédiatement celles pour p < 2d/(d — 2k), par I'inégalité de Holder :

1—-0

11 gty < 112y 171570 ety < C 12 e ( / RERNGE dx)

<C [ A+IERMFOR do = C 1l

avec
1 6 1-6

p 2 p
Expliquons rapidement comment on peut démontrer les inégalités dans le
cas sous-critique. D’apres la caractérisation avec la transformée de Fourier, une
fonction f appartient & H¥(R?) si et seulement si elle peut s’écrire en Fourier

)
1= e

avec g € L?(R%). De plus la norme L? de g est équivalente & la norme H* de f.
En variables d’espace, la formule peut s’écrire

f(z) :/ hi(z —y)g(y) dy
Rd
ou hy, est la fonction telle que

(271.)(1/2

hi(§) = (ENGERE

Ainsi, nous sommes ramenés & prouver que si g € L?(R%), alors hy, * g appartient
a LP(R?) pour 2 < p < 2d/(d — 2k) si k < d/2, et appartient & des espaces de
fonctions plus lisses sinon. Dans le cas sous-critique, ceci suit simplement des
propriétés élémentaires de la convolution alors que dans le cas de p = 2d/(d—2k),
c’est l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev qui est équivalente a I'inégalité de
Sobolev [17].

Il n’est pas dificile de vérifier que hy décroit plus vite que tout polynéme a
Pinfini, ce qui est di au fait que sa transformée de Fourier est tres réguliere (en
fait, analytique). Par exemple,

1 C

Ve) < —
YO T | = e
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qui appartient & L' (R?) pour £ > d—k, et implique donc que |z|*hy,(z) appartient
a L>®(R%) pour ¢ > d — k, puisque la transformée de Fourier inverse d'une
fonction L' est bornée. Par contre, hy n’est en général pas continue en 0, sauf
si sa transformée de Fourier est intégrable, ce qui demande que k > d. C’est le
comportement en 0 de la fonction hy qui détermine précisément les exposants
autorisés dans les inégalités de Sobolev. Un peu d’analyse harmonique (phase
stationnaire) fournit

~ %, pour k < d,
hi(z) § =0 12l (131)
~ Cyrlog|z|, pour k=d,
z—0

alors que hy, est continue en 0 lorsque k > d, comme nous ’avons déja dit. On
déduit donc de cette discussion que

LP(RY), 1§p<d%‘lk, pour k < d,

hi € { LP(RY), 1<p<oo, pourk=d, (132)
L' (RY) N L= (RY), pour k > d.

Il reste alors & utiliser 'inégalité de Young

1 1 1
1f % 9llzr®ay < 1l 2oy 191 o ray - » + i 1+ o (133)

pour conclure la preuve du théoreme 118 dans les cas sous-critiques.

Exercice 119. FEn utilisant l’inégalité de Young et les informations (132) sur
la fonction hy, montrer que

LP(RY), 2<p< 24 pour k < d/2

HFR?Y) — { LP(R?), 2<p<oo pour k = d/2
L2(RY) N L= (RY) N CO(RY),  pour k > d/2.

On rappelle aussi que sir = oo dans (133), on a méme que fx*g est une fonction
continue bornée. Réfléchir également auz injections de Morrey (130).

Exercice 120. Démontrer (131).

Exercice 121. En utiisant
1 ~
I GIES

et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, retrouver directement Uestimée | f|| o gay <
ClIf |l e may pour k > d/2.

Dans le cas k = d/2, faire une preuve similaire en utilisant [inégalité de
Hausdorft-Young qui stipule que

1Al o gay < Cllfllaray (134)

pour 1 <qg<2etp t4qgt=1.
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Si © est un ouvert borné, on peut utiliser le théoreme 113 qui perment
d’étendre toute fonction de H*(2) dans R? et on en déduit immédiatement un
résultat similaire au théoreme 118.

Théoréme 122 (Injections de Sobolev dans Q). Soit Q C R? un ouvert borné
dont la frontiere est Lipschitzienne.
e 5i 2k < d, on a linjection continue

H*(Q) < LT (Q).
e Si2k=d, ona
H*(Q) — LP(Q), V2<p<oo.

e Si2k>d, ona
H*(9Q) — Oy’ ()

ou U est l'unique entier tel que 0 <l <k—d/2<l+1et0=k—{—d/2.

Dans le cas d’un ouvert borné, I'injection est en fait compacte, ce qui est
une information importante pour passer a la limite forte localement lorqu’on a
une suite qui converge faiblement dans un espace de Sobolev.

Théoreme 123 (Rellich). Pour tout ouvert borné 2, l’injection
H*R?Y) — L*(Q)
est compacte pour tout k > 1.

Par I'inégalité de Holder, on déduit immédiatement que les injections
H¥RY) — LP(Q)

sont compactes pour 2 < p < 2d/(d — 2k) lorsque 2k < d et pour 2 < p < 0o
dans les autres cas. De la méme facgon, on a des injections compactes

HR(Q) — LP(Q)

lorsque €2 est borné.
Nous donnons maintenant la preuve du théoreme 123.

Démonstration. Soit Q un ouvert borné et (f,,) une suite de fonctions de H*(R?),
qui converge faiblement vers f € H*(R?), f,, — f. On doit montrer que 1q f, —
lof fortement dans L?(2). D’apres la discussion suivant le théoreme 118, on
peut écrire f, = hy * g, ol (g,) est une suite bornée dans L?(R%). On a en
fait g, — ¢ faiblement dans L2(R%) ot §(¢) = (1 + [€]2)F/2f(€). Nous de-
vons donc finalement montrer que si g, — ¢ faiblement dans L?(R9), alors
Ta(hi * gn) — La(hy x g) fortement dans L?().

La preuve est facile dans le cas ot hy, € L?(R?), ce qui correspond précisément
A k > d/2. En effet, par la définition de la convergence faible dans L?(R%), on a

e gala) = [ e =)o) dy— [ hue =)o)y

pour tout x fixé. Or on a également ||hx * gn || oo (re) < [|Pk | 2 (Re) |90 || L2 (Re) qui
est uniformément borné. Donc la fonction 1q(hy * gp,) est uniformément bornée
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sur ’ensemble borné 2. Par le théoréme de convergence dominée, la convergence
presque partout implique la convergence forte, comme nous voulions.

La preuve ne fonctionne pas telle quelle lorsque k < d/2. L’idée est alors de
décomposer

(2m)4/2 _ (2m)4/?
(1 + |§|2)k/2 - (1 ¥ |§|2)k/2 X(g/R)+

(27r)d/2

T ey X/ R) = GR(€)+b(©)

ol x est une fonction C*° a support compact valant 1 sur la boule B(0, 1). Nous
avons alors ar € L2(R?) et

—~ (2m)4/2
i) < 7 e

On peut écrire
L by * (gn — 9)||L2(Q) <|loar* (gn — g)Hm(Q) + Lo br * (gn — g)HL2(Q)
et
Lo br * (9n = 9l L2) < bR * (90 = 9l L2(0)

19n — 3llz>()

_ —d/217 (o~ =
= (2m) bR (Gn 9)||L2(Q) < (1—|—R2)k/2 .

Puisque g, est bornée dans L2, pour tout ¢ > 0 donné on peut trouver R de
sorte que

”]lQ br * (gn - g)HLZ(Q) < 5/2.

Pour cette valeur de R, on a
I ar * (g0 — )20 — 0

quand n — oo d’apres I'argument précédent, puisque ar € L2(R?). On a alors
Lo ar * (9n — 9)ll12(q) < €/2 pour n assez grand, ce qui termine la preuve. [J
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