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ELECTROMAGNETISME (cours niveau L2, 2016)
Jean-Marie Malherbe, Observatoire de Paris et Umsité Paris Sciences et Lettres

La boite a outils de I'électromagnétisme: élémentdanalyse vectorielle
(lesvecteurssont en caracterggas)

Ci dessous, f (x,y,z) désigne un champ scalaiest ane fonction des variables (X, y, z).
A (Ax, Ay, Ay), B (By, By, B,) etC (Cy, C,, C,) désignent des champs vectoriels, chaque composant
est un champ scalaire dépendant des variableslgsatx, y, z).

1 - Rappels sur les vecteurs

- le produit scalaire de deux vecteurs est un nenglarsitif ou négatif
A.B =ABx+ AyBy,+ A, B, =|A|| |Bl| cos(A,B)

Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonatinuds

A2 =A2=AA = A2+ A2+ A2

- le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteu
AANB=(AyB,-A;By, A, By - AxB; AxBy-AyB))

A A\ B est un vecteur orthogonal a la foig\ &t aB

IIA A BJI= Al BII Isin(A,B)]

Le produit vectoriel de deux vecteurs colinéragstsnul.

[IA A B|| représente l'airdu parallélogramme généré pgarB

Reégle des doigts de la main droife= pouce; B =index ;A A B = majeur

- le produit mixte de trois vecteurs est un nombre
A.BAC)=C.(AANB)=B.(CAA) est invariant par permutation circulaire
|A.(B A C)| représente le volunau prisme droit généré pAr B, C

Deés que deux vecteurs sont colénéaires, le prodyie est nul.

- le double produit vectoriel de trois vecteurs @stvecteur
AANBAC)=(A.C)B -(A.B)C
n'a pas de composante gupuisqu'il lui est orthogonal

2- Dérivées partielles, différentielle d'une fooati

Soit f(x,y,z) une fonction des variables spatialeg, z

of/ox est la dérivée de la fonction par rapport a x@msidérant y et z comme des constantes
of/ oy est la dérivée de la fonction par rapport a g@msidérant x et z comme des constantes
of/ 0z est la dérivée de la fonction par rapport a zarsidérant X et y comme des constantes

df = of/ox dx + 0f/dy dy +01/0z dz est la différentielle de f(x,y,z); elle représente les variations de
f(x,y,z) lorsque x varie de x a x+dx, y de y a yedy de z a z+dz

3 - les opérateurs

lls agissent soit sur des champs scalaires, sogtesichamps vectoriels. En coordonnées
cartésiennes, on définit:



- L'opérateur wmablax»: 0= (0/0x, dloy, 0/0z)

- L'opérateurgradient grad f =0 f = (o6f/ox, of/ oy, ofl 0z)
Remarquedf =gradf . dOM avecdOM (dx, dy, dz)

- L'opérateudivergence divA =0. A =0A/0x + 0A,loy + 0AJoz  (produit scalaire d& etA)
- L'opérateurotationnel rot A=0A A (produit vectoriel d&] etdeA) tel que:

rot A = (0A0y - OAyI0Z , OAXIOZ -OAHOX , OAyIOX - OALIDY )

Remarques:

Le gradient s'applique a un champ scalaire etdeltat est un champ vectoriel

La divergence s'appliqgue a un champ vectorild stsultat est un champ scalaire

Le rotationnel s'appliqgue & un champ vectorié eésultat est un champ vectoriel

- Quelques formules trés utiles

rot(gradf) =OA (Of) =0 le rotationnel d'un gradient est nul
div(rotA)=0.(OAA)=0 la divergence d'un rotationnel est nulle

div(f A) = f divA +gradf . A

rot(f A) = frotA +gradf A A
Cas particulier: si A est un vecteur fixe ipdaédant des coordonnées de l'espace:
div(fA) =gradf . A
rot(f A) =gradf A A

div(A A B) =B rotA — ArotB

grad (A%2) = A A rotA + (A.grad)A

rot(rotA) = grad(divA) - AA

- Le Laplacienscalaireest défini panf = 02 f = 62f/ox2 + 62floy? + 62fl6z2 = div(grad f)

- Le Laplacien_vectoriekestdéfini parAA = grad(divA) - rot(rotA)
En cartésiennes, on peut éciive = (AA,, AAy, AA;) ouA est le Laplacien scalaire; ce n'est pas
vrai dans les autres systemes de coordonnéasdfiglies et sphériques).
Le Laplacien s'applique a un champ scalaire atoviel et le résultat est de méme nature

4 - systemes de coordonnées

- Coordonnées cylindriqued(r, 0, z), triedre mobiled, &, &)

OM=rg +z¢,
gradf =[ of/or, (1/r) ofl08, of/ oz ] o SV
divA = (1/r) o(rAp/or + (1/r) 0Al00 + 0A 0z r>0 e
rotA = [ (1/r) 6A,160 - 0Al0zZ 0<0<2r "y
O0A[10zZ - A lor , (1Ir) ©(rAg)/or - 0A/00) ] -
€

Af = (1/r) o(roflor)lor + (1/r2) 62f1062 + 52f/ 522 x 0

&



- Coordonnées polairgd(r, 0) planes, repére mobile ( &)

Ce sont les coordonnées cylindriques sans la 8@mansion z €
&
OM=rg Y
gradf =[ of/or, (1/r)of/o0 ] r>0 r M
divA = (1/r) o(rAy)lor + (1/r) 0A/08 0<6<2r A
rotA = (1/r) E(rAq)/or - 0A/00) e, » X

Af = (2/r) o(roflor)lor + (1/r2) 631062
- Coordonnées sphériques(r, 0, ¢), triedre mobile &, &, &)

OM=reg €, [ plan xOy)
gradf =[ of/or, (1/r) of/ 08, (1/rsird) of/og |
divA = (1/r2)o(r?A)/or + (1/rsird) o(SinbAg)/o0 + (1/rsird) 0A /0
rotA = [ (1/rsird) (O(SiNBA,)/08 - OA0e) ,

(1/rsi®) oA Jop - (1Ir) Oo(rA,)lor ,

@/ &(rAg)lor - 0A106) ]

Af = (1/r) e3(rf)lorz + (L/r2sir) o(sind of/00)/00 + (1/r2sin®) 62f/op?
5 - circulation et flux d'un champ vectoriel

- Circulation d'un champ vectoridl sur un contour
c'est l'intégrale curviligneA . dl
oudl désigne un élément de contodr ésttangentau contour en tout point). L'intégrale
curviligne s'évalue entre un point de départ éngboint d'arrivée Q.
Q
Si le contour est fermé@lors P = Q et dl
le signd est barré d'un rond et la circulation s'écrit:
A

@A.dl P

Un champ vectorieh dont la circulation est nulle sur tout contoumniérest dit a circulation
conservativeC'est toujours vrai g\ est un champ défini pdr = gradf ou f est une fonction
"potentiel" (exemple: champ de pesanteur, chaengravitation, champ électrostatique).

- Flux d'un champ vectoriél sur une surface
c'est l'intégrale surfaciqleA . dS
oudSdésigne un élément de surface (le vecti&s n dS est normal en tout point de la surface).
Une surface qui entoure un volume est ferneeecteuidS est orienté vers l'extérieur
Une surface qui s'appuie sur un contour ferméwatrte dS est orienté par le contour.

ds
ds ds
volume V cloy
Surface ouvertappuyée sur un contour Surface feremdourant un volume fini



Une surface ouverte appuyée sur un contour or{exEmple: un disque délimité par la
circonférence d'un cercle) s'oriente a la'de ded& des doigts de la lain droite:

pouceen M le long duContowr C ds

index = MO, vise le centre O @&
majeur= vecteur surface dS

M

Si la surface est fermgalors le signéf est barré d'un rond et le flux au travers s'écrit:

A . ds

Un champ vectorieh dont le flux est nul sur toute surface ferneéourant un volume
quelconque est dit_a flux conservgkemple: champ magnétique).

6 - Théoréme de Stokes

Formule de Stokesu du rotationnel: | A . dl =[] rotA . dS
La circulation du champ vectorigl sur un contour fermé est égale au flux de son rotationnel a

travers n'importe quelle surfages’appuyant sur ce contour fermé.

surfoce S hachurte appuyée

Vue de profil suar C ef orientte poar C
rot A
A
4 » vecteur surface
fermé dS =ndS

(n normale a la surface hachurée)

On choisit une orientation arbitraire du cont@ur

Le vecteur surfac8 est alors orienté p&? selon la régle des doigts de la mdinite: pouce sur le
contour dans le sens choisi, l'index vise leree@t le majeur indique le vectesir

On peut aussi utiliser la regle du bonhomme d'&mpcouché sur le contodr dans le sen choisi,
il regarde le centre O, son bras gauche indigwetteusS.

7 - Théoréme d'Ostrogradski

Formule d’Ostrogradskiou « flux divergence »: [ A . dS =[] divA dv
Le flux du champ vectoriél a travers une surface ferneest égal a I'intégrale de s

D

divergence sur le volume intériedrdélimité par cette surface.




surfoce S fermée
enfouront V

dS

ds
vecteur surface orienté vers l'extérieur
dS = ndS

(n normale a la surface)

Exemple simple:
prenonsA(X,y,z) = xe +ye + zg
Alors divA =3

D'aprés le théoréme d'Ostrogradgki . dS =[[] divA dv = 3V
Le volumeV intérieur a toute surface_S fermgtequelconque est tout simplement donné par:

v=13[]A.dS
Si la surface S fermée est composée de facdttessy le calcul de cette intégrale est aisé.

8 - Lignes de champ

Si A est un champ vectoriel, I'équation des lignesh@denp est donnée pAr=kdOM (k réel),
dOM étant un élément tangent a la ligne de champ.mMineeles équations différentielles par
élimination de k:

coordonnées cartésiennes: dx/Ady / A,=dz / A avecdOM (dx, dy, dz)
coordonnées cylindriques: dr fArd /Ag=dz/ A avecdOM (dr, rdb, dz)
coordonnées sphériques: dr/A d /Ay =rsird de /A, avecdOM (dr, rd, r sird do)

A est tangent en tout point a la ligne de champ.

9 - Lignes ou surfaces équipotentielles

Si A est un champ vectoriel tel gde=grad V ou V est une fonction "potentiel”, I'équatiorsde
lignes ou surfaces équipotentielles est donnée par:

dV =0 =gradV . dOM =A.dOM

impliquant que les lignes ou surfaces équipotdatedont orthogonales aux lignes de champ

Leur équation est donnée par V(X, y, z) = constaniedéfinit une surface.

En deux dimensions dans le plan xOy, V(x, y) = tam définit une ligne équipotentielle.



10 - Annexel: quelques constantes fondamentalesnseiles en physique

Unités fondamentales: metre, kg, seconde, AmpeskjK(les autres unités s'y ramenent)
C = 3 16 m/s vitesse de la lumiére dans le vide

e = 1.6 10° C charge de I'électron

me = 9.1 10** kg masse de I'électron

m, = 1.67 10° kg masse du proton

h =6.62 10* constante de Planck

k = 1.38 10 constante de Boltzmann
N = 6.02 16° nombre d'Avogadro

R =8.32 J K mole’ constante des gaz parfaits
Ry = 13.6 eV constante de Rydberg

1o = 47 107 perméabilité magnétique du vide
G = 6.67 10" constante gravitationnelle

1/(4neg) =910 permittivité du vide

11 - Annexe2: quelques constantes spécifiqueslail so

Ms=2 10°kg masse solaire

Rs = 696000 km rayon solaire

0s = 275 m/s2 accélération de la pesanteur a laseigolaire = G M R2

L = 3.86 13° W luminosité solaire (luminosité d’1 m2 de surfaée3 1d W)

1 UA = 149600000 km distance moyenne Terre/Solell

V| =620 km/s vitesse de libération

Te = 5800 K température effective

Composition : H 92.1% et He 7.8%, autres élémedis( N, Fe, Mg, Ca...) en trace (0.1%)

Rotation : 26 jours a I'équateur, 31 jours aux pdiaclinaison de 6° sur I'écliptique



Electromagnétisme A

- les champs E et B définis par leur action suralregge: force de Lorentz

- travail et énergie

- accélération d'une charge par un champ électrique

- déviation d'une charge par un champ magnétiquisation, rayon de giration, miroir magnétique
- déviation d'une charge dans un champ magnétéguetion horaire

- oscillateur harmonique en présence de champ rtiggag¢effet Zeeman

- oscillateur harmonique dans un champ électriquedlant; profil d'amortissement en fréquence

| - Force de Lorentz subie par une charge dans urhamp électrique et dans un
champ magnétique

Une particule de charge g mobile, de vitesgglongée dans un champ électridtiet dans un
champ magnétiquB, subit la force de Lorentz:

F=qgE+VvAB)

g E est une force électrique, colinéaire au champriée E.

g v A B est une force magnétique, orthogorsala fois a la vitessede la charge et au champ
magneétiques.

Unités:E se mesure en Volts/rB; en Tesla (T); g en Coulomb (G)en m/s.
Rappel: charge élémentaire e = 1.6 10-19 C; leopratla charge +e, I'électron la charge -e.

Il - Travail de la force de Lorentz et énergie mécaique

Le travail élémentaire est dWFRdOM, oudOM est un déplacement élémentaire de la charge
située en M, l'origine du repére étant en O; lasatv est reliée @OM parv = dOM/dt.

dW =qE.dOM + g ¢ A B).dOM
dW=qE.vdt+q ¢ AB).vdt

Or (v A B).v =0 car(v A\ B) est un vecteur orthogonaill vecteur vitesse

DoncdW = gE.v dt

La puissance de la force de Lorentz é€3t= qE.v |(Watts)

La force magnétigue ne travaille pas; sa puissastcaulle; seule la force électrique travaille

Si m désigne la masse de la particule de chargepgincipe fondamental de la dynamique
implique:

mav/dt=qE+q ¢AB)
Effectuons le produit scalaire avec v; il vientfnv?)/dt = qE.v = gE.dOM/dt

d'ou d(¥2 mv3) = qE.dOM



Si E dérive du potentiel électrostatique V, di a - grad(V)
d'ou d(*2 mv3) = - qgrad(V).dOM = - qdV car par définition, d\£ grad(V).dOM

La quantité | 2 m2+ qV | est conserve€'est I'énergie mécanique de la particule chargée

%> mv2 | estI'énergie cinétiquet| qV | estI'énergie potentielle

[Il - Mouvement d'une particule chargée dans un chep électrique constant

Supposons qu'une particule ponctuelle de chargele masse m soit soumise a la seule force
électriqgueF = qE, ouE est invariable dans l'espace et dans le temps.

Le principe fondamental de la dynamique s'écrit:
m dOM/dtz2 = m d/dt = qE

ce qui s'integre vectoriellement:

v(t) = dOM/dt = (QE / m) t + v ouVp est la vitesse initiale de la charge.
OM(t) =(*2gE/m)t2+ vt + OMg oUMy est la position initiale de la charge.
Exemple 1:

E etvp sont colinéaires; la charge a pour abscisse k@ vitesse v(t) sur un axe Ox; sa position
initiale est l'abscisseyXx

> >
Vo E X
v(t) = (g E /m)t +vp

et
X)=(F2qE/m)t2+yt+ X

Il s'agit d'un mouvement rectiligne, accéléré dari

Exemple 2:
la charge a pour coordonnées [x(t), y(t)] et patesse [y(t), w(t)] dans le repere (xOy); en t=0,
elle est au point O et posséde la vitesse initig[&y cos(), Vo sin(o)]

y
F Vo
\ o
e) X

On a:v(t) =dOM/dt = (qE/ m)t + v, et OM(t) = (2 qE /m)t2+ vyt + OMy
Ces deux éguations se projettent sur les axes Ox:et

Vk(t) = vocos@) mouvement & vitesse constante selon Ox
vy(t) = (g E/ m) t + ysin(o) mouvement accéléré ou ralenti selon Oy

{ X(t) = wcosq) t
y(t) = (*2q E/m) 2 +ysin() t



On peut éliminer le temps t entre les deux équafion obtient I'équation de la trajectoire:
y=(*2qE/ m) (x/ycos@))? + x tanfr)
Il s'agit d'une parabole.

Conclusion: les charges sont accélérées ou ralsq# un champ électrique. L'énergie cinétique
de la particule varie.

IV - Mouvement d'une particule chargée dans un cham magnétique; pulsation
gyromagnétique et rayon de giration

Supposons qu'une particule ponctuelle de chargele masse m soit soumise a la seule force
magnétiqud- = qv /A B, ouB est invariable dans l'espace et dans le temps.

Le principe fondamental de la dynamique s'écrit:

m dv/dt=qv A B

Le produit scalaire avec v donnevalv/dt = d(¥%2 mv?) /dt = O.

L'énergie cinétique de la particule est constahtenorme v du vecteur vitesse est invariable.

Considérons maintenant la dérivée du produit sealaB par rapport au temps en supposantBjue
ne varie pas au cours du temps:

d(v.B)/dt = dv/dt. B=qg/m ¢ A B).B =0 puisquev A B et B sont orthogonaux.
On en déduit que le produit scalait® est constant.
On peut décomposer le vecteur vitegsm 2 composanteg, dans la direction du champ

magnétique etL dans le plan orthogonal au champ tel gwev), + vi. On a alors avec v |:|:v||
vir = [lvul|, v = [[va]| etB =] B]:

V2 = y2 + V12 = constantg Conséquence: B = constante,
v B = constante alors)« constante etwv= constante

Mouvement dans un champ magnétique de la f&md e,

v, est dans la direction Oz du champ magnétique dans le plan orthogonal xOy que I'on munit
du repére de Fréndt ) out est la tangente a la trajectoirenda normale(t, n, ) forment un
triedre orthonormé.

L'équation du mouvement s'écrit:

m dv/dt =m ds/dt + mdv/dt=qvAB=qv_LAB n

Posonsyy =v, e, et v =vit
On a d'une part:



vi AB=vitABe=-vetBn

et d'autre part:

dvi/dt = dw/dtt + vo dt/dt

Attention | Ne pas confondre t, tempst,etecteur unitaire tangent !

Or dt/dt = (d/ds) (ds/dt) ou s est l'abscisse curviligne dehkrge dans le plan xOyy v ds/dt; et
dt/ds =n/R ou R est le rayon de courbure de la trajectoire.

Donc dru/dt = dw/dtt + (vi/R) n

et m dy/dte, + m dw/dtt + (ImwZR)n=-qvL.Bn

sure,, on obtient: dydt =0 d'od Yy = constante
surt, on obtient: dwdt =0 d'oy] ¥ = constante
et
surn, on obtient: m»/R=-qwB d'ou R=-mw qB| _rayon de giration

et le vecteur rotation de la charg® = - (Q B/ m)e,

L'accélération dans le plan xOy est donnée par = dvi/dt =Q A vi

La quantité | |[=1qB/m|| porte le nom de pulsation gyromaiguét

Si le champ magnétique est uniforrerayon de courbure R est uniforetda trajectoire est un
cercle dans le plan xOlf est parcouru dans le sens horaire ou antit@sslon le signe du produit
(q B). Dans l'espace, le mouvement est_une héleoee paralléle g, et de pas h =nT ou T est le
temps de parcours du cercle égat&2 Le moment cinétique est constant et vautinRy

Conclusion: les charges sont déviées par un chaagngtique. L'énergie cinétique de la particule
ne varie pas.

Application: le phénomeéne de piégeage de chargempair magnétique

A la surface du Soleil, le phénoméne de miroir
magnétique se produit lorsqu'une particule chargee
se déplace d'une zone de champ magnétique faille
(sommet d'une arche magnétique) vers ses pieds
d'ancrage ou le champ magnétique est fort. La
vitesse de dérive,ymaximale au sommet de l'arc
diminue vers ses pieds, peut s'annuler et s'invers

117

-

Le champ magnétiqu® étant a flux conservatif, on peut écrire en preen&pproximation:

B S =constantg , ou S est la section dehkarCette ci diminue du sommet vers les pieds de

I'arche, de sorte que le champ magnétique B augment
Cependant, ¥B = constante implique qug diminue du sommet vers les pieds de l'arche.
De v2 = y2 + v12 = constante, on en déduit que augmente vers les pieds de l'arche.

10



Aux ordres de grandeur, en supposant que S esh\d@R?, rayon de giration, B varie en 1/R2et v
varie en R%, comme R»> 0 aux pieds, y— 0 aux pieds, dong)\peut s'annuler et s'inverser.

Sachant que R = mwV q B, on en déduit querwarie en 1/R, doncw — oo aux pieds.

V - Mouvement d'une particule chargée dans un chamgans un champ
magnétique uniforme; équation horaire

On considére une particule de charge q et de nmagdengée dans un champ magnétique uniforme
B = Be, située a l'instant t = 0 a l'origine O du repetaje vitesse initiale, contenue dans le plan
(yOz), de coordonnées (G, a0, Vo Sina). La particule est a l'instant t en M de coord@as§, v,

Z) et sa vitesse a pour composantes (dx/dt, dy/dt, dz/dt).

Le principe fondamental de la dynamique s'écrit:
m dv/dt = qv A B, équation que I'on projette sur les 3 axes.

Selon Ox: m d2x/dt? = q B dy/dt (2)
Selon Oy: m d2y/dtz = - q B dx/dt (2)
Selon Oz: md2z/dtz2=0 (3)

La troisieme équation donne immédiatement dz/dfsina = constante, et z(t) gino t

Le mouvement se fait donc a vitesse constanteldatigection du champ magnétique

Les deux premiéres équations sont couplées; psuésmudre, on va les combiner en posant u(t) =
X(t) +iy(t) et on calcule (1) + i (2), ce qui dua

m d2u/dtz = - i q B du/dt
avec la condition initiale en t = 0: du/dt =giopsy, on obtient:

du/dt =i wcos exp(- iot) =i vpcosu [cost) - i sin(t)] = Vocosu [Sin(wt) + i cos(t)]

ou|®w=qB/m| estlapulsation gyromagnétique

dx/dt =\ cosx sin(ot)
dy/dt = \ycost cos(ot)

Dans le plan xOy, la vitesse est égaleg éog ; selon I'axe Oz, la vitesse vaytsina ; la norme du
vecteur vitesse est donc constante et égaje a v

11



{ X(t) = Vpcosu (1 - cos@t)) / @
y(t) = wcos sin(t) /

d'ou I'équation de la trajectoire dans le plan xOy:

(X - vocosu / ®)2 + y2 = (\wcosu / )2

C'est un cercléde centre| C {cosn/w, 0)] etderayon R eost/w|, dit rayon de giration.

Au bout d'une rotation effectuée en un temps T £, la particule a dérivé sur I'axe Oz de la
guantité h = ysino T = 2t Vg Sina / o.

La trajectoire dans I'espace est donc une héligadddont |'axe est paralléle au champ
magnétiquedécrite a vitesse constanéec un rayon R de giration constant

Onremarque qu¢ h/R =fang) |, rapport qui ne dépend que de l'orientatiemadvitesse
initiale.

La force de Lorentz a pour composantes: @ 8og: [cos(ot), - sint), 0], sa norme est invariable
et vaut g B ycosu. Elle est radiale. Le moment de cette force papod a I'axe de I'hélice est donc

nul, impliguant la constance du moment cinétiguégal a:

K=mwcost R=mwcost /o

VI - Oscillateur harmonique en présence de champ ngmétique et effet Zeeman

Considérons un modele d'atome tres simplifié deapsel I'électron mobile en M autour du
noyau immobile situé en O est décrit par un odeilla harmonique, c'est a dire dont la force de
rappel est décrite par -®M, ou k est une constante positive. La charge tkrifén est -e et sa
masse est m. On plonge cet électron dans un chagpétique extérieur, de sorte qu'il subit deux
forces, la force de rappel vers O et la force dentz.

Mouvement de I'électron dans le champ magnétique

y
On choisit un champ magnétique uniforme et on teiéaxe Oz tel quB =B g,

L'électron est situé a I'extrémité du vect®@M =r(x,y,z). On pose:
wo? = k/m pulsation propre liée a la force de rappel

et
wy = eB/m pulsation gyromagnétique.
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Le principe fondamental de la dynamique appliqliéléctron s'écrit vectoriellement:
m d¥/dtz2 =-kr -e d/dt\ B e,
En projection sur les axes, cette égquation devient:
d2x/dt? +up? X + wy dy/dt = 0 (1)
d2y/dt? +o? y - wy dx/dt = 0 (2)
d2z/dtz +w2z =0 3)
La 3éme équation donne par exemple z(t) eosxt), qui représente une vibration selon l'axe Oz

de pulsatioruy, dans la direction du champ magnétigOa dit que la vibration est polarisée
linéairementselon Oz.

Pour résoudre les deux premiéres équations dofearduvement vibratoire dans le plan xOy, on
pose u =X + iy eton effectue (1) + i (2). Il nie

d2u/dt? +e? U - iwy du/dt =0

Posons u =g, on obtient ye** (-a? + wy? +upuy) = 0

Nous recherchons les solutions de?(+ wy? +upuy) = O telles quey << wy. On obtient alors les
deux solutions:

W=wy2 +wp et w=wy2 -wy |, ce qui donne les deux autres solutions possibles:

th = Up [ COSEuotwy/2)t + i sinaptuy/2)t ]

et

p = W [ COS(n-0y/2)t - i Sino-0y/2)t ]

W =wy2 =e B/2m s'appelle pulsation de Larmor

En supposant que & Xo (réel), on en déduit les deux vibrations suivastden la valeur de.

{ X = X% COS(uptwy/2)t ou { X Z0)XCOS -0y 2)t
Yy = % sin(otwy/2)t y = -osin(o-oy/2)t

Ces deux vibrations décrivent un cergaisque (x2 + y?) = cte, on dit qu'elles sontapisées
circulairemendroite et gauche selon le sens de rotation dievedix,y,0) dans le plan

perpendiculaire au champ magnétiguae
L'écart entre les deux pulsations étamio = wy |, on en déduit I'écart en longueur d'onde sachant
quei = C Z/w:

AL=22Aw | 22C =X2 0y / 21C = (e / ZMC) 22 B

On note par conventigmig = (e / 4mC) A2 B | de sorte que I'écartement|@dt = 2 A\g

et numériquementAis = 4.67 10 A2 B

avec dans cette formule B en Gauss (1 G£T)0))\ etAlg en Angstréms (18 m).
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Effet Zeeman

La mécanique quantique transforme cette expressiontroduisant simplement un facteur
multiplicatif, le facteur de Landé équivalent @& la transition (ce facteur est tabulé):

Adg = (e /4mC) g*32B =4.67 13° g*22B | avec B en GausketAlg en Angstréms

Il'y a en conclusion trois solutions possibles:

- une vibration dans la direction du champ magnétig la pulsationy de I'oscillateur harmonique
- deux vibrations dans un plan orthogonal au charagnétique ayant pour pulsati@pt+w_ ou ty-
wL qui sont polarisées circulairemetrbite et gauchauy = wy/2 pulsation de Larmor).

L'écart Ao = wy entre les deux pulsation ou I'écart en longueund&ni est proportionnel au
module B du champ magnétique.

C'est l'effet ZeemarOn I'observe sur une raie spectrale atomiquearipleci dessous) centrée sur
la pulsatioruy sans champ magnétique; en présence de champ, akees @omposantes centrées
surwptw_ etup-y. apparaissent. La mesure de leur écartement pdenainnaitre la valeur du
champ magnétique a distance, en examinant lesrepeld certains atomes. Application: mesure
des champs magnétiques solaires et stellaires.

Raie Fel 6173 A sur une tache solaire

VII - Oscillateur harmonique en présence d'un champgglectrique et profil
d'amortissement en fréquence

Un modéle tres simple permet d'expliquer les mait fréquence des raies spectrales qui
caractérisent un gaz en interaction avec le rayoeneéambiant (ondes lumineuses). Considérons
un modele unidimensionnel composé un électron diipo x(t) lié au noyau de I'atome par la
force de rappel —kx, subissant un amortissementixfdt, et oscillant dans un champ électrique de
la forme E &' représentant une vibration lumineuse de pulsaiisr2rv ou de fréquence

m et -e sont respectivement la masse et la chartjéldctron;y représente son amortissement (en
s%). Le principe fondamental de la dynamique donhens@x:

14



m d2x/dt2 + ny dx/dt + kx = -e E ‘&

et I'on pose x = X&', ol X est I'amplitude complexe du mouvement.
Onaalors: (-nw?+iomy+k) X=-eE

d'ou X =(-e/m) E /e? - o2 + iy ®)

wo = (k/m)“? est la pulsation propre, qui décrit de facon sigmlifiée le fait que I'électron est lié au
noyau par une force de rappel.

Nous nous intéressons a la puissance moyenneé&bkgsap la force de frottement gfdx/dt)z>, qui
dans la réalité correspond a la perte d'énergi€ldetron lié parce qu'il rayonne en se comportant
comme un dipdéle oscillant (rayonnement dipolaiecg&lque, théorie des potentiels retardes).

Comme <(dx/dt)2> =2 |(dx/dt)?| = ¥z |XJ?, la puissance moyenne absorbée par la dissipagion
égale a:

<P> =Yz ny [XPo? = Y2y (€2/m) B?w? [ [(0¢® - 0?)? +72 o]

En posants = 2nv, il vient <R> = (y/8r2) (€2/m) E2 / [(e?hv - v)2 + (/21 )]

Au voisinage de la fréquence de résonagcen a {o2/v —v) = 2(vo - v), d’ou

<P>= (y/32n%) (€2/m) E2 [ [{ - vo)* + (v/4n )?]

La section efficace (en m2) de photo excitation caractérise l'intéosceéntre le rayonnement et
I'électron lié a I'atome; elle est définie commealgport de la puissance moyenne dissipge (&

W) a la_puissance moyenne électromagnétique tratégppar unité de surfa¢amoyenne du vecteur
de Poynting <P> en W/m2), égale au produit, €%/2 :

o(v) =<B>/<P>=<k>/ (Cgo E?2) proportionnel & 1= G/4n)2 [ [(v - vo)? + (y/4r )3

Il s'agit d'un profil "Lorentzien”, présentant uic p la résonance et de largeur a mi hautey®x.

Vo est assimilable a la fréequence centrale d'unespaetrale atomique, la quantf@r représentant
alors la largeur naturelle de la raie ou élargiel@gcollisions, de l'ordre de 1bs™.

Cependant, dans I'atmosphére solaire, les psafils plutdt renversésn absorption.

10050
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On effectue alors un ajustement (trait contint) entre le profil d'une raie solaire observéediti
tirets ----) et la fonction intensité:

I(v) = Ic- Al L(v)
ou L(v) est le profil Lorentzien ci dessus (fonction aatientre O et 1, égale a 1 a la résonance), Ic
I'intensité du rayonnement continu (figure)Mta dépression centrale de la raie (figure). Rimur
nombreuses raies d'atomes lourds, I'ajustemebbestPar contre, pour des atomes plus légers
(Hydrogene), il I'est moins. En effet, on n‘a pasitcompte, par simplicité, de 'agitation therneiqu
des atomes, qui confére au coeur des raies un phatdt de forme gaussienne, et cette agitation
thermique est d'autant plus forte que les élénmnttane faible masse.
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L'exploration des profils des raies permet de spotaenosphére solaire en profondeur; ici plusieurs
couches de la chromosphére dans la raie H alphidydiogene
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Electromagnétisme B

- équations de Maxwell dans un conducteur, locetiggobales, potentiel scalaire et vecteur,
éguation de conservation de la charge; densitba®e et de courant électrique

- équations de Maxwell dans le vide et ondes @swgnétiques

- équations de Maxwell dans un diélectrique et er@ectromagnétiques; onde de plasma

- équations de Maxwell en régime permanent: élstatimue et magnétostatique; dipdle

- loi d'Ohm et conductivité; loi d'Ohm pour un caoieteur mobile

- ARQS dans un milieu conducteur; induction magné&tidans un circuit: loi de Faraday, loi de
Lenz; courant induit; loi d'Ohm généralisée dansiucuit

- équation de conservation de I'énergie, denstgedjie, pression électrostatique et magnétique
- force de Laplace subie par un courant volumiquér@ique

- analogie champ de gravitation/champ électrosiatiq

| - Equations de Maxwell locales et globales danswmilieu conducteur

Maxwell (1831-1879) est un physicien écossais giéeloppé la formulation mathématique des
travaux antérieurs sur |'électricité et le magmégisréalisés notamment par Gauss (1777-1855),
Faraday (1791-1867) et Ampere (1775-1836). Il psapan ensemble de 20 équations présentées la
premiere fois a la Royal Society en 1864 qui dé&erie champ électrique et le champ magnétique
ainsi que leur interaction avec la matiere (chagge®urants). Mais il faudra attendre I'avenement
du calcul opérationnel et de I'analyse vectoriedies 1900 pour aboutir aux 4 équations ci dessous.

Equations de Maxwell locales dans un milieu conelurct

Nous postulons les 4 équations locales suivantes:

div E =pleg Equation de Maxwell Gauss

rot E = -oB/ot Equation de Maxwell Faraday
divB=0 Equation de Maxwell Thomson o fl
rot B =poj + poeo OE/0t Equation de Maxwell Ampére

avec les quantités suivantes dépendant du tentples €oordonnées spatiales (X, y, 2):

E champ électrique (unité: Volt/métre ou Vjm champ vectoriel

B champ magnétique (unité: Tesla ou Thamp vectoriel

j densité volumique de courant électrique (unitépane nt) - champ vectoriel
p densité volumique de charge électrique (unité:l@ub ni®) - champ scalaire

go est la permittivité du vide (1#4o = 9 16 unités SI)
Lo est la perméabilité magnétique du vide (@7 unités SI)
avec entre eux la relatigr & C2 = 1 ot C = 3 om s est la vitesse de la lumiére dans le vide.

Les équations sont couplées. Les chapgas un champ magnétique variable sont sourde de
(équations de Maxwell Gauss et Faraday), tandidajdensité de courant électriqueu un champ
électrigue variable sont source BliéMaxwell Ampére). En régime stationnaire (électatigue,
magneétostatique), les équations sont découpléssHarges sont source Eeet les courants source
deB. div, rot sont les opérateurs "divergence" et "rotationaglssant sur les variables d'espace
(voir le formulaire, en coordonnées cartésienngs)driques ou sphériques).
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Par exemple, en coordonnées cartésiersi€sa pour composantég,, E, E;) dans un repére
orthonormeé de vecteurs unitaireg, €, €,), et sil] est I'opérateur "nabla" des dérivées partielles par
rapport aux variables d'espace x, y, z, Boit (6/0x, 0/oy, 0/0z).

divE =0E/ox + 0Eyloy + 0EJJoz =0 . E
rot E = (OE//0y - OEy/0z, OE,/0z - OE,I0X, OE,[0X - OE/oy) =0 N\ E
olot désigne la dérivée partielle par rapport au gmp

A ces quatre équations couplées en termdsed3, nous ajoutons:

E=-grad V - 0A/ot
B=rot A
et la condition de jauge de Coulomb, div= 0

V est le potentiel scalaire (unité: Voltthamp scalaire
A est le potentiel vecteur (unité: Tesla nghamp vectoriel

grad est I'opérateur "gradient” agissant sur les viegabt'espace; en coordonnées cartésiennes
grad V =(oV/ox, oVloy, oVIoz) =0V (les opérateurs grad Btsont identiques)

On remarque que:

- I'équation de Maxwell Faradagt E = - 0B/ot découle dd= = -grad V - 0A/ct en prenant son
rotationnel, sachant que le rotationnel d'un gratcist nul.

- I'equation de Maxwell flux di8 = 0découle dd8B =rot A en prenant sa divergence, sachant que
la divergence d'un rotationnel est nulle.

- si I'on prend la divergence de I'équation de Melkmpeérerot B =g j + oo OE/dt, sachant

gue la divergence d'un rotationnel est nulle, aieabdivj + g odiv E/ot = 0, qui combinée avec
I'équation de Maxwell Gauss div= p/gp donne I'équation de conservation de la charge

oplat +divj =0

Lorsqu'il n'y a qu'une population de charges malskedéplacant a la vitesseon a la relation:

j=pv | (Am?

Dans un conducteur, comportant autant de chargatves fixes (ions dans un réseau cristallin de
charge volumique.) et de charges négatives mobiles (électrons deuobion, un par atome en
moyenne, de charge volumigpg, on a:

p=p++p-=0Q j=psVs+p.v., v.=0 d'ou|j =p.v.| le couranj est produit par les électrons,

et son sens est oppomé mouvement des électrons puispgLe - n e ou n est la densité volumique
d'électrons (en i) et -e la charge de I'électron (e = 1.610).

Les équations de Maxwell sont locales; elles ertségalement sous forme globale intégrées sur
une portion d'espace a l'aide des théorémes desS{dit du "rotationnel”) ou d'Ostrogradski (dit
"flux divergence"); la forme globale est celle gnéfe lorsqu'il y a des symétries pour déterminer le
champ électrique et le champ magnétique a pamteddistribution de charges ou de courants
donnée.
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Equations de Maxwell globales dans un milieu coteluc ds

Usage du théoréme d'Ostrogradski

div E = pleg — [I] divE dv =J][ p/lep dv — |I[ E.dS =q/eo

Le flux de E a travers une surface ferréest égal a g4 (théoréme de Gausg charge intérieure)

divB=0—J[divBdv=|[[B.dS=0

le champ magnétigu® est a flux conservatigon flux sur une surface fermgentourant un

volumeV est globalement nul; le flux magnétique entrantsdarvolumeV est donc égal au flux
qui en sort; en conséquence, on ne peut trouverah®pdles magnétiques.

Usage du théoréme de Stokes S (hachurte)
E

rot E = -0B/6t — [[rot E .dS=-d/ét[[ B.dS—| | E.dl = - 6d(B)/at B

La circulation deE sur un contour fermé et orienté est I'opposé de la ¢ dS

variation du flux magnétique a travers n'importeltpisurfaces di

enlacée par ce contour. La surface est orientéapagle des doigts
de la main droite: pouce dans le senggdadex vers le centre de la surface
enlacée par le contour, le majeur indique le vectatfaceS. C'est la loi de Faraday

rot B =poj + pogo 0E/6t — [Jrot B .dS=po]lj.dS + poeo dlét [] E.dS

— | IB.dl =po [l + e0d®(E)/ét] | (théoréme d'’Ampérgénéralisé)

La circulation deB sur un contour fermé& et orienté est proportionnelle au courant élegtigt de
déplacement traversant toute surface enlacéei¢eit®e) par ce contour.

B=rotA—J[B.dS=[[rotA.dS —|®(B)=]A.dl| (théoréme d'’Ampére du potentiel vecteur)

La circulation deA sur un contour fermé& et orienté est égale au flux Bea travers toute surface
enlacée (et orientée) par ce contour.

Il - Equations de Maxwell dans le vide et ondes @&omagnétiques

Dans le vide, il n'y a ni charge € 0), ni courantj(= 0):

divE=0 Equation de Maxwell Gauss
rot E = - oB/ot Equation de Maxwell Faraday
divB=0 Equation de Maxwell flux

rot B = poeo OE/ot Equation de Maxwell Ampére

La combinaison de ces équations aboutit a I'équaltod'Alembert, dont les solutions sont les
ondes électromagnétiques:
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AE = Ho €0 02E/ot?

OUAE = (0%E/0x?, 0?El0y?, 0?E/0z?) est I'opérateur Laplacien,@tot? la dérivée seconde par
rapport au temps.

Par exemple, uner@e Pane Rogressive lrmonique (OPPH) de la form&(r,t) = Eq e©t %"
est solution de I'équation de d'Alembert; OM (X, y, z) désigne un point M de I'espace; le wacte

d'ondek indique la direction de propagation. Sa normeritéi nmi*) est liée a la pulsatian (unité:
rd s1) par la relation de dispersion= C k oul C est la vitesse de la lumiépg €, C2 = 1).

Dans le cas des OPPH, on montre que les opérgeumsent la forme simplifiée suivante:

grad =ik (multiplication)

div=-ik. (produit scalaire) E

rot =-ik A (produit vectoriel)

A=-k2 (multiplication)

odt=iw (multiplication) B k
?lotz = -2 (multiplication)

L'équation de Maxwell Faraday donne alork AE=-i® B d'ou

B=(kAE)/o

est le champ magnétique associé a I'onde planexdatsursK, E, B) forment donc un triedre
direct E etB sont_orthogonaux entre eekorthogonaux a la direction de propagakiofis vibrent
en phase et on a la relation E = @iire les normes deet deB.

La densité volumique d'énergie électromagnétiqualéestpg = o E2 (J m).

La puissance moyenmeopagée par 'onde plane ebb< = <pe> C = 1/2¢0|E[2 C (en W i) ou |E|
est I'amplitude du champ électrique.

[Il - Equations de Maxwell et ondes dans un diélecigue LHI

Dans un milieu diélectrique sans charge= (), ni courantj(=0):

divD=0 Equation de Maxwell Gauss
rot E = -oB/ot Equation de Maxwell Faraday
divB=0 Equation de Maxwell flux

rot B = po oD/t Equation de Maxwell Ampére

D est le champ de déplacement électrique @. m
Dans un milieu diélectriqueiheaire, FHhmogéne etsotrope (dit LH), D=¢E = ¢ E + P

La permittivitée du milieu est un scalaire complexe invariable d&space et le temps (mais qui
peut dépendre de la pulsation de l'onde).

P est la polarisation du milieu ou moment dipolakectronique par unité de volume induit par le
champ électrique de I'onde (C3nEn milieu LHI,P =&, % E oty est la susceptibilitdu milieu,
constante complexe (sans dimension) qui dépend plel$ation de l'onde.
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Onadoncdansun milieu LHID =¢e E= g (1 +y E

La combinaison des équations aboutit a I'équattood Alembert:

AE = oo (1 +x) G2E/ot2

La recherche d'OPPH de la forf& ,t) = Eo €' %" fournit la relation de dispersion:

k=@/C)1+0)Y =n@/C)| (kestcomplexe)

permettant de définir un indice de réfraction caempl| n@)=m -in = (1L +y)? | ef e =g n2

ou ny et rp sont respectivement les indices de disperstatiabsorption

La vitesse de phase de l'onde psf =€ / n(w) =o / Rg(k) | Elle peut étre > C.

Re désigne la partie réelle

La vitesse de groupe est par contre toujours < € = dw/dRg(k) = C / [ + o (dmy/dw)]

L'énergie se propage a la vitesse de gro8pke milieu n'est pas dispersifiy/dw = 0, donc
Vo=Vvg=C/n.

Le champ magnétique associé a 'OPPH est B { la puissance transportée est donnée par le
vecteur de Poyntin|l = (E A B)/uo dont la moyenne est:

<I1> = 1/2 R (E B*)/1o = |E[2/(2u0 ©) Re(K) = 1/2e0|E[2 C i = 1/26]E C2y, | en W rif

ou * désigne la quantité conjuguée. Une onde puneatesorbée (k imaginaire puk, 1 0) ne
propage pas d'énergie. Une onde évanescente (Hexahpn propage.

<II> déefinit la densité d'énergie propagee pafl>< <pe> vy | d'ol| P> = 1/2g0|EJ2 C?/(y, Vvg)

Dans un milieu non dispersify, & vy = C / n, <pe> = 1/2g0 N2 |[EJ?

Exemple de milieu LHI: ondes dans un plasma dastlibres

Un électron libre de masse m et de charge -e scaunni® onde électromagnétique de champ
électriqueE(r,t) = Eo €' a pour équation du mouvement (PFD):

m da/dtz = -eE, d'our = (e/ mw?) E (car d2/dt2 = w? pour une solution eri®d

La polarisation du milieu résulte de la superpogities dipéles de moment dipolgire - er, soit:

=-Ner (Cm? ou N est le nombre d'électrons par unitéaene (n).

On adond =- (N e? mw?) E=¢ y E; lemilieu est LHI de susceptibilitey = - oz? / ®?

ou |wp = (N e?/eg m)Y? | désigne la pulsation plasma électronique.

La relation de dispersion des ondes s'écrit:= &?/C? (1+y) = (0? - wp?) / C? = n? (p/C)?
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op apparait donc comme une pulsation de coupure@ndielaquelle I'onde est absorbée (k
imaginaire pur). Lorsque > wp, k est réel pur, le plasma possede un indicefdgcti®n n:

n=(1-o2/0?)?<1

La vitesse de phasg % C/n est donc > C; cependant la vitesse de graypée a la vitesse de
phase par la relation

Vg Vo, = C2| esttoujours < C.

Pourm > wp, <IT> = [EP/(2u00) K = [E/(2u0 V) = 1/260[E2 (C2/y) = |1/2e0|ER | (Wnid)

L'onde transporte donc I'énergie volumiglie €b/E|?| (J 1Y) & la vitesse de groupg.v
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Application la fréquence plasma varie effiNor la densité électronique N décroit au fur et &
mesure que I'on s'éloigne du soleil. En obseraaet les radiotélescopes a différentes fréquences,
on explorera donc des couches atmosphériquediétaten altitude. Plus la fréquence est élevée, et
plus on est proche de la surface de I'étoile.

IV - Ondes stationnaires

L'équation de d'Alembert

B2Elox? = (1/C2)REl0t

possede des solutions stationnaires que I'on roirfeent en évidence par séparation des variables
en posant E(x,t) = X(x) T(t), ou X(x) et T(t) sateeux fonctions de x seul et de t seul.

[l vient alors d2X/dx2=-kz2 X et d?T/dt2=x?2 T aveon =C k
d'ou E(x,t) = A cos(kx ) cos(t + ¢r)

On obtient des noeudixes pour kx +px =7n/2 + pr et des ventrefixes pour kx +ox = pr, p

entier. Des modes de vibration discrets peuverdargiipe dans une cavité en imposant des
conditions aux limites particulieres. L'intérieur soleil, par exemple, constitue une cavité; I'étud
des modes de vibration de surface (héliosismolagigeigne sur l'intérieur solaire. Une onde
stationnaire ne propage pas d'énergie.
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V - Equations de Maxwell en régime stationnaire (oyppermanent) dans un
conducteur (ou dans le vide)

Dans le cas stationnai@gpt = 0; on obtient:

div E = pleg Equation de Maxwell Gauss
rotE =0 Equation de Maxwell Faraday
et

divB=0 Equation de Maxwell flux

rot B =po | Equation de Maxwell Ampére

Les équations sont découplémsrégime stationnaire. Dans le vide, on agrait0 etj = 0.

L'équation de Maxwell Gauss indique que les chaste®ue$ constituent la source du champ
électriquek.

L'équation de Maxwell Ampere indique que les cotgatectriques permanentsonstituent la
source du champ magnétiqBe

L'équation de Maxwell Faraday indique que le chaheptriqueE est a circulation conservativie

théoréme de Stokes montre que sa circulation saoatour fermé” est nulle:

rot E=0—[[rotE.dS =JE.dl=0

En régime stationnaire, on pE =-grad V et B =rot A

L'électrostatique, ou étude des champs électrigugEnérés par des charges statiqyest basée
sur les deux premiéres équations.

La magnétostatique, ou étude des champs magnéBogéséres par des courants permangerest
basée sur les deux derniéres équations.

L'intensitédu courant électrique | (unité: Ampere A) estlixfde la densité volumique de courant
a travers la sectiof du conducteur (I est un scalaire, njagst un vecteur):

1=][j.ds (len A;j en A m?)

sectlon S dw
Pour un conducteur filiform¢,etS sont conodetenr ds
colinéaires, on peut écrire: )
1=jS j

ou S est la section du fil en m?

Loi des noeuds
L'équation de conservation de la charge en régiaiigse devient diy = 0 ou][ j . dS = 0 sur une

surface fermég: c'est la loi des noeudElle signifie qug est a flux conservatif, autrement dit qu'a

l'intérieur d'un volume fermé par une surf&d n'y a pas d'accumulation de courant, soit:

courants entrants = courants sortants

loi des noeuds en M+ b= I3+ 14 l1



Electrostatique

De I'équation de Maxwell Gauss div= p/ey et deE = - grad V, on tire I'équation de Poisson:

AV + plep=0

Dont la solution est V(M) = (Ltdo) [If [p/r] dv

Le volumeV contient la charge q/f p dv

M_—"" EM)

Volwme V V(M)
des chharges

L'intégrale porte sur le volumé contenant les charges et r est la distance deal@e élémentaire
dqg =p dv située en P au point M ou I'on considere stat.eDn en tire pour le champ électrique:

E(M) = (L/4reo) JI] [p u/r3] dv

u étant le vecteur unitaire orienté de la chargméftéaire dg  dv située en P vers le point M ou
'on recherche le champ électrique. En particulier PM/||PM || etgrad(1/r) = -u/ r2.

Pour une charge ponctuetie c'est la loi de Coulomb:

V(M) = (1/4neo) qlr et E(M) = (1/4rep) qu/r?

Les quantités élémentaires sont dopc:  dV =d)4p dv /r

et | dE = (1/4neo) p dvu/r?

La forceexercée sur une charge q' par le champ électigpst

F=qE

En conséquence, la forsexercant entre deux charges ponctuelles gestlg'= (1/4teo) ' qu/r?

Elle est répulsivécharges de méme signe) ou attractive (chargegyde oppose).

Le champ d'une charge ponctuelle vérifie Hiw 0 et I'équation de Laplace/ = 0.

Magnétostatique

De I'équation de Maxwell Ampeéret B =, j et deB =rot A, en complétant par la jauge de
Coulomb divA = 0, on tire I'équation de Poisson du potentieteer:

AA +0j =0

Dont la solution est (par analogie avec I'équatierPoisson)

AM) = (no/4m) [II[j/r] dv

I'intégrale portant sur le volume contenant legants et r étant la distance des couraais point
M ou I'on considére ses effet. On en tire pouthlgnep magnétique la loi de Biot et Savart par

B =rot A, qui fournit aprés évaluation det (j/r) :

B(M) = (uo/4n) [If [j A u/r?] dv

u étant le vecteur unitaire orienté du couljavers le point M ou l'on étudie le champ magnétique

24



Pour des courants filiformes dans lesquels ciranleourant d'intensité i, la loi de Biot et Savart
s'écrit aussi:

B(M) = (uo/4n) [idl A ul/r? de potentiel vecteur associé A(M) = (uo/4n) | [i dl/r]

l'intégrale curviligne portant sur I'élément de @udl etu = PM/||PM || étant le vecteur unitaire
orienté du courant élémentairdlisitué en P vers le point M ou I'on calcule le chanagnétique.

Les champs élémentaires sont dofB = (ug/4n) idl Au/r3 el dA = (uo/dn) idl/r

Pour une charge ponctuelle g en mouvement a Issevda loi de Biot et Savart devient:

B(M) = (uo/4m) qv Au/r? de potentiel vecteur associ¢ A(M) = (uo/4n) qv/r

toujours avea = PM/||PM|| si la charge est située au point P.

Un exemple simple d'application de la loi de BioBavart: champ magnétique au centre d'une
spire de rayon R parcourue par un courant d'intensi

dB(O) = (uo/4n) idl A u/R?

\ dl etu sont orthogonauxdB est orthogonal au plan de la
figure (produit vectoriel, regle des do)gts
dB(O) =o/4m) idl/ R2 on
ordl =R 6, dou B(O) = f/4n) Jido/R

0

B(O) 3u0i/2 R

Cas magnétostatiques particuliers: champ "potehgél'sans force” dans le vide
Dans le vide, sans courant<0), I'équation de Maxwell Ampére s'éaritt B = 0.

En astrophysique, il existe des champs sans counams appelle "champs potentiels”. En
calculantyrot (rot B) sachant que diB = 0, on obtient I'équation de LapladentB est solution:

AB=0

rot B = 0 implique queB dérive d'une fonction potentieltelle que | B = grad ¢

Champs potentiels dans un plan (xOy)

Dans un espace a deux dimensions (plan xOy), B\(&, By, 0) dépendant seulement des
coordonnées x et y de I'espace, on peut éBrirgot A 0UA =y(X,y) &, ce qui implique puisque
rot [y(x.y) &] = y(x.y) rot[eF + grad y A & :

B=grady A e, | aveaqrad (0/0x, dloy, 0).

By = 0¢p/ox = oyloy
By = 0p/oy = - oylox
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Les lignes du champ magnétigsent telles qud = kdOM (k constante quelconque exprimant la
colinearité entr® et la ligne de champ); elles sont donc donnéesgupration dy/dx = BBy, soit:

dy/dx = - @ylox) | @yldy)

d'ou Ey/ox) dx + @Ey/oy) dy = 0, c'est a direy(x,y) = constante

Quant aux lignes équipotentielles, elles sont desmarp(x,y) = constante, et en conclusion:

o(X,y) = constante est I'équation des lignes éqeipatlles
y(X,y) = constante est I'équation des lignes de gham

De I'égalitéB = grad ¢ = (0@/0x, dpldy) = grad y A €, = (Oy/dy, - OyloX),

on voit que les fonctiong(x,y) ety(X,y) obéissent aux conditions de Cauchy:

{8(p/6X = dyloy
o0ploy = - oylox

impliquant que ces fonctions sont harmoniquidss = Ay = 0

Définissons le potentiel complex&(x,y) = o(X,y) + i y(X,y)

et introduisons les variables complexes z = x€i * = X - i y (Quantité conjuguée).

On a les relations réciproques x = ( z + z*) &2y = (z - z*) / (2i) de sorte que le potentiel
complexe est aussi fonction de z et z*: f(x,y) z #*). Calculon$f/0z*:

ofl6z* = of/ox oxloz* + ofl oy oyloz* = 112 ot ox + (il2) ofl oy
Avec f=¢ + iy, on obtient: of/oz* =1/2 ©p/ox + i oylox) + (i/2) @ploy + i oyloy)
Utilisons les conditions de Cauchy ci dessus entey:

of10z* =112 Qoldx - | dpldy) + (i12) @pldy + i delox) = 112 Poldx - | deldy + ildgldy - deldx) = 0

Le potentiel complexe f g + i y est une fonction analytique de la seule variabtexz+ i y

Evaluons maintenarat/oz:

ofl 0z = ofl ox oxloz + ofldy oyloz = 1/120fox - (i/2) ofl oy

Avec f=¢ + iy, on obtient: of/0z =1/2 Pelox + i 0ylox) - (i/12) @pldy + i Oyldy)

Utilisons de nouveau les conditions de Cauchy engby:

ofloz =112 @olox - i dploy) - (i12) ©@ldy + i d¢plox) = 1/12 Qeldx - i 0pldy - ildpldy + OploOX)
=0¢lox - 1 6¢ldy = By - i By

Conclusion le champ magnétique complexe deéfini par B,= BBy
dérive d'une fonction potentiel f(z) analytique lgoaque telle que B =Bi By = df(z)/dz

N'importe quelle fonction f(z) ®(z) + i y(z) convient pourvu qu'elle ait un sens physique.
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Arcades de champ magnétique a la surface du gskditllite TRACE/NASA)

Il existe aussi des champs "sans force", c'estegpdiur lesquels la force de Laplgcg B est nulle.
C'est le cas lorsque le couramst_colinéaireau champ magnétiqug soituoj = o B, o étant une
constanteB est alors solution d®t B = a B. En prenant le rotationnel, sachant queRliv 0, on
obtient I'équation d'HelmoltdontB est solution:

AB+02B=0

Pour résoudre cette équation dans le plan (x@y)pose:
B(x,y) =arot(f &) +rot rot (fe)

ou f est un "pseudo potentiel” fonction de x eyde
seulement (symétrie de translation selon Oz).
Développons:

rot(f e,) = f)@(ez) +gradfAe =gradfAe — >X
et

rot rot (fe,) =grad gjy(‘/ez) -Afe=-Afg

car div(fe,) est nul puisque f ne dépend pas de z.

On adoncB(x,y) =a grad f A e,- Af e, d'ou les coordonnéesB ( a of/dy, - a of/0x, - Af)

Derot B =a B, on tire alors deux équations:
{ O(Af + a2f )loy =0

O(Af + a2f )lox =0
qui se résume a une unique équation d'Helmoltz leolpseudo potentiel” f(x,y): Af + a2f =0

Théoréme de Gauss de I'électrostatique

Imaginons un volum¥ entouré par une surfaSefermée et contenant une distribution volumique

de chargep(X, y,2).
surfoce S fermée

Integrons I'équation de Maxwell Gauss Hiv p/eo E entovrant V
sur ce volumev: \

La charge intérieure¥ es{ q 3 p dv 4s = nds

27 n normale a la surface élémentaire dS



[I] div E dv =[] [pleo] dv = q /eo

Le théoréme d'Ostrogradski indique dlieliv E dv =[] E.dSd'oul le théoréme de Gauss:

[ E.dS =% charges intérieuregd| (charge mesurée en C)

Le flux du champ électriqué a travers une surface ferneest égal a la somme des charges

intérieures au volume entouré par cette surface divisée gpar

Ce théoréme est tres utilisé pour déterminer lenghéectrique lorsque les symétries du probléme
permettent de calculer aisément son flux.

Lignes du champ électrique E M
Le champ électriquE est tangent en tout point M d'une ligne de champ.

CommedOM = (dx, dy, dz) est tangent en M a la ligne de chaaigrsE = kdOM, ou k est un
nombre réel quelconque. En éliminant k, on obtieslysteme d'équations différentielles:

dx/E = dy/E, = dz/E

V étant le potentiel, dV gradV.dOM =-E.dOM < 0 en suivant une ligne de champ. Ainsi, le
potentiel électrostatique décroit le long d'unadigle champ

Symeétries du champ électrique
. . E(M E(M
le champ électriquE est M (M) (M)
dans le plan de symétrie des charges

ou orthogonal au plan d'antisymétrie des charges.

q
. .. ) plan symétrie plan antisymétrie
Lignes ou surfaces équipotentielles

Le potentiel V est constant sur une ligne équipeeda. Comme dV = E.dOM = 0,dOM étant
tangent & la ligne équipotentielle,etdOM sont orthogonaux. Ainsi, les lignes de champ sont
orthogonales aux surfaces équipotentielles

Exemple d'application du théoréme de Gauss: chdagirigiue d'une sphere uniformément
chargée en surface

On considere une sphére de rayon R
uniformément chargée en surface. La densité
surfacique de charge(C m?) est uniforme, la
sphére porte la charge ¢ 4 n R2.
DétermineE(M) en tout point M de l'espace se
fait en plusieurs étapes a respecter:

(1) invariances: le probleme est a symétrie
sphérique et dépend de la seule variablalead
— E=E(r

(2) symétries: tout plan passant par le centre de
la sphére est plan de symétrie des charges

— E estradialE = E(r) &
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(3) on définit une surface de Gauss: sphére danmgyo
le flux deE(r) a travers cette surface orientée vers l'exiéest €égal a 4 r2 E(r)

(4) espacer > R: #Ar2 E(r) = charge intérieures = o =0 4n Ry — | E(r) = ©/eo) R2/ 12

(5) espace r < R: #Ar2 E(r) = charge intérieure =8 |E(r) =0

— A la surface de la sphére  E(Ry/s E(r)

C'est le théoréme de Coulomb oleg

Le potentiel V(r) s'obtient par E(r) = -dV/dr sanhgue V¢0)=0.
r > R: V(r) =(oleg) R2/ r R
r< R: V(r) = constante ={go) R

Le champ électrique est discontinu en r;5pRr contre le potentiel est toujours continu

Dipdle électrostatique

Deux charges opposées, +q eneh-gq en A constituent un dip6le électriqgue, de moment dipel
p = gA-A;: (unité: C m)

Certaines molécules sont polaires, comra@ H P [N p
p=pitp# 0 K | 4

N - H
D'autres sont apolaires, comme £O O=C=0
(somme de deux moments dipolaires opposés) —p <— p
p=p1+p2=0 R R

La polarisation du miliel? est la somme de tous les moments dipolaires ithagglsp; elle est
statistiguement nulle, méme pous® car toutes les orientations plsont possibles. Cependant, en
présence d'un champ électrique extérteyy; P n'est plus nul.

Les molécules subissent un couple de fordes p A Eex | et s'alignent dans la directi@y

En effet,I' = OA: A (g Eexy) + OA. A (-q Eext) = (OA+- OA) A (0 Eext) = QAA+ A Eext

Elle acquiérent une énergie potentielle Emp=Eex = - p Ex COP

La distribution angulairé des moments dipolaires individu@lautour deEgy; est non uniforme
(loi de Boltzmann en®"), ce explique I'apparition d'une polarisation glie® dont on peut
montrer qu'elle est proportionnelldg,: on est en présence d'un milieu diélectrique ineéa

Le potentiel créé par le dipble & grande distaste e

V(M) = (1/4rep) p.u/r?

ou r est la distance du point M au dipOleid¢ vecteur unitaire = PM/|PM||

Le champ électrique a grande distance sgEgM) = - (1/4rep) grad (p.u /r?)
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Théoréme d'’Ampere de la magnétostatique

Imaginons une surfaces'appuyant sur un contodrfermé et orienté, et traversée par une
distribution volumique de courants, y,z).

Intégrons I'équation de Maxwell Ampéw B = o j suafoce S hachuwrée
sur cette surfacg: ovientte por C

L'intensité enlacée estest  [[£dS
oudS est orientée pat

d=tds
[frotB.dS=pollj. dS=po

t tangente au contour
Le théoréme de Stokes indique que: ds abscisse curvilig|

[[rot B.dS=]B.dl d'ou le théoréme d'’Ampére:

| B.dl = o T Intensités enlacées (intensité mesemek)

La circulation du champ magnétigBesur un contour fermé€ est égal a la somme des intensités
enlacées par ce contour multipliée par

Ce théoréme est tres utilisé pour déterminer lenghaagnétique lorsque les symétries du
probléme permettent de calculer aisément sa ctionla

B(M) B(M)
Symétries du champ magnétique <4— M M

le champ magnétique B est dans le plan d'antisienétr
des courantou orthogonal au plan de symétrie """ [~~~ ~—"—".  TTTTTTTRTTTTTTC

des courants. ] J .,
plan symétrie plan antisymétrie

Lignes du champ magnétique

Comme en électrostatique, elles sont donnéeB gak dAOM oudOM = (dx, dy, dz) est tangent en
M a la ligne de champ, k nombre réel indiquantinéarité, d'ou:

dx/By = dy/B, = dz/B,

Premier exemple d'application du théoréme d'Ampénamp magnétique créé par un fil infini

On procéde en plusieurs étapes:

(1) invariances: le probleme est a symétrie

cylindrique; il ne dépend que de la variable raial
ONJ — B =B(r
B (2) symétries: le plan contenant le point M etille f

C M est un plan de symétrie des couraBty,est donc
orthogonal
fil infini — B = B(r) g est orthoradial
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(3) on définit un contou€, ici cercle de rayon r, ayant le fil pour axe gaté de sorte qu'il
définisse un vecteur surfaBadans le sens du courant |
- Orientation du contour (régle de la main droif@uce suC, l'index vise O, majeur S

- Orientation déB (regle de la main droite): pouce sur |, I'indesevM, majeur B (la formule de
Biot et Savart indique en effet qdB est proportionnel adl A u, ou u est le vecteur unitaire de
O vers M, Idl étant un élément de courant)

(4) Circulation de B sur le contod¥: B 2 r

(5) Courant enlacé par le contair: | - B2nr=pol — [B(r)=pol/(2nr)

Potentiel vecteuf: on sait qu'il est porté par le courant puisddeest proportionnel adl.
Posons aloré = A(r) e, ou désigne un vecteur unitaire sur I'axe du fihin

B =rot A =rot [A(r) &] = W"‘ grad A(r) A e,=-dA/dr g

d'ou dA/dr = g I/ (27 r) et par intégration A(r) = uf 1/ 2=) In(r) + constant

11%

Le potentiel diverge a l'infini, en raison de l@gence de courants a l'infini.

-~ |
Nt E g N ]

- " W o Y = N
Quelques manifestations des champs magnétiqued'damssphere solaire
(1) protubérance: champ faible (environ 0.001 Tgsla
(2) tache solaire: champ fort, B=0.1a 0.2 Tesla
(3) boucle de champ magnétique reliant deux tadegsolarités opposées, champ décroissant des
pieds (ancrage dans les taches) vers le sommeteinawoisine de 100 000 km
(4) éruption: libération d'énergie magnétique ainsge configurations magnétiques instables

Second exemple d'application du théoréme d'Ampersalénoide infini

C Le solénoide est parcouru par un courant
d'intensité | et sa longueur estl «o; son
nombre de spires par unité de longueur est n

- Circulation de B sur le contodt : B |

B=C - Courant enlacé par le contafh: (nl) | car

le courant total traversant la surface enlacée
par le contour est | x nombre de spires

— B:uon|
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Des boucles de chap magétiqe a la surface @il ésatellite TRACE/NASA)

Dipdle magnétique

Moment magnétiqud'une spire de surface S
| parcourue par un courant électrique |

O M=1S

S est le vecteur surface de la spire, orienté par le
sensdu courant | (regle des doigts: pouce sur |,
I'index vise O, majeur §)

A grande distangda spire de courant constitue un dipdle magnétitje potentiel vecteur créé par
ce diplle est, au point M placé a grande distance:

A(M) = (ug/dn) M A u /r?

ou r est la distance du point 0 (centre du dipéiepoint M eu le vecteur unitairet = OM/||OM ||

Le champ magnétique a grande distaBcerot A est |B(M) = - (ug/4n) grad (M.u/r?)

Placons nous dans un systeme de coordonnées pdlaie 6 désignant I'angle entre le moment
magnétiqueM et le vecteur de positiddM .

point M
B(M) =- (uo/4r) M [ o(coD / r2)for, (1/r) o(coDd / r2)/o6] 0
M
B(M) = (uo/4m) (M /1) [2 co®, sirf] moment magnétique

- Dans la direction du moment magnétique du dip&8#,0) = 2 (io/4r) (M | r)
- Dans la direction orthogonale, B{2) = (uo/4n) (M / ) est deux fois moindre

- Lignes de champ: on écri2 = kdOM (k réel quelconque) soit, en éliminant k:

dr/B=rd /By—dr/2cof=rd /sird, ce qui donne par intégration: r = 8iR2Cte
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Application: champ magnétigue terrestre et chamgmétgue solaire

sop - Ci contre: lignes de champ magnétique du dipole
I 1 (valable seulement a grande distance).

Le champ magnétique dipolaire de la Terre ou du
Soleil est proche de celui d'un dipdle porté par
I'axe Nord Sud. Le champ est vertical aux péles, et
y est deux fois plus intense qu'a I'équateur estil
horizontal, comme le montre la théorie ci dessus.
Dans le cas de la Terre ou du Soleil, le champ
dipolaire est de l'ordre de Q.

60—

20 —

200 | T TR B T R 2 RN - A - A R R A T R R A A TR . R (R S A A A 2

150

Aok Aad
| #» I Py

nomfre de tach

i sy oo o owow A owow o Fow owow o 0w [ -2
1880 1885 1980 1845 2000 2005 20140

Nombre de taches
=
(=]

a0

Lt
| o
Polar Magnetic Field {Gauss)

I\\I*L\\II‘\IIII‘III\
E—

r = 3
- P

Le champ dipolaire du Soleil est cyclique: il sewerse tous les 11 ans pour former un cycle
magneétique de 22 ans. Ci dessus, les observatganshémps des pbles Nord et Sud (Wilcox).

Couple et énergie du dipble magnétigue dans un gmagnétigue extérieur

L'énergie potentielle est définie par Ep =B bu® =[] Bex.dSest le flux magnétique; sur la
surface petite d'un dip6lBey; est uniforme et Ep - Bex. I/ | dS= - M.Bex

Un dipdle dans un champ magnétique acquiert doa@nergie potentielle Ep M.Bey

Il subit une force| F =grad (M.Bex) | =-grad Ep qui est nulle si le champ est uniforme.

Si le dipdle peut pivoter sur lui méme, dEp&M.Bey 00 dM = Q dt A M avecQ vecteur vitesse

angulaire. Alors dEp = € dt A M).Bext =- (M A Beyx).Q dt = -T.Q dt (produit mixte invariant
par permutation circulaire).
Un dipdle placé dans un champ magnétique extéBgesubit un couple de forced = M A Bey
et s'aligne dans la direction Bgy; : c'est I'exemple bien connu de l'aiguille aimantéda boussole,
de moment magnétiqu#l, qui s'oriente dans la direction du champ magnétigrrestre.
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VI - Loi d'OHM

Loi d’Ohm locale pour un milieu conducteur fixe

j=7E

oUy est la conductivité du milieu en Siemens (mverse de la résistivité, mesurée®m).

Exemples de valeurs de conductivité (inverse dédativite):

- métaux (trés conducteurs): 19 ni*

- atmosphére solairez = 8 10° T¥2 S mi* ou T est la température en K du milieu
Photosphére et chromosphére (100003 10° S mi*
couronne (1%K) : y =~ 1¢° Sm™*

- eau de mer: 5 S

- eau douce: 0.05 S

- verre (isolant): 18’ S mi*

Loi d’Ohm pour un circuit filiforme

Si le conducteur est filiforme entre A et B, B

la loi d'Ohm s'écrit| W-Vg =R

ou| R =1/ s| estlarésistance du fil en Ohre,(

entre A et B, | étant sa longueur (m) et s sace¢tn?)

Loi d’Ohm locale pour un milieu conducteur mobile

j=y(E+VAB)

ouv est la vitesse de déplacement du conducteur.danddermey A B, dit champ électromoteur,
provient du fait que le conducteur "voit" dans goopre référentiel un champ électrigte
différent de celui) qui existe dans le référentiel fixe (ce n'estlpasas pour le champ
magnétique).

En effet, dans un référentiel mobile a la vitegsen montre que le champ électridtievaut:
E'= E +v A B alors que le champ magnétioBereste égal 8, champ du repeére fixe (cette

relation n'est exacte que dans le cadre de laftranation de Galilée, lorsque v << C; dans le cas
contraire il faut utiliser la transformation de katz en relativité restreinte, hors programme).

VII - ARQS dans un conducteur et induction magnétigie

Dans l'approximation des régimes quasi stationad&&QS), les équations de Maxwell s'écrivent:

div E = pleg Equation de Maxwell Gauss

rot E = - oB/ot Equation de Maxwell Faraday
divB=0 Equation de Maxwell Thomson o fl
rotB =poj Equation de Maxwell Ampére
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On a négligé le courant de déplacenjent ¢y OE/ot dans I'équation de Maxwell Ampere. La
suppression de ce terme empéche la propagatiodes @ectromagnétiques. Cette approximation
est valable a condition que:

T, temps de propagation = L/C << T temps caractgtistid'évolution du systeme

ou C est la vitesse de la lumiere et L la dimensamactéristique du systeme.

La condition L << C T signifie aussiv << C/L| pour une variation sinusoidale aréjfience;

I'ARQS n'est donc valable aux basses fréquences

Pour un circuit mobile de vitesse v, L << C T sfgnaussi v << C

L'hypotheése ARQS impligue la loi des noeuddivj = 0

en prenant la divergence de I'équation Maxwell Aref{la divergence d'un rotationnel étant nulle).
Or dans un conducteur fixes= v E (loi d'Ohm), donc diy = 0 implique divE = 0 (en supposant la
conductivité uniforme). Mais dii = 0 impliquep = 0: un conducteur en ARQS est globalement
neutre(il y a autant de charges positives que négatives)

Loi de Faraday

Considérons un circuit ferm@ et prenons le flux de I'équation de Maxwell Fayesiar la surfac&
appuyée sur son contour:

[lrotE . dS=-0[[IB.dS ]/ ét swrface S hachuwrte ovientte par
le seny dun covromnt uinduwdt v

En appliquant le théoréme de Stokes, S, ..

il vient: B (arbitrairement choisn)

[E.dl=e=-00(B)/at i S

C'est la loi de Faraday.

e est la force électromotrice d'induction (fem).

®(B) =J[B.dY est le flux du champ magnétiqBea travers la surfac® du circuit.

La fem d'induction e se mesure en Volts. Elle stexque si le fluxb(B) du champ magnétiqug a
travers le circuit varie dans le temps, ou biele sircuit se déplace dans un champ constant.
®(B) porte dans ce cas le nom de flux colgré du déplacement.

Loi d'Ohm généralisée pour un circuit filiforme AB

la loi d'Ohm généralisée s'écfit AVVg =R i-¢€

B
ou R est la résistance du fil en Ohrf ét | e = a[gA .dl]/et A i

Si le circuit est ferméA = B, l'intégrale porte sur un contour fermé.
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Dans ce cas, V= Vg et e = J[JA . dl)/ét = - o[[IrotA . dSJ/ét (d'apés le théoréme de Stokes).

Donc e = 9[[|B . dSJ/at = - 6®(B)/ét et on retrouve ainsi la loi de Faraday.

Il apparait un courant induitans le circuit:| i=¢e/R c'est le phénomémaluction magnétique.

Comme| i =dg/dt , la quantité d'électricitéuitd est alor§ q =A® /R | pour une variation de
flux AD.

Loi de Lenz

Les effets de l'induction s'opposent a la causéeguia donné naissance. C'est le signe "-" dai la |
de Faraday.

Exemple d'induction dans une spire de courant e@mghmagnétique variable

La spire est dans un champ magnétique variafi)e
On choisit un sens positif arbitraire pour les eois qui

oriente le contou€ et la surfacé& du circuit dans le sens
deB de sorte queb =B S

C (vers larriérg

> >
B ¢ B7 _ dd/dt>0—e<0-i<0— Binauit Vers la
C (bers ravary gauche s'oppose a l'augmentation du flux (loi dez).e

BN _, dd/dt < 0— e > 0— i > 0— Binaui Vers la droits
s'‘oppose a la diminution du flux (loi de Lenz)

VIII - Equation de conservation de I'énergie électomagnétique

Introduisons le vecteur de Poyntin}@ = (E A B)/up |dont on donnera la signification plus loin.

div P =div (E A B)/ no = (B rotE — E rotB)/ uo

avecrot B = o] + nogo0E/Ot  (Maxwell Ampere pour un milieu conducteur)
etrot E =-0B/ot (Maxwell Faraday),

on obtient: divP = - d/ot(epE2/2 +B2/2u0) - J.E

soit 'équation locale de conservation de | ‘énergie é@uagnétique

0l3t(soE2/2 +B2/2u0) + divP = - .E

qui est de la forme d'une équation de conservagnralisee| opg/ot + divje =s| ou
pe = goE2/2 +B2/2u, est la densité volumique d’énergie électromagoétid nt) dans laquelle:

eoE2/2 | estla densité volumique d’énergie élgaii(J m?) ou pression électriqu@a)

B/2uo | est la densité volumique d’énergie magnétiuei®) ou pression magnétiqea)
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P =je est la densité de courant d'énergie, ou puissaaegportée par unité de surface (VW)m
div P représente alors une densité volumique de puisdeemtsportée en W
Attention ! Ne pas confondif vecteur de Poynting avec polarisation ou presgazeuse !

s =- j.E est un terme source/perte d'énergie en Watest la densité de puissance des charges
mobiles ce peut étre une perte par effet Joule dans ndumbeur sj =y E.

— a - Cas des électrons mobiles

Supposons I'électron, de charge - e et de mask@ anin atome par une force de rappel de la
forme simplifiée - mog2r, ou k = mwg? est une constante de raideur & position de la particule;
le PFD donne en présence du champ électigeledu champ magnétiqiBe(en négligeant tout
frottement, donc collision):

mav/dt=-eE-evAB-mwng?r ouv estlavitesse définie par= dr/dt

En faisant le produit scalaire awecon obtient: d(1/2 m?3)/dt =- e E.v - d(1/2 mw? r2)/dt

Multiplions par N, nombre d'électrons par unitévdume: le produit m N est alors la masse
volumiquep (kg m®) et la densité de charge mobilesgest- N e (C n¥).

d(1/2p v3)/dt = p E.v - d(1/2p og? r2)/dt

Commej = pv, on en conclut que la puissance volumique deggeBanobiles s'exprime ainsi:

J.E = d(1/2p v2 + 1/2 1 og? r2)/dt = d(B + Ep)/dt

ou E: et E, constituent respectivement_la densité volumidéeergie cinétiquet potentielledes
charges mobiles (J . L'équation de conservation de I'énergie deagors:

Olot(eoE?/2 +B2/2np + Ec+ Ep) + divP =0 ou encore| OJpglot + divP =0

ou pe = goE?/2 +B?/2u0 + E. + E; est la densité volumique d'énergie totale.
L'énergie mécaniqudes charges mobiles s'ajoute donc a I'énergie@heagnétique des champs.

— b - Cas d'une OPPH

Si E etB sont associés a une OPPH, on a en valeur moyempmtelle<o/ot(pg)> = 0. On en
déduit diveP> =0; cette égalité signifie (en moyenne) puissantepte = puissance sortante. Par
contre, <P> et s> sont non nuls. Examinons cela en détails.

Pour une OPPH du type X =|e'{‘r°"k-f>, on a en valeur moyenne temporelle:
<Olot(X?)> = <2X oX/ot> = Re [<X oX/ot*>] = Re [X (ioX)*] = o |[X]? R (i) = 0.

Ceci est vrai pour toute quantité quadratigaenme I'énergie électromagnétiqueEe/2 +B2/2uy),
I'énergie cinétique (1/2 w?) ou potentielle (1/2 wq? r?).
Toujours pour une OPPH avec B = Ea(k/ | <P> = 1/2 R[EB*/no] = 1/2 ¢ |EP C2 R(K)/®

V, = o/Re(K) et \ = dw/dRg(k) sont respectivement les vitesses de phasegrbdee.
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De <P> = 1/Z, |EP C?/v, = <pe> V4, 0n en deduit la densité moyenne d'énergie tratéspepe>:

<pe> = 1/2¢0|ER [ C2/ (V, Vg) ]

— C - Cas d'un milieu diélectrique LHI

Sans charge et sans courant, I'équation de cotiserdavient:

E.oD/ot+ 0(B2/2u0)/ot + div P =0

en raison de I'équation de Maxwell Ampére quiresB = o oD/ot
Dans un milieu LHID =¢E oue =gyg =¢g9n2; n=n-inestlindice de réfraction complexe.

L'équation de d'AlemberE =y, € 6?E/0t2 a pour solution une OPPH de relation de disparsi

k==@/C)n=@/C)(n-in)

Une OPPH de pulsatian se propageant selon Oz est de la forfri(z,t) = Eo @ ",/©)2 det-nz/C)

Le module E du champ décroit selon Oz (onde évanesc E = ge©"/©?
onde propagativer, = 0
onde absorbée n =0 (ondes stationnaires amorties)
onde_évanescentey # 0, rp # 0, amplitude décroissandel fur et & mesure de la propagation

Evaluons la puissance moyenne transportée (' m

<P> = 1/25 C2[EP R(k) [ = 1/269|EP C 1y = 1/260E? €29 C iy

on en déduit: <diVP> = 0<P>/0z = -¢o E¢? e'z(“’ n2/C)z mmnpo <0 (W TT:F)

De ce fait| €pg/ot> = <E.oD/ot+ 6(B2/2ug)lot> = goE2 €2 im0 > (

la densité d'énergie volumigpe croit en moyenne, I'onde dépose localement derfi@ndes que
n#0etn #0.

Enfin, avec D =g N2 E, pg = &0 (N E)4/2 +B3/2u,

B=kE/o, k=@/C)n >B=(nE)/ C—|<pe>=(e0/2) IN]}E[]?| densité d'énergie.

Récapitulatif:

onde_propagativer, = 0, <P>= 1/2¢,Ex? C n, constant <opg/ot> = 0, transport sans dépot

onde absorbée n =0, <P>=0, <Ope/ot> = 0, pas de transport d'énergie

onde évanescente # 0, np # 0, <P>= 1/2¢y Eg?2 €2©"/9% C ny décroissant <dpg/ot> > 0,
transport avec dépiénergie

— d - Cas d'un conducteur fixe obéissant a la ©hd

avecj =y E (loi d'Ohm), I'équation de Maxwell Ampére devient:

rot B =poj + o € 0E/0t = oy E + po g9 OE/Ot
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De divE = 0 (pas de charges)ret E = - 0B/at,

on obtient| AE = oy 0E/ot + po g9 0?E/0t?

Cette équation comporte un terme diffusify OE/ot et un terme propagaii, o 02E/0t2.
Recherchons une solution de type OPPH de pulsatjmopagative selon Oz de la forme:
E = Eo €™ : |a relation de dispersion s'écrit:

k2 =w?/C?2-i® poy

Dans un milieu conducteur (métal, eau de mer)radio fréquences (de 3000 Hz a 300 GHz
correspondant respectivement aux longueurs d'oad®d km a 1 mm), le premier terme est
négligeable devant le second, donc:

kK2=-1topy=2/2(1-i)0 pnoy

dou[k=(1-i)k |=@C) (n-in) oud estl'épaisseur de peals = (2/ opgy)*?

Cette grandeur caractérise I'épaisseur d'absorgéidionde dans le milieu. A titre d'exemple,
I'ordre de grandeur deest le cm & 50 Hz pour un métalhpisin de 10 Sm?). Pour I'eau de mey (
proche de 5 S, 5 est de l'ordre de quelques métres pour les b&sspgnces radio (10 Kz); les
communications avec les sous marins ne peuventsifaire qu'aux basses fréquences, celles
usuellement utilisées étant dissipées dans |'eaeffed Joule, comme on va le voir ci dessous.

On a donc pour les indices de dispersion et d'ahsar |[n =, = C /éw

L'onde est évanescentd = E, e2° -2

On a <P> = 1/2 REB*/pg] = 1/2|ER Re(K) / © po=1/2 By €?** | (@ & po)

d'otl <divP> = 6<P>/0z = - By €% | (® &2 po)

a comparer avec la puissance Joule moyeffig= <].E> =<y E2Y =1/2vy |EP

Soit P, = 1/2y Ey €2 =Ey €% | (0 82 o)  puisqued = (2/ opgy)™?

Ainsi, |<divP>+P;=0| l'énergie déposée par I'onde est dissipeddment par effet Joule

Le champ magnétique associé a 'OPPH est B =& (k/E (1 - i) /60 = (V2/6w) €™ E

B = (\/2/8(0) EO e—Z/S é(wt— zb-n/4)

Loi de conservation globale pour un conducteur,fasgeg = y E (loi d'Ohm)

Dans ce cas$, |s|¥E2=j?2/y = densité de puissance JOULE (Wm

L'équation globale de conservation de I'énergie ébeaagnétiques'obtient par intégration de
I'équation local@/ot(goE2/2 +B2/2u0) + div P = - j.E sur un volumé/ entouré par la surface

ferméeS, au moyen du théoréme d'Ostrogradski:
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dlot [ 1] (eoE2/2 +B2/2uo) dv ] + [ P.dS = -J[] (% v) dv

Puissance Perte/gain aux Perte par effeh normale a la surface élémentaire dS
électromagnétique __frontieresrS Joule (W)
(W) du volumev (W) du volumeV

ou ][ P.dSest le flux de puissance électromagnétique aursalela surface ferméefrontiére
(perte ou gain aux frontieres selon duest orienté vers I'extérieur ou l'intérieur). éiup étre nul.

Cette équation globale possede plusieurs sigridicsit
- I'énergie électromagnétiqiié (eoE2/2 +B2/2y0) dv se conserve en I'absence de dissipation 3oule
les entrées sont compensées par les sorties aiefes (ou si elles y sont nulles).

- en régime permanerf,P.dS = -J[[ (7% v) dv signifie que la puissance électromagnétique
entrante est égale a la puissance sortante plesdistipée par effet Joule.

Exemple de bilan du circuit filiforme fermé en ARQS

Dans le cas d'un circuit filiforme fernséir lui méme, de résistance R, on a vu que I'équat
électrique s'écrit R i - e = 0 soit:

Ri+o®/ot=0 oub est le flux magnétique total au travers du citcuit

en multipliant par i, on obtient le bilan de puissa R i2 + i0®/ot =0 B
ext

Si ce circuit posséde une inductance prapfenité: Henry, H) i
et baigne dans un champ magnétique extérieur Vaiah, alors:

q)zLi+(Dext

ou L i est le flux propréflux du champ magnétique généré par le circuiravers de lui méme) et

Doy = || Bext.dS | est le flux du champ extérieau travers du circuit.

En présence d'un second circuit d'intensité ulfait y ajouter le flux mutudhl I, ou M serait le
coefficient d'inductance mutuelle (unité: Henry,dfitre les deux circuits.

L'intensité i est donnée par la résolution de Bdigm électrique |R i + LJi/ot + 0@eydot = 0
et le_bilan de puissanad®vient:

Ri2+3(% L i2)/ot + i 00exddt =0

relation dans laquelle:

R i2 est la puissance Joule (W)
% L i2 est I'énergie magnétique du circuit (J)
i 0DexdOt la puissance échangée avec l'extérieur (W)
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IX - Force de Laplace subie par un courant

Lorsqu'un courant électrique de densité volumig(em™) est plongé dans un champ magnétique
B, il subit une force magnétique, dite force de bhapl dont I'expression vectorielle est:

f =jAB| nNnd)

Cette force est volumique
sur un volumeV la force totale est

F=ll[jAB dv nN) dl = tds

t vecteur tangent
Cas du circuit filiforme ds abscisse curviligne

Si le courant est filiforme d'intensité i, la forde Laplace élémentaire devient:

dF=idl AB| (enN), dl étant un élément de courant.

Sur le circuit MN, F =[idl A B (intégrale curviligne de M & N).

La force de Laplace est orthogonale au plan forandgs vecteurdl (€lément de courant) Bt
(champ magnétique).

Un courant colinéaire au champ magnétique ne pakide force de Laplace.

X - Analogie électrostatique/gravitation: équationsdu champ de gravitation

Le champ de gravitation créé par une masse m alieiki de Newton

u
GM)=-Kmu/rr  (m¥ m/X/MV

Pe

ouu est le vecteur unitaire allant de la masse m &t povers le point M ou l'on considére ses
effets gravitationnelsu(=PM / || PM ).

K est la constante d'attraction universelle (6.67-Linités SlI). r = PM (en métres) est la distance
qui sépare le point M de la masse m (en kg).

Cette loi est analogue a la loi de CouloB(M) = (1/4reg) qu / 12 vV m)

Cependant, les forces de gravitation sont puregténictives contrairement aux forces
électrostatiques qui sont attractives ou répulstetsn le signe des charges en interaction.

En remplacant - K par 14, etE parG dans les deux équations de Maxwell du champ &getyi
on obtient les équations du champ de gravitation:

dvG=-4tKp Equation de Maxwell Gauss
rot G =0 Equation de Maxwell Faraday

41



ol p est désormais la masse volumique (k§).m

Le champ de gravitatioB est & circulation conservative, il dérive d'ungmiel de gravitation V
par la relation:

G=-gradV| (Venm?3)

Le potentiel V est solution de I'équation de Paiss® AV = 4x K p

Dont la solution est V(M) = - K] [p/r] dv

l'intégrale portant sur le volume contenant lesses®t r étant la distance de la masse élémentaire
dm =p dv au point M ou l'on considére la gravitation. @ntire pour le champ gravitationnel:

G(M) = - K [If [p u/r?] dv (unité: m9

u étant le vecteur unitaire orienté de la masse@héare dm = dv vers le point M ou 'on
recherche le champ de gravitation.

Théoréme de Gauss du champ de gravitation

Le flux du champ de gravitation a travers une srfermées est égal a la somme des masses (en
kg) intérieures au volum¢ entouré par cette surface multipliée pat K4

[ G.dS = - 41 K (2 masses intérieures)

Les symétries du champ de gravitation sont ideeScqucelles du champ électrostatique: le champ
appartient au plan de symétrie des masses.

ds Masse intérieure:

M =[] p dv sur le volumé/

Conséquencechamp de gravitation a la surface d'un corps sphérile masse M et de rayon R
G est a symétrie sphérique sur la sphére de raydonr;
[[G.dS=-4R2G

D'aprés le théoréme de Gauss,

[G.dS=-4r KM, dou =-KM/R2u

appelé aussi champ de pesant@out se passe comme si la masse M était poneteiethmenée au
centre de la sphere de rayon R. On note en géaredlamp de pesanteur g = K M/ R2. |l vaut 9.81
m s? & la surface de la Terre et 275 fésla surface du Soleil.
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Application 1: un modele simple d'intérieur solaire

On suppose que le Soleil est une sphere gazeusapnessible, de masse volumiqueniforme, et
de rayon R. Quel est le champ de gravitation ptdasion interne en fonction de la distance au
centre r = OM (on prendra la pression nulle enas@¥ ? En déduire la pression au centre du Soleil.

(1) invariances: le probleme est a symétrie
sphérique et ne dépend que de la variable r seule
— G =G(n

(2) Tout plan contenant OM est plan de symétrie
des masses> G = G(n &

(3) on choisit une sphére de Gauss de rayonr <R
(4) flux sur la sphére de rayon r 142 G

(5) masse intérieure: M= 4/3n 1 p

Théoréme de Gaussm4?2 G = - 4x K Myt

doulontire: LG) =-K4/drpl pourr<R

G(0) =0 et en surface G(R) =- K 4R p =- KM/ R2 ou M est la masse du Soleil
Si I'étoile est en équilibre hydrostatique, on &dB -p |G(r)| dr
donc dP/dr=-K 4/& r p2dr

Cette équation qui s'integre immédiatement et dom{e = - K 2/3r r2 p2 + constante

et on choisit la constante de sorte que P(R) =o; d P(r) = K 2/3t p2 (R? - r2

On en déduit la pression centr&f®) = K 2/3r p2 R?

M=210%g, R =7 18 m— p = 1400 kg it — P(0) = 1.3 1&" Pa (un facteur 100 en dessous des
modeéles raffinés qui prévoient 1.8'1@a).

Application 2: champ de gravitation dans une grotte
Considérons un corps sphérique de centre O et deewalumique uniforme.

On insére a l'intérieur une cavité sphérique déredd’. Quel est le champ de gravitation dans la
cavité?

distribution 1 + distribution

-p
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Théoreme de superposition

les équations de Maxwell étant linéairesGsiest le champ d'une distributippet G, le champ
d'une distributiorp,, alorsG; + G, est le champ de la distributipg + p,.

En reprenant le résultat de I'exemple précédent:
- la distribution 1 génere au point M un cha@yp= - K 4/37 p OM
- la distribution 2 génere au point M un cha@p= - K 4/3x (-p) O'M,

—-G=G1+G;=-K4/3np(OM-0OM) ==-K 4/3np OO' est un champ uniforme

Annexe 1:Paralléle électrostatique/magnétostatique

Charge dq  dv
ForcedF = dqE

charges source de
divE =plep — .” E.dS =Qinterieu/€0
rotE=0 —E=-gradV

Champ d'une distribution de charges:
équation de PoissakV + plgg =0

dV = (Udreo) p dv / 1

dE = (L/4teo) p dvu / r2

Densité d'énergiey E2/2

Dipdle (moment dipolaire = gA.A.):
V = (1/4neo) p.u/ r?
E = - (1/4nep) grad(p.u/ r?)

énergie potentielle: Ep =p-Eex¢rieur
couple subil” = p A Eextrieur
force subieF = grad(p.Eextsrieur)

Courant di 5.dS, i=dg/dt
ForcedF =j A B dv
3 dl A B (courant filiforme)

courants source dg
divB=0 —B=rotA
rotB=poj — IB-d| = Uo lenlace

Champ d'une distribution de courants:
équation de PoissakA + ugj =0

dA = (ug/dn) jdv /r
= (uo/4n) i dI / r (courant filiforme)

dB = (up/4m) j dvA u/ r?
= (o/4n) i dl A u/rz (courant filiforme)

Densité d'énergie B33

Dip6le (moment magnétiqgu¥ = i S):
A= (u/dr) M Aulr?

B = - (uo/4n) grad(M.u / r?)

énergie potentielle: Ep =M.Bexsrieur
couple:l’ =M A Bexisrieur

force subiefF = grad(M.Bextsrieur)
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Annexe 2
Quelgues constantes universelles

C = 3 18 m/s vitesse de la lumiére dans le vide
e = 1.6 10° C charge élémentaire

me = 9.1 10°* kg masse de I'électron

m, = 1.67 10" kg masse du proton

h = 6.62 1G* MKSA constante de Planck

k = 1.38 16 = RIN constante de Boltzmann

R = 8.32 J K mole* constante des gaz parfaits
N = 6.02 18° constante d'Avogadro

Ry = 13.6 eV constante de Rydberg

o = 47 10° MKSA perméabilité magnétique du vide
K = 6.67 10" MKSA constante gravitationnelle
1/(47 g0) = 9 10 MKSA, g, permittivité du vide

Conductivités usuelles en S th Permittivité relate ¢ = /g

Métaux: 516 air: 1

Couronne solaire: f0 verrg.5

Carbone: 2.5 10 eau : 80 &Hz mais 1.77 en visible !
Surface solaire: fo gr Varie avec la fréquence pour les molécules
Eau de mer: 5 polaires comme l'eau)

Eau douce, sol: 0.03

Eau pure: 5 16

Verre: 10

Polystyréne: 16°

Spectre électromagnétique (fréquence ou longueurahde)

bande VLF: 3 -30 KHz, 10 - 100 km

bande LF:
bande MF:
bande HF:
bande VHF:
bande UHF:

communications sous l'eau

30 - 300 KHz, 1 - 10 km radio grandes ondes

300 KHz - 3 MHz, 100 m - 1 knmadio ondes moyennes

3 MHz - 30 MHz, 10 - 100 m radio ondes courtes

30 MHz - 300 MHz, 1 - 10 m radio FM, sécurité publique, radio amateur
300 MHz - 3 GHz, 10 cm - 1 mWifi, téléphone mobile, télévision, micro ondes

infrarouge: 1-10Q
visible: 0.4 - 0.8

ultra violet: 10 - 300 nm
X:0.1-10nm

Gamma < 0.01 nm
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