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Premiere partie

Elasticité






Chapitre 1

Rappels de Mécanique des Milieux
Continus

Ce chapitre ne fait que rappeler un certain nombre de notions introduites et développées dans les
cours de deuxieme année de Mécanique des Milieux Continus [22, 20], en particulier celles qui seront
d’usage fréquent dans ce cours de Plasticité et Rupture. Il est évidemment hors de question de le faire
de fagon détaillée et il est indispensable de se reporter au cours de base dans tous les cas (inévitables)
ou le caractere allusif de ces rappels pourrait se révéler insuffisant.

Nous nous placerons toujours en quasi-statique, ce qui veut dire que mous négligerons systéma-
tiquement les effets d’inertie en supposant que le systéme est en équilibre a chaque instant dans le
référentiel envisagé. De plus nous nous placerons toujours dans le cadre des petites perturbations,
ce qui conduit a négliger les changements de géométrie dans [’écriture des équations d’équilibre,
a me pas distinguer les différents tenseurs des contraintes et a linéariser les relations entre les
déplacements et les déformations.

1.1 Configurations, déplacements

Les notions de déplacements et de déformations servent a comparer deux configurations d’un milieu
confinu : 'une est appelée configuration de référence et est, comme son nom l'indique, la configuration
qui sert a repérer les points matériels; 'autre appelée configuration déformée est celle réellement ou
virtuellement occupée par le milieu au moment de I’étude.

Si on note 2 le domaine occupé par le milieu dans sa configuration de référence — domaine
que nous supposerons ouvert connexe de R3 — et si ¢ désigne la transformation faisant passer de
la configuration de référence a la configuration déformée, p(x) est la position dans la configuration
déformée du point matériel repéré par sa position z dans la configuration de référence .

Le vecteur déplacement §(z) de ce point matériel est donné par

£(z) = p(z) — =

1. Dans cette description lagrangienne, on identifie en général le point matériel avec sa position dans la configuration
de référence. On parle ainsi, avec un abus de langage, du point matériel z.
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La famille des déplacements rigides joue un role particulierement important en Mécanique. Elle
correspond aux transformations qui conservent les distances, i.e. aux ¢ telles que

lp(z) — p(@)]| = ||z — 2|, Va,Va' € Q.

En ne retenant que celles qui conservent en plus 'orientation de ’espace, un résultat fondamental
(d’Algebre et de Géométrie) permet de caractériser ces isométries directes comme la combinaison
d’une translation et d’une rotation 2. Par conséquent, les déplacements rigides sont les champs ¢ qui
peuvent s’écrire B

f(z)=a+ (R—I)z avec aceR® et EGM?’ tel que ﬁ_lﬁzi, det R = (1.1)

ou [ désigne le tenseur identité d’ordre 2. Dans le cas des petits déplacements, la matrice de rotation
est proche de 'identité et peut s’écrire en premiere approximation

R~I+W avec E—FET:Q,

la matrice W étant donc une matrice antisymétrique. On obtient ainsi la caractérisation suivante des

Petits déplacements rigides fl)=a+wAhz, ac R3, weRd.

1.2 Déformations

Les déformations que subit le milieu quand il passe de la configuration de référence a la configura-
tion déformée, que ce soient les variations de longueur, de surface ou de volumes, peuvent s’exprimer
a l'aide du tenseur des déformations € qui est lui-méme obtenu a partir du tenseur gradient de la
transformation F. Ce dernier est, comme son nom l'indique, le gradient de la transformation ¢, i.e.
F =Yoo Ilest relié au gradient des déplacements par N

F—1+Y¢

En termes de composantes dans un systéme de coordonnées cartésiennes (x1,x2,x3), on a :

9
al‘j

_ Oy
N 81']'

Fy; = 0;5 +
avec 0;; = 1 si i = j, d;; = 0 sinon. La base orthonormée (e, e,,€,) au point = de la configuration de
référence est transformée en (F-e;, F -eq, F - ¢,) au point ¢(z) de la configuration déformée. Pour que
(F-e,F-ey,F-e,) constitue une base, il faut et il suffit que det F = 0 ce qui revient physiquement &
supposer que élément de volume au point z est transformé en un élément de volume au point o(z). Si
'on veut de plus que l'orientation soit conservée dans la transformation, il faut que det F > 0. Cette
condition, appelée condition d’injectivité locale, qui joue un rdle essentiel en transformations finies est
automatiquement vérifiée en petites perturbations.

2. Ici intervient I’hypothese de connexité de la configuration de référence. Dans le cas d’un milieu non connexe, i.e.
fait de plusieurs “morceaux”, il y a une translation et une rotation par composante connexe, i.e. par morceau.
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Le tenseur des déformations, appelé tenseur des déformations de Green-Lagrange, est défini par
2e=F"F-1=V&+ (V)" + (V)" V&,

éT désignant le transposé de A. En termes de composantes, on a donc

06 0§ | 0% 0%
281] N 8£Ej aﬂ,’i + 8952- 81’]'

avec la convention de sommation sur les indices répétés. Les déformations sont nulles en tout point
du milieu si et seulement si le déplacement est un déplacement de corps rigide, i.e. de la forme (1.1).

On voit que la relation entre les déplacements et les déformations est a prior: non linéaire en
raison de la présence de termes quadratiques. Toutefois, dans le cas ou les déplacements sont “petits”
ainsi que leurs gradients, ce qui correspond a I’hypothése des petites perturbations, on néglige les
termes quadratiques dans ’expression des déformations pour obtenir I’expression linéarisée suivante
(expression que nous adopterons dans toute la suite du cours)?

0  0¢;
Relations linéarisées entre déformations et déplacements 2e45(€) 3 + 9%

2= al'j 8131

On voit donc que dans sa version linéarisée, les déformations sont le champ de tenseurs symétriques
correspondant a la partie symétrique du gradient du champ des déplacements. On peut vérifier que
les déformations linéarisées sont nulles en tout point du milieu si et seulement si les déplacements sont
des petits déplacements rigides au sens de la définition donnée au paragraphe précédent.

Les composantes de la diagonale du tenseur des déformations mesurent les variations relatives de
longueur alors que les composantes hors diagonale mesurent les variations d’angle. La trace du tenseur
des déformations € mesure la variation relative de volume.

On peut étre amené dans certains problemes a calculer d’abord les déformations et d’en déduire en-
suite les déplacements. Se pose alors la question de savoir sous quelles conditions on peut effectivement
remonter aux déplacements. En effet, si 'on considére un champ de tenseurs symétriques z +— £(z)
arbitraire, il n’est pas en général un champ de déformations linéarisées, i.e. la partie symétrique
du gradient d’un champ de vecteurs. Pour qu'il le soit, il faut® qu’il vérifie des conditions dites de
compatibilité. Dans le cas d’un systéme de coordonnées cartésiennes, ces conditions de compatibilité
s’écrivent

a2€ij 825kl N 625ik 82&‘]'[

Equations de compatibilité =
d P t Oxdxr;  Ox;0x;  Ox;0r;  Ovdxy’

les indices 1, j, k,l allant de 1 & 3. Elles sont en fait au nombre de 6 dans le cas général 3D et se
réduisent a une seule en 2D.

3. On notera g(§) les déformations associées au champ de déplacement & car on est amené a envisager différents
champs de déplacements et chacun d’eux conduit & des déformations différentes.
4. Ces conditions de compatibilité ne sont pas toujours suffisantes sauf si le domaine est simplement connexe.

13



1.3 Tenseur des contraintes et efforts intérieurs

Le tenseur des contraintes g sert a représenter les efforts intérieurs en un point matériel d’un
milieu continu. Précisément, la force surfacique T qu’exerce la partie + sur la partie — au point z &
travers la “facette” de normale n est donnée par le vecteur contrainte o - n, i.e. sous forme intrinseque
ou en termes de composantes B

T'=0-n, T; = oinj |

1N
I
IS
I3
i~

FIGURE 1.1 — Interprétation du tenseur des contraintes et de sa symétrie

On notera que le premier indice est relatif a la composante de la force surfacique alors que le
deuxieme est relatif a la composante de la normale. Le tenseur des contraintes est symétrique afin
que le bilan du moment cinétique (en dynamique) ou ’équilibre des moments (en statique) soient
automatiquement satisfaits une fois que le bilan de la quantité de mouvement ou 1’équilibre des forces
le sont,

Tij = 0ji

Par nature, les efforts intérieurs “vivent” dans la configuration déformée. Les “vraies” forces surfaciques
intérieures 1" sont des forces par unité de surface de la configuration déformée et la “vraie” normale n
est la normale unitaire a I’élément de surface de la configuration déformée. Le tenseur des contraintes
correspondant ¢ est le tenseur des contraintes de Cauchy. Cependant, il est toujours possible de
“transporter” les champs de vecteurs T et n sur la configuration de référence via la transformation
. Ce faisant, on fait apparaitre d’autres tenseurs de contraintes, dont en particulier le tenseur des
contraintes de Piola-K irchhoff [20]. Dans le cadre de I'hypothése des petites perturbations ot nous nous
plagons, tous ces tenseurs sont confondus et nous parlerons donc désormais du tenseur des contraintes
sans autre distinction.
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1.4 Chargement et équilibre volumiques

Sous leffet d’un chargement extérieur qui peut dépendre du temps, I'objet se déforme. Nous
supposerons qu’il est a chaque instant en équilibre dans sa configuration déformée ce qui revient a
négliger les termes d’inertie. Théoriquement, les équations d’équilibre sont a écrire dans la configuration
déformée p(Q2) avec le chargement extérieur régnant dans cette configuration. Toutefois, dans le cadre
des petites perturbations, les équations d’équilibre s’écrivent en identifiant la configuration déformée
avec la configuration de référence, ce qui permet de “linéariser” ces équations qui deviennent

Equations d’équilibre linéarisées dive+ f =0 dans

ou div g désigne la divergence des contraintes calculée par rapport aux coordonnées des points matériels
dans la configuration de référence et ou f représente les forces volumiques qui sont prises elles aussi
dans la configuration de référence en négligeant la déformation. En termes de composantes, en adoptant
la convention de sommation sur les indices répétés, ces équations s’écrivent

0ojj
81‘ yi

(z)+ fi(z) =0, Vie{1,2,3}, Vze.

Par exemple, si le milieu continu est placé dans un champ de forces massiques g fonction de la
position, on prendra pour force volumique au point z de la configuration de référence pg(z) avec
p masse volumique dans la configuration de référence et g(z) la force massique existant au point z
(alors que le point matériel voit en fait g(p(z)) et que sa masse volumique & Péquilibre dépend de la
transformation (). o

1.5 Conditions de continuité aux interfaces

A Tlinterface entre deux matériaux, le tenseur de contraintes n’est pas en général défini. Plus
exactement, on peut définir deux limites différentes o et o~ pour ce tenseur suivant que 1’on approche
le point de linterface par I'un ou lautre des deux matériaux. Toutefois une partie des composantes
doivent étre continues & la traversée pour des raisons d’équilibre. De fagon précise, 1’équilibre (ou
encore le principe de I'action et de la réaction) impose que le vecteur contrainte soit continu :

[e] - n:=(c" —cg )-n=0 sur une interface.

D’autre part, si ’on suppose que l'interface est parfaite, i.e. que les matériaux sont parfaitement collés,
alors les déplacements doivent étre continus, soit

[€] =0 sur une interface parfaite.

Toutefois, cette continuité des déplacements n’implique pas la continuité des déformations, mais seule-
ment la continuité de certaines composantes du tenseur des déformations. En s’appuyant sur le fait
que lorsqu’une fonction est continue a la traversée d’une surface, alors ses dérivées tangentielles le sont
également, mais pas nécessairement les dérivées normales. Ainsi supposons que la normale & I'interface
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au point x soit e;, les composantes g;1 = 01; du tenseur de contraintes seront continues alors que ce
seront les composantes “complémentaires” du tenseur des déformations qui seront continues,

0 0 0 77
Cas ol n=¢; : [e]=]10 7 7 [, [el=] 7 0 0
0o 7 7 70 0

1.6 Conditions aux limites

Les conditions aux limites qui indiquent comment 1’on agit sur les bords du domaine peuvent
prendre des formes tres variées. Rappelons les principales.

1. On controle les déplacements d’un point z de la frontiere 92 du domaine, ce qui exige en
général d’y appliquer des forces surfaciques mais ces réactions sont a priori inconnues et ne
seront connues qu’une fois le probleme de statique sera entierement résolu. On écrit

Conditions aux limites de type Dirichlet en z € 992 : £(z) = &4(x)

ou §d désigne le déplacement imposé.

2. On peut au contraire imposer les forces surfaciques sur un point de la frontiere, ce qui s’accom-
pagnera en général de déplacements des points de cette frontieére qui sont a priori inconnus et
ne seront connus qu’une fois le probleme de statique sera entierement résolu. On écrit ®

Conditions aux limites de type Neumann en z € 0f) : o(z) -n(z) =T(z)

ou 1 désigne la force surfacique imposée.

3. Conditions aux limites mixtes de type contact bilatéral sans frottement. On interdit
le déplacement normal tout en laissant libre les déplacements tangentiels d’un point z de la
frontiere 02 du domaine. Les conditions aux limites sont donc de type mixte, la composante
normale du déplacement et les composantes tangentielles du vecteur contrainte sont nulles. On
écrit

Conditions aux limites mixtes en z € 91 : &(z) -n(z)=0, a(z) n(x)=ommn.

Par exemple, si le vecteur normal correspond a la direction 4, i.e. si n = ¢;, on écrira

& =0, 05,=0, Vj#i.

5. Ici encore, le fait d’identifier la configuration déformée avec la configuration de référence permet de simplifier
I’écriture de ces conditions. On a ainsi a faire en général avec des charges mortes, i.e. des forces indépendantes de la
déformation du milieu. En transformations finies, les forces de pression dues & un fluide s’écrivent " = —pn ou n est la
normale extérieure & la configuration déformée et p est la pression du fluide (qui peut dépendre de la déformation de la
structure), ce sont des forces dites vives. Par contre, en négligeant les changements de géométrie, p devient une donnée
externe et n est la normale extérieure a la configuration de référence.
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On peut rencontrer des conditions aux limites plus générales qui peuvent étre non locales, i.e. ou la
donnée en force ou en déplacement ne porte pas sur un point de la frontiere, mais sur une partie de
cette frontiere. C’est par exemple le cas lorsque le solide déformable est attaché a un solide rigide qui
est lui-méme soumis a un systeme de forces, exemple qui fait ’objet de I’exercice suivant.

Exercice 1.1. Les conditions aux limites dans 1’essai sur

Vs
éprouvette a force controlée. M?(
On considere une éprouvette cylindrique Q@ = S x (0, L) de hau- /
teur L et de section S. La base Sy = S x{0} de l’éprouvette
est attachée a un support rigide fixe alors que le sommet
Sy = Sx{L} est firé au plateau rigide mais mobile d’une
presse. L’opérateur exerce sur le plateau un systéeme d’efforts
dont la résultante est F et dont le moment résultant au centre
géométrique xy, de Sy, est M. La surface latérale de l’éprouvette
est libre.

FEcrire les conditions aux limites et les comparer a celles que
lon écrirait si l'opérateur controélait le déplacement du plateau
de la presse.

[

CORRIGE. Sur la base, ce sont des conditions de Dirichlet : £ = 0 sur Sp. Sur la surface latérale, ce sont des
conditions de Neumann : g -n = 0 sur 95 x (0, L). Il reste & écrire les conditions aux limites sur Sy.

Comme le plateau de la presse est rigide, son champ de (petits) déplacements s’écrit a + w A (z — ;)
ol le vecteur translation a (qui représente le déplacement du centre du plateau) et le vecteur rotation w sont
inconnus. Comme le sommet de I’éprouvette est attaché au plateau, il subit le méme déplacement que celui-ci
et on doit donc écrire la condition & la limite cinématique suivante :

Ja € R3,Jw € R?  tels que flz)=a+wA(z—2;) sur Sp. (1.2)

On voit que ce ne sont pas exactement des conditions aux limites de type Dirichlet puisque la translation et
la rotation ne sont pas données. Elles ne seront déterminées qu’une fois le le probleme d’élastostatique résolu
et elles seront fonctions des propriétés élastiques du ou des matériaux constitutifs de I’éprouvette. Notons aussi
qu’elles ont un caractere global puisqu’elles lient les déplacements de tous les points de Sp.

Ecrivons maintenant que le plateau est en équilibre. Il est soumis d’une part au systeme d’efforts imposé
par l'opérateur et d’autre part & la réaction de I’éprouvette a laquelle il est attaché. En un point z de S,
I'éprouvette exerce sur le plateau la force surfacique —o(z) - €3, le signe — provenant du fait que la normale
sortante au plateau est —e;. D’apres le principe fondamental de la statique, la résultante et le moment résultant
au centre z; de la section St des efforts extérieurs sur le plateau doivent étre nuls, ce qui s’écrit

/ o(z) - e3dS = F, / (z—z) Na(z) - esdS = M. (1.3)
St St
On voit que ce sont des conditions intégrales que doit satisfaire le champ des contraintes.

En résumé, lorsque 'opérateur contréle les efforts exercés sur le plateau de la presse, les conditions aux
limites & écrire sur Sz, sont (1.2) et (1.3).

Par contre si 'opérateur controle le déplacement du plateau, alors les conditions aux limites s’écrivent

(@) =at+wn(z—z) sur S,

la translation a et la rotation w étant dans ce cas données. On est dans la situation de conditions aux limites
de Dirichlet. La force F et le moment M qui seront nécessaires pour obtenir ce déplacement du plateau sont
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alors inconnus et n’apparaissent pas dans les conditions aux limites. Ils seront déterminés une fois le probleme
d’élastostatique résolu et ils seront fonctions des propriétés élastiques du ou des matériaux constitutifs de
I’éprouvette. O
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Chapitre 2

Elastostatique

2.1 Le comportement élastique

On dit que le matériau constitutif a un comportement élastique lorsque la connaissance des défor-
mations (actuelles) suffisent & déterminer les contraintes (actuelles). Ce comportement se caractérise
par la réversibilité de la réponse : lorsqu’on supprime la sollicitation, le matériau revient dans sa
configuration originale. Suivant que la relation contrainte-déformation est linéaire ou pas, on parle
d’élasticité linéaire ou non linéaire.

2.1.1 Elasticité linéaire sans précontraintes

En élasticité linéaire, en l’absence de précontraintes, la relation contrainte-déformation prend la
forme
a

I
i@

g,
C étant le tenseur de rigidité. On suppose que C possede les symétries suivantes appelées petites et
grandes symétries, B

’ Cijkt = Cjirt = Chuij

Les grandes symétries (permutation de ij et kl) assurent I'existence d’un potentiel élastique dont dérive
la relation contrainte-déformation,

ow

W(o) = el

g:

N[ =
]
]l
oo

Ce potentiel est aussi I’énergie élastique que posseéde 1’élément de volume dans son état de déformation
€. Pour des raisons de stabilité, on suppose que cette énergie est positive, i.e.

W(e) >0, VeeM: £#0.

La relation contrainte-déformation est alors inversible, les déformations s’écrivant en fonction des
contraintes a l'aide du tenseur de souplesse,

[1n

I
llien
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le tenseur de souplesse possédant les mémes propriétés de symétrie et de positivité que le tenseur de

rigidité. L’énergie élastique peut aussi s’exprimer en termes des contraintes via le potentiel élastique
dual
ow™*

W*(g) = S (@)-

o:

lIfjs»

+ g, £=

N[ =

Lorsque le matériau ne possede aucune propriété d’invariance par symétrie, les tenseurs de souplesse
ou de rigidité possédent 21 coefficients indépendants.

Les relations contrainte-déformation pour un matériau isotrope

Dans le cas d’un matériau isotrope, le nombre de coefficients se réduit a deux. Le potentiel élastique
s’écrit alors
W(e) =5 NTre)* +pe:e

ou apparait les coefficients de Lamé X et u, p étant le module de cisaillement. Ces deux modules ont
la dimension d’une pression (unité= MPa). Pour que les conditions de positivité soient satisfaites, il
faut et il suffit que les coefficients de Lamé satisfassent les inégalités (strictes) suivantes

| 3A+21>0

, ’u>0‘.

Pour établir ces inégalités, on décompose le tenseur des déformations en partie sphérique et partie
déviatorique :
Tre I+cP, TP =o.

ol

§ =
Le potentiel élastique s’écrit alors

3+ 2

Wi(e) (Trg)2 + ,ugD : gD

et sa positivité est équivalente aux deux inégalités mentionnées ci-dessus.
Finalement, la relation contrainte-déformation s’écrit

a=ATre I+ 2ue|

La relation inverse fait apparaitre le module d’Young E et le coefficient de Poisson v. Elle s’écrit

1
£= —%ﬁgﬁ ;Vg-
Autrement dit, le potentiel élastique dual est donné par
v 1+v
*(g) = ——(Tro)? 0.
Wig) =~z (Trg)" + 02

Sa positivité se traduit par les inégalités suivantes en termes du module d”Young et du coefficient de

Poisson :
(B>l [“1<v<i)
1

5 correspondant a un matériau incompressible (qui ne peut pas changer de volume).

le cas limite v =
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Les relations entre les coefficients d’élasticité

En identifiant les deux relations contrainte-déformation introduites, on obtient les relations entre
les quatre coefficients d’élasticité

vE E
A= 5 QM: )
(I+v)(1-2v) 1+v
E— (3N +2u) 7 oy — A
A A+

Interprétation des coefficients d’élasticité

Si 'on soumet ’élément de volume d’un matériau élastique isotrope a un essai de traction simple
dans la direction e;, le tenseur des contraintes est de la forme

ag=oe ®ey, o>0.

Le tenseur des déformations sera donc donné par

o vo

E=gpa®ea— E(QQ ® ey + 3 ® €3).
Autrement dit, la variation relative de longueur dans la direction 1 est égale & o/F, ce qui fournit
I'interprétation du module d’Young, alors que le rapport entre les variations relatives de longueur dans
le directions 2 et 3 par rapport a la direction 1 sont égales a —v, ce qui fournit l'interprétation du
coefficient de Poisson. L’élément de volume va s’allonger dans la direction 1, alors que, si v > 0, il va
se contracter dans les deux autres directions.

—0 1€ —» 0€;

FIGURE 2.1 — Déformation de I’élément de volume dans un essai de traction simple

Si I'on soumet I'élément de volume d’un matériau élastique isotrope a un essai de cisaillement
simple, le tenseur des contraintes est de la forme

g27(21®§2+gg®§1), 7> 0.
Le tenseur des déformations sera donc donné par

-
= ﬂ(gl X e9 + €9 ®Q1)-

[
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Autrement dit, I’élément de volume subira une distorsion, sans variation de longueur des directions 1
et 2, mais seulement une variation de leur angle relatif d’autant plus forte que u est petit. Ceci fournit
une interprétation du module de cisaillement.

FIGURE 2.2 — Déformation de I’élément de volume dans un essai de cisaillement simple

Sil’on soumet I’élément de volume d’un matériau élastique isotrope a un essai de traction sphérique,
le tenseur des contraintes est de la forme

g=ol, o> 0.

Le tenseur des déformations sera donc donné par

o
=—1
3N+ 2p=

1100

Autrement dit, I’élément de volume subit une dilatation uniforme dans toutes les directions inversement
proportionnelle au coefficient de compressibilité 3\ + 2.

FIGURE 2.3 — Déformation de I’élément de volume dans un essai de traction sphérique

2.1.2 Elasticité linéaire avec précontraintes
En présence de précontraintes, la relation contrainte-déformation devient

g=g"+C:¢
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ot 0¥ désigne le tenseur des précontraintes. Ce sont les contraintes qui regnent dans le matériau dans
sa configuration de référence. Si on veut ramener les contraintes a 0, il faut déformer le matériau avec
des déformations valant —S : ¢°. Le potentiel élastique et le potentiel élastique dual prennent alors

les formes suivantes :

W) =3¢ —l—gO:

N[ =
)
)

[[le

et
0

W* (g) = - 0)7
la constante arbitraire ayant été fixée de fagon a ce que le potentiel élastique soit nul dans la configu-
ration de référence.

La prise en compte de précontraintes est nécessaire en thermo-mécanique du fait de la dilatation
thermique. Si 'on choisit comme configuration de référence d’'un matériau isotrope celle ou il est a la
température Ty en 'absence de contraintes, alors pour le maintenir dans cette configuration lorsqu’on

le soumet a une température 1" il faudra lui appliquer des contraintes gO données par

IS]

(-

:g:(

IS]
IS]

D=

o’ = —(3\+2u)a(T — Tp)L

ou « est le coefficient de dilatation thermique et A et p sont les coefficients de Lamé. Inversement, si
on le laisse libre de contraintes tout en modifiant sa température, alors il subira une déformation dite
déformation thermique gth donnée par

e = a(T - Ty)L.

De fagon générale, la relation contrainte-déformation en thermoélasticité linéaire isotrope s’écrit

o=ATre I+ 2pue — 3\ + 2p)a(T — Tp) 1L

et le potentiel élastique associé est

W) =3 MTre)* + pe:e— (3N +2u)a(T — Tp) Tre.
Remarque. On peut envisager des comportements élastiques non linéaires tout en restant dans le
cadre des petites perturbations. On parle alors de matériau hyperélastique dont le comportement est
défini par le potentiel élastique ¢ — W (g), i.e.

ow

Ojj — ——
J 85ij

(&)-

La plupart des propriétés que nous allons établir restent vraies dans ce cadre élargi (hormis tout ce qui
a trait a la linéarité) a condition que W soit une fonction strictement convere avec une croissance a
Vinfini “suffisante” (condition dite de coercivité), cf [2]. Le potentiel €élastique dual s’obtient par une
transformation de Legendre :

W) = sup{z:e - Wigh
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2.2 Le probleme aux limites

2.2.1 Formulation d’un probléme-type

T

Pour une structure tridimensionnelle constituée d’un ou de plusieurs matériaux élastiques le
probleme linéarisé de I’équilibre est un probleme aux limites ou 'on rajoute simplement la relation
de comportement au systeme constitué des équations d’équilibre et des conditions aux limites linéari-
sées. Dans le cas du probleme-type ou la partie du bord dp{2 est a déplacement contrdlé et la partie
complémentaire du bord Iy est a force controlée, le probleme d’élastostatique se formule comme suit

e Probleme-type d’élastostatique linéarisé
— Données :
() : configuration de référence, X :interfaces, f : forces volumiques, go : précontraintes
dpS) : partie du bord oti les déplacements sont imposés, &4 : déplacement imposé
On§Q : partie du bord ou les forces sont imposées, T : force surfacique imposée

— Inconnues :
§ : champ des déplacements, ¢ : champ des contraintes, ¢ : champ des déformations

— FEquations :

- . Jo;
équilibre volumique 3 +fi=0 dans Q\X

Lj
conditions aux limites &= ff sur OpQ), oyin; = T; sur On§2 = 00\ Opf)
conditions de continuité : [&]=0, [oijn; =0 sur X

o0& 0&;

compatibilité D2 = a—i + 82 dans Q\ X
comportement élastique Doy = cr?j + Cijrier dans Q\ X
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C’est ce probleme-type qui nous servira de fil conducteur pour présenter toute 'approche varia-
tionnelle dans le chapitre suivant. Il n’est évidemment pas le plus général, puisqu’on peut imaginer
des conditions aux limites bien différentes.

Remarque. Dans le cas d’un miliew homogéne isotrope sans précontrainte, en injectant la relation
de comportement dans les équations d’équilibre, on obtient les équations de Navier a vérifier en tout
point intérieur du domaine (hors les interfaces) :

(A4 p) grad divE + pAE+ f = 0.

C’est un systéme d’équations auz dérivées partielles linéaires du second ordre en €.

2.2.2 Problemes réduits par symétrie

Lorsque la géométrie de la structure, le chargement et le(s) matériau(x) constitutifs possedent
suffisamment de symétries, le probleme d’élastostatique peut étre réduit & un probleme plus simple
posé sur un domaine de taille voire de dimension inférieures. On rappelle ci-dessous les principales
familles de problemes réduits dans le cas de matériauz élastiques isotropes sans précontrainte.

Déformations planes

Ce sont des problemes initialement posés sur un domaine cylindrique 2 = SxI ou la section S est
ouvert connexe de R? et ’aze I est un intervalle de R. Les symétries font que le champ de déplacement
a I'équilibre est de la forme

§(x) = &i(z1,22)e) + Ea(w1, 12)ey, (z1,22) € S.

Seules les composantes €11, €12, €21 et €92 du tenseur des déformations sont non nulles et ne dépendent
que de (x1,x2), d’ou le nom de déformations planes. En vertu du comportement isotrope du matériau,
les composantes 013, 031, 023 et 032 sont nulles. Par contre, du fait du coefficient de Poisson, o33 n’est
en général pas nulle et est reliée a 011 et o9y par

o33 = V(011 + 022).
Les équations d’équilibre volumiques se réduisent a

a0'11 8012
81‘1 8332

60'21 80’22
8ZE1 8952

f1 et fo devant étre indépendantes de x3 et f3 devant étre nulle. Il ne reste plus qu'une équation de
compatibilité a satisfaire qui s’écrit

(92811 82622 . 82&?12

0x3 0z? T 01101y

25



Dans le cas particulier ou les forces volumiques sont nulles (f; = fo = 0), les équations d’équilibre
sont localement satisfaites si (et seulement si) les contraintes se déduisent d’une fonction d’Airy U :

0% 0% 02U

— 09220 = —5 o9 = ———F—— o33 = VAW,
Ox3’ Ox?’ 0x10xs’

o1 =
Lorsque le milieu est homogene, I’équation de compatibilité se réduit alors & AU = 0.

Déformations antiplanes

Ce sont des problémes initialement posés sur un domaine cylindrique 2 = Sx I ou la section S est
ouvert connexe de R? et ’aze I est un intervalle de R. Les symétries font que le champ de déplacement
a I'équilibre est de la forme

é(&) = 53($151“2)Q3) ($1,$2) € Ss.

Seules les composantes €13, €923, €31 et €32 du tenseur des déformations sont non nulles et ne dépendent
que de (x1,x2), d’out le nom de déformations antiplanes. Elles sont reliées aux déplacements par

13 — 31_281‘1’ 23 — 32—28$2-

En vertu du comportement isotrope du matériau, seules les composantes o013, 031, 023 et o3z sont
non nulles. Les équations d’équilibre volumiques se réduisent a

Oo31 003
Zobl  FPos -0
81‘1 + 8902 + f3 ’

f1 et fo devant étre nulles et f3 devant étre indépendante de x3. Dans le cas d’un milieu homogene,
cette équation d’équilibre écrite en terme des déplacements s’écrit

,uA§3 + f3 =0 dans S.

Les équations de compatibilité sont automatiquement satisfaites.

2.2.3 Quelques problemes classiques et leurs solutions
Essai de traction a force contrélée d’une éprouvette cylindrique

On exerce sur les deux sections extrémes S x {0} et S x {L} d’une éprouvette cylindrique des
forces surfaciques normales de densité uniforme o > 0 alors que la surface latérale est libre. Les
forces volumiques sont négligées. Le matériau constitutif est linéairement élastique isotrope, sans
précontrainte. On a donc a faire ici avec des conditions aux limites de type Neumann sur toute la
frontiere :

g-e3=o0e3 sur S x{0,L}, g-n=0 sur 05 x(0,L).

Les champs de déplacements et de contraintes suivants

vo o
£(z) = —f(fmgl + x9€9) + FT3¢3) a(z) = oe3 ®es
sont solutions du probléme aux limites. Vérifions-le.
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1. Le champ de contraintes g étant uniforme, il vérifie automatiquement I’équation d’équilibre
volumique divg = 0 dans S x (0, L).

2. Les conditions aux limites sur les sections extrémes sont bien satisfaites. Sur la surface latérale,
comme l’éprouvette est cylindrique, la normale sortante n est orthogonale a e; et donc la
condition a la limite est bien satisfaite.

3. Le champ de déformation ¢ associé au champ de déplacement & s’écrit

o}

vo o
(2) =-F(e1®e +e®ep) + 73 ®es.
Il est donc uniforme et se déduit du tenseur des contraintes g par la relation d’élasticité

1+v
o
E =

)
I
|

Tro I+

SIS

ce qui acheve la vérification.

Notons que si 'on ajoute & & un (petit) déplacement de corps rigide quelconque a + w A z, avec a
et w arbitraires dans R3, le déplacement obtenu est encore solution. Comme nous le verrons dans le
chapitre suivant, ce résultat de non unicité des déplacements est du au fait qu’il n’y a aucune condition
a la limite cinématique. On notera aussi que la solution est la méme quelle que soit la forme de la
section du cylindre.

Essai de torsion d’un arbre cylindrique a section circulaire

On considére une éprouvette cylindrique de hauteur L, a section
circulaire de rayon R. On choisit le repere de fagon a ce que la
configuration de référence naturelle soit

<3
Q=5x(0,I) avec S={(z1,22) : 2%+ < R}, < T\

La base S x {0} est fixée, alors que 'on impose au sommet S x
{L} une rotation d’ensemble autour de l’axe e d’un angle a. La
surface latérale est libre et les forces volumiques sont négligées. Par
conséquent les conditions aux limites s’écrivent

&(z)=0 sur S x {0}
3 z sur Sx{L}
o(z) n(z) =0 sur IS x (0,L)

Le champ de déplacement solution est donné par

{(x) = a%@g Az

et correspond donc & une rotation d’ensemble de chaque section autour de I’axe e; d'un angle qui varie
linéairement avec la cote x3 de la section. Vérifions qu’il est bien solution.
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1. Le champ & vérifie les conditions aux limites a la base et au sommet.

2. Le champ des déformations associé s’écrit

0 0 —x9
c@)=g| 0 0 =
—x9 x1 O

et, comme sa trace est nulle, le champ des contraintes fourni par la relation d’élasticité est
0 0 —X9

a(z) = % 0 0

—T2 X1 0

3. Les équations d’équilibre volumique div g = 0 sont donc bien vérifiées partout dans (2.

4. Comme I’éprouvette est cylindrique et la section est circulaire, la normale unitaire sortante en
un point z de la surface latérale s’écrit

1Y x
n(z) = He+ 5

n R €9.

Par conséquent la condition a la limite g(z)-n(xz) = 0y est vérifiée, ce qui acheve la vérification.

Notons qu’il est essentiel que la section soit circulaire pour que le champ des déplacements ait cette
forme simple.

Cylindre circulaire pesant dont la surface latérale est fixée

On considere ’éprouvette cylindrique de hauteur L, a section circu- ‘ & =6=0, 0.,=0 ‘
laire de rayon R, i.e. @ =5 x (0, L) avec

&
\

S ={(z1,22) : x% +m% < R2},

placée dans le champ de pesanteur vertical uniforme —ges. La surface
latérale est fixée a un support rigide. Les déplacements horizontaux
de la base S x {0} et du sommet S x {L} sont interdits, alors que

leurs déplacements verticaux sont libres. Autrement dit, en utilisant fixé
le systeme de coordonnées cylindriques, les conditions aux limites
s’écrivent 8

&(z) =& (z) =E&(z) =0 sur 0S5 x (0,L)
{&(w) =&(z) =0, o0.(x)=0 sur Sx{0,L} ~_

‘57’256207 Uzz:O‘
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Le matériau constitutif étant supposé linéairement élastique isotrope, c’est un exemple de probleme
de déformation anti-plane. Le champ de déplacement solution s’écrit

ol p est la masse volumique du matériau. Vérifions qu’il est bien solution.

1. Il vérifie la condition de fixation en r = R et les conditions aux limites cinématiques en z = 0
et z=1Lj;
2. Le champ des contraintes associé par la loi d’élasticité a pour seules composantes cylindriques
non nulles
Orz(r) = 04 (1) = %pgr
et vérifie donc la condition a la limite en z =0 et z = L;

3. La seule équation d’équilibre volumique non triviale est celle projetée sur la verticale. Comme

elle s’écrit Lo 10 5
TOzr 020 Ozz _
o rae " a. P70

on vérifie immédiatement qu’elle est satisfaite, ce qui acheve la vérification.

Remarque. On peut rapidement retrouver la solution en partant de ’équation d’équilibre ver-
tical qui pour un probléme de déformation antiplane se réduit a uA&, — pg = 0. De plus du fait
de lazisymétrie £, ne dépend que de r. Comme il doit s’annuler en r = R et doit étre régulier
enr =0, on obtient le résultat a partir de l’expression du laplacien en coordonnées polaires.

Cylindre creux sous pression externe en déformations planes

On considere un cylindre creux de hauteur L dont la section est la - - ™

couronne circulaire de rayon intérieur a et extérieur b : ~—
Q=5x(0,L)

avec

S ={(z1,29) : a® <2} + 2% <V}

Sa paroi interne r = a est libre alors que sa paroi externe r = b est
soumise a la pression uniforme p d’un fluide. La base et le sommet — S
sont en contact sans frottement avec des supports rigides fixes qui

]
interdisent donc tout déplacement normal, mais laissent libres tout —> <—
déplacement tangentiel. En utilisant un systeme de coordonnées cy- — —
lindriques, les conditions aux limites s’écrivent donc

% @
£, =0, op,=09,=0 en z=0 et z=1L —_> <
Opp =—p, Ogp=0,=0 en r=>b —S <—
Opp = 0gr =0z =0 en r=a — «—

I
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Le cylindre étant homogene et constitué d’un matériau linéairement élastique isotrope, c’est un
probleme de déformations planes. De plus, du fait de 'axisymétrie, le champ des déplacements est de
la forme

§(z) = u(r)e,.

L’expression de u(r) s’obtient a partir des équations d’équilibre et des conditions aux limites en r = a
et 7 = b. Apres calcul (laissé a titre d’exercice), on obtient

__» ¥ (pn @
u(r) = 2ub2—a2()\+ur+r '

On en déduit que les seules composantes cylindriques non nulles des contraintes sont

r) b2(r? — a?) r) b%(r? + a?) b2 Ap
orr(r) = ———5—5~ op9(1) = ——5r5—5+ Opy = — —
rr 7‘2(b2—a,2) p’ 06 r2(b2—a2) p’ zz b2—a2>\+lj
Remarque. Dans le cas d’un cylindre plein, la solution est donnée par
(r) pr Ap
u(r) = ————— Orr = Ogg = — Opy = ———
2(}\+M)7 rr 66 D, zz >\+M7

les contraintes dans le plan (eq,ey) sont donc uniformes et sphériques, ce qui n’est manifestement
pas vrai pour le cylindre creux. Le fait que le cylindre soit creux modifie sensiblement le champ des
contraintes et ce méme si le rayon interne a est petit. En effet, |ogo(r)| est maximal en r = a o il
vaut 2pb®/(b* — a?). Par conséquent, si a est petit devant b, la contrainte ogg est pratiquement deuzx
fois plus forte (en valeur absolue) prés du centre du fait que le cylindre soit creux. Ceci est un exemple
de concentration de contrainte du a une cavité.
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Chapitre 3

Approche variationnelle

3.1 Propriétés variationnelles du probleme-type

En dehors de situations tres particulieres, le probleme aux limites n’est pas résolvable analyti-
quement. Il faut donc avoir recours a des méthodes d’approximation. La plus répandue d’entre elles,
la Méthode des Eléments Finis, s’appuie sur une écriture différente, dite variationnelle, du probleme
d’élastostatique. 11 s’avere que cette nouvelle formulation présente aussi des avantages tant du point
de vue mathématique que physique. Basée sur les notions d’énergie et de travail, elle permet d’obtenir
des propriétés qualitatives sur la solution qui sont beaucoup plus difficiles & mettre en évidence sur
le probleme aux limites. De plus, un certain nombre de concepts en Mécanique de la Rupture sont
intimement liés a ce point de vue énergétique. Toutes ces raisons font qu’il est absolument nécessaire
d’étudier et d’assimiler ces notions. Nous les abordons dans cette section dans le cadre de 1’élasticité
linéaire avec le point de vue du mécanicien. Il est recommandé d’aller consulter aussi les ouvrages de
mathématiques appliquées [7, 2] qui offrent un éclairage complémentaire.

3.1.1 Déplacements et contraintes admissibles

Partons des équations d’équilibre linéarisées avec le systéme de conditions aux limites corres-
pondant au probleme-type présenté dans le chapitre précédent. Un champ de déplacement est dit
cinématiquement admissible s’il est suffisamment régulier ! et s’il vérifie les conditions aux limites de
Dirichlet sur dp§2. L’ensemble de tels champs est noté C,

C={ Q=R [¢]=0swrX, & =¢ sudp}|, (3.1)

1. La régularité requise est étroitement liée au comportement du matériau constitutif. La régle empirique que 'on
peut adopter est que les champs doivent étre suffisamment réguliers pour que l'on puisse définir 1’énergie totale du
systeme ou de facon générale toutes les quantités physiques globales. On doit donc fonctionner au cas par cas et définir
la régularité pour chaque famille de comportement. Ainsi, ce n’est pas la méme en élasticité linéaire qu’en élasticité non
linéaire, en élasticité qu’en plasticité, en plasticité parfaite qu’en plasticité avec écrouissage. Dans le cas de 1’élasticité
linéaire, la finitude de I’énergie élastique exige que le champ de déformation soit de carré intégrable. Cela suffit en général
pour que I’énergie potentielle soit également finie.
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C’est une espace vectoriel si les données €7 sont nulles, un espace affine sinon dont l'espace vectoriel
associé Cp 2 est

Co={& Q>R [¢]=0swrS, & =0surdpQ}| (3.2)

Un champ de contraintes o* 3 est dit statiquement admissible sil est suffisamment régulier (avec la
méme remarque A ce sujet que pour les déplacements) et s'il vérifie a la fois les équations d’équilibre
volumiques, les conditions aux limites de Neumann sur Oy {2 et les conditions de continuité du vecteur
contrainte aux interfaces. L’ensemble de tels champs est noté S,

S:{g*:Q%M‘;’, divg® + f =0dans Q\%, [¢"] -n=0sur ¥, ¢"-n =T sur On§2} (3.3)

ott M2 désigne l'espace vectoriel des tenseurs 3 x 3 symétriques.

Remarque. Avec ces définitions, on voit que le probléme d’élastostatique se raméne a

Trouver § € C et g € S tels que g = go +C : g(§).

Autrement dit, il s’agit de trouver un champ de déplacements cinématiquement admissible et un champ
de contraintes statiquement admissible reliés par la loi de comportement d’élasticité.

3.1.2 La formulation variationnelle de I’équilibre

Les champs de contraintes statiquement admissibles peuvent étre caractérisés a 1’aide des notions de
travaux (ou puissances) virtuel(le)s plutot qu’a partir des bilans de force. Cette vision, dite formulation
variationnelle de I’équilibre et qui est une version du Principe des Puissances Virtuelles, joue un role
essentiel tant du point théorique que numérique. On rappelle le résultat fondamental suivant auquel
nous nous référerons par la suite comme étant le PPV :

Le PPV. Un champ de contraintes o* est statiquement admissible si et seulement si, pour tout
déplacement virtuel §* € Co, le travail de ¢* dans les déformations £(£*) associées a §* est égal au
travail des efforts extérieurs donnés dans £*, i.e.

fe?
oz~

Dans le cas des conditions aux limites envisagées ici, on voit que le travail des efforts extérieurs
donnés dans un déplacement admissible £* est simplement la somme du travail des forces volumiques
f et du travail des forces surfaciques T sur Iy :

[

(&) dQ—/fo*dQJr/a TS, v ey (3.4)

Travail des efforts extérieurs donnés : Wext (€7) := / f-&dQ —1—/ T-£%dS.
- Q ONQ

2. Les éléments de Cp sont généralement appelés déplacements admissibles a 0 ou encore vitesses virtuelles admissibles.
3. Par définition, un champ de contraintes est un champ de tenseurs symétriques dont les composantes ont la dimension
d’une pression.
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ATTENTION : Le PPV est donc une autre caractérisation (équivalente a leur définition) des champs
de contraintes statiquement admissibles. On voit qu’il met en jeu toutes les conditions aux li-
mites, i.e. aussi bien les conditions aux limites portant sur les contraintes que celles portant sur les
déplacements. Il est important de comprendre et de savoir établir le PPV non seulement dans le cas
du probleme-type mais aussi dans le cas de conditions aux limites plus générales, car ’établissement
de I'équivalence est la seule fagon de s’assurer de la cohérence des conditions aux limites qui ont été
écrites.

Il est essentiel de considérer des déplacements virtuels admissibles a 0, i.e. appartenant a ’espace
vectoriel Cp et non pas a l'espace affine C, si 'on veut que le PPV soit satisfait (sous la forme que nous
avons adopté). En effet, on ne fait plus apparaitre ainsi les réactions inconnues sur la partie du bord a
déplacement controlé dp? : comme tout déplacement virtuel envisagé est nul sur dpf2, ces réactions
inconnues ne travaillent pas et donc disparaissent de la formulation.

PREUVE DU PPV. Preuve du seulement si. Commencons par montrer que si un champ de contraintes
o* € § alors il vérifie ’équation variationnelle (3.4). Partons des équations d’équilibre volumiques,
faisons le produit scalaire par £* € Cy et intégrons sur le domaine sans les interfaces. En écrivant les
quantités en termes de leurs C(;mposantes et en adoptant la convention de sommation sur les indices
répétés, il vient

- i ¢* Q) - £4 Q). .
0 /Q\28 Gan+ [ i (3.5)

On integre par parties le premier terme grace a la formule de Green-Ostrogradsky que 'on rappelle
ci-dessous (¢ est une fonction réguliere définie sur un domaine D de R™ de bord 9D et n est la normale
unitaire sortante a D) :

p O0x; oD

Formule de Green / O dV = pn;dS

ATTENTION. En raison de la possibilité de discontinuité de certaines quantités a travers les interfaces
¥, on doit utiliser cette formule de Green sur le domaine © \ . On a alors la formule suivante dont
I’établissement est laissé a titre d’exercice (attention au signe sur ) :

Exercice 3.1. A [laide de la formule de Green, montrer que si
¢ est continiment différentiable sur Q\ ¥ mais discontinu sur
>, alors

|3

o= | /
ds) = n;dS — n;dS 3.6 _
/Q Saman= [ 141 (3.6) 0 o

ou n désigne la normale unitaire a 02 pointant vers l’extérieur
de Q ou la normale unitaire a ¥ pointant vers la partie Q.

Le premier terme de droite de (3.5) devient alors

do} 34
z] d) = / o* i do / *nEXd / i *Tn.dS. )
/Q\Z] a 5 s zg 8:1:] + Uz]njgz S E[[Ujgz]]n] S (3 7)

33




Comme ¢* est symétrique, on a

* =gk, ) 3.8
ij 8:Uj 830] + Ox; ij€ij (€9 (3.8)
D’autre part, en tenant compte des conditions aux limites sur dn€2 et IpS2, le terme de bord de (3.7)
devient

/ ocingErdS = | TiErds, (3.9)
o0 ONQ

Enfin, l'intégrale sur ¥ s’annule grace a la continuité du vecteur contrainte et du déplacement. En
reportant (3.8) et (3.9) dans (3.7), (3.5) devient

/ o7iei(€5)dQ = / FiErdQ + / TierdS
O\2 onQ

ce qui est tres exactement I’équation variationnelle (3.4) cherchée puisque £* a été choisi arbitrairement
dans Cy. a O

Preuve du si. Partons maintenant d’un champ de contraintes o* qui vérifie (3.4). Il s’agit de montrer
qu’il est statiquement admissible, ¢’est-a-dire qu'il appartient & S. En utilisant la formule d’intégration
par parties (3.7) et en utilisant le fait que " = 0 sur dp{2 et est continu sur %, (3.4) devient

1l s’agit ensuite d’“éliminer” les intégrales pour faire apparaitre les conditions d’admissibilité statique.
On se contente de raisonner formellement ici en s’appuyant sur la propriété suivante 4

Lemme Fondamental du Calcul des Variations. Soit D un ouvert borné de R™ de bord 0D
“régulier”, f une fonction continue surD et C’é (D) ’ensemble des fonctions continiment différentiables
dans D et nulles sur 0D. Alors, on a

/fcpdD:O, Vo€ CH(D) <<= f=0 dans D.
D

Commencons par considérer les {* contintiment différentiables dans © \ ¥ et nuls sur 92 U X.
Comme tous ces {* sont des éléments de C°, d’apres (3.10) on doit avoir

/ (dive™+ f)-£dQ2=0
(929 o -

et ce pour tous ces {*. En utilisant le Lemme Fondamental, on en déduit que divg* + f = 0 dans
Q\ X. En reportant dans (3.10), il vient

0:/8]\;9(0 '"T)'fds/z[[a]]-n-éds, VE" € Co.

Comme &£* peut étre choisi arbitrairement sur dy§) et sur ¥, en utilisant une variante du Lemme
Fondamental, on obtient g* - n = T sur €2 et [[g*]] -n = 0 sur X, ce qui complete les conditions
d’admissibilité de g*. O

4. 1l existe de nombreuses variantes de ce Lemme ou I'on joue sur le domaine D et sur la régularité des fonctions f
et ¢.
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3.1.3 Formulation variationnelle du probleme d’élastostatique

A partir du PPV, on obtient immédiatement une autre caractérisation de la solution du probléme
d’élastostatique.

Le(s) champ(s) des déplacements { de la structure a I'équilibre est(sont) le(s) champ(s)
cinématiquement admissible(s) qui vérifie(nt) 1’équation variationnelle

/Q\Z (

PREUVE. Sachant que ¢ = C : £(§) + ¢ € S, il suffit de reporter la relation de comportement dans (3.4). La

réciproque est évidente com?te tenu du PPV. g

)

[[[le

(&) + 0) e(€)dQ = Wext (€7), V€™ € Co. (3.11)

Remarque. En pratique c’est cette formulation variationnelle que l’on utilise pour résoudre de facon
approchée le probléeme d’élastostatique. En particulier, la Méthode des Eléments Finis consiste a
construire une approrimation en discrétisant le probleme. Plus précisément l’espace vectoriel Cy, qui

est de dimension infinie, est remplacé par un espace Cév de dimension finie N. On cherche une ap-
proximation §N de £ de la forme

N
M) =u(x) + > U'(z), U= (U, ,Uy)eRY (3.12)
=1

ot u® est un élément que l'on choisit (comme l'on veut) dans C et les champs u' sont une famille de
N éléments de Cy qui constituent la base de C(])V. Les N scalaires U; sont les inconnues appelées degrés
de liberté du probléme ainsi discrétisé.

En écrivant I’équation variationnelle (3.11) pour tous les £ de Cév, on obtient le systeme lincaire

N
> K;U; =F,
j=1

ou les K;j et les I} sont donnés par

Kz‘jZ/Q\EE( OF

La matrice de rigidité K = (K;;) étant symétrique positive®, il existe de mombreuses méthodes
numériques efficientes pour résoudre ce systeme linéaire méme dans le cas de tres grand nombre
de degrés de liberté.

1=

: e(u!)de, E:Waw@j/

mz(:5W%+0ﬁ:dMMQ

i
i@

5. Elle est définie positive dans la mesure ou on a éliminé tout déplacement rigide admissible.
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3.1.4 Théoreme de I’énergie potentielle

La configuration d’équilibre possede des propriétés énergétiques fondamentales tant du point de
vue physique que mathématique. Ces propriétés portent sur 1’énergie potentielle dont nous donnons
la définition ici dans le cas du probleme-type.

Définition de I’énergie potentielle. L’énergie potentielle de la structure dans un champ de
déplacement cinématiquement admissible £* est le scalaire P(£*) défini par

E€) 25 £€) ) 42~ W€

=
[y

*

N~—

Il
S
Y
o |

o}

N

[y

*

([

On montre alors le

Théoréme de I’énergie potentielle. Le champ des déplacements § de la structure a I’équilibre, s’il
existe, est celui qui posséde la plus petite énergie potentielle parmi tous les champs de déplacements
cinématiquement admissibles, i.e.

§eC, PE)<PE) VeCl. (3.13)

Réciproquement, si & est un champ de déplacement cinématiquement admissible qui minimise

I’énergie potentielle parmi tous les champs de déplacement cinématiquement admissibles, alors §
est solution du probléeme d’élasto-statique.

Cette propriété s’appuie de fagon essentielle sur les propriétés de symétrie et de positivité du
tenseur de rigidité. Elle ne vaut que dans le cadre restreint de 1’élasticité linéarisée. Si ’on ne néglige
plus les changements de géométrie et si ’on se place en transformations finies, alors il peut exister des
positions d’équilibre qui ne minimisent pas mais rendent seulement stationnaires I’énergie potentielle.
On est obligé de rajouter des criteres de stabilité pour retenir les “bonnes” configurations d’équilibre.

PREUVE DU THEOREME DE L'ENERGIE POTENTIELLE. Soit { le champ des déplacements & 1'équilibre (en

supposant qu'il existe) et soit {* un champ cinématiquement admissible quelconque. Calculons P(£*) — P(&) en
se basant sur 'identité suivante :

E€) Q) 2O QO =€ ~ 9 CielE ~ 9+ 229 Cielg -6
Il vient immédiatement
PE) PO = [ dee-9:CieE -~
+ /Q\Z g:e(§" =€) dY— Wext(£" = ). (3.14)

Comme ¢ est statiquement admissible, il satisfait (3.4) et donc la deuxieme ligne de (3.14) s’annule puisque
£ — £ € Cy. Comme C est positif, on déduit de (3.14) que P(£*) > P(£) et ce quel que soit le choix de £* dans
C. On a donc 'inégalité cherchée.

Montrons la réciproque, i.e. si & minimise I’énergie potentielle sur C, alors il est solution du probléme
d’élastostatique. Soit donc § € C ayant la plus petite énergie potentielle. Soit £* € Cy et h € R. Comme
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E+hE €CoonaP(E+hET) > P(E). Donc en tant que fonction de h, P(£ +h{") est un polynéme du deuxieme
degré qui doit étre minimal en h = 0. Ecrivons que sa dérivée est nulle en h = 0. Un calcul sans difficulté donne

0

4 PEhE,

/Q\E (C:c©+2") 26 d2 — Wear(€)

et on reconnait dans cette égalité I’équation variationnelle (3.11) puisque £* a été choisi arbitrairement dans C.
Donc £ est solution du probleme d’élastostatique. O

3.1.5 Théoreme de I’énergie complémentaire

On peut établir de la méme fagon une propriété d’énergie minimale pour le champ des contraintes.
L’énergie en question n’est plus I'énergie potentielle, mais I’énergie complémentaire dont nous donnons
la définition ci-dessous dans le cas du probleme-type.

Définition de 1’énergie complémentaire. L’énergie complémentaire de la structure dans un
champ de contrainte statiquement admissible c* est le scalaire P*(c*) défini par

)= [ (b -2

ot Wrea(a*) désigne le travail de liaison des forces surfaciques associées a g* dans les déplacements
imposés sur pf2

lIfie

(g = 2)) d - Wia(e)

Wrea(g*) = fd * ds.
IpQ

On voit donc que I'énergie complémentaire est la différence entre I’énergie élastique duale (exprimée
en contraintes) et le travail des forces de réaction dans les déplacements imposés de la partie du bord
concernée. On montre alors le

Théoréme de 1’énergie complémentaire. Le champ des contraintes o de la structure a

Uéquilibre, s’il existe, est celui qui posséde la plus petite énergie complémentaire parmi tous les
champs de contraintes statiquement admissibles, i.e.

geS, Pig) <P*(g"), Vo eS. (3.15)

Cette propriété s’appuie de fagon essentielle sur les propriétés de symétrie et de positivité du
tenseur de souplesse. Elle ne vaut que dans le cadre restreint de 1’élasticité linéarisée. Il s’agit de
démontrer une équivalence. La preuve que le champ des contraintes a 1’équilibre minimise 1’énergie
complémentaire ne présente pas de difficulté.

PREUVE DU THEOREME DE L'ENERGIE COMPLEMENTAIRE. Soit ¢ le champ des contraintes a 1’équilibre (en

supposant qu'il existe) et soit ¢* un champ statiquement admissible quelconque. Calculons P*(g*) — P*(g) en
se basant sur l’identité suivante :

(" —2"):

—0)+2(c* —a): £(9).

Il
T
*

|

IS
2

|
)

|

IS
\_9
Il

H(g—a")=(c"-a):

l[liea

37



Il vient immédiatement

(0" —a)dQ

(" —a):

N
IS}

PP = [

+ /Q\Z(U* —a):

En explicitant le travail de liaison et en intégrant par parties la premiere intégrale de la deuxiéme ligne ci-dessus,
il vient

[T

1}

(§) dQ — Wrea(g" — ). (3.16)

/ (" —0a):e(§)dQY—Wrea(c" —a) = —/ (divg*—divg)~£d9+/ (" n—g-n)ds,
(930 >R - = oS - - - N~ -
Iintégrale sur dpf se simplifiant. Mais comme ¢* et g sont statiquement admissible, on a diveg* = divg = — f

dans Q\ X et ¢*-n =g -n=1T sur IS Par conséquent la deuxieme ligne de (3.16) se simplifie et il reste

(11T

a g"—a):8:(¢" —a)d

P (c") —P*(2) = /Q $(c*—0):

ce qui permet de conclure en vertu de la positivité du tenseur de souplesse. O

La preuve de la réciproque, i.e. que si g est un champ de contraintes statiquement admissible qui
minimise ’énergie complémentaire sur S, alors il est solution du probleme d’élastostatique est plus
délicate. En effet, il s’agit de montrer qu’alors le champ de tenseurs symétriques ¢ défini par

e(z) = S(z) : a(z) + ()

est un champ de déformation, i.e. la partie symétrique du gradient d’un champ de déplacement et que
ce champ de déplacement est cinématiquement admissible. Nous admettrons le résultat.

3.2 Quelques propriétés qualitatives générales

Ces formulations énergétiques permettent d’établir des résultats d’existence et d’unicité de la posi-
tion d’équilibre. C’est en particulier la finitude de I’énergie potentielle qui fournit le cadre de régularité
des déplacements. Mais en écartant ici toutes ces questions de régularité, les résultats d’existence et
d’unicité de la solution du probleme d’équilibre se réduisent a la vérification de conditions qui portent
sur les données. Compte tenu des conditions aux limites, on considere tout d’abord les champs de
(petits) déplacements rigides admissibles, i.e. les champs cinématiquement admissibles tels que les
déformations associées soient nulles. L’ensemble de ces champs est noté R :

Déplacements rigides admissibles R={€C : &)

05.

On voit que c¢’est un espace vectoriel dans le cas du probleme-type. Il se réduit au déplacement nul si
le bord du domaine est suffisamment attaché©.
Le résultat d’existence et d’unicité se formule alors ainsi

Existence. Le probleme d’élastostatique posséde une solution si et seulement si

6. En fait, il suffit de fixer trois points pour interdire tout déplacement rigide.
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1. les données sont assez réqulicres ;
2. Uensemble des champs de déplacement cinématiquement admissibles n’est pas vide ;

3. le travail des efforts extérieurs donnés est nul dans tout (petit) déplacement rigide admissible”
i.e.

Wext(€) =0, VE* € R. (3.17)

Unicité. La solution est unique a un déplacement rigide admissible pres. Autrement dit, si § € C est
solution, alors les autres solutions sont tous les é’ € C tels que §’ —§ € R. Par conséquent le champ
de contraintes solution g est unique.

PREUVE. Eristence. Le fait que le probleme d’élastostatique ne peut pas avoir de solution s’il existe un
déplacement rigide admissible £* tel que Wext(£") # 0 se voit aussi bien sur I’équation variationnelle (3.11)

que sur 'énergie potentielle. En effet, en considérant £* € R, comme £(£*) = 0, (3.11) exige que Wext(£*) = 0.

Du point de vue de Iénergie potentielle, si £€* € R, alors on a P(£*) = —Wext(€*) et, comme R est un espace

vectoriel, on a aussi af* € R et P(af") = —aWext (£¥) pour tout a € R. Par conséquent, s’il existe £* € R tel

que Wext(€%) # 0, en choisissant o du signe de Wext(£*) et en le faisant tendre vers I'infini en valeur absolue,

on fera tendre P(ag”) vers —oo. Par conséquent Iénergie potentielle n’est pas bornée inférieurement sur C et le
probleme d’élastostatique ne peut avoir de solution en vertu du théoréme de Dénergie potentielle.

La preuve qu’il existe effectivement une solution si la condition (3.17) est satisfaite sort du cadre de ce cours.
Elle exige que 'on précise le cadre de régularité des champs de déplacements. En élasticité linéaire, le cadre
naturel est celui des champs d’énergie potentielle finie, ce qui correspond a I’espace de Sobolev H!(2,R?). Le
lecteur intéressé est renvoyé a [7] et [2].

Unicité. Soit ¢ et ¢’ deux solutions du problémes d’élastostatique. Ils satisfont donc tous deux (3.11) et leur
différence & — £ est un élément de Cy. On a donc, d’apres (3.11),

/mz (C:cl)+2°) (€ ~9d2 = Wealg - ).

/Q\g (C:e© +2°) (€ ~9d = Wealg - 0.

En faisant la différence des deux équations, il vient
/ ,E(f/ -§):C: ,E(f/ —£)dQ1=0
az- - - = ~-° °

dont on déduit, comme C' est défini positif, que £(£ — §’) = 0. Donc §’ -§ER.
Réciproquement, si £ vérifie (3.11) et si & — £ € R, alors g(¢) = £(£) et donc £’ vérifie (3.11). O

Formule de Clapeyron. FEn [’absence de précontraintes et quand C est un espace vectoriel,
I’énergie potentielle et le travail des efforts extérieurs associés au champ de déplacement solution §
sont reliés par la formule dite de Clapeyron :

PE) = —5 Wext(§)- (3.18)

7. Cette condition ne fait que traduire le principe fondamental de la statique demandant que la résultante des forces
extérieures doit étre nulle pour que la structure puisse étre en équilibre.
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PREUVE. SiC est un espace vectoriel, alors on peut choisir £* = ¢ dans (3.11). Si de plus ¢ = 0, alors (3.11)
s’écrit

/Q £(Q) : % : g(f) dQ) = Wext (§).

b S

11 suffit de reporter cette égalité dans la définition de P(€) pour obtenir le résultat. O

En présence de précontraintes ou quand C n’est pas un espace vectoriel, on peut obtenir des variantes
de la formule précédente. Nous ne les présentons pas ici.

Une autre conséquence importante de la linéarité des équations est qu’on peut appliquer le principe
dit de superposition qui permet de décomposer le probleme général en sous-probléemes “élémentaires”,
chacun mettant en jeu un seul parametre de chargement, les autres étant pris égaux a 0.

Principe de superposition. Pour une structure de géométrie donnée, constituée d’un matériau
donné et pour un partitionnement du bord en OpS2 et INQY donné, si (§,a) est solution du probléme

d’élastostatique associé au jeu de données (§d,i,z,go) et si (£,0') est solution du probléme
d’¢lastostatique associé au jeu de données (§d/,f,z’,gol), alors (£ + & ,a + ') est solution du
probléme d’élastostatique associé au jeu de données (§d +§d/,i +f,I+I’,gO +g0/).

PREUVE. On le vérifie facilement & partir de la formulation des problemes aux limites. |

3.3 Extension a d’autres types de conditions aux limites

Toutes les propriétés variationnelles précédentes peuvent étre étendues a des problemes d’élasto-
statique avec des conditions aux limites beaucoup plus générales que celles de type Dirichlet ou Neu-
mann. C’est en particulier vrai dans le cas suivant

Hypothése (Chargements généralisés). On suppose que

1. L’ensemble des champs de déplacements cinématiquement admissibles est un espace affine C
dont ’espace vectoriel associé est Cy ;

2. Le travail des efforts extérieurs donnés est une forme linéaire Wext définie sur Cp.

Dans ce cadre étendu, les champs de contraintes statiquement admissibles ¢* restent ceux qui
vérifient le Principe des Travaux Virtuels

fo2
o\~

Le travail de liaison Wyey est alors défini sur 'ensemble des champs de contraintes statiquement
admissibles par

o)

(€7)dQ2 = Wext(£7), VE € Co. (3.19)

a" €S Wrea(g") ::/ o*:

a* : g(€7) dQ — Wext(£9)
o

1100

ou §d est un champ de déplacement cinématiquement admissible choisi arbitrairement dans C.
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Vérifions que cette définition a bien un sens en montrant que le travail de liaison ne dépend pas du
choix de §d dans C. Soit éff un autre champ cinématiquement admissible, comme g* est statiquement
admissible, on a

/ o' g6 =€) d = Wext (&' = £)
o\
et donc

Wrea(o®) = / o
Q

\=

™

(€ dQ — Wexe (€) = /Q . o*  £(€7) dQ — Wet (£9).

ATTENTION. En pratique, on commence par écrire les conditions aux limites en distinguant celles
qui sont de nature cinématique de celles qui sont d’ordre statique. On déduit des premieres I’ensemble
des champs de déplacement cinématiquement admissibles. Il s’agit ensuite de définir le travail des
efforts extérieurs donnés. Cela se fait par construction en établissement le seulement si du PPV. Cette
construction est illustrée dans 1’exercice suivant.

Exercice 3.2 (Le PPV dans l’essai a force controlée). On se replace dans la situation de
UEzercice 1.1 ou l'on contréle la force F et le moment M exercés sur le plateau de la presse. Etablir
le PPV en précisant les définitions de C et Wext.

CoRRIGE. Compte tenu des conditions aux limites établies dans I'Exercice 1.1, I’ensemble C des déplacements
cinématiquement admissibles s’écrit

C={ : & =0surSy, Fal)c R3,3 w(f) € R? tels que E(2) =a()+wE)A(z—xzp) sur Sp}

ou l'on fait figurer explicitement la dépendance de la translation et de la rotation au champ de déplacement
admissible considéré. On voit que c’est un espace vectoriel car si a* € R, o’ € R, §* e C et §’ € C, alors
'+ a’¢ € C. De plus, on a

ala’€" +d/d) = a’a(e") +o'a((), w(@'¢ +a'E) = w(E) +a'w(E),

autrement dit, la dépendance de la translation et de la rotation au déplacement admissible est linéaire.
L’ensemble S des contraintes statiquement admissibles s’écrit

S = {0*:diva*=0dansSx(0,L), o*-n=0sur dS x (0,L),

/S o*(z) - e4dS = F, (ff—xL)Aa*(x)-egdS:M},

L SL
Etablissons le seulement si du PPV en suivant la démarche décrite page 33. Soit ¢* € S. En prenant {* € C, en
multipliant 1'équation d’équilibre volumique par £* et en intégrant sur Sx (0,L) (il n’y a pas d’interfaces ici),

on obtient
OZ/ divg® - £ dS).
Sx(0,L) -

En utilisant la formule d’intégration par parties (cf (3.7)—(3.8)), il vient

/ ot (f*)dQ:—/ f*-g*-gsds—l—/ E*-Q*-Qd5+/ & g - eqdS. (3.20)
s - S - d8x( - s -

%(0,L) — 0 0.L)~ L

o)
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L’intégrale sur Sy s’annule puisque £ y est nul, I'intégrale sur 9S x (0, L) s’annule puisque ¢* - n y est nul.
L’intégrale sur S se simplifie en tenant compte des conditions cinématiques que doit y satisfaire £* et des
conditions statiques que doit y satisfaire g*. Finalement, on a

| €0 e = Foal€)  Mow(e).

En reportant dans (3.20), on a finalement obtenu le PPV :

Lo
Sx(0,L)

ou le travail des efforts extérieurs donnés est défini par

Wext(§) == F -a(§") + M- w(£") |

I

(£%)dQ = Wext(£%), VE* €C

Autrement dit, dans 'essai a force controlée, le travail des efforts extérieurs donnés est la somme du travail
de la force imposée dans la translation virtuelle du plateau et du travail du moment imposé dans la rotation
virtuelle du plateau. Noter que Wext(£") dépend linéairement de £*. O

ATTENTION. Dans le cas ou l’essai sur éprouvette est fait a déplacement contrélé, 'ensemble des
déplacements cinématiquement admissibles est

C={ : &=0sur Sy, (zr)=atwA(z—z)surSp}.
C’est un espace affine dont I'espace vectoriel associé est
Co={& : & =0sur SoUSL}.

D’autre part le travail des efforts extérieurs donnés est nul, Wext(£*) = 0 V" € Co, car les forces
ne sont controlées que sur la surface latérale de I’éprouvette (et elles y sont nulles). La force et le
moment a exercer sur le plateau de la presse pour le déplacer n’apparaissent pas parce qu’ils ne sont

pas donnés.

3.4 Chargements définis par un nombre fini de parametres

Un cas fréquent en pratique est celui ou le chargement est défini par un nombre fini de parametres
(intensité d’une pression, l'intensité de la pesanteur, le déplacement du plateau d’une presse, ...)
qui peuvent étre aussi bien du type déplacement controlé que force controlée. On peut alors associer
a ces parametres de chargement des grandeurs “duales” et représenter ainsi la réponse globale de la
structure en termes des relations entre les parametres en dualité (on parle de déplacement généralisé
et de force généralisée). Dans le cadre de I'élasticité linéaire cela conduit aux notions de coefficients de
rasdeur et de coefficients de souplesse. Lorsque nous aborderons des comportements inélastiques dans
les deux autres parties de ce cours, ces relations entre forces généralisées et déplacements généralisées
deviendront non linéaires et on verra méme lors de la partie sur la rupture que la réponse obtenue
dépend de facon essentielle du fait que ’on controle les déplacements ou bien les forces.

Dans cette section, nous introduisons ces notions soit de facon générale, soit a travers d’exemples
et nous les appliquons au cadre de 1’élasticité linéaire.
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3.4.1 Quelques exemples

Voici quelques exemples o 'on se place dans le cadre du probleme type d’élastostatique linéarisé.
— La donnée §d des déplacements sur dp2 peut s’écrire

n

z) =) qu'(x), (g1, ,qm) ER"

i=1

ou les n champs u* sont des données normalisées. Les parametres g; sont appelés déplacements
généralisés.
— La donnée T des forces surfaciques sur dn€) peut s’écrire

T(z) =Y QiT'(z), Q1. ,Qm)ER™
1=1

ou les m champs 7" sont des données normalisées. Les parameétres (; sont appelés forces
généralisées.
— La donnée f des forces volumiques dans €2 peut s’écrire

V4
f@) =" Qif'(z), (Qi,--.Qp) ERP
=1

ou les p champs f* sont des données normalisées. Les parametres @Q; sont aussi des forces
généralisées.
— La donnée ¢ du champ de précontraintes dans € peut s’écrire

T

o’(z) = ZQigOi(z), (Q1,-++,Q,) ER"

ot les r champs ¢’ sont des données normalisées. Les parametres @Q; sont encore des forces
généralisées.

On peut évidemment envisager n’importe quelle combinaison des cas précédents. A ’aide du principe
de superposition, on peut alors écrire la solution du probleme type d’élastostatique comme la combi-
naison linéaire des problemes élémentaires ot I'on fixe soit 'un des déplacements généralisés a 1 et les
autres déplacements généralisés ainsi que toutes les forces généralisées a 0, soit une force généralisée
a 1 et les autres forces généralisées ainsi que tous les déplacements généralisés a 0. Illustrons ceci sur
un exemple.

EXEMPLE : Considérons I’essai sur éprouvette a déplacement controlé en tenant compte de la pesanteur
g = —ges, de la pression atmosphérique py qui agit sur la surface latérale 95 x (0, L) et en supposant
que léprouvette est & une température homogene T} différente de la température de référence Ty, le
matériau ayant un comportement thermoélastique isotrope.

L’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles est I'espace affine

C={§ : &=0sur Sy, {(z)=a+wA(z—z)sur Sp}.
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alors que le potentiel des efforts extérieurs donnés s’écrit

Wext(£¥) = —pg/ £3dQ —po/ & -ndS, £ €.
Sx(0,L) 05%(0,L)

La formulation variationnelle du probleme d’élastostatique est donc

| (Mivedive +2ue©) €)= £E), V" € G,
Sx(0,L) - - - T - -

avec

L(67) = Wee(€7) + (3X + 24)a(Ty — To) /S ,,divea

Remarquons que, comme {* = 0 sur Sp U Sy, pour tout £* € Co, on a en vertu de la formule de Green

VE* € Co, / ¢ -ndS:/ ¢ ~ndS:/ div £*dQ.
- dSx(0,L) ~ a0~ Sx(0,L)

Par conséquent, on peut regrouper deux termes dans £ qui devient

L) =g [

fng + ((3)\ + 2,[1,)04(T1 - T()) - po)/ div f*dQ
Sx(0,L) a

Sx(0,L)

On a donc établit la propriété fondamentale suivante

Equivalence pression-température. L’influence de la pression atmosphérique est équivalente a
imposer au matériau une variation de température par rapport a la température de référence égale
a —po/(3\ + 2u)a (donc négative).

On voit finalement que ce probleme peut se décomposer en 8 problemes élémentaires : 3 correspon-
dants aux translations du plateau, 3 aux rotations du plateau, 1 & la pesanteur et 1 a la température
(ou & la pression). On peut choisir pour parametres de chargement : les 6 déplacements généralisés
q = (a,w) et les 2 forces généralisées Q = (—pg vol(Q), (BX + 2u)a(Ty — To) — po)-

3.4.2 Grandeurs duales

A chaque déplacement généralisé, on peut associer par dualité une force généralisée, et de méme, a
chaque force généralisée, on peut associer par dualité un déplacement généralisé. Dans le cas général,
les définitions des grandeurs duales sont les suivantes :

— Soit ¢* un champ de contraintes statiquement admissibles. On appelle force généralisée associée

a o* et & la donnée u' sur Op la quantité Q;(c*) définie par



— Soit £* un champ de déplacement cinématiquement admissible. On appelle déplacement généralisé
associé a {* et a la donnée T sur Oy la quantité g; (§*) définie par

a() = /6 Ti(z) - €(z) dS.

NQ a

— Soit £* un champ de déplacement cinématiquement admissible. On appelle déplacement généralisé
associé a {* et a la donnée f dans  la quantité ¢;(£*) définie par

w6 = [ £ €@ i

— Soit £* un champ de déplacement cinématiquement admissible. On appelle déplacement généralisé
associé a {* et a la donnée gOi dans € la quantité ¢;(£*) définie par

Q

a€) =~ [ @) e€)e)
o\
le signe — étant introduit par commodité.

EXEMPLE : Pour 'exemple précédent, cela donne le tableau de correspondance suivant entre déplace-
ments généralisés et forces généralisées

Déplacement généralisé a w A(EY) V(£)
Force généralisée F(g*) | M(g*) | —pgvol(R?) | (BA + 2u)a(T1 — To) — po
* 1 * *\ _ S
avec A(§ ) = \/()]_(m/ﬂgi)’d(z’ V(§ ) = /le‘/é- a2

et F(g") =/ g’ -e3dS,  Ml(a") =/ (z—x ) Ng" - e3dS.
g 5 = g s g
On voit donc qu’a la translation du plateau est associée la résultante des forces ; a la rotation, le moment
résultant ; au poids de I’éprouvette, le déplacement vertical moyen de I’éprouvette ; a la pression, la
variation de volume de I’éprouvette.

Il n’est évidemment pas nécessaire d’étre dans le cadre du probléme-type pour définir les notions de
déplacements généralisés et de forces généralisés. Cela s’étend a tous les types de conditions aux limites.
On peut méme dire que cette dualité déplacement généralisé—force généralisée permet de construire de
fagon systématique des conditions aux limites générales cohérentes. On voit d’ailleurs dans I’exemple
précédent qu’a une condition & la limite de type Dirichlet est associée par dualité une condition a la
limite en force généralisée qui sera de type non local et de méme a une condition a la limite de type
Neumann est associée une condition a la limite en déplacement généralisé qui sera de type non local.
Voici un autre exemple dont le traitement est laissé a titre d’exercice.
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Exercice 3.3. On consideére une structure élastique qui posséde

une cavité intérieure B contenant un fluide a une pression uni-

forme p. On s’intéresse a l’équilibre de la structure élastique en

supposant connue la pression p du fluide qui est prise comme -
force généralisée. Montrer que le déplacement généralisé associé Q

est la variation de volume de la cavité, i.e.

(&) = | & -nds,
oB

n désignant la normale extérieure a la cavité.

3.4.3 Coefficients de souplesse et coefficients de raideur structurels

En vertu du principe de superposition, les forces généralisées et les déplacements généralisés sont
reliés a [’équilibre par des relations linéaires. Ceci permet de définir des coefficients d’élasticité globaux
pour 'ensemble de la structure : coefficients de souplesse qui donnent les déplacements généralisés en
fonction des forces généralisées et coefficients de raideur, inverses des précédents, qui donnent les
forces généralisées en fonction des déplacements généralisés.

Nous ne traiterons pas ici le cas général, mais nous nous contenterons d’illustrer ces notions sous
forme d’exercice sur I'exemple précédent lorsqu’on controle les forces sur le plateau de presse.

Exercice 3.4. Dans le cas de l’essai sur éprouvette a force contrélée ou l'on tient compte de la
pesanteur, de la pression atmosphérique et du fait que la température de ’éprouvette est 11, reécrire
le probleme d’élastostatique sous forme variationnelle, identifier les forces généralisées données et les
déplacements généralisés associés. A laide du principe de superposition, établir les relations entre les
déplacements généralisés et les forces généralisées, puis étudier leurs propriétés.

CORRIGE. L’ensemble des déplacements admissibles est 1'espace vectoriel C, cf Exercice 3.2,
C={& : &=0swr Sy, Fal)eRIw(E)eR tels que £*(z) = a(€") +w() A (z — zp) sur S.}
La forme linéaire £ prenant en compte le travail des efforts extérieurs et le travail des précontraintes s’écrit
L) == F-a(§) + M- w(f") — pgvol(A(E7) + ((BA + 2u) Ty — Tp) — po)V(£)

que l'on peut écrire aussi £(£*) = @Q - ¢(£*) en introduisant le vecteur force généralisée @ et le vecteur
déplacement associé dépendant linéairement de §* € C, tous deux vecteurs de R® définis par

Q = (£, M, —pgvol(), 3A + 2u)a(Ty — To) — po) |, 4(€7) = (a(§"),w(€), AE7), V(E))-

Le probleme variationnel d’élastostatique s’écrit alors

Trouver £ € C tel que /

(Ndivedive” +2us(¢) :£(¢7))d2 = Q- a(€"), V€ eC.
Sx(0,L)
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On voit qu’a I’équilibre on a

[ (aive? + 2e9): 40 )0 = £6©) = Q- ©
Sx(0,L)
ce qui est une généralisation de la formule de Clapeyron.
En vertu du principe de superposition, le probleme variationnel peut se décomposer en les 8 problemes
variationnels suivants : pour i € {1,---,8},

trouver ¢’ € C tel que / ()\ div¢' div e + 2ue(€) :g(g*))dﬂ =q(&"), V& ec. (3.21)

Sx(0,L)

Comme R = {0} puisque la base est fixée, chacun de ces problemes admet une solution unique et la solution
du probleme complet s’écrit

8
Ez) = Z Q;¢ ().

Posons S;; := ¢;(¢7). Comme ¢;(§) = Z?Zl Q&) = Z?Zl Si;Qj, on a la relation matricielle suivante entre
les déplacements généralisés et les forces généralisées :

a€) =5-Q

La matrice 8 x8 S représente la matrice de souplesse de la structure associée & cet essai. Par exemple Ss3
représente la translation verticale du plateau due & une force verticale unité exercée sur le plateau, les autres
forces généralisées étant nulles. Les coefficients hors diagonale sont des coefficients de couplage. Par exemple,
Ss7 représente la translation verticale du plateau due & un poids unité (vertical ascendant), les autres forces
généralisées étant nulles ; alors que S73 représente le déplacement vertical moyen de I’éprouvette dit & une force
verticale unité exercée sur le plateau de la presse, les autres forces généralisées étant nulles.

Etudions les propriétés de S. En prenant £* = &’ dans (3.21), on déduit que

Sy=S;i= [ (Adigdive +2ue(€)  =(¢))) a0
Sx(0,L) == == ==

et donc que la matrice S est symétrique. Cette propriété (qui est aussi appelée propriété de réciprocité de
Mazwell-Betti) est évidemment trés importante et pas vraiment intuitive. Ainsi, comme Sz7 = Sy, la transla-
tion verticale du plateau due a un poids vertical ascendant unité est égale au déplacement vertical moyen de
I’éprouvette di a une force verticale unité exercée sur le plateau.

De plus, S est définie positive, puisque

5,Q:Q; = / (Adivedive +2us() - 2(9))d2 > 0, ¥Q € R,
Sx(0,L) - - - - -

I’égalité n’ayant lieu que si € = 0 et donc que si Q = 0.

Si la section S de 'éprouvette posséde des symétries, alors on peut montrer que certains coefficients de
souplesse sont nuls ou égaux & d’autres. Par exemple, si la section est le carré (—D, D)2, alors il est facile
de voir que S1; = Sop et Syu = Ss5 simplement du fait que les directions 1 et 2 sont équivalentes. De méme
S12 = Sa1 = S13 = S31 = Sa3 = Sg2 = 0, car par symétrie une force suivant e; n’induit pas une translation du
plateau suivant e, et une force suivant e; n’induit pas de translation du plateau suivant e; et e,. Par contre,
Ss7 et Ssg ne sont pas nuls car une force suivant e, induit un déplacement vertical moyen et une variation de
volume de ’éprouvette.
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En inversant la relation entre @ et g(£), on obtient la matrice de raideur,

Q=

170

qui possede les mémes propriétés de symétrie et de définie positivité que la matrice de souplesse. Le coefficient
de raideur R;; s’interprete comme étant la force généralisée ); due a un déplacement généralisé g; = 1, les autres
déplacements généralisés étant nuls. Ainsi, R37 est la force verticale qu’exercerait le plateau sur I’éprouvette si
l'on imposait un déplacement vertical moyen de I’éprouvette égal a 1, tout en bloquant les déplacements du
plateau et la variation de volume de ’éprouvette. O

Exercice 3.5. Reprendre [’exercice précédent en envisageant une éprouvette d section circulaire de
rayon R. Résoudre exactement le probléeme élémentaire © = 6 correspondant a un essai de torsion a
couple de torsion unitaire imposé, i.e. Qg = 1. En déduire l’expression du coefficient de souplesse Sgg
et montrer que les coefficients de couplage Sjs, j # 6, sont nuls. En déduire le coefficient de raideur
Rge-

CORRIGE. On vérifie sans difficulté que les champs des déplacements et des contraintes solutions du probleme
élémentaire de torsion sont, en coordonnées cylindriques, de la forme

¢(z) = wg%rgg, o’(z) = uws%gg ®se,

et donc tous les déplacements généralisés associés & £° sont nuls hormis q6(§(’) = ws,

Q(éﬁ) =0, Q(éﬁ) = W3Eks, A(§6) =0, V(§6) =0.
L’angle de torsion ws est déterminé par la donnée du couple de torsion, i.e. 1 = Qg = fSL r209.dS. D’ol

2L

w3 = ——n0.
3 TuRY

Comme, par définition, S;¢ = qj(§6), on obtient Sgg = w3 et Sj6 = 0 pour j # 6. Par symétrie, on a aussi

Se; = 0 pour j # 6. Par conséquent Rgs = 1/w3 et les coefficients de couplage Rg; = Rjg, j # 6, sont nuls.
Noter que ces résultats sont spécifiques & une section circulaire. Pour des sections de forme différente, cer-

tains coefficients de couplage peuvent étre non nuls. Ainsi dans le cas d’une section carrée, Ssg, S7g et Sgg sont

non nuls car la torsion s’accompagne d’un déplacement vertical et d'un changement de volume de 1’éprouvette. [J

3.5 Quelques conséquences des théorémes de 1’énergie

3.5.1 Encadrement de la solution

Nous allons voir qu’en utilisant le théoreme de 1’énergie potentielle et le théoreme de ’énergie
complémentaire, on peut construire systématiquement un encadrement de la solution d’un probléme
d’élastostatique. Le point de départ est la formule suivante
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La formule reliant les minima. Si le probleme d’élastostatique posséde une solution (£, ), alors
le minimum de l’énergie potentielle et le minimum de [’énergie complémentaire sont reliés par

P() +P*(g) = 0.

PREUVE. En partant des définitions générales de ’énergie potentielle et de I’énergie complémentaire données
dans la section 3.3, on obtient en additionnant

PO+P@ = [ (He-g):Sla- o)+ he):Cie©+ "2 - g2 ) d - Wenlé - )
o\x = =
= [ (60 o0~ 2le) ) a0 - Wl — €
- / (g Q@ - éd)) st — Wext(é - fd)
o\x
= 0
la derniere égalité étant due au fait que g est statiquement admissible. O

En s’appuyant ensuite sur les deux théoremes de I’énergie, on obtient un formule d’encadrement du
minimum de 1’énergie

La formule d’encadrement. Si le probleme d’élastostatique posséde une solution, alors le mini-
mum de l’énergie potentielle et le minimum de ’énergie complémentaire sont encadrés par

vgres,  Pg) s —mnPt=mmP<PE), Vel

Cette formule se révele tres utile en pratique pour construire des approximations de la solution.
Nous allons l'illustrer dans le paragraphe suivant autour du probleme de ’essai de traction.

3.5.2 Un exemple d’application : ’essai de traction a déplacement latéral bloqué

Présentation

On désire mesurer le module d’Young E d’un matériau linéairement élastique
isotrope a 'aide d’un essai de traction en supposant connu son coefficient de
Poisson v. Pour cela on fabrique une éprouvette cylindrique de longueur L et
a section circulaire de rayon R. Dans sa configuration de référence naturelle,
I’éprouvette occupe le domaine Q2 = S x (0, L) avec

S = {(z1,29) : 2% + 23 < R*}.

Sa base S x {0} est attachée & un support rigide fixe et son sommet S x {L}
est fixé au plateau rigide d’une presse.
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On impose le déplacement Age; au plateau de la presse, A > 0, et on mesure la force F' nécessaire
pour cela :

F = 033dS.
Sx{L}

En dehors du cas particulier ou le coefficient de Poisson est nul, la fixation de la base et du sommet a
un support rigide fait que le champ des contraintes & 1’équilibre n’est ni uniforme, ni uniaxial :

a(z) # %Egg ® e, F +# %EWRZ.

Introduisons le module d’Young apparent

FL
E, = ——
TR2A

qui s’interpréte comme le rapport entre la contrainte longitudinale moyenne F/mR? exercée par le
plateau de la presse sur I’éprouvette et I'allongement relatif A/L de ’éprouvette. Par des arguments
de dimension, il est possible de montrer que ce module d’Young apparent est proportionnel au mo-
dule d’Young réel du matériau constitutif de ’éprouvette, avec un coefficient de proportionnalité ne
dépendant que du coefficient de Poisson et de I’élancement e = L/R de ’éprouvette :

’ E, = k(v, e)E‘.

Faute de savoir calculer exactement le coefficient de proportionnalité k, nous nous proposons d’en
construire un encadrement & 1’aide des théoréemes de 1’énergie.

Le probléeme aux limites et ses propriétés variationnelles

Le probleme aux limites associé a cet essai de traction entre dans la famille des problemes-types
étudiés précédemment. L’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles est espace affine

C={" : (x)=0 sur S x{0}, §(z) = Aeg sur S x {L}}
dont I'espace vectoriel associé est
Co={ : &(x)=0 sur Sx{0,L}}.
Comme la base et le sommet sont fixés, tout déplacement de corps rigide est interdit,
R = {0}.

En négligeant les forces de pesanteur, ’ensemble des champs de contraintes statiquement admissibles
est ’espace vectoriel S suivant

S={g" : divg"=0 dans Sx(0,L), ¢"-n=0 sur 95 x(0,L)}.

8. L’ensemble C n’est pas vide, il contient par exemple le champ de déplacement éd(g) = A%g.
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Comme tous les efforts extérieurs qui sont donnés sont nuls (forces volumiques dans 2 et forces

surfaciques sur 95 x (0, L)), le travail des efforts extérieurs donnés est nul
Wext (£°) = 0, Ve eC.

Par contre le travail des forces de liaison lui n’est pas nul et s’écrit
Wrea(c™) = A/ oag(x1, 22, L)dx1dxs, Vo* € S.
g S g

En appliquant les résultats généraux d’existence et d’unicité, on voit donc que le probleme admet une
solution unique (&, 0), tant en déplacements qu’en contraintes. On est dans le cas d’un probléme & un
paramétre cinématique, le déplacement longitudinal A. La force généralisée associée n’est rien d’autre
que la résultante F' des contraintes de traction sur la section extréme :

FZ/U33(CL’1,$2,L)d.Z‘1d$2.
S

L’énergie potentielle d'un champ £* cinématiquement admissible s’écrit

P(er) = /Q (;\ Tr(e(€%))? + pe(£”) 35(5*)> dz

alors que 'énergie complémentaire d’'un champ ¢* statiquement admissible s’écrit

1
’P*(g*) = /Q (—2VE‘(TI‘O'*)2 + 2;Vg* :0*> dr — ALU§3(x1,x2,L)dx1dx2.

Comme ¢ minimise I’énergie complémentaire sur S, la dérivée de P* en g dans toute direction admis-
sible 7 est nulle. Comme S est un espace vectoriel, on a donc

i77"(g+h7' 0, Vr eSS,

dh o =

ce qui donne
/6(5) :de:A/ng(xl,xg,l))dxld:vg, VreS.
Q S
En prenant 7 = ¢ on en déduit que [, e(§) : ode = FA et donc finalement
P*(g) = —3 FA

ce qui est le pendant de la formule de Clapeyron (3.18) qui avait été obtenue dans le cas ou C est un
espace vectoriel, mais qui est obtenue ici en terme de I’énergie complémentaire grace au fait que S est
un espace vectoriel°. En reportant ce résultat dans la formule générale d’encadrement établie dans la
section précédente, on obtient finalement la formule d’encadrement suivante pour le module d”Young
apparent

2L 2L
= _PYo*) < E, < ——
T R2A2 () < Ba < T R2A?
Il s’agit maintenant de construire des minorants et des majorants grace a des choix astucieux de
champs de contraintes et de champs de déplacements admissibles.

Vo' € S, P(E), V€ e (3.22)

9. Cette formule dit que le travail de liaison a ’équilibre est égal au double de 1’énergie élastique a 1’équilibre
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Encadrement grossier

Prenons pour champ de déplacement

z3

¢(z) = AT ey

Il est bien cinématiquement admissible et un calcul immédiat donne

d A d 1 A? 2
) =7e®e  PE)=3(A+20)5mRL

et donc le majorant
Ea < A+ QIUJ.

Prenons maintenant pour champ de contraintes

A
F(z) = ZEE:s ® e3.

IS}

Comume il est uniforme et uniaxial, il vérifie les équations d’équilibre volumiques et les conditions a la
limites de nullité du vecteur contrainte sur la surface latérale de I'éprouvette. Il est donc statiquement
admissible et son énergie complémentaire est donnée par

A2 9 A 9 TR2A2
ErR*L — AZEWR =57

En reportant, on en déduit le minorant

E.

E<E,.

D’ou finalement ’encadrement que ’on qualifiera de grossier car il est indépendant de 1’élancement
de I’éprouvette :

E<FE,<A+2u| (3.23)

Casourv=0

Si le coefficient de Poisson du matériau est nul, alors A = 0 et 2u = E. Le minorant et le majorant
coincident, ce qui veut dire que les champs tests §d et g sont solutions. Le champ des contraintes
est donc uniforme et uniaxial, le module d’Young apparent est égal au module d’Young du matériau.

Cas ou v #0

Dans ce cas, ni €%, ni 0 ne sont solutions. En effet, £? n’est pas le champ de déplacement solution,
car le champ de contrainte associé s’écrit
o4

A A
= )‘f(gl Qe +ey®ey) + (A+ QN)ZQS ® e

et il ne vérifie pas la condition de nullité du vecteur contrainte sur la surface latérale puisque A # 0.
De méme, ¢ n’est pas solution, car le champ des déformations associé s’écrit

vA A
> = _T(gl ®e +ep®ey) + T O e (3.24)

1100

52



Comme €37 # 0, la condition de fixation £&; = 0 en x3 = 0 ne peut pas étre satisfaite. Comme les champs
tests ne sont pas solution, les inégalités sont nécessairement strictes dans les estimations obtenues :

E<E, <A+2pu.

Affinement du majorant dans le cas v # 0

Considérons le champ de déplacement > suivant

£ (z) = T (—vaie; — vage, + w3€3)

dont le champ de déformation associé est £€* donné par (3.24) et le champ de contraintes associé
par la relation d’élasticité est 0°°. Ce champ de déplacement n’est pas cinématiquement admissible
car il ne vérifie pas les conditions de fixation en x5 = 0 et 23 = L. Toutefois on peut penser que si
I’éprouvette est élancée, i.e. si e = L/R est grand devant 1, alors le champ des contraintes a I’équilibre
loin de la base et du sommet ne devrait pas étre tres différent de ™. Par conséquent, si nous rendons
admissible {> en pondérant ses composantes tangentielles par une fonction de z3 nulle en 0 et en L,
et tendant “rapidement” vers 1 quand on s’éloigne de la base et du sommet, on devrait obtenir un
majorant proche de E. C’est ce que nous nous proposons de montrer dans ce paragraphe.

Introduisons donc la famille de champs cinématiquement admissibles

* A T3 A
' (z) = —fo <f> (zvlgl + $2§2) + T ases
avec
feF={f:[0,1] =R, fdeclasse C% f(0) = f(1) = 0} | (3.25)
Le champ de déformation associé a £* est donné par
(3 _ V(31
vf ( L ) 0 2/ ( L ) L
. A x3 Vo T3\ T2
D=7 0 »i(3) ()T
V(NI V(T3 @
ST (DT
Apreés un calcul qui n’est pas détaillé ici, I’énergie potentielle d’un tel champ peut s’écrire
N TR2A?
P(e) = T (1+ () E
avec
a [l ! 2
10 =5 [ roraces [0 12 (3.26)

ou « et B sont deux coefficients strictement positifs (dans la mesure ou v # 0) ne dépendant que du

coefficient de Poisson
V2 202

Mty T Oroa-zy

o=
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En reportant dans la formule d’encadrement (3.22), on obtient donc le majorant suivant
B, < (1 +J(f))E, VfeF

et on obtiendra donc le meilleur majorant avec des champs de cette forme en minimisant J sur F.
La minimisation de J sur F est un probleme classique de calcul des variations dont on rappelle les
principales étapes ci-dessous qui conduisent a sa résolution.
Minimisation de J sur F.
1. Les coefficients o et B étant strictement positifs, la fonctionnelle J est strictement convexe sur
F.
2. La fonction f. de F qui la minimise est unique et est celle qui annule la dérivée directionnelle
de J, i.e.
fv € F, J(f)(f)=0, VfeF, (3.27)

la dérivée directionnelle étant donnée par

J(f(f) = %J(f* /f* d§+25/ £ (¢ —1>f(§)d§. (3.28)

3. Par conséquent, f, est solution del’ equatzon différentielle du second ordre a coefficients constants

SHQ =B =D =0 Ve (1)

f<(0) = f(1) =0

Muni de cette caractérisation du minimum, il est facile d’intégrer I’équation différentielle et on

obtient Y
cosh ( (2¢ — 1)67
£(O) =1 ( e\f\;l—QV)
cosh (ﬁ)

Il reste a calculer le minimum J(f.). On a tout intérét pour réduire les calculs d’utiliser la propriété
variationnelle (3.27) que vérifie le minimiseur. En effet en prenant f = f, dans (3.27), on obtient

_ ;/01 f;(g)2d<+ﬁ/01 (£(0 = 1) £(0)dc
et donc

J(f+) ﬁ/ O)d¢ = p¥——=- \/;t h(%)

En reportant, on a donc obtenu I'encadrement suivant

V212 ev2
e (25

On retrouve que si v = 0 le minorant et le majorant coincident. Sinon, on voit que le majorant tend
vers E lorsque I’élancement de 1’éprouvette tend vers l'infini, ce qui était le résultat pressenti.
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Deuxieme partie

Plasticité
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Chapitre 4

Introduction au comportement
inélastique des matériaux et des
structures

4.1 Les comportements macroscopiques des matériaux

FIGURE 4.1 — Eprouvettes utilisées dans des essais uni-axiaux : a gauche et au milieu, éprouvette
cylindrique et éprouvette plate pour un essai de traction; a droite, éprouvette cylindrique pour un
essal de compression.

Pour identifier le comportement macroscopique d’un matériau, on commence par réaliser des essais
uni-axiaux sur éprouvette, i.e. des essais ou l'on exerce des forces de traction ou de compression dans
une direction (soit e;). Si l’éprouvette est cylindrique et si la réponse est homogene, alors le tenseur des
contraintes sera de la forme g = ge; ® e, ce qui justifie la terminologie. Le tenseur des déformations
€ ne sera pas en général uniaxial et on notera e sa composante e11. Toutefois, ces propriétés d’uni-
axialité et d’homogénéité ne sont pas toujours satisfaites en pratique (ne serait-ce que par la forme
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méme de I’éprouvette et par la difficulté a imposer des conditions aux limites compatibles). C’est aussi
une des préoccupations de ’expérimentateur de s’assurer que les résultats obtenus sont intrinseques au
matériau et pas un effet combiné du matériau, de la géométrie et du chargement. Autrement dit, les
résultats d’essais obtenus permettent avant tout de mettre en relation des grandeurs macroscopiques
(i.e. moyennées en espace) qu'il s’agit de compléter par d’autres analyses afin de s’assurer qu’ils ne
sont pas biaisés par des effets structurels.

Munis de ces précautions, commencons par rendre compte des différents types de réponses observées
sous chargement monotone en distinguant si besoin est les essais de traction o > 0, des essais de
compression o < 0. Suivant les matériaux et les conditions de température, on peut obtenir dans un
diagramme (g, 0) des courbes d’allure variée et dont les ordres de grandeur des déformations ou des
contraintes critiques sont tres différents. Les réponses-types sont commentées ci-dessous et représentées
sur les Figures 4.2 et 4.3, des valeurs étant données a titre indicatif pour fixer les ordres de grandeur :

o (MPa) o (MPa) o (MPa)
300F 10 sl
250+
—>e(%) s—>e(%) o (%)

FIGURE 4.2 — Réponses schématiques de différents matériaux dans un essai de traction uniaxiale : a
gauche, pour un acier ; au centre, pour un élastomere ; a droite, pour du béton.

1.

Pour un acier doux, a température ordinaire, on observe une réponse quasi-linéaire jusqu’a des
valeurs de la contrainte autour de 200-250 MPa avec une pente autour de 200 GPa (et donc
jusqu’a une déformation d’environ 10~3), puis la courbe s’infléchit voire redescend légerement,
se stabilise autour d’une valeur pratiquement constante avant de croitre a nouveau, de passer
par un maximum et de redescendre. Le maximum est atteint pour des valeurs de la déformation
de quelques % et une contrainte autour de 300-350 MPa.

. Pour un élastomere, la courbe contrainte-déformation est toujours fortement non linéaire,

d’abord concave puis convexe avec un changement de concavité vers quelques % de déformation.
Le module d’Young tangent est beaucoup plus faible que pour un acier.

Pour une éprouvette en béton soumise a un essai de traction, on observe une réponse quasi-
linéaire jusqu’a une déformation de I'ordre de quelques 1073 et une contrainte de 'ordre de
quelques MPa, puis une décroissance rapide de la contrainte (phénomene appelé adoucisse-
ment).

Si I'on réalise un essai de compression sur une éprouvette de béton, ’allure de la courbe
contrainte-déformation est sensiblement différente de celle obtenue en traction. La partie linéaire
de la réponse est nettement plus importante, puis la courbe s’infléchit progressivement jusqu’a
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atteindre une valeur maximale 7 & 8 fois plus élevée que la contrainte maximale en traction.
Cette phase de croissance non linéaire de la contrainte correspond au phénomene de durcis-
sement. Elle est suivie d’'une phase d’adoucissement, mais la décroissance de la contrainte est
plus lente qu’en traction, cf Figure 4.3.

o (MPa)
3

—0.4 —> (%)

—4 —20

FIGURE 4.3 — Asymétrie du comportement du béton entre la traction et la compression.

Les non-linéarités observées lors de certaines phases de la réponse sous chargement monotone
s’averent étre dues a une irréversibilité du comportement (mais attention, il ne faut pas confondre les
deux concepts) et on le constate en faisant des chargements non monotones. Donc, si aprés une montée
en charge jusqu’a un certain niveau de déformation €1 et de contrainte o, on décharge I’éprouvette
jusqu’a ramener les contraintes a 0 puis on la recharge jusqu’a un niveau de déformation €9 plus grand
(en valeur absolue) que €1, on observe typiquement les réponses suivantes, cf Figure 4.4 :

1. Pour un acier doux, si €1 correspond au premier plateau de la montée en charge, la décharge est
pratiquement linéaire suivant une pente qui est pratiquement identique a celle de la montée en
charge. A la fin de la décharge on observe donc une déformation résiduelle. C’est ce phénomeéne
qui est appelé plasticité. Si 'on recharge, la réponse est pratiquement linéaire avec toujours
la méme pente jusqu’au niveau £1, puis la contrainte est a nouveau pratiquement constante et
I’on retrouve la courbe de premiere charge.

2. Pour un élastomere, la décharge est comme la montée en charge fortement non linéaire, la
courbe est convexe et la pente diminue progressivement lorsqu’on ramene la contrainte a 0.
Contrairement a l’acier, on n’observe pas de déformation résiduelle notable. Ce comportement
avec boucle d’hystérésis est appelé effet Mullins. La recharge se fait pratiquement suivant la
courbe de décharge, ce qui veut dire que cette phase de décharge-recharge est pratiquement
réversible (mais non-linéaire). Lorsqu’on dépasse le niveau e1, on retrouve la courbe de premiere
charge.

3. Pour du béton en compression, la décharge est en premiere approximation linéaire mais avec
une pente plus faible que celle correspondant au début de la montée en charge. Ce phénomeéne
de perte de rigidité est appelé endommagement. A la fin de la décharge, il y a une déformation
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résiduelle. La recharge est en premiere approximation réversible jusqu’au niveau 1 précédemment
atteint, puis ’on suit la courbe de premiere charge.

g o o

FIGURE 4.4 — Réponses schématiques des différents matériaux dans un cycle de charge-décharge-
recharge : a gauche, pour un acier doux; au centre, pour un élastomere; a droite, pour un béton en
compression.

Toutefois, dans tous les cas la réversibilité des phases de décharge-recharge n’est qu’approximative. Si
I’on effectue un grand nombre de cycles, on voit progressivement une dérive qui peut suivant les cas
se stabiliser ou non selon le type de matériaux testés et le type de cycles effectués, cf Figure 4.5.

o (MPa)
ot o (MPa)
20.0

15.0

2602 f 10.0

Contrainte (MPa)

5.0

0.0
500 1 s s 25 s 0.000 0.002 0.004 0.006 ¢

Deformation

™

FIGURE 4.5 — Réponses des différents matériaux sous chargement cyclique : a gauche, plasticité cyclique
d’un acier ; au milieu, adoucissement cyclique d’un élastomere ; a droite, comportement hystérétique
d’un béton en compression

Si 'on revient & un chargement monotone et si on augmente la déformation, I’éprouvette finit par
se rompre. Ici encore les mécanismes de rupture observés sont tres variés et fortement dépendants
du matériau et de l'essai. Par exemple, pour un acier lors d’un essai de traction, on observe avant
la rupture un rétrécissement de la section de I’éprouvette (phénomene appelé striction), la rupture
intervenant ensuite par une séparation en deux de I'éprouvette dans le sens transversal. Pour un
composite constitué d’une matrice polymere renforcée par des fibres de carbone dans une direction,
la rupture dans un essai de compression (la direction de la compression étant parallele aux fibres)
intervient par une décohésion des fibres. Pour un béton en compression, la rupture se traduit par
Papparition d’un réseau de fissures longitudinales alors que dans un essai de traction elle consiste
essentiellement en une fissure unique transversale.
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FIGURE 4.6 — Etat final de différentes éprouvettes apres un essai uniaxial : a gauche, rupture par
striction d’une éprouvette métallique ; au centre, rupture par décohésion des fibres d’un composite a
fibres de carbone ; a droite, rupture par fissuration longitudinale d’une éprouvette de béton comprimée.

On peut étre tenté de proposer une classification des matériaux ou des comportements a partir de
ces différences observées dans des essais uniaxiaux. On parle ainsi de comportement fragile ou ductile.

Terminologie : Un matériau comme l'acier a température ordinaire qui peut supporter des
déformations importantes apres la phase initiale élastique est dit ductile alors qu’un matériau comme
le béton dont la contrainte chute rapidement vers 0 apres la phase élastique est dit fragile.

Mais cette distinction fragile-ductile ne permet ni de caractériser un matériau donné, ni de classer
I’ensemble des matériaux car les réponses présentées précédemment peuvent dépendre fortement de
deux parameétres : la température et la vitesse de déformation.
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FIGURE 4.7 — Mise en évidence d’un comportement avec viscosité : a gauche, dépendance de la réponse
a la vitesse de déformation ; au milieu, relaxation de la contrainte & déformation constante; a droite,
fluage a contrainte constante.

La dépendance a la vitesse de déformation est particulierement nette chez les polymeres. Une fagon
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de le mettre en évidence est de faire des essais de traction uni-axiaux en pilotant en déformation et
en imposant une vitesse de déformation constante. On constate que, plus la vitesse de déformation
est grande, plus la contrainte est élevée pour le méme niveau de déformation, cf Figure 4.7. Ces effets
visqueux se voient aussi en travaillant soit a déformation constante ou ’on observe une relazation
des contraintes avec le temps, soit a contrainte constante ol I’on observe le phénomene de fluage, i.e.
une augmentation de la déformation avec le temps. En combinant des phases ou 1'on fait varier tres
rapidement les déformations, phases au cours desquelles la viscosité n’a pas le temps de jouer, avec
des phases ou 'on maintient les déformations, phases ou il y a relaxation des contraintes, on obtient
des réponses comme celle qui est représentée dans la Figure 4.8 et qui correspond & un élastomere.

o (MPa) o (MPa)

20

20

0 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500
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FIGURE 4.8 — Mise en évidence du comportement viscoélastique d’un polymere : a gauche, contrainte
uni-axiale o en fonction du temps; a droite, réponse dans le diagramme (g, o)

Il faut noter toutefois que tous les comportements irréversibles mis en évidence auparavant (les
déformations résiduelles et la plasticité cyclique pour les métaux, I'effet Mullins et ’adoucissement
cyclique des contraintes pour les polymeres, la perte progressive de rigidité et le comportement
hystérétique des bétons) ne sont pas des effets visqueux. Ils peuvent étre modélisés dans un cadre
ou le comportement est indépendant des vitesses de sollicitation.

La température est un parametre essentiel qui peut changer radicalement le comportement d’un
matériau. Ainsi, un métal est ductile & température ordinaire, mais devient fragile & basse température.
Cette transition fragile-ductile, longtemps méconnue ou mésestimée, est d’ailleurs a la base de plusieurs
accidents célebres (cf la fin du chapitre). Pour un polymere, la température de transition vitreuse
correspond pratiquement & un changement d’état, le polymere passant (progressivement) lorsqu’on
augmente la température d’un état dit vitreux a un état dit caoutchouteux. Dans le méme temps, le
module d’Young peut chuter dans un rapport 100. De fagon générale, plus la température est élevée
et plus les effets visqueux prennent de 'importance.
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Les mécanismes microscopiques associés : L’explication de ces différents comportements peut étre

cherchée a une échelle plus fine en observant les mécanismes microscopiques associés. A chaque
fois, le mot clé est défaut : la plasticité des métaux est due aux mouvements des dislocations
(défaut du réseau cristallin) ; le comportement non linéaire et irréversible des élastomeres est du a
I’étirement des chaines et aux modifications des liaisons faibles entre les noeuds du réseau ; la perte
de rigidité progressive et le comportement hystérétique du béton sont liés au développement et au
jeu d’ouverture et de fermeture de réseaux de microfissures.

Toutefois, I'objectif de ce cours n’est pas d’établir un lien précis entre microstructure et propriétés
macroscopiques, mais de modéliser directement au niveau macroscopique les comportements observés
afin de disposer d’outils de dimensionnement des structures mécaniques. Il existe des cours spécialisés
dédiés a I’étude des matériaux aux “petites échelles”, par exemple “PHY556 : Bases physiques des
comportements mécaniques des solides”.

4.2 La fissuration et la rupture des structures

La fissuration est un défaut qui touche tous les matériaux et toutes les structures a toutes les
échelles de temps et d’espace. On ne peut pas ’éviter, mais il faut absolument la controler par des
essais in situ réguliers, mais aussi en développant des modeles prédictifs de plus en plus sophistiqués qui
permettent de faire des simulations numériques de plus en plus réalistes. Les enjeux socio-économiques
sont considérables et c’est un des domaines de la recherche en Mécanique des Solides qui est le plus actif
et ou les concepts et les outils ont le plus évolué durant ces deux dernieres décennies. La présentation
des bases de cette branche de la Mécanique des Solides que 1'on appelle Mécanique de la Rupture
fera I'objet de la deuxieme partie de ce cours. On se propose dans cette section d’illustrer a partir de
quelques exemples 'ampleur du phénomene.

Notons tout d’abord que ’on ne peut pas expliquer les réponses des matériaux dans les essais uni-
axiaux présentés précédemment sur toute ou partie de la plage de sollicitation sans invoquer la présence
et le développement de fissures dans les éprouvettes. C’est le cas pour le béton en traction ou la phase
d’adoucissement correspond a une fissuration transverse rapide de I’éprouvette. Il est d’ailleurs clair que
durant cette phase la réponse de I’éprouvette n’est pas homogene et que les grandeurs o et € mesurées
ne sont plus caractéristiques du comportement du matériau seul mais sont des grandeurs moyennes.
L’éprouvette doit alors étre considérée comme une structure avec hétérogénéité de la déformation
(sans parler de I'hétérogénéité structurelle du “matériau” béton, les granulats jouant un role essentiel
dans le développement de la micro-fissuration). C’est encore le cas pour le béton sous compression car
on ne peut pas expliquer les boucles d’hystérésis et la dissymétrie du comportement par rapport a la
traction sans invoquer les phénomenes d’ouverture et de fermeture des micro-fissures accompagnés de
glissement et frottement entre les levres en contact. Mais c’est également vrai pour les métaux dans
la phase ultime de striction ou des micro-cavités coalescent pour former la fissure transverse finale. Ici
aussi, durant la phase de striction, ’éprouvette n’est plus homogene. La décohésion des fibres est un
des mécanismes d’endommagement fondamentaux pour les composites, la fissuration se développant
alors de fagon privilégiée le long des interfaces fibre-matrice.

La fissuration touche toutes les structures en service conduisant parfois a des ruptures brutales
sans préavis. L’exemple le plus célebre est celui des cargos, appelés Liberty ships, construits durant la
Seconde Guerre mondiale et dont 200 sur les 5000 ont subi des dommages importants, certains rompant
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FIGURE 4.9 — Le Schenectady, un des liberty ships entierement rompus

brutalement et entierement tel le Schenectady, cf Figure 4.9. L’explication avancée est double : d’une
part la navigation en Mer du Nord ou la température de I'eau est plus froide que dans I’Atlantique,
d’autre part 'urgence de la situation qui a conduit a construire ces bateaux en série a partir de
panneaux modulaires soudés et non plus rivetés (un bateau était ainsi assemblé en moins d’un mois).
La baisse de température a fait que le métal est passé de ductile a fragile avec une chute sensible de
la ténacité. C’est a cette occasion qu’a été découverte la notion de température de transition fragile-
ductile grace en particulier aux travaux de G. R. Irwin, ingénieur de I’US Naval Research Laboratory,
qui développa a l'occasion certains des concepts de base de la Mécanique de la Rupture Fragile.

FIGURE 4.10 — Le pont de Sully-sur-Loire apres sa rupture brutale du 16 janvier 1985

Un autre exemple de rupture brutale d’une structure en acier est celui du pont suspendu de Sully-
sur-Loire dont le tablier s’est effondré sur toute sa longueur dans le lit du fleuve le 16 janvier 1985, cf
Figure 4.10. La encore, c’est la baisse de la température (environ —20°C le matin de I'accident) qui a
fragilisé les aciers au niveau des suspentes et qui a provoqué une chute de la ténacité (la ténacité est
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pratiquement divisée par 3 quand la température passe de +20°C a —20°C).

FI1GURE 4.11 — Rupture d’un rail sur la ligne D du RER, de au gel en Octobre 2003

Le secteur des transports terrestres n’est pas épargné par le phénomeéne. La figure 4.11 montre
la rupture d’un rail sur la ligne D du RER en Octobre 2003. C’est encore les conditions climatiques
qui sont a la base de la rupture. Du fait de la baisse de la température, le rail voulait se contrac-
ter (couplage thermo-mécanique caractérisé par le coefficient de dilatation), mais cette contraction
étant empéchée par la fixation du rail sur le ballast, des contraintes thermiques de traction ont été
engendrées, proportionnelles & la baisse de température. Pour peu que le rail contenait un petit défaut,
ces contraintes ont été suffisantes pour provoquer la rupture brutale du rail.

Toutes les structures du Génie Civil sont congues et dimensionnées en fonction du risque de rupture
par fissuration. La faible résistance a la traction du béton fait que dans les calculs simplifiés, les parties
tendues sont ignorées, seules les parties comprimées sont prises en compte dans le dimensionnement.
C’est aussi cette faiblesse en traction et la dissymétrie traction-compression qui sont a la base du
développement du béton armé et du béton précontraint. Le béton armé est utilisé dans les parties
des structures (dalles, poutres ou voiles) soumises a de la flexion et ou une partie du béton sera
en traction et autre en compression. Les armatures (en général en acier) sont placées coté tendu de
fagon a reprendre les efforts de traction. Le principe du béton précontraint dont I'inventeur est Eugene
Freyssinet (X1899) est de couler du béton autour d’une armature d’acier pré-tendue (précontrainte
par pré-tension), ce qui aura pour effet, lorsqu’on relachera la tension dans les cables apres la prise
du béton, de mettre le béton en compression. On souhaite ainsi que, lorsque cette dalle précontrainte
se trouvera en service, le béton ne travaillera jamais en traction. Il existe une variante du procédé de
mise en précontrainte, appelée précontrainte par post-tension qui consiste a couler du béton autour
de cables d’acier insérés dans des gaines (de fagon a empécher 'adhérence entre I’acier et le béton), de
tendre les cables avant de les fixer au béton et enfin de relacher le tout. A la fin du procédé, le béton
se retrouve également en compression. Grace a ce procédé de béton précontraint, on peut construire
des travées de pont de grandes dimensions. Le record en France est détenu par le pont Chateaubriand
sur la Rance, pont en arc construit en 1991, et dont ’arche fait 260m ; le record mondial est détenu
depuis 1997 par le pont de Wanxian en Chine, également pont a arc dont la portée est de 420m.

Les géo-matériaux sont des matériaux fragiles, comme le béton, qui supportent mal les contraintes
de traction. Comme pour le rail du RER, des chocs thermiques peuvent engendrer des tractions assez
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FIGURE 4.12 — Le pont Chéateaubriand, pont en béton précontraint ayant la plus grande portée en
France

fortes pour provoquer leur fissuration. C’est le cas par exemple dans les régions volcaniques ol, apres
une éruption, les laves se solidifient tout en se fissurant lors de leur refroidissement. Ces fissures se
développent suivant un réseau quasi-périodique formant des cylindres, appelés colonnes ou orgues
basaltiques, dont les sections sont des polygones réguliers. Ainsi en Irlande du Nord, & la Chaussée
des Géants, on peut observer un réseau de 40 000 colonnes hexagonales verticales juxtaposées. S’il
est admis que c’est la contraction thermique qui est a la base de cette fissuration, il n’existe pas
aujourd’hui de modeles quantitatifs capables d’expliquer la forme et la taille du réseau périodique.

FIGURE 4.13 — Détails des colonnes basaltiques de la Chaussée des Géants en Irlande du Nord.

Les fissures sont une des hantises dans le secteur du nucléaire. C’est pourtant ce phénomene qui est
au centre de I'incident de la centrale de Civaux le 12 mai 1998. Alors que le réacteur était a ’arrét, une
fuite d’eau d’environ 30m3/h s’est produite en raison d’une fissure sur un coude de la tuyauterie du
circuit de refroidissement a I’arrét du réacteur. Les expertises ont montré que la fissure d’une vingtaine
de centimetres traversant 1’épaisseur du tube au voisinage d’une soudure était elle-méme au centre
d’un réseau de micro-fissures situées en peau interne du tuyau dans le revétement en acier inoxydable,
cf Figure 4.14. Ce phénomene de faiencage thermique est dit au mélange des eaux chaudes et froides
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a lintérieur du circuit qui au niveau du coude a engendré des turbulences. Ces turbulences ont elles-
mémes induit un chargement thermique cyclique de 'acier qui a fini par développer une fissuration
par fatigue. Ce réseau de micro-fissures a affaibli la soudure qui a fini par céder. Cet incident a été
considéré comme générique et, apres un arrét du réacteur de plusieurs mois, a nécessité de revoir la
conception du circuit de refroidissement sur tous les réacteurs de ce type (réacteur a eau pressurisée
de 1450MW).

FIGURE 4.14 — Faiengage thermique observé a Civaux dans le tuyau incriminé lors de 'incident du 12
mai 1998.

FiGURE 4.15 — Falencage de la peinture dans le portrait de la Joconde.

On retrouve le phénomene de falencage dans les tableaux de peinture. Le mécanisme de formation
de ces micro-fissures est tout a fait similaire & celui qui provoque la rupture d’un rail ou les colonnes
basaltiques. En séchant la peinture a tendance a se contracter, cette contraction est partiellement
empéchée par la toile et la fine couche de peinture se craquelle. C’est évidemment un phénomeéne
qui inquiete tous les conservateurs de musée car cela met en péril a terme le patrimoine culturel.
Paradoxalement, on peut aussi tirer parti de ce défaut pour authentifier les ceuvres d’art. L’idée est
que comme la morphologie des craquelures dépend de I’enduit, des coloris, de la toile et de I’age du
tableau, elle peut servir de signature de l'ceuvre. Des travaux de recherche sont entrepris dans ce
but-la.
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4.3 Les modeles rhéologiques

4.3.1 Les éléments de base

Toutes les lois de comportement usuelles des matériaux peuvent étre schématisées a 'aide de
modeles rhéologiques correspondant a des assemblages en série ou en parallele de ressorts, de patins,
d’amortisseurs et de masses!. Examinons un par un chacun de ces éléments. Tous les objets étant
astreints a se déplacer sur un axe prédéfini, leur position est caractérisée par un scalaire et les forces
qu’ils subissent sont implicitement orientées suivant cet axe et donc caractérisées également par un
scalaire.

1. La masse. Si on exerce une force o sur une masse (ponctuelle) m, I’évolution de sa position e
au cours du temps est régie par le principe fondamental de la dynamique qui s’écrit ici

meé = o,

£ représentant ’accélération de la masse.

2. Le ressort. L’extrémité A du ressort est fixée, 'extrémité B est susceptible de se déplacer et on
repere sa position courante par rapport a sa position lorsque le ressort est dans son état naturel,
libre de force. On note € ’allongement du ressort, i.e. la différence entre la position actuelle de
I'extrémité B et sa position naturelle. En supposant que le ressort a un comportement élastique
linéaire et en notant E sa raideur, la tension 7 du ressort est reliée a € par

T = Fe.

On peut évidemment envisager des relations tension-allongement non linéaires 7 = f(g). On

D CAV OVAN
A B

0 €

N
1 T —

FI1GURE 4.16 — Le modeéle rhéologique de ressort

peut méme rendre compte des concepts de rupture en introduisant un critere de rupture du
ressort, par exemple en imposant que le ressort casse lorsque sa tension atteint une valeur
critique o, ou de facon équivalente lorsque son allongement atteint une valeur critique ..

3. Le patin frottant. Du fait du frottement avec son support, le patin ne se déplace que si la force
que 'on exerce sur lui est suffisante pour vaincre la force de frottement —7 engendrée par le
contact du patin avec son support (le signe — est introduit de fagon a ce que 7 représente la
force qu’exerce le patin sur son support). Lorsqu’il se déplace la force de frottement 7 est égale

1. Les masses servent a rendre compte des effets d’inertie. Dans la suite de ce cours, on se placera le plus souvent dans
un cadre quasi-statique ce qui revient a négliger les masses et donc les forces d’inertie. Cette hypothese simplificatrice a
des conséquences importantes d’un point de vue qualitatif sur la réponse du systéme.
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a +o., le signe dépendant du sens de glissement. De facon précise, si on note € le déplacement
du patin depuis une position de référence, la loi de frottement s’écrit

4o, sie>0
|T’ S Oc, T = .. )
-0, sie<O0

ce qui peut aussi se condenser en
7| < o, TE = 0oc €],

€ représentant la vitesse de déplacement du patin. La force critique o. doit étre considérée

] T >
FIGURE 4.17 — Le modele rhéologique de patin frottant

comme une caractéristique du contact frottant entre le patin et son support, a identifier
expérimentalement. Comme dans le cas du ressort, on a fait ici le choix le plus simple en
supposant que les deux sens de glissement sont symétriques et que o. est une constante. Rien
n’interdit d’envisager des seuils de glissement différents selon que le patin glisse vers la droite ou
vers la gauche ou méme d’envisager des seuils qui évoluent avec le temps. C’est méme nécessaire
si ’on veut modéliser des phénomenes d’usure.

L’amortisseur. L’action d’une force ¢ sur un amortisseur ne modifie pas instantanément la
position de ce dernier, mais uniquement sa vitesse. De facon précise, si on note ¢ la variation de
position d’un amortisseur par rapport & une position de référence et ¢ sa vitesse de déplacement,
la relation force exercée—vitesse de déplacement s’écrit

0 = Ue

ou le coefficient de viscosité u est caractéristique de 'amortisseur et déterminé expérimentale-
ment. On peut ici encore envisager des lois plus sophistiquées (non linéaires, a viscosité variable,

).

5
1 T >

FIGURE 4.18 — Le modele rhéologique d’amortisseur
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A partir de ces “briques” élémentaires, on peut en les assemblant construire des modeles capables de
rendre compte, au moins qualitativement, du comportement observé des matériaux. Nous allons, a
titre d’illustration, étudier quelques assemblages simples et le lecteur est invité a en envisager des plus
complexes, certains étant suggérés a titre d’exercices. Les regles d’assemblage sont les suivantes :

— En série, les déplacements relatifs entre éléments de la série s’additionnent alors que les forces

4.3.2

4.3.3

se transmettent d’un élément a 'autre;
En paralléle, les déplacements de chaque élément sont égaux alors que les forces de chaque
élément s’additionnent ;

Quelques assemblages simples avec masses

ressort—masse. Si ’on met en série un ressort et une masse en fixant I’extrémité libre du ressort
et en exercant une force dépendant du temps o(t) sur la masse, I’équation du mouvement de
la masse s’écrit

mé + Ee = o,

la masse étant soumise a la force exercée o et a la force de rappel du ressort —Fe. Quand la
force exercée o est constante, la masse oscille autour de sa position d’équilibre ecq = o/E avec

une pulsation w = y/E/m.

amortisseur—masse. Mettons une masse a l’extrémité mobile d’'un amortisseur et exercons une
force o(t) sur la masse. L’amortisseur exerce sur la masse une force égale & —pué et I’équation
du mouvement de la masse est donc

mé + ue = o.

Exercice 4.1. Donner la réponse d’un assemblage amortisseur—masse lorsqu’on impose brus-
quement une force og a l'instant 0, alors que l'assemblage est au repos, puis que l’on maintient
la force constante.

patin—masse. Associons une masse et un patin, tous deux initialement au repos dans une position
prise pour référence. Si nous exercons sur ’assemblage, & partir de 'instant initial, une force o
dépendant du temps, le mouvement est régi par le systeme suivant

mé=o0—T, IT| < o, TE = 0 |€]

complété par les données initiales £(0) = 0, £(0) = 0.

Exercice 4.2. Donner la réponse d’un assemblage patin—masse lorsqu’on impose brusquement
une force og > 0 a l'instant 0, alors que l'assemblage est au repos, puis que l’on maintient la
force constante. On distinguera les cas og < 0, 09 = 0. et 09 > 0.

Quelques assemblages simples sans masse

ressort—amortisseur en série. On fixe 'extrémité d’un ressort, on met en série un amortisseur
a Pautre extrémité et on impose une force o sur 'amortisseur. Si I'on note ¢ ’allongement
du ressort et €V le déplacement relatif de ’amortisseur, le déplacement du point d’application
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de la force € est donné par € = ¢ 4+ €. En écrivant les lois de comportement du ressort et de
I’amortisseur, on obtient
o=FEe, '=0o/p.

En dérivant la premiere relation et en éliminant €V grace a la deuxieéme, on obtient finalement
I’équation différentielle suivante régissant les évolutions de ’assemblage :

E
6+ —o = EE&.
7
Ce modele est appelé modéle viscoélastique de Mazwell.

2. ressort—amortisseur en paralléle. On note o la force exercée sur I’ensemble et ¢ ’allongement
du ressort et le déplacement de 'amortisseur. La tension dans le ressort étant o; et la force
qui s’exerce sur 'amortisseur étant o9, on a ¢ = 01 + 02. En écrivant les lois de comportement
du ressort et de 'amortisseur, on obtient o1 = Ee et 0o = ué. En reportant dans la relation
précédente, on obtient finalement ’équation régissant les évolutions de ’assemblage :

o= FEe+ pe.

Ce modele est appelé modéle viscoélastique de Kelvin-Voigt.

3. assemblages a bases de ressorts et de patins. Ces assemblages avec des patins et des ressorts
en série ou en parallele permettent de simuler des comportements élasto-plastiques ou de fagon
plus générale des comportements hystérétiques indépendants des vitesses. Nous étudierons les
plus simples d’entre eux au chapitre suivant.

Exercice 4.3. Comparer les réponses prévues par les modéles viscoélastiques de Mazwell et de Kelvin-
Voigt dans les conditions suivantes :

1. Essai a vitesse de déformation € imposée constante ;

2. Essai de relaxation ot la déformation € est maintenue constante ;

3. Essai de fluage ot la contrainte o est maintenue constante.
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Chapitre 5

Le comportement élasto-plastique

Ce chapitre est consacré au comportement élasto-plastique qui est basé sur les concepts de
déformation plastique, de domaine d’élasticité, de seuil de plasticité, d’écrouissage, de loi
d’écoulement plastique, d’irréversibilité et de dissipation d’énergie. On commence par présenter
ces notions sur les modeles rhéologiques construits par assemblage de ressorts et de patins frot-
tants. Ceci permet de se familiariser avec ces lois de comportement qui sont régies par des inégalités
qui traduisent les notions de seuil et d’irréversibilité. On peut ainsi facilement rendre compte du
comportement élasto-plastique “parfait” ainsi que de la notion d’écrouissage. On passe ensuite di-
rectement au milieu continu tridimensionnel. Comme il existe une tres grande latitude quant a la
construction des lois de comportement élasto-plastiques, on restreint la généralité en s’appuyant
sur le postulat énergétique de Drucker-Ilyushin. On montre alors que ce postulat est lui-méme
équivalent (en l’absence d’écrouissage) au principe du travail plastique maximal de Hill qui joue
un role fondamental dans I’établissement des propriétés qualitatives des modeles d’élasto-plasticité.
Cela conduit a la notion de matériau standard pour lesquels le domaine de réversibilité est convere
et la loi d’écoulement de la déformation plastique suit la régle de normalité. On étudie ensuite plus
particulierement deux modeles de cette famille, 'un basé sur le critere de Von Mises et 'autre sur
le critere de Tresca. On fait fonctionner ces deux lois de comportement sur des essais simples uni-
axiaux ou bi-axiaux, ce qui permet de les comparer et de mettre en évidence un certains nombre de
phénomenes liés a l'irréversibilité et a la régle de normalité. On montre enfin comment on peut les
identifier expérimentalement.
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5.1 Introduction

Avant d’aborder le comportement élasto-plastique des matériaux, il est bon d’étudier les modeles
rhéologiques a base d’assemblages de patins et de ressorts. Ils contiennent tous les concepts fonda-
mentaux que l'on retrouvera dans ’étude des matériaux réels et permettent une premiere découverte
de ce type de comportement sans faire appel & un formalisme lourd. Il est absolument essentiel de
décortiquer ces “petits modeles de dimension 0” et de s’en imprégner avant d’aborder le cas général.

5.1.1 Le modele rhéologique patin—ressort
l’\/\/’QON\/\/—’ g

eP €
«— >

FI1GURE 5.1 — Assemblage patin-ressort. En grisé : la configuration de référence naturelle ; en noir : la
configuration déformée.

Considérons un assemblage patin-ressort en série. Toutes les masses sont négligées et on raisonne
donc en quasi-statique. Notons € le déplacement de 'extrémité libre du ressort et €P le déplacement
commun du patin et de 'extrémité reliée du ressort. La raideur du ressort étant F, si I’extrémité libre
du ressort est soumise a une force o, cette force est aussi la tension du ressort et elle est donc reliée a
€ et P par

o=FE(—¢€P). (5.1)

Comme o est aussi la force qu’exerce le patin sur le support, la loi d’évolution du glissement du patin
s’écrit
P >0 sio=+o,
lo| <o, =0 silol<o.. (5.2)

<0 sio=—0o,

Etudions la réponse de ’assemblage lorsqu’on controle la position € de I'extrémité libre du ressort.

Chargement monotone. L’ensemble étant dans sa position de référence naturelle, i.e. ¢ = &P = 0,
on fait croitre progressivement € qui va jouer le role de parametre cinématique. Il s’agit de trouver
o et P en fonction de . On va voir que (5.1) et (5.2) permettent de les déterminer de fagon unique
sous réserve que ’on suppose que la réponse varie contintiment. On peut distinguer deux phases, cf
Figure 5.2 :

1. Phase de mise en tension du ressort. Comme 0 = 0 et ¢ = 0 quand € = 0 et que o varie
contintiment, on aura |o| < 0. pour € assez petit. Durant cette phase, P reste nul en vertu de
(5.2) et on a donc o = Fe. Ceci reste vrai tant que € < o./E.
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2. Phase de glissement vers la droite. Quand € = o./FE, on a par continuité o = o, et e? = 0. Le
seuil de glissement vers la droite est donc atteint. Montrons que o reste bloquée a o. quand ¢
dépasse o./E. !

Par contradiction. Supposons que o < 0. & un instant ot €1 > 0./ FE, le déplacement du patin valant eP.
Par continuité ce sera encore vrai dans un intervalle (g¢, e1]. Prenons ¢ le plus petit possible. Comme
o = o, quand € = 0./ F, on a nécessairement o = o, quand € = €y. Dans I'intervalle (g, £1], € n’évolue
pas puisque le seuil de glissement n’est pas atteint (mais il aurait pu évoluer avant). On devrait donc
avoir o, = E(gg — eP) et d’autre part . > FE(e1 — €P), ce qui est impossible. Donc o = ¢, pour tout
e >o0./FE.

En reportant dans (5.1), on obtient e? = ¢ — 0./E et donc le patin glisse vers la droite alors
que l'allongement du ressort reste fixe.

£

I
o./E

FIGURE 5.2 — Réponse de ’assemblage patin-ressort sous chargement monotone. En vert : phase de
mise en tension du ressort ; en rouge : phase de glissement du patin.

Décharge. Envisageons maintenant une décharge, i.e. une diminution de e. Notons e, et £} les
positions des deux extrémités du ressort a la fin de la montée en charge précédente. Elles sont reliées
par e} = e, — o./E. On peut également distinguer deux phases, cf Figure 5.3 :

1. Phase de blocage du patin. Montrons qu’au début de la décharge le patin se bloque, €P restant

a la valeur 7.

Toujours par contradiction en utilisant la continuité de la réponse. Le patin ne peut pas glisser vers
la droite car on aurait alors ¢ = o./FE + ¢? et donc € devrait croitre, ce qui contredit I’hypothese de
décharge. Comme o = o, a la fin de la montée en charge, par continuité il reste proche de o, au début
de la décharge et donc le patin ne peut pas glisser vers la gauche puisque cela exige que ¢ = —o.. Donc
le patin reste bloqué au début de la décharge.

Durant cette phase on a donc e? = ef et ¢ = E(e — €%). Donc o diminue progressivement. Il

s’annule quand € = ¥ ce qui permet d’interpréter €5 comme le déplacement résiduel du patin
lorsqu’on a remis a 0 la tension du ressort. Cette phase prend fin quand ¢ = —o. et donc quand

e=¢,—20./FE.

1. Ce type de raisonnement revient de fagon récurrente. Nous ’explicitons ici, mais trés vite nous 'omettrons.
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2. Phase de glissement vers la gauche. Quand e devient inférieur & e, — 20./E et continue a
décroitre, o reste bloqué a —o..

Exercice 5.1. Montrer cette propriété en s’inspirant de la démonstration faite lors de la phase
de glissement a droite.

On a donc 0 = —o, et € = € + 0./ FE durant cette phase. Le patin glisse vers la gauche.
o
A
O-C T
> €
82 Ex

FIGURE 5.3 — Réponse de 'assemblage patin-ressort lors de la décharge. En vert : phase de blocage
du patin ; en rouge : phase de glissement du patin vers la gauche.

On pourrait continuer ainsi et envisager une nouvelle charge, i.e. une nouvelle croissance de &, puis
d’autres changements de sens de chargement. En fait tout peut se résumer en deux grandes propriétés
qui tournent autour de la notion de réversibilité dont nous donnons une définition intuitive

Définition de la réversibilité de la réponse. On dit que la réponse permettant de déterminer
l’évolution de o a partir de la donnée de [’évolution de € est réversible lorsqu’elle ne dépend pas du sens
de variation de €. Lorsque cette réponse dépend du sens de variation de €, elle est dite irréversible.

Les deux grandes propriétés caractérisant le comportement du patin-ressort sont : 1. Réversibilité
des phases ot le patin est bloqué; 2. Irréversibilité des phases de glissement.

Réversibilité des phases ou le patin est bloqué. Le patin est bloqué quand |o| < .. Dans ce
cas la relation force-déplacement s’écrit 0 = E(e — eP) avec P constant. En terme des vitesses on a
donc ¢ = E¢ quel que soit le signe de €. La réponse est bien réversible. On peut parcourir le segment
de droite traduisant la relation entre o et € dans les deux sens, cf Figure 5.4.

Irréversibilité des phases de glissement du patin. Le patin ne peut glisser que quand |o| = o..
Envisageons le cas ¢ = 40.. Le patin glissera effectivement vers la droite si I'on augmente ¢, donc
en terme de vitesse si € > 0. Par contre si on inverse le sens du chargement et faisons € < 0, alors il
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vy a nécessairement décharge, le patin se bloque et on entre dans une phase du type précédent. Par
conséquent la droite 0 = 40, ne peut étre parcourue que dans le sens des € croissants. De méme si on
envisage le cas 0 = —o,, le patin glissera effectivement vers la gauche si 'on diminue € i.e. si € < 0.
Par contre si on fait € > 0, alors le patin se bloque. Par conséquent la droite 0 = —o. ne peut étre
parcourue que dans le sens des € décroissants.

En résumé, le comportement de ’assemblage patin-ressort peut se résumer en les deux droites
0 = £o0. qui ne peuvent se parcourir que dans un sens et qui correspondent aux phases de glissement
du patin et a la famille de segments de droite de pente E joignant ces deux droites qui correspondent
aux phases réversibles ol le patin est bloqué, cf Figure 5.4.

A O
o =40,

¥

£
N

FIGURE 5.4 — Diagramme résumant le comportement de l’assemblage patin-ressort. En rouge : les
phases irréversibles de glissement du patin; en vert : les phases réversibles de blocage du patin.

Bilan d’énergie. Il est intéressant d’analyser ce comportement patin-ressort d’un point de vue
énergétique. Faisons un bilan d’énergie : I’énergie fournie par I’agent extérieur qui déplace 'extrémité
libre du ressort est égale au travail W de la force dans le déplacement de cette extrémité. En notant
t— e(t) et t — o(t) I'évolution du déplacement et de la force au cours du chemin de chargement entre
t=0ett=1,0na

1
W= /0 o ()2 ()t

Cette énergie est partiellement utilisée pour déformer le ressort alors que le reste est dissipé par
frottement lors du glissement du patin. L’énergie élastique £ stockée dans le ressort lorsqu’il est
soumis & une tension o est égale a

0.2

T 2E"

En notant og et oy les forces extérieures initiale et finale, le gain d’énergie élastique du ressort au

&

cours du processus est donc

O'2 0'2
AE =& — & = —L 20
E=bi-b =555



L’énergie dissipée D est égale au travail de la force de frottement (qu’exerce le patin sur le sol) dans
le déplacement du patin. Comme cette force est égale a +o. quand le patin glisse et que le signe est
donné par le sens du glissement du patin, on a

1
D= / ol () dt,
0

quantité qui est évidemment positive. Cette énergie dissipée, ou plus exactement la puissance dissipée
0éP, servira de source de chaleur qui tendra & provoquer un échauffement du support (et du patin).
Pour évaluer précisément ces évolutions de la température dans le systeme, il faudrait écrire I’équation
de la chaleur, ce qui passe par des hypotheses supplémentaires sur le comportement de I’assemblage
et de son environnement. Nous ne le ferons pas ici. Vérifions simplement que I'on a bien

W = AE + D. (5.3)

Comme £(t) = o(t)/E +€P(t), on a

W:/Ola(t) ("’g)mp(t)) dt:/oljt<02(22>dt+/olac]ép(t)|dt:A5+D

ou on utilisé le fait que 0P = o, |€P|, cf (5.2). Graphiquement ces énergies se voient dans le diagramme

O A

O-C_

9

FIGURE 5.5 — Bilan d’énergie de I’assemblage patin-ressort a la fin de la montée en charge. En vert :
I’énergie €élastique stockée dans le ressort ; en rouge : I'énergie dissipée par frottement.

(e,0). Par exemple, lors d’un chargement monotone partant de I’état naturel (¢g = 0,09 = 0), le travail
W est laire sous la courbe force-déplacement ; I'énergie élastique €1 a la fin du processus est l'aire du
triangle ; I'énergie dissipée D est 'aire du parallelogramme, cf Figure 5.5. On voit qu’apres la phase
de mise en tension du ressort tout le supplément d’énergie apportée par I’agent extérieur est dissipée
par frottement.

Exercice 5.2. On fait subir o extrémité libre du ressort d’un assemblage patin-ressort un cycle de
déplacement, i.e. un chargement tel que les positions initiale et finale de ’extrémité libre coincident :
go = €1. Montrer qu’il faut nécessairement fournir de l’énergie, i.e. W > 0. Comparer cette énergie a
Uénergie dissipée. Quand a-t-on W =D ?
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5.1.2 Le modele ressort—patin—ressort

Compliquons 'assemblage en y incorporant un deuxieme ressort dont une extrémité est fixée a un
support et 'autre est fixée au patin qui reste attaché au premier ressort, cf Figure 5.6. Le nouveau
ressort a une raideur H. On suppose que dans la configuration de référence, les deux ressorts sont
dans leur état naturel et on note toujours P et ¢ les déplacements du patin et de 'extrémité libre du
premier ressort. Si I’on note o la force exercée sur I’extrémité libre du premier ressort et X la tension

VYN

H

FIGURE 5.6 — L’assemblage ressort—patin-ressort.

du deuxieme ressort, on a
X = HeP, o= FE(—¢&P). (5.4)

La force 7 qu’exerce le patin sur le support est maintenant donnée par
T=0—X=Fe— (E+ H)e (5.5)
et la loi de glissement du patin devient

>0 sioc—X =+o,
lo — X| < og, Pe=0 silo—X|<o.. (5.6)
<0 sic—X=—0,

Suivons la méme démarche que dans le cas du patin-ressort et étudions la réponse de ce nouveau
assemblage lorsqu’on controéle la position € de 'extrémité libre du ressort.

Chargement monotone. L’assemblage partant de son état naturel, lorsqu’on augmente progressi-
vement ¢ depuis 0, on distingue toujours deux phases, cf Figure 5.7 :

1. Phase de mise en tension du ressort. C’est la méme que dans le cas du patin—ressort : tant que
e < 0./ F, le patin reste bloqué et donc le deuxiéme ressort n’est pas activé, le premier ressort
se tend (pour le démontrer rigoureusement, on raisonne encore par continuité en remarquant
que 7 = o — X part de 0 et restera donc au début plus petit que o, en valeur absolue).

2. Phase de glissement vers la droite. Quand ¢ = o./F, on a par continuité c =7 =0., X =0
et P = 0. Le seuil de glissement vers la droite est donc atteint. Montrons que 7 reste bloquée
a o, quand e dépasse o./E.

C’est une simple adaptation du raisonnement fait pour le patin-ressort. On raisonne par contradiction.
Supposons que 7 < 0. & un instant 1 > o./FE, le déplacement du patin valant ¢P. Par continuité ce
sera encore vrai dans un intervalle (eg,1]. Prenons g le plus petit possible. Comme 7 = . quand
e =o0./E, on a nécessairement 7 = 0. quand & = g¢. Dans l'intervalle (g, 1], P n’évolue pas puisque
le seuil de glissement n’est pas atteint. On devrait donc avoir o. = Feg — (E + H)eP et d’autre part
o.> Fey — (E+ H)eP, ce qui est impossible. Donc 7 = o, pour tout € > o./E.
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En reportant dans (5.4), on obtient

B E .l Oc
- E+H E+H

b

et donc le patin glisse vers la droite en tendant le deuxieme ressort. La force o est donnée par

EH . E
= €
E+H "E+H®

g

elle est également croissante ce qui montre que le premier ressort se tend également. On recon-
nait dans la pente E%Ifq la raideur équivalente de deux ressorts en série (qui est la moyenne
harmonique des deux ressorts en série et est donc plus petite que la raideur de chacun des deux
ressorts). On voit que le deuxiéme ressort a pour effet de rendre de plus en plus difficile de

déplacer le patin. Ce phénomene est appelé écrouissage ou durcissement.

g
0 EH

O+

UCI/E

FIGURE 5.7 — Réponse de l’assemblage ressort-patin-ressort sous chargement monotone. En vert :
phase de mise en tension du premier ressort ; en rouge : phase de glissement du patin.

Décharge. FEnvisageons une diminution de € a partir de ¢4, le déplacement du patin valant alors

p_ E _ oo _ EH B : "
& = FrEts — Brm b la force o, = g T By Oc On peut toujours distinguer deux phases, cf

Figure 5.8 :

1. Phase de blocage du patin. En raisonnant toujours par contradiction et par continuité, on montre
qu'au début de la décharge le patin se bloque, £P restant a la valeur . Durant cette phase
on a donc e? = e et 7 = F(e — &,) + 0.. Donc 7 diminue progressivement depuis la valeur
critique o,. Il s’annule quand € = ¢, — 0./ F puis devient négatif. Cette phase prend fin quand
T = —0,. et donc quand € = e, — 20,/ F, valeur identique a celle de I’assemblage patin-ressort.
A ce moment-1a la force vaut 0« — 20.. Elle sera donc négative si o, < 20, ce qui veut dire
que le glissement du patin sera activé vers la gauche alors que le premier ressort est encore en
tension.

2. Phase de glissement vers la gauche. Quand e devient inférieur & e, — 20./E et continue a
décroitre, T reste bloqué a —o.. Le patin glisse vers la gauche et modifie la tension du deuxieme
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ressort. On a donc

E O¢ EH E

p_ — _
CTEruTErm " E B ELrH

durant cette phase, la raideur apparente étant celle des deux ressorts en série.

20,

FIGURE 5.8 — Réponse de 'assemblage ressort-patin-ressort lors de la décharge. En vert : phase de
blocage du patin; en rouge : phase de glissement du patin vers la gauche.

On peut généraliser ces résultats a n’importe quel chemin de chargement et dégager comme pour
I’assemblage patin-ressort deux types de phases : 1. Les phases réversibles ou le patin est bloqué; 2.
Les phases irréversibles de glissement, cf Figure 5.9.

Phases réversibles ou le patin est bloqué. Le patin est bloqué quand |7| < .. Dans ce cas la
relation force-déplacement s’écrit o = E(e — eP) avec P constant. Cela correspond & un segment de
droite de pente E dans le plan (g, o), segment que I'on peut parcourir dans les deux sens (réversibilité)
et dont les extrémités se trouvent sur les deux droites correspondant au glissement du patin, cf Fi-
gure 5.9.

Phases irréversibles de glissement du patin. Le patin ne peut glisser que quand |7| = o.. Dans
le cas T = 40, le patin glissera effectivement vers la droite si ’'on augmente € mais se bloquera dans le

. . 1 e1es s . . . , . . _ EH E
cas contraire (irréversibilité). Lorsque le patin glisse, le point (g, o) décrit la droite o = e T ETE .
dans le sens des € croissants. De méme dans le cas ¢ = —o,, le patin glissera effectivement vers la

gauche si 'on diminue ¢ et se bloquera sinon. Lorsque le patin glisse, le point (g, 0) décrit la droite

= 770 — ErECc dans le sens des ¢ décroissants.

Bilan d’énergie. Faisons le bilan d’énergie pour I’assemblage ressort-patin-ressort lors d’un chemin
de chargement entre t = 0 et t = 1 ou le déplacement de I'extrémité libre du premier ressort et la force
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A

FIGURE 5.9 — Diagramme résumant le comportement de ’assemblage ressort-patin-ressort. En rouge :
les phases irréversibles de glissement du patin; en vert : les phases réversibles de blocage du patin.

suivent 1'évolution ¢ — £(t) et t — o(t). L’énergie fournie par I’agent extérieur qui déplace I'extrémité
libre du ressort est donnée par

W= /0 o ()2 (2)dt.

Cette énergie est partiellement utilisée pour déformer les deux ressorts alors que le reste est dissipé
par frottement lors du glissement du patin. L’ énergie élastique £ stockée dans les deux ressorts lorsque
le premier est soumis a une tension o et que le déplacement du patin est P est donnée par

2
o 1
= — 4+ —HeP?
& 2E+2 €

En notant o et oy les forces extérieures initiale et finale, ef) et £} les déplacements initial et final du
patin, le gain d’énergie élastique des ressorts au cours du processus est donc

0'2 1 2 O'2 1 2
AE =6 —E =L+ HE — % — ~HeP®
& 81 50 2E+2 €1 oF 9 €0

L’ énergie dissipée D est égale au travail de la force de frottement (qu’exerce le patin sur le sol) dans
le déplacement du patin et vaut donc

1
D:/ oo |€7(8)] dt.
0

Vérifions que W = AE + D.
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Comme e(t) = o(t)/E + £P(t) et que 7(t) = o(t) — HeP(t), on a
wo= | o(t) (Ug) +a’”(t)> dt
- /O (a(t)dg) b HEP(0)EP(t) + T(t)ép(t)> dt

Yd (o) 1 !

ZHeP ()2 =p
/Odt(2 —1—2H5(t)>0lt—|—/O o |EP(t)| dt
= AE+D

ou on utilisé le fait que 7P = o, |€P], cf (5.6).

3

FI1Gure 5.10 — Bilan d’énergie de ’assemblage patin-ressort a la fin de la montée en charge. En vert
foncé : V'énergie élastique stockée dans le premier ressort; en vert clair : ’énergie élastique stockée
dans le deuxiéme ressort ; en rouge : 1'énergie dissipée par frottement.

Graphiquement ces énergies se voient dans le diagramme (g, ). Par exemple, lors d’un chargement
monotone partant de I’état naturel (¢g = 0,00 = 0), le travail W est l'aire sous la courbe force-
déplacement ; I’énergie élastique &; & la fin du processus est la somme des aires des 2 triangles (le vert
foncé correspondant au premier ressort, le vert clair au deuxieme) ; I’énergie dissipée D est laire du
parallelogramme, cf Figure 5.10.

Exercice 5.3. Reprendre I’Exercice 5.2 et montrer qu’il faut fournir de I’énergie pour faire faire un
cycle a lextrémité libre du premier ressort.

5.2 Les concepts généraux du comportement élasto-plastique

Il s’agit dans cette section de dégager les concepts généraux entrant dans la modélisation du
comportement élasto-plastique des matériaux. Le point de vue que nous adopterons est celui de
Iingénieur, autrement dit, on envisage de modéliser les phénomenes a [’échelle macroscopique en
ne faisant référence a [’échelle microscopique que pour interpréter ou “justifier” certaines hypotheses.
L’objectif est de construire “a moindre frais” un modele susceptible d’étre utilisé en Calcul des Struc-
tures pour concevoir et dimensionner celles-ci.

Le cadre adopté tout au long de cette modélisation sera, sauf mention expresse du contraire, le
suivant :
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— Le milieu continu est tridimensionnel (dans des situations parfois bidimensionnelles de défor-
mations planes, contraintes planes ou déformations anti-planes) ;
— Les transformations sont infinitésimales et on adopte ’hypothese des petites perturbations;
— Les chargements et les réponses sont suffisamment lents pour que l'on puisse négliger tous les
effets d’inertie et se placer en quasi-statique ;
— Tous les effets visqueux sont négligés, le comportement est dit indépendant des vitesses ;
— Tous les effets thermiques et de fagcon générale tout couplage avec d’autres phénomenes phy-
siques sont ignorés.
Ce dernier point mérite une attention particuliere, car comme la plasticité est un phénomene dissipatif,
cette dissipation est une source de chaleur qui tend a augmenter la température du milieu. Toutefois,
les processus peuvent se faire a température constante pourvu que ’on soit capable de compenser
a chaque instant cette source de chaleur par une source de refroidissement équivalente, ce qui est
le principe du thermostat. Autrement dit, on supposera tout au long de ce cours que le milieu est
plongé dans un thermostat “parfait” qui assure que toutes les évolutions sont isothermes. Ceci n’est
évidemment qu’imparfaitement satisfait en pratique mais cette hypotheése qui simplifie grandement
I’analyse s’avere tout a fait raisonnable dans de nombreuses applications.

5.2.1 Les déformations plastiques et la relation contrainte-déformation

Comme on l’a indiqué au Chapitre 1, le mécanisme élémentaire de déformation résiduelle des
métaux est le défaut d’empilement cristallin que 'on appelle dislocation. Il est visible individuellement
a ’échelle du réseau cristallin, mais sa manifestation macroscopique qu’est la déformation résiduelle
met en jeu un tres grand nombre de tels défauts. Le point de vue de l'ingénieur exige de renoncer
a les traiter de facon individuelle et de se contenter d’en rendre compte collectivement. A Déchelle
macroscopique, cette collection de défauts cristallins est représentée au niveau de ’élément de volume
par un tenseur dit tenseur de déformation plastique. Comme son homologue le “vrai” tenseur de
déformation g, il est par définition symétrigue et noté P. Il peut étre considéré comme une variable
d’état de I’élément de volume au méme titre que e. Cette variable d’état sert & mémoriser une partie de
Ihistoire de I’élément de volume. En se référant & 'assemblage patin-ressort, elle va jouer le méme role
que le déplacement P du patin. De fagon plus précise, on suppose qu’a déformation plastique fixée le
comportement de I’élément de volume est linéairement élastique et caractérisé par le tenseur de rigidité
C ou son inverse le tenseur de souplesse S = g_l. En interprétant e” comme la déformation résiduelle

qu’aurait I’élément de volume si on ramenait les contraintes & 02, la relation contrainte-déformation
o
s’ecrit

g=C:le-g) (5.7)

Une autre facon d’écrire cette relation consiste a décomposer au préalable la déformation totale € en
déformation élastique €€ et déformation plastique, ce qui consiste simplement a écrire

e=¢g°+¢€, (5.8)

2. Il n’est pas toujours possible d’annuler réellement les contraintes sans modifier les déformations plastiques a cause
de l’écrouissage (cf 'exemple de 1’assemblage ressort-patin-ressort), ce qui veut dire que cette interprétation de g” comme
déformation résiduelle est avant tout abstraite.
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la relation (5.7) devenant alors

ou

lion
o
Il
Hl]le>)
IS
IS}
Il
Il
1oy

ATTENTION : En général, seule la déformation totale g est compatible, i.e. est la partie symétrique
du gradient d'un déplacement, les déformations élastiques £“ et plastiques g” ne le sont pas.

5.2.2 Le domaine d’élasticité et le seuil de plasticité

Il reste a définir la loi d’évolution de la déformation plastique. Dans le cas de I'assemblage patin-
ressort cela consistait en la loi de glissement du patin. Elle se formulait en terme d’une force de
frottement critique. Les essais uniaxiaux suggerent que les déformations plastiques n’évoluent pas tant
que la contrainte reste dans un certain intervalle (qui peut évoluer). Ceci se généralise en postulant
qu’il existe & chaque instant dans I'espace des contraintes, i.e. dans I'espace M2 des tenseurs d’ordre 2
symétriques, un domaine S dit domaine de réversibilité ou domaine d’élasticité tel que la déformation
plastique n’évolue pas tant que les contraintes o restent a l'intérieur. Le bord 0S de ce domaine
est appelé surface seuil de plasticité 3. En prati(;ue, il est commode de représenter ce domaine de
réversibilité & I’aide d’une fonction f : M2 — R dite fonction seuil ou critére de plasticité. Dans ce
cas, S et JS sont définis par

Sz{gEMi’:f(g)SO}, aS:{geM‘;’:f(g):O}.

Ce domaine d’élasticité doit étre identifié expérimentalement, nous y reviendrons a la fin de ce chapitre.

Okl

FIGURE 5.11 — Le domaine d’élasticité (en vert) et la surface seuil de plasticité (en rouge) dans ’espace
des contraintes.

De plus, il est susceptible d’évoluer au fur et a mesure que 'on plastifie le matériau. C’est la notion
d’écrouissage sur laquelle nous reviendrons a la fin de cette section.

3. D’un point de vue technique, on a besoin dans certaines démonstrations de préciser les propriétés topologiques de
S. Nous avons au minimum besoin que S soit un ensemble connexe fermé d’intérieur non vide.
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Ce domaine de réversibilité est défini dans I'espace des contraintes, mais il est utile d’introduire
son image dans ’espace des déformations,

E={eeM} : Ce—¢") €S},

c’est un ensemble connexe fermé d’intérieur non vide dans M3, tout comme S. L’intérieur de E cor-
respond a l'intérieur de S et le bord JE correspond au bord JS.

5.2.3 La loi d’écoulement plastique

Il s’agit de préciser maintenant la loi d’évolution de la déformation plastique. Le domaine de
réversibilité a été introduit pour traduire le fait que la déformation plastique n’évolue pas tant que les
contraintes restent a l'intérieur du domaine, de la méme fagon que le patin n’évolue pas tant que la
force de frottement 7 n’atteint pas la valeur critique o.. On va le traduire par la condition

=0 si  f(g) <0.

Lorsque le tenseur des contraintes est sur la surface seuil de plasticité, la déformation plastique peut
évoluer. Dans le cas du patin, on précisait alors la direction possible de glissement. On va faire la
méme chose ici, mais compte tenu du caractére tensoriel de la déformation plastique cela consiste a se
donner la direction du tenseur P en laissant sa norme indéterminée. On écrit donc

& =iglo) s fla)=0,

oll 7 est un scalaire arbitraire et g(g) est la direction donnée? de la vitesse de déformation plastique
(qui dépend de I’état de contrainte).

5.2.4 L’écrouissage

Le domaine de réversibilité peut varier au cours du temps ou plus exactement au fur et a mesure
que la déformation plastique évolue. Lorsque le domaine est fixe, on parle de plasticité parfaite, alors
que quand il varie, on parle de plasticité avec écrouissage. Ce phénomene d’écrouissage a été constaté
dans le modele rhéologique ressort-patin-ressort alors qu’il était absent dans le modele patin-ressort.
Il était du au deuxieme ressort qui retenait le patin et exigeait d’exercer une force de plus en plus
grande pour déplacer le patin. Dans les matériaux cet écrouissage est di de fagon un peu similaire
a la difficulté qu’ont les dislocations de se développer du fait de la présence d’amas de dislocations
précédemment créées®. La conséquence est que dans un essai de traction uniaxiale il faut imposer
une contrainte de plus en plus forte pour plastifier le matériau. Mais en contrepartie, pour certains

4. Dans le cas ol ¢ est un point “singulier” de la surface seuil ou la normale n’est pas définie, comme c’est le cas
par exemple pour le critére de Tresca qui présente des “coins”, on peut étre amené & écrire €” comme une combinaison
linéaire de directions données, i.e. £¥ = PO 1igi(a).

5. Dans les polycristaux, I’écrouissage peut étre aussi intergranulaire. Le polycristal peut étre vu comme une structure
dont les éléments (les grains) plastifient pour un niveau de sollicitation différent (du fait de leur désorientation relative).
On retrouve ici les notions d’écrouissage structurel qui seront développées dans le chapitre 3 mais appliquées a un autre
type de structure (I'agrégat de cristaux désorientés).
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FIGURE 5.12 — Loi d’évolution de la déformation plastique : pas d’évolution de g” tant que g reste
a l'intérieur du domaine de réversibilité actuel et évolution possible de € dans une direction donnée
lorsque ¢ atteint le seuil de plasticité.

matériaux, il peut s’avérer plus facile ensuite de plastifier le matériau en compression, comme c’était
le cas dans le modele ressort-patin-ressort. Ce phénomene est appelé effet Bauschinger.
Au niveau de la modélisation, il s’agit donc de rendre compte des évolutions du domaine de réversi-
b
bilité lui-méme. Il n’est pas question ici d’essayer d’étre exhaustif, aussi se contentera-t-on de dégager
quelques exemples d’écrouissage.

Ecrouissage cinématique

Le domaine de réversibilité se translate dans ’espace des contraintes sans se déformer. On peut

alors écrire de facon générale :
S = é + So

ou X € MZ’ est un tenseur représentant la translation du domaine initial Sg. En terme de la fonction

seuil cela s’écrit donc
S:{geMi’ : fle—X) <0}

Cette translation dépend du temps et il reste donc a préciser son évolution. Un cas particulierement
simple est celui dit d’écrouissage cinématique linéaire ou X est proportionnel & la déformation plas-
tique, i.e. B
X=H:¢g,

le tenseur d’ordre 4 s’appelant le tenseur d’écrouissage. Ceci généralise le modele ressort-patin-ressort.

Ecrouissage isotrope

Le domaine de réversibilité se dilate uniformément dans toutes les directions sans se déplacer. On

peut écrire de fagon générale
S=RSy
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FIGURE 5.13 — Ecrouissage cinématique : translation du domaine de réversibilité.

ol R > 1 est un réel représentant la dilatation du domaine initial Sg. En terme de la fonction seuil
cela donne

S={ceM? : f(a/R) <0}
La dilatation dépend du temps et il reste a préciser son évolution. Cela peut se faire via I'introduction

g

FIGURE 5.14 — Ecrouissage isotrope : dilatation du domaine de réversibilité.

de variables d’état supplémentaires. Par exemple, on peut supposer que le coefficient de dilatation R
dépend de la déformation plastique cumulée p définie par

b= [\ 21eas (5.9

N yo . 7. . 2 _ o . 7 . .
ol || - || désigne la norme euclidienne, i.e. [le[|* = }_, ; e;jeq;, le coefficient 1/2/3 étant introduit pour
que p ait une interprétation simple dans des essais uniaxiaux. On a alors

S = R(p)So
et la fonction p — R(p) est a identifier expérimentalement tout comme Sy.
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Autres types d’écrouissage

On peut évidemment envisager des lois d’écrouissage plus complexes, ne serait-ce qu’en combinant
les écrouissages cinématique et isotrope. Les résultats expérimentaux présentés a la fin du chapitre
montrent d’ailleurs que la modélisation de I’écrouissage réel des matériaux est un des problemes les
plus ardus et les moins achevés de la théorie de 1’élasto-plasticité.

5.3 Les spécificités des lois “standards” de plasticité parfaite

Les considérations générales précédentes laissent une grande latitude quant aux lois d’évolution
possibles. En particulier, si I’on peut toujours considérer que I'identification expérimentale du domaine
de réversibilité est relativement aisée (méme si cela demande d’étre capable de faire des essais tri-axiaux
quelconques), Iidentification de la loi d’écoulement et tout particulierement de la fonction g — g(g) est
beaucoup plus délicate. Il est donc souhaitable de dégager des principes physiques de portée générale
susceptibles de réduire cette part d’arbitraire. Parmi ces principes généraux, on est tenté d’en dégager
deux du fait de leur caractere universel : (i) le Principe d’Objectivité ou d’Indifférence Matérielle; (ii)
le Deuxieme Principe de la Thermodynamique. Le premier requiert que les relations de comportement
soient invariantes par changement de référentiel, le deuxieme exige via I'inégalité de Clausius-Duhem
que la production interne d’entropie soit non négative dans toute évolution. La formalisation de ces
deux principes passe par I'introduction d’un certain nombre d’hypotheses préalables. On peut en-
suite les appliquer et s’en servir pour exclure toute loi de comportement qui pourrait les violer dans
certaines circonstances. Autrement dit, on les utilise comme critere de sélection des “bonnes lois de
comportement” .

Dans le cas de I’élasto-plasticité, il s’avere que ces deux principes ont un pouvoir de sélection
relativement faible, laissant presque entiere la question du choix de la loi d’évolution. On se propose
d’en introduire un troisieme qui ne peut pas prétendre & la méme universalité, mais qui se révele
suffisamment sélectif pour que les lois de comportement sur lesquelles on débouche aient les “bonnes
propriétés”. Ce principe qui ne porte aujourd’hui que le nom de postulat du fait de son caractére “non
reconnu” a été proposé sous une forme un peu différente et, semble-t-il, de facon indépendante par
Drucker d’une part et Ilyushin d’autre part. Ce principe appliqué a I’élasto-plasticité permet d’obtenir
une inégalité qui est a la base d’un certain nombre de propriétés fondamentales. Notons cependant
que cette inégalité, elle-méme appelée Principe du Travail Plastique Maximal, ne vaut que dans le
cadre restreint de 1’élasto-plasticité (parfaite) alors que le Postulat de Drucker-Ilyushin a une portée
plus générale.

Dans toute cette section nous nous placerons dans le cadre de la plasticité parfaite, i.e. celui ou
le domaine de réversibilité est fixe dans ’espace des contraintes. Nous commencgons par résumer les
principales hypotheses faites dans la section précédente pour modéliser ce type de comportement avant
d’aborder les lois standards i.e. celles qui s’appuient sur le principe du travail plastique maximal.

5.3.1 Le comportement élastique parfaitement plastique

Ce type de modele repose sur les relations de comportement suivantes
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e La relation contrainte-déformation : ¢ =

e}

He—g)
e [’admissibilité des contraintes : ¢ € S ou de facon équivalente  f (g) <0

e La loi d’écoulement plastique : € = 0si f(g) <0 et P =ng(g)si f(g) =0.

En pratique, 'utilisation de ce modele consiste a calculer 1’évolution de 1’élément de volume lors-
qu’on le soumet a un processus de chargement a partir d’un état initial donné. Le processus de
chargement peut consister en la donnée du chemin de déformation ¢ — £(¢) ou bien du chemin de
contrainte ¢ — ¢(t) ou bien d’un chemin mixte avec certaines composantes des déformations et les
autres composantes des contraintes controlées. Remarquons cependant que comme les contraintes sont
limitées puisqu’elles ne peuvent pas sortir du domaine de réversibilité qui est fixe, on ne peut pas im-
poser n’importe quel chemin de contrainte ou plus exactement le matériau ne peut pas supporter
n’importe quel chemin de contrainte. Par contre, on peut procéder comme on I’a fait dans le cas
du patin-ressort et envisager a priori n’importe quel chemin de déformation car les déformations ne
sont pas limitées. Nous serons amenés tout au long de cette section a considérer des processus de
chargement a déformation controlée ou mixtes.

La question délicate de la régularité de 1’évolution. Considérons un processus de chargement a
déformation controlée ol t — (t) est le chemin de déformation imposé & I’élément de volume durant
I'intervalle de temps [to, 1] et soit &b sa déformation plastique initiale (i.e. a linstant ¢g). Il s’agit de
déduire la réponse de cet élément de volume, i.e. t — gP(t) et ¢ — o(t), a aide des relations de com-
portement. Comme on I’a vu dans le modele du patin-ressort, il est essentiel de restreindre la recherche
a des évolutions continues (sachant que, par définition d’un chemin, 1’évolution des déformations est
continue) ce qui revient & ne pas autoriser que les déformations plastiques ou les contraintes “sautent”.
C’est une hypothese physique raisonnable. Toutefois, il n’est pas garanti mathématiquement que 1’on
puisse trouver une solution continue au probleme d’évolution. Cela dépend a la fois du modele et du
chemin de déformation imposé. De plus, on a besoin dans la suite de cette section d’un peu plus de
régularité que la simple continuité pour donner un sens “classique” a certaines quantités comme le
travail de déformation ou ’énergie dissipée. Pour éviter toute difficulté d’ordre technique, nous n’envi-
sagerons donc que des évolutions régulieres, i.e. nous supposons que les déformations, les déformations
plastiques et les contraintes sont des fonctions continues et continiment différentiables par morceauz
du temps. Mais comme ceci est une hypotheése a priori et qu’on n’est pas assuré que tout chargement
régulier engendre une évolution réguliere, nous appellerons chemins de déformation compatibles avec la
loi d’évolution ceux qui sont réguliers et qui engendrent des évolutions régulieres. Encore faut-il qu’il y
ait assez de tels chemins compatibles pour ne pas vider toute la substance de I’analyse qui suit. On peut
le vérifier pour un modele précis, cela reste du domaine de I’hypothese dans le cas général. Hypothese
que nous adoptons implicitement.

5.3.2 Le postulat de Drucker-Ilyushin

Le postulat de Drucker-Ilyushin consiste a dire qu’il faut fournir de I’énergie au matériau pour lui
faire faire un cycle en déformation. Sa formulation exacte nécessite de préciser ces différentes notions.
Commencons par la notion de cycle.

Définition d’un cycle en déformation. On appelle cycle en déformation un chemin (donc une
application continue) t — g(t) de [to, t1] dans M2 tel que e(to) = (t1).
Définissons ensuite la notion de travail de déformation.
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Définition du travail de déformation. 5i l'on fait subir a un élément de volume un chemin de
déformation t — £(t) compatible avec I’évolution durant lintervalle de temps [to,t1] au cours duquel
I’évolution des contraintes est t v+ a(t), alors ’énergie que recevra cet élément de volume est égale au

travail de déformation W,
t1

W = a(t) : £(t)dt.

to
Cette énergie sera effectivement recue par I’élément de volume si YW > 0 et sera fournie si VW < 0.
Considérons un élément de volume d’un matériau élasto-plastique parfait dont I’évolution est
régie par une loi définie dans la section précédente. Soumettons 1’élément de volume a un cycle en
déformation compatible avec la loi d’évolution. Le postulat se formule alors ainsi

Postulat de Drucker-Ilyushin : Le travail de déformation doit étre non négatif dans tout cycle
en déformation compatible avec la loi d’évolution.

On peut vérifier que cette propriété de positivité du travail de déformation dans tout cycle en
déformation est satisfaite par le modele patin-ressort, cf Exercice 5.2.

5.3.3 Le principe du travail plastique maximal de Hill.

Envisageons un chemin de déformation de I’élément de volume ¢ +— £(t) durant lequel 'évolution de

la déformation plastique ¢ — £P(t) est réguliere. Faisons un bilan d’énergie. A P’instant t, les contraintes
étant g(t), la déformation élastique vaut £(t) = S : g(t) et I'énergie élastique (volumique) vaut donc

E(t)=5a(t): (t).

N[
[T
I8!

La variation d’énergie élastique durant le processus est donnée par

A(‘::% S:o

IS
N[ —

:S:g —

1 1

g, et g désignant les contraintes initiales et finales. Par analogie avec le modele rhéologique patin-
ressort, supposons que le travail de déformation est la somme de la variation d’énergie élastique et de
Iénergie dissipée© :

W =AE+D.

Commeg:é=0g:(°+£)=a:

lljje»

:0+0:P, on a

p

>

Il
IS}
Iy

)

i.e. la puissance dissipée est égale a la puissance des contraintes dans la vitesse de déformation
plastique, en accord avec ce que 'on avait pour le patin-ressort. Pour ce dernier, on avait en plus
o(t)eP(t) = o, |eP(t)| a chaque instant et donc aussi

(o(t) —o™)eP(t) > 0, Vo* tel que |o*| < o.

6. Ceci ne peut qu’étre une hypothese tant que 1'on ne s’intéresse qu’aux grandeurs mécaniques. La seule facon de le
vérifier expérimentalement est de faire des mesures de température ou d’échange de chaleur.
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Cette inégalité peut étre considérée comme un principe de dissipation maximale. En effet, 0P représente
la puissance réellement dissipée alors que o*€P représente la puissance qui serait dissipée a un autre
niveau de force admissible pour la méme vitesse de glissement (c’est un max en o* pour éP donné). Le
principe du travail maximal de Hill consiste a étendre cette inégalité aux matériaux élasto-plastiques
parfaits ou plus exactement a ne retenir que ceux qui la satisfont.

Principe du Travail Plastique Maximal : A chaque instant ou la vitesse de déformation
plastique est définie”, la puissance réellement dissipée est supérieure ou égale & la puissance qui serait
dissipée par toute contrainte admissible avec la méme vitesse de déformation plastique :

(a(t) —g*) : €P(t) > 0, Vo* €S. (5.10)

Nous verrons que ce principe a des conséquences tres importantes d’un point de vue qualitatif. Il est
en particulier tres sélectif en termes de lois de comportement. Sa faiblesse réside dans son caractere
formel et nous allons voir qu’il peut se justifier a partir du postulat de Drucker-Ilyushin. Mais au
préalable comparons-le avec le Deuziéme Principe de la Thermodynamique.

Dans le cadre isotherme o1 nous nous sommes placés, le deuxieéme principe de la thermodynamique
exige simplement que la puissance dissipée soit non négative a chaque instant. Par conséquent, pour
un matériau élastique parfaitement plastique, on doit avoir

D(t) =a(t): €°(t) > 0, Vt. (5.11)

Il est clair que cette inégalité dite Inégalité de Clausius-Duhem est beaucoup moins restrictive que celle
exigée par le principe du travail plastique maximal. On peut méme considérer que celui-ci contient le
deuxieme principe de la thermodynamique en vertu de la proposition suivante

Comparaison entre les principes. Pourvu que le domaine de réversibilité contienne [’état sans
contrainte, i.e. pourvu que 0 € S, un matériau élastique parfaitement plastique qui satisfait le Principe
du, Travail Plastique Maximal satisfait aussi le Deuziéme Principe de la Thermodynamique.

PREUVE. Si 0 € S, alors en prenant ¢* = 0, on déduit de (5.10) que g : £# > 0 & chaque instant,
autrement dit (5.11). O

Mais évidemment la réciproque n’est pas vraie. 1l est facile de construire des lois de comportement en
élasto-plasticité parfaite ou le deuxieme principe est toujours vérifié mais pas celui du travail plastique
maximal. Voici un exercice pour s’en convaincre.

Exercice 5.4. Considérer un matériau €élastique parfaitement plastique dont le critére de plasticité
s’écrit ||a|| < o. ot || - || désigne la norme euclidienne et o, > 0. Montrer que si la loi d’écoulement
plastique s’écrit P = ns avec 11 > 0 quand el = oc, s désignant le déviateur de o, alors l'inégalité
de Clausius-Duhem est toujours satisfaite mais pas forcément Uinégalité de Hill. Que faut-il pour que
linégalité de Hill soit toujours satisfaite ¢

7. Voir la note en bas de page 95 pour une extension de cette inégalité aux instants olt g” est seulement dérivable a
droite.
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5.3.4 Lien entre le postulat et le principe.

Le lien entre le principe de Hill et le postulat de Drucker-Ilyushin n’apparait pas immédiatement
méme si tous deux sont basés sur des considérations énergétiques. On a pourtant le remarquable
résultat suivant qui montre 1’équivalence entre le postulat et le principe pour un matériau élastique
parfaitement plastique aux questions de régularité pres.

Equivalence du postulat et du principe. Le postulat de Drucker-Ilyushin est satisfait
si et seulement si le principe du travail plastique mazximal de Hill est satisfait a chaque instant
de toute évolution réqulicre.

PREUVE. Pour démontrer proprement ce résultat on a besoin d’un peu de régularité pour S et sa
frontiere S (au minimum que U'intérieur de S soit non vide et connexe).

Montrons d’abord le seulement si. Considérons un chemin de déformation ¢ — ¢(t) de 1’élément de
volume élastique parfaitement plastique tel que I’évolution soit réguliere et plagong—nous a un instant
s ou la vitesse de déformation plastique vaut £P(s). Le cas ou €P(s) = 0 étant trivial, supposons
que €P(s) # 0. Soient £(s) et o(s) les états de déformation et de contrainte correspondants. On a
nécessairement o(s) € 98. B

Choisissons une contrainte ¢* arbitraire a l'intérieur de S et imaginons une autre évolution de
I’élément de volume ot il aurait pour déformation plastique initiale g? (s) et serait soumis au cycle en
déformation ¢ — Z(t) défini ci-dessous qui comporte 3 phases, cf Figure 5.15. On note E I'image du
domaine de réversibilité dans 1’espace des déformations & l'instant initial de ce cycle

E={eeM?}: C:(c—¢e"(s)) €S}

i}

1. t € [tg,s). On part de E(tg) = * = S : ¢" +£P(s) et on va jusqu'a &(s) = g(s) = S : a(s) +£P(s)

de fagon & ce que la déformation plastique n’évolue pas (il suffit que les déformations E(t) soient
toujours a 'intérieur de E durant cette phase, ce qui passe par 'hypotheése de connexité) ;

2. t € [s,s+h] avec h > 0 assez petit. On suit le “vrai” chemin de chargement durant cet intervalle
de temps, i.e. £(t) = &(t), ce qui provoque une (petite) évolution de la déformation plastique
jusqu’a e”(s+h). Ceci a pour effet de modifier (un peu) le domaine de réversibilité dans espace
des déformations qui devient Ej,,

E,={eeM;:

Il

(e—£€P(s+h) €S} =E+£(s+h) —£P(s),

qui se déduit donc de E par la translation (s + h) — gP(s) (écrouissage cinématique dans
I'espace des déformations). Cette translation tend vers 0 quand h tend vers 0.

3.t € (s+ h,ti]. On revient a I’état de déformation initial £* en s’arrangeant pour que les
déformations restent toujours & lintérieur du domaine de réversibilité E;, de facon & ce que
les déformations plastiques n’évoluent pas. Ceci est toujours possible dans la mesure ou €* est
intérieur & E (moyennant ’hypothese de connexité). En effet, il suffit de prendre h suffisamment
petit de fagon & ce que le domaine de réversibilité bouge suffisamment peu pour que * € Ey,.

93



FI1GURE 5.15 — Cycle en déformation utilisé dans le postulat de Drucker-Ilyushin.

Calculons le travail de déformation durant chacune de ces 3 phases. Durant la premiére phase, la
déformation plastique restant a sa valeur initiale £(s), on a

Wi = /t :(é(t
£(s) :

~—

—e'(s):C E(t)at

|
D=
[l
1)
—
Va)
~—
|
D=
1)
*
[l
)
*
|
[eo,
3
—
»
~
[l
—
[
—
»
~
|
o)
*
~—

Durant la deuxieme phase, on a

Durant la troisieme phase, la déformation plastique restant a la valeur £P(s + h), on a

Ws = /1 (2(t) — (s +h)) : C: E(t)at
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En divisant par h et en passant a la limite quand A — 0, on obtient
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Les trois premiers termes se simplifiant grace a la relation contrainte déformation (5.7), il reste

EP(s): C: (e(s) —£") >0

Il

soit finalement
(g(s) —a"):€P(s) > 0.

Cette inégalité doit donc étre vraie pour tout ¢* intérieur a S, mais par continuité elle doit également
étre vraie pour tout o* € S, ce qui est le principe du travail plastique maximal & l'instant s. On a
donc bien B

Drucker-Ilyushin = Hill.

Montrons la réciproque. Soit g¢* € S et soit gf la déformation plastique initiale de I’élément de
volume. Soumettons-le & un cycle compatible ¢ — £(t) tel que g(to) = g(t1) =" = S : g* + £f et tel

que I'évolution t + gP(t) soit réguliere, la déformation plastique finale étant g’l’. Calculons le travail
de déformation W au cours de cycle. Il s’agit de montrer que W > 0 dans la mesure ou

(a(t) —a") : EP(t) > 0, vt € (to, t1) (5.12)

Calculons W en utilisant la décomposition g = £° + gP et le fait que c’est un cycle :

w o= /tla(t):(ép(t)—kS:d(t))dt

0

1

0

= /t1U(t):ép(t)dt—i_;(g*_ep):C:(5*—510)_;(6*—%))ZCZ(E*—EP)

B /tlg(t) (Bt — (& —gf) Ci (- + 3 (e — ) L (e~ g)
B /t (el)— ) PO+ —e) O (- 2D,

0

Par conséquent, comme le tenseur de rigidité est positif, si (5.12) est satisfaite, alors W > 0 et on a
bien montré la réciproque
Hill = Drucker-Ilyushin.

D’ou I’équivalence entre le postulat et le principe. 8 O

5.3.5 La convexité du domaine d’élasticité et la régle de normalité

Le principe du travail plastique maximal a des conséquences importantes puisqu’il impose que le
domaine de réversibilité soit convere et que la vitesse d’écoulement plastique soit orientée suivant

8. En re-parcourant la démonstration du seulement si on notera que c’est la dérivée a droite de la déformation et de la
déformation plastique en s qui intervient dans les raisonnements, i.e. limp o (g7 (s+h)—g”(s))/h et limp 0(e(s+h)—e(s))/h.
Il n’est pas nécessaire que € et eP soient dérivables en s. On peut donc étendre I’inégalité de Hill aux instants ou les
déformations et les déformations plastiques sont seulement dérivables & droite.
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la normale extérieure au domaine. Autrement dit, dans le cas ou le domaine de réversibilité est a
frontiere réguliere (i.e. il admet un hyperplan tangent en tout point de sa frontiere), ceci fixe la
direction d’écoulement plastique g et réduit considérablement la part d’arbitraire de la loi d’évolution.

La démonstration de ces deux propriétés de convexité et de normalité est techniquement difficile, mais
elle a le mérite de faire apparaitre des caractérisations intéressantes du domaine de réversibilité liées
a sa convexité. On a donc

Convexité et normalité. Sous réserve d’une régularité suffisante du domaine de réversibilité et de la
loi d’écoulement, un matériau élastique parfaitement plastique satisfait le principe du travail plastique
mazximal si et seulement si

1. le domaine de réversibilité S est conveze ;

2. la vitesse de déformation plastique ¥ appartient, quand elle est définie, au cone des normales
extérieures a IS en g. En particulier quand g est un point non anguleuz du bord, on a

gl = ﬁ%(g), 7> 0. (5.13)

PREUVE. Pour démontrer ce résultat on a besoin de supposer que S est un sous-ensemble de M2 non
vide, fermeture de son intérieur. On a de plus besoin de supposer que, quel que soit le point ¢ sur la
frontiere S, on peut trouver un processus de chargement tel qu’il existe un instant ot I’état de contrainte
est o et ou la vitesse de déformation plastique £° est définie et non nulle. Adoptons ces deux hypotheses
et rappelons quelques propriétés d’un ensemble C conveze fermé d’intérieur non vide de M? :

1.
2.

L’intérieur de C est convexe et C est sa fermeture;

Quel que soit g sur la frontiere JC, il existe des directions non nulles g € M2 telles que C soit situé
dans le demi-espace fermé passant par ¢ et d’orientation g, i.e. a

Vot e€C, (¢—g"):g9>0.

INS)

L’ensemble N, de telles directions g auxquelles on rajoute 0 constitue un céne convezre fermé dans

M2 appelé cone des normales extérieures, i.e.

H£§

,Qie Néj annI2t07 ng-+7fgi€<Ng~

Aux points réguliers g de la frontiere JC ol la normale extérieure g est définie, on a N, = {ng

0
1 > 0}. En particulier quand S est défini par f(o) < 0, on peut prendre g = a—f
g g o

C est égal a l'intersection des demi-espaces s’appuyant sur sa frontiere, i.e.

c=N{N{zem @)y

o€0dC  geNg

v

o
—
—
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FIGURE 5.16 — Cone (en rouge) des normales extérieures en un point anguleux du bord d’un convexe.

g

FI1GURE 5.17 — Caractérisation d’un convexe par l'intersection des demi-espaces tangents.

Démontrons d’abord le si. Si S est convexe fermé d’intérieur non vide, alors on peut définir le cone N,
des normales extérieures en g € 9S. Si € € N, alors par définition on a

Ver €S, (g-g'):£">0

qui n’est rien d’autre que 'inégalité de Hill. Démontrons maintenant le seulement si. Par hypothese S est
non vide, fermeture de son intérieur et pour tout g € 9S il existe £” # 0 tel que Va* € S, (c—g*) : €/ > 0.
Considérons le demi-espace fermé passant par g et d’orientation £”, et définissons ’ensemble C comme
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I'intersection de tous ces demi-espaces lorsque g décrit OS :

C est convexe fermé puisqu’intersection de convexes fermés. D’apres 'inégalité de Hill, S est contenu
dans chaque demi-espace et donc dans leur intersection. Donc S C C. Comme S est d’intérieur non vide,
C également.

Il nous suffit de montrer que §=(& En effet, dans ce cas, en prenant la fermeture, on aura S = C et donc
S sera convexe fermé d’intérieur non vide. De plus I'inégalité de Hill (5.10) signifie alors simplement que,
aux instants ol elle est définie, €¥ € N, par définition du cone des normales extérieures & S en g.
Montrons tout d’abord que 9S C 9C par contradiction. Supposons qu'il existe o € 9S qui soit intérieur
4 C. On peut alors trouver une boule de centre ¢ et de rayon r > 0 incluse dans C. Elle est donc
aussi dans tous les demi-espaces servant & définir C. Par conséquent pour tout o* de cette boule, on a
(c — ") : €7 > 0. Mais ceci n’est possible que si €” = 0 ce qui est contraire A notre hypothese. Donc
sscoc. - o

Pour montrer que S=C, on procede par contradiction sachant déja que SCC. Supposons qu’il existe
o intérieur & C mais pas intérieur & S. Alors o est extérieur & S (il ne peut pas étre sur sa frontiere
puisqu’elle incluse dans celle de C). Prenons maintenant ¢* intérieur & S et donc & C. Comme intérieur
de C est convexe, le segment joignant ¢* & ¢ est intérieur & C. Mais ce segment joint un point intérieur
4'S & un point extérieur & S. Il passe donc par la frontiere de S. On aurait donc trouvé un point qui soit

[e] o
sur la frontiere de S tout en étant intérieur a C, ce qui est impossible puisque dS C JC. Donc S=C. O

5.3.6 Incompressibilité plastique et non bornitude du domaine d’élasticité

Pour les métaux ou les mécanismes élémentaires de déformation plastique sont les mouvements des
dislocations, ces mouvements se font a volume constant ce qui suggere d’adopter pour eux '’hypothese
d’incompressibilité plastique :

Définition de I’incompressibilité plastique. L ’écoulement plastique est dit incompressible si, a
tout instant, TreP =07,

Comme le principe du travail plastique maximal lie I’écoulement a la forme du critere, I'incompressi-
bilité plastique est équivalente a une propriété d’invariance par translation du domaine de réversibilité.

Propriété. Un matériau élastique parfaitement plastique qui satisfait le principe du travail plastique
mazximal a un écoulement plastique incompressible si et seulement si le domaine de réversibilité est
mvariant par translation dans la direction des tenseurs sphériques, i.e.

Vo' €S,VpeR, g"+pleS — vt TréP(t) =0.

PREUVE. Montrons I'implication =. Soit g € 9S, prenons ¢* = g — pl avec p € R. En reportant
dans (5.10) il vient p Tr £ > 0. Mais comme p est arbitraire, on a nécessairement Tr£P = 0.

9. Rappelons qu’en petites transformations Tr g représente la dilatation volumique, i.e. la variation relative de volume.
Donc Treg” peut étre vue comme la contribution plastique de cette dilatation.
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Montrons I'implication <=. Utilisons la caractérisation de S obtenue dans la démonstration de la
Propriété de convexité, page 96, en adoptant les mémes hypotheses. Le domaine de réversibilité est
I'intersection des demi-espaces s’appuyant sur sa frontiere,

S=(){g"eM:(g—g"):¢" >0},
a€ds

Soit g* € S, il appartient donc & tous les demi-espaces. Comme TréP = 0, on a (¢* +pl) : P = g% : £P

pour tout p € R. Donc ¢g” + pl appartient aussi a tous les demi-espaces et donc a leur intersection.
D’ou g + pl est dans S. O

5.4 Les lois standards de Von Mises et de Tresca

Les deux criteres de plasticité les plus usités pour les métaux sont le critére de Von Mises et le
critere de Tresca. Tous deux sont des criteres convexes, isotropes et invariants par translation dans la
direction des tenseurs sphériques. Le premier est a frontiere réguliere alors que le deuxieme présente
des coins. Nous les introduisons, puis les comparons.

5.4.1 Le modeéle standard de Von Mises
Le critére de Von Mises

Le critere de Von Mises s’exprime en termes de la contrainte équivalente o4 qui est, a un facteur
multiplicatif pres, la norme euclidienne du déviateur des contraintes,

I (5.14)

Ueq =

ASTUCE: Le calcul de la contrainte équivalente ne nécessite pas le calcul du déviateur si 'on remarque
que
— (Tro)?/3

s:5=0:

IS}

Le domaine de réversibilité associé au critere de Von Mises est défini par

S={ceM? : o4 <o} (5.15)

ou o, est la contrainte critique du matériau.

Propriétés du critere de Von Mises. Le domaine de réversibilité associé au critére de Von Mises
est convexe, isotrope, invariant par translation dans la direction des tenseurs sphériques et centré en
0.

La démonstration complete de ces propriétés est laissée a titre d’exercice. Indiquons simplement
que : (i) La convexité du critere tient a la convexité de la norme euclidienne; (ii) L’isotropie tient a
Iinvariance de la norme euclidienne; (iii) L’invariance par translation tient au fait que o et o + pI ont
le méme déviateur; (iv) La symétrie tient au fait que g et —o on la méme contrainte équivalente.
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Exercice 5.5. Démontrer rigoureusement ces propriétés du critére de Von Mises.

La loi d’écoulement

Si 'on adopte le principe du travail plastique maximal et donc la regle de normalité, la loi
d’écoulement associée au critere de Von Mises s’écrit

b — 3n s 77 =0 s% Ocq < O . (5.16)
= 20, = 120 Sl =0
of s : : .
En effet, en posant f(g) = 0eg—0c,ona -~(g) = quand g # 0. On a bien Tr 7 = 0 conformément

@ Oeq
a la Propriété 5.3.6.

Exercice 5.6. Montrer que le multiplicateur plastique 1 dans la loi d’écoulement de Von Mises est
égal au taux de déformation plastique cumulée p, cf (5.9).

La relation contrainte-déformation

Complétons le modele de Von Mises par la relation contrainte-déformation. Comme le critére de
plasticité est isotrope, il est raisonnable de considérer que le comportement élastique 1’est également.
Du fait de I'incompressibilité plastique, ¥ est un déviateur et la relation contrainte-déformation s’écrit

a=ATre I +2u(e—£P) (5.17)

ou A et i sont les coefficients de Lamé. En I'inversant, on obtient

1+v
FE

§—§p=—%Trg£+

a (5.18)

Le modele de Von Mises est donc défini par les trois relations de comportement (5.15)—(5.17). On
se propose de I’étudier sur les problemes d’évolution associés a des essais uni-axiaux et bi-axiaux.

Essai uniaxial

C’est un processus de chargement mixte ot on suppose que les contraintes sont uniaxiales mais
ou on controle la composante du tenseur de déformation correspondante. On suppose donc que
o(t) = o(t)e; ® e; tout en se donnant €17 = £(¢). L’élément de volume est dans son état naturel
sans déformation plastique au début du processus de chargement.

— Le critere s’écrit |o(t)| < o¢, ce qui permet d’interpréter o. comme le seuil de plastification
en traction. (Ceci explique aussi la présence du facteur 3/2 dans la définition de la norme
équivalente.)

— Comme le déviateur des contraintes s’écrit s(t) = o(t).J avec

2 1
i: g@l X e — §§2 ®§2_§§3®§3
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et donc a une direction fixe, la loi d’écoulement donne que le tenseur de déformation plastique
est aussi proportionnel a J et donc peut s’écrire

(1) = S (1)L

— On tire de la relation contrainte-déformation que le tenseur de déformation élastique est donné
par
Eef(t) = o(t)(e1 ® e — vey ® ey — vez @ e3)

ou F est le module d’Young et v le coefficient de Poisson.
— Enfin, on tire de la décomposition de la déformation, la relation entre o, € et P :

o(t) = E(e(t) — P(t)), (5.19)
la loi d’évolution de eP s’écrivant

EP(t) =0 si |o(t)| < o
lo(t)] < o, eP(t) >0 sio(t)=o0. - (5.20)
eP(t) <0 sio(t)=—o,

On reconnait dans (5.19)-(5.20) exactement les équations régissant 1’évolution du modele patin-ressort.
On peut donc appliquer tous les résultats obtenus pour ce modele.

Conclusion : Dans un essai de contrainte uniaxiale, le modele standard d’élasto-plasticité parfaite
de Von Mises se comporte comme le modele rhéologique patin-ressort.

Essai bi-axial

On va calculer et comparer la réponse d’un matériau soumis a deux essais bi-axiaux qui different
par le chemin de chargement. Cela va permettre d’une part d’illustrer tous les concepts introduits
et d’autre part de montrer qu’a cause de l'irréversibilité la réponse dépend en général du trajet de
chargement. Durant ces deux essais ’état de contrainte est bi-axial et le tenseur des contraintes est
diagonal dans la base (e, €5, €3), ce qui permet de I’écrire

g =01€; @ e + 026y X €y.

Par conséquent, la contrainte équivalente est donnée par

3 1
% =5 (a% S — 5(01 + 02)2> = 0?2 4 03 — 0109.
Le critere de Von Mises s’écrit donc

0% + O'% — 0109 < 03.

Ceci correspond a une ellipse du plan (o1, 02) dont le demi grand axe est suivant la premiere bissectrice
et vaut V2o, et le demi petit axe est orienté suivant la deuxieme bissectrice et vaut /2 /30.. Cette
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ellipse d’excentricité /2/3 passe par les points (o, 0), (0, 0¢) et donc par symétrie par (0, 0.), (—o,0),
(0, —0¢) et (—o¢, —0c).

Le matériau étant isotrope, on déduit de la relation contrainte-déformation et de la loi d’écoulement
plastique que ¢ et P sont également diagonales dans la base (e;, ey, €3), ce qui permet de les écrire :

e=c1e ®e + 26 @ey +e3e3Rey, £ =eleg @ey +ehes @ ey +ehes @ ey

les composantes 33 étant en général non nulles a cause du coefficient de Poisson et de I'incompressibilité
plastique. Précisément, on a

D . 201 — 02

E(€1—€If) =01 — VO9 &1 = 20

p ’ 20‘2 _co-l 3 (521)

E(52—62)202—V01 5'227:7'77

20,

les deux autres relations ne servant qu’a calculer e3 et &} :

D P D PP o1+ 02
e3=—(e]tey), e3=—(e]+ey) —v £

Il est utile aussi de représenter le domaine de réversibilité E ou plus précisément son image dans le
plan (g1,€2). Apres un petit calcul utilisant (5.21) on obtient que le vecteur € = (£1, e2) doit appartenir
a Dellipse suivante, dont le centre est e? = (¢}, £h) et dont les axes sont paralleles aux premiere et
deuxiéme bissectrices :
2 2
(e14+e2— () +€5)"  3(er—e2— (e —€5)) )

<
41— v)? A1+ v)? = e

ou e, = o./E. Cette ellipse garde une forme, une taille et une orientation fixe, mais se translate
quand la déformation plastique évolue, ce qui correspond a un écrouissage cinématique dans l’espace
des déformations (mais il n’y a pas d’écrouissage dans l'espace des contraintes puisque le domaine S
est fixe). Notons que sa forme et sa taille dépendent du coefficient de Poisson. Est représentée sur la
Figure 5.18 Dellipse quand & = e} = 0 pour v = 0.25 (I'ellipse Eq a alors une excentricité trois fois
plus faible que celle de Von Mises S et s’apparente a un cercle).

Essai bi-axial asymétrique Le processus de chargement comprend 2 phases :

1. Durant la premiere phase, on reprend ’essai uni-axial précédent ol seule la composante 011
des contraintes est non nulle et ou on contréle la déformation €17 en la faisant croitre de 0 a
une valeur maximale €, telle qu’il y ait plastification.

2. Durant la deuxieme phase, on bloque la contrainte o1 a la valeur critique o, et on tire dans
la direction 2 de fagon a ce que seules 011 et 029 soient son nulles. On controle la déformation
€29 en la faisant croitre de la valeur atteinte a la fin de la premiere phase jusqu’a .

Calculons la réponse durant les différentes phases.

1. Premiére phase élastique. Au début de la premiere phase, la réponse est élastique. Du fait du
chargement uniaxial, on a 07 = Fey, €9 = €3 = —ve; et 571’ = 6’2’ = z-:g = 0. La réponse dans le
plan des déformations et des contraintes est un segment de droite (en vert sur la Figure 5.19.)
Cette phase cesse quand les déformations et les contraintes arrivent sur la frontiere du domaine

de réversibilité, i.e. quand €1 = ¢, et 01 = o,.
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FIGURE 5.18 — L’ellipse de Von Mises dans un essai a contraintes bi-axiales et son image dans le plan

des déformations associées en 'absence de déformation plastique (pour v = 0.25).
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FIGURE 5.19 — La réponse du matériau lors de la premiere phase de chargement de ’essai-biaxial
asymétrique (en vert le trajet correspondant & la phase élastique). A gauche : dans le plan des
contraintes ; a droite : dans le plan des déformations.

2. Premiere phase de plastification. Lorsque €1 dépasse €., le matériau commence a plastifier.
Comme on impose aux contraintes de rester uniaxiales, I’état de contrainte ne varie pas et le
vecteur ¢ le représentant dans le plan (o1, 02) reste (o, 0). Par contre les déformations et les
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déformations plastiques varient et on a

=e1—¢, ¢
Le domaine de réversibilité se translate dans le plan des déformations suivant la direction fixe
(2, —1) donnée par la regle de normalité, cf Figure 5.19.

ép

02 €2

N Epl

FIGURE 5.20 — La réponse du matériau lors des deux phases de chargement de 1’essai-biaxial
asymétrique (en vert le trajet correspondant a la phase élastique). A gauche : dans le plan des
contraintes ; a droite : dans le plan des déformations.

3. Deuziéme phase élastique. Montrons que la plastification s’arréte lorsqu’on commence a faire
croitre €9 en maintenant o1 = o.. Sinon, si la plastification continuait, ’état de contrainte
devrait rester en (o¢,0). De plus d’apreés la loi d’écoulement, on devrait avoir &5 < 0. Mais
alors on aurait €2 = €5 < 0, d’out la contradiction. Durant cette phase élastique, on a donc
69 = FEéo > 0. La contrainte o9 croit et la phase s’arrétera lorsque oo = o.. Comme €1 = —vés,
les déformations décrivent un segment de droite de pente —1/v jusqu’a atteindre le bord de
lellipse Eq, cf Figure 5.20. A ce moment-la, ’état du matériau est

Ex — VE¢ Oc Ex — Ec
, o= , P =
—te 4+ (3 —v)ec o —3(ex — &)

0]
Il

4. Deuziéme phase de plastification. Lorsque o9 atteint 0., comme les contraintes ne peuvent sortir
de Dellipse de Von Mises, les contraintes restent bloquées en (o, 0.) et le matériau plastifie a
nouveau. La direction de la vitesse de déformation plastique est donnée par la régle de normalité
et est donc (1,1). Lorsque £3 = 4, les incréments de £} et de 8 seront égaux a

3

Al = Aeb = Aey = 5(6* —&.) + Ve,



et I’état final du matériau est

3(ex—ec) +ec Oc S(ew —ee) + vee
, 0= , el= . (5.22)
Ex Oc Ex — Ec T VEL

o)
Il

L’ensemble du processus d’évolution est présenté sur la Figure 5.20.

Essai bi-axial symétrique Le deuxieéme trajet de chargement consiste a imposer la méme déformation
dans les deux directions tout en laissant libre la troisieme direction. On impose donc

€1 = &9 =¢, 0'3:0

avec ¢ croissant de 0 jusqu’a e,. Les directions 1 et 2 étant équivalentes, on aura donc par symétrie 10 :
el =ebi=eP, e =-2 o1=09:=0, e3=-2"—2w0/E.

Il reste & déterminer o et P en fonction de . La relation contrainte-déformation nous donne E(e—eP) =
(1 —v)o et le critere s’écrit |o| < o.. On se retrouve dans la situation du modele patin-ressort avec
E/(1 — v) comme raideur et o, comme seuil de glissement du patin. Par conséquent, 1’évolution
comprendra deux phases :
1. Phase élastique : Tant que € < (1 —v)e,, le matériau ne plastifie pas, e? =0 et 0 = Fe/(1—v).
2. Phase de plastification : Dés que € > (1—v)e,, le matériau plastifie, 0 = o, et e? = e — (1 —v)e,.
L’état de contrainte n’évolue plus alors que le domaine de réversibilité E se translate dans la
direction (1,1) donnée par la loi de normalité, cf Figure 5.21. L’état final du matériau a la fin
du processus de chargement est

Ex Oc Ex — Ec T VEC
, el= : (5.23)
Ex Oc Ex — Ec + VeEL

Ion
I
S
I

Comparaison des deux essais bi-axiaux Si l'on compare les états finaux donnés par (5.22) et
(5.23), on voit que les contraintes et la déformation €5 sont identiques. Par contre €1 differe d’un essai a
Iautre et par voie de conséquence les déformations plastiques aussi. On voit ici I'importance du trajet
de chargement sur la réponse du matériau. En raison de ['irréversibilité des phases de plastification,
la réponse dépend en général de l'ordre des séquences. Notons que ce résultat était prévisible sans
calcul a partir de 'observation du trajet des contraintes dans chaque essai. Montrons pour cela que
l'on a nécessairement €] # 5 a la fin de 'essai asymétrique alors que 1'on a égalité a la fin de D'essai
symétrique. Dans les deux essais le matériau plastifie quand ¢ = (0, 0.) mais en plus dans 'essai

asymétrique le matériau plastifie quand ¢ = (o,,0). Or d’aprés la régle de normalité, on a &} = &b
au point (o.,0.), alors que €8 = —2¢8 au point (o,,0). D’ott la différence annoncée. Retenons de cet

exemple I'idée suivante

Conclusion : Du fait de I'irréversibilité des phases de plastification, I’état final du matériau dépend
en général de tout le trajet de chargement.

10. Cette propriété de symétrie de ’évolution peut évidemment se déduire des relations de comportement et n’a pas
besoin d’étre postulée. Cette déduction est laissée a titre d’exercice.
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FIGURE 5.21 — La réponse du matériau lors des deux phases de chargement de ’essai-biaxial symétrique
(en vert le trajet correspondant & la phase élastique). A gauche : dans le plan des contraintes ; a droite :
dans le plan des déformations (pour v = 0.25).

5.4.2 Le modéle standard de Tresca
Le critére de Tresca

Le critere de Tresca est aussi appelé critére de cisaillement maximal. Cette deuxieme appellation
renferme sa définition. Soit o un tenseur des contraintes et n 'orientation d’une facette. La contrainte
normale qui s’applique sur cette facette est ¥ = n-o-n et le vecteur cisaillement est T'= o0 -n — Xn.
Le cisaillement maximal est donc sup,, ||| Si 'on représente le vecteur contrainte o - n dans le demi-
plan de Mohr (%, ||Z|), extrémité de ce vecteur décrit le domaine délimité par les trois demi-cercles
de Mohr quand n décrit la sphere unité. Rappelons que ces cercles de Mohr sont définis par les
trois contraintes principales (01,09, 03) du tenseur des contraintes g, cf Figure 5.22 ou les contraintes
principales ont été numérotées par ordre croissant : o7 < oo < 3. On voit que le cisaillement est
atteint au podle du plus grand cercle de Mohr et vaut donc
g1

o3 —
sup ||T|| = ———
7)) = %

Si 'on n’ordonne pas les contraintes principales, le domaine de réversibilité associé au critere de
Tresca est défini par

S = {g e M2 : sup(o; —0j) < O'C} (5.24)
Y]

ou o, est égal au double du cisaillement maximal que peut supporter le matériau.

Propriétés du critéere de Tresca. Le domaine de réversibilité associé au critére de Tresca est
convexe, isotrope, invariant par translation dans la direction des tenseurs sphériques et centré en 0.
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FIGURE 5.22 — Détermination du cisaillement maximal a 'aide des cercles de Mohr.

L’isotropie tient au fait que le critére ne fait intervenir que les contraintes principales qui sont
invariantes par changement de base orthonormale. Si o; est une contrainte principale de o, alors
o} = 0; + p est contrainte principale de g +pl. D’ott ol — O‘} = 0; — 0; et I'invariance du critére par
toute translation suivant /. Comme —o; est contrainte principale de —g, le critére est invariant par
symétrie centrale. La seule propriété qui n’est pas évidente est la convexité. Utilisons la définition
d’origine du critere de Tresca, i.e. sup,, ||| < o, qui peut aussi s’écrire

Hg ‘N — Onpn QH <o. Vn, HEH = 1.
Mais comme |07 + (1 —)T'|| < 0||T|| + (1 — 0)||T’|| pour tout 8 € [0,1], tout T et tout I, on a aussi
10z + (1= 0)g) - — (0o + (1 = O)oy,) nll <o, ¥, [Inf] =1, V0 €[0,1]

si o et ¢’ vérifient le critere. D’oll la convexité.

La loi d’écoulement

La principale difficulté d’utilisation du critéere de Tresca tient a la non régularité de la surface seuil
qui contient des coins qui correspondent aux ¢ ayant une contrainte principale double. L’écriture de la
loi d’écoulement en est rendue plus difficile. Notons tout d’abord que le principe du travail plastique
maximal implique la propriété suivante que nous admettrons sans démonstration :

Propriété. Le tenseur des contraintes g et la vitesse de déformation plastique P admettent la méme
base orthonormée de vecteurs propres.

De plus comme le critere de Tresca est invariant par translation dans la direction des tenseurs
sphériques, on peut utiliser la Propriété 5.3.6 et 1’écoulement plastique est nécessairement incom-
pressible. Considérons ¢ au seuil de plastification en ordonnant ses valeurs propres, i.e.

o1 <09 < o3, 03 — 01 = O,

et écrivons l'inégalité de Hill pour des ¢* admissibles et ayant mémes directions principales que g

Z(O’Z‘ —07)él >0, Vo' : max(o] —0}) < 0. (5.25)
17]

%
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Envisageons les différents cas de multiplicité de contraintes principales, sachant qu’il ne peut y avoir
multiplicité triple des contraintes au seuil puisque o3 > 0.

1. Contraintes principales simples : 01 < 02 < 03. En prenant 0] = 01—p, 05 = 02—¢q, 05 = 03—p
avec p € R et |g| assez petit, on obtient p(¢} +€8) + geb > 0, ce qui implique que €} +£5 =0 et
el = 0. Réciproquement, si e] = —1), €5 = 0 et & = 1), alors (5.25) se réduit & (0. —o%+07)n > 0
si |05 — 07| < oc. Elle est donc satisfaite si et seulement si 77 > 0.
2. Contraintes principales doubles : 01 = 09 < 03. En tenant compte de 'incompressibilité plas-
tique, l'inégalité de Hill se réduit a
(05 — 0 —00)él + (03 — 03 — 0c)eb > 0.

Elle est donc satisfaite pour tout g* admissible si et seulement si é’f <0 et ég <0.

3. Contraintes principales doubles : 01 < o9 = 03. En tenant compte de 'incompressibilité plas-
tique, 'inégalité de Hill se réduit a

(0c+ 0] —05)eb + (o + 0] —03)el > 0.

Elle est donc satisfaite pour tout ¢* admissible si et seulement si ég >0 et ég > 0.

En résumé, la regle de normalité pour le critere de Tresca s’écrit

P =—n<o, éb =0, =n>0, si o1<oy<o3=o0.+01
ézl)z —1m <0, égz —1g < 0, é§=771+772, Si 01 =09<03=0.+01 (5.26)
éll):—ﬁQ—ﬁg, 5”2’:7'7220, 5’%’:7'7320, si 01 <o0g=03=0.+01

En supposant le matériau isotrope, la relation contrainte-déformation est la méme que pour le modele
de Von Mises. Finalement, les relations de comportement caractérisant le modele standard de Tresca
sont (5.24), (5.26) et (5.17)-(5.18). On se propose d’illustrer ce modele sur les mémes essais uni-axiaux
et bi-axiaux que pour le modele de Von Mises.

Essai uni-axial

Dans cet essai ¢ = oe; ® ¢; et on controle e11 = £(t). Le critere de Tresca s’écrit donc |o| < o
et o, s'interprete comme le seuil de plastification en traction. Nous sommes dans le cas d’une valeur
propre double et, si 0 = 40, la loi d’écoulement (5.26) donne

les inégalités changeant de signe si 0 = —o,. Les relations contrainte-déformation s’écrivent
o=E(—¢), —vo=EFE(—¢), —vo=E(s—¢}),

les deux dernieres servant a calculer g9 et £3 une fois que la contrainte o et les déformations plastiques
sont connues.

Envisageons un chargement monotone ou I'on fait croitre ¢ depuis 0, le matériau étant dans son
état naturel non plastifié au début du chargement. La réponse du matériau comporte deux phases
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1. Phase élastique : Tant que € < €, = 0./ E, le matériau ne plastifie pas. On a

oc=Fe, ¢ :572’:5520, €9 = £3 = —UE.

2. Phase de plastification : Dés que € > ¢, le matériau plastifie. La contrainte o reste bloquée
a la valeur critique o, et ef = £ — .. Toutefois la loi d’évolution (5.27) ne permet pas de
déterminer de fagon unique €5 et &. En effet, prenons § € [0,1] et posons ) = —0(c — &)
et ef = —(1 —0)(c — e.). Alors, il y a bien continuité en ¢ = ¢, et (5.27) est satisfaite. On a
donc construit une famille (paramétrée par 6) de solutions au probléme d’évolution de cet essai
uniaxial. (Parmi toutes ces solutions il y a évidemment la solution “symétrique” § = 1/2 ou les
directions 2 et 3 sont équivalentes.)

Conclusion : Dans l'essai uniaxial, on ne peut pas déterminer exactement 1’évolution de la
déformation plastique si le matériau est élastique parfaitement plastique et obéit au critere de
Tresca.

La raison de l'existence d’une infinité de solutions tient au fait que ’on contréle une partie des
contraintes alors qu’on est en plasticité parfaite et que la surface seuil de Tresca comporte des coins.
La présence de coins est essentielle puisque, si la surface est réguliere, alors la régle de normalité fixe
la direction d’évolution de la déformation plastique. Ainsi on avait unicité avec le modele de Von
Mises. Le fait que I'on controle certaines composantes des contraintes (ici o9 = 03 = 0) et donc pas
ces composantes des déformations est également essentiel. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer
I’essai bi-axial traité dans le paragraphe suivant out on controle €1 et €2 et ou a unicité de la réponse.
Enfin, le fait que 'on soit en plasticité parfaite est également important. En effet, en introduisant de
I’écrouissage cinématique, on récupere l'unicité comme le montre I’exercice suivant.

Exercice 5.7. (Modéle de Tresca avec écrouissage cinématique linéaire et régle de norma-
lité) On considére un matériau élasto-plastique écrouissable dont l’écrouissage cinématique linéaire
est défini a partir du tenseur des contraintes internes X = HeP ou H > 0 est le module d’écrouissage.
Le critére est le critére de Tresca qui porte surY = gi X (gt plus sur o) :

S:{YGM‘;’ : sup(Yi—Yj)gac}.

%,J

On étend le principe du travail plastique mazximal en demandant que l’inégalité suivante soit vérifiée
a chaque instant :

(Y -Y*):e’>0, VY*eS.

1. Rétablir la régle de normalité et montrer que la loi d’évolution consiste a remplacer dans (5.26)
les contraintes principales o; par les contraintes internes principales Y;.

2. Reprendre ’essai uniaxial ou seule la composante o171 des contraintes est non nulle et ot on
controle e11. Déterminer exactement [’évolution des contraintes, des déformations et des défor-
mations plastiques lorsque €11 croit depuis 0, le matériau partant de son état naturel non
plastifié.
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Essai bi-axial

On considere un état biaxial des contraintes ol ¢ = 01e; ® e; + 02e9 ® €y. Le critere de Tresca
Y4 3
s’ecrit

max{|o1],|o2], |01 — 02|} < 0.

ASTUCE: Pour gérer ce type de critéres contenant des max et des valeurs absolues, on a tout intérét
a remplacer les max par des V et les valeurs absolues par des +. Ainsi le critere de Tresca peut
s’écrire :

—0.<01< 0., —0.,<02< 0., —0,<01—02 =<0,

ce qui correspond a l'intersection de 6 demi-plans dont la construction est immédiate.

Le domaine de réversibilité est un hexagone du plan (o1, 02) qui passe par les points (o, 0), (o¢, oc)

et donc, par symétrie, par (0,0.), (—o.,0), (0,—0.) et (—o., —0¢). Il est contenu dans ellipse de Von
Mises, cf Figure 5.23.

Exercice 5.8. Montrer en utilisant des arguments de convexité que [’hexagone de Tresca est contenu

dans Uellipse de Von Mises (pour la méme valeur critique o).

02

Oc

01

FI1GURE 5.23 — L’hexagone de Tresca et 'ellipse de Von Mises dans un essai bi-axial.

On déduit de la loi d’écoulement (5.26) que, si le matériau est non plastifié au début de l'essai, le
tenseur de déformation plastique sera toujours diagonal dans la base (e, s, €3) et peut s’écrire

gp = 811)@1 ®e + 83@2 K ey + 8?@3 ® es.
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Sur les cotés de 'hexagone (sommets non compris) la loi de normalité donne

sur AB : 5}10 Z O) eg - O sur A,B/ : 8? S 07 Sg = O
sur BC : é/=0, &>0 sur B'C' : /=0, <0 (5.28)
sur CA” + €)= >0 sur C'A ;& =—eb >0

alors qu’aux sommets le vecteur vitesse de déformation plastique P doit appartenir au cone des
normales extérieures, cf Figure 5.24, ce qui s’écrit

EnA : &l+e>0, 5<0 En A" : &/+e <0, >0
En B el >0, >0 En B : /<0, /<0 (5.29)
EnC : /<0, é/+5>0 EnC’ : />0, &4+5<0
Les relations contrainte-déformation sont celles d’un matériau isotrope :
E(&l—&‘]l?) =01 —Vog, E(&‘Q—&g) = 09 —VOo1y. (530)

Calculons la réponse dans un essai symétrique, i.e. quand on impose €1 = €9 = € avec € croissant
de 0 & e. La relation (5.30) donne
(1—vo1 = (1 +v)Be — B(} +veh), (1—v*)o2=(1+v)Ee— E(eh + veh) (5.31)

1. Phase élastique : Tant que € < (1 — v)e., les contraintes restent & l'intérieur de I’hexagone, il
n’y a pas plastification et on a
€

g1 =er=¢, ef=¢eb=0, 01:02:E1_V.
2. Phase de plastification : Quand ¢ = (1 — v)e., le vecteur contrainte ¢ = (01,02) arrive au
sommet B de I'hexagone. Montrons en s’appuyant sur la continuité de ’évolution qu’il reste
nécessairement au point B quand € > (1 — v)e.. Par 'absurde. Il le quitte soit en rentrant a
Pintérieur de '’hexagone, soit en se déplacant sur un des cotés BC ou BA de ’hexagone. Suppo-
sons qu’il le quitte en rentrant a 'intérieur. Alors, la déformation plastique n’évoluerait pas et,
en vertu de (5.31), o1 et o9 devraient augmenter puisque € augmente, ce qui est contradictoire
avec le fait que o rentre a I'intérieur de I’hexagone. Supposons maintenant que ¢ quitte B en
se déplagant sur le c6té BC'. Dans ce cas o9 reste a la valeur o, et o7 diminue. D’apres (5.28),
el n’évolue pas. Donc, d’apres (5.30), o1 doit augmenter puisque € augmente, ce qui contredit
le fait que ¢ va vers C. On démontre de méme que g ne peut pas quitter B en se déplacant sur
le c6té BA. Donc ¢ reste en B. Mais alors, en vertu de (5.30), on a e = &b = — (1 —v)e.. A

la fin de l'essai, ’état du matériau sera donc

Ex Oc Ex — Ec + VeEL

I
I

S
I

)
S
I

Ex Oc Ex — Ec + VeEL

On peut noter qu’il y a donc unicité de la réponse, contrairement a ’essai uniaxial, et que cette
réponse est celle fournie par le modele standard de Von Mises.
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FIGURE 5.24 — La regle de normalité avec le critere de Tresca dans un essai bi-axial : sur les cotés de
I’hexagone, la direction de la vitesse de déformation plastique £P est unique; aux sommets, elle est
dans le cone des normales extérieures.

5.5 Identification expérimentale des criteres de plasticité

Si un simple essai de traction suffit pour mesurer la contrainte critique o, il faut avoir recours a
des essais au moins bi-axiaux pour identifier le critere de plasticité. On peut aussi a ’occasion vérifier
la validité de la regle de normalité. Un des essais couramment utilisé pour cela est ’essai de traction-
torsion. Il est réalisé sur des tubes (minces) de rayon R et d’épaisseur e petite devant R de fagon a ce
que I'état de contrainte soit pratiquement homogene. Si 'on exerce la force de traction F' et le couple
de torsion M, I'état de contrainte dans la partie centrale de I’éprouvette sera approximativement égal

a
g=o0e,®e, +T(egRe, +e, ®ey)

dans le systeme de coordonnées cylindriques, avec F' = 2rReo et M = 27w R?er. Une méthodologie

possible pour identifier le domaine de réversibilité (initial) S est de procéder comme suit :

1. On fait un premier essai de traction simple en augmentant ¢ tout en maintenant 7 a 0 et
on arréte lorsqu’on note une perte de linéarité de la réponse . On obtient ainsi la limite en
traction simple oy.

2. On fait la méme chose en compression et on obtient ainsi —o..

11. Cette perte de linéarité est repérée en effectuant régulierement des décharges et en notant la déformation résiduelle
a la fin de la décharge. Lorsque cette déformation résiduelle est plus grande qu'une valeur conventionnelle appelée offset,
on consideére que le matériau a plastifié.
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3. On charge en traction (ou compression) simple jusqu’a un certain niveau o, € (—o.,0¢) a7 =0,
puis on bloque o & o, et on exerce une torsion croissante dans un sens ou dans ’autre. On
mesure la valeur de 7 a partir de laquelle il y a perte de linéarité.

s
7 \\
N
N
N\ 13
0,9 U\
N
1)

15 l kg/mm’

N

\\\ /

Js {

'OQ . 16 /
= 18 } 4

- CUIVRE 9995

FIGURE 5.25 — Identification du domaine de réversibilité pour du cuivre dans un essai de traction-
torsion, Bui (1970).

En procédant ainsi on obtient une famille de points expérimentaux situés sur 9S. Sur la figure 5.25
sont représentés les points obtenus par Bui pour du cuivre. On constate que la famille des points se
trouvent approximativement sur une ellipse. Essayons de voir si cela peut correspondre au critere de
Von Mises ou au critere de Tresca. Compte tenu de la forme du tenseur des contraintes, la contrainte
équivalente et le cisaillement maximal sont donnés par

Ocg = V02 + 372, max(o; —0j) = Vo + 472

Z?J

Chacun des deux critéres prévoit donc une ellipse centrée en (0,0) et dont les axes sont les axes o = 0
et 7 = 0. Le rapport des axes est égal & v/3 pour lellipse de Von Mises et & 2 pour I’ellipse de Tresca.
On voit sur la figure que les points expérimentaux sont pratiquement sur une ellipse de Von Mises.

On peut poursuivre 'expérience pour vérifier la loi de normalité et mesurer I’évolution du domaine
de réversibilité. On suit la méthodologie précédente et on mesure la réponse en faisant un essai ou
la traction o est augmentée jusqu’a une valeur o, a torsion nulle, puis ou I’éprouvette est mise en
torsion a traction constante. Le taux de déformation plastique est obtenu en mesurant la déformation
résiduelle apres décharge. On peut noter sur la figure 5.26 que la régle de normalité est vérifiée avec
une précision tout a fait satisfaisante. On peut aussi obtenir I’évolution du domaine de réversibilité
en suivant la méme procédure que pour l'identification du domaine initial : on ramene la torsion a 0,
on modifie la traction et on remet en torsion jusqu’a nouvelle plastification. On voit sur la figure 5.26
que le domaine de réversibilité ne reste plus elliptique, a la fois sa taille et sa forme sont changées.
Ceci illustre toute la difficulté de bien modéliser 1’écrouissage.

113



FIGURE 5.26 — Vérification de la regle de normalité pour du cuivre dans un essai de traction-torsion
et mesure de I’évolution du domaine de réversibilité.
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Chapitre 6

Calcul de structures élasto-plastiques

Une fois que le comportement du ou des matériaux a été identifié, il s’agit de calculer la réponse d’une
structure constituée de tels matériaux lorsqu’elle est soumise a un processus de chargement. Dans
le cas de matériaux élasto-plastiques, du fait de l'irréversibilité de leur comportement, la réponse
dépend du trajet de chargement et pas seulement du chargement instantané comme c’est le cas en
élasticité. Il faut donc formuler le probléeme comme un probléme d’évolution avec comme données :
(i) état de plastification initial de la structure; (ii) la séquence de chargements imposés a partir de
Iinstant initial. Toutefois, les matériaux élasto-plastiques ayant, par définition, un comportement
indépendant des vitesses, la réponse ne dépend pas de la vitesse de chargement, mais uniquement
du trajet de chargement. On ne pourra donc pas rendre compte de phénomenes d’origine visqueuse
comme le fluage ou les contraintes évoluent alors que le chargement est fixé. Par contre, on pourra
rendre compte de contraintes résiduelles, i.e. de contraintes qui demeurent dans la structure du
fait des phases de plastification antérieures bien que l'on ait déchargé la structure. On peut aussi
rendre compte de phénomenes de fatigue du fait de 'accumulation de déformations plastiques lors
de chargements cycliques.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a ce probleme d’évolution tout d’abord en le formulant,
puis en le résolvant dans quelques cas simples avant d’en dégager quelques propriétés qualitatives
générales. Parmi ces propriétés fondamentales, citons sur le plan mathématique les questions d’exis-
tence, d’unicité et de régularité de la réponse, et sur le plan physique les concepts d’écrouissage
structurel, de charge limite élastique, de charge limite et de bande de cisaillement. Tant d’un point
de vue physique que mathématique, certaines de ces propriétés qualitatives du probleme d’évolution
dépendent de facon essentielle de la présence ou non d’écrouissage du matériau, alors que d’autres
sont communes aux deux types de comportement. Nous proposons aussi un algorithme de résolution
numérique basé sur une propriété énergétique fondamentale.
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6.1 Cas standard parfaitement plastique

6.1.1 Le probleme d’évolution quasi-statique

Le cadre et les données Dans toute cette section, sauf mention expresse du contraire, la structure
est supposée tridimensionnelle et occupe dans sa configuration de référence I'ouvert  de R3. On
se placera dans le cadre de ’hypothese des petites perturbations, les données et les équations sont
formulées dans la configuration de référence et on “linéarise” les équations, cf Chapitre 1 et [30, 20].
L’autre hypothese simplificatrice est celle de quasi-staticité : on néglige tous les effets d’inertie et on
suppose qu’a chaque instant la structure est en équilibre.

Les matériaux constituant la structure ont un comportement élasto-plastique parfait obéissant au
principe du travail maximal de Hill et sont donc caractérisés par la donnée de leur rigidité C'(x) et de

leur domaine de réversibilité S(z), convexe fermé fixe dans 'espace des contraintes contenant 1'état de
contraintes nulles !, ces données dépendant du point matériel z si la structure est hétérogene.

La structure est soumise & un processus de chargement dépendant du temps. Du fait de I'indépendance
du comportement vis a vis des vitesses, le temps est simplement ici un parametre ¢ servant a décrire la
séquence des états du chargement et de la structure. En prenant 0 comme temps initial et 7' € (0, +00)
comme temps final, le processus de chargement consiste en la donnée des applications suivantes définies
pour t € [0,T)

1. L’histoire ¢ — f(t) des forces volumiques ;

2. L’histoire des déplacements donnés t > §d(t) sur une partie du bord 0p{2 que nous supposerons
indépendante du temps pour simplifier ;

3. L’histoire des forces surfaciques ¢ — T'(t) imposées sur la partie complémentaire du bord
ON§Y = 00\ OpS? (indépendante donc du temps) ;

Il est clair que ce type de conditions aux limites ne couvrent pas toutes les situations que ’on rencontre
en pratique. On peut aussi envisager des situations ol en un point de la frontiere on impose certaines
composantes du déplacement et les autres composantes du vecteur contrainte. Etendre la formulation
a de telles situations ne présente pas de difficultés autres que d’écriture et les propriétés qualitatives
n’en sont pas affectées.

La mise en charge doit étre progressive ce qui demande que ces données dépendent réguliere-
ment du temps (il faut qu’elles soient au moins continues) afin que I'on puisse calculer I’évolution de
la déformation plastique. En effet, comme nous ’avons vu au chapitre précédent, la loi d’évolution
élasto-plastique n’a un sens que dans la mesure ou les contraintes, les déformations et les déformations
plastiques évoluent contintiment. Imposer brusquement un chargement a la structure ne permettrait
pas de déterminer I’état de la structure juste apres la mise en charge. Ceci rejoint 1'idée que la
réponse dépend du trajet de chargement et qu’il faut donc préciser comment on arrive a ce niveau
de chargement. Cette remarque a des conséquences pratiques importantes. Considérons le cas de la
pesanteur, chargement dominant dans de nombreuses structures du Génie Civil. On ne peut pas
considérer que la structure est soumise des l'instant initial & son poids propre f(z) = p(x)g, il faut
préciser comment la structure a été mise progressivement en pesanteur. L’état ‘de plastification & la

1. L’hypothese 0 € S est physiquement légitime. De plus elle assure automatiquement que l'inégalité de Clausius-
Duhem associée au Deuxieme Principe de la Thermodynamique est automatiquement vérifiée des que 'inégalité de Hill
I'est, cf le chapitre précédent.
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fin de la mise sous poids propre peut dépendre du processus. On voit donc I'importance du procédé
de fabrication.

On suppose connu le champ de déformation plastique z +— gg () au début du processus de charge-
ment. Cet état initial peut étre soit 0 si la structure n’a jamais été chargée, soit 1’état de plastification
de la structure & la fin d’un processus de chargement antérieur 2. Cette deuxiéme vision est parti-
culierement utile lorsqu’on envisage des processus de chargement complexes ou non monotones.

Les inconnues et les équations Il s’agit donc dans ce probléeme d’évolution quasi-statique de
trouver I’évolution des déplacements, des contraintes, des déformations et des déformations plastiques
dans la structure, i.e. les fonctions (z,t) — {(z,t), (z,t) — a(z, 1), (z,1) = £(z,t) et (z,t) — P(z,t)
pour z € Q et t € [0,T). Cette évolution est régie par

La condition initiale :

e’(z,0) =¢gh(z), z€Q (6.1)
L’équilibre a chaque instant :
diva(z,t) + f(z,t) =0, z€Q, t>0 (6.2)
La relation contrainte-déformation :
a(z,t) =LC(2): ez, ) — "z, 1),  zeQ 20 (63)

La relation déformation-déplacement :
2(z,t) = V&(z,t) + V(z, )T,  z€Q, t>0 (6.4)
La loi standard de plasticité parfaite :
o(z,t) €S(z),  (alz,t)—g"):£(z,t) 20, Vo' eS(z), z€Q t=0 (65
Les conditions aux limites :

§(£7 t) = §d<§7 t): z€0pf), t>0
o(z,t) -n(z) =T(z,t), ©€INQ, t>0

(6.6)

Ce systeme d’équations doit étre complété par des conditions de continuité du vecteur contrainte et
des déplacements aux interfaces entre les matériaux ou de facon plus générale sur toute surface X
incluse dans 2. On en a en particulier besoin a la frontiere entre la zone élastique et la zone plastique.
Rappelons ces conditions de continuité pour mémoire

Continuité des déplacements et du vecteur contrainte
[El(z,t) =0,  [al(z,t) n(x)=0, z€%, t>0
ou le double crochet désigne le saut,i.e.

[/1@) = f*(2) = f~(2), f*(2)=lim f(z+ hn(z)), (6.7)

h10

n(z) désignant la normale unitaire au point z de la surface orientée X.

2. L’état final de chargement lors du processus de chargement antérieur doit évidemment coincider avec 1’état initial
de chargement du nouveau processus.
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La compatibilité des conditions initiales Comme les déformations plastiques sont données a
I'instant initial, les champs de déplacement, de déformations et de contraintes & cet instant, soit
50, g, et g, sont obtenus en résolvant un probleme d’élasticité linéaire avec précontraintes et pour
chargement celui de l'instant initial. De fagon précise, ces champs sont donnés par

dive, +/, =0 g, =Clg,— ), 25 =VE+ V¢ dans Q2

§0 = §g sur 8D97 go n= IO sur 8NQ

ol les données a l'instant initial figurent avec l'indice 0. On voit que —C :

gg joue le role de

précontraintes, i.e. les contraintes que voit le matériau dans son état non déformé. Sous réserve que

les données en forces f 0 Ty, ONS2, en déplacements §g, OpS? et en précontraintes C' : % soient compa-

tibles avec I’équilibre, ce probleme d’élasticité possede une solution unique pour les déformations et
les contraintes, unique a des déplacements rigides pres pour les déplacements. Supposons que cela soit
le cas. Il reste a vérifier le critere de plasticité, i.e.

o,(z) €S(z), ze€®.

Ceci n’est pas automatique et dépend de I’ensemble des données initiales. Il y a toutefois deux si-
tuations, tres fréquentes en pratique, ou cette condition de compatibilité des données initiales est
automatiquement vérifiée : (i) celle ot la structure n’est pas plastifiée et n’est soumise & aucun charge-
ment a Uinstant initial ; (ii) celle ou ’état initial correspond a ’état final d’un processus de chargement
antérieur. En effet, dans le premier cas, si f Ty, 5 et sp sont nuls, alors g, = 0 est I'unique so-
lution en contraintes du probleme d’ elastl(:lte initial et comme on suppose que 0 € S, la condition
de compatibilité est satisfaite. Dans le deuxiéme cas, comme I'état initial résulte d’un processus de
chargement antérieur et est donc solution, a I'instant final T', du probléme d’évolution correspondant,
les contraintes vérifient le critere de plasticité.

6.1.2 Un exemple 3D : la torsion élasto-plastique d’un arbre cylindrique

On se propose ici de résoudre le probleme d’évolution dans le cas de la torsion d’un arbre cylindrique
a section circulaire fait d’un matériau obéissant a la loi standard de Von Mises. C’est un des (rares)
problemes 3D ou l'on sait calculer exactement la solution. Il a de plus le mérite de mettre en évidence
une grande partie des propriétés attachées a la plasticité parfaite. Nous 'utiliserons donc comme
probleme de référence pour illustrer nos propos. Nous distinguerons le cas ou le cylindre est plein de
celui ou il est creux, car des différences qualitatives apparaissent. Nous traiterons d’abord et de facon
détaillée le cas du cylindre plein, avant d’indiquer ce qui change dans le cas d’un cylindre creux.

Cas d’un cylindre plein

Formulation du probleme On choisit un systéme de coordonnées cylindriques, ’axe z correspon-
dant a ’axe du cylindre, la base du cylindre étant dans le plan z = 0. La hauteur du cylindre est L, le
rayon de sa section droite S est R. La base est fixée, alors que 1’on fait subir au sommet une rotation
d’ensemble autour de son axe d’angle « croissant depuis 0. La surface latérale du cylindre est libre de
forces et on néglige la pesanteur. Le cylindre est dans son état naturel, non plastifié, a I'instant initial.
Resituons ce probleme par rapport au probléme général formulé dans la section précédente. On a
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x)\"/

FIGURE 6.1 — Torsion d’un arbre cylindrique a section circulaire. A gauche : configuration de référence ;
a droite : configuration déformée.

Q=8x(0,L), S={(z,y):2>+y*> <R?, ONQ=0Sx(0,L), 9pQ=SyUSL

et

0 sur Sy

=0, =0, T=0 ¢=27 .
f7:0:—7§ {areg sur S

On peut prendre ’angle o comme parametre de chargement et poser . Le matériau étant isotrope
et son comportement étant régi par le modele de Von Mises, on a

31 1=0 si <
S = {gEMg : o-eqSO'c}, o n {77 Oeq Oc¢

= S . .
= 20, n>0 siog=o.

et
g:)\Trgi—l—Q,u(e—sp).

Recherche d’une solution particuliere Nous allons chercher une solution a ce probleme d’évolution
en s’inspirant de la forme de la solution en élasticité. Alors que l’on sait que la solution est unique
en élasticité, ne disposant pas (encore) d’un tel résultat en élasto-plasticité, il faut considérer a ce
stade que ce ne sera qu’'une solution particuliere. On fait I’hypothese que les sections droites subissent
chacune une rotation autour de 'axe d’un angle proportionnel a leur cote. Autrement dit on suppose
que le champ de déplacement est donné par

z
=tr— 6.8
§=1tr 7 (6.8)
et donc que les déformations s’écrivent
tr
e=7(g®e. te Q) (6.9)
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Supposons de plus que les contraintes ont également comme seules composantes non nulles gy, = 7.9
et que “par symétrie” 3 elles ne dépendent que de r et t, i.e.

a=1(rt)(ep®e, +e, Dep). (6.10)

On déduit de la relation contrainte-déformation que les déformations plastiques s’écrivent

& =) (e e e B¢ (6.11)

Sous ces deux hypotheses, il s’agit donc de trouver 7(r,t) et 4P(r,t). Si 'on reporte dans le probleme
d’évolution, on constate que les équations d’équilibre et les conditions aux limites sont automatique-
ment satisfaites. Il ne reste qu’a écrire les relations de comportement et la condition initiale. Comme
o est un déviateur, on a o = s et la contrainte équivalente vaut o.q = 7v/3. En reportant dans la loi
de Von Mises, il vient

. P=0 sil|r|<o./V3
T=2u (r — *yp) ;T < %, AP >0 siT=+o./V3 (6.12)
<0 siT=—0./V3

avec la condition initiale 4*(r,0) = 0. Si I'on se place & r fixé et si 'on pose € = ¢r/2L, on reconnait
dans (6.12) le systeme d’équations régissant 1’évolution du patin-ressort. Le role de la raideur est joué
par 2 et celui de la force critique de glissement par o./v/3. De plus chaque point matériel est soumis
a une déformation ¢ croissante qui lui est propre. Son évolution élasto-plastique n’est pas couplée avec
celle des autres points. On peut utiliser les résultats du modele patin-ressort et résumer ceci par

Conclusion : Le probleme de torsion élasto-plastique de I'arbre a section circulaire se ramene a
étudier une famille infinie d’assemblages indépendants, chacun de type patin-ressort et soumis a un
déplacement croissant.

On peut donc calculer I'évolution point matériel par point matériel. Considérons un point en
r € (0, R). 1l reste élastique tant que 7(r,t) < o./+/3 et plastifie ensuite de facon & ce que 7(r,t) reste
égal & 0./+/3. D’ot1 I'évolution du cisaillement 7 et de la déformation plastique P

t L
r(rt) = =E () =0, i<
(6.13)
Oe tr O . oL
T(r,t) = —, Plr,t) = — — , si tr>
(r,1) 7 7Pt =op 23 3

Interprétons ces résultats dans un diagramme “espace-temps” (r, «) en raisonnant a r fixé en fonction
de «a, puis a « fixé en fonction de 7, cf Figure 6.2. On voit que le centre de ’arbre » = 0 ne plastifiera

3. Il faut faire tres prudent dans 'utilisation des arguments de symétrie : ce n’est pas parce que le probleme est
symétrique que les solutions le sont obligatoirement. C’est toutefois en général vrai quand il y a unicité de la solution.
Ici, n’ayant pas démontré de résultat d’unicité, il faut considérer a ce stade que l'on cherche simplement une solution
symétrique.
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jamais puisque les contraintes y sont toujours nulles. Tout autre point r commence a plastifier pour
une valeur de I'angle de torsion qui dépend du point et est donnée par

o.L
ae(r) =

= u\/gr'

Comme ae(r) décroit avec r, c’est sur la surface latérale qu’apparaitra la premiere plastification. Ce
sera pour l'angle de torsion

ae = inf ae(r)= oeL
° reR) € V3R

Donc quand « € [0, a.], tout 'arbre est élastique et sans déformation plastique. Pour une torsion
a > e, la couronne cylindrique r € (R.(a), R) est plastifiée, avec
o.L
= e
La surface r = R¢(a) correspond donc au front de la zone plastique. Elle pénetre progressivement

vers l'intérieur de 'arbre au fur et & mesure que 'angle de torsion augmente. Toutefois, elle ne pourra
jamais atteindre le centre qui reste toujours élastique. Analysons maintenant cette solution en termes

R.(a)

M
M,
o zone plastique M, L
zone élastique
Qe L
T I «

@
0 R.(a) R ©

FIGURE 6.2 — Réponse de I'arbre plein sous une torsion croissante. A gauche : pénétration progressive
de la zone plastique vers ’axe du cylindre; a droite : réponse globale moment de torsion-angle de
torsion (en vert la phase élastique, en rouge la phase élastoplastique)

de la réponse globale de I'arbre. La variable duale de ’angle de torsion « est le couple de torsion M,
cf Exercice 3.4 (page 46)

R
M ::/razgdS:%r/ 7(r, a)rdr.
S 0

Pendant la phase élastique 0 < a < ., on retrouve l’expression classique de 1’élasticité M = pJa/L
ot J = mR*/2 est le moment d’inertie géométrique de la section par rapport & son axe, cf Exercice 3.5

121



(page 48). Durant la phase élasto-plastique, lintégrale se calcule en distinguant la zone élastique
0 <r < Re(a) de la zone plastique R.(a) < r < R,

Re(a) R
M = 27r/ 27 (r, a)dr + 277/ 27 (r, a)dr. (6.14)
0 Re(a)

En utilisant (6.13) et en notant M, le couple de torsion a la fin de la phase élastique, i.e. M, = puJae/L,
on obtient finalement

il M, si0<a<ae
Qe
M = . (6.15)
4 o y
37 308 M, sia>ae

Le graphe de o — M est représenté sur la Figure 6.2. On peut noter plusieurs propriétés remarquables
dont certaines ont un caractere générique.

1. Le couple de torsion continue & croitre apres la phase élastique alors que le matériau plastifie
et que le cisaillement 7 ne peut pas dépasser 7/ V3. Ce phénomene est appelé écrouissage
structurel par analogie mais aussi opposition a 1’écrouissage matériel. Cet écrouissage struc-
turel est dii ici a la présence d’une zone élastique dans laquelle les contraintes peuvent croitre.

2. La relation o — M () donnée par (6.15) est non seulement continue, mais aussi contintiment
différentiable en a@ = .. Ceci est dii au fait que la plasticité apparait sur la surface latérale et
donc sur un ensemble de mesure nulle, puis pénetre progressivement vers 'intérieur. On peut
aussi le voir analytiquement a partir de 'expression (6.14). On a un résultat différent dans
le probleme de traction simple d’une barre ou I’ensemble de la barre atteint simultanément
le seuil de plastification. Dans ce cas la réponse force-déplacement présente une rupture de
pente.

3. Le couple de torsion tend asymptotiquement vers une limite | M, = 4M,/3 | qu'il ne peut

dépasser. C’est le phénomene de charge limite inhérent au fait que les contraintes sont
bornées. La structure ne peut pas supporter n’importe quelle charge. Autrement dit, si 'on
imposait le couple de torsion plutot que 'angle de torsion, on ne pourrait plus trouver une
réponse compatible avec I’hypothese d’équilibre des que le couple dépasserait la valeur M,.
Il y aurait ruine dynamique de ’arbre.

4. Le couple de torsion n’atteint jamais la valeur limite M,. Cela tient a la présence d’un noyau
élastique quelle que soit la valeur de I'angle de torsion imposée.

Cas d’un cylindre creux

Examinons plus rapidement le cas d’un cylindre creux ou la section droite est une couronne cir-
culaire de rayon extérieur R et d’épaisseur e < R, i.e. S = {(z,y) : (R —e)? < 2?2 +y* < R?}.
Soumis au méme chargement de torsion, le probleme d’évolution se formule de la méme facon que
pour le cylindre plein avec en plus la condition a la limite g -n = 0 sur la surface intérieure r = R —e.
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Cherchons une solution particuliere sous les mémes hypotheses a priori sur la forme des déplacements
et des contraintes. On arrive ainsi a la méme forme des champs, 7 et 7P sont toujours données par
(6.13) a la seule différence que r est maintenant restreint a l'intervalle (R — e, R). Par conséquent, la
plasticité apparait toujours en r = R pour la méme valeur o, de ’angle de torsion, puis progresse vers
I'intérieur, la position du front étant toujours donnée par r = R.(«). Mais, a la différence du cylindre
plein, la zone plastique occupera tout le cylindre pour une valeur finie de ’angle de torsion «y telle
que Re(ay) = R — e, i.e.
R oL

Qe = )
R—e " u/3(R—e)
cf Figure 6.3. Au dela de ay, tout le cylindre plastifie, le cisaillement 7 reste partout bloqué a la valeur

critique ¢./v/3. En terme du couple de torsion, il faut maintenant distinguer les trois phases et le
calcul donne

Qy =

e .
— M si0<a<a.
Qe

4R*aca® — R*a — 3(R —e)*a?
M = 3(R*— (R— e)h)as

M! sia.<a<ap (6.16)

4R'—R(R—e)
3 R*—(R—e)

3
M sia> ayp

ou M) = pJ'ac/Let J' =m(R*—(R—e€)*)/2 est le moment d’inertie du cylindre creux (moindre que
celui du cylindre plein). On voit donc que dés que Parbre est entierement plastifié, le couple de torsion
n’évolue plus et reste a sa valeur limite M; que I'on peut comparer & M, et a M,

4R*~ R(R—e)? e\3
M =2 M=[(1-(1-=) ) M.
T3 RI—(R—e)t ¢ ( ( R>> ¢

Notons les similitudes et les différences par rapport au cas du cylindre plein.

1. Il y a toujours une phase d’écrouissage structurel tant qu’il reste un noyau élastique. Le
couple de torsion atteint sa valeur limite M; dés qu’il n’y a plus de noyau élastique.

2. La relation oo — M est toujours contintiment différentiable, non seulement en a, mais aussi
en ay. Cela tient toujours a 'apparition et & I’évolution progressive de la zone plastique en
Q., et donc a la disparition progressive de la zone élastique en ay.

3. Silon regarde I'influence de I’épaisseur, on voit que non seulement M/ et M, décroissent (vers
0) quand e décroit (vers 0), mais aussi que le rapport M;/M/ décroit (vers 1), ce qui veut
dire que l'effet d’écrouissage structurel est d’autant plus faible que I'épaisseur est petite. A
la limite, le cylindre creux “infiniment mince” a un comportement en torsion du type élasto-
plastique parfait. Cette propriété est utilisée pour identifier le critere de plasticité dans des
essais de traction-torsion de tubes minces, cf le chapitre précédent.
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FIGURE 6.3 — Réponse de I'arbre creux sous une torsion croissante. A gauche : pénétration progressive
a partir de a. de la zone plastique vers la surface intérieure qu’elle atteint en «y; a droite : réponse
globale moment de torsion-angle de torsion, le couple limite M) est atteint en ay.

6.1.3 Quelques propriétés qualitatives

Commencons par établir un des résultats fondamentaux de la théorie de la plasticité parfaite

Unicité des contraintes. Il existe au plus un champ de contraintes solution du probléeme
d’évolution d’une structure faite de matériauz élastiques parfaitement plastiques standards.

Il ne s’agit que d’un résultat d’unicité car, du fait de la notion de charge limite, il peut ne pas
exister de solution. Le caractere standard joue un role essentiel dans la démonstration.
PREUVE. Envisageons deux solutions (£,£P,a) et (§*,P*,g*) du probleme d’évolution présenté dans
la Section 6.1.1. Il s’agit de montrer que g = g*. Soustrayons les équations d’équilibre (6.2) satisfaites
par g et ¢*, il vient div(g — ¢*) = 0. Soient § et é* les champs de vitesses solutions. Multiplions

7 . ’ 7 o Sk . ’ . .
I’équation précédente par § — ¢ et intégrons par parties pour obtenir

o:Aw—

Grace aux conditions aux limites (6.6), on a (¢ —g*) -n = 0 sur Iy et g— é* = 0 sur OpQ). Par
conséquent les termes de bord s’annulent dans (6.17). Utilisons la relation d’¢lasticité (6.3) pour écrire

)i ( *MQ—/§@_5340_054MS (6.17)

IS
I
loo,

E-g' =i (g-g) e -

1)

En linjectant dans (6.17), on obtient

Ozéw—*%

;@_wm9+/

Q

IS]

llllen

(@—g"): (&7 —€r)da. (6.18)
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Grace a I'inégalité de Hill (6.5), on a a la fois (en intervertissant les roles des deux solutions)
/(U—U*) 1 PdQY > 0, /(0* —a): Q> 0.
Q- -~ Q- -~
En additionnant ces deux inégalités et en reportant dans (6.18), on obtient

maéW—UU:

On reconnait dans le second membre une dérivée par rapport au temps, i.e.

022(42“_“*5:“_0Wm>

qui doit étre vraie a chaque instant. En intégrant en temps entre 0 et ¢ et en tenant compte de la
condition initiale (6.1), on obtient a l'instant ¢

[Ilen

(& — 57)de.

024;@—f%

Mais comme le tenseur de souplesse est positif, ce n’est possible que si ¢ = ¢* a l'instant ¢t. Comme ¢
est arbitraire, on a le résultat d’unicité recherché. ]

(g —a")df.

lIfjs»

Sur 1’unicité des déplacements

Le résultat précédent ne dit rien quant a I'unicité des déplacements et des déformations plastiques.
On pourrait penser que cela tient a la démonstration utilisée et qu’on pourrait récupérer un résultat
général d’unicité (ou de non unicité) pour 1’évolution. Il n’en est rien comme on va le voir pour le
probleme de torsion.

Résultats d’unicité de 1’évolution pour le probleme de torsion. Il y a unicité de l’évolution
pour le probleme de torsion dans le cas du cylindre plein, mais pas dans le cas du cylindre creuz.
Plus précisément, dans le second cas, ’évolution des contraintes est unique mais il existe une infi-
nité d’évolutions possibles des déplacements et des déformations plastiques une fois que le seuil de
plasticité est atteint dans tout le cylindre, i.e. quand a > ay.

PREUVE. La démonstration s’appuie sur le fait qu’il y a unicité des contraintes en vertu de la Propriété
précédente. Dans les deux cas, on sait donc que g est de la forme (6.10) avec 7(r,t) donné par (6.13).
Seules les composantes r0 et 6r de ¢ sont non nulles. Par conséquent, d’apres la loi d’écoulement de
Von Mises, il en est de méme pour gp et par intégration en temps pour £, i.e.

gp(lv t) = ’Vp(£7t)(ge ®§Z + QZ ®Q€)7

en remarquant que v dépend a priori de (z,t). On tire de la relation contrainte-déformation que
seules les composantes €,9 = £y, peuvent ne pas étre nulles. En utilisant les conditions aux limites en
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z=0et z= L, on en déduit alors que les déplacements ont nécessairement la forme suivante * :

E(z,t) =w(z,t)rey avec w(0,t) =0, w(L,t)=t

et donc que
r Ow
E,0 = Py = 55(2’,75).
Comme le seuil de plasticité n’est pas atteint dans la région de l'espace-temps ol rt < Ra. et que
le cylindre est non plastifié a I'instant initial, la déformation plastique est nulle dans cette région en
vertu de la loi d’écoulement. Dans cette région, on a donc v = 0 et les déformations sont données par
(6.9), £,9 = €9, = rt/2L. Distinguons le cas du cylindre plein de celui du cylindre creux.

1. Cas du cylindre plein. Comme quel que soit ¢ il existe un noyau élastique (le cylindre 0 <
r < min{R, Ra./t}, 0 < z < L) ou v = 0, on obtient, en comparant les deux expressions
précédentes des déformations, w(z,t) = tz/L pour tout z. On retrouve ainsi le champ des
déplacements (6.8) qui constituait notre hypotheése pour construire la solution particuliere. Au-
trement dit, nous venons de montrer que c¢’était le seul possible. D’ou I'unicité des déplacements
et on déduit de la relation contrainte-déformation I'unicité des déformations plastiques.

2. Cas du cylindre creux. On peut utiliser le raisonnement précédent et conclure a l'unicité tant
qu’il existe un noyau élastique, i.e. tant que t < «y. Par continuité en temps, c’est encore vrai
en t = ay. Mais au dela on sait que 7 = 0./v/3 dans tout le cylindre et donc que

r Ow Oc

V(z,t) = 55(2775) BTN

Il reste & s’assurer que la condition d’irréversibilité 47 > 0, les conditions aux limites w(0,t) = 0,
w(L,t) =t et la condition de continuité w(z, ay) = aypz/L sont satisfaites. Ceci laisse une infinité
de possibilités pour w(z,t) quand t > ay.

]

On pourrait multiplier les exemples ou il n’y a pas unicité de la réponse. Celui de la traction simple
d’un cylindre est probablement le plus simple et est proposé comme exercice. On notera a ’occasion
la différence essentielle entre le probleme d’évolution pour une structure et celui pour 1’élément de
volume. Pour ce dernier, on a vu au chapitre précédent que la réponse de I’élément de volume dans un
essai uni-axial était unique dans le cas du modele standard de Von Mises. Ce n’est plus vrai pour une
structure (cylindrique). La raison est qu’on controle la déformation axiale pour 1’élément de volume
alors que l'on ne controle que les déplacements axiaux des sections extrémes pour le cylindre. Cette
absence de controle local de la cinématique laisse partiellement libre ’écoulement plastique axial en
I’absence d’écrouissage.

Exercice 6.1. Traction simple d’un cylindre. Considérer le cas ou le cylindre (plein ou creuz)
élastique parfaitement plastique avec critére de Von Mises est soumis auzx conditions aux limites sui-
vantes : £, = 0,0, =0, =0enz=0¢et &, =tL,0,. = 0,9 =0 en z = L, la surface latérale restant
libre de forces. Déterminer I’évolution des contraintes et montrer qu’il y a une infinité de déplacements
et de déformations plastiques possibles quand t > o./E.

4. Cette vérification est laissée & titre d’exercice.
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Cette non unicité des déplacements traduit le phénomene physique d’écoulement plastique non
controlable de la structure. Les deux exemples de la traction et de la torsion peuvent laisser a penser
que ceci n’a lieu que quand la structure est completement plastifiée. Il n’en est rien comme le montrent
les exemples traités dans la section dédiée aux calculs des charges limites.

Les charges limites élastiques

Du fait que le ou les matériaux constitutifs ont un comportement a seuil défini par la notion de
domaine d’élasticité, on peut définir pour la structure la notion de domaine d’élasticité pour le charge-
ment et par conséquent celle de charge limite élastique. Dans le cas du probléme de torsion, le domaine
d’élasticité pour le couple de torsion est l'intervalle [— M., +M,] (alors que son “image” pour l'angle
de torsion est 'intervalle [—a, +ae]). Les couples =M, correspondent aux charges limites élastiques.
Cela se généralise pour des structures soumises & un nombre fini de parametres de chargement.

On se place dans la situation présentée en Chapitre 1 ol I’ensemble des déplacements admissibles
C est un espace vectoriel et ol le travail des efforts extérieurs donnés se décompose en®

Wext(§) = > Qigi(£).
i—1

On suppose que ce chargement est compatible avec I’équilibre, i.e. que ¢;(§*) =0,V € R, 1 < i < n,
R désignant 1’ensemble des déplacements rigides admissibles (c¢f Chapitre 1). La structure est soumise
a un chargement caractérisé par son chemin t — Q(t) dans l'espace des forces généralisées partant
de 0 a l'instant 0, i.e. Q(0) = 0. Si l'on suppose que les déformations plastiques initiales sont nulles,
tant qu'elles le restent 'état d’équilibre élastique est obtenu en résolvant le probleme variationnel

d’élastostatique
JEGE
Q

Le champ des contraintes solution est unique et le champ des déplacements unique a un déplacement
rigide pres. Par linéarité, la solution peut donc s’écrire

[l

LE(E)dQ =D Qigi(€"), V€T eC.
i=1

£=> @i, =) Qi

i=1 i=1

: g(éz) et gl est (une) solution du i-éme probleme “élémentaire”

o
=
9

I
e

/Qe(gi) L e(€)d = qi(£"), V& EC.

Pour que cette solution élastique soit admissible pour le probleme d’évolution élasto-plastique il faut
et il suffit que les contraintes satisfassent partout le critere de plasticité, i.e. 7" | Qia’(z) € S(z)

5. On se raméne & ce cas pour le probleme de torsion si 'on impose le couple de torsion M et non pas 'angle de
torsion . On est alors évidemment dans le casoun =1et ou Q1 = M et g1 = a.
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partout dans 2. Ceci définit un domaine Q. dans I’'espace des forces généralisées appelé ensemble des
charges élastiquement supportables :

Qe ={QEeR" : Y Qio'(zx) €S(x), VzeQ
=1

Cet ensemble Q., qui concerne I’ensemble de la structure, possede les mémes propriétés géométriques
que son homologue local S (ou ses homologues dans le cas de multi-matériaux). Précisément, on a

Propriétés géométriques de Q.. Si S(z) est convexe pour tout z, alors Q. est convexe; si S(x)
est centré en 0 pour tout z, alors Q. est centré en 0.

La démonstration est laissée a titre d’exercice. On peut facilement le vérifier pour le probleme de
torsion. De fagon générale, si la structure est soumise a un chargement a un seul parametre, alors la
convexité et la symétrie du domaine de réversibilité implique que Q. est un intervalle (fermé) du type
[—Qe, +Q¢], avec éventuellement Q. = +oc.

Exercice 6.2. Imaginer une situation ot une structure constituée d’un matériau obéissant au critére
de Von Mises peut supporter n’importe quelle charge sans plastifier.

Il est malheureusement plus fréquent que les structures plastifient dés la moindre mise en charge.
C’est le cas si la réponse élastique présente des singularités. Ces singularités sont induites par des
fissures, des entailles, des bords avec des changements de conditions aux limites, etc. Les contraintes
tendant vers l'infini lorsqu’on se rapproche des points singuliers, le critére de plasticité est violé des
que le chargement est non nul. Par conséquent Q. = {0}. Ceci montre que le concept de charges
élastiquement supportables n’est pas tres intéressant d’un point de vue pratique. En effet, il suffit de
perturber un peu la structure (en rajoutant par exemple une petite fissure ou une petite entaille) pour
faire chuter a 0 les charges élastiquement supportables. Cette forte sensibilité aux imperfections le
rend difficilement utilisable par I'ingénieur comme outil de dimensionnement®. Il n’y a que dans des
théories simplifiées de structures (structures élancées de type poutres par exemple) dans lesquelles tous
les effets locaux tridimensionnels sont gommeés et ou on obtient des réponses élastiques non singuliéres
que ce concept redevient intéressant.

L’écrouissage structurel

Placons-nous pour simplifier dans le cas d’un chargement défini par un seul parametre, la force
généralisée  croissant depuis 0. Soit ¢ le déplacement généralisé associé au déplacement £ solution du
probleme d’évolution, i.e. ¢ = Welxt(é). Tant que @) reste inférieure a la charge limite élastique Q. la

structure ne plastifie pas. En général, on peut augmenter la charge au dela de (). mais au prix d’une
plastification de toute ou partie de la structure”. C’est le cas dans ’exemple de la torsion ol I'on

6. De ce point de vue, le probleme de torsion est un mauvais exemple. En effet comme le rapport charge limite M,
sur charge de premiere plastification M. est au plus égal & 4/3 (cas du cylindre plein), on est tenté de dire qu’il suffit
d’un simple calcul élastique pour accéder & M. et obtenir ainsi des régles de dimensionnement sans qu’il soit besoin de
résoudre le probleme d’évolution élasto-plastique.

7. Noter qu’il existe des cas ou la structure ne peut pas supporter des charges plus grandes que Q.. L’exemple le plus
simple est celui de la traction simple d’un cylindre, cf Exercice 6.1.
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peut faire croitre le couple de torsion entre M, et My durant la phase de plastification. Ce phénomene
général est appelé écrouissage structurel ou durcissement.

On peut cependant se demander s’il n’est pas possible d’observer un “écrouissage négatif”’, phénomene
que l'on appelle adoucissement. Si c’est le cas, pour 'observer et le décrire il faut changer le type de
controle et controler non plus la force généralisée () mais le déplacement généralisé ¢. (Cela consiste
dans le probléme de torsion a controler I'angle de torsion « et de fagon générale c’est le cas appelé char-
gement a déplacement généralisé controlé au Chapitre 1.) Un adoucissement sous g controlé croissant
correspondrait a une réponse () décroissante. Montrons que c’est impossible car on a nécessairement
Qi > 0.

Pour cela, plagons-nous & un instant ¢ ol le déplacement controlé vaut ¢, I’ensemble C des champs
cinématiquement admissibles s’écrivant C = q§1 + Cp. Soit g le champ de contraintes solution a cet
instant. La force généralisée & cet instant est donnée par Q@ = [, 0 : (£ 1dQ. Dérivons cette relation
par rapport au temps, il vient Q = fQ (f )dQ2. En vertu du Pr1nc1pe des Travaux Virtuels, on
a fQ *)dQ = 0, V€ € Cp et en derlvant par rapport au temps fQ g(£7)dQ = 0, V& € Co.
Comme f qf 1 € €y, on obtient en combinant les relations précédentes et en utilisant la décomposition
e=g el

Gi=[g:c@ao= [g:(s:+ean (6.19)

Q Q =
Mais en vertu de I'inégalité de Hill, on a (g — o*) : €P > 0, Vo* € S. Prenons pour ¢* le champ de
contraintes solution a l'instant t — h (ce qui est licite puisqu'il est dans S), divisons l’i?légalité de Hill
par h et passons a la limite quand i — 0, on obtient g : € > 0. Mais comme le tenseur de souplesse

est positif, les termes du dernier membre de droite de (6 19) sont non négatifs et on obtient Qq > 0.

Les charges limites

La problématique. On a vu dans le probléme de torsion que le couple de torsion me pouvait
dépasser une valeur limite My. On peut se poser a ce sujet deux questions :

1. Cette valeur limite M, tient-elle au processus de chargement monotone envisagé et a la
condition initiale de non plastification du cylindre ¢ Autrement dit, pourrait-on en envisageant
d’autres déformations plastiques initiales et des chargements non monotones diminuer ou
augmenter ce couple limite ¢

2. Cette notion de charge limite est-elle spécifique a cet essai ?

Nous montrerons que la réponse a ces deux questions est non en dégageant les idées suivantes :

1. Le couple de torsion limite M, ne dépend que de la géométrie de la structure, du matériau
constitutif et du fait que ce soit un essai de torsion, mais ni de ’état de plastification initial,
ni du trajet de chargement ¢ — «(t).

2. Le fait qu’'une structure ne peut pas supporter n’importe quelles charges est une conséquence
du fait que le matériau ne peut pas supporter n’importe quelles contraintes. Ce concept de
charge limite est inhérent a I’hypothese de plasticité parfaite. On le retrouve dans la majorité
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des structures et la majorité des types de chargements®.

Cette existence de charges limites est fondamentale pour le dimensionnement des structures puisque
cela oblige a inclure dans le cahier des charges la vérification que la structure étudiée est capable de
supporter les charges prévues dans son fonctionnement. Se pose alors une nouvelle question essentielle
d’un point de vue pratique

Calcul des charges limites : Existe-t-il des méthodes pour calculer “directement” ces charges limites
sans passer par la résolution d’un probléeme d’évolution élasto-plastique ?

Nous montrerons que la réponse est oui et 'objectif principal de cette section est de décrire une
méthode de calcul en lillustrant sur quelques exemples. Cette méthode de calcul consiste en deux
approches, I'une appelée approche par lintérieur et 'autre appelée approche par l’extérieur, et en un
résultat théorique montrant I’équivalence des deux approches. Nous décrivons et illustrons ci-dessous
les deux approches, le résultat théorique sera donné sans démonstration.

6.2 Calcul des charges limites

6.2.1 Charges supportables

On se place dans le cas ol le chargement est défini par un nombre fini de parametres Q) =
(Q1,-+-,Qn) de type forces généralisées. Par conséquent 'ensemble C des déplacements cinémati-
quement admissibles est un espace vectoriel et le travail des efforts extérieurs donnés Wey est la

combinaison linéaire de n formes linéaires sur C :
Wet(§) =Y Qiai(§), £eC.
i=1

Commencons par définir la notion de charge potentiellement supportable par la structure.

Définition des charges potentiellement supportables. Une charge Q € R" est dite poten-
tiellement supportable par la structure, s’il exviste un champ de contraintes g a la fois statiquement
admissible avec cette charge et plastiquement admissible, i.e. telle que

/JzedQ:ZQiqi(f), VEel|, o(z) €S(z), VreQ
Q i=1

L’ensemble de telles charges est notée Q. Sa frontiére 0Q, constitue l’ensemble des charges limites.

On voit que I'état de déformation plastique et le processus de chargement n’interviennent pas
dans cette définition. On s’intéresse simplement aux charges qui peuvent étre équilibrées sans violer
le critere de plasticité. Il est légitime de se demander si toute charge potentiellement supportable est
effectivement supportable et ce quel que soit le trajet de chargement ¢ — (Q(t) ne quittant pas Q,. En
d’autres termes, on peut se demander si tout probléeme d’évolution associé & un trajet de chargement
restant dans Q,, et un état de déformation plastique initial gg admet toujours une solution. La réponse

8. Il peut toutefois y avoir des exceptions, cf Exercice 6.2. Par exemple, pour des structures dont le matériau constitutif
obéit au critere de Von Mises ou de Tresca, comme ces criteres ne bornent pas la partie sphérique des contraintes, tout
chargement qui est compatible avec des contraintes purement sphériques n’est pas limité.
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est oui pour toute loi standard d’élasto-plasticité parfaite (aux questions de régularité pres). Nous
admettrons ce résultat sans démonstration. Ce résultat admis, nous ne distinguerons plus les charges
potentiellement supportables des charges effectivement supportables et parlerons simplement de charge
supportable.

L’ensemble Q,, des charges supportables est a comparer a ’ensemble Q. des charges élastiquement
supportables. Il est évident, d’apres leur définition, que Q. C Q,, puisque le champ de contraintes
solution du probleme d’élasticité est alors a la fois statiquement et plastiquement admissible. Il peut
arriver qu’ils coincident. L’exemple le plus simple est celui de la traction simple d’un cylindre 3D
(ou d'une barre 1D). Mais en général ils different. D’autre part, comme Q., Q, hérite des propriétés
géométriques de S.

Propriétés géométriques de Q. Si S(x) est convexe pour tout z, alors Q, est convexe; si S(z)
est centré en 0 pour tout z, alors Q, est centré en 0.

La démonstration est laissée a titre d’exercice. Mais ces propriétés de convexité et de symétries se
révelent tres utiles en pratique, notamment dans les approches par 'intérieur et par ’extérieur.

6.2.2 Approche par l'intérieur

Comme son nom l'indique, cette approche consiste a trouver des charges supportables en construi-
sant explicitement des champs de contraintes statiquement admissibles et plastiquement admissibles.
Il n’existe pas de méthodes systématiques pour cela, aussi nous contenterons nous de l'illustrer sur
des exemples.

ExXEMPLE : Torsion. Reprenons I'exemple de la torsion d’un cylindre plein avec critere de Von Mises.
Dans ce cas, le parametre de chargement est le couple de torsion M et

C={{:{=0sur Sp,Ja(§) € R : {=a(f)regsur Sp}, Wext(§) = Ma(§).

Pour un couple de torsion M donné, considérons le champ de contraintes

3M

5 R3(€9®€ +e, ®ep).

g=
Il est statiquement admissible (on peut le vérifier soit a partir des équations locales, soit a partir de

la formulation variationnelle de ’équilibre). Pour qu’il soit plastiquement admissible, il faut et il suffit
que |M| < 270 .R3/3v/3 = M,. Par conséquent Q, D [—M,, +Mj].

EXEMPLE : Cylindre sous poids propre. On considere toujours le méme cylindre, mais on fixe la
surface latérale et on interdit tout déplacement transversal de la base et du sommet. Autrement dit
C={{:{=0enr=R, up =up=0en z=0et 2= L}. Le cylindre est soumis a son poids propre,
le champ de pesanteur uniforme étant g = ge, et on prend son poids P = = pgmR2L comme parameétre
de force généralisée (ce poids pouvant étre négatif suivant le sens de la pesanteur). Par conséquent,
on a

Wexe (€ / £.d0,
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le déplacement généralisé étant ici le déplacement axial moyen. Pour P donné, prenons pour champ
de contraintes celui de la réponse élastique, i.e.

P
4pvol(Q)

Pr

(B = r%)e " 2vol(Q)

§= o= (e, ®e. +e,®e,).

Pour que g soit plastiquement admissible, il faut et il suffit que sup,cq Oeq(z) < 0.. Comme la
contrainte équivalente est maximale en r = R on doit avoir

2
V3

P, représentant donc la charge limite élastique. D’ott Qp, D [— P, +F].

|P| < P.=_0,RL,

EXEMPLE : Traction et torsion d’une armature. On considere un cylindre composite comportant
une armature rigide collée a la matrice. La matrice est un matériau élastique parfaitement plastique
standard de type Von Mises. La hauteur du cylindre est h, le rayon de ’armature a et le rayon du
cylindre b, cf Figure 6.4. La paroi extérieure r = b est fixée et on exerce sur 'armature un couple de
torsion axial Me, et une force axiale F'e, qui sont les deux parametres de chargement. Sur la base z = 0
et le sommet z = h du cylindre, on prend pour conditions aux limites : §, = 0 et 0,9 = 0,, = 0. Le
déplacement de I'armature est de la forme £ = aaey + ge,,, 'angle de rotation axiale o et la translation
axiale ¢ sont les déplacements généralisés associés & M et F (on controle M et F', mais pas « et q).
L’ensemble des déplacements admissibles est ’espace vectoriel

C={{:{=0enr=0>b,&,=0en 2=0,z2=nh, {=a(aey+q(§e, en r=a},

alors que le travail des efforts extérieurs donnés s’écrit Wext(§) = Ma(§) + Fq(§) pour £ € C.

FIGURE 6.4 — Traction et torsion d’une armature.

Pour M et F' donnés, considérons le champ de contraintes
F
a(z) = T ®so— 5 ®s e,
11 est statiquement admissible. Pour qu’il soit plastiquement admissible, il faut et il suffit que g.4(z) <
o pour tout z € Q. Or 0gq = /3(0?, + 02,) est maximal en r = a. Donc g est statiquement admissible
si M?2/M? + F2/F? <1 avec ,
i

Mg = Fga, Fg = ﬁahac.
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Cela correspond & une ellipse du plan (F, M). Par conséquent, on a

F2 M2
SIX(EFEM)eR? : 4+ <15.
0> {ranert G ip <1}

6.2.3 Approche par ’extérieur

Présentation de la méthode

L’approche par ’extérieur consiste a éliminer des charges en montrant qu’elles ne sont pas suppor-
tables. On construit pour cela des champs de déplacement cinématiquement admissibles et on s’appuie
sur des propriétés énergétiques. On a besoin d’introduire au préalable la fonction d’appui d’un convexe.

Définition de la fonction d’appui d’un convexe. Soit S un ensemble convere fermé de M.
On appelle fonction d’appui de S la fonction s définie sur M2 et & valeurs dans R U {400} :

ms(g) = supg :
= ses—

Iy

La fonction d’appui? jouit de propriétés génériques que nous soulignerons un peu plus loin.
L’approche par l'extérieur part de la formulation variationnelle de I'équilibre. Si g est un champ
de contraintes statiquement admissibles avec les charges @, alors

[ 2izda=Y quo. veec.
=1

Pour qu'il soit plastiquement admissible, on doit avoir g(z) € S(z), Ya € Q. En vertu de la définition
de la fonction d’appui, on a
o
0=

D(e) = /Q Tt (£(2))d02

[

d2<D(), VEeC

ou

Par conséquent, pour que @ soit supportable, il faut que V¢ € C, D(§) > > 1 Qigi(§). Ce n'est a
priori qu'une condition nécessaire, mais on démontre dans le cadre de la plasticité parfaite standard
qu’elle est aussi suffisante. Nous admettrons ce résultat. Ce faisant nous avons obtenu une deuxieme
caractérisation des charges supportables :

Qp: {QER” : V§EC, D(§) ZZQZ%(O}
=1

9. On la note simplement 7 si le convexe S est donné par le contexte.
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FIGURE 6.5 — Illustration des approches par I'intérieur et par I’extérieur du domaine Q, des charges
supportables (en vert clair) dans le cas d’un chargement a deux parametres. Dans 'approche par
I'intérieur, apres avoir construit des charges supportables (points noirs), on peut construire un domaine
de charges supportables en prenant I’enveloppe convexe des points (en vert foncé). On peut aussi
s’appuyer sur les propriétés de symétrie. Dans ’approche par 'extérieur, on élimine des demi-espaces
a chaque choix de champs de vitesses (zones rouges). On peut aussi utiliser les propriétés de symétrie
pour éliminer par symétrie d’autres demi-espaces.
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Cette propriété des charges supportables s’interprete en termes d’énergie. Si 'on considere que les &
sont des vitesses et non des déplacements, Y "' | Q;q;i(§) représente la puissance des efforts extérieurs
donnés au niveau de charge @ dans le champ de vitesses €. La quantité D(€) peut s’interpréter comme
une puissance dissipée par la structure dans un écoulement plastique ot la vitesse des déformations
plastiques €7 serait égale a la vitesse des déformations €, i.e. en négligeant la vitesse des déformations
élastiques £°. En effet, d’apres le principe du travail plastique maximal de Hill, on a ¢ : &P > o* :
el Vo* €S. Par conséquent - N

Mais comme g € S, on a évidemment 'inégalité inverse par définition de la fonction d’appui. Par
conséquent, il y a égalité o : éP = mg(¢P). Comme o : P représente la puissance volumique dissipée
plastiquement, il en est de méme de mg(£P). Si I'on néglige £° devant £P, on obtient donc que D(€)
représente la puissance dissipée plastiquement par toute la structure dans cette vitesse d’écoulement
£. On a par conséquent 'interprétation suivante des charges supportables

Caractérisation énergétique des charges supportables. Une charge est supportable par la
structure si et seulement si la puissance dissipée dans toute vitesse d’écoulement admissible est
supérieure ou égale a la puissance des efforts extérieurs a ce niveau de charge dans cette vitesse
admissible.

En pratique, on se sert de cette caractérisation pour trouver des charges qui ne sont pas suppor-
tables. En effet en prenant la contraposée on obtient aussi une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une charge soit non supportable :

Q est non supportable si et seulement s'il existe £ € C tel que D(&) < Y71 Qiqi(§).

On procede alors de la fagon suivante :

1. On se donne un champ de vitesses { admissible tel que D(§) < 400 et tel que ¢;(§) # 0 pour
au moins un ¢;

2. On en déduit que toutes les charges @ situées dans le demi-espace S ¢:(§)Qi > D(§) sont
non supportables.

En changeant de champ de vitesses, on obtient ainsi un “encadrement” de Q, par des familles de
demi-espaces extérieurs a Q. L’encadrement est d’autant meilleur que ’on choisit bien les champs de
vitesses. 1l faut donc “sentir” comment la structure a envie de s’écouler. Notons qu’il est essentiel de
choisir des vitesses dont la puissance dissipée soit finie, sinon on n’élimine aucune charge. De méme, il
faut que la puissance des efforts extérieurs ne soit pas nulle sinon, comme la puissance dissipée est non
négative, on n’élimine également aucune charge. Dans tous les autres cas, on élimine un demi-espace.
Le principe de cette approche par Iextérieur est schématisé sur la Figure 6.5.

Propriétés et exemples de fonctions d’appui

Voici quelques propriétés génériques et trés utiles de la fonction d’appui d’un convexe S de M2,
données sans démonstration (la plupart sont évidentes)

1. 7 est convexe et positivement homogene de degré 1, i.e. ns(kg) = kns(g), Vk > 0;
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2. ms est non négative si S contient 0;
3. mg est homogene de degré 1 si S est centré en 0, i.e. ms(ke) = |k|7s(g), VE # 0;

4. 7s prend la valeur +o0o seulement si S est non bornée. En particulier, si S est non borné dans
la direction des tenseurs sphériques, alors 7s(g) = +o00 quand Tre # 0.

Voici les fonctions d’appui pour le convexe de Von Mises et celui de Tresca ol on pourra vérifier
directement toutes les propriétés annoncées. Dans le cas du convexe de Tresca, la fonction d’appui
s’exprime en termes des déformations principales €; de €.

wino
)
[

CTre— o0
Convexe de Von Mises um(g) = e S1 Arg
I G si Tre #0

Oc .
—(le1] + |e2| + | si Tre =0
Convexe de Tresca  7r(g) =< 2 (lea] + fez] + lesl) =
- +00 si Tre #0

Exercice 6.3. FEtablir ’expression des fonctions d’appui du convexe de Von Mises et du convexe de
Tresca. (Pour le convere de Tresca, on admettra que le sup est atteint quand g est diagonal dans la
méme base que €.)

Exemples d’illustration de I’approche par I’extérieur

On reprend les différents exemples traités dans I’approche par I'intérieur. L’objectif est d’obtenir
dans chaque cas l'inclusion inverse pour @, en construisant les bons champs de vitesses. Ces champs
de vitesses “optimaux” qui permettent de déterminer les charges limites sont appelés mécanismes de
ruine. Ils ne sont pas en général uniques.

EXEMPLE : Torsion. Prenons § = r# ¢y. Ce champ est admissible, on reconnait la la forme du
champ de déplacement (ou de vitesse) solution du probleme d’évolution. Les déformations associées
sont € = 7 eg®se,. Etant de trace nulle, on a myw(g) = f\c/% et donc D(§) = My. Comme Wext(§) = M,
on en déduit que tous les M > D(§) = M, sont non supportables. Par symétrie, tous les M < —M; le

sont aussi (on peut le voir en changeant £ en —¢). En comparant avec I’approche par Uintérieur, on

peut conclure que Q, = [—Mj, +M;]. Ce champ & est donc un mécanisme de ruine, ce qui est conforme
a ce que nous avions obtenu en résolvant le probleme d’évolution.

EXEMPLE : Cylindre sous poids propre. L’objectif ici est double. On va montrer que la charge
limite coincide avec la charge limite élastique et donc qu’il n’y a pas d’écrouissage structurel possible.
Toutefois, on va utiliser pour cela une famille de champs de vitesses admissibles qui tend vers un
champ discontinu en 7 = R et ne respectant plus la condition a la limite £, = 0. Ce deuxiéme point
se préte a une généralisation que nous proposerons apres cet exemple.
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Soit h € (0, R), on note €, la partie du cylindre comprise entre r = R — h et r = R. On définit la
famille de champs § h suivante :

e, dans 2\ Qp
(@) = {R}:Te dans Q, .

=z

Ces champs sont admissibles mais convergent vers la translation e, quand h tend vers 0, translation
qui ne respecte plus la condition de fixation en r = R. Leur champ de déformation associé est nul
dans Q \ Qp, et est égal a —%QT ®s e, dans . Il est de trace nulle et on a

Tous les P tels que D(§, ) < Wext({,) sont non supportables. En passant a la limite comme

}lLig% D(§h) =2wRLo./V3=DP, et ilg% Wext(éh) =P,

on en déduit que tous les P > P, sont non supportables. On a donc obtenu que la charge limite est
égale a la charge limite élastique, Q, = [P, +P.]. Notons que cette démonstration a exigé d’envisager
un mécanisme de ruine correspondant a un détachement “en bloc” du cylindre de son encastrement.

L’exemple du cylindre sous poids propre suggere que 'on peut avoir besoin de considérer des
champs de vitesses discontinus sur certaines surfaces (intérieures ou a la frontiere) pour obtenir la
bonne estimation des charges limites. Il n’y a aucun principe physique qui s’y oppose si ce n’est
que les quantités énergétiques mises en jeu doivent rester finies. On peut généraliser la méthode
de construction de tels champs discontinus suivie dans l’exemple précédent a partir d’une suite de
champs réguliers admissibles { , convergeant vers le champ discontinu §. En passant a la limite dans
les expressions de D(€, ) et de Wext(£, ) on obtient une version étendue de la caractérisation des charges
supportables incluant les champs de vitesse discontinus.

Plus précisément, soit & un champ de vitesses discontinu a travers une surface ¥ de normale n,
surface qui peut étre toute ou partie de la frontiere Q0. Son saut sur ¥ est noté [¢]. Le gradient
de ¢ est défini classiquement en dehors de ¥ et peut étre vu comme une masse de Dirac sur X,
V¢ = [€] ® n 0s. De méme le champ de déformation associé est défini classiquement en dehors de ¥
etipeutiétre considéré comme une mesure de Dirac sur la surface, i.e. ¢ = [{] ®s n dx. En reportant
dans la définition de la puissance dissipée, on obtient 1’expression géné;aliség

D(f)_/ WS(E)dQ—i—/Trs([[é]] ®sn)d.

a\x b

Evidemment, de tels champs discontinus ne sont utiles pour déterminer les charges qui ne sont pas
supportables que dans la mesure ou la puissance dissipée est finie. Par conséquent pour un matériau

10. Comme § peut étre discontinu sur la partie du bord dpf) ol les déplacements sont imposés, on peut toujours
vérifier la condition de Dirichlet a 1’aide de la limite “extérieure” §+ de §. Par contre la limite intérieure {~ n’a pas a la
vérifier. La condition d’admissibilité des champs est donc elle-méme affaiblie.
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qui est plastiquement incompressible, on doit prendre § de fagon a ce que Trg = 0. Sur une sur-
face de discontinuité Tre = [£] - n et donc I'incompressibilité plastique oblige a n’envisager que des
discontinuités tangentielles qui correspondent a des bandes de cisaillement :

Pour un matériau plastiquement incompressible [€] n=0 sur X.

Pour ce qui concerne la puissance des efforts extérieurs donnés, dans la mesure ou ces efforts corres-
pondent & des forces volumiques et des forces surfaciques, l'expression de Wext(€) n’est pas affectée
par le fait que ¢ soit discontinu et reste inchangée '*. B

Comme premiére application, vérifions que on retrouve bien les résultats de exemple du cylindre
sous poids propre. Soit & = e,, ce champ est discontinu sur la surface latérale ¥ = {z : 7 = R,0 < z <

L}. Comme n = e,, la discontinuité est tangentielle. Comme £ = 0 dans €2, D(§) se réduit au terme
sur &, D(€) = 2rRLo./V/3, alors que Wext (&) = P. On retombe bien sur les mémes résultats.

Nous allons utiliser cette extension de I’approche par ’extérieur pour construire de bons mécanismes
de ruine dans ’exemple de la traction et torsion d’une armature.

EXEMPLE : Traction et torsion d’une armature. Envisageons pour mécanisme de ruine la famille
de champs discontinus suivants,

£(z) =0dans Q, [£{] =aaey+qe, sur X={z:7=0a,0<2<h}, (a,q) € R?

qui consistent donc a envisager un “détachement” de ’armature par rotation et translation axiales.
La normale a ¥ étant e, la discontinuité est tangentielle et

T ([€] ®s e,) = %\/azaQ + ¢2, (&) = Fi/a2a? 4+ ¢?, Wext(§) = Ma + Fq.

On en déduit que, pour («, q) donné, les couples (F, M) tels que

Ma + Fq > Fyv/a2a? + ¢2

sont non supportables. Soit w € [0, 27|, prenons « = cosw et ¢ = asinw. Les (F, M) tels que M cosw+
Fasinw > Fja sont non supportables. Considérons F' = k Fysinw et M = k My cosw. Ce couple est
non supportable si k& > 1. Par conséquent, l'extérieur de Dellipse N> /Mf + F? /FZ2 = 1 est non
supportable. En comparant avec ’approche par 'intérieur, on en déduit que

F2 M2
=S (FM)eR? : — +—-<1%.
Qp {(7 )6 F€2+M£2— }

11. Par contre, si les efforts extérieurs contiennent des précontraintes volumiques o°, alors Pexpression de la puissance
de ces précontraintes dans les déformations associées a un £ discontinu doit étre modifiée pour prendre en compte les
sauts de & sur X :

Wext(§)=--~+/ go:ng—F/E[[g]]gOﬂdE.

> o
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6.3 Contraintes résiduelles

Apres qu’une structure ait plastifié sous I’effet d’un chargement au dela de la charge limite élastique,
si on la décharge en ramenant a 0 tous les efforts extérieurs et donc en particulier f et T' 12:4] reste
en général des contraintes dans la structure. Ces contraintes s’appellent contraintes résiduelles. Leur
existence est due & 'incompatibilité des déformations plastiques. Il s’avere que 'on peut tirer bénéfice
de cette propriété pour “protéger” les structures d’agression extérieure en créant des contraintes de
compression a la surface qui freinent, voire empéchent, la création et la propagation de fissures.

6.3.1 Contraintes résiduelles et incompatibilité des déformations plastiques

Supposons que la structure ait été libérée de tout effort extérieur et qu’a la fin de cette décharge
le champ de déformation plastique soit g” 13 L’état final (§T, gT) des déplacements et des contraintes
a la fin de la décharge est donc donné par le probleme d’élasticité suivant dans lequel les déformations
plastiques g jouent le role de prédéformations :

dive =0, 0 =C:(c —¢€P), 22 =VE +(VE)T dansQ, o -n=0 sur 9Q.  (6.20)
=r =r = =r = =r 27 2 =r

Notons que I'on suppose ici que les forces volumiques et les forces surfaciques sont ramenées a 0. Ceci
peut étre difficile voire impossible a réaliser en pratique, en particulier en ce qui concerne les forces
volumiques. (On ne peut pas en général s’affranchir de la pesanteur.) Cela peut aussi nécessiter de
changer de type de controle des conditions aux limites. Ainsi si on contréle les déplacements sur la
partie du bord dpQ durant la montée en charge jusqu’a amener les déplacements & €%, il ne faut pas
en général ramener les déplacements a 0 sur Opf) pour ne plus avoir d’efforts extérieurs. On peut
évidemment affaiblir cette notion de décharge et supposer simplement que seules certaines données de
chargement sont remises a 0. Pour simplifier la présentation, nous nous en tiendrons a cette version
“forte” de la décharge dans ce paragraphe. Nous en verrons une affaiblie dans le cas de la torsion.

Distinguons deux cas, suivant que les déformations plastiques finales sont compatibles ou non 4

1. Cas ou gP est compatible. Dans ce cas, il existe un champ de déplacements & tel que 2e? =
y§+y§T. En reportant dans (6.20) on voit que g, (z) = {(z)+at+wAz et o = (sont solutions
(avec a et w arbitraires dans R?). (Et on sait que ce sont les seules solutions.) Autrement dit,
il n’y a pas de contraintes résiduelles.

2. Cas ot eP n’est pas compatible. Dans ce cas, il y a nécessairement des contraintes résiduelles, i.e.
a, # 0. En effet, si g, = 0, alors P = g, et donc P est compatible, ce qui est une contradiction.

12. Cette notion de décharge complete et de libération des efforts extérieurs demande a étre définie précisément. C’est
discuté un peu plus loin dans cette section.

13. 1l est tout a fait possible, et méme fréquent, que les déformations plastiques évoluent durant la phase de décharge.
Dans ce cas, c’est le champ de déformation plastique final qui compte (et pas celui & la fin de la montée en charge) pour
calculer les contraintes résiduelles.

14. Rappelons qu'un champ de tenseurs symétriques £ est dit compatible (sous-entendu avec un champ de vecteurs)
g’il existe un champ de vecteurs ¢ tel que 2e = V¢ 4+ VET. L’utilisation de cette définition en Mécanique des Milieux
Continus se justifie pour savoir si le champ de tenseurs considéré est un champ de déformations dans la mesure ot 'on
s’est placé dans le cadre des petites perturbations et ou ’on linéarise la relation déformation-déplacement.
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Conclusion : Il existe des contraintes résiduelles apres décharge si et seulement si les déformations
plastiques & la fin de la décharge sont incompatibles.

6.3.2 L’exemple de la torsion

Reconsidérons le probleme de torsion d’un arbre cylindrique plein parfaitement plastique. Apres
une montée en charge qui amene ’angle de rotation a la valeur o, > ae, le couple de torsion valant alors
M, , on procede a une décharge en diminuant ’angle de torsion jusqu’a une valeur «, telle que le couple
de torsion soit nul. Durant cette décharge, la base Sy reste fixée et les déplacements du sommet Sy,
restent de la forme arey. Ce controle des déplacements tangentiels s’accompagne de cisaillements o ¢
qui ne sont généralement pas nuls. On est donc dans la situation d’une annulation partielle des efforts
extérieurs, seule l'intégrale |, T0:9dS est nulle. Annuler les cisaillements sur Sp et Sy, ferait perdre
I'invariance par translation dans la direction z et rendrait le probleme tridimensionnel. Limitons-nous
a calculer les contraintes résiduelles a la fin de cette remise a 0 du couple de torsion.

A la fin de la montée en charge, l'arbre est plastifié dans la couronne cylindrique Re(ay) <r < R
et le champ de déformation plastique vaut alors

(1) =) ep Do +e.Deg), ) (“*’“ % )+
ENT) =7 \T)E € € €p), Y \T) = -
S 6 z z 0 97, 2#\/3

ol le + désigne la partie positive, i.e. a* = max{a,0}. Commengons par vérifier que ce champ est
incompatible, i.e. qu’il n’existe pas de champ de déplacement admissible £ dont g” serait le champ de
déformation associé. On peut se servir de la démonstration du résultat dunicité 15 (Propriété 6.1.3)
ol on a montré que si un tel champ existe, il est nécessairement égal a a,rz/H ey. Or le champ de
déformation correspondant est manifestement différent de . Donc ces déformations plastiques sont
incompatibles.

Montrons maintenant que la décharge est élastique, i.e. que les déformations plastiques n’évoluent
pas. On va s’appuyer sur le résultat général d’unicité des contraintes et on pourrait montrer comme on
I’a fait pour la phase de chargement qu’il y a également unicité des déplacements et des déformations
plastiques (du fait que le cylindre est plein et qu’il reste donc toujours un noyau élastique). Cette
vérification est laissée a titre d’exercice. Par conséquent les déplacements sont donnés par (6.8) a
tout instant et les seules composantes non nulles des déformations, des déformations plastiques et des
contraintes sont 0z et 26, cf (6.9)—(6.11). Leur évolution est toujours régie par (6.12). Considérons un
point matériel . Au début de la décharge, son comportement est élastique et on a

ar r
() it
() = 20 (25~ 2) = 7)o — ) -
7(r) diminuant avec a.. Ce point plastifiera lorsque 7(r) = —o./ V/3 et donc lorsque a = ag(r),

r) ax — 20 R/ siT > ae.R/ oy
agq(r) = .
a —aR/r sir < a.R/ay

15. On pourrait également raisonner & partir des équations de compatibilité et vérifier qu’elles ne sont pas satisfaites.
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0 Re(aw) R

FIGURE 6.6 — A gauche : Réponse globale du cylindre sous chargement de torsion suivi d’'une décharge ;
a droite, cisaillements résiduels a la fin de la décharge.

On voit donc que le cylindre recommencera a plastifier en r = R quand a = max,c|or) aq(r) =

Qg — 20¢. A ce moment-13 le couple de torsion sera égal a M, —2M,. Comme 0 < M, < M, = 4M./3,
on a M,—2M, < 0. Donc le cylindre commencera a re-plastifier quand le couple de torsion sera négatif.
Comme on arréte la décharge quand le couple s’annule, toute la phase de décharge est élastique.

Calculons la valeur «, de ’angle de torsion a la fin de la décharge. Comme le couple de torsion est
nul, on a 0 = [ r7.(r)dS = M, — Mc(ow — @) /e, cf Figure 6.6. D’olt

Qp = Oy —
Finalement, a la fin de la décharge, les cisaillements résiduels valent

(1) = Ie min< 1 T L Mr
3 " Ra M.R )"’

On notera qu’ils ont changé de signe durant la décharge pres de la surface latérale, cf Figure 6.6.

6.4 Résolution numérique du probleme d’évolution

6.4.1 Le probleme incrémental en temps

Il est évidemment impossible en général de résoudre exactement le probleme d’évolution élasto-
plastique. Il faut avoir recours a des méthodes d’approximation. Les méthodes d’approximation numériques
usuelles se basent sur une discrétisation du probleme. Comme le probleme d’élasto-plasticité est un
probleme d’évolution, cette discrétisation porte a la fois sur le temps et sur ’espace. Nous allons intro-
duire ici la discrétisation en temps, la discrétisation en espace est présentée dans des cours spécialisés
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comme le Cours d’Eléments Finis. L’intervalle de temps [0,7") est divisé en sous-intervalles [t;_1,t;),
1 <1< N avec
O=t<ti< - <t <t <---<ty_1 <ty=T.

On note (§l, g gﬁ’, gi) I’état de la structure a 'instant ¢;. Pour le déterminer, on procede par induction :
connaissant I’état initial et la séquence discrétisée de chargements on calcule I’état a 'instant ¢; & partir
de I’état a l'instant ¢;_1 et du chargement a I'instant ¢;. Ce probleme est appelé probleme incrémental
en temps. 1l consiste en la version discrétisée des différentes équations du probleme d’évolution.

L’équilibre a ’instant ¢; :
diveg, + f, =0 dans (6.21)

La relation contrainte-déformation a l’instant ¢; :

g, =C:(g—¢€) dans Q (6.22)

La relation déformation-déplacement a ’instant ¢; :
_ T
2e, =V{ + V¢ dans Q (6.23)
La loi standard de plasticité parfaite a I’instant ¢; :
g, €5, (¢, —a"): (gf —gf_l) >0 Vo' €S dans Q (6.24)
Les conditions aux limites a I’instant ¢; :

{gi =¢l, sur 9pQ

g@.-Q:T sur Onf)

=1

(6.25)

Les données L, gl et T'; correspondent aux forces volumiques, déplacements imposés et forces surfa-
ciques imposées a l'instant ;. On voit que la loi d’écoulement discrétisée (6.24) consiste simplement
a écrire 'inégalité de Hill en remplagant la vitesse de déformation plastique £ par 'incrément de
déformation plastique eh—eb |, I'incrément de temps ¢; —t;_; disparaissant par homogénéité. C’est la
présence de e’ dans (6.24) qui couple les différents instants et nécessite de procéder par induction.

6.4.2 Interprétation énergétique dans le cas standard

La fonction d’appui s du domaine de réversibilité S est par définition

ms(e) = supgg* se.
gre

Comme la puissance volumique dissipée est égale a g : €, on a en vertu du principe du travail plastique
maximal de Hill

S

o

1.

= m5(&?).

™

En effet, on tire du principe de Hill que g : €/ > g* : £/ pour tout g* € S. Par conséquent, on a
0P > sup,ueg o 1 €F = ms(£P). Mais comme ¢ € S, on a aussi, par définition de 7g, m5(€F) > o : €.

ISH

D'ou I'égalité.
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L’énergie volumique dissipée durant U'intervalle de temps (¢;,_1,t;) est approchée par ws(ep —er 1)

apres discrétisation en temps. Si 'on note D; I’énergie dissipée dans toute la structure entre 1 instant
0 et I'instant ¢;, on a

Di = Di_l +/Q7TS(E? —gfil)dﬂ

L’énergie potentielle de la structure a I'instant ¢; est donnée par

P = / (g, — ")

Lelé / f,-€d0 + /8 Tiogds

Si on définit I’ énergie totale & de la structure a I'instant ¢; comme la somme de son énergie potentielle
a cet instant et de I’énergie dissipée jusqu’a cet instant, on a & = P; + D;.

s

avec

Soit C; = {{ : § = §d sur dpQ} lensemble des déplacements admissibles & l'instant ¢; dont
I’espace vectoriel associé est Co = {£: { = 0 sur dpQ} (il ne dépend pas de 7 du fait des hypotheses
simplificatrices faites sur le chargement) Considérons un couple (&, £P) 16 avec £ € C; et g un champ
de déformation plastique virtuel 7. L’énergie totale qu’aurait la structure & I'instant t; si elle était
dans cet état serait

)
—~
oo
I
N
Il
S
Y
N[ =
)
|
™
hS]
N~—
Il
—

_ gp) + ﬂg(gp — 5?1)> dQ) — Weixt(é) +Di_1.

On a alors le remarquable résultat suivant

Minimisation de I’énergie totale. Au pas de temps i, s’il existe un état (§i,§f) vérifiant 'en-
semble des conditions du probleme incrémental, alors cet état minimise [’énergie totale de la struc-
ture parmi tous les états admissibles.

PREUVE. Il s’agit de montrer que si (¢, ?) satisfait (6.21)-(6.25) alors
&(§, €0 < &€ e”), VEeli, Ve (6.26)

Pour cela calculons &;(,£P) — &i(€,, €7) en utilisant les différentes conditions satisfaites par (£, €?). En

16. II suffit de connaitre £ et ¢” pour en déduire € et g. Donc I’état de la structure est bien caractérisé par (& ¢ g? ).

17. Le champ de déformation plastique virtuel e? n’a aucune condition d’admissibilité & remplir si ce n’est que 1’on
doit pouvoir définir 1’énergie totale de la structure.
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Ei(&,e") — &€, = /Q(%(6—6”):C:(€—€p>—%(Ei—E?%C:(%—gf))dQ

Analysons les différents termes du membre de droite dans la derniere égalité ci-dessus.
— En vertu de la positivité du tenseur des souplesses S, le premier terme est positif;

— Comme g est statiquement admissible, on peut utiliser 1a formulation variationnelle de I’équilibre.
Comme § — §Z € Cp, on a

|2 e g)an = Whe(s ~ &)
Q

— En vertu de (6.24), on a (el —e? ) =0, : (eF — € |);

— Comme g, € S, on a aussi, par définition de s,

p_ p (P _ P
Ts(g %71)2%'@ %fl)'

En reportant, on obtient 'inégalité (6.26) cherchée. O

Cette propriété appelle quelques commentaires :

Ce résultat généralise le théoreme de 1’énergie potentielle établi en élasticité linéaire ;
Il s’appuie de fagon essentielle sur le caractere standard de la loi d’évolution ;

Ce n’est plus I’énergie potentielle qui intervient, mais I’énergie totale;

Le probleme incrémental est donc une suite de problemes de minimisation d’énergie;

Il n’existe pas de solution si le chargement n’est pas supportable.

A e

On peut démontrer la réciproque, i.e. que tout état admissible au pas de temps 7 qui minimise
I’énergie totale de la structure satisfait aussi toutes les conditions du probleme incrémental au
pas i. Toutefois, cette démonstration exige d’introduire quelques techniques supplémentaires
de Calcul des Variations. Nous ne la ferons donc pas.
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6.4.3 Algorithme de résolution

La propriété énergétique de la solution du probleme incrémental fournit de facon naturelle une
méthode de résolution numérique. L’état au pas ¢ est celui qui minimise I’énergie totale de la structure.
Toutefois ce probleme de minimisation & deux champs (&, £P) est non linéaire et ne peut se résoudre
que grace & un processus itératif. Un algorithme naturel consiste & minimiser alternativement par
rapport a &, a P fixé, puis par rapport a P, a £ fixé, et d’itérer jusqu’a convergence. Précisément, cet
algorithme dit de minimisation alternée consiste en les étapes suivantes ou le pas de temps ¢ est fixé,

gl | est connu et ol on construit la suite d’états (§§"), epb (”))‘ N devant converger vers ({i, gf) :
& Si & ne Sp &

1. On initialise la suite en prenant, par exemple, 5” ©) = ep R

2. Connaissant éf (n ), on calcule §Z" en minimisant &; (§ , gf )) par rapport a § dans C;;

(n+1)

3. Connaissant §§”), on calcule g’i’ en minimisant &; (é("), gp) par rapport a gP.

Regardons de fagon plus détaillée chaque étape.

Min en {. L’étape de minimisation par rapport a {, a g fixé est un probleme d’élasticité linéaire
ol g’i’(") joue le role de prédéformation. Il admet une solution unique (a4 un déplacement rigide pres).
Numériquement, en utilisant une discrétisation spatiale du type éléments finis, cela revient a résoudre

un systeme linéaire
U™ = g

[

ot K est la matrice de rigidité (indépendante du pas d’itération) et F' (") est le vecteur force qui prend
en compte le chargement a l'instant t; ainsi que les déformations plastiques gz?(”) (il dépend donc du

pas d’itération). On obtient ainsi le vecteur déplacement Q("), approximation de §E”) En résumé, cette
étape consiste & résoudre un probleme linéaire mais global en espace.

Min en gP. L’étape de minimisation par rapport a gP, a § fixé est un probleme de minimisation
non linéaire, mais il a I’avantage par rapport au précédent d’étre local en espace. En effet, f (n) &tant

fixé et P n’intervenant pas par ses dérivées, on peut “localiser” la minimisation en chaque pomt de
la structure, ce qui revient & résoudre le probleme de minimisation

1
min { = &’
Ep {2

Pour illustrer ce probleme local de minimisation, plagons nous dans le cas du modele standard de Von
Mises. La fonction d’appui wg est donnée par

2 .
£ Tre=20
ms(e) = {\/;UCHeH . < .

B +00 si Tre #0

o :( )g e’ +ms(e — el 1)}

IS

Nous n’avons donc qu’a envisager des P de trace nulle. Le probléeme local de minimisation devient

alors
: D . p 2 p_ D _ (n) . -p
. :mﬁgpzo{uf el — 2 - 2 e }
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ol e(n) est le déviateur de s(n) et |le|l = ,/e7e. Notons f(£P) le terme entre accolades qu’il s’agit de

minimiser; f est une fonctlon strictement convexe de P qui est dérivable partout sauf en 57’ . Etant
A croissance quadratique, le minimum existe et du fait de la stricte convexité est unique. Ona a PrioTi
deux possibilités :

1. Soit le minimum est atteint en 5 g

2. Soit le minimum est atteint allleurs, auquel cas il est atteint en un point g” ou la dérivée de f
s’annule.

Pour trouver dans quelle situation on se trouve, posons ggn)* =C: (ggn) — éf_ 1) dont le déviateur est

e

%(")* = 2;1(%(”) — &P ). On montre alors que

1. Si ”S | < f Oc, alors le minimum est atteint en g |

2. Si Hs(n | > \[ oc, alors le minimum est atteint en un point ol la dérivée de f est nulle.

En effet, posons e?P = &P _ + ¢, il vient
) p Z_1 Y

F&@) = 1)+ \/2ocllell — s s e+ e -

Comme égn)* re < ||§ el si |ls; n)*H < \[ac, alors f(eP) > f(el |) + pe : e et donc le minimum

est atteint en §f_1.

3y

. * o . . . o .
Par contre, si Hggn) | > \/goc, alors le minimum est atteint ailleurs. En effet, choisissons e =

)*/Hgfn)*ﬂ avec h > 0. On obtient

FE) = FEP)) + By 2oe — s | + k.

Par conséquent pour h assez petit, on a f(e) < f(el' ). Le minimum est atteint ailleurs qu'en gl |
et donc en un point ou la dérivée de f s’annule. Donc, dans ce cas, on a

Ep(nJrl) P

() _ cp(n4+1)y _ /2 Zi—l
2” (% % ) - 30 p (n+1)
E — &l
Si ’on pose ggn) =C: (ggn) —eP ("H)), le membre de gauche représente son déviateur ggn). En prenant
sa norme, on voit donc que ||5 )|| = \[ oc, autrement dit ggn) est au seuil de plasticité. Mais on a
D m) ()« +1 (n) (n)* D éai A
aussi 5, ' =5, — 2,u(§f(” ) — P ) et par conséquent s; ° et s; ' sont colinéaires (et de méme

sens). D’ou
(n)*

(n) _ \/5 i
8" =1/50c=~- (6.27)
s
sur le convexe S de Von Mises.

(n)

et donc o,

(n)*

est la projection de g,
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Résumons cette étape de minimisation de I’énergie par rapport a P a £ fixé. Pour calculer §€(”+1),

on procede comme suit :

1. On calcule é(n)* = 2,u(gz(~n) —eP )

% =i—1
2. Si ||| < /300, alors 2D = 7
2 (n)=
* 30¢c S;
3. Si H§(-n) | > \/Ea ,alors PVt —gp 4 ] — f =
=i 3-¢ = =i—1 Hé”)*” 21

En d’autres termes, c’est un algorithme de type prédiction élastique — correction plastique : 1. On
calcule les contraintes a partir des déformations calculées a I'étape précédente et les déformations
plastiques du pas de temps i — 1 (prédiction élastique) ; 2. Si elles sont dans le domaine élastique, on
les garde et on prend pour déformation plastique celles du pas de temps i — 1 (pas de correction) ; 3.
Si elles sont a 'extérieur du domaine élastique, on les projette sur le seuil de plasticité et on modifie
les déformations plastiques en conséquence (correction plastique).

Revenons a l'algorithme de minimisation alterné. C’est un algorithme de descente, a chaque
itération I’énergie de la structure décroit. En effet, on a

Ei(€M, Pty < (gD, gp ()
puisque gg"‘l) est admissible et que gE") minimise &;(¢, gf(”)) par rapport a §. De plus

E(EM, P T) < £,(¢M, r)

25 = D)

"+1) minimise &; (§§"), P) par rapport a gP.

La convergence de I'algorithme est assujettie en particulier au fait que le chargement est suppor-
table par la structure.

puisque gf(”) est admissible et que gf(

6.5 Cas standard avec écrouissage cinématique linéaire

Certaines propriétés dégagées précédemment sont spécifiques a la plasticité parfaite et disparaissent
lorsque le matériau est écrouissable. C’est en particulier le cas pour tout ce qui concerne les résultats
mathématiques d’existence, d'unicité et de régularité des solutions. Mais c’est vrai aussi pour le concept
de charge limite qui est attaché a celui de bornitude des contraintes : si le matériau peut supporter
n’importe quel niveau de contrainte, alors la structure peut supporter n’importe quel niveau de char-
gement. Par contre, d’autres propriétés subsistent. Il en est ainsi pour les concepts de charge limites
élastiques, d’écrouissage structurel et de contraintes résiduelles. Nous nous proposons ici de l'illustrer
dans le cas particulier de modeles standards avec écrouissage cinématique linéaire.

Ces modeles sont basés sur les notions de contrainte interne X et de contrainte effective Y qui
sont définies par B o

[
I
Ills

1 gP,

I~

(6.28)

:Q—

[I><
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ot H est le tenseur d’écrouissage (tenseur du quatrieme ordre supposé défini positif). La contrainte

effective doit rester dans un convexe fixe S de M2 et I’évolution de la déformation plastique est toujours
régie par la regle de normalité. Autrement dit, on suppose que I'inégalité de Hill reste vraie, mais &
condition de ’exprimer en termes de la contrainte effective, i.e.

YeS, (Y-Y"):&>0, VY'eS. (6.29)

6.5.1 Unicité de la réponse

Etablissons un résultat général d’unicité de I’évolution pour de tels matériaux.

Résultat d’unicité de I’évolution. Dans le cas de structures constituées de matériaux €élasto-
plastiques standards avec €crouissage cinématique linéaire, le probleme d’évolution admet au plus une
solution (tant du point de vue des contraintes que des déplacements et des déformations plastiques).

Il ne s’agit que d’un résultat d’unicité mais, contrairement au cas de la plasticité parfaite, on
pourrait aussi obtenir un résultat d’existence : il n’existe plus de charges limites car les contraintes
ne sont pas bornées. Toutefois la preuve de 'existence nécessite des outils mathématiques qui sortent
du cadre de ce cours. Ici aussi, le caractere standard joue un role essentiel dans la démonstration
d’unicité.

PREUVE. Envisageons deux solutions (§,eP, o) et (£*,eP*, ") du probleme d’évolution présenté dans
la Section 6.1.1 en remplacant la loi d’écoulement (6.5) par (6.29). Le début de la démonstration est
le méme que celui utilisé pour montrer 'unicité des contraintes dans le cas parfaitement plastique. On
arrive ainsi a
0= [(g-g):8: @50+ [ (@) (& - (6.30)
Q = Q
Grace a la nouvelle inégalité de Hill (6.29), on a a la fois

/(Y—Y*) 20 > 0, /(Y*—Y) 2P0 > 0.
Q - - Q -

En additionnant ces deux inégalités on obtient

/(a o*): (&P — &P*)dY > /(sp —eP*) H : (6P — eP")dQ.
- - T Q- ° = - °
En reportant dans (6.30), il vient
0 Z/ ((U—U*) :8i(ag—g" )+ (e —£) K (ép—ép*)> dQ2
(9] - - = - - - - = - -

On reconnait dans le second membre une dérivée par rapport au temps, i.e.

IS]
IS]

024 [ (3e-2)isite-a) 5@ -2 @ -2 an

[Ilies
Iffss

qui doit étre vraie a chaque instant. En intégrant en temps entre 0 et ¢ et en tenant compte de la
condition initiale (6.1), on obtient & 'instant ¢

0>/Q<;(U—U*): :(g—g*)+%(§”—§p*>: :(6”—6”*)>d9-

o
Il
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Mais comme le tenseur de souplesse et le tenseur d’écrouissage sont définis positifs, ce n’est possible
que si ¢ = o* et P = ¢P* & l'instant t. Comme ¢ est arbitraire, on a donc unicité des contraintes
et de la déformation plastique. Du fait de la relation contrainte-déformation, on a aussi unicité des
déformations, £ = ¢*. Par conséquent { = £ & un déplacement rigide pres (qui est nul si le bord de la
structure est suffisamment fixée). S O

Le role de I’écrouissage apparait clairement dans la démonstration. Si H est nul, on perd 'unicité des

déformations plastiques.

6.5.2 L’exemple de la torsion élasto-plastique d’un arbre cylindrique

Calculons I’évolution d’un arbre cylindrique sous torsion pour un tel matériau et comparons la avec
celle d’'un matériau parfaitement plastique pour voir les effets de ’écrouissage. Comme le matériau
est isotrope et la déformation plastique est incompressible, le tenseur d’écrouissage est proportionnel
a l'identité,

H=HI, H>0.

Du fait de I'unicité de la réponse et des symétries du probleme, il est naturel de chercher la solution
sous la forme

z
E=tr

S Zgﬁv g:T(Tat)(%@Qz +§z ®§9)7 §p:7p(rat)(§0 ®Qz +§z ®§9)'

L’évolution du cisaillement 7 et de la déformation plastique P est régie par

WY =0 si|r—Hq"| <o./V3
T=2u (—’yp>, |T—H7p|§%, P >0 siT— Hy =+40./V/3 (6.31)
P <0 siT— HyP=—0./V3

avec la condition initiale vP(r,0) = 0. A r fixé, on reconnait 13 le probleme d’évolution du modele
ressort-patin-ressort avec H comme raideur du deuxiéme ressort. On peut donc utiliser les résultats
du chapitre précédent. Le point matériel reste élastique tant que ¢t < ae(r) (la méme valeur que pour le
modele sans écrouissage) et plastifie dés que t > a,(r). L’évolution du cisaillement et de la déformation
plastique est donnée par

uH  tr 2u o,

tr = T
T="7" TTOUYHL u+HAB
Sitr< ocL : ;o Siotr > ocL : (6.32)
:U“\/3 M\/g tr o
=0 =t -

C2u+HL  (2u+H)W3

On notera que le front de la zone plastique est en r = R.(a), comme pour un matériau non écrouissable.
Par contre, le cisaillement augmente linéairement avec t une fois que le seuil de plasticité du fait
de l’écrouissage. En termes de la réponse globale couple de torsion-angle de torsion, on obtient (cf
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Figure 6.7)
— M, si0<a<ae

M= (6.33)

4 ozg’ Hao 2u .
- Y >
(3 303 * 2,uoze> out H e AT e

Conclusion : On notera le double effet d’écrouissage : 1’écrouissage structurel di a la pénétration
progressive de la zone plastique a l'intérieur du cylindre et 1’écrouissage matériel dii au parametre
H. Du fait de I’écrouissage matériel, il n’y a plus de charge limite mais un comportement “li-
mite” correspondant & un comportement élastique linéaire avec pour module de cisaillement effectif
wH/(2p+ H). Du fait de 1’écrouissage structurel, la structure tend asymptotiquement vers ce com-
portement limite sans jamais ’atteindre, a cause de la présence d’un noyau élastique.

M

FIGURE 6.7 — Réponse globale de ’arbre plein sous torsion dans le cas d’un écrouissage cinématique

linéaire.
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Chapitre 7

Les bases de la Rupture Fragile

Dans ce chapitre on introduit les concepts de base de la Mécanique de la Rupture Fragile. Comme
dans ce cadre le comportement des matériaux est supposé purement élastique et que la pointe
des fissures est un point anguleux, on commence par I’étude des singularité élastiques aux points
anguleux. On passe ensuite & la modélisation géométrique et mécanique des fissures en adoptant le
point de vue macroscopique de Griffith. Les fissures étant idéalisées géométriquement comme des
coupures dans le milieu sain, elles deviennent des surfaces de discontinuité des déplacements du point
de vue cinématique. En termes d’interaction entre les levres, le point de vue de Griffith consiste
a négliger les forces de cohésion. Toutefois, il peut y avoir des efforts de contact quand la fissure
est fermée et la condition de non-interpénétration introduit une non linéarité qui se traduit par
une dissymétrie de comportement entre traction et compression. On applique ensuite les résultats
relatifs aux calculs de singularités au cas des fissures en milieu isotrope. Cela fait apparaitre trois
modes singuliers dits modes d’ouverture, de glissement et de déchirure auxquels sont attachés trois
coefficients (un par mode) appelés facteurs d’intensité des contraintes qui sont des quantités globales.
On donne quelques exemples de valeur des facteurs d’intensité des contraintes dans des cas de
géométrie et de chargement simples. Le chapitre s’achéve par I'introduction de la ténacité, parametre
matériau qui est a la base du critere de propagation d’Irwin.
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7.1 Les singularités en élasticité

7.1.1 La question des singularités

Les équations de 1’élasticité sont telles qu’elles peuvent admettre des solutions singulieres au sens
ou les contraintes peuvent étre infinies en certains points particuliers de la structure (plus exactement,
les contraintes peuvent étre non bornées car en général les points “singuliers” ne font pas partie de
la structure). C’est le cas en certains points anguleux de la frontiere, en certains points a l'interface
de plusieurs matériaux ou en des points de la frontiére ou les conditions aux limites changent. Ce
phénomene n’est pas spécifique a ’élasticité linéaire, il est présent aussi en élasticité non linéaire. On
peut donc considérer que c’est une anomalie a mettre au débit de la théorie de 1’élasticité, car les
“matériaux réels” ne supportent pas des contraintes infinies. Notons cependant que la théorie de la
plasticité n’est pas exempte de toute critique de ce point de vue, car les criteres de Von Mises ou de
Tresca (et de fagon générale toutes les lois standards avec incompressibilité plastique) tolerent aussi
les contraintes sphériques infinies. Le plus souvent, cette présence de singularité est due également
a une schématisation “excessive” de la géométrie ou du chargement : il suffit d’émousser les angles,
d’“épaissir” les interfaces ou de lisser les changements de conditions aux limites pour que ces singula-
rités disparaissent et que les contraintes redeviennent bornées.

On serait donc tenté de dire que, d’un point de vue pratique, I’étude des singularités ne présente
aucun intérét. De plus, la présence de singularités est génante d’un point de vue théorique, car elle
oblige a faire un peu attention a ce que 'on écrit, certaines formules d’intégration par parties ou de
dérivation ne sont plus valables. Enfin elle est aussi génante sur le plan numérique car ces singularités
viennent polluer en général la précision et les résultats. Alors pourquoi ne pas s’en débarrasser ? La
raison, d’apparence paradoxale, pour laquelle on garde et on étudie ces singularités est que ce concept
théorique permet d’appréhender plus facilement la réalité. Cette affirmation est a rapprocher de ce que
I’on fait en mécanique des fluides pour traiter les ondes de choc ou en mécanique des structures pour
rendre compte des phénomenes de flambement. Dans le cas des fluides, les ondes de choc vues comme
des surfaces de discontinuités mobiles du champ des vitesses sont des concepts purement théoriques
puisque leur existence repose sur ’hypothese du fluide parfait. L’introduction de la viscosité (réalité
intangible) dans la modélisation rend impossible la présence de discontinuités de vitesses. Pourtant,
bien des phénomenes acoustiques se comprennent mieux et se modélisent plus facilement a partir du
modele idéalisé de fluide parfait que celui plus réaliste de fluide visqueux. De méme, le flambement
d’une poutre sous l'effet d’'une compression longitudinale vu comme un phénomene d’instabilité et de
bifurcation de position d’équilibre suppose que la poutre est parfaitement rectiligne. L’introduction
d’inévitables imperfections géométriques rompt la symétrie et fait disparaitre le point de bifurcation.
La poutre fléchit progressivement sous 'effet de la compression. Pourtant, c’est le modele géométrique
sans imperfection qui permet de mieux appréhender le phénomene et d’estimer pour quelles valeurs du
chargement la déflexion va devenir importante. Le role des singularités en élasticité tient de ces deux
exemples : en simplifiant & la fois le modele de comportement et la géométrie, on va avoir acces plus
facilement a certaines quantités physiques essentielles pour comprendre la propagation des fissures.

7.1.2 La méthode de recherche des singularités

Nous nous placons dans le cadre de 1’élasticité linéaire isotrope, en petites transformations
et en quasi-statique. Passons en revue quelques exemples de singularités en indiquant comment on
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les calcule. Les premiers exemples sont en élasticité anti-planes, les suivants en élasticité plane. (Les
singularités en 3D s’obtiendront comme une combinaison de celles obtenues en déformation plane et
déformation anti-plane.) Dans chaque exemple, on adopte un systeme de coordonnées polaires de pole
le point singulier et les déplacements se mettent sous la forme

N
E=D K™ U'®)+: (7.1)
=1

les trois points indiquant des termes plus réguliers. La partie singuliére est donc toujours en r%, le
coefficient o représentant la puissance de la singularité'. Les champs de vecteurs U’ représentent la
dépendance angulaire de la singularité, ils sont en général normalisés. Les coefficients «; et les fonctions
angulaires U'(f) ne dépendent que des caractéristiques locales du matériau, de la géométrie et du
chargement. Le nombre N de fonctions singulieres est une caractéristique locale. Dans tous les cas que
nous rencontrons par la suite, N se limite a 1 ou 2. Les coefficients K; sont des grandeurs globales. Ils
dépendent de I’ensemble de la géométrie, du comportement et du chargement de la structure étudiée.
Ils restent donc indéterminés a la fin de notre construction des fonctions singulieres. On les appelle
Facteurs d’Intensité des Contraintes.

On déduit de la loi d’élasticité que les contraintes se mettent sous la forme
N
o= ZKZ I (/) I
i=1

On voit donc qu’elles sont effectivement singuliéres, i.e. tendent vers l'infini lorsque r tend vers 0,
seulement si o; < 1. D’autre part, pour que les champs § et g soient effectivement les solutions d’un
probleme d’élasticité linéaire, il faut que 1’énergie élastique soit finie. Comme la densité volumique
d’énergie élastique vaut % o : €, au voisinage du point singulier celle associée au mode 7 est en r2(@i—1),
L’élément de volume étant rdrdfdz, son énergie élastique est en r2*~1drd@dz. Pour que l'énergie soit
finie, il faut donc que r?®~1 soit intégrable au voisinage de 0 et donc que «; > 0. Par conséquent

La puissance «o; de la singularité est a chercher entre 0 et 1.

7.1.3 Exemples de singularités en élasticité anti-plane

Rappelons que 1’élasticité anti-plane correspond a la situation ou les déplacements sont de la
forme {(z) = &3(x1, 2)es, cf Section 2.2.2. En se placant en en coordonnées cylindriques, on a donc
£(z) = &.(r,0)e, et les contraintes sont alors de la forme

) ¢,
a(z) = u%(n 0)(e, ®e, +e,@e,)+ %8%(7",9)(@9 ®e, +e, ey

1. On fera attention au fait que plus la puissance de la singularité est élevée, moins la singularité est forte.
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Coin avec bords libres

7r< <
—<w<mT
5 <

s
=K raw sin%ﬁ—i—-n

fixé

Changement de conditions aux limites

m
—<w<2
5 <w m

s
£ =Krw sing 0+

bord libre

Bord libre d’un bi-matériau

0<w<7/2, [ > o

& =K roU.(0) + -

tan aw = — 12 tan a(m — w)
M1
U.(0) = cosa(mr —w)cosald, si0<0<w
: cosawcosa(mr —0), siw<O<m7

156




Bord fixe d’un bi-matériau

O<OJ<7T/2, 1 < u2

£ = K roU,(0) + - -

tan aw = — 2 tan a(r —w)
12

ARRRRRRRRRRRARNAN

U.(0) = {sina(w—w)sinoz&, si0<fO<w
bord fixe

sinawsina(r —0), siw<60<m

Etablissons la forme des singularités annoncées en supposant a priori qu’elles sont de la forme
(7.1)2. Considérons le cas d’un coin avec bords libres. Le milieu étant homogene, isotrope et les
déplacements étant anti-plans, les équations d’équilibre se réduisent a

,U/Agz + fz =0.

Les bords 8 = +w étant libres, les conditions aux limites s’écrivent oy, = 0, i.e.

9¢-
1" =0.
a0 O=tw
Injectons la forme (7.1) de £ dans les équations d’équilibre, le terme le plus singulier de A, est en
2 avec a < 1. Si I'on suppose que les forces volumiques sont régulieres au voisinage de r = 0, le

terme le plus singulier de A¢, doit s’annuler et ’on en déduit que la (ou les) fonctions angulaires
doivent vérifier

QUL(0) + U’ (0) =0, Y0€ (—w,+w).

Par conséquent U,(0) = Asin(af) + B cos(af). Les conditions aux limites exigent que UL(+w) = 0,
d’ou

A cos(aw) = Bsin(aw) = 0.
On ne peut avoir A = B = 0 car sinon on aurait U, = 0 et on cherche évidemment une solution non
triviale. On a donc, soit cos(aw) = 0, soit sin(aw) = 0. Mais comme « doit étre entre 0 et 1 et que
w < m, la seule possibilité est cos(aw) = 0. D’ou la puissance de la singularité

T
o= —

2w
et pour que « soit inférieur & 1, il faut que w > 7/2. (Sinon, si w < 7/2, il n’existe pas de singularité.)
On en déduit que B = 0 et A reste arbitraire. On a donc bien la forme de la singularité annoncée
(avec K = A).

2. Démontrer que les singularités sont nécessairement de la forme (7.1) est un probléme mathématique difficile qui
nécessite des notions avancées d’Analyse Fonctionnelle. L’ouvrage de référence reste celui de Grisvard [15].
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Exercice 7.1. Montrer que la forme de la singularité reste inchangée si l’on suppose que les bords ne
sont pas libres mais sont soumis a des forces surfaciques, T, = Tzi(r) en 0 = tw, dans la mesure ou
ces forces surfaciques ne sont pas singulicres.

Le cas d’'un changement de conditions aux limites se traite de fagon similaire. Indiquons
simplement les points qui différent. Les équations d’équilibre fournissent la méme forme de U,. Les
conditions aux limites s’écrivent maintenant pU.(w) = 0 et U,(0) = 0. D’ott B = 0 et A cos(aw) = 0.
A ne devant pas étre nul, il faut donc que cos(aw) = 0. Notons que w peut varier maintenant entre 0
et 2w, contrairement au cas précédent ou il était entre 0 et . Pour qu’il existe une solution singuliere,
il faut que w > 7/2. Si 7/2 < w < 37/2, alors @ = 7/2w et on retrouve les résultats du cas précédent.
Si3m/2 < w < 2, alors il existe deux valeurs possibles pour « : @ = 7/2w ou a = 37/2w. La premiére
correspond a une singularité plus forte, mais les deux peuvent coexister. En ne retenant que le terme
le plus singulier, on obtient la forme annoncée.

Considérons le cas du bord libre d’un bi-matériau. On suppose que le bord est rectiligne et
qu’il est incliné d’'un angle w par rapport a 'interface entre les deux matériaux supposée elle-méme
rectiligne®. On peut toujours supposer que w est entre 0 et 7 /2. On verra que dans le cas ol w = 7/2,
i.e. quand l'interface est orthogonal au bord libre, il n’y a pas de singularité. De méme, on verra qu’il
y a une singularité uniquement si les deux modules de cisaillement sont différents et si le matériau le
plus raide est du coté de angle aigu, i.e. seulement si p; > po. En injectant la forme (7.1) de £ dans les
équations d’équilibre, écrites séparément dans chaque matériau, on obtient que U (6) + o2U,(0) =0
dans chaque intervalle ouvert (0,w) et (w,7)*. En intégrant séparément, on obtient

U.(0) = Ajcosaf + Bisinaf, si0< 6l <w
S Ascosalfl + Bosinalf, siw<fO<mw
Les conditions aux limites de bord libre s’écrivent U.(0) = U.(w) = 0 et donnent

B1 =0, DBycosar = Assinarn.

Il reste a écrire la continuité des déplacements et du vecteur contrainte a l'interface. Elles s’écrivent
[U.]J(w) =0 et [uU.](w) = 0 et donnent

Aj cosaw = Ay cos aw + By sin aw

p1 A sin aw = pgAs sin aw — e Bo cos aw.

On obtient ainsi un systéme linéaire homogene en les trois coefficients Ay, Ao et Bs. Comme on cherche
une solution non triviale, il faut que le déterminant soit nul, ce qui nous fournit I’équation en « :

tan aw = — 2 tan a(r —w).

M1

3. Ces hypotheses de rectitude du bord et des interfaces ne sont pas vraiment restrictives dans la mesure ou cette
notion de singularité est locale. Tous les résultats s’appliquent encore si le bord et 'interface sont des courbes régulieéres.

4. On suppose a priori que la puissance « est la méme dans les deux matériaux. Cela peut se déduire de la continuité
des déplacements & 'interface.
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o= —-
21 — 2w

FIGURE 7.1 — Détermination graphique de la puissance a de la singularité sur le bord libre d’un

bi-matériau. En rouge, le graphe de la fonction o — tanaw; en vert, le graphe de la fonction o —

—E2 tan a(m — w) avec son asymptote en o = 5—"5-. Les valeurs numériques correspondent au cas ot
1 T—2wW

w1 = 10ug et w = /4.

On voit que si w = 7/2, alors elle se réduit a tan(amw/2) = 0 qui n’a pas de solution entre 0 et
1. I n’y donc pas de singularité dans ce cas. Quand 0 < w < 7/2, la fonction « — tanaw croit
strictement de 0 & tanam quand « croit de 0 a 1. La fonction a — —£2 tana(m — w) est d’abord
négative et décroissante quand « croit de 0 a 5—"5-. Puis elle décroit strictement de +oo jusqu’a
2 tan aw quand « croit jusqu’a 1. Par conséquent, il existe une et une seule solution pour a comprise
entre 0 et 1 pourvu que p; > po. Cette valeur est en fait comprise entre 5—"5- et 1. On peut I'obtenir
graphiquement, cf Figure 7.1. Une fois la puissance de la singularité déterminée, on obtient la fonction
angulaire U, a un coefficient multiplicatif prés qui correspond au Facteur d’Intensité des Contraintes

et qui est une grandeur globale.

Le cas ou le bord est fixe est laissé a titre d’exercice. Notons les différences par rapport au bord
libre. Il y a singularité si le matériau est plus souple du c6té de 'angle aigu. L’équation en « est la
méme en permutant u; et po. La fonction angulaire est différente pour que les conditions aux limites
soient respectées.

Exercice 7.2. Calculer la puissance de la singularité et la fonction angulaire au voisinage du bord
fixe d’un bi-matériau.

7.1.4 Exemple de singularités en élasticité plane.

Tous les cas traités précédemment dans le cadre anti-plan peuvent se traiter en élasticité plane
(déformations planes ou contraintes planes). En dehors du fait que les calculs sont sensiblement plus
lourds, il existe quelques différences qualitatives qu’il est important de noter. De facon générale,
I'existence d’une singularité est plus fréquente en élasticité plane. Par exemple, on a vu que dans le
cas d'un bi-matériau dont l'interface est perpendiculaire au bord libre, il n’y a pas de singularités
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libre

libre

B

fixé fixé

>

FIGURE 7.2 — Exemple de points singuliers en élasticité plane : & gauche, le point A & I'angle droit
d’un changement de type de conditions aux limites ; & droite, les points A et B, a I'interface de deux
matériaux et sur un bord libre ou un bord fixé. De tels points ne seraient pas singuliers en élasticité
anti-plane.

anti-planes. Par contre, il existe dans ce cas une singularité en élasticité plane. C’est aussi le cas a
I’angle droit d’un bord encastré et d’un bord libre, alors que I’on a vu qu’il n’en existe pas dans le cas
anti-plan (cf le deuxiéme cas ou a = 1 si w = 7/2). Dans ces deux cas, cf Figure 7.2, le coefficient de
Poisson joue un réle important et, en général, la puissance de la singularité en dépend.

Compte tenu de la lourdeur des calculs, nous nous contenterons de traiter le cas d’une entaille
avec bords libres, Figure 7.3. Il suffit pour montrer des différences avec ’élasticité anti-plane et il a
en outre 'avantage de nous préparer a 1’étude des singularités en pointe de fissure puisque ce sera le
cas particulier o w = 7. Nous nous plagons en déformations planes, les déplacements sont de la forme

/'%

“0‘6

FI1GURE 7.3 — Entaille d’angle 27 — 2w a bords libres.

&(z) =&-(r,0)e, + (1, 0)ey en coordonnées cylindriques. Le calcul des singularités est plus simple en

f)assant par les fonctions d’Airy et les équations de compatibilité. Comme on ne s’intéresse qu’a la
partie singuliére des contraintes, on peut négliger les forces volumiques et les équations d’équilibre se

réduisent a

6011 80’12 - 80’21 (9022

8])1 3$2 ’ axl ('91‘2 =0
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Elles sont automatiquement satisfaites au voisinage du coin si I’on introduit la fonction d’Airy W :

0w faa\ 0w
= YR 099 = YR —
O0x3 Ox] 0x10%2

011 012 =

ce qui se traduit en coordonnées cylindriques par

1 0%V 190¥ 0 <1a\11> 0%

=g Trar T T T \Gae ) T o

Comme e33 = 0, les relations déformations—contraintes donnent o33 = VAW et

Fe11 = (1 — I/2)\If722 — I/(l + V)\I’Jl,
E€22 = (1 — I/2)\IJ711 — I/(l + l/)\l’gg,
Eeig = —(1+ I/)\I’712.

En reportant dans I’équation de compatibilité €11 20 + €22.11 = 2€12,12, on obtient que ¥ doit étre
bi-harmonique : . Le vecteur contrainte est nul sur les bords libres du coin, d’ou

o (10w
g—t  Or\roe

Comme on cherche des contraintes singulieres en 7!, la fonction d’Airy doit étre en 7**! et on la
cherche donc sous la forme

Al

Or? =0

0=tw

U(r,0)=> K r*"t'F(0)+---
i=1

Pour qu’elle soit bi-harmonique, il faut que chaque fonction angulaire F' vérifie
FOD) +(1+a)?+1—-)?)F"0) + (1 +a)?(1—-a)’F0) =0, Y0e (—w,+w).
La solution générale est
F(0) = Acos(1 + a)f + Bsin(1 + a)f + C cos(1 — a)f + Dsin(1 — «)f

ou A, B, C et D sont quatre réels arbitraires. Les conditions aux limites de bord libre s’écrivant
F(+w) = F'(+w) = 0 donnent les deux systemes linéaires homogenes suivants en A et C' d’une part,
et, B et D d’autre part :

( (1 —:((;S)(slir—li_(ffa)w (1 —CZS)(ii;(la)—wa)w ) ( é ) - ( 8 )
(S0 0 ) (5) ()

Pour que la solution soit non triviale, il faut donc qu’au moins un des deux déterminants soit nul ce
qui fournit ’équation de la puissance de la singularité

’sin(QOzw) + asin(2w) = 0‘ ou ’sin(?aw) —asin(2w) =0 ‘
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La résolution peut se faire graphiquement en étudiant les variations de la fonction g : a +— sin 2aw/a
et en cherchant si elle peut prendre les valeurs +sin 2w entre 0 et 1. On peut distinguer différents
cas suivant I'angle de l'entaille, cf Figure 7.3. Intervient dans les raisonnements la valeur particuliere
w* &2 2.2467 telle que tg2w* = 2w*.

1.

Angle sortant : 0 < w < 7/2. La fonction g est strictement décroissante de 2w & sin2w > 0 et
il n’existe donc aucune solution. Les “entailles” a angle sortant ne sont pas singulieres.

. Angle plat : w = m/2. Dans ce cas sin2w = —sin2w = 0. La fonction g est strictement

décroissante de 2w a 0 et il n’existe donc aucune solution. Les “entailles” a angle plat ne sont
pas singuliéres. Mais c’est un cas limite.

Angle “ouvert” : m/2 < w < w*. Dans ce cas — sin 2w > 0 > sin 2w. La fonction g est strictement
décroissante de 2w a sin 2w < 0. Il existe donc une et une seule solution. Les “entailles” a angle
ouvert sont singulieres.

Angle “critique” : w = w*. La fonction g est toujours strictement décroissante de 2w a sin 2w <
0, mais sa dérivée en @ = 1 est nulle. Il existe une et une seule solution, mais c’est un cas limite.

Angle “fermé” : w* < w < 7. La fonction g est d’abord décroissante puis croissante. Son
graphe coupe une fois les deux droites + sin 2w. Il existe donc deux solutions. Toutefois, elles
sont différentes et la plus forte singularité (i.e. la puissance la plus faible) correspond a la
solution de g(a) = — sin 2w.

Fissure : w = 7. Dans ce cas sin 2w = — sin 2w = 0. La fonction passe par 0 en . Cest

une racine double.

Excluons le cas w = 7 que nous étudierons dans la prochaine section. Quand elle existe, la singularité la
plus forte a1 est donnée par I’équation ’ sin 2qiw = —a sin 2w ‘ La singularité est simple, les coefficients
B et D sont nuls, alors que les coefficients A et C sont liés par la relation

A1+ a1)sin(1 4+ aj)w+ C(1 — aq) sin(1 — ag)w = 0.

La fonction angulaire F! est paire et peut s’écrire (3 un facteur multiplicatif prés que 1'on fixe par
normalisation)

FY0) ~ (1 — ay)sin(l — ay)w cos(1 +a1)d — (1 + a1)sin(l + a1)w cos(1 — ay)b.

Quand elle existe, la singularité la plus faible ao est donnée par ’équation ’sin 2aow = g sin 2w ‘ La
singularité est simple, les coefficients A et C' sont nuls, alors que les coefficients B et D sont liés par
la relation

Bsin(1 4 ag)w + Dsin(1 — ag)w = 0.

La fonction angulaire F? est impaire et peut s’écrire

F2(6) ~ sin(1 — a)w sin(1 + az)f — sin(1 + az)w sin(l — a)f.
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O<w<m/2 w=mn/2

T2<m<w* 0=n"

<
9
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=
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0 <w<m W=7
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AN

0.5 L 0.5 L

<

FIGURE 7.4 — Détermination graphique de la puissance de la singularité pour différentes valeurs de
langle d’entaille. En rouge : le graphe de a — sin 2aw/« ; en vert clair : sin 2w ; en vert foncé : — sin 2w.
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/2 w* ™

FIGURE 7.5 — Variation de la puissance des singularités avec ’angle de 'entaille. En rouge épais, la
singularité la plus forte qui existe quand w > 7/2; en rouge mince, la singularité la plus faible qui
existe quand w > w*.

7.2 Le cadre d’hypotheses de la rupture fragile

7.2.1 La description géométrique des fissures

On se place au niveau macroscopique et on idéalise les fissures comme des “coupures” dans le milieu.
La conséquence directe est que ces coupures sont des surfaces de discontinuité des déplacements ®.
Précisons cette notion de surface de discontinuité en commencant par un exemple. Placons-nous en
2D et considérons les deux cas suivants, cf Figure 7.6 :

1. La configuration de référence 2 est le disque I de centre (0,0) et de rayon R, i.e. 2 =D =
{(z,y) : 2*+y* < R*}.
2. La configuration de référence Q est le disque D privé du segment I' = (— R, 0)x{0}, i.e. Q@ = D\T.

Cet exemple a un caractere générique. Le disque D représente le milieu “sain” et I' la fissure. Dans le
premier cas, si 'on suppose que le comportement du matériau constitutif du disque est élastique, le
champ des déplacements & ’équilibre sous 'effet, par exemple, d’une traction radiale uniforme sur le
bord est simplement de la forme £(z) = kz. Il est régulier dans D. De facon générale, quel que soit
le chargement envisagé, il faut que les déplacements soient réguliers pour que I’énergie élastique reste
finie. Ils sont nécessairement continus® & travers toute courbe tracée dans D.

Dans le deuxieme cas, 'ouvert est le disque privé d’un segment. Envisageons par exemple le champ
de déplacements suivant

&(x) = —2k\/7jsing €p

5. En 3D les fissures sont effectivement des surfaces alors qu’en 2D ce sont des courbes ou les déplacements peuvent
étre discontinus.

6. De facon précise, pour que I’énergie soit finie il faut que les déplacements soient dans ’espace de Sobolev H'(Q)
et par conséquent qu’il y ait continuité des traces sur toute surface incluse dans Q.
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FIGURE 7.6 — Le disque “non fissuré” D et le disque “fissuré” D\T" dans leur configuration de référence

et leur configuration déformée. On voit qu’en général les déplacements sont discontinus sur la fissure,
prenant des valeurs distinctes sur chacune des levres.

ou (r,0) désignent les coordonnées polaires du point z et k est un réel positif donné. Les déformations

associées sont
k

0
= ———=Cos =€ ep+ ——
et
Elles sont parfaitement définies dans 1'ouvert D \ I' méme si elles tendent vers l'infini lorsque r tend
vers 0. Malgré cette singularité en 0, il est facile de vérifier, en calculant f]]})\r %g 1 C g df, que

6
sm( Reyt+egRe,).

1100

’énergie élastique est finie. On peut noter que les déplacements sont discontinus & travers I'. En effet
ﬂé‘]](x) = limg(:v,y) — limg(x,y) = 4k+/|x|ey.
y40 y10

Ce champ de déplacement est cinématiquement admissible dans le cas du disque privé du segment.
Par contre dans le cas du disque entier, il ne ’est pas. En effet, du fait de sa discontinuité sur le
segment I' qui est intérieur a D et donc a 2, les déformations sont des mesures de Dirac sur I'. Elles
ne sont donc pas de carré intégrables et I’énergie élastique n’est pas finie.

Revenons au cas général. Dans un milieu continu de dimension n on veut décrire les fissures comme
des objets géométriques de dimension n—1 qui peuvent se trouver a 'intérieur ou sur le bord du milieu.
(11 est nécessaire d’étendre ces notions a la frontiere du domaine, car il est trés fréquent de voir des
fissures se développer sur les parties du bord ot les déplacements sont bloqués provoquant la séparation
progressive ou brutale de l'objet de son support.) Dans le milieu sain, les déplacements ne sont pas
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autorisés a étre discontinus, par contre dans le milieu fissuré ils sont autorisés a étre discontinus a
travers la fissure. Plus précisément, considérons un point géométrique z sur la fissure.

FIGURE 7.7 — Orientation locale de la fissure

Si 'on suppose que la fissure est une surface réguliere au voisinage du point z de fagon a pouvoir y
définir un plan tangent, on peut se servir de la normale n au plan tangent pour définir localement les
faces + et — de la fissure 7. Un champ de déplacement ¢ admet une trace £ en x lorsqu’on approche z
en venant du coté + et une trace §~ en z lorsqu’on app_roche x en venant du coté —. A4 priori ces deux
traces sont différentes, ce que I'on traduit en disant que £ est discontinu en z. Le saut de déplacement
[€] est par définition donné par -

[E)(z) =& (2) — € (z), =zel.

Comme nous 'avons déja signalé, les fissures peuvent se développer sur la frontiere du domaine 2.
Dans ce cas, il faut considérer que tout champ de déplacement cinématiquement admissible £ admet
une limite intérieure £~ et une limite extérieure €T de part et d’autre du bord fissuré en orientant
cette fissure de bord & I'aide de la normale extérieure n au domaine.

7.2.2 Les conditions aux limites sur les levres des fissures

Les fissures une fois qu’elles sont apparues doivent étre considérées comme faisant partie de la
frontiere du domaine fissuré, méme si elles sont intérieures au domaine sain. Toutefois, dans 1’écriture
des conditions aux limites, il est bon de distinguer les fissures qui sont au bord du domaine sain de
celles qui sont intérieures au domaine sain.

Fissures intérieures

Dans la théorie de la rupture fragile, on néglige les forces de cohésion entre les levres des fissures.
Ceci est évidemment une approximation. Si 'on descend a 1’échelle atomique et si I’on considere
les potentiels d’interaction atomiques du type Lennard-Jones, les forces d’attraction inter-atomiques

7. On a deux possibilités pour définir n. Toutes deux sont licites. Mais le choix qui est fait conditionne I'orientation
des faces.
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FIGURE 7.8 — Objet contenant deux fissures dont une est intérieure (mais débouchante), 'autre est
partiellement intérieure (mais d’interface) et partiellement sur un bord & déplacement controlé.

décroissent rapidement avec la distance entre atomes mais sans jamais véritablement s’annuler. En les
négligeant, on va se trouver confronté a une série de conséquences contestables sur le plan physique,
mais qui permettent de modéliser & moindre frais une partie des phénomenes observés.

FIGURE 7.9 — A droite, interpénétration physiquement interdite

Méme s’il n’y a pas de forces de cohésion, il peut néanmoins exister des forces de contact entre les
levres des fissures. C’est le cas lorsqu’on exerce des efforts qui ont tendance a déplacer les levres dans le
sens d’une interpénétration des volumes de part et d’autre de la fissure. Comme cette interpénétration
est physiquement impossible, les levres restent en contact mais elles interagissent 'une sur ’autre par
des forces de compression. Ceci signifie que les conditions aux limites sur les levres des fissures doivent
étre nécessairement basées sur les conditions de contact et de non interpénétration. On peut donc
distinguer deux situations :

1. Les lévres ne sont pas en contact. En petits déplacements, cette condition se traduit par le
fait que le déplacement normal de la levre supérieure est supérieur au déplacement normal de
la lévre inférieure. En termes de la discontinuité du déplacement, cela signifie que le saut de
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déplacement normal est positif. Dans ce cas, il n’y a pas d’interaction entre les levres, ce qui
se traduit par le fait que le vecteur contrainte est nul® :

Condition de non contact et non cohésion : si [{] -n > 0, alors g - n = 0. (7.3)

2. Les lévres sont en contact. Dans ce cas, il v a des forces de contact entre les levres 2. Toutefois
ces forces dépendent des lois de frottement. En ’absence de frottement, les forces de contact
sont purement normales (et nécessairement de compression), les cisaillements sont nuls. Dans
le cas d’'un contact “parfait”, il ne peut y avoir de discontinuité tangentielle du déplacement.
En pratique, la vérité est quelque part entre les deux. Par exemple, si I'on adopte une loi de
frottement de Coulomb, la discontinuité tangentielle du déplacement dépend du rapport entre
la contrainte tangentielle de contact et la contrainte normale. Par la suite, pour simplifier la
présentation, nous négligerons les forces de frottement et nous adopterons donc la

Condition de contact sans frottement : si [£] - n = 0, alors g - n = Tppn, Opn < 0. (7.4)

On peut remarquer que les conditions de non cohésion et de contact sans frottement peuvent se
regrouper en

Opntl,  Opn < 07 [[é]] ‘n > O, Onn Hé]] -n=0 sur QnT.

IS}
I3
Il

Fissures sur les bords a déplacements controlés

Si une fissure apparait sur un bord ot on impose des conditions aux limites de type Dirichlet, ces
conditions devront s’écrire en termes de la limite extérieure du fait de la discontinuité possible des
déplacements. On écrira donc

Er=¢t s 9pQnT. (7.5)

Mais évidemment cela ne suffit pas, car il faut aussi s’assurer des conditions de contact et de non

interpénétration des levres. En négligeant les forces de frottement, on écrira donc aussi (7.3) et (7.4)
sur OpQ2NT.

Nous n’envisagerons pas de fissures sur les bords a forces controlées pour simplifier la présentation.

8. On peut rencontrer en pratique des cas ou les levres de la fissure sont soumises a des forces bien que la fissure soit
ouverte. C’est le cas d’une fissure débouchante dans un fluide. Le fluide exerce une pression sur les levres.

9. Pour des raisons d’équilibre ou de fagon équivalente en vertu du principe de ’action et de la réaction, le vecteur
contrainte ¢ - n est continu sur les levres de la fissure. Il n’y a donc pas lieu de distinguer ¢ - n et ¢~ - n. Par contre, le
tenseur des contraintes n’est pas forcément continu. B B
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Remarque. La prise en compte du contact entre
les lévres est essentielle si l'on wveut interpréter
correctement certains essais expérimentauzx. Ainsi,

st l'on analyse un essai uniaxial de traction- /
compression d’une éprouvette de béton, on constate o, K

crp s . 1 o
un comportement fortement différent en traction et oy

en compression. De plus si aprés une phase de trac-
tion, on décharge l’éprouvette puis on la comprime,
ce que l’on observe ne s’explique qu’en considérant
une refermeture progressive des fissures et un blo-
cage des lévres apres contact, cf la figure ci-contre.

7.2.3 Le cadre quasistatique de 1’élasticité linéaire

La deuxieéme grande hypothese simplificatrice est relative au comportement. On suppose que le
ou les matériaux constitutifs ont un comportement élastique et, comme on se place dans le cadre des
petites perturbations, que la relation contrainte-déformation est linéaire ' :

o= ou e=58:0.

i@
1
llllen

Cette hypothese a, comme on le verra, des conséquences tres importantes. En particulier, cela conduit
a la présence de singularités sur le front de fissure, les contraintes tendant vers 'infini lorsqu’on se
rapproche du front. Ceci tient a la fois a I’hypothese géométrique qui consiste & modéliser la fissure
comme une “coupure”’ et a 'hypothese de comportement élastique qui ne borne pas les contraintes.

La derniere hypothese simplificatrice consiste a négliger les effets d’inertie et a se placer en quasi-
statique. C’est évidemment une approximation. En effet, on s’intéresse a I’évolution de la fissuration
dans un objet soumis a un chargement dépendant du temps. La variation du chargement s’accompagne
d’un mouvement des points matériels qui ne peuvent revenir a 1’équilibre que grace a des frottements
internes de type visqueux. Comme on se place en élasticité, on néglige cet amortissement ce qui rend
théoriquement le retour a 1’équilibre impossible. Toutefois si le chargement est appliqué suffisamment
lentement, on peut admettre (et on peut sous certaines conditions démontrer) que les effets inertiels
sont négligeables (en particulier ’énergie cinétique) et raisonner en statique. Cela revient a supposer
qu’a chaque instant, 'objet est en équilibre dans son état de fissuration et sous le chargement actuels.
Cette hypothese simplificatrice a le grand mérite de rendre le probleme d’évolution de la fissuration fa-
cilement traitable dans bien des cas. On sera toutefois amené a rediscuter et a critiquer cette hypothese
dans des situations ou la propagation des fissures est “instable”.

Muni de ces hypotheses, on va pouvoir déterminer a chaque instant le champ de déplacement
a l’équilibre en fonction de I'état de fissuration et du chargement. De facon précise, plagons-nous

10. On pourra étre amené dans certains cas & supposer Pexistence de pré-contraintes o®. C’est par exemple le cas
lorsqu’on s’intéresse & la propagation de fissures sous chargement thermique, cf chapitre 1. On supposera toujours que
o0 est une donnée (pouvant varier dans le temps) et on indiquera & 'occasion les changements & apporter du fait de la
présence de ces termes supplémentaires dans la relation de comportement.
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en dimension n et supposons connu 1’état de fissuration I' de l'objet et considérons un chargement
caractérisé par la donnée des déplacements £ sur la partie du bord 9pQ2, des forces volumiques f
dans Q et des forces surfaciques T sur la partie complémentaire du bord dxQ !, Appelons ¢ et o les
champs des déplacements et des contraintes a I’équilibre. Ils ont & vérifier -

L’équilibre : dive+ f =0 dans Q\T
La relation d’élasticité : o=(C:g avec 2c=V{+ ZgT dans Q\T

Les conditions aux limites : gc-n=1 sur 0y, §= gd sur OpQ\T

ainsi que les conditions aux limites (7.3)—(7.5) sur la fissure.

Evidemment, I'existence de I’équilibre n’est pas garantie. Si I'objet est “trop fissuré”, par exemple
si la fissure le sépare en plusieurs morceaux, il se peut que du fait de la perte de cohésion certains
morceaux ne puissent plus équilibrer les efforts extérieurs. Dans ce cas-1a, on considérera ’objet comme
rompu et I'analyse s’arréte. Un des objectifs de la théorie est justement de déterminer jusqu’a quel
niveau de chargement 1’objet est capable de résister. La caractérisation de l’existence ou non d’une
solution a ce probleme de statique est facilitée par 1’écriture variationnelle du probleme. En effet,
il s’avere qu’on peut toujours utiliser le théoreme de 1’énergie potentielle comme le verrons dans le
prochain chapitre.

ASTUCE: La condition de non-interpénétration des leévres et le caractére unilatéral du contact
compliquent 1’analyse puisqu’ils rendent le probleme non linéaire méme si 'on se place en petits
déplacements et en élasticité linéaire. En pratique, on commence par résoudre le probleme de sta-
tique en prenant pour condition aux limites sur les levres des fissures la condition de non cohésion
o -n = 0 sans se préoccuper de la condition de non interpénétration que l’on vérifie a posteriori.

Cela suffit dans bien des cas et évite de traiter le probleme non linéaire. Mais évidemment quand
on trouve une solution avec interpénétration, il faut revenir au probléme non linéaire.

o

Exercice 7.3. On se place en 2D, déformations planes. On l l l l l l
considére un domaine carré de coté a contenant en son centre

une fissure de longueur £ < a, paralléle a un coté. On exerce sur
les cotés du carré paralléles a la fissure des forces normales de
compression de densité uniforme o < 0. Le matériau constitutif
est linéairement élastique et isotrope. Montrer que la réponse du £
carré fissuré est la méme que celle du carré sain. Montrer que si
l’on exerce une traction o > 0, alors la réponse du carré fissuré
est forcément différente de celle du carré sain. (On n’essaiera
pas de calculer exactement la réponse du carré fissuré dans le

EREEE

11. On peut évidemment considérer des chargements plus généraux, la démarche reste la méme.
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7.3 Les singularités en pointe de fissure

Placons-nous en 2D 2 et considérons une fissure I' dans un domaine  de R2. Supposons que

FIGURE 7.10 — Domaine bidimensionnel contenant trois fissures dont une d’interface et deux
débouchantes au bord. Seules les pointes P et P’ ont des singularités du type de celles étudides
dans cette section. Les pointes D, D’ qui sont débouchantes et les pointes I et I’ qui sont sur une
interface relevent d’études spécifiques.

cette fissure est une courbe simple réguliere telle que lextrémité P soit & l'intérieur du domaine et
que le matériau constitutif dans un voisinage de P soit élastique et isotrope. On exclut ainsi le cas
d’une fissure débouchante sur le bord, d’une fissure d’interface entre deux matériaux ou d’une fissure
terminant sur une hétérogénéité, cf Figure 7.10. Toutes ces situations nécessitent des traitements
séparés.

Cette fissure est une “ligne” de discontinuité a travers laquelle les déplacements peuvent étre
discontinus. On suppose en outre qu’il n’y a pas d’interaction entre les levres de la fissure et donc que
le vecteur contrainte doit étre nul,

oc-n=0 sur TI. (7.6)

Comme les singularités sont des notions locales, si I'on fait un zoom du domaine centré a la pointe P
de la fissure, on se trouve dans la situation d’une entaille dont ’angle w vaut 7 et dont les bords sont
libres. On adopte un systeme de coordonnées polaires de pole P et dont ’angle polaire 6 est I’angle
que fait le vecteur PM avec la tangente ¢ a la fissure en P, cf Figure 7.11. On peut utiliser les résultats
de la section 7.1.

12. Cette situation bidimensionnelle peut provenir d’une modélisation simplifiée ou d’une réduction de la dimension
due a des propriétés de symétrie de la géométrie, du comportement et du chargement.
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FIGURE 7.11 — Repere local en pointe de fissure.

7.3.1 En déformation plane

Il existe deux fonctions singulieres, toutes deux avec la puissance 1/2. En termes de la fonction
d’Airy, la fonction angulaire de I'une est paire, celle de 'autre est impaire :

30 0 30 0
F1(0) ~ cos = +3cos =, F?*(0) ~ sin = +sin =
On les normalise de facon a ce que les facteurs d’intensité des contraintes aient une interprétation

simple. On aboutit finalement a la forme suivante
Ki 3 30 0 Ky 3 ( .30 . 0)
(r,0) = r2 [cos— +3cos= | — — r2 | sin— +sin =
(r.9) 3V2r ( 2 2) Vor 2 2

ou K et K| sont respectivement les facteurs d’intensité des contraintes des modes I et II. On déduit
de (7.2) la forme de la singularité des contraintes

K, 30 0 Ki . 30 .0
Opr = m(—cos;—l—&:osi) + N (351n7—5sm§)+-~-
Org = Ki (sin3—9+sin€) + K (3cosﬁ+cosg) + -
' 4y 2mr 2 2 4\ 2mr 2 2
Oy = Ki (cosﬁ+3cosg) — L(3sin3—6-i—35ing)-|—---
427y 2 2 4/ 27r 2 2

Pour obtenir la forme de la singularité des déplacements, il faut dans un premier temps calculer
les déformations puis les intégrer. Sachant que les équations de compatibilité sont satisfaites (du
fait que ¥ est bi-harmonique), on est assuré de pouvoir intégrer. De plus, comme ¢,, = &, et que
& ~ 1U(0), on a U, ~ 2y/Tey,. De méme, comme 2reqg = &9 +12(p/7) 1 et que & ~ /TUp(0), on
a Ug ~ QU; — 4\/F€rg. D’ou

172



K 0 6 K 6 9

& = 4—/1 %(—cos%—i—(S—Sv)COSE) + 4—: %(381ﬂ%—(5—8u)sin5>+~'
K 6 6 K 6 6

& = ﬁ %(sin%—(7—8u)sin§) + 4—'2 %(3COS3§—(7—8V)COS§)+"'

ou on notera la présence du coefficient de Poisson.
Le saut des déplacements a travers les levres de la fissure est donné par [£](r) = £(r, +m) —£(r, —).
On peut le décomposer en saut tangentiel et saut normal

[l =1[-tt+ &l nn,  [&t=-[&] [€ln=—[%]

a=su -5 /ol | e=sa- ]

On voit donc que le mode I correspond a une discontinuité purement normale, on 'appelle mode
d’ouverture, alors que le mode II correspond a une discontinuité purement tangentielle, on I'appelle
mode de glissement.

Notons que le saut de déplacement normal est non négatif si et seulement si K; > 0. Comme un
saut de déplacement normal négatif donnerait lieu a une interpénétration des levres des fissures au
voisinage de la pointe, ce qui est physiquement impossible, la singularité de mode I n’est admissible
que si K; > 0. Si I'on re-examine comment on a calculé les singularités, on constate que 'on a supposé
qu’il n’y avait pas d’interaction entre les levres (condition (7.6)). Ceci n’est vrai que dans la mesure
ou les levres ne sont pas en contact. Quand elles sont en contact, elles sont soumises & des forces
surfaciques dont la composante normale est nécessairement une force de compression, donc négative.
Réciproquement, si la pointe de la fissure est localement en compression, alors il n’y a pas d’ouverture
normale de la fissure. Comme on a supposé que le contact se faisait sans frottement, il peut y avoir
une discontinuité tangentielle. La fissure est alors en mode II pur.

et on obtient

FIGURE 7.12 — Les trois modes singuliers : & gauche, le mode I ou mode d’ouverture; au centre, le
mode II ou mode de glissement ; a droite le mode III ou mode de déchirure.
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7.3.2 En déformation anti-plane.

I1 existe une seule fonction singuliere, elle aussi avec la puissance 1/2. Apres normalisation de la
fonction angulaire, le déplacement s’écrit

2K
g = 2K Jron 0
" 2w 2

ou le facteur d’intensité des contraintes est noté Kj;;. Ce mode est appelé mode III ou mode de
déchirure. La discontinuité sur les levres est évidemment purement tangentielle

. 4K||| r
o= )

Les contraintes o,., et gy, sont données par

7.3.3 En 3D.

Considérons une fissure en 3D qui correspond a une surface de discontinuité I' réguliere dont le
contour v est lui-méme supposé étre une courbe réguliere. Ce contour est appelé front de fissure.
La solution d’un probleme d’élasticité posé sur ce domaine fissuré est en général singuliere le long
du front. Bien que la théorie des singularités soit nettement moins avancée dans ce cadre 3D, il est
généralement admis que les singularités en un point P du front est une combinaison des trois modes
obtenus en déformation plane et déformation anti-plane dans la mesure ou ce point est & l'intérieur
du domaine et ou le matériau constitutif dans un voisinage de P est élastique et isotrope.

n

FIGURE 7.13 — Fissure en 3D : I' est la surface de discontinuité, « le front de fissuration, (¢,r,0) est
le systeme de coordonnées curvilignes au voisinage du front.

Une fagon heuristique de le vérifier consiste a faire un zoom sur le point P et a introduire un
systeme local de coordonnées curvilignes ((,r,60) ou ¢ est un parametre servant a décrire le front
(par exemple son abscisse curviligne). Notant e le vecteur tangent a v en P, les coordonnées (r,0)
sont dans le plan normal & v passant par P et orthogonal a e.. L’origine des angles correspond a la
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direction du vecteur ¢ intersection du plan normal & v et du plan tangent a I en P, cf Figure 7.13. En
cherchant toujours des singularités de la forme

N
E(z) = ) Ki(Qr* (UkO)e, + Uj(0)ey + UL(B)ee) + -+

i=1

on retrouve les deux modes de déformation plane et le mode de déformation anti-plane '3. Les facteurs
d’intensité de contraintes K, K, et K, dépendent a priori de (.

7.3.4 Exemples de valeurs des facteurs d’intensité des contraintes

Alors que la forme des singularités au voisinage de la pointe d’une fissure est universelle (pour une
classe de comportement donnée), les facteurs d’intensité des contraintes sont des grandeurs globales
qui dépendent de la géométrie et du chargement de I’ensemble de la structure. Il faut donc les calculer
dans chaque situation. Il existe différentes méthodes de calcul, allant des méthodes analytiques en
2D basées sur la théorie des potentiels complexes jusqu’aux méthodes numériques basées sur des
intégrales de contour. Nous présenterons dans le prochain chapitre une méthode numérique du calcul
du taux de restitution d’énergie qui permet d’accéder aux facteurs d’intensité des contraintes via
la formule d’Irwin. En attendant, nous finissons cette section par quelques exemples de valeurs de
facteurs d’intensité des contraintes qui ont été obtenues par des méthodes analytiques et qui sont
donc exactes. Il existe des recueils entiers dédiés aux formules de facteurs d’intensité des contraintes,
formules exactes ou approchées suivant les cas.

EXEMPLE 1 : Fissure rectiligne en milieu 2D infini.

On exerce une traction uniaxiale ¢ a U'infini. La fissure est de
longueur 2/ et est orientée d’un angle 7/2 — « par rapport a la

o
direction de traction. En déformation plane, K| et Kj; (& chacune T T T T T T T T
des deux pointes) sont donnés par

K =oVrlcos®a, K =oVrlcosasina

On remarque que Ky = 0 si @ = 0 (par symétrie), mais aussi 2£Ja_
que K; = Kjj = 0 si @ = /2 (une fissure parallele a la direction

de traction est “invisible”).

Notons que si l'on exerce une compression (o < 0) a infini,

alors la fissure est en contact et donc en mode II pur. On a l l l l l l l l

Ki=0, Kj=oVrlcosasina si oc<0

13. Mais évidemment le plus difficile est de montrer qu’il n’existe pas d’autres singularités. Une telle démonstration
générale fait défaut a ce jour.
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EXEMPLE 2 : Fissure transversale dans une bande infinie 2D.

La bande est de largeur 2L et de longueur infinie. On exerce g

une traction uniaxiale o a l'infini. La fissure est centrée dans T T T T T T T T
la bande, transversale et de longueur 2¢. La fissure est donc en
mode I. En déformation plane, K (& chacune des deux pointes)

est donné par

y 20
——7 Ki=0
cos 57

Ki=o

On remarque que K; — oo si £ — L et on retrouve le résultat 2L
précédent (avec o = 0) si L — oo a £ fixé.

Si I'on exerce une compression (o < 0) a l'infini, alors la fissure l l l l l l l l

est en contact et est invisible. On a K; = Kj; =0si o < 0.

EXEMPLE 3 : Fissure plane circulaire en milieu infini.

La fissure est plane de vecteur normal es et circulaire de rayon
£. On exerce une traction uniaxiale ¢ a 'infini dans la direction
n = cosfes +sinf e;. On repere un point du front par 'angle
@ que fait t avec e, i.e. t = cospe; +sinpe,. Ki, Kjj et Ky le
long du front sont donnés par O’\

Ki(¢) = 20\/3 cos’0 ﬂ\

Ki(p) = 2 2_01/ \/Z sin 20 cos ¢ ‘\

2(1 — i .
Kin(¢) = (2_?0\/; sin 26 sin ¢ é €2
La fissure est en mode I si # = 0. Elle est invisible si § = 7/2. & 3

Si 'on exerce une compression (o < 0) a infini, alors la fis-
sure est en contact et on a K|(¢) = 0, les deux autres facteurs
d’intensité des contraintes restant inchangés.

7.4 La ténacité et le critere de propagation des fissures d’Irwin

Nous présentons ici la loi de propagation postulée par Irwin, bien qu’elle présente des défauts
évidents. Ces défauts seront partiellement corrigés lorsqu’on adoptera le point de vue énergétique de
Griffith. Outre son intérét historique, le modele d’Irwin repose sur le concept de ténacité des matériaux,
concept sur lequel s’appuient de nombreuses applications. La paternité du concept de singularité en
front de fissure et son usage pour décrire la propagation des fissures est attribuée a Irwin (1957). En
fait, il existait déja des solutions exactes en élasticité tridimensionnelle pour des domaines fissurés
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sur lesquelles s’est appuyé Irwin pour proposer une généralisation. De plus, il existait aussi une vaste
littérature en 2D basée sur la théorie des potentiels complexes qui permettait de calculer de facon
systématique des solutions analytiques. L’ouvrage de référence est celui de Mushkelishvili (1953). La
contribution essentielle d’Irwin réside dans la proposition d’une loi d’évolution des fissures basée sur
les facteurs d’intensité des contraintes.

Irwin introduit la notion de ténacité d’'un matériau isotrope en postulant qu’il existe une valeur
critique Kic ' du facteur d’intensité des contraintes K; du mode d’ouverture qui ne peut jamais étre
dépassée et en deca de laquelle la fissure ne peut pas se propager. Autrement dit, il postule une loi
d’évolution a seuil, comme en plasticité 1°, mais qui porte non pas sur les contraintes mais sur le facteur
d’intensité des contraintes. Il peut paraitre “peu physique” de batir une loi sur le coefficient d’une
singularité qui est elle-méme une “vue de I'esprit”. Mais comme, en vertu de la formule d’Irwin, les
facteurs d’intensité des contraintes sont directement reliés au taux de restitution d’énergie potentielle,
quantité a l'interprétation physique claire, ce concept de ténacité n’est pas a rejeter. Cependant, sa
faiblesse réside dans son manque de généralité. On voit immédiatement que cette loi privilégie le
mode I (et les matériaux isotropes), ce qui exclut évidemment tous les problemes de propagation
purement anti-plans et les propagations de fissures comprimées. Supposons donc que nous sommes en
déformation plane. La loi d’Irwin peut alors s’écrire

si Ky < Kjc, pas de propagation
Ki < Kie, . . o
si K| = K|, propagation possible

Outre ’hypothese implicite d’élasticité plane, cette loi ne peut manifestement pas étre une loi générale
méme en élasticité plane. En effet, si 'on consideére une fissure initiale soumise a un chargement de
mode IT pur (i.e. tel que K; = 0), alors cette fissure ne se propagera jamais quel que soit 'intensité
du chargement. Ce n’est pas réaliste. On peut considérer que la loi d’Irwin est avant tout faite pour
les fissures qui sont en mode I pur (i.e. telles que K = Ky = 0). Dans ce cadre restreint, sa
validité peut se vérifier expérimentalement. On utilise pour cela des essais normalisés tels ’essai sur
éprouvette C'T (Compact Tension) ou l'essai de flexion SENB (Single Edge Notch Bend) représentés
schématiquement sur les figures 7.14-7.15 . Dans les deux essais, on commence par usiner une entaille,
puis on fait propager une fissure de fatigue a 'extrémité de l’entaille. On peut jouer sur la longueur
de la fissure de fatigue pour avoir un parametre géométrique et obtenir ainsi une famille de valeurs
expérimentales. Dans l’essai CT, on impose un chargement symétrique a partir des deux trous de
I’éprouvette, ce qui garantit une sollicitation en mode I. Dans l’essai SENB, on impose une force
verticale au centre de I’éprouvette, ce qui garantit aussi par symétrie que la fissure de fatigue soit en
mode I. On augmente la charge jusqu’a ce que la fissure se propage et on mesure la charge critique.
Dans les deux essais, pour remonter a la ténacité il faut que 'on calcule K| pour un chargement donné.
Compte tenu de 'hypothese d’élasticité linéaire, il suffit de calculer K; pour un chargement unitaire
et on 'obtient par linéarité pour n’importe quel chargement. Il faut noter toutefois que les conditions
de l'essai ne sont ni des conditions de déformations planes ni des conditions de contraintes planes.
En effet, les éprouvettes ont une certaine épaisseur et les deux surfaces externes sont libres de forces
(donc g-e, = 0 sur ces faces de normale e,). Mais du fait du coefficient de Poisson la composante

14. La ténacité Kic est une caractéristique du matériau alors que K; est une grandeur structurelle dépendant de la
géométrie, du comportement et du chargement de ’ensemble de la structure
15. Irwin s’est probablement inspiré de la plasticité pour formuler sa loi.
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FIGURE 7.14 — Essai sur éprouvette CT permettant de mesurer la ténacité K| d’'un matériau.

FIGURE 7.15 — Essai de flexion 3 points permettant de mesurer la ténacité K. d’un matériau.

€. est en général non nulle. Il s’ensuit que l'essai n’est plus un essai d’élasticité plane et qu’il y a
des effets 3D. La présence inévitable de déformations plastiques vient accentuer cette hétérogénéité
des contraintes et des déformations dans I’épaisseur. La conséquence est que les résultats de l'essai
dépendent de ’épaisseur de ’éprouvette. En particulier le démarrage de la fissuration peut ne pas
avoir lieu simultanément en tous les points du front initial. En pratique, on s’attache donc a ce que
les éprouvettes aient une épaisseur suffisante pour que ’hypothese de déformations planes puisse étre
considérée comme acceptable. On peut faire I'essai pour tous les types de matériaux. On constate
une variation importante de la ténacité d’un matériau a ’autre, les plus tenaces étant les aciers et
les moins tenaces étant les matériaux du Génie Civil comme les ciments ou le béton. Le tableau 7.1
(emprunté a [19]) donne un apercu de la valeur de la ténacité pour une large palette de matériaux.
Notons de plus que la ténacité dépend de la température. Plus la température est basse, moins le
matériau est tenace. La chute de ténacité peut méme étre brutale en dega d’une température appelée
température de transition fragile-ductile, le matériau étant fragile avant et ductile apres. Une courbe
typique de dépendance de la ténacité en fonction de la température est représentée sur la Figure 7.16.
Ce phénomene peut suffire a expliquer des accidents survenus sur des structures en acier en raison
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Matériau E Kie Ge
(GPa) (MPam'/?) (Jm™?)

Diamant 1000 4 15
Verre (Silice) 70 0.75 8
Mica 170 1.3 10
Composites a fibres de carbone  200-400 20-25 1000-3000
Pate de ciment 20 0.5 10
Béton 30 1-1.5 30-80
Acier 200 20200 50-50000

TABLE 7.1 — Module d’Young,
d’apres [19].

Kic (MPa \/E)

ténacité et densité d’énergie de surface pour différents matériaux,

250 I I I

200

150

100

50

-100 -50 100

FIGURE 7.16 — Courbe empirique (ici, pour un acier) de dépendance de la ténacité par rapport a la
température. La ténacité est pratiquement constante au dela de la température de transition fragile—
ductile (ici, environ 30°C). Elle décroit treés vite lorsque la température baisse.

du froid. Ainsi, par exemple, le pont de Sully-sur-Loire en janvier 1985 s’effondrait un matin sous
faible charge, apres une nuit tres froide ou la température avait chuté a environ —20°C. La ténacité
de l'acier incriminé a une ténacité qui est approximativement divisée par trois lorsque la température
passe de +20°C a —20°C. Autres accidents “célebres” sont ceux des Liberty-ships, bateaux construits
au cours de la seconde guerre mondiale, dont toute une série (de l'ordre de 200 navires sur les 5000
construits) s’est fissurée. La encore, la responsabilité est attribuée aux basses températures.
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Chapitre 8

Le point de vue énergétique

Ce chapitre est dédié a 'approche énergétique de la rupture fragile qui est a la base de la théorie de
Griffith. En se placant dans le cadre de I’élasticité linéaire quasi-statique, on introduit les grandeurs
énergétiques fondamentales que sont 1’énergie potentielle et le taux de restitution d’énergie poten-
tielle. On s’appuie pour cela sur une extension du théoreme de 1’énergie potentielle, extension rendue
délicate du fait de la condition de contact unilatéral entre les levres des fissures. Cette condition
qui rend le probleme d’élastostatique non linéaire exige de rétablir toutes les propriétés variation-
nelles. Le taux de restitution d’énergie potentielle représente la variation d’énergie potentielle de
la structure sous chargement donné due a une propagation virtuelle de la fissure, quantité globale
dont la définition et le calcul exigent une attention particuliere du fait de I'inévitable présence de
singularités en fond de fissure. Ensuite, on propose une méthode de calcul numérique du taux de
restitution d’énergie potentielle et on établit le lien entre cette quantité et les facteurs d’intensité
de contraintes grace a la formule d’Irwin.

On introduit ensuite les deux autres grandeurs énergétiques de la théorie de Griffith que sont I’énergie
de fissuration et la taux de création d’énergie de fissuration. Pour ’énergie de fissuration, on adopte
I’hypothese de Griffith ce qui conduit a la définition d’une densité surfacique d’énergie de fissuration
caractéristique des matériaux fragiles. Cette grandeur est reliée a la ténacité via la formule d’Irwin.
Le taux de création d’énergie de fissuration représente la variation d’énergie de fissuration due a
une propagation virtuelle de la fissure, quantité locale qui est caractéristique du matériau en pointe
de fissure.

Le chapitre s’acheve par la formulation de la loi de propagation de Griffith qui consiste essentiel-
lement & comparer le taux de restitution d’énergie potentielle au taux de création d’énergie de
fissuration dans toute propagation virtuelle admissible. Cette loi est présentée dans les situations
les plus fréquemment rencontrées en pratique.
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8.1 Les grandeurs énergétiques

8.1.1 Formulation variationnelle de I’équilibre d’un objet fissuré

ATTENTION : Les conditions de contact unilatéral sans frottement que nous avons adoptées sur
les levres de la fissure sont non linéaires et nous empéchent d’utiliser directement les résultats du
chapitre 1. Il va donc s’agir de montrer qu’on peut encore les étendre a cette situation moyennant
quelques petites modifications. Toutefois, les démonstrations sont sensiblement plus délicates que
dans le cas du probleme-type et peuvent étre passées en premiere lecture.

Reprenons le probleme de statique présenté dans le chapitre précédent. Introduisons I’ensemble C
des champs de déplacement cinématiquement admissibles !

C= {§* ;£ régulier dans Q\T, &= §d sur OpQ\ T,

&t = §dsur8DQ N, [£] n> OsurF}.

Notons qu’il dépend & la fois du chargement et de 'état de fissuration de la structure?. Du fait
des conditions de non-interpénétration, ce n’est plus un espace affine mais seulement un ensemble
convezxe>. Soit §0 un déplacement cinématiquement admissible et régulier, ¢.e. vérifiant la condition a

la limite sur 9pQ2 et étant continu sur . On peut alors écrire C = éo + Cy avec

Co = {g* ;¢ régulier dans Q\ T, £ =0sur 9pQ\ T,

&t =0sur 0pQNT, [€]-n >0 sur F}.

Ce faisant, Cy est un cone convexe, i.c. si £’ € Co et £ € Cy et si 6 >0, 0* > 0, alors /¢’ + 6*¢* € Co.
Introduisons symétriquement I’ensemble & des champs de contraintes statiquement admissibles
(qui dépend également du chargement et de 1’état de fissuration de la structure) :

S:{g* : dive" 4+ f=0dans Q\T, ¢"-n="7Tsur OyQ\T,

* ok *
‘n=o,,n, 0o0,,<0 sur F}

IS}

qui doivent donc vérifier I’équilibre volumique, les conditions aux limites de Neumann sur les bords
correspondants non fissurés et qui doivent avoir des cisaillements nuls et des contraintes normales de
compression sur les levres de la fissure. On va caractériser de tels champs de facon variationnelle, i.e.
en termes de travaux virtuels. Pour cela, introduisons le travail des efforts extérieurs donnés Wext

1. On a besoin de considérer la fermeture de €2 car une partie de la fissure peut se trouver sur le bord 9p<2 et donc
les champs peuvent y étre dicontinus.

2. Pour ne pas alourdir les notations, on ne note pas explicitement la dépendance de C en I’état de fissuration et au
chargement, car nous raisonnons ici a fissuration et chargement fixes. On explicitera cette dépendance quand on fera
varier le chargement et la fissuration.

3. En fait, C est un céne convexe pointé, ce qui est un peu mieux que convexe.
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défini (aussi bien sur C que sur Cp) par*

Wext(é*)z/gf-g* dQ+/aNQT-5* as|

On peut alors écrire les équations d’équilibre et les conditions aux limites d’'un champ de contraintes
statiquement admissibles ¢* sous la forme de I'inéquation variationnelle suivante, variante du Principe
des Travaux Virtuels :

ot eS = o 1 e(E)dD > Wer(£7), VE € C. (8.1)
g o E6 £ €

PREUVE. En effet, soit £* € Cp. Multiplions (au sens du produit scalaire) les équations d’équilibre par £ et
intégrons sur 2\ I'. On obtient

0:/ (dive™ + f) - £5d. (8.2)
Q\T - -

Utilisons la formule d’intégration par parties suivante dont I’établissement est laissé a titre d’exercice (attention
aux signes)

Exercice 8.1. Soit f une fonction scalaire réguliére dans Q et & un champ de vecteurs défini sur Q et discontinu
sur T C Q. Etablir (formellement) la formule d’intégration par parties

OO\T o

o Oz O\l Ox; Qnr QN

ATTENTION : Pour établir cette formule d’intégration par parties, il est important de noter que la normale
extérieure au coté + en z est —n alors que la normale extérieure au c6té — en x est n.

Grace a cette formule, (8.2) devient

I

0 = 7/ g e(£7)d + f-&£dQ
O\T o\T

—|—/ f*-g*-@dS—F/ & .o* ndS— [€] - c*-ndS.
S/ AV oQNT - Qnr -

Etudions chaque terme de bord séparément en partitionnant 9 en 9p§ et In. Notons auparavant que sur
I, comme les cisaillements sont nuls, on a £** - g* .n = 0%, €% . n.
— Sur 9pQ\ T'. Comme &* = 0, I'intégrale disparait.
— Sur OnQ2.Onag”-n =T et I'intégrale devient faNQI . é*dS.
— Sur dpQNT. Comme &7 =0,ona0<[¢] - n=—£" -netof, <O0.Par conséquent o, £ -n >0
et 'intégrale est non négative. a ; ;
— Sur QNT. On a d’une part o, <0 et d’autre part [¢*] - n > 0 donc le produit et I'intégrale sont non
positifs.

4. Notons que cette définition du travail des efforts extérieurs dépend du chargement mais pas de 1’état de fissuration.
En particulier, & un champ de déplacement admissible pour deux états de fissuration différents est associée la méme
valeur du travail.
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En reportant on obtient l'inéquation variationnelle (8.1) annoncée. Il est possible de montrer la réciproque,
i.e. que si un champ de contraintes ¢* vérifie I'inéquation variationnelle dans (8.1) alors il est statiquement
admissible. Cette vérification, qui n’est pas essentielle pour la suite, est laissée a titre d’exercice.

Exercice 8.2. Montrer que si un champ de contraintes o* vérifie l'inéquation variationnelle dans (8.1), alors
g*eS.

O

On voit que 'on n’a pas encore écrit les conditions exprimant ’alternative qu’il y a, a I’équilibre, ou
bien contact ou bien que les forces de cohésion sont nulles. On va le faire et obtenir ainsi la propriété
fondamentale suivante :

Formulation variationnelle de I’équilibre d’un objet fissuré. Le champ de déplacement £ a
l’équilibre est ’élément de C qui vérifie l'inéquation variationnelle

/ §EGE

le champ de contraintes étant donné par ¢ = C : £(§).

™
i@

1e(§ = 8)d > Wet(§5 — &), VE €C, (8.3)

PREUVE. Montrons d’abord qu'il y a égalité dans (8.1) si on prend g* = g et §* =§- éo. En effet, comme
§— §0 € Cy, il suffit de reprendre les calculs précédents et de vérifier que les intégrales sur IpQ2 NI et sur QNT
sont nulles. C’est vrai car [€°] =0 et 0y, [€] -1 =0 sur . On a donc obtenu

[ aiele- €0 = Weale - ). (8.4)
o\r

Réécrivons 'inéquation (8.1) avec g* = g et en travaillant sur C plutot que sur Cy :

fet
o\r

En retranchant 1’équation (8.4) de I'inéquation (8.5), on obtient immédiatement (8.3) (ce qui a d’ailleurs le
mérite de faire disparaitre le champ §0 particulier).

(& = €)dQ > We (& - "), V¢ €. (8.5)

I

Réciproquement, pour passer de (8.3) a (8.4)-(8.5), on utilise le fait que Cy est un cone. En prenant £ = §0
on tire de (8.3) que
e
O\l

Puis en prenant {* = §0 +2(§—§0), on tire de de (8.3) I'inégalité inverse et donc I’égalité, i.e. (8.4). En reportant
dans (8.3), on obtient (8.5). O

(& — €2)dQ < Wexe (€ — £°).

[

Remarque. Notons que la relation de comportement n’intervient pas dans les raisonnements précé-
dents, ce qui veut dire que cette formulation variationnelle de ’équilibre reste valable méme si l’on
introduit des pré-contraintes. De facon générale, elle resterait vraie méme avec une relation contrainte-
déformation non linéaire. Elle s’appuie par contre de facon essentielle sur I’hypothése de petites per-
turbations.
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L’existence de I’équilibre dépend & la fois de I’état de fissuration et du chargement. Intuitivement,
plus 'objet est fissuré et moins I’équilibre devient possible pour un chargement donné. Toutefois, a
cause de la condition de non interpénétration, un objet peut étre en équilibre tout en étant coupé en
deux. Illustrons le sur quelques exemples.

ASTUCE: Pour montrer que I’équilibre est possible, il suffit d’exhiber un champ de contraintes
statiquement admissible ou de facon équivalente un champ de contraintes ¢ vérifiant I'inéquation
variationnelle (8.1). Pour montrer que ’équilibre est impossible, il faut montrer que S est vide
et donc trouver une contradiction entre les équations d’équilibre volumiques et les conditions aux
limites.

EXEMPLE :

Placons-nous en 2D, en contraintes planes et considérons un
carré de coté a. Envisageons une fissure le coupant en deux par-
ties et faisant un angle 6 avec la direction 1. Exercons des efforts
normaux uniformes o sur les deux cotés opposés du carré pa-
ralléles a la direction 2, cf Figure. Etudions sous quelles condi-
tions sur # et o le carré fissuré peut étre en équilibre. Les forces
volumiques sont nulles.

IS

ERRRR'

Pttt

1. 0 = 0. Prenons g = oe; ®e;. Les équations d’équilibre et les conditions aux limites sur 92 sont
satisfaites. Sur I', comme n = ey, on a 012 = 022 = 0 et donc les conditions sont satisfaites. Ce
champ est statiquement admissible.

2. 0 =m/2 et 0 <0. Prenons toujours ¢ = oge; ® e; et vérifions les conditions aux limites sur I'.
Comme n = —e; et que o021 = 0 sont nuls, les cisaillements sont nuls. La contrainte normale
vaut o < 0 et donc la condition est satisfaite. Ce champ est statiquement admissible.

3.0 = /2 et 0 > 0. Montrons qu’il n’existe pas de champ statiquement admissible, du fait
que l'on exerce une traction. Supposons le contraire et considérons ¢ admissible. Partons des
équations d’équilibre dive = 0 et intégrons-les sur la moitié droite Q~du carré (entre la fissure
et le coté droit). Il vient en tenant compte du fait que o9; = 0 sur I, que la normale extérieure
a Q” sur I' est —eq, que g - e; = oe; sur le coté droit et que g - e, = 0 sur les autres faces,

0:/ divadQ:/ J-ndS:oael—/UlldSel.
- - - r

On doit donc avoir fF 011dS = oa > 0 mais aussi 011 < 0 sur I, ce qui fournit la contradiction.

4. 0 < 0 < 7/2, 0 # 0. Montrons qu'il n’existe pas de champ statiquement admissible, cette fois-ci
du fait que les cisaillements sont nuls sur la fissure. Toujours par contradiction, supposons qu’il
existe o admissible. Intégrons les équations d’équilibre sur la partie Q7. Comme ¢ - n = oy
et n = —sin fe, + cosfe, sur I', on obtient B

():/ diVJdQ:/

IS}

-ndS =ocae; + / OnndS (—sinfe; + cosfe,).
r
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En projetant sur e, on trouve fF onndS = 0, mais alors I’équation suivant e; ne peut étre
satisfaite. D’out la contradiction. (Notons toutefois que si 'on tenait compte du frottement
entre les levres de la fissure, il pourrait y avoir équilibre lorsque o < 0.)

8.1.2 L’énergie potentielle

Grace a la formulation variationnelle de I’équilibre on va pouvoir établir que le théoreme de I’énergie
potentielle reste vrai pour un objet fissuré, c’est-a-dire que le déplacement d’équilibre est celui qui
minimise I'énergie potentielle parmi les déplacements cinématiquement admissibles. Rappelons aupa-
ravant la définition de I'énergie potentielle associée a un déplacement admissible.

Définition de I’énergie potentielle. Soit £* un déplacement cinématiquement admissible avec le
chargement imposé et I’état de fissuration I du milieu, i.e. £* € C. L’énergie potentielle du milieu dans
cet état de fissuration, sous ce chargement et dans ce déplacement est par définition®

3
o)
[

*
S~—

Il
\
N[

1)
[y
*
SN—
i@

™

(£)dQ — Wexe(£7). (8.6)

On peut donc établir le

Théoréme de I’énergie potentielle. Si compte tenu de l’état de fissuration I’équilibre est possible,
alors le champ de déplacement a ’équilibre est celui qui minimise l’énergie potentielle parmi tous les
champs de déplacements cinématiquement admissibles, i.e.

geC, P <PE), vEec.

PREUVE. La démonstration est facilitée par le fait que I’énergie élastique est quadratique. En supposant
qu’il existe un £ € C solution du probleme de statique, par de simples manipulations algébriques, il
vient pour tout * € C

PN -PO = [ . (

=

ot ¢ = g(§) et g = g(£*). Comme le tenseur de rigidité est positif, la premiere intégrale est non
négative. Comme on suppose qu'’il existe une solution, le champ de contraintes g vérifie (8.3) et on en
déduit que P(£*) — P(£) > 0, ce qui constitue le résultat cherché. O
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L’absence d’équilibre se voit dans I’énergie potentielle par le fait qu’elle n’est pas bornée inférieurement
sur C. Si on peut construire une suite {£* }[,en d’éléments de C telle que lim,,—,oc P(£") = —00, c'est
que I’équilibre est impossible, et réciproquement.

5. Notons que cette définition de 1’énergie potentielle associée & un champ de déplacement dépend a priori du
chargement et de I'état de fissuration. Toutefois, compte tenu des hypotheses faites sur le chargement, a un champ
de déplacement admissible pour deux états de fissuration différents est associée une méme valeur de 1’énergie potentielle
de la structure.
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Remarque. Dans le cas de pré-contraintes imposées, le théoréme de ’énergie potentielle reste valable
a condition de prendre pour définition de [’énergie potentielle

P = [ (3

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire I'un des piliers de la Mécanique de la Rupture
Fragile.

0.

lllie
I

(&) + (£7))dQ — Wext(£7).

IS}
o)

Définition de I’énergie potentielle a 1’équilibre. L’énergie potentielle P(I") de la structure §2
en équilibre dans son état de fissuration T' et sous le chargement caractérisé par les données des
déplacements imposés €% sur OpQ) et des forces imposées f dans Q et T sur OnQ est Uénergie potentielle
du champ de déplacement d’équilibre : B

P(I) =P(¢) = glgép@).

Cette énergie est évidemment structurelle, elle dépend a la fois de la géométrie, du comportement,
du chargement et de 1’état de fissuration. Son calcul exact est le plus souvent impossible et il faut avoir
recours a des approximations. Nous en étudierons quelques propriétés dans la prochaine sous-section.

8.1.3 Le taux de restitution d’énergie potentielle

Dans la théorie de Griffith, le critere de propagation d’une fissure est basé sur la notion de taux de
restitution d’énergie potentielle, notion que nous introduisons ici. Il s’agit dans un premier temps de
comparer ’énergie potentielle d’une structure dans deux états de fissuration différents mais soumise
au méme chargement. Intuitivement, on sent bien que plus une structure est fissurée, plus elle est
souple et moindre est son énergie potentielle. Cela se démontre facilement dans un cadre général grace
au théoreme de I’énergie potentielle. Etablissons ce résultat fondamental

Décroissance de I’énergie potentielle avec la fissuration. Soit une structure £ en équilibre sous
un méme chargement, mais dans deux états de fissuration différents T' et T avec T plus grand que T,
ie. IV D T. Alors l’énergie potentielle de la structure dans ’état T” est plus petit (ou €gal) a ’énergie
potentielle dans son état T" :

I'>l = P{I)<PD).

PREUVE. Soit C et C’ les ensembles de déplacements cinématiquement admissibles associés aux états
de fissuration I" et I”. Tout déplacement admissible pour I' est forcément continu sur IV \ T et est donc
également admissible pour I (se reporter & la définition de C). En d’autres termes, on a C C C’. En
utilisant le théoreme de I’énergie potentielle, on obtient

P() = min P(E") 2 min P(E") = P(T),

ce qui est 'inégalité désirée. ([l

Ce résultat dit que la croissance de la fissuration a chargement constant se traduit par une restitu-
tion d’énergie potentielle de la structure. Le taux de restitution d’énergie potentielle sert a quantifier

187



cette propriété en termes de la dérivée de I’énergie potentielle par rapport a la surface fissurée. Tou-
tefois, cette définition de la dérivée demande a étre précisée. Nous allons le faire progressivement en
envisageant des cas de plus en plus complexes.

ATTENTION : Dans tous les exemples 2D, si I'on considere que le domaine 2 est bidimensionnel,
alors ’énergie potentielle telle qu’elle a été définie en (8.6) a la dimension d’une force (Newton)
et pas d'une énergie (Newton-metre). Il faut la multiplier par une épaisseur si cette derniére a un
sens dans le probleme considéré ou bien raisonner par unité d’épaisseur. Dans toute la suite de ce
cours, nous raisonnerons par unité d’épaisseur dans tous les exemples 2D considérés (sauf mention
explicite du contraire).

De la méme facon, le taux de restitution d’énergie potentielle est théoriquement une variation
d’énergie par aire de fissure créée et s’exprime donc en Newton/metre. Par conséquent, dans les
exemples 2D, si ’on raisonne par unité d’épaisseur, alors le taux de restitution d’énergie potentielle
devient la variation d’énergie potentielle (telle qu’elle est définie par (8.6)) par longueur de fissure
créée.

1. Fissure unique en 2D. Considérons un objet bidimensionnel €2 dans lequel va se développer une
fissure dont on connait a priori le trajet. Ce trajet est une courbe réguliere I de longueur L et
I’état de fissuration est caractérisé par la position de la pointe de la fissure sur cette courbe.
On peut repérer la pointe par son abscisse curviligne ¢, £ croissant de 0 a L au fur et & mesure
que la fissure se propage le long du trajet. Ce faisant, I’énergie potentielle de la structure (par
unité d’épaisseur) sous un chargement donné est donc une fonction décroissante de ¢, soit P({).
On définit alors le taux de restitution d’énergie potentielle G par©

dP
G =0

Le signe moins est évidemment introduit de fagon a ce que G soit une quantité positive.

2. Fissures multiples en 2D. Supposons maintenant que se développent dans ce méme objet 2D
plusieurs fissures, chacune suivant un trajet prédéfini. (On peut aussi simplement considérer
une seule fissure intérieure au domaine, mais dont les deux pointes peuvent se propager.)

U1

FIGURE 8.1 — Avancée virtuelle des différentes pointes de fissure

6. Un point délicat sur le plan théorique est de montrer que cette dérivée existe. Ce n’est pas garanti car cela dépend
du trajet de la fissure dans I’objet. On peut le démontrer sous certaines hypotheses. Nous supposerons que c’est vrai.
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Soit n le nombre de pointes susceptibles de se propager et £ = (¢1,---,¢,) le n-uplet servant
a caractériser leur position. L’énergie potentielle (par unité d’épaisseur) est maintenant une
fonction de n variables, soit P(£). On peut définir le taux “partiel” de restitution d’énergie G;
da a la propagation (virtuelle) de la i-eme pointe, les autres restant fixes, a aide de la dérivée
partielle de P par rapport a ¢; et définir le taux de restitution d’énergie comme un n-uplet :

oP
g—(Gla"' 7Gn): GZ__({?_&(@

Chacun des G; est non négatif (dans la mesure ou il est défini). On peut aussi calculer le taux de
restitution d’énergie di a la propagation simultanée des n pointes caractérisée par leur “vitesse
relative” respective v;, :

n

1
1 B (o .. < < ;=
G=—lim(PL+h) =P(D).  v=(v1;.va)e 0Svi<L, Z;”

Sous réserve de dérivabilité de £ — P({), ce qui n’est pas garanti & cause des conditions de
contact unilatéral 7, on peut exprimer G comme une combinaison linéaire des G; :

3. Fissure plane en 3D. Plagons-nous en 3D et envisageons dans ’objet une fissure plane I' sus-
ceptible de se propager dans son plan. Soit v le front de fissure, courbe réguliere paramétrée
par son abscisse curviligne . Notons ¢ le vecteur dans le plan de la fissure orthogonal au front
pointant vers 'extérieur de la fissure.

FIGURE 8.2 — Avancée virtuelle du front ~ de la fissure plane I’

Envisageons une propagation virtuelle du front caractérisée par la fonction ¢ — v(¢) représentant
la “vitesse normale relative” d’avancée du front, i.e. la fissure passant de I' a I'y, pour A > 0

7. 1l peut arriver que £ — P(£) admette uniquement des dérivées directionnelles et que ces dérivées directionnelles ne
dépendent pas linéairement de la direction. La raison physique est que I’avancée d’une pointe peut modifier les conditions
de contact des autres fissures et que les effets ne s’ajoutent pas.
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assez petit avec
020, [u0dc =1, Th=TUh) (O + ho(OHO).
v ¢

Définissons le taux de restitution d’énergie potentielle de la fissure dans cette propagation
virtuelle comme étant G = limy,_,o(P(T") — P(T',))/h. Comme dans le cas précédent, sous réserve
de dérivabilité de 1’énergie, G dépend de fagon linéaire de la vitesse normale ¢ — v(() et peut
donc étre vu comme une forme linéaire qui peut s’écrire

h—0 h

G = — lim ~(P(T}) - P(T)) = / G(C)o(C)dc.

ou G(¢) > 0 représente la densité linéique de taux de restitution d’énergie au point ¢ du front.

. Bifurcation d’une fissure en 2D. Considérons en bidimensionnel une fissure qui bifurque, i.e.
dont la branche initiale se divise en deux branches.

FIGURE 8.3 — Bifurcation d’une fissure

La vitesse de croissance des deux branches peut étre différente. Appelons t; et t3 les vecteurs
tangents aux deux branches au point de bifurcation z. Si v; > 0 et vo > 0, avec vy + vy = 1,
désignent les vitesses relatives de croissance des deux branches, on peut définir le taux de
restitution d’énergie lors de la bifurcation comme

1
G=- ’1111% E(P(Fh) — P(F)), Fh =I'u [E,&-ﬁ- h’l)ltl] U [Q,&-F hvztg].
5 ZL 22,

Le taux de restitution d’énergie dépend de vy et vg, mais contrairement aux cas précédents
cette dépendance n’est jamais linéaire car on ne peut pas traiter séparément les deux branches.

ATTENTION : Noter que I'on a systématiquement normalisé les vitesses virtuelles de propagation en
imposant que leur somme (discrete ou continue) soit égale a 1. C’est nécessaire si ’'on veut que la
taux de restitution d’énergie représente bien la variation d’énergie potentielle par unité de surface
de fissure créée.
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Remarque. De facon générale, le tauzx de restitution d’énergie potentielle est mathématiquement la
dérivée directionnelle de [’énergie dans la direction de propagation définie par la vitesse virtuelle. De
facon générique, on le notera G et le définirons par

e i PO = P(TW)

~ h>0 aire(T'y,) — aire(T)’ (87)

T’y désignant une famille de fissures contenant I' et tendant vers I' quand h tend versO. G dépend
évidemment de la “direction” de propagation envisagée.

8.2 Le calcul de G et la formule d’Irwin

Nous nous proposons dans cette section de développer une méthode de calcul du taux de restitution
d’énergie. Nous établirons ensuite la formule d’[rwin qui fait le lien entre le taux de restitution d’énergie
et les facteurs d’intensité de contraintes. Nous finirons ce chapitre par quelques exemples de calcul des
facteurs d’intensité des contraintes.

8.2.1 Une méthode de calcul de G.

Cette méthode® a le double mérite de fournir d’une part un cadre théorique pour prouver la
dérivabilité de I’énergie potentielle et d’autre part une formule permettant de calculer numériquement
G de facon précise dans les situations les plus fréquentes. On peut la mettre en ceuvre en 3D aussi
bien qu’en 2D. Toutefois pour alléger la présentation, nous nous contentons de I’établir ici dans le cas
2D-plan et sous quelques hypotheses simplificatrices sur la géométrie de la fissure et le chargement.

La difficulté du calcul du taux de restitution d’énergie tient au fait que I’énergie potentielle est une
quantité globale définie sur le domaine fissuré. Il s’agit donc de calculer la dérivée d’une intégrale
définie sur un domaine variable. De plus la présence de singularités vient compliquer la tache et
interdit 'utilisation des formules classiques. Il faut établir de nouvelles formules en évitant les écueils
dus au domaine variable et aux singularités. L’idée est de tout “transporter” sur un domaine fixe
puis de dériver classiquement sous le signe intégral. On obtient ainsi une formule pour la calcul de
G se présentant sous la forme d’une intégrale sur le domaine fissuré réel ne faisant intervenir que les
champs des déplacements & et des contraintes ¢ a 1’équilibre et le champ de vecteurs v ayant servi
pour le transport sur un domaine fixe. B

La méthode est mise en ceuvre sous les hypotheses suivantes sur lesquelles nous reviendrons :

HYPOTHESES : On suppose que

1. Le milieu est bidimensionnel (en terme d’énergie, on raisonnera par unité d’épaisseur, cf I'aver-
tissement page 188). Sa configuration de référence “saine” 2 est coupée par une fissure I' qui
est une courbe réguliere, rectiligne au voisinage de la pointe P ;

2. Le comportement est linéairement élastique sans pré-déformations ;

8. Cette méthode est couramment appelée méthode G-, 6 étant le champ de vecteurs utilisé pour 1’établir. Ici, nous
noterons ce champ v pour conserver la logique de nos notations, v(P) représentant la vitesse virtuelle de la pointe P de
la fissure.
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3. La pointe de la fissure P dont on envisage la propagation virtuelle est située a 'intérieur du
domaine dans une zone ou le milieu est homogene (et donc pas & une interface) ;

4. A I’équilibre sous le chargement considéré, il n’y a pas de contact entre les levres de la fissure
qui sont libres de force.

5. Les forces volumiques au voisinage de la pointe de la fissure sont des fonctions régulieres de z.

On envisage une extension de la fissure dans la direction de la tangente ¢ a la pointe P et pour cela
on ajoute a I un segment de longueur h assez petite. La fissure étendue est donc I'y, = TU [P, P + ht].
Il s’agit de calculer

d
G=— P L, e P(I'n) = /Q\rh (W(eg,)) - £-¢€,)d —/ T-¢,dS

ou § h désigne les déplacements a ’équilibre du domaine avec pour état de fissuration I'y,, & chargement
fixé. On note W (g) le potentiel élastique, i.e.

Wi(e) =

N[
[1on
Il
|
IS]
I
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©
I
ll[e
11m

Pour renvoyer  \ T'y, sur le domaine fixe Q \ T', on utilise un champ de vecteurs x — v(x) défini sur
Q, contintiment différentiable par morceaux et possédant les propriétés suivantes, cf Figure 8.4 :

v(P)=t, v-n=0sur', v =0 en dehors du voisinage de P ou I est rectiligne.

FIGURE 8.4 — Zone de I'objet au voisinage de la pointe de la fissure P et représentation du champ de
vecteur v servant a transporter \ I sur Q \ T'.

La transformation p,, qui a x associe zj, = @, (z) = z + hv(z) est pour h assez petit une bijection
sur §2 qui transforme I' en 'y, qui transforme la pointe P en la pointe translatée Py, = P + ht et qui
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laisse les points de 0f) invariants. La transformation inverse g;l envoie donc l'ouvert variable Q \ T'p,
sur I'ouvert fixe Q\T'. Transportons également le déplacement £ b qui est un élément de C(I'y,) mais pas
de C(I'), en le champ §|;L = {, o, quilui est un élément de C(T) 9 En notant F, =Vyo, =I+hVule
gradient de la transformation, on a donc en utilisant les formules classiques de changement de variable
et de dérivation de fonction composée

dxy, = detgh(g)d:ﬁ, YQL(&h) = Yéi(@gh@)_l.

En reportant dans l'expression de P(T'y) il vient
_ 1 b p—1 1 T b\T b
P(l)) = /Q\F (W (§E§h£h +1ET(VE) ) ~fop, .§h) det F, d2 - /a T-¢ ds

ou l'on a utilisé le fait que les points de On{) sont invariants. En vertu du théoreme de 1’énergie
potentielle, on peut aussi remarquer que gl minimise sur C(I") I"énergie potentielle “transportée” Py, :

_ by _ . *
P(T'n) =Pn(§;) = S Pr(£")

avec

VEE !+

N[ —
N[ =
i

Py = [ (w(

On se sert de cette propriété pour montrer que h +—> gl est dérivable en h = 0 et on note § cette
dérivée (nous admettrons ce résultat de régularité) :

2T(YE)T) ~fop, &) det Fd — /aNQT-g*dS.

. d b
§_ %QL h:o.

On peut alors dériver par rapport a h sous le signe intégral. On utilise les identités suivantes : Py =1
Ey=L§=¢et

d d d d
- - —fp1 = — det F = di - = .
dh*n h=0 o h=0 Yo dh © = h=0 e dhiogh h=0 Lo
On obtient
G = - (W(e(f))—ff)divvdﬁ—k/ (c: (V€ -Vu)+&-VS-v) dQ
O\’ T T O\ a a o

_/Q\FU‘5(5)d9+/ﬂf'€d9+/aNQT.gds,

9. On montre que ; est dérivable par rapport & h. Sa dérivée (qui s’interpréte comme une vitesse de déplacement) est
un champ qui a la méme régularité que £&. On peut la prendre comme champ test dans les formulations variationnelles.
Par contre la dérivée de £, par rapport & h est un champ plus singulier (avec une singularité en 1/4/7 en pointe de fissure
a cause du déplacement de la pointe de la fissure). Elle n’est pas d’énergie finie et on ne peut donc pas la prendre comme
champ test. C’est cette absence de régularité qui interdit ’utilisation des formules de dérivation classiques.
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Comme on a supposé qu’il n’y avait pas de forces de contact sur les levres de la fissure a 1’équilibre,
onaog-n=0surI'. Comme §=_0sur 0pf 2, on déduit des équations d’équilibre et des conditions aux

limites que
o e(§)d) = f"dQ—{— T-&dS
/\F 9] / § /aN r-¢

ce qui élimine la deuxieme ligne dans ’expression précédente de G. Par conséquent, en regroupant les

)

termes restants, I'expression de G se réduit a

G= [ (o: (V& Yo) - W(e(®)dive+div(f ©v) - £)do
O\T

ou encore en termes des composantes avec sommation sur les indices répétés

B 06 vy 1 0 Ou | O(fivg) o
6= /Q\F ((’”axk 0z, 27902, 0, | om fl)dg

Commentons cette formule avant de revenir sur les hypotheses faites pour 1’établir.

Cette formule de calcul de G est donc une intégrale de volume nécessitant la connaissance des champs
des déplacements et des contraintes a I’équilibre sous le chargement considéré dans I’état de fissu-
ration I'. Par contre, bien qu’il s’agisse d’une dérivée, il n’est pas nécessaire de calculer les champs
a ’équilibre dans les états de fissuration voisins I'y. En particulier, la “vitesse de déplacement” §
a disparu au cours du calcul grace aux équations d’équilibre. L’autre acteur dans ce calcul est le
champ v. On pourrait penser a la vue de la formule que G dépend de v. Il n’en est rien car la
définition de G est intrinseque et nous le vérifierons avec la formule d’Irwin que nous établissons
un peu plus loin. Par contre, d’'un point de vue numérique, comme on ne calcule pas en général
exactement les champs a ’équilibre mais uniquement des valeurs approchées (c’est le cas avec la
méthode des éléments finis par exemple), la valeur numérique approchant G dépend a priori de v.
Se pose alors la question de son choix afin que la précision soit la meilleure possible. On peut avoir
intérét a tester plusieurs champs v. Sur le plan pratique, la construction automatique de champs v
est également un souci. Cette méthode (qui date des années 1980) est désormais implantée dans les
“grands” codes de calcul.

Certaines des hypotheses adoptées pour établir la formule de G peuvent étre levées sans que le
résultat change (mais parfois au prix d’une augmentation substantielle des difficultés techniques pour
Pétablir). D’autres sont importantes car la formule change si elles ne sont pas vérifiées, mais elles
ne remettent pas en cause toutefois la méthode. D’autres enfin sont vitales sans quoi la méthode ne
s’applique pas. Passons les en revue.

1. Miliew 2D, fissure rectiligne. Cette hypothese peut étre levée sans que le résultat change. On
peut méme utiliser la formule en 3D & condition de voir le champ v comme un champ de vecteurs
dont la valeur sur le front de fissure vaut la vitesse de propagation virtuelle du front envisagée,
soit v(¢)t(¢) avec les notations de la section 8.1.3. Le fait que la fissure soit rectiligne ou plane
est secondaire. Toutefois, il est absolument vital que la vitesse de propagation virtuelle se fasse
dans le “prolongement” de la fissure existante. La méthode ne s’applique plus dans le cas d’un
branchement, i.e. dans le cas d’un changement de direction de la fissure;

194



2. Elasticité linéaire. On peut étendre sans difficulté la méthode a 1’élasticité non linéaire ou a
Iélasticité linéaire avec pré-déformations. Toutefois dans ce dernier cas la formule change car
vient s’ajouter un terme dans ’expression de G lorsque ces pré-déformations dépendent de z.

3. Pointe de la fissure en milieu homogene. La méthode ne s’applique plus si la pointe est a une
interface comme le point I’ sur la figure 7.10, car en transportant la future pointe sur ’ancienne
on est obligé de modifier les constantes élastiques. Cette difficulté technique traduit le fait que
G peut ne pas étre défini dans cette situation.

4. Non contact entre les lévres. Cette hypothese sert a simplifier la démonstration. Mais la présence
de contact peut conditionner les questions de régularité. Toute la démonstration est a revoir
s’il y a contact.

5. Forces volumiques réguliéres. On voit que la formule n’est plus valable si les forces volumiques
sont par exemple discontinues, ce qui est le cas pour un bi-matériau dans un champ de pesan-
teur a cause de masses volumiques différentes. On est dans une situation voisine d’une fissure
d’interface et la méthode a priori ne s’applique plus.

Il existe d’autres méthodes de calcul de G. Citons par exemple 'intégrale J de Rice, qui est une
intégrale de contour (et non de volume). Elle s’appuie sur le fait que sous certaines hypotheses (tres
restrictives, comme fissure rectiligne, milieu homogene, absence de forces volumiques, . .. ) l'intégrale J
est indépendante du choix du contour (dans la mesure ou il entoure la pointe de la fissure). On montre
que J = G et on peut choisir a sa guise le contour d’intégration. Toutefois, ce résultat d’invariance vis
a vis du contour tient essentiellement a des propriétés de symétrie du probleme et n’est pas une vraie
propriété mécanique générale. De plus, I’évaluation numérique de 'intégrale de contour peut se révéler
moins précise que I'intégrale de volume de la méthode G-0, car elle nécessite d’estimer avec précision
les contraintes et le gradient des déplacements le long d’un contour.

8.2.2 La formule d’Irwin

Nous établissons ici un résultat essentiel qui fait le lien entre le taux de restitution d’énergie
(grandeur globale) et les facteurs d’intensité des contraintes (grandeurs globales attachées a la forme
locale des singularités). La formule porte le nom de formule d’Irwin bien qu’il soit difficile de retrouver
qui est le véritable auteur de la formule dans un cadre raisonnablement général. La démonstration que
nous utilisons ici s’appuie sur la formule de G établie dans la sous-section précédente et repose donc
sur les mémes hypotheses. Nous nous plagons tout d’abord en 2D-déformations planes et matériau
linéairement élastique et isotrope, cadre dans lequel nous avons établi la forme des singularités.

Formule d’Irwin en déformations planes. Dans un milicu linéairement élastique et isotrope
en déformations planes, le taux de restitution d’énergie potentielle G associé¢ a une propagation
virtuelle de la fissure dans la direction de la tangente a la pointe de la fissure et les facteurs d’intensité
de contraintes K| et Ky, en pointe la pointe de la fissure sont reliés par la formule d’Irwin

1— 2
G= EV (K|2 + K||2).

PREUVE. On part de la formule de G établie précédemment avec des notations condensées :

G= /Q\l" (Uijgi,kvkyj - %O’ijgiyj’l)hk =+ (flvk),kgz) d9.
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Considérons la boule B, (fermée) de centre la pointe de la fissure P et de rayon r assez petit et destiné
a tendre vers 0. On note C, le bord de B,, i.e. le cercle de centre P et de rayon r. On partitionne
Q\ I en la partie B, incluse dans B, (c’est donc la boule privée du segment ', = [P — rt, P]) et la
partie D, extérieure a B,. Intégrons par parties 'intégrale sur D, en remarquant que le bord de D,
est la réunion de 092, C, et I'\ T, :

G = / (045G wny — 20 vk + (fivr) k&) dQ
D,UB,

= / (0ij&ikvrj — 3035 jvrk + (fivw) k&) dQ2

T

+/ (— (04&ik) j vk + 3 (0ij&i) ok — fzvk&,k) as
+/ (oijn;&ikvr — 3046 joknk + fi&vgnk) ds.
oD,

Etudions chaque terme séparément.

— Comme les contraintes et le gradient des déplacements sont singuliers comme 1/4/7 au voisinage
de P, le terme le plus singulier dans 'intégrale sur B, est de l'ordre de 1 /7 et comme d2 est de
'ordre de r, le produit est de Pordre de 1. Par conséquent la limite de l'intégrale sur B, quand
r tend vers 0 est nulle.

— Montrons que I'intégrande de D, est nul. On note tout d’abord que (0y;; + fi)&rve = 0 en
vertu des équations d’équilibre. Il reste 1 (—04;&; ji + 0451 ;) k. Mais comme 05 = CyjpgEpg =
Cijpgp,q €t que le milieu est homogene 1a ou vy, n'est pas nul, on a (04;& jx — 045k ) Ve =
(Cijpglp.a&iik — Cijpalp.qk&i,j)vr = 0 en vertu de la symétrie des coefficients élastiques (Cjjpq =
Chgij). D’ou le résultat.

— L’intégrale sur 0f2 est nulle car v y est nul. L’intégrale sur I'\ T', est nulle car v-n et g-ny sont
nuls. Il reste 'intégrale sur C,. Le terme f;§;vipnids est de 'ordre de r3/2
tend vers 0 quand r — 0.

En passant a la limite quand » — 0, on a donc

et donc l'intégrale

G = lim (Jijnjﬁiykvk - %aij£¢7jvknk) ds. (88)
Cr

La fin de la démonstration est un long calcul ou on utilise le systéme de coordonnées polaires de la
Figure 7.11, les formes singulieres des champs des déplacements et des contraintes de la section 7.3.1,
le fait que v(P) = t = cosfe, — sinfey et que n = —e,, ds = rdf sur C,. Il faut reporter dans
I'intégrale et intégrer en 6 entre —7 et w. Nous n’en donnerons pas les détails, mais on notera que les
contraintes et le gradient des déplacements étant de 1'ordre de 1/4/r, leur produit est de l'ordre de
1/r et en multipliant par rdf I'intégrande est donc de 1'ordre de 1. O

En fait, la formule peut-étre étendue au 2D-antiplan et au 3D. On peut suivre la méme démarche
que dans la démonstration précédente et on arrive a I’équation (8.8). En 2D-antiplan, on obtient la
formule suivante

Formule d’Irwin en déformations anti-planes. Dans un milieu linéairement élastique et iso-
trope en déformations anti-planes, le taux de restitution d’énergie potentielle G associ€é a une
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propagation virtuelle de la fissure dans la direction de la tangente a la pointe de la fissure et les
facteurs d’intensité de contraintes Ky en pointe de la fissure sont reliés par la formule d’Irwin

1
G= 7K|||2.
W

Exercice 8.3. Démontrer la formule d’Irwin en déformations antiplanes. (On pourra partir de I’équation

(8.8).)

En 3D, en utilisant les notations des sections 8.1.3 et 7.3.3, il suffit de considérer que C, est le
tore centré sur le front de fissure v dont la section au point P({) par le plan (£(¢),n(¢)) est le cercle
de centre P(() et de rayon r. En prenant v(P(¢)) = v(¢)t({) et en admettant que les singularités sont
toujours une combinaison des modes I, IT et III, on obtient la formule suivante

Formule d’Irwin en 3D. Dans un milieu linéairement élastique et isotrope, le taux de restitution
d’énergie potentielle (G,v) associé a une propagation virtuelle de la fissure de vitesse normale v(¢) le
long du front ~y et les facteurs d’intensité de contraintes locauzx K(C), Kiy(¢), Kii(¢) sont reliés par la
formule d’Irwin :

(G,v) = / G(O)(¢)de

avec

— 2
G(() = ! (Ki(€)* + Ku(¢)?) +22K|||(C)2‘

E

8.3 L’hypothese de Griffith sur I’énergie de fissuration

8.3.1 L’énergie de fissuration

Apres I'énergie potentielle, introduisons I'autre grand pilier de la Mécanique de la Rupture Fragile
qu’est 'énergie de fissuration. L’énergie potentielle représente 1’énergie emmagasinée par la structure,
essentiellement sous forme élastique, en réponse aux sollicitations. Cette énergie disparait des qu’on
relache les efforts. L’énergie de fissuration, elle, est pérenne et est intimement liée a ’hypothese faite
sur la cohésion ou la non cohésion des fissures. Il est donc fondamental de distinguer ’origine des deux
énergies. L’énergie potentielle est structurelle donc globale, dépendante a la fois de la géométrie, du
chargement et du comportement ; elle se calcule. L’énergie de fissuration est matérielle donc locale;
elle se mesure.

Dans la théorie de Griffith ou 'on néglige les forces de cohésion, I’énergie de fissuration de la
structure est une énergie de surface qui s’apparente a I’énergie de tension superficielle pour les liquides
mais avec toutefois des différences fondamentales sur lesquelles nous reviendrons. C’est I’énergie qu’il
faut fournir au matériau pour rompre sa cohésion interne. Essayons d’en chercher ses origines pour les
solides dans les potentiels d’interaction atomiques. Considérons un potentiel d’interaction atomique
du type Lennard-Jones, U(r), correspondant & ’énergie que posséde un atome lorsqu’il est placé a une
distance r d’un autre atome isolé dans I'espace. L’exemple typique est
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FIGURE 8.5 — Interaction atomique du type Lennard-Jones. A gauche : le potentiel d’interaction; a
droite : la force d’interaction entre deux atomes en fonction de leur distance.

U(r) = 4U. ((f;})m 3 @)6) |

ou rg est la distance ou I’énergie potentielle est nulle et —U, est ’énergie dans la position d’équilibre
re = 21/6ry. Par dérivation, on en déduit la force d’interaction (centrale) entre les atomes, répulsive a
courte distance, attractive a longue distance :

10y =iy = 2 (2)°-2(2)").

Elle croit tout d’abord, s’annule a la distance d’équilibre, est maximale en r,, ~ 1.24rg ou elle vaut
Tm = 2.40 U¢/rg, puis décroit vers 0. Quand on a éloigné infiniment les deux atomes en partant de leur
distance d’équilibre, I’énergie de I’ensemble a augmenté de U..

HiE

FIGURE 8.6 — Séparation en deux blocs d’un réseau d’atomes et justification de I’énergie de fissuration.
(Les ressorts symbolisent les interactions entre plus proches voisins.)
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Imaginons une chaines de N 41 atomes interagissant selon ce potentiel. En ne considérant que I'in-
teraction des plus proches voisins, la distance interatomique d’équilibre est r¢ et la chaine possede alors
I’énergie —NU¢. Si nous “coupons” cette chaine en deux en éloignant infiniment les deux morceaux,
lensemble a maintenant 1’énergie —(IN — 1)U, et a donc “gagné” U. par rapport a la chaine “saine”.
Recommencons le raisonnement en 2D et imaginons un réseau carré de (N +1)? d’atomes qui, toujours
dans 'approximation des plus proches voisins, sera en équilibre avec une distance interatomique de rc
et une énergie —N2U.. En éloignant infiniment deux rangées d’atomes, 1’énergie des deux morceaux
est augmentée de (N + 1)U.. Comme le c6té du carré est de longueur naturelle L = Nr¢, on a donc
fourni au réseau d’atomes une énergie valant, en premiere approximation, U.L/r.. Ce gain d’énergie
est donc proportionnel a la longueur de la “fissure” avec une constante de proportionnalité Uc/rc. En
3D, on obtiendrait de méme que I’énergie gagnée par un réseau cubique de coté L lorsque il est séparé
en deux morceaux est (approximativement) égale & G.L? avec

Uc
G = E
L’énergie de fissuration est donc proportionnelle a la surface fissurée, la constante de proportionnalité
G étant caractéristique du potentiel d’interaction. Notons que ce raisonnement simplifié repose sur
deux approximations : I'interaction uniquement des plus proches voisins et 1’éloignement infini des deux
morceaux. Corriger la premiere changerait la constante G. et induirait des effets de bord. Corriger la
deuxieme changerait radicalement le modele en faisant dépendre I’énergie de fissuration de la distance
des levres de la fissure. C’est ’essence de la théorie de Barenblatt.

Si nous conservons nos hypotheses simplificatrices et comparons les valeurs mesurées expérimen-
talement de G, avec la valeur “théorique” U./r?, on constate que la valeur théorique sous-estime
fortement la valeur réelle. La raison est & chercher au niveau des mécanismes de la fissuration a plus
petite échelle. A petite échelle, les levres des fissures ne sont jamais lisses, mais présente une rugosité
qui peut augmenter substantiellement la surface réelle de fissuration. A une échelle intermédiaire, la
fissure est entourée d’une zone endommagée (réseaux de micro-fissures) ou plastifiée qui du point de
vue énergétique est une énergie dissipée en volume qui vient s’ajouter a 1’énergie de surface. Au to-
tal, suivant les matériaux et suivant les conditions de fissuration, dont en particulier la température,
I’énergie effective de fissuration peut étre bien plus grande que le simple produit de la densité d’énergie
de surface théorique par la surface fissurée apparente a grosse échelle. En conclusion, la densité sur-
facique d’énergie de fissuration effective G. doit faire ’objet de mesure expérimentale spécifique. On
peut par exemple utiliser les essais sur éprouvette CT ou de flexion 3 points comme pour la mesure
de la ténacité. En anticipant sur le critere de propagation de Griffith que nous présentons plus loin,
on peut utiliser la formule d’Irwin pour relier K. a G¢, sachant que ces essais sont faits en mode I et
(approximativement) en déformations planes :

Notons cependant que cette notion de densité surfacique d’énergie de fissuration a une portée
beaucoup plus générale que la ténacité. On peut I'utiliser aussi bien en mode III qu’en mode mixte.
On peut la généraliser a des matériaur anisotropes, dans ce cas-la G est fonction de 'orientation n
de la fissure. On peut aussi I’étendre & des fissures d’interface. Mais évidemment toutes ces extensions
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doivent recevoir une confirmation expérimentale. En résumé, dans le cadre de la théorie de Griffith,
I’énergie de fissuration de la structure dans son état de fissuration I' est donnée par

Energie de fissuration : D(I') = / Ge(z,n(z))dS.
r

8.3.2 Le taux de création d’énergie de fissuration

De la méme fagon que 'on définit le taux de restitution d’énergie potentielle de la structure dans
une évolution virtuelle de la fissuration a chargement fixé, on peut définir le taux de création d’énergie
de fissuration dans la méme évolution virtuelle de la fissuration. Sa définition générale est la suivante :
Définition du taux de création d’énergie de fissuration. Soit I' [’état de fissuration réel et
Iy, une famille d’états de fissuration virtuels plus grands que T, i.e. ' C 'y, et tel que laire (ou la

longueur)® de T, \T' tende vers 0 lorsque h — 0. On appelle taux de création d’énergie de fissuration
la limite suivante (que l’on notera D' pour évoquer qu’il s’agit d’une dérivée de D) :

o i D) = D(D)
h—0 aire(I'y,) — aire(T")

Le taux de création d’énergie de fissuration représente donc ’apport d’énergie de surface par unité
de surface créée. Il est évidemment directement 1ié a G. et coincide avec lui en milieu homogene
isotrope. Donnons quelques exemples.

ATTENTION : Comme pour I’énergie potentielle et le taux de restitution d’énergie potentielle, il faut
faire attention aux dimensions dans les probléemes 2D. Nous raisonnerons systématiquement (sauf
mention explicite du contraire) par unité d’épaisseur, ce qui veut dire que I’énergie de fissuration aura
comme ’énergie potentielle la dimension d’une force. En contrepartie, le taux de création d’énergie
de fissuration sera la variation d’énergie de variation par longueur de fissure créée et s’exprimera
bien en Newton/metre.

EXEMPLE 1 : Milieu homogéne isotrope. Dans ce cas, comme D(I") = Gcaire(T'), on a m

EXEMPLE 2 : Fissures multiples en 2D dans un milieu non homogéne et non isotrope.

Envisageons une propagation virtuelle de chacune des
n pointes P; dans la direction t; (cette direction ne
coincide pas forcément avec la tangente a la fissure en U/Bt/
P;) et la vitesse relative v;. Si I’on note n, le vecteur or-

. , . . P
thogonal a t;, le taux de création d’énergie de fissuration ¢

, P2 'U2£2
est donné par : ~
n n t
v
D/ = ZGC(Piaﬂi)via 0 S V; S 1, ZU@ = 1. é_l__—l—P
i=1 i—1 1

10. C’est ’aire en 3D et la longueur en 2D, cf le warning ci-dessus.
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EXEMPLE 3 : Bifurcation d’une fissure en 2D.

Dans le cas d’une bifurcation au point P dans les direc-
tions 1 et t3 avec des vitesses relatives vy et vo = 1—wy,
on a

Vol

t
D' = G(P,ny)v1 + Ge(P, 1y )vo. e

ol n; et n, sont les normales aux branches.

Si le milieu est isotrope, on a D = G.(P) et le fait qu’il y ait branchement ne joue pas de role
dans le taux de création d’énergie de fissuration (alors qu'il est essentiel dans le taux de restitution
d’énergie).

8.4 La loi de propagation de Griffith

Dans cette section, nous réintroduisons le temps ou plus exactement le parametre ¢ servant a décrire
le trajet de chargement et I’évolution de I’état du milieu considéré, dont en particulier son état de
fissuration. Les forces volumiques f, les forces surfaciques T et les déplacements imposés £¢ dépendent
de t. Ce faisant I’énergie potentielle de la structure & 1’équilibre & l'instant ¢ dans D'état de fissuration
(réel ou virtuel) I dépend a la fois de ¢ et de I'. Cette dépendance est réintroduite explicitement et
Pénergie potentielle est désormais notée P(¢,T"). La fissuration va évoluer sous 'effet du chargement
et I’état de fissuration réel a I'instant ¢ est noté I'(¢). On se donne I’état de fissuration initial, soit I'y.

8.4.1 Les principes sur lesquels s’appuient la loi de Griffith

11 s’agit donc d’écrire la loi qui régit ¢ — I'(t). Cette loi se décline en trois items, chacun associé a
un principe physique que nous présentons brievement avant de les formuler précisément.

1. L’irréversibilité de la fissuration Une (autre) différence essentielle entre ’énergie de surface
d’un liquide et I’énergie de surface d’un solide fissuré est liée a la notion d’irréversibilité. Aussi
bien dans les liquides que dans le modele d’interaction atomique introduit précédemment, le
processus de création d’énergie de surface est réversible. Pour un liquide, il suffit de replonger
la goutte dans un bain du méme liquide pour que 'on ne puisse plus la distinguer et que son
énergie de tension superficielle disparaisse. Pour la chaine d’atomes, il suffit de rapprocher les
deux atomes ou les deux rangées d’atomes séparés pour retrouver la cohésion initiale. En ce
qui concerne les fissures macroscopiques, l'expérience quotidienne montre qu’il n’en est rien et
que les levres des fissures ne cicatrisent pas méme si on les remet en contact ''. I faut donc
introduire dans la modélisation cette condition d’irréversibilité qui dans le cadre de la théorie

11. Bien str, ce phénomeéne de cicatrisation peut avoir lieu, mais il met alors en jeu d’autres mécanismes physico-
chimiques que ceux qui ont opéré lors de la séparation. Ces mécanismes sont consommateurs d’énergie et producteurs
d’entropie, leur modélisation passe par 'introduction de variables d’état supplémentaires et de lois de comportement
appropriées.
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de Griffith ou I'on néglige les forces de cohésion se réduit a une simple condition de croissance
dans le temps de la fissuration :

Condition d’irréversibilité de la fissuration : ¢+ I'(¢) croissant.

2. Le critere de stabilité de Griffith. Le critere de propagation de Griffith est un critere
énergétique qui consiste a comparer le taux de restitution d’énergie potentielle au taux de
création d’énergie de fissuration. En substance, il consiste a postuler que la fissuration doit
nécessairement évoluer si la structure a emmagasiné assez d’énergie potentielle pour créer de
nouvelles surfaces fissurées, i.e. grosso modo si G > D'. La contraposée est donc que la structure
fissurée ne peut étre dans un état d’équilibre stable que si G < D’. Comme on ne s’intéresse qu’a
des évolutions o ’état de la structure est stable a chaque instant sous le chargement imposé, on
devra donc écrire cette inégalité a chaque instant. C’est une condition qui porte non seulement
sur I’état de fissuration actuel I'(¢) mais aussi sur les “directions” d’évolution possibles. Il s’agit
donc de préciser quelles sont les directions d’évolution a tester. Nous procéderons par étapes
et supposerons d’abord que le trajet des fissures est connu a priori. Il s’agit alors simplement
de tester si la fissure peut ou non avancer dans la direction prédéfinie. La recherche du trajet
sera étudiée dans une autre section.

3. Le bilan d’énergie de Griffith. Lorsque la fissuration évolue, la structure restitue effec-
tivement de I’énergie potentielle et crée effectivement de I’énergie de fissuration. Le principe
de Griffith est de dire que le bilan est parfaitement équilibré, c’est a dire que toute I’énergie
potentielle restituée est effectivement transformée en énergie de fissuration. Autrement dit, en
supposant que ’évolution de la fissuration est continue en temps, le bilan d’énergie dit que I'on
doit avoir G = D’ quand la fissure se propage.

Les deux derniers items demandent a étre écrits de fagon plus précise. C’est ce que nous allons
faire dans quelques cas types.

8.4.2 Etat de fissuration ne dépendant que d’un parametre

Plagons-nous dans la situation ou I’état de fissuration ne dépend que d’un parametre £ qui peut
représenter sa longueur ou de fagon plus générale sa taille. C’est le cas par exemple dans un milieu 2D
contenant une seule fissure dont on se donne a priori le trajet qu’elle suivra. Mais on peut imaginer
bien d’autres situations, dont des situations 3D, ot c’est le cas 2. Il s’agit donc de trouver la fonction
t — ((t) pour t > 0 connaissant 1’état initial £(0) = ¢y. L’énergie potentielle est la fonction de deux
variables P(t,¢) alors que I'énergie de fissuration est la fonction d’une variable D(¢), ¢ — P(t, ) est
décroissante alors que ¢ — D(¢) est croissante. En supposant que ces fonctions sont dérivables, les
trois items de la loi de Griffith s’écrivent comme suit

12. Par exemple en 3D, on peut envisager le cas d’une fissure plane circulaire qui se propage en restant circulaire. Dans
ce cas on peut prendre pour £ le rayon R de la fissure, mais on pourrait tout aussi bien choisir £ comme étant I'aire de
la fissure, i.e. £ = T R>
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Irréversibilité : £(t) >0

Stabilité  : —?Z(t,ﬂ(t)) < %(ﬂ(t))
Bilan d’énergie (gij(t, 0(t)) + Ccll[g(ﬂ(t))) ity =0

8.4.3 Etat de fissuration dépendant de n parametres

C’est le cas en 2D ou il y a n pointes de fissures susceptibles de se propager suivant un trajet
prédéfini. Mais on peut le trouver en 3D si l'on restreint la forme de la fissure (en supposant par
exemple qu’elle est elliptique et en prenant la longueur des deux axes pour parametres). Si on note
L= (b, -+ ,l,) les n parametres, ’énergie potentielle est la fonction P(t,£), 'énergie de fissuration
est la fonction D(£). Nous les supposerons différentiables.

On se place dans la situation ou chaque parametre ¢; représente une taille de fissure et la condition
d’irréversibilité se traduit par

Irréversibilité - 0;(t) >0, Vi.

Formulons les deux autres items de la loi de Griffith basés sur les principes de stabilité et de conser-
vation de I’énergie. Si on envisage une vitesse virtuelle d’évolution des parametres v, avec 0 < v; < 1,
>, vi =1, le taux de restitution d’énergie et le taux de création d’énergie de fissuration s’écrivent
respectivement :
n n
oP oD

g gz, (LD, D’ = (£())vi-

G= - hnd
i=1 i

En vertu de la propriété 8.1.3 de décroissance de I’énergie potentielle a chargement fixé et la croissance
de I’énergie de fissuration par rapport aux parametres, on a donc :

® <o, P

> 0.
oz, ) >0

37&7_

Le critére de stabilité dit que 1’on doit avoir G < D’ et ce pour tous les v possibles, i.e.

"\ 0P ", 9D -
=y (L)) < —(L(t))v;, >0, i =1,
GO 9O E A Bt
ce qui est équivalent a
oP oD
lité :  —— < = .
Stabilité o0, (t,(t) < ar; (L(t), Vi




P D :
Le bilan d’énergie s’écrit Z <6 (t,L(t)) + gg‘ (f(t))> 2;(t) = 0. Mais en tenant compte de l'irréversibilité

et du critere de stablhte 11 se réduit a

Bilan d’énergic - (g;(t o) + a&z(ﬂ))@(@:o, vi.

8.4.4 Propagation d’une fissure plane en 3D

11 s’agit de trouver I’évolution du front de fissure, i.e. t — (t). L’énergie potentielle peut étre vue
comme une fonction de t et de v, soit P(¢,7). Supposons pour simplifier que le milieu est homogene,
Iénergie de fissuration est alors donnée par D(I') = Gcaire(I'). En envisageant ¢ — v((), avec v(¢) > 0
et fv(t) v(¢)ds = 1, comme vitesse virtuelle de propagation du front & l'instant ¢ suivant la normale
au front (et dans le plan de la fissure), le taux de restitution d’énergie peut se mettre sous la forme
fv( " G(t,¢)v(¢)d¢. Comme le taux de création d’énergie de fissuration est simplement G, le critére de
stabilité demande que

[ cwou@dc < 6wz [ wqdc=t
v(t) v(t)
ce qui est équivalent & G(¢) < G, V(. Si l'on note K(C ) la vitesse normale réelle de propagation du

front au point ¢, les 3 items s’écrivent donc (& chaque instant)

Irréversibilité = 0(¢) >0, V¢
Stabilité : G(() < Ge, V¢
Bilan d’énergie = (G(¢) — G)é(¢) =0, V.

En résumé, dans la théorie de Griffith de la rupture fragile, la propagation des fissures est régie par
trois principes : (i) un principe d’irréversibilité disant que la fissuration ne peut que croitre; (ii)
un principe de stabilité disant que la fissure se propagera s’il existe une direction de propagation
suivant laquelle la restitution d’énergie potentielle sera suffisante pour fournir I’énergie de fissuration
correspondante ; (iii) un bilan d’énergie disant que lors de la propagation la restitution d’énergie
potentielle est égale a la création d’énergie de surface. Ces principes s’appuient sur deux hypothéses
relatives a la fissuration : (a) ’absence de forces de cohésion sur les levres des fissures; (b) une
densité surfacique d’énergie de fissuration ne dépendant que du matériau et de l'orientation de la
fissure mais pas du saut des déplacements.
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Chapitre 9

Etude de la théorie de Griffith

Munis de la loi de propagation de Griffith, on commence par montrer sur quelques exemples com-
ment on peut effectivement calculer la charge de démarrage de la fissuration puis 1’évolution de la
fissuration avec le chargement. Ces exemples mettent en évidence des propriétés génériques que nous
établissons ensuite dans un cadre plus large. Il ressort en particulier que I’évolution de la fissuration
peut conduire a des scenarii beaucoup plus dramatiques que la plasticité, car il est fréquent d’obser-
ver des comportements sans écrouissage structurel mais adoucissants, la structure se rompant des
que 'on dépasse la charge de démarrage de la fissure préexistante.

La question du trajet des fissures n’a pas encore regu a ce jour une réponse générale. Nous nous
limiterons au cadre des structures en élasticité plane avec matériau isotrope pour lesquelles le critere
de stabilité fournit des conditions que doit remplir le trajet d’une fissure. Enfin, nous terminons ce
chapitre sur une courte présentation des défauts et des lacunes de la loi de Griffith en donnant
quelques indications sur comment on peut corriger les uns et combler les autres.
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9.1 Exemples de propagation suivant la loi de Griffith

Dans cette section, nous traitons quelques exemples simples de propagation de fissures suivant
la loi de Griffith. Ils feront apparaitre des propriétés a caractere générique que nous établirons dans
un cadre élargi dans la section suivante. La principale difficulté dans la mise en ceuvre de la loi de
Griffith réside dans le calcul de I’énergie potentielle en fonction du ou des parametres de fissuration.
En général, ce calcul n’est pas exact et I'on a recours a des approximations soit par le biais du calcul
numérique, soit par des hypotheses simplificatrices sur la forme des champs de déplacement et de
contraintes.

EXEMPLE 1 : Essai DCB (Double Cantilever Beam).

Cet essai consiste a écarter progressivement les levres d’une fissure pré-usinée dans une poutre. On
pilote en déplacement et au dela d’un certain seuil du déplacement controlé, la fissure se propage.
Dans I’essai, on mesure sa longueur en fonction du parametre de controle. Ici, nous allons la calculer
a l'aide de la théorie de Griffith et on montrera pourquoi il faut piloter en déplacement et pas en
force.

Q

¢ him

|

La poutre est de longueur L, de section rectangulaire, d’épaisseur d et de demi-hauteur h. C’est
un probleme 3D que nous allons ramener & un probléeme 1D. On suppose que la fissure reste dans le
plan de symétrie et que son front reste rectiligne. On note ¢ la longueur de la fissure, x la coordonnée
longitudinale, I'origine étant prise a 'extrémité gauche. L’énergie potentielle se calcule de facon ap-
prochée en utilisant la théorie des poutres. Si () désigne la force exercée a I'extrémité gauche de la
branche supérieure de la poutre, le moment fléchissant M (x) en = € (0,¢) dans la branche supérieure
de la poutre vaut donc Qx. On change les signes dans la branche inférieure. L’énergie élastique dans
chacune des deux branches est I’énergie de flexion et vaut

l M(l’)2 Q2€3
W_/O 2681 T GET

ot E est le module d’Young du matériau et I = h3d/12 est le moment d’inertie géométrique de la
demi-section de la poutre. L’énergie élastique dans la partie non fissurée de la poutre est négligeable.
Le déplacement transversal (la déflexion) ¢ de extrémité gauche de la branche supérieure est reliée a
la force @) par ,
q Eh°dq
Q=3FEI EARYE
Distinguons maintenant le cas ou I'on controle le déplacement ¢ de celui ot on controle la force Q.

(9.1)
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Déplacement controlé. On prend g comme parametre de chargement croissant depuis 0, i.e.
. Dans ce cas 1’énergie potentielle est égale a 1’énergie élastique et on a donc (en multipliant par
2 du fait des deux branches de la poutre) :

s dt?
P(t,0) = ER*—.
On en déduit le taux de restitution d’énergie potentielle
10P 3Eh3t?
G(t,g)——ga(t,g)— 2

ou on a divisé par ’épaisseur de la poutre pour avoir une énergie par unité de surface. L’énergie de
fissuration est donnée par D(¢) = G.d ¢ et le taux de création est simplement G.. La loi de Griffith

s’écrit donc : .
Irréversibilité ~ : £(t) >0

Stabilité 4G L(t)* > 3ER3?

Bilan d’énergie : (4GcL(t)* — 3ER%t2){(t) = 0

[AG L8
avec la condition initiale £(0) = ¢y > 0. Construisons une solution. Soit | g. = 3 Echg . Pour t < ¢,

on a nécessairement en vertu de l'irréversibilité
4G L(t)* > 4G lE = 3FEh3q? > 3Eh3¢?

et donc, d’apres le bilan d’énergie, £(t) = 0. Par conséquent, £(t) = £y pour 0 < ¢ < q,. A Tinstant g,
le critere de stabilité est vérifié comme une égalité. Envisageons la solution telle que cela reste vrai

pour t > ¢.. On aura donc
() = o, /;. 9.2)

Comme c’est une fonction croissance de t, toutes les conditions sont satisfaites et on a donc construit
une solution. Il est possible de montrer que c’est la seule solution continue. Nous reviendrons sur ce
point lors de I’établissement des propriétés générales.

En résumé, on a donc montré que, sous déplacement controlé, la fissure ne se propage pas tant que
le déplacement contrdlé reste inférieur a la valeur critique q., puis se propage continiiment au-dela.
L’évolution de la longueur de la fissure est en ,/q.

Force contrdlée. Prenons la force ) comme parametre de chargement croissant depuis 0, i.e.
. Dans ce cas I’énergie potentielle est égale a I’énergie élastique moins le travail de la force.
Comme ce travail est égal au double de I’énergie élastique (formule de Clapeyron), I’énergie potentielle
est 'opposée de I'énergie élastique. En I’exprimant en termes de la force, on a donc

41203 10P 12¢2¢2

P(t,0) = “Emid G(t, 0) = _8ﬁ(t’€) = BB
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La loi de Griffith s’écrit maintenant :
Irréversibilité = £(t) >0
Stabilité : 12t%4(t)%? < G Eh3d?

Bilan d’énergie : (12t20(t)2 — GcEh3d2)E(t) = 0

G.Eh3d?
Qc = ciz )
1243

montrons que la seule solution continue possible est telle que la fissure ne se propage pas tant que
t < Q.. En effet, pour t assez petit, on a 12t2/(t)?> < G.Eh3d? et donc d’apres le bilan d’énergie
{(t) = 0. Donc £(t) = £y pour t assez petit. Cela reste vrai tant que 12t203 < G FEh3d? et donc tant
que t < Q.. Par continuité, on peut prendre £(Q.) = ¢p. Montrons qu’il n’existe plus de solution a la
loi d’évolution de Griffith pour t > Q.. En effet, d’apres la condition d’irréversibilité, on doit avoir
0(t) > Lo et donc 12t20(t)% > 12Q2(3 = G.Eh3d?, le critere de stabilité ne peut donc plus étre satisfait.

Soit

En résumé, on a donc montré que, sous force controlée, la fissure ne se propage pas tant que la force
reste inférieure a la valeur critique @)., et se propage de fagon instable au-dela. La charge Q. est la
charge maximale que peut supporter la poutre DCB.

¢ Q

/ el
60 /\
| | q
qc

dc

FIGURE 9.1 — Réponse de la poutre DCB sous déplacement controlé. A gauche, évolution de la fissure
en fonction du déplacement ; & droite, évolution de la force associée en fonction du déplacement. Noter
le phénomene d’adoucissement, i.e. la diminution de la force durant la phase d’évolution de la fissure.

Cette notion de charge limite est visible sur le diagramme (g, Q)) lorsqu’on travaille & déplacement
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controlé et que 'on mesure ou calcule la force. En effet en injectant (9.2) dans (9.1), on obtient

q .
Qc— st q<qc

B e
Q - dc .
Qe r siqg>qe

ol on voit que la force décroit au fur et & mesure que la fissure avance. Autrement dit, on a affaire & un
phénomene d’adoucissement. 1l est intéressant de remarquer que plus la fissure initiale est courte et
plus la charge critique est élevée, Q). tendant vers 'infini comme 1/¢y quand ¢y tend vers 0. Toutefois,
cette vitesse de croissance vers l'infini est obtenue dans le cadre simplifié¢ de la théorie des poutres. On
obtiendrait un autre résultat en 3D.

Q
Qc_

2q.t

dc -

| |
dc 2q. 3q. :

FIGURE 9.2 — Réponse de la poutre DCB sous un déplacement contrélé non monotone.

Il est également intéressant d’étudier la réponse sous un chargement a déplacement controlé qui
ne soit pas monotone. Supposons que l'on fasse tout d’abord croitre ¢ de 0 & g1 > ¢., puis que l'on
fasse décroitre jusqu’a 0, avant de le faire croitre a nouveau jusqu’a ga > ¢1, etc. On peut montrer (cf
Exercice 9.1) que durant les phases de décharge la fissure n’évolue pas et durant les phases de recharge
elle n’évolue pas non plus tant que le déplacement n’a pas dépassé la valeur maximale passée. Ces
phases de décharge-recharge sont réversibles et la relation ()—q est linéaire, mais avec une pente qui
dépend de I’état de fissuration : plus la fissure est longue, plus la pente est faible. La rigidité apparente
de la poutre décroit. Dans les phases de surcharge (quand le déplacement imposé est plus grand que les
déplacements antérieurs), I'évolution de la fissuration est la méme que lors d’un chargement monotone.
Finalement, la réponse de la poutre dans un diagramme (g, Q) a l’allure indiquée sur la Figure 9.2.
On notera les différences essentielles avec un comportement élasto-plastique qui se manifestent par
I’absence de déformations résiduelles, la perte de rigidité progressive et le phénomene d’adoucissement
(diminution de la force).
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Exercice 9.1. Justifier rigoureusement a partir de la loi de Griffith la réponse force-déplacement
représentée sur la Figure 9.2 pour la poutre DCB sous un chargement non monotone & déplacement
controlé.

EXEMPLE 2 : Décollement d’un revétement. C’est un exemple ou la fissuration est définie par
deux parametres.

Un revétement élastique d’épaisseur h est décollé de son support (supposé rigide) en exercant en
un point de sa surface extérieure une force ) ou un déplacement ¢ croissant dans la direction
orthogonale au support. On suppose que le décollement a lieu uniformément sur toute la largeur
du revétement. On note ¢ et ¢s les positions des fronts de décollement situés de part et d’autre
du point d’application du chargement. Les longueurs initiales de décollement sont £ et £3. On se
propose de calculer I’évolution des fronts a l'aide de la théorie de Griffith en distinguant le cas ou
I'on pilote en déplacement de celui ou on pilote en force.

TQ

. 4 Oy Ih

Comme dans I’exemple précédent, le calcul de I'énergie élastique est fait a partir de la théorie des
poutres. Apres un calcul qui ne sera pas détaillé, on obtient que la force Q et le déplacement associé
q sont liés par

1 1 1\°
——ERd(—+ =) ¢ .
-1 d<€1+€2) ’ (9.3)

Déplacement controlé. On prend g comme parametre de chargement croissant depuis 0, i.e.
. Dans ce cas I’énergie potentielle est égale a 1’énergie élastique qui est elle-méme égale a Qq/2.

On a donc :

1 1 1\?
P(t, 01, 05) = gEh?’d <£1 + £2> t2, D(ly,0y) = Ged(ly + ).

Les deux taux de restitution d’énergie potentielle sont donnés par

3 1 1)\?¢
Gi(t,€1,€2)=§Eh3 <€1+€2) a2 i=12

Le plus grand des deux correspond donc au c6té le moins décollé. Ecrivons la loi de Griffith :

Irréversibilité — : {1(t) >0, £1(t) >0
Stabilité © Gt 01 (), (1)) < Gey,  Golt, £1(t), £o(t)) < Ge
Bilan d’énergie : Gy (t,£1(t), £a(t))01(t) + Ga(t, £1(t), £a(t))a(t) = Ge(f1(t) + Lo(t)).
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avec la condition initiale ¢;(0) = E?. Supposons que £ > . Comme on cherche une évolution continue

en temps, pour t assez petit on a Gy et Gg inférieurs (strictement) a G¢ et donc le décollement n’évolue
pas. Comme Gg < G; durant cette période, c’est G; qui atteindra le premier la valeur G¢. Ceci a lieu
a l'instant ou le déplacement vaut ¢,

8G. £

3ER3 1 17
=+
a5

q1 =

Placons-nous a ¢ légerement supérieur a ¢;. Au moins un des deux cotés doit se décoller, car sinon
on violerait le critere de stabilité. Montrons que seul #; évolue. En effet, pour ¢ assez proche de ¢
on a encore par continuité Go < G¢. Mais comme G; ne peut pas dépasser G¢ on aura Glﬁl + Ggfg <
G (51 + 52) si f5 > 0, ce qui contredit le bilan d’é énergie. Donc 0y = 0.

Pour t assez proche (mais plus grand) que ¢, seul ¢; évolue et donc d’apres le bilan d’énergie
G;1 = Gc. Cette équation nous permet de calculer ¢;(t) :

209

60 1%
+42 (24152 -1
\/ 9 (60 ) t
Durant cet intervalle de temps Gg croit tout en restant inférieur a Gc. Il atteindra la valeur G. quand
t = qo et a cet instant on aura G; = Gy = G¢ et donc £ = fg. D’ou

0 [0
1 \%
Pour ¢t > ¢2, on peut chercher une solution “symétrique” ot les deux c6tés du décollement avancent a
la méme vitesse. En écrivant que #1 = £5 et que G; = Gg = G¢, on trouve immédiatement

t
01(t) = Lo(t) = 05, /q— si t>qo.
2

Comme l'irréversibilité est respectée, cette solution est admissible. On a donc construit une solution au
probleme d’évolution. Par construction, elle est unique jusqu’a t = ¢. Il resterait a démontrer qu’elle
est unique apres, ce qui est du ressort des propriétés générales que nous établirons dans la prochaine
section. Cette solution est représentée sur la figure 9.3.

0y (t) = site [ql, q2]. (9.4)

Force contrélée. On peut voir directement sur le diagramme (¢, Q) le comportement sous force
controlée. Pour cela calculons 1’évolution de la force Q durant I’évolution du décollement & déplacement
controlé. Avant le démarrage du décollement, la force est proportionnelle au déplacement. Au moment
ou le décollement démarre, la force vaut ()1 :

2
Q1 = fEG h3<10 10> Ad.
06
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FIGURE 9.3 — Solution du probleme de décollement d’un revétement. A gauche, évolution des deux
fronts en fonction du déplacement imposé; & droite, évolution de la force associée en fonction du
déplacement imposé.

Durant la phase de décollement du c6té gauche seul, en injectant (9.4) dans (9.3), on obtient

q1 3
l4+a—+1 0 /40
PR oot (4

— | -5 +1> sio g1 <qg<q.
| Vi+ta+1 IARNA

Durant la phase ou les deux fronts avancent a la méme vitesse, on a

409 /09 ,
Q=0Qs /L, QQZ%Ql st q>q.
Vi @7 ey

On voit donc (cf Figure 9.3) que @ décroit durant les deux phases de décollement. Tout d’abord de
Q1 & Q9, puis de Q5 a 0. Le décollement est adoucissant. Par conséquent ()1 est la force maximale que
peut équilibrer le revétement si son décollement suit la loi de Griffith. Si I'on dépasse cette valeur, le
décollement se déroulera de fagon instable.

EXEMPLE 3 : Essai SENB de flexion 3 points. Ce dernier exemple est la simulation de l’essai
SENB servant a mesurer la ténacité. On impose le déplacement g du point central et on calcule la
force associée Q en supposant que I'évolution de la fissuration suit la loi de Griffith!. Ici compte tenu
des dimensions massives de la poutre, on ne peut pas utiliser les formules simplifiées de la théorie des

1. D’un point de vue théorique, une force ponctuelle en 2D engendre une singularité telle que les déplacements ne
sont plus d’énergie finie. De méme, on ne peut pas imposer le déplacement d’un point de la frontiere. Cela conduit a un
probléme mal posé. Numériquement, on contourne cette difficulté en étalant la donnée de la force ou du déplacement sur
les cOtés des éléments situés sur la frontiére de part et d’autre du point d’application.
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poutres pour obtenir une bonne approximation de la relation entre () et ¢ pour différentes longueurs
de fissure. On va donc utiliser la méthode des éléments finis.

*Q

[ﬁfl :

FIGURE 9.4 — A gauche, géométrie de la poutre; a droite, la déformée de la moitié droite, calculée par
la méthode des éléments finis, pour une fissure de longueur H/5.

R G,

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
*
*

=

I | / | I /
H/20 H/2 H/20 H/2

FIGURE 9.5 — Rigidité effective et taux de restitution d’énergie potentielle calculés pour différentes
longueurs de fissure dans 'essai de flexion 3 points de la poutre soumise a un déplacement unitaire
du point central (I’échelle de valeurs n’a pas d’importance, seules les variations relatives des quantités
comptent). On notera la décroissance de G; sur la plage de valeurs calculées.

On se place en déformations planes et les calculs sont faits avec les valeurs numériques suivantes.
Si H désigne la hauteur de I’éprouvette de flexion, on prend la demi-longueur L = 2H, la hauteur
de l'entaille h = 0.4 H, I’épaisseur de l'entaille e = H/10. Le coefficient de Poisson du matériau
vaut v = 0.33. Par raison de symétrie, les calculs se font sur une demi-éprouvette. On utilise un
maillage triangulaire avec interpolation quadratique, le maillage dépendant de 1’état de fissuration
de la poutre. Un maillage typique conduit a environ quelques milliers degrés de liberté (on peut aller
jusqu’a quelques dizaines de milliers degrés de liberté lorsqu’on raffine les zones singulieres). Les calculs
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sont faits pour des longueurs de fissure allant de H/20 & H/2 par pas de H/100, les calculs devenant
imprécis pour les petites longueurs de fissure ou pour des petites longueurs du ligament non fissuré
sur I'axe central. On impose un déplacement ¢ unitaire et on calcule pour chaque longueur ¢ de la
fissure 1’énergie potentielle P1(¢) ainsi que le taux de restitution d’énergie G1(¢) = —P(¢). Le calcul
de G1(¢) est fait en utilisant la méthode G-0. Le calcul de P;(¢) permet d’accéder a la rigidité R(¢) de
la poutre fissurée, R(¢) = 2P1(¢). On peut alors obtenir la relation force-déplacement :

Q=R(0)g, 2Gi(¢)=-R'(¢).

Munis de ces valeurs numériques de la rigidité et de sa dérivée par rapport a £, nous pouvons calculer
I’évolution de la fissuration prévue par la loi de Griffith lors d’un essai a déplacement controlé croissant
du point central. En posant ¢ = t, il s’agit donc de trouver ¢ — £(t) continu et croissant depuis
ly = H/20 tel que

G < Ge, (Ga(E(1))E2 — Go)i(t) = 0.

Pour t assez petit, on a Gy (£(t))t? < G et donc £(t) = £y. Ceci est vrai tant que G1(£9)t?> < Ge, ce qui
fournit la charge de démarrage g. de la fissure :

Qc_

' q
dc

FIGURE 9.6 — Réponse de la poutre sous déplacement controlé croissant dans un diagramme force-
déplacement prédite par la loi de Griffith. A noter le fort adoucissement.

Pour t > q., on a nécessairement Gy (£(t))t? = G, du fait que G est une fonction décroissante de /.
(Cette propriété générale sera démontrée dans la prochaine section.) Ceci fournit I’équation permettent
de calculer £(t). En inversant £ + Gy(£), on obtient £(t) = G (G¢/t?). 1l suffit alors d’insérer cette
expression dans la relation force-déplacement @) = R({(t))t pour obtenir la force (). Notons que la
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courbe force-déplacement durant la phase de propagation de la fissure peut étre paramétrée par la
longueur de la fissure :

Gc
G1(0)’

G
Gi(f)

Q@ = R(()

q:

9.2 Quelques propriétés générales

On se propose de montrer que certaines propriétés vues sur les exemples précédents ont en fait
une portée générale. Pour cela, nous supposerons que le chargement est défini par un parametre
qui sera soit du type déplacement généralisé g dont la force généralisée associée est @), soit du type
force généralisée () dont le déplacement associé est g. Ce parametre dépendra du temps, voire sera le
parametre de temps, et prendra des valeurs positives ou nulles. Considérons le cas ou ce parametre est
un déplacement ¢. Comme nous négligeons les frottements entre les levres des fissures, les déplacements
£(q,T) équilibrant la structure dans I'état de fissuration I' sous le chargement d’intensité ¢ dépend
linéairement de ¢ et peut donc s'écrire £(q,T) = ¢€1(T'), €}(T) représentant donc le déplacement
d’équilibre sous chargement unitaire. L’énergie potentielle dépend de ¢ de facon quadratique et on
peut ’écrire

P(¢,T) = §R(D)¢*,

R(I") représentant la rigidité effective de la structure dans I’état de fissuration I'. Son inverse S(I') =
1/R(T") est la souplesse effective de la structure. A I’équilibre la force généralisée @) est donnée par

Q =R(D)g.

Si 'on inverse la méthode de controle en ne controlant plus le déplacement généralisé ¢ mais la force
généralisée @), alors I’énergie potentielle a 1’équilibre devient la différence entre 1’énergie élastique et
le travail de la force par le déplacement. Autrement dit, on a alors P = %S(F )Q? — Qq. Mais comme
on a aussi Qg = S(I')Q?, I'énergie potentielle s’écrit finalement

P(Q.T) = —3S(IQ".
Dans tous les cas, I’énergie potentielle dépend de fagon quadratique du parametre de chargement. Par

conséquent, sous chargement monotone (que ce soit a déplacement ou & force contrélée), si on note t
le parametre de chargement, 1’énergie totale de la structure peut s’écrire

E(t,T) =t*Py(I") + D(I).

Rappelons que 'énergie potentielle P1(T") est une fonction décroissante (au sens large) de I" alors que
I’énergie de fissuration D(I") est une fonction (strictement) croissante de I'.
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9.2.1 Démarrage de la propagation

La premiere utilisation naturelle de la loi de Griffith est de déterminer la valeur ¢, du chargement
au dela de laquelle la fissuration initiale doit nécessairement s’étre propagée et en deca de laquelle
I’état de fissuration initial est stable. Cette valeur de démarrage ne nécessite qu’'un calcul élastique
donnant les déplacements et les contraintes sous un chargement “unitaire” couplé a un calcul du ou
des taux de restitution d’énergie.

Ainsi si la fissuration ne dépend que d’un parametre £, on a
P(t,0) = 2 P1(0)¢?

et Dénergie de fissuration est D(¢). Le taux de restitution d’énergie vaut —i P} (¢)t? avec P{(¢) < 0
alors que le taux de création d’énergie de fissuration est D'(¢) > 0. Tant que ¢ est assez faible, la
condition d’instabilité de Griffith n’est pas satisfaite et on a £ = 3. La valeur t. de démarrage de la
fissure initiale de parameétre £y est obtenue en écrivant que le taux de restitution d’énergie potentielle
est égal au taux de création d’énergie de fissuration, i.e.

. [2D)

©V -Pi)
Cette valeur est finie dans la mesure ot P{({y) # 0. C’est évidemment le calcul de P} ({y) qui est
en général le plus délicat et peut nécessiter I'utilisation de méthodes numériques spécifiques telle la

méthode G-0 présentée au chapitre précédent. Connaissant t. on en déduit la valeur ¢. ou Q. du
déplacement ou de la force associé de démarrage : Q. = R(4y)qe.

Dans le cas d’une fissuration a n parameétres, les énergies deviennent
P(t,6) = 3 P1(0)t*, D).

Comme le critére de stabilité de Griffith exige que

1 0Py oD

————(OtP < —(t i 1,...
sar (OF < g0, Vie( n),
la valeur de démarrage est donnée par
oD 2
22—
N
c 1%12n —%(6 ) ’
8@ =0

ce qui nécessite de calculer et de comparer les n taux de restitution d’énergie élémentaires.
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o
Exercice 9.2. Cualculer la contrainte critique o; a partir de T T T T T T T T

laquelle se propage une fissure de longueur 2¢ placée dans un
milieu 2D infini et orientée d’un angle /2 — « par rapport a
la direction de la sollicitation uniaziale o exercée a l'infini. On 20 )Ot
se placera en déformations planes, on supposera que la propa-
gation est rectiligne et on distinguera les cas suivant que o > 0
(traction) ou o < 0 compression. Déterminer quelle est la pire
orientation possible dans chaque cas. Comparer les contraintes

critiques de traction et de compression. l l l l l l l l

9.2.2 Effets d’échelle

Le critere de propagation de Griffith consiste a comparer 1’énergie potentielle qui est volumique
avec I’énergie de fissuration qui est surfacique. Il y a forcément une longueur interne qui apparait. Ainsi
le rapport G/ E pour un matériau isotrope a la dimension d’une longueur. La conséquence est que des
effets d’échelle sont automatiquement présents dans le processus d’évolution de la fissuration. Il suffit
de regarder les exemples précédents pour les mettre en évidence. Considérons ’essai DCB et analysons
I’évolution de la fissuration en fonction des dimensions de la poutre. Pour cela, multiplions toute les
longueurs (hauteur h, largeur d et longueur initiale de fissure ¢y) par un parametre «, sans toucher
aux constantes du matériau. On voit que la force de démarrage (). varie comme o?/2. La contrainte
critique 0. = Q./hd varie comme a~1/2. Autrement dit, si ’'on multiplie toutes les dimensions par 4, on
provoquera la rupture brutale de la poutre pour une contrainte deux fois plus faible. Cette dépendance
a la taille se retrouve dans tous les exemples traités. Elle est en fait intrinseque au cadre de la théorie
de Griffith et tout particulierement aux hypotheses faite sur 1’énergie de fissuration et sur ’absence
de forces de cohésion. On peut considérer que cet effet d’échelle ne représente qu’imparfaitement la
réalité, surtout aux petites échelles. Il fait partie des défauts de la théorie qu’il faut corriger.

9.2.3 Propagation progressive ou propagation brutale

Les exemples de la section précédente montrent qu’il peut y avoir des cas ou la fissuration se pro-
page progressivement apres la charge de démarrage et d’autres ou au contraire elle est nécessairement
instable. Ils semblent indiquer aussi que le risque d’instabilité est plus grand a force controlée qu’a
déplacement controlé. On se propose ici de reconsidérer ces questions dans un cadre un peu plus général.
Nous supposerons toutefois que les énergies sont des fonctions régulieres (au moins contintiment
différentiables) d’un seul parametre ¢, ce qui exclut certains phénomeénes. On a alors le résultat fon-
damental suivant
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Propagation progressive et minimisation de I’énergie. Sous les hypothéses :
1. La structure est soumise a un chargement monotone
2. La fissuration ne dépend que d’un parametre
3. Les fonctions £ — P1({), £ — D(£) sont contintiment différentiables

on a les propriétés suivantes :

(i) Le probléme d’évolution de Griffith admet une solution t — ((t) continue dans [’intervalle de
temps [0,T] durant lequel la fissure croit de £y a ¢1 si et seulement si le rapport —P(£)/D'(£) est
une fonction strictement décroissante de ¢ sur l'intervalle [£y, {1].

(ii)) Lorsque cette solution continue existe, alors elle est unique et, a chaque instant t, £(t) minimise
Uénergie totale totale E(t,0) = t2P1(£) + D(£) par rapport a £ sur Uintervalle [(o, {1].

PREUVE. Nous savons déja d’apres le paragraphe précédent que, dans I'intervalle de temps [0, ], la
seule solution continue est £(t) = ¢y et que pour t > t. on ne peut plus avoir ¢(t) = {y. Supposons donc
que T > t. et {1 > £y sinon il n’y a plus rien a démontrer dans la premiere partie de la proposition.

Etape 1. Commencgons par montrer I'implication que si une solution continue existe alors le rapport
—P1(¢)/D’(¢) est une fonction strictement décroissante de ¢. Soit ¢ — £(t) une solution continue.
Montrons que —t2P}({(t)) = D’(£(t)) pour tout t € [t.,T]. C’est vrai & t = t. par définition de t..
Supposons que ce ne soit pas vrai pour un certain #; et donc qu’a cet instant on ait —t2P}(£(t1)) <
D’(¢(t1)) (I'inégalité inverse est impossible du fait de la condition de stabilité). Par continuité, ce serait
vrai sur un intervalle de temps (%o, t1] avec t. <ty < t;. Prenons pour ¢y la plus petite valeur possible.
On a nécessairement 1'égalité en ¢y (puisqu’il y a 1’égalité en t.) et donc —t3P)(L(tg)) = D'(L(ty)).
Mais du fait du bilan d’énergie, ¢ ne peut pas varier dans l'intervalle [to, 1] et on doit donc avoir
L(to) = £(t1). Mais ceci fournit une contradiction, puisqu’on devrait avoir

2 —P1l(t)) o —P1(U(t1)) _ =P (€(t0))

D)) D) D (ko))

ce qui est impossible puisque tg < t1. On a donc
—t?PL(L(t)) = D'(L(t)), Vte€ [t T (9.5)

Soient £, et ¢, tels que ¢y < £, < ¢, < £;. Comme par hypothese £(t) évolue contintiment de ¢y a ¢;
quand t varie de t. a T, il existe deux instants ¢, et t tels que £(t,) = £, et £(ty) = €. Du fait de la
condition d’irréversibilité on a t, < t;. En utilisant (9.5), il vient

—Pila) 1 I —Pi(%)

D'(t.) 227 82 D'(&)
qui montre la stricte décroissance du rapport.

FEtape 2. Montrons que, réciproquement, si —P}(£)/D’(¢) est une fonction continue strictement
décroissante de ¢ sur [{y, 1], alors il existe une solution continue au probleme d’évolution. En effet,
posons T’ = /—D’(¢1)/P}(¢1) et introduisons la fonction inverse £ de —P}/D’, £ est une fonction
continue et strictement décroissante. Posons £(t) = £ pour t € [0,t.] et £(t) = L(1/t?) pour t € [t,,T).
Quand ¢ croit de t. a T, £(t) croit de £y & £ et vérifie —t>P}(£(t)) = D'(£(t)). Donc t + £(t) est bien
une solution continue.
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Etape 3. La solution est unique. En effet, il suffit de reprendre la démonstration de I’étape 1 ot1 on a
montré que toute solution continue devait vérifier —t2P} (£(t)) = D’(£(t)) & chaque instant ¢ < t.. Cette
équation détermine de fagon unique ¢(t) quand —P’ (¢)/D’(¢) est une fonction strictement décroissante
de ¢.

FEtape 4. Montrons que si —P(¢)/D’(¢) est strictement décroissante, alors I'unique solution conti-
nue est aussi I'unique solution du probleme de minimisation de I’énergie totale. Pour t = 0, on a
£(0,¢) = D(¥) et, comme D est strictement croissante, ¢y est I'unique minimum. Pour ¢ > 0, faisons le
changement de variable ¢ — d = D(¢) (qui est licite puisque D est une fonction strictement croissante
de ¢). L’énergie totale devient alors, a t fixé, la fonction de d :

E(d) =t*P oD Nd) +d

dont la dérivée est donnée par
P1(0)
D'(£)

Par conséquent, si le probleme d’évolution de Griffith admet une solution continue, alors P} /D’ est
une fonction strictement décroissante de ¢ et donc £ est une fonction strictement croissante de d,
ce qui est équivalent a dire que & est une fonction strictement convexe de d. Etudions le probleme
de minimisation de cette fonction strictement convexe et contintiment différentiable sur I'intervalle
[do, d1] avec d; = D(¢;). Le minimum est atteint en dy si gl(do) >0, en dy si é'(dl) < 0 et en 'unique
point d € (dy, dy) tel que £ (d) = 0si £'(dp) < 0 < &'(dy). Explicitons ces propriétés.

£ oD(Y) = t? + 1.

1. Le minimum est atteint en dy (et donc en £y en terme de la longueur de fissure) si 2P} (fg) +
D'(4y) <0, i.e. sit<te;

2. Le minimum est atteint en d; (et donc en ¢; en terme de la longueur de fissure) si t2P} (1) +
D'(¢1) >0, i.e. sit>T;

3. Le minimum est atteint en d (et donc en £ en terme de la longueur de fissure) tel que 2P} (£) +
D'(¢) =0sit € (t.,T). Or cette équation en ¢ est exactement la définition de la solution £(¢)
du probleme d’évolution.

Donc £(t) est bien I'unique minimum de ’énergie totale & I'instant ¢ sur l'intervalle [¢g, ¢1]. O

Remarque. Cette propriété appelle quelques commentaires. On voit que le bon paramétre physique
est le rapport entre le taur de restitution d’énergie potentielle et le taux de création d’énergie de
fissuration, rapport qui quantifie la compétition entre les deux énergies. Si, a chargement fixé, ce
rapport est décroissant par rapport a la longueur de la fissure, alors l’évolution de la fissuration est
controlée. On pourra et il faudra augmenter le chargement pour accroitre la fissuration. Par contre si
ce rapport est croissant, alors l’évolution de la fissuration n’est plus contrélable. Si l’on maintient le
chargement, la fissure va se propager de fagon brutale. Elle pourra ou non se stabiliser, sous ce méme
chargement, dans un nouvel état de fissuration. Dans les exemples traités dans la section précédente
(poutre DCB, décollement d’un revétement ou flexion 8 points), lorsqu’on travaille a force imposée, il
n’est plus possible de retrouver un état de fissuration stable dés que l’on atteint la force critique Q..
Mais on peut rencontrer des situations ot la fissure va se propager brutalement mais pourra se stabiliser
(cf Uezercice 9.4). Toutefois, la gestion de ces évolutions non continues n’est plus possible dans le cadre
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de la loi de Griffith telle que nous l'avons écrite. Il faut généraliser les principes de stabilité et de bilan
d’énergie pour pouvoir traiter de tels cas. On peut aussi légitimement se demander si ces phases de
propagation discontinues par rapport au parameétre de chargement sont encore du ressort de l’approche
quasi-statique sur laquelle s’appuie toute la démarche et s’il ne vaudrait pas mieux réintroduire la
dynamique et les effets d’inertie. Cette question n’a pas recu a ce jour de réponses définitives.

Bien que la propriété n’ait été établie que dans le cadre restreint ou la fissuration dépend d’un
seul parametre, on peut espérer qu’elle reste vraie dans un cadre plus général. On propose, a titre
d’exercice, de le vérifier dans le cas du probleme de décollement d’un revétement.

Exercice 9.3. Reprendre le probléeme de décollement d’un revétement et vérifier que ’énergie totale
est une fonction strictement convexe de (¢1,02). Montrer que la solution trouvée minimise [’énergie
totale, a t fixé, par rapport a ({1,02) sur [£9,00)x [£9, 00).

Appliquons la propriété précédente en distinguant les cas ou 'on travaille & déplacement contrdlé
de ceux ou l'on travaille a force controlée. Pour simplifier, nous supposerons que 1’énergie de fissuration
est proportionnelle & ¢, i.e. D(£) = G/, I'énergie totale devenant 2

(g, 8) = §R(O)G* + Gl ou E(Q,0) = —5S(0)Q° + Gl

suivant que I'on contréle le déplacement ¢ ou la force Q).

Propagation progressive a force imposée. Pour que I’évolution de la fissuration soit continue
sous force imposée croissante, il faut et il suffit donc que S'(¢) soit une fonction décroissante de /,
autrement dit que la souplesse de la structure S soit une fonction strictement concave de la longueur
de la fissure.

Propagation progressive a force imposée <= Souplesse strictement concave

Quand cette condition est satisfaite, la fissure commence se propager quand

2G.
S'(lo)

Q=Q.=

Ensuite la longueur de la fissure £ et le déplacement ¢ sont donnés en fonction de la force Q) par
(=(5)7126¢/Q). a=5(0)Q.

Dans un diagramme force-déplacement, la réponse a donc I’allure de celle représentée dans la figure 9.7.
Un tel comportement est dit durcissant ou avec écrouissage.

2. En fait, on peut toujours se ramener a cette situation dans le cas ou la fissuration ne dépend que d’un parameétre
en faisant le changement de variable ¢ — d = D(¢). L’énergie s’écrit alors t2P;(d) + d. Ce changement de variable a de
plus le mérite de faire apparaitre la “bonne” quantité physique qu’est le rapport taux de restitution d’énergie potentielle
sur taux de création d’énergie de fissuration.
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Propagation progressive a déplacement imposé. Pour que I’évolution de la fissuration soit
continue sous déplacement imposé croissant, il faut et il suffit que R’(¢) soit une fonction croissante de
£, autrement dit que la rigidité de la structure R soit une fonction strictement convezre de la longueur
de la fissure.

‘ Propagation progressive a déplacement imposé <= Rigidité strictement convexe

Quand cette condition est satisfaite, la fissure commence se propager quand

[ —2Ge
TRV R

Ensuite la longueur de la fissure £ et la force () sont données en fonction du déplacement ¢ par
-1
0= (R)7(=2Gc/¢%), Q=R(0q.
Comparons avec le cas ol 'on controle la force. On a en fait 'implication suivante

S concave =— R convexe.

En effet, comme R =1/S >0, on a R’ = —5'/5% et R” = 25/*/S3 — §”/S2. Donc R” > 0si §” < 0. On
a donc la propriété fondamentale suivante

’ Propagation progressive a force imposée = Propagation progressive a déplacement imposé

Mais la réciproque n’est pas vraie. Ceci peut aussi se voir dans la relation force-déplacement. Calculons
dQ/dq, en utilisant que

*R'(0) = —2G. et 2qR'(¢) + qQR”(E)fZ =0,
iQ ,odl RI(0? S"(0)

On voit donc que si S est concave, alors R est convexe et la force croit, ce qui est conforme au résultat
obtenu précédemment. Mais si S et R sont convexes, alors la force décroit. La réponse a donc I'allure
de celle représentée dans la figure 9.7. Un tel comportement est dit adoucissant.

Propagation brutale a déplacement imposé. Supposons enfin que la rigidité soit une fonction
concave de la longueur de la fissure. La souplesse est alors nécessairement convexe et la fissuration ne
peut étre contrdlée ni en force, ni en déplacement. Si l'on écrit toutefois le bilan d’énergie de Griffith
lorsque la fissure évolue, on obtient —¢?R’(¢) = 2G.. En paramétrant la courbe force-déplacement par
la longueur de fissure, on a
2G 2G
q= 7,C7 Q= ,7(:
—R(¢) S'(¢)
et, a la fois, la force et le déplacement décroissent quand la fissure progresse. La réponse a ’allure de
celle représentée dans la figure 9.7. On appelle cela un snap-back.
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Q-

durcissant
adoucissant
snap-back

|
dc
FIGURE 9.7 — Les trois réponses-types dans un diagramme force-déplacement

En pratique, on peut rencontrer des combinaisons de ces comportements-types. La réponse peut
étre d’abord durcissante, puis adoucissante. Elle peut au contraire présenter d’abord un snap-back
avant d’étre adoucissante. De tels exemples sont proposés en exercice.

Exercice 9.4. On reprend [’essai de la poutre DCB en supposant maintenant que la demi-hauteur
de la poutre est variable, h = h(z). On se propose de calculer ’évolution de la fissuration et de
montrer que suivant la fonction h(x) on peut avoir des comportements durcissants, adoucissants ou
une combinaison des deux. On utilisera toujours l'approximation de ’énergie élastique fournie par la
théorie des poutres. La relation entre la force Q) et le déplacement q pour une fissure de longueur £ est
donnée par

¢ $2
4=5(0Q. S(0) = ;/0 s

1. Montrer que si h(x) = ho(xz/h1)P ot ho et hy sont deux constantes positives et 2/3 < p < 1, alors
le comportement est durcissant ;

2. Montrer que si h(z) = ho (1 + (x/h1)*) ou ho et hy sont deuz constantes positives, alors le com-
portement est adoucissant pour des faibles longueurs de £, puis durcissant.

3. Chercher des formes de h(x) de facon a ce qu’il y ait un snap-back sur une plage de valeurs de £.
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Résumé des caractéristiques de la loi de Griffith. Dans la théorie de Griffith, [’évolution de
la fissuration est gouvernée par un principe de minimisation d’énergie : la structure développe plus
ou moins sa fissuration de facon da minimiser son énergie totale, somme de son énergie potentielle
et de son énergie de fissuration. En développant sa fissuration la structure augmente son énergie
de fissuration, mais en contrepartie diminue son énergie potentielle. La structure doit donc trouver
un équilibre entre les deux, équilibre qui fixe son état de fissuration. Cet “Equilibre dynamique”
qui €volue avec le chargement doit tenir compte de lirréversibilité de la fissuration qui ne peut
qu’augmenter. Dans le pire des cas, cet équilibre peut ne pas exister, ce qui se traduit par la rupture
brutale de la structure. Il peut arriver aussi que cet équilibre ne soit atteint qu’aprés une phase
de propagation instable durant laquelle la fissuration croit sous chargement constant. Les exemples
courants montrent que la fissuration est un phénomene adoucissant qui en se développant diminue
progressivement les capacités de résistance de la structure, les charges supportables devenant de plus
en plus faibles. Ceci en fait un phénomeéne plus dangereux que la plasticité, nécessitant un contréle
continu des structures en service.

9.3 Le trajet des fissures

O\T

!
ANNANNNNNNNNNNNNN
(\S)

o)
—
Fi
—

FI1GURE 9.8 — Trajet d’une fissure en élasticité plane.

Dans la loi de propagation de Griffith telle que nous ’avons présentée et utilisée jusqu’ici, nous
avons supposé connu le trajet de fissuration. Si I'on veut trouver le trajet, il faut introduire un critere
supplémentaire. En effet, si 'on se place en élasticité plane et si I’on suppose a priori que la fissure
se propagera suivant un arc simple, il faut déterminer la position de la pointe de la fissure a chaque
instant, soit deux fonctions scalaires qui peuvent étre soit celles donnant les coordonnées de la pointe
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t +— (x1(t),x2(t)) en fonction du temps, soit la fonction s +— 6(s) donnant orientation de la fissure
en fonction de I’abscisse curviligne et la fonction ¢ — ¢(t) donnant I’abscisse curviligne de la pointe
de la fissure en fonction du temps. Optons pour cette deuxieme description. La connaissance des
deux fonctions s — 0(s) et t — £(t) suffit effectivement pour déterminer 1’évolution de la fissure. En
particulier, la courbe I' représentant le trajet spatial de la fissure s’obtient par intégration. En effet
en paramétrant la courbe par son abscisse curviligne, la fonction ¢ — z(¢) est donnée par

¢ l
z(0) = z(0) —|—/0 cosf(s)ds e —i—/o sinf(s)ds e.

Le critere d’Irwin K(t) = K¢ ou le critere de Griffith G(¢) = G ne fournissent qu’une équation. En
supposant le trajet connu, ils permettent de déterminer au mieux t — £(t). Ils sont susceptibles de
dire quand la fissure peut se propager, mais ils ne peuvent pas dire comment elle doit se propager.
Autrement dit, ce qu’il manque est un critere donnant 'orientation s — 6(s) de la fissure. Cette
question est délicate et n’a pas regu a ce jour une réponse définitive. Plusieurs criteres ont été proposés,
le plus souvent sur des bases empiriques, mais tous souffrent de défauts plus ou moins rédhibitoires.
Nous nous limiterons dans cette section a présenter les deux qui sont le plus couramment utilisés
dans le cas de matériaux isotropes. Nous commencerons par le Principe de Symétrie Locale que nous

comparerons ensuite au critere de stabilité dit du G-maz.

9.3.1 Le Principe de Symétrie Locale

Le principe de symétrie locale repose sur 1’idée intuitive que si une fissure est en mode I au moment
ou elle se propage, alors par “raison de symétrie” elle ne changera pas de direction. Le point clé consiste
a supposer que la réciproque est vraie, i.e. que si une fissure se propage sans changer de direction, c’est
qu’elle est en mode I. Pour bien comprendre la portée de cette hypothese et formaliser le principe, il
faut s’intéresser a la question du changement de direction d’une fissure et ses conséquences en terme
de singularités 3.

FIGURE 9.9 — Branchement d’une fissure en élasticité plane.

3. Il existe un réel probleme de vocabulaire pour définir cette notion de changement de direction. Les deux mots
branchement et bifurcation qui sont le plus souvent employés sont ambigus. On préférera toutefois le premier au deuxieme
qui avec son préfixe bi suggere que le trajet de la fissure se divise en deux branches. Malheureusement, ces deux mots
sont considérés comme synonymes dans le langage courant. Les anglo-saxons utilisent le mot kink, ce qui a au moins le
mérite d’étre clair.
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Considérons une fissure en élasticité plane dont le trajet est une courbe simple. Supposons qu’a
I'instant ¢ la pointe de la fissure soit au point géométrique z (de la configuration de référence) d’abscisse
curviligne ¢ et que 'orientation de la fissure a cet instant soit caractérisée par I’angle 6~ que fait la
tangente a la fissure en z avec la direction fixe e;. A cet instant, la singularité au point x est caractérisée
par les deux facteurs d’intensité de contraintes K| et Kj;. Supposons que la fissure se propage a partir
de cet instant, i.e. que la pointe de la fissure quitte le point z & l'instant ¢, que la fissure s’oriente dans
la direction 67 et que cette propagation soit continue en temps, cf Figure 9.9. Il y aura branchement
si 01 # 6~ et on note [0] 'angle de branchement

[0] =0+ — 0~

A un instant ¢/ > ¢ apres le branchement la pointe de la fissure est au point d’abscisse curviligne ¢/ > /.
La singularité a la pointe est toujours du méme type, mais les facteurs d’intensité de contraintes ne
sont plus les mémes, notons les K|(¢') et Ky (). Faisons tendre ¢’ vers ¢ (par valeur supérieure). Du
fait de la continuité en temps supposée, £’ tend vers £. On montre alors que les facteurs d’intensité de
contraintes tendent vers une limite a priori différente de K; et Kj;. On note ces limites K|* et K|;* :

Ki* = lim Ki(), Ky = lim Ky (#').
" = lim (t), K lim n(t’)

On montre aussi, cf [4], que ces limites que 'on appellera facteurs d’intensité des contraintes apres
branchement ne dépendent que des facteurs d’intensité avant branchement (K, Kj) et de I'angle de
branchement [#]. De fagon précise, la dépendance de (K;*, Ky/*) en (K|, Ky) est linéaire, les 4 coefficients
les reliant dépendant de ’angle [#]. Ces coefficients sont notés F;;, 1 < i,j < 2, et la relation entre les
FIC s’écrit donc

Ki* = Fu([0D)Ki + Fi2([6]) K,

K||* = Fgl([[e]])K| + FQQ([[@]])K”.

I n’existe malheureusement pas de formules analytiques permettant de calculer les coefficients F;(()
pour toute la plage (—7, 7) de valeurs possibles pour . On peut toutefois obtenir un développement li-
mité au voisinage de ( = 0, ¢.e. pour des faibles valeurs de ’angle de branchement. Ces développements
limités sont donnés ci-dessous.

Fi(¢) = 1-38C+ (G — 5)¢" + (5o — 7o + 1h380)¢° + O(CY)
Fio) = =3¢+ (5 +30)C + (& — oz + 1)+ O(C1)
Q) = 3¢ (5= + 5)C+ (521 + 352 — 5290)¢” + 0
FpC) = 1-(H+3C+ G+ 2 - 2+ 0.

Pour des valeurs “finies” de ’angle de branchement, il faut avoir recours au calcul numérique. On
obtient ainsi les graphes des Fj;(() qui sont représentés sur la figure 9.10. On peut remarquer quelques
propriétés particulieres de ces coefficients
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FIGURE 9.10 — Graphe des coefficients F;; donnant les facteurs d’intensité de contraintes apres bran-
chement en fonction de I'angle de branchement (.

1. Pour des raisons de symétrie, F; et Fby sont des fonctions paires de (, alors que Fis et Fby
sont des fonctions impaires.

2. On a Fj;(0) = 0;; et donc K|* = K| et K;* = K|, §’il n’y a pas de branchement.

3. On a Fjj(£m) = 0. La singularité “disparait” si I'on envisage un branchement faisant repartir
la fissure de la direction d’ou elle vient.

Muni de ces propriétés des singularités lors d’'un branchement, formulons précisément le principe de
symétrie locale.

Principe de Symétrie Locale. Une fissure se propagera sans changer de direction si et seulement
st elle est en mode I a l’instant de la propagation :

[fIt) =0 = Kiy@t)=0.

Ce principe permet de calculer 'angle de branchement sous réserve que la propagation soit continue
en temps. On a en effet le résultat suivant

Angle de branchement. 5i la propagation est continue en temps et si elle suit le Principe de
Symétrie Locale, alors, auz instants ou il y a changement de direction de la fissure, ’angle de bran-
chement est tel que le Facteur d’Intensité des Contraintes aprés branchement Ky * est nul. Autrement
dit, la fissure branche de fagon a se retrouver en mode I. L’angle de branchement [0] est donné par
l’équation

F21([[6]])K| + FQQ([[@]])K” =0,

ot K et Ky sont les FIC avant branchement.
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PREUVE. Supposons que la propagation est continue et que la fissure branche & l'instant t. Alors,
aux instants ultérieurs ¢’ proches de t, la fissure se propageant sans changement de direction, on doit
avoir d’apres le Principe de Symétrie Locale Kj(#') = 0. En passant & la limite quand ¢’ tend vers t,
on obtient par définition de Ky*, 0 = limy |, Kjj(¢') = Ky*. Ceci fournit 1’équation (non linéaire) pour
langle de branchement [6]. O

9.3.2 Le Critére du G-max

Nous n’avons exploité que tres partiellement le principe de stabilité de Griffith. En effet, 'idée de
ce principe est de dire qu’une fissure se propagera si on peut trouver une “direction” de propagation
possible telle que le taux de restitution d’énergie potentielle associé soit plus grand que le taux de
création d’énergie de fissuration®. Or, comme nous avons supposé jusqu’ici le trajet de fissuration
connu, nous n’avons testé que la direction de propagation suivant le trajet pré-défini. En envisageant
d’autres directions, nous allons obtenir des informations sur le chemin que peut emprunter la fissure.

Plagons-nous dans le méme cadre que celui ol nous avons présenté le Principe de Symétrie Locale,
i.e. en déformations planes, milieu linéairement élastique, homogene, isotrope. Supposons que la fissure
se propage continiment en temps suivant une courbe I' dont ’équation paramétrée par ’abscisse
curviligne est ¢ — z(¢). Il s’agit de trouver des propriétés de cette courbe pour que le critere de
stabilité soit satisfait. Plagons-nous a un instant ¢ ou la pointe de la fissure est au point P = z(¢(¢))
ou la tangente a I' fait 'angle 67 () avec l'axe 1. Testons la stabilité de cet état de la structure en
envisageant un petit segment de fissure supplémentaire ¥; de longueur h faisant un angle ¢ avec la
tangente a la fissure en P, cf Figure 9.11. Le chargement étant celui de 'instant ¢, le taux de restitution

fll |

I(#)

FIGURE 9.11 — Branchement virtuel servant a tester la stabilité de I’état de la structure a 'instant ¢

d’énergie potentielle G(() associé a ce branchement virtuel dans la direction ¢ est donné par

G(¢) = — lim + (P(t,F(t)UEh)fP(t,F(t))>.

4. On utilise en fait la contraposée pour formuler le probleme d’évolution : a chaque instant 1’état de fissuration doit
étre tel que dans toute direction de propagation “physiquement” envisageable le taux de restitution d’énergie potentielle
doit étre inférieur ou égal au taux de création d’énergie de fissuration.
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Il dépend évidemment de ¢ mais aussi de la géométrie de la structure, de ’état de fissuration I'(¢) et
du chargement. Pour que I’état de la structure a I'instant ¢ soit stable, il faut donc que

] Critere de stabilité élargi  :  G(¢) < Ge, V(¢ € (=, 7). \

Supposons maintenant que la fissure se propage continument a l'instant ¢t en s’orientant dans la
direction 07 (¢) et notons [0] = 61 (t) — 6~ (t) angle de branchement. Le taux de restitution d’énergie
potentielle réel est donc G([f]). En vertu du bilan d’énergie de Griffith, puisque la fissure se propage
continiment on doit avoir G([f]) = G¢. En comparant avec le critere de stabilité, on voit donc que
I’angle de branchement doit maximiser le taux de restitution d’énergie potentielle parmi tous les angles
de branchement possibles. Ceci constitue le principe dit du G-max.

Critere du G-max.. Si la propagation est continue en temps et si elle suit la loi de Griffith (dont
le critére de stabilité élargi), alors la fissure choisit son orientation de fagon a mazimiser son taux de
restitution d’énergie potentielle. On a

1. A un instant ot la fissure se propage, Ge = G([6]) = maxce(—rm G(C) ;
2. A tout instant, G > maxXce(—r r) G(C)-

9.3.3 Comparaison des deux criteres

Avant de comparer les deux criteres de branchement, notons que le critere du G-max est une
conséquence du critere de stabilité élargi de Griffith, alors que le principe de symétrie locale n’a pas
d’origine physique claire (en dehors de la notion un peu vague de symétrie). Notons aussi que le critere
de stabilité peut s’utiliser dans un cadre bien plus large que celui ot nous nous sommes placés, alors
que le principe de symétrie locale est limité aux milieux isotropes en élasticité plane. Dans ce cadre
restreint, il est cependant légitime de les comparer. On peut montrer, mais nous ne reproduirons pas
la démonstration, que ces deux criteres ne sont pas équivalents et qu’ils prédisent en général des angles
de branchement différents (mais proches). Toutefois, ils coincident dans une situation particuliere, tres
utile en pratique.

Equivalence des critéeres. Toujours sous I’hypothése que la propagation est continue en temps, le
Principe de Symétrie Locale et le critére du G-max prédisent tous deux que la fissure se propage sans
changer de direction si et seulement si la fissure est en mode 1.

PREUVE. Cette propriété est ’essence méme du principe de symétrie locale. Il s’agit donc de montrer
que le critere du G-max donne le méme résultat. On utilise pour cela la formule d’Irwin (qui s’applique
toujours dans le cas d’un branchement en remplacant les facteurs d’intensité de contraintes avant
branchement par ceux apres chargement) :

1—v?
6(0) = ——— (KI"(O)? + Ku"(0)?).

Montrons d’abord que si Kj; = 0, alors G(¢) est maximal en ( = 0. Si K;; =0, on a

_1—1/2

G(Q) = —— (Fi(Q)* + P (0% K.
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Comme Fi1(0) = 1 et Fp1(0) = 0, il faut vérifier que F11(¢)? + F»1(¢)? < 1, V¢ # 0. On peut faire
cette vérification au voisinage de 0 a I'aide des développements limités des Fj; : Fi1(¢ )2 + F51(¢ )2 =
1—¢2/2+ 0O(¢*). Ailleurs, la vérification est numérique, cf Figure 9.12.

Fi1(¢)? + Fo1(¢)?
1.0

0.8
0.6
04

0.2

T S S EE SR . C/ﬂ'

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 9.12 — Vérification numérique que G(¢) est maximal en { = 0 quand K;; = 0.

Montrons la réciproque : si G(¢) est maximal en ¢ = 0, alors K;; = 0. Si G(({) est maximal en ¢ = 0,
en écrivant que %(O) = 0, on tire des propriétés des fonctions Fj; et de leur dérivée en 0 que K|K;; = 0.
Il faut donc que soit K| = 0, soit Kj; = 0. Si K; = 0 alors, on devrait avoir F12(¢)? + F2(¢)? < 1, V¢,
ce qui est manifestement impossible compte tenu des développements des fonctions au voisinage de 0,
Fi2(0)? + Fy(0)? =1+ (3/2 — 8/7%)¢? + O(¢*). On doit donc avoir Kj = 0. O

9.4 Au dela de la théorie de Griffith

Cette courte section a vocation de pointer quelques défauts et lacunes de la théorie de Griffith
et de donner quelques pistes possibles pour y remédier. Mais évidemment chacune de ces questions
mériterait que ’on y consacre beaucoup plus de temps.

9.4.1 Initialisation de la fissuration

Dans tous les exemples que nous avons traités jusqu’ici, nous avons toujours supposé 'existence
d’une fissure initiale dans la structure. On pourrait arguer que c’est conforme a la réalité, tout objet
contenant des défauts des sa fabrication. Toutefois, la vraie raison est que la théorie de Griffith n’est
pas vraiment capable de rendre compte de la nucléation d’une fissure dans une structure. On peut
le voir sur la formule donnant les facteurs d’intensité des contraintes aux pointes d’une fissure de
longueur 2¢ dans un milieu infini avec une contrainte uniaxiale a l'infini, cf Chapitre 7, page 175 : K|
et Ky sont proportionnels & ov/Z, G est proportionnel & o2/ et tend donc vers 0 quand ¢ tend vers 0.
Si on adopte le critere de Griffith (ou celui d’Irwin), on voit qu’il faut une contrainte de l'ordre de
\/Gc/¢ pour faire se propager une fissure de longueur ¢ et donc a la limite une contrainte infinie pour
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nucléer une fissure. Ceci peut se voir aussi en termes d’énergie. Comme G est la dérivée de 1’énergie
potentielle par rapport a la longueur de la fissure, en intégrant les expressions précédentes on voit que
la restitution d’énergie potentielle due a la nucléation d’une petite fissure de longueur ¢ est de I'ordre
de 02¢? alors que I'énergie de fissuration vaut G.f. Par conséquent, 'apport d’énergie potentielle est
trop faible pour créer ’énergie de surface nécessaire.

On peut généraliser ce résultat et montrer qu’il n’est pas possible de faire apparaitre une fissure
en un point intérieur d’une structure a partir du critere de Griffith. Mais ce résultat reste vrai méme
en fond d’entaille ou pourtant les contraintes sont infinies en raison de la présence d’une singularité.
Montrons-le en nous placant en élasticité anti-plane pour simplifier les raisonnements. Nous utilisons
les notations du chapitre précédent. Considérons une structure contenant une entaille dont 1’angle est
2w, qui est fixée sur la partie du bord dp€) et est soumise a des forces antiplanes T sur la partie
complémentaire du bord dn€2 avec T' = 0 sur les bords de 'entaille. Les forces volumiques sont nulles.
On sait, cf le chapitre précédent, que les déplacements et contraintes solutions, notés & = Ees et
o = o3re, + 03g€y, sont singuliers a la pointe avec une singularité de la forme : a

™

£ =Kr%inaf+---, o= puKar® (sinafe, +cosalbey) + -, a=g-.

L’énergie potentielle de la structure saine est P(0). Introduisons une petite fissure I'y de longueur ¢ a la

Dy Q

FIGURE 9.13 — Les différents domaines au voisinage de la pointe de I’entaille

pointe (sa forme et son orientation sont sans importance). L’énergie potentielle de la structure fissurée
a 1’équilibre sous le méme chargement est P(¢). Il s’agit d’évaluer la restitution d’énergie potentielle
due a la fissure. Nous allons montrer que

0 < P(0) — P(¢) < C2 (9.6)

ol C est une constante positive ne dépendant que de la structure saine. Ceci suffira pour conclure
car comme w < m, on a 2a = w/w > 1 et donc G(0) = limy_,o(P(0) — P(¢))/¢ = 0. Selon le critére de
Griffith, la fissure ne peut pas nucléer.

Pour prouver (9.6) nous allons utiliser le théoréme de 1’énergie complémentaire qui dit dans notre
cas que —P(¢) minimise 1’énergie élastique par rapport a ’ensemble des champs statiquement admis-
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sibles de la structure fissurée :
—P(¢) = min 'L
res(0) Jo 2p
avec

S(W)={r : divr =0dans Q\ Ty, 7-n=Tsur OyQ, 7-n=0surIy}.

Construisons un champ de contraintes statiquement admissible en s’appuyant sur le champ de contraintes
solution ¢ de la structure saine. Comme ce champ est a divergence nulle au voisinage de la pointe de
I’entaille et que les contraintes sont nulles sur les bords de I’entaille, on peut introduire la fonction

d’Airy 9 et écrire
100w

=000 70T o
La fonction d’Airy est nulle sur les bords de I’entaille et a un comportement en r® au voisinage de la
pointe de l'entaille (la partie singuliere de 1) est exactement uKr® cosaf). On construit le champ de
contrainte 7 en utilisant une fonction d’Airy de la forme f(r)iy :

L8(F) o(fo) 0 si 0<r</
TST:—;W’ T30 = ar s f(’l“) = 7"/6—1 si £§T§2£
1 sinon

Si on note D; la partie de €2 incluse dans la boule de centre la pointe et de rayon [, le champ 7
est nul dans D, et coincide avec o en dehors de Doy . On vérifie facilement qu’il est statiquement
admissible (en particulier, 7 - n est continu aux bords des différents domaines). Utilisons-le pour avoir
une majoration de P(0) — P(¢) (on sait déja que P(0) > P(¥)) :

0<P(0)—P(f) < /Q;AL(T-T—U-a)dQ

. 1
= / Mdﬂ+/ —(1-7—a-a)dQ
D, 2M Do \D, 2p

Doe\Dy 2p

Or 73, = fos, et donc 73, ~ £971 dans Doy \ Dy. De méme, 739 = /1) + fozg = ¥/l + fosg et donc
T3, ~ £*~1 dans Doy \ Dy. Donc / Do\Dy L 7dQ ~ 2% ce qui fournit I'estimation (9.6) cherchée.

Conclusion : La théorie de Griffith ne permet pas de rendre compte de la nucléation d’une fissure,
méme en fond d’entaille.

La raison de cet échec incombe au fait que 'on autorise des contraintes infinies dans la théorie
de Griffith. Une fagon de “tuer” les singularités et de faire apparaitre dans la théorie un seuil sur
les contraintes est de tenir compte des forces de cohésion qui sont inévitablement présentes pres de
la pointe de la fissure, la ou les levres ne sont pas suffisamment éloignées I'une de l'autre. On fait
ainsi d’une pierre deux coups : on se débarrasse du concept physiquement incorrect de contraintes
infinies et on obtient un critere de nucléation des fissures. C’est 1’essence de la théorie de Barenblatt
que nous ne développerons pas. Evoquons simplement 1’idée de base qui consiste a faire dépendre la
densité d’énergie de fissuration du saut de déplacement (alors que dans la théorie de Griffith, c’est la
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FIGURE 9.14 — Modele de Barenblatt : la densité d’énergie de fissuration (a gauche) et la contrainte
de cohésion (a droite) en fonction du saut de déplacement normal

constante G¢). On introduit donc une densité surfacique d’énergie de fissuration ¢ pouvant dépendre
du point, de 'orientation de la fissure et du saut des déplacements. Placons-nous pour simplifier en
mode I, seul le déplacement normal étant discontinu. En prenant une densité d’énergie de fissuration
de la forme ¢([€,]) ol ¢ est une fonction définie pour les [€,] > 0 (pour respecter la condition de
non-interpénétration), nulle en 0, croissante, concave et tendant asymptotiquement vers G¢, on obtient
par dérivation par rapport & [£,] la contrainte normale de cohésion : o, = ¢'([£,]) qui est positive,
décroissante de o, = ¢/(0) a 0. C’est la contrainte o, qui joue le role de contrainte seuil (I’équivalent
d’un critere de traction maximale) et qui intervient dans la nucléation des fissures.

Une fois que la fissure est apparue, une zone cohésive demeure en pointe de fissure et s’adapte de
fagon a ce qu’il n’y ait plus de singularités. Ce faisant on introduit dans le modele une longueur ca-
ractéristique £, du matériau, par exemple le rapport £. = 0./Gc. Cela se traduit par des effets d’échelle
différents de ceux de la théorie de Griffith. Mais d’autres problemes surgissent dans la modélisation.
Outre la difficulté a identifier expérimentalement la fonction ¢, se pose le probleme de comment
prendre en compte l'irréversibilité de la fissuration. La encore, une infinité de possibilités s’offrent au
modélisateur et des choix sont a faire en relation avec les phénomeénes observés. Toutes ces questions
sont du ressort de la recherche actuelle.

9.4.2 Fatigue

Toute structure soumise a des chargements variables de faible amplitude finit par se fissurer et
la fissure une fois créée continue a se propager jusqu’a la rupture complete de la structure si I'on
maintient ce type de chargement. C’est évidemment un des dangers qui guette toutes les structures
qui sont soumises & des chargements cycliques et qui nécessite des controles réguliers. Au niveau de la
modélisation, il est clair que le modele de Griffith ne permet pas de rendre compte de ce phénomene.
En effet, reprenons 'exemple de la poutre DCB soumise a des cycles de charge-décharge. On a vu
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qu’apres la premiere montée en charge ou il peut y avoir eu propagation de la fissure, toutes les
autres phases de décharge jusqu’a 0 et recharge jusqu’au niveau maximal de la premiere montée sont
réversibles. La fissuration n’évolue plus. Il faut donc modifier le modele. C’est Paris, un ingénieur
américain travaillant dans ’aéronautique, qui le premier a proposé une loi empirique sur la base de
résultats expérimentaux. Les essais consistent & mesurer sur des éprouvettes normalisées, telles les
éprouvettes CT, 'avancée d’une fissure a chaque cycle en fonction de I'amplitude du chargement, la
structure étant sollicitée en mode I comme pour la mesure de la ténacité. Les résultats sont représentés
dans un diagramme (d¢/dN, AK)), ¢ représentant la longueur de la fissure, N le nombre de cycles (qui
est en général tres grand et est donc traité comme une variable continue) et AK; = Kipnax — Kimin
est I'amplitude du chargement exprimée en terme du facteur d’intensité des contraintes. Dans un
diagramme log-log, on obtient des courbes qui ont ’allure de celle représentée sur la figure 9.15. On y

loe 2€
&N

log AK|
log Kip, log Kic

FIGURE 9.15 — Courbe expérimentale typique obtenue dans un essai de fatigue sous chargement cy-
clique

distingue plusieurs régimes :

1. En dessous d’une certaine valeur Ky, de AKj, il n’y a pas d’évolution de la fissure (ou plus
exactement pas d’évolution visible & 1’échelle du nombre de cycles explorée). C’est le domaine
dit d’endurance. Théoriquement en dessous de ce seuil, aucun risque de rupture n’est a craindre.
(Ce concept d’endurance est en fait tres discutable et tres discuté.)

2. Pour des valeurs de AK| légerement supérieure a Ky, la courbe est concave avec des variations
rapides de la pente, mais I'avancée de la fissure a chaque cycle reste faible. C’est le régime de
la fatigue a trés grand nombre de cycles.

3. Pour des valeurs de AK| intermédiaires entre K, et Kic la courbe est pratiquement rectiligne
avec une pente m dépendante du matériau et de l’environnement. La loi d’évolution de la
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fissuration est donc une loi puissance

dl

— = CAK™ 9.7

o = 0K (9.7)
ou C' est 'autre constante permettant de positionner la droite sur le diagramme. Elle dépend
aussi du matériau et de 'environnement. C’est le domaine de la fatigue a grand nombre de
cycles, celui qui est le plus étudié et celui sur lequel s’est basé Paris pour proposer la loi (9.7)
qui porte son nom.

4. Pour des valeurs de AK| proches de la ténacité K¢, la courbe devient convexe avec une variation
tres rapide de la pente lorsqu’on approche Ki.. On est dans le domaine de la fatigue a petit
nombre de cycles.

5. Pour des valeurs de AK| supérieures a Kjc, il y a rupture de 1’éprouvette lors du premier cycle
en conformité avec les résultats sous chargement monotone qui ont inspiré les lois d’Irwin et

de Griffith.

Une des explications qualitatives du phénomene de fatigue est qu’a 1’échelle “microscopique” toute
modification du sens du chargement (décharge ou recharge) s’accompagne d’une dissipation d’énergie
qui est directement liée a 'amplitude du chargement. Cette dissipation est faible lors d’'un cycle et
peut donc étre négligée tant que 'on ne s’intéresse qu’au comportement a court terme et & petits
nombre de cycles. Par contre, par un effet d’accumulation, le phénomene devient visible et ne peut
plus étre négligé lorsque le nombre de cycles augmente.

Au niveau de la modélisation, si la loi de Paris (9.7) est d’utilisation facile, elle péche par le fait
qu’elle ne vaut que dans des conditions tres particulieres (chargement cyclique de forme et d’amplitude
bien précis). Comme en pratique les structures sont soumises a des chargements variables de forme
trés complexe, il faut proposer des méthodes pour leur trouver un équivalent en termes de chargement
cyclique ou de séquences de chargement cyclique pour pouvoir utiliser la loi de Paris. Il manque
clairement un modele général faisant le lien entre les lois de Griffith et les lois de Paris que l'on
pourrait utiliser pour n’importe quel chargement. Une des pistes explorées actuellement est d’utiliser
les lois du type Barenblatt avec forces cohésives.
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Annexe A

Fiches de synthese
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Elasticité 1

e Comportement élastique linéaire (sans précontraintes)
— Relation contrainte-déformation :

cas général 04 = Cijklifkla Eij = Sijklo'kl

. 1+v v
cas ISOtI‘Ope D04 = )\akkéij + 2/16@', Eij = TUij - EUkk(Sij

A, i @ coefficients de Lamé, FE : module d’Young, v : coefficient de Poisson

)\_(1+V)V(E1—21/)’ 2M_lfl/’ E_W’ QV_)\—/i\—,u
— Positivité des coefficients élastiques :
cas général o Cyjrigiger >0, Ve # 0, Sijuoijor >0, Vo # 0
cas isotrope D 3A+2>0, w>0, E>0, —1<l/<%

e Probléme-type d’élastostatique linéarisé
— Données :
() : configuration de référence, X :interfaces, f : forces volumiques
dp) : partie du bord ot les déplacements sont imposés, £ : déplacement imposé
OnQ : partie du bord ot les forces sont imposées, T : force surfacique imposée

— Inconnues :
£ : champ des déplacements, ¢ : champ des contraintes, ¢ : champ des déformations

— FEquations :

A . 9o
équilibre volumique 3 +fi=0 dans Q\X

Lj
conditions aux limites & = 5{1 sur OpQ),  oyjn; = T; sur Oy = 00\ Op2
conditions de continuité : [&] =0, [o4]n; =0 sur ¥

o0&,

compatibilité D 2 = ai + 6:2 dans Q\ X
comportement 0 0y = Cijren dans Q\ X
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|Elasticité II

e Formulation variationnelle de I’équilibre
— déplacements cinématiquement admissibles : ce sont les champs de vecteurs réguliers qui
vérifient les conditions aux limites en déplacement,

Cz{é*:ﬁ—ﬂ&g’ [E]=0 sur X, §*=§d sur 8DQ}.

L’ensemble C des déplacements cinématiquement admissibles est un espace affine dont 1’espace
vectoriel associé est Cy,

Co={§*:§—>R3 : [[§*ﬂ:Q sur %, §*:Q sur 81)(2}.

— déplacements rigides admissibles : ce sont les éléments de Cy dont les déformations associées
sont nulles,

R = {§* €C : g(§) =0dans Q}

— contraintes statiquement admissibles : ce sont les champs de tenseurs symétriques réguliers qui
vérifient les équations d’équilibre et les conditions aux limites en contraintes,

S:{g*:ﬁ—ﬂ\\ﬂg cdive™+ f=0dans Q\E, [¢"]-n=0swr¥E, ¢g"-n=17T sur BNQ}.

— travail des efforts extérieurs donnés : le travail des efforts extérieurs donnés dans le champ de
déplacements virtuels * est la quantité Wext(£*) suivante

Wext(f*)=/Qf-g*dn+/aNQT-£*dS-

— Principe des Travauz Virtuels : un champ de contraintes ¢* est statiquement admissible si et
seulement si la condition suivante est vérifiée

/QU* Fe(€)dQ = We(£7), V€™ €Co

oo
ox yi 8561 '

— condition nécessaire d’équilibre : il existe des champs de contraintes statiquement admissibles
seulement si la condition suivante est satisfaite

ot £(§) désigne le champ de déformations associé a £, i.e. 2¢4;(£")

Wext(£5) =0, V&* € R.
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| Elasticité III

e Théoréme de 1’énergie potentielle
— formulation variationnelle du probleme d’élastostatique : le champ de déplacements § est solu-
tion du probleme d’élastostatique si et seulement s’il vérifie le probleme variationnel suivant

£eC ot /Q Conieif (©)en(E7)dR = Were(€9),  VE* € Co.

— énergie potentielle : a un champ de déplacements cinématiquement admissibles " € C on
associe ’énergie potentielle P(£¥)

PIE) = | 5C0usy(€)20(€ )R~ WenlS),

— théoreme :le champ de déplacements { est solution du probleme d’élastostatique si et seulement
s’il minimise 1’énergie potentielle parmi tous les champs de déplacements cinématiquement
admissibles,

£eC et PE) <P, V& eC.

e Résultats généraux

— existence d’une solution : sous réserve de régularité suffisante des données, le probleme
d’élastostatique admet une solution si et seulement si la condition nécessaire d’équilibre est
satisfaite.

— wunicité de la solution : quand une solution existe, le champ des contraintes et le champ des
déformations solutions sont uniques alors que le champ des déplacements solution est unique a
un déplacement rigide pres.

— formule de Clapeyron : si C est un espace vectoriel, i.e. si C = Cy, alors la solution vérifie la
formule de Clapeyron,

P(E) = — Weel©)
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Forces généralisées et déplacements généralisés

On se contente de résumer ici ces notions dans le cas des conditions aux limites envisagées dans le
probleme-type d’élastostatique linéarisé.

e Parametres de chargement

— données en forces surfaciques : on suppose que 1’ peut s’écrire comme une combinaison linéaire
de m distributions de forces surfaciques données, T'(z) = > ", QT (x) sur OyQ ot les T sont
données (fixées) et les m coefficients (Q1,--- ,Qm) sont des forces généralisées variables dans
R.

— données en forces volumiques : on suppose que f peut s’écrire comme une combinaison linéaire
de n distributions de forces volumiques données, f(z) = > 1" Qmys f (z) dans Q ou les f sont
données (fixées) et les n coefficients (@41, , @m+n) sont des forces généralisées variables
dans R.

— données en déplacement : on suppose que §d peut s’écrire comme une combinaison linéaire de
p déplacements donnés, fd(g) =3, Gmansivt(x) sur OpQ ol les u’ sont donnés (fixés) et les
p coefficients (Gm4n+t1, - o s @m+n+p) sont des déplacements généralisés variables dans R.

e Parameétres duaux

— déplacements généralisés associés aux T® : & un champ de déplacements virtuels £* on associe

les m déplacements généralisés (q1(£%), -, gm(£")) définis par -

¢(&7) = /6 in - £4dS.

— déplacements généralisés associés aux f :a un champ de déplacements virtuels £* on associe
les n déplacements généralisés (gm+1(€%), - , Gm+n(£*)) définis par

qm+i(§") = /Q fhegrda.

— forces généralisées associées auxr u' : & un champ de contraintes virtuelles ¢* on associe les p
forces généralisées (Qmin+1(c”), -+, @minip(c”)) définies par

IS]

Qmin+i(a’) = / u' - g% -n dS.

apﬂi

e Propriété
Si £* est cinématiquement admissible et si ¢* est statiquement admissible, alors on a

m+n m+n—+p
[ocian=3 Qule)+ Y Qe
Q =1 i=m-+n+1
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Comportement élasto-plastique 1

e Décomposition des déformations

déf. élastique + déf. plastique

partie sphérique + déviateur

Relation contrainte-déformation

cas général

matériau isotrope

Relation déformation-contrainte

cas général

matériau isotrope

e Critere de plasticité en plasticité parfaite

cas général

critere de Von Mises

critere de Tresca

g£=5:¢

1
e = —%Tr(g>£+ Eyg
fl@) <0
[ fonction convexe, f(0) <0
Ocq i= %é:ggac

max; j |o; — oj| < o

e Loi d’écoulement avec régle de normalité en plasticité parfaite

cas général

critere de Von Mises

(incompressibilité plastique)

o 0f =0 si f(g) <0
&P =n-=(a), =

= 0z >0 sif(a)=0
¢ — 31 s, 7:]:0 S%O‘eq<0'c
= 20, = 1712>0 sioyg =0
(Trgp:())
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Comportement élasto-plastique II‘

e Critéres de plasticité avec écrouissage (cas général)

cinématique : fle—-X) <0

X : contrainte interne (variable en temps)

isotrope . f(g/R) <0
R : parametre d’écrouissage (croissant en temps)

cinématique et isotrope : flle—X)/R) <0

e Lois standards avec critéere de Von Mises et écrouissage

écrouissage cinématique linéaire : \/ % (s — heP) : (s — heP) < o

= 2 (s~ her)

= 20,

h : module d’écrouisage (constant) > 0

3n
écrouissage isotrope 3s:5<0 eP = S
g p 2= =2 — C(p)7 = QUc(p) 2
p : déformation plastique cumulée, p = %gp 1 gP

o.(p) : contrainte critique croissante avec p

e Calcul du multiplicateur plastique pour des lois standards

(Lio):c:c)

1>

plasticité parfaite, cas général o= 8f( T af( | si f(g)=0

—(0):C: =—(c

0o~ = 0a =

A+
.y . . . (s
plasticité parfaite, Von Mises D= ———"— 8l 0Oy =0
Oc
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Calcul de structures élasto-plastiques 1

e Condition initiale

déformation plastique initiale  eP(z,0) =eb(z), z e

vérification de la compatibilité des

. . cf polycopié page 118
conditions initiales

e Equilibre et Conditions aux limites

équilibre volumique o diva(z,t) + f(z,t) =0, zeQ\X, t>0
conditions de Dirichlet  E(z,t) = 4, ), z€0dpQ, t>0
conditions de Neumann o oa(z,t)-n(z) = T(z,1), zeINQ, t>0

e Compatibilité des déformations totales

déformation vs déplacement : 2e(z,t) = VE(z,t) + VE(z, )T, z€Q\X, t>0

. . 0%cij 0%e 0%¢; 0%¢;
équations de compatibilité : A Mo ik gt

0x0x; O:Biﬁmj_amjaxl 0x;0x}

en général, £° et € sont incompatibles et seul € est compatible.
e Conditions de continuité

continuité aux interfaces o €z, t) =0, [al(z,t) -n(z)=0,zeX, t>0

définitions des sauts c [f(z) = fH(z) — f(2),
fE(z) = limpyo f(z £ hn(z))

e Comportement élasto-plastique : cf fiches précédentes

e Résultats généraux

— wunicité des contraintes : il existe au plus un champ de contraintes solution du probleme
d’évolution d’une structure faite de matériaux élastiques parfaitement plastiques standards.

— unicité des déplacements et des déformations plastiques : en plasticité parfaite, on n’est pas
assuré de I'unicité des déplacements et des déformations plastiques.

— existence d’une solution : il existe au moins une solution au probléeme d’évolution d’une
structure faite de matériaux élastiques parfaitement plastiques standards tant que les charges
appliquées restent a l'intérieur du domaine (convexe) des charges supportables.
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Calcul de structures élasto-plastiques 11

Hypotheéses adoptées pour cette fiche et la suivante
comportement : le matériau est élasto-plastique parfait et satisfait le principe du travail maximal

de Hill,

IS}

€S, (c—c*):éF >0, Vo*eSs.

chargement : le chargement est un chargement a forces imposées et est défini par un nombre
fini de parametres, Q = (Q1,- -+ ,Qn).

déplacements cinématiquement admissibles : C est un espace vectoriel, C = Co.

travail des efforts extérieurs donnés : il se met sous la forme

Wet(£) =Y Qii(§7), V& eC
i=1

et les conditions nécessaires d’équilibre sont satisfaites : ¢;({*) = 0, V" € Ro, Vi.
problemes d’élasticité associés : on appelle g' le champ des contraintes solution du probleme
d’élasticité (sans déformation plastique) associé au chargement tel que Q; =1 et ); = 0 pour

J# i

Champs de contraintes statiquement ou plastiquement admissibles
contraintes statiquement admissibles avec Q :

a” tel que /QU*:E(S*)dQ = ZQiQi(é*)y vt e C.
i=1

contraintes plastiquement admissibles :

g* telque o"(z) €S(z), Vze

Charges élastiquement supportables

n
Q. = { QeR" : Z Qigi plastiquement admissible}

=1

Charges supportables
Qp = { Q € R" : do*statiquement admissible avec @ et plastiquement admissible}

Charges limites : ce sont les charges @ sur la frontiere de Q).
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Calcul de structures élasto-plastiques 111

e Fonction d’appui du convexe S de M?

définition générale i ms(g) = SUPyes T - €.
. Oc %g e siTre=0
convexe de Von Mises o mm(e) = ='= =
B +00 si Tre #0
0- .
—(le1]| + |e2| + |e3]) si Tre =0
convexe de Tresca : omr(e) =4 2 =
a +00 si Tre #0

e Puissance dissipée plastiquement (vitesse est synonyme de déplacement virtuel)
champs de vitesses réguliers . D(E) = [ ms(e(€))dD
champs de vitesses discontinus . DY) = fﬁ\z ms(e(£))dQ + [ ms([€] @5 n)dX.
finitude de la puissance dissipée
dans le cas d’incompressibilité plastique, la puissance dissipée est finie seulement si le champ

de vitesses est a divergence nulle dans les parties régulieres et avec une discontinuité purement
tangentielle sur les surfaces de discontinuité, i.e.

dive* =0 dans Q\3X, [§] - n=0 sur X.

e Caractérisation énergétique des charges supportables
— définition équivalente des charges supportables :

Qp = {Q eER" : V& eC, DE)> ZQiqZ’(f*)}
=1

— approche par l'extérieur de Q) : on se donne un champ de vitesses cinématiquement admissibles,
i.e. §* € C. On sait que toutes les charges @Q telles que

D(£") < Z Qiqi(§")
=1

sont non supportables. En conséquence si D(£*) < 400 et si ¢;(§*) # 0 pour au moins un 4,

alors on élimine ainsi un demi-espace de charges.
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Rupture I : les concepts généraux de la rupture fragile|

e Les conditions aux limites sur les lévres des fissures

[€]:=¢" - ¢

En un point ou la fissure est ouverte

{non contact :  [¢]-n >0

non cohésion: o-n=20

En un point ou la fissure est fermée

{contact : [€] - n=0

non frottement : ¢ - n colinéaire a n

e Les singularités a la pointe d’une fissure en milieu isotrope

mode I (ouverture)

[[§]]'ﬂ:8(1—u2)%\/;+...

[N
|+

O

mode II (glissement)

[€]t =8(1 — 1/2)%\/;_1_...

mode III (déchirure)

IS

_ 4K||| r
Hé]] Qz - /1/ 271' +

€.

Les facteurs d’intensité des contraintes Kj, Kj, Ky sont des grandeurs globales (dépendant de la
géométrie, du chargement et du matériau constitutif de la structure) dont I'unité est MPa,/m.
Exemple : Pour une fissure de longueur 2¢ en milieu infini et soumise & une traction uniforme

o a Dinfini,
Ky =ovl.

245




Rupture II : le critere de propagation d’Irwin

e Ténacité et critéere d’Irwin
La ténacité K|. est une grandeur caractérisant la fragilité du matériau. Le critere de propagation
d’Irwin dit qu’une fissure en mode I se propage lorsque le facteur d’intensité des contraintes K;

atteint la valeur critique Kjc.

Critere d’Irwin {

e Mesure expérimentale de la ténacité (couplée a un calcul numérique)

|

si K| < Kic, pas de propagation

si K; > K., propagation certaine

On usine une fissure dans une éprouvette normay

h\ fissure de fatigue

lisée, on mesure la charge a laquelle la fissure sg
propage, on calcule le K| en supposant un com;
portement élastique et un état de déformations

planes, on en déduit K.

A A
e Valeurs de la ténacité pour quelques matériaux
Matériau E Kic G
(GPa) (MPam'/?) (Jm™?)

Diamant 1000 4 15
Verre (Silice) 70 0.75 8
Mica 170 1.3 10
Composites a fibres de carbone 200400 20-25 1000-3000
Pate de ciment 20 0.5 10
Béton 30 1-1.5 30-80
Acier 200 20-200 50-50000

e Dépendance de la ténacité

250 T T T

avec la température

200

Kic (MPa/m)

Courbe empirique pour un acier de dépendancg
de la ténacité par rapport a la température et l¢
phénomene de transition fragile-ductile.

100

246



Rupture III : les grandeurs énergétiques de la théorie de Griffith

e Le taux de création d’énergie de fissuration

Le théoreme de I’énergie potentielle pour un objet fissuré
Le théoreme de I’énergie potentielle s’applique toujours a un milieu élastique fissuré avec des
conditions aux limites de contact unilatéral sans frottement entre les levres des fissures : pour
un chargement et un état de fissuration donnés, le champ de déplacement a 1’équilibre est celui

qui possede la plus petite énergie potentielle parmi tous les déplacements cinématiquement
admissibles.

Les énergies associées a la structure en équilibre dans un état de fissuration I’

L’énergie potentielle : P(I') = mingry P(£¥)

L’énergie de fissuration (Griffith) : D(I') = / Ge(z, n(z))dS
r

Le taux de restitution d’énergie potentielle

P(T) — P(Ty)
aire(I',) — aire(T")

cas général : G =limy_,g

dP
cas d’une fissure en 2D : G = —%(6), ¢ longueur de la fissure

cas d’une fissure en 3D : G = / G(Q)v(¢)d¢
or

v(¢) vitesse normale de propagation sur le front o'

D('») — D(T)
aire(I',) — aire(T")

cas général : D’ =limj,_,g

cas d’une fissure en milieu isotrope : D’ = G,

e Lien avec les singularités : Formule d’Irwin (matériau isotrope)

1— 2
fissure en déformation plane : G = EV (K% + Kyp?)
, : . 1,
fissure en déformation antiplane : G = Q—Km
7
1-v? 2 2 1 2
fissure en 3D : G((¢) = I (Ki(¢)* + Kn(¢)*) + ZKHI(C)
. s oLz 1 - V2 2
lien entre la ténacité Kic et G¢ : G¢ = z Kic




Rupture IV : la loi de propagation de Griffith

e Cas “général”

Hypothéses
état de fissuration dépendant de n parameétres 2 0(t) = (01(t), - - Ln(1))
énergie potentielle a 'instant ¢ pour 1’état de fissuration £ : P(¢,£)
énergie de fissuration pour I’état de fissuration ¢ :D(¢)
Les trois principes régissant a chaque instant t I’évolution de £(t)
Condition d’irréversibilité : £;(t) >0, Vi
oP ob
s Tité ._oF < ‘
Condition de stabilité o, (t,L(t) < o, (e(t)), Vi
OP oD .
Bilan d’énergi =t L(t) + =— i(t) =0, Vi
ilan d’énergie (8& (t, (1) + ar, (E(t)) li(t)y=0, Vi
e Cas de chargements dépendant d’un parameétre ¢ croissant
- parameétre quelconque . P(t,0) = 2P1(X)
- force controlée t = Q . P(Q,0) = —% S(¢)Q?
S(¢) = souplesse de la structure fissurée, ggs >0
- déplacement controlé ¢ = ¢ : P(q,0) = % R({)q?

R
R(¢) = raideur de la structure fissurée, R <0

oY,

e Cas d’un chargement monotone a un parametre et d’une fissuration a un parametre

Condition d’irréversibilité : £(t) > 0

Loi d’évolution de t — £(t) Condition de stabilité C—t2PL(e(t) < D'(4(t))

Bilan d’énergie : (t2P’1 (e(t)) + D’(ﬁ(t)))é(t) =0

248




Rupture V : quelques propriétés de la loi de Griffith

e Démarrage de la propagation. On se place dans les conditions suivantes :
1. La structure est soumise a un chargement monotone t;
2. La fissuration dépend de n parametres £ = ({1,--- ,£,) et ’état initial est £ ;
3. P1(£) et D(£) sont des fonctions contintiment différentiables de /.

Alors la charge de démarrage de la propagation est

oD 2
L 2673-@0)
c — llgnjlgn 7_@(£ )
8€j =0

e Propagation progressive ou propagation brutale. On se place dans les conditions sui-
vantes :

1. La structure est soumise a un chargement monotone;
2. La fissuration ne dépend que d’un parametre ¢ et D({) = G./;

3. £+ Py({) est strictement décroissante et continiiment dérivable.

Le résultat fondamental.

(i) Le probleme d’évolution de Griffith admet une solution t — ((t) continue dans l’intervalle
de temps [0,T] durant lequel la fissure croit de €y a {1 si et seulement si P (¢) est strictement
croissante sur l'intervalle [£y, {1].

(i1)) Lorsque cette solution continue existe, alors elle est unique et, a chaque instant t, £(t)
minimise l'énergie totale E(t, 1) = t>P1(£) + Gl par rapport a £ sur Uintervalle [(g, (1].

Les réponses globales possibles.

Q
Q Q : force généralisée,
r q : déplacement généralisé,
R(¢) : raideur, S(¢) : souplesse
‘= 2G.
Phase de propagation : £ > fy, _QRC;(K)
_ (o}
“=Vsw

durcissant
adoucissant
snap-back

durcissant  si S <0

adoucissant si S" >0 et R’'>0
q snap-back  si R’ <0

I
dc
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Annexe B

Formulaire
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B.1 Coordonnées cylindriques ou polaires
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coordonnées base orthonormée
T = rcosb grzcosegm+sin9§y
y =rsinf Qez—sin9§$+cosegy
z €,
gradient divergence
o 8f 1 af af . o 1 a("ﬂgr) 1 850 852
V= T 0% T 9. We="o Tian o
laplacien rotationnel
10605
r 00 0z
10 of 1 0%°f  O%*f _ o0& 0&,
Af—rar(%r)mam 922 el e
18(7‘69) _ 1857’
r Or r 00
gradient vectoriel déformations linéarisées
9 106 & 9% s ye 106 06 &
or r 00 r 0z " or ’ " 00 or r
08 10& | & 0% 108 | & 0 O&,
v = — —_— e s = - —_— p—
Ve or r 00 + r 0z 00 = oh + r 212 0z + or
o, 10e 06 oe L. 106 0%
o ros 0z =T g, 02T 00 T 0

divergence d’un champ de tenseurs symétriques

diveg =

0oy 1 0o g 0oy Orr — 000
or r 00 0z r
Oogr  10ogg  0Oog. 209,
or r 00 0z r
0o 1 0.9 0o, Ozr
or r 00 0z T
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B.2 Coordonnées sphériques

Z
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coordonnées base orthonormée
x = rsin 6 cos ¢ gr:sin@cosqﬁgl,+sinﬁsin¢gy+cosé?gz
y = rsinfsin ¢ ep = cosfcospe, +cosfsinpe, —sinbe,
z=rcosf €y = —singe, +cospe,
gradient divergence
_of 10f 1 of .. 100 1 A(sinf &)  0&
V= 8r§r+7“89§9 rsin@&b% divg = r2  or +7"sin0 00 + )0
laplacien rotationnel
1 (8(sin0§¢) B 859)
2 rsin @ 00 d¢p
rot & = 1 9& _ 18(7‘@;)
1 o of - rsinf d¢p r Or
+72 " 0 % (sin 980)
r Or r 00
déformations linéarisées
- o0&, % — 1857" % — é;@
Err = or 0 r 00 or r
106 | & 196 & 9%
— _—— _ 2 = _ _—
=06 ro0 Ty o T b oe v | or
1 &y &r 1 0&y 19y
= _— S 9 _ — - PR,
€4 rsin¢9<8¢ + cos §9>+ . 204 rsin9<8¢ COSO€¢)+T80

divergence d’'un champ de tenseurs symétriques

0 20, — —
I +cosbomg | + Orr — 966 — 9¢¢
0¢ r

Jo. rr 1 do r 1
or r 00 rsin 6
divo — dog, 1 Oopy 1 80’9(;5
2= or r 00 rsinf \ J¢
do or 1 Jdo 0 1 do b
or r 00 rsinf \ 0¢

— 3
+ cos @ 209 Ud)d)) + 6r
r r
3
+ 2 cos 00¢9) + T
,
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Notations

A quantité non soulignée = scalaire

A quantité soulignée une fois = vecteur (A4;)

A quantité soulignée deux fois = tenseur ou matrice (A;;)

éT transposé du tenseur A

A quantité soulignée quatre fois = tenseur d’ordre 4 (A;jx)

® produit tensoriel

a®b  produit tensoriel de a et b = tenseur (a;b;)

Ry produit tensoriel symétrisé

a ®sb produit tensoriel symétrisé de a et b = tenseur (% (a;bj + a;b;))
U;V; convention de sommation = ), u;v;

C:e  produit contracté du tenseur C' et du tenseur ¢ = tenseur (Cjjricr)
o-n produit contracté du tenseur o et du vecteur n = vecteur (aijnj)
E i€ produit scalaire des tenseurs E et € = 0y5¢45

[/l Saut de f sur une surface de discontinuité

13 dérivée par rapport au temps de ¢

|-l norme euclidienne

|| norme euclidienne du vecteur v = \/u-u

(fed] norme euclidienne du tenseur ¢ = /7 7@

C ensemble des champs de déplacements cinématiquement admissibles
Co ensemble des champs de déplacements cinématiquement admissibles a 0
& tenseur de rigidité

D énergie ou puissance dissipée

D(I')  énergie de fissuration de la structure dans 1’état de fissuration I"

E module de Young

e; i-eme vecteur de base

E domaine de réversibilité dans I’espace des déformations

E énergie totale
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tenseur ou champ des déformations
partie symétrique du gradient de §
déformation critique

déformations élastiques
déformations plastiques

o

™ || ||
Py
|
N—

]

[ 11
S

G taux de restitution d’énergie potentielle
Gc densité d’énergie de fissuration

K, Kii; Kin - facteurs d’intensité des contraintes

Kic ténacité

A coefficient de Lamé

Mg’ ensemble des tenseurs 3x 3 symétriques

7 module de cisaillement

N ensemble des entiers naturels

v coefficient de Poisson

Q configuration de référence

0p§} partie du bord a déplacement controlé

ONS2 partie du bord a force controlée

P énergie potentielle

TS fonction d’appui du convexe S

P(t,T) énergie potentielle de la structure en équilibre & 'instant ¢ dans ’état de fissu-
ration T’

Q force généralisée

q déplacement généralisé

Qe ensemble des charges élastiquement supportables

Qp ensemble des charges supportables

R ensemble des nombres réels

R ensemble des champs de déplacements rigides admissibles

R coefficient de raideur

S ensemble des champ de contraintes statiquement admissibles
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VIl

[

Oeq

Z1|S]
o

SIS
o

=

tenseur de souplesse

coefficient de souplesse

déviateur des contraintes

contrainte équivalente de Von Mises

tenseur ou champ des précontraintes

domaine de réversibilité dans I’espace des contraintes
contrainte critique

tenseur ou champ des contraintes

trace d’un tenseur

vecteur ou champ des déplacements
potentiel élastique

travail des efforts extérieurs donnés
potentiel élastique dual

travail de déformation

vecteur position
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adoucissement, 58, 129, 209, 221 critere de Von Mises, 99
approche par I'extérieur, 130

approche par l'intérieur, 130 déformation €lastique, 84

déformation plastique, 84
bande de cisaillement, 115, 138 déformation résiduelle, 59
déformation thermique, 23
déformation totale, 84
déformations de Green-Lagrange, 13
déformations planes, 25
déplacement généralisé, 42
déplacements rigides, 12
déplacements rigides admissibles, 38
déformation plastique cumulée, 88
déplacements admissibles a 0, 32
Deuxieme Principe de la Thermodynamique, 92
dislocation, 63
domaine d’élasticité, 85
domaine de réversibilité, 85

charge élastiquement supportable, 128
charge limite, 115, 122, 129-138
charge limite élastique, 115, 127
charge potentiellement supportable, 130
charge supportable, 131, 133
chargement cyclique, 115
cinématiquement admissible, 31
coefficient de dilatation thermique, 23
coefficient de Poisson, 20

coefficients de Lamé, 20

coefficients de raideur, 42, 46
coefficients de souplesse, 42, 46

coercivité, 23 ' ductile, 61

comportement élastique, 19 durcissant, 220

conditions aux limites mixtes, 16 durcissement, 59, 80, 129
conditions de compatibilité, 13

conditions de Dirichlet, 16 écrouissage, 80

conditions de Neumann, 16 écrouissage cinématique linéaire, 87
cone des normales extérieures, 96 écrouissage matériel, 122, 150
configuration déformée, 11 écrouissage structurel, 115, 122, 129, 150
configuration de référence, 11 effet Bauschinger, 87

contrainte équivalente, 99 effet Mullins, 59

contrainte effective, 147 effets d’échelle, 217

contrainte interne, 147 endommagement, 59

contrainte résiduelle, 115, 139 endurance, 233

contraintes de Cauchy, 14 énergie complémentaire, 37
contraintes de Piola-Kirchhoff, 14 énergie de fissuration, 197-200, 232
convention de sommation, 13 énergie dissipée, 78, 82, 143

critere de cisaillement maximal, 106 énergie dissipée par frottement, 83
critére de plasticité, 85 énergie dissipée, 78

critere de Tresca, 99 énergie élastique, 77, 78, 82, 83, 91
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énergie potentielle, 36, 143, 187, 203
énergie totale, 143

équations de Navier, 25

essai de flexion SENB, 177

essai de traction-torsion, 112

essai sur éprouvette CT, 177

Facteurs d’Intensité des Contraintes, 155
fatigue, 115

fluage, 62, 115

fonction d’Airy, 26
fonction d’appui, 133
fonction seuil, 85

force généralisée, 42
forces de cohésion, 166
forces de contact, 167
formule d’Irwin, 191
formule de Clapeyron, 39
fragile, 61

front de fissure, 174

G-max, 224
gradient de la transformation, 12

hypothese des petites perturbations, 13, 116

Inégalité de Clausius-Duhem, 92
incompressibilité plastique, 98
indépendant des vitesses, 84
interpénétration, 173
irréversibilité, 201

lois standards, 89

mécanismes de ruine, 136

Méthode des Eléments Finis, 35
matériau hyperélastique, 23
matériau isotrope, 20

modele viscoélastique de Kelvin-Voigt, 71
modele viscoélastique de Maxwell, 71
mode d’ouverture, 173

mode de déchirure, 174

mode de glissement, 173

mode I, 173

mode II, 173

mode III, 174

module d"Young, 20
offset, 112

plasticité, 59

plasticité avec écrouissage, 86

plasticité parfaite, 86

Postulat de Drucker-Ilyushin, 89

potentiel élastique, 19

potentiel élastique dual, 20

Principe de Symétrie Locale, 224

Principe du Travail Plastique Maximal, 89
probleme d’évolution, 115

probleme incrémental en temps, 142
propriété de réciprocité de Maxwell-Betti, 47
puissance de la singularité, 155

quasi-statique, 84

relaxation, 62
réversibilité, 19

snap-back, 221

statiquement admissible, 32
striction, 60

surface seuil de plasticité, 85

ténacité, 177

taux de création d’énergie de fissuration, 200
taux de restitution d’énergie potentielle, 187
tenseur d’écrouissage, 87

tenseur de déformation plastique, 84
tenseur de rigidité, 19

tenseur de souplesse, 19

tenseur des contraintes, 14

tenseur des contraintes internes, 109

tenseur des déformations, 12

tenseur des précontraintes, 23

variable d’état, 84

vecteur déplacement, 11

vitesse de déformation, 61
vitesses virtuelles admissibles, 32
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