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Chapitre 1

Cadre Mathématique

Définitions 1.1 Soit ﬁ un espace vectoriel sur un corps K. Un espace %ﬁne de direction E est un
ensemble non vide E muni d’une application (M, N) — m de Ex E —

1-pour tout triplet (M, N, P) de points de E : M N + ﬁ =M

2- pour tout point O C E Dapplication M € E — 5]\7 € ﬁ est bijective.Les éléments de E s’appellent
des points, ceux de des vecteurs. On appelle dimension de l’espace affine E la dimension de [’espace

vérifiant :

vectoriel E.

Définitions 1.2 On dira qu’un espace affine E est Euclidien lorsque sa direction ﬁ est munie d’une
structure euclidienne donnée. Si cette direction est de plus orientée, on dit que E est affine Fuclidien
orienté.

Remarque 1.3 on considérons dans ce cours E espace affine euclidien orienté de dimension n > 2 .

Définitions 1.4 Soit E un espace affine. On appelle transformation affine de E toute application affine
bijective de E dans lui-méme. Les transformations affines de E constituent un sous-groupe (pour la
composition) du groupe des permutations de E. Le groupe des transformations affines de E est appelé
groupe affine de E, et noté GA(E)

Remarque 1.5 Noton B(E,) l’ensemble des base Ordonnée de ’espace Vectoriel Fuclidien E,.

Remarque et Définition 1.6 Une base de E,, est systéme (ey, .. e,) den vecteur linéairement indépen-
dants de E,, et peut donc etre identifier & un point de Uespace produit (E,)"™ que nous noterons B(E,,) ;
il est d’ailleurs facile de prouver que B(E,) est Ouvert de (E,)™.

Définition 1.7 On appelle Repére affine de E est un n-uple (A; e, ...,a) formé d’un point A de E et
d' une base (e_f, ...,e_,z) de E, : en d’autre terme c’est un point de E X B(E,)

Propriétés 1.8 soit l’application&déﬁmt sur E et f sa partie linéaire .Si R = (A; e, ...,e_n>) est un
repére de E alors p(R) = (p(A4); f(e1), ..., f(e?i) = R’ est le repére image de R par ¢
Inversement,si R = (A;e1,....en) et R = (p(A); f(e1),.... flen)) deuz repere de E,il existe une
bijection affine ¢ de E tel que o(R) = R'.En particulier ¢ envoie R sui R'.cette bijection est définit
par la condition suivant : p(A+ > ze;) = A+ > xie; (%) avec 1, ..,x, €R
—

%
Propriétés 1.9 si ¢ un bijection affine qui envoie R = (A;eq,...,e,) sur R = (A';€},...,el) soit un

%
isométrie < Vi, j e {1,.;:n} tel que &; e_j> =e; €



Démonstration.
Soit M = (x;)1<i<n, P = (yj)1<j<n € E dans le repére R et M’,P’ leurs image par ¢

} %
donc d’aprés (x) on a M/Pr= 3" (y;_xz;)e}.
— n n n
Alors || MiP) 2= Sy (i) €] 2= S0y S0y (i) wsaj)€) € (1)

Alors || MP 2= S0, S0, (i) ;- 2,) @ & (2)
Or ¢ est un isométrie donc (1) = (2) En effet : on utilise le Lemme suivant . |

Lemme 1.10 pour un endomorphisme [ € l(E) soit antisymétrie ,il suffit qu’il existe une base (?Z) C
E tel que Vi, j € {1,.;n}; f(e]) & + f(e]) & =0

Inversement si f € l(E) antisymétrie cette propriété est vrai pour tout B(E)

Démonstration.

Soit une base (€;) C E et f € I(E) alors ¥ VeEOna: f(7)7 =i 2= fe)e Ai);

or f antisymétrie si et seulement siV Ve E, f(7)7 =D ) feh)er xx =0

d’ou le résultat. ]



Chapitre 2

Notion de repére mobile a K
parametres

Définition 2.1 Un repére mobile de E o K-paramétre est une application de la forme p : A — EX
(En)" u— (A(u); m{ en(u)) avec A C RF est un domaine

telle que : Yu € A, m, ,a)l(u)) base de E, et les deux fonction A: A — FE et e A — E, sont
Continue sur A

Remarque 2.2 1— Le repére mobile p continue sur A.
2— Si les deuz application A et €, de CP (resp. p—fois différentiable) Alors le repére mobile est de
C? (resp. p—fois différentiable)

Définition 2.3 On appelle base mobile de E définie sur A tout application A — B(En) continue
En particulier est une application 8 : A — (E,)",u — (e1(u ,...,e_n>(u)) avec €] : A — E, sont
Continue sur A et Yu € A, (el(u; oy (w)) base de E,

Remarque 2.4 3 de C? si e, : A — E,, de CP

Théoréme 2.5 soit E orienté .
sip: A — Ex B(E,) Un repére Mobile avec A C R¥ est un domaine Alors Yu,v € A ,p(u) et p(v)
ont la méme orientation

Démonstration.

soit u € A fixé . les composition m e
Yv € A. on a les determinant des vecteurs (
continue sur A

on a 6y(u) =1,0r (€1 (v), ..., en(v)) forment une base alors &, ne prend jamais la valeur 0

Alors §,, prend des valeur = 0.d’ou le résultat [

é“J,

(v) dans la base fixé H = (&] (u), ..., e, (u)) sont continue
T(v), ..., e (v)) soit 6,(v) avec v € A — &,(v) définie et

ol

Définition 2.6 Un repére mobile p de E est dit direct (resp. indirect) si Yu € A le repére p(u) est
direct (resp. indirect).

Ezxemple 2.7 soit A C R?,dim E = 3

on considére f : A — E, (u,v) — M(u,v) € CL, f définissant une nappe régulicre > de E
BM(u v)
N

St ﬁ(u v) = 8M(“ v) désigne le vecteur normale associé a la paramitrisation f
Alors ¥(u,v) € A,p(um) = (M(u,v) W, W ﬁ (u,v))
ce repéere joue un role dans la théorie des surface .



2.0.1 Bijections affines associées a un repére mobile

Définition 2.8 soit p : A — Ex B(E,) Un repére Mobile de E .pour tout (u,v) € A,on définit la
bijection affine U, ., de E qui envoir p(u) sur p(v) tel que U, ,(p(u)) = p(v)

Propriétés 2.9 1—les bijections affines V,, ,, sont tout direct en effet : d’aprés théoréme précédent
2—on a Yu,v,w € A Wy = Vy 00y, , Uy = (V)7 et Uy = Idg

2.0.2 Repéres mobiles indéformables

Définition 2.10 Un repére mobile p de E est dit indéformable si les bijections affines associées sont
des tsométries

Remarque et Définition 2.11 une isométrie du plan est un déplacement si elle conserve les angles
orientés. Les déplacements sont exactement les translations et les rotation
Pour que un repére p : A — Ex B(Ey) ,u — (A(u); e (u), ..., e, (1)) soit indéformable < M (u,v) =

(ei(u;,ej(u )i<ij<n indépendant de u € A

Définition 2.12 Un repére p = (A;e1,...,e,) est dit orthonormal si¥u € A, p(u) = (A(u); e (u), ..., &, (1))
est orthonormale. En particulier est indéformable.

2.0.3 Repére liée

Définition 2.138 soit p = (A;e_1>, ...,e_n>) et o = (3;717...,7n) deux repére de E définit sur le méme
A CR*. o

On dit que le repére " o liée a p "si les coordonnées B(u) et les composantes (fi(u))1<i<n dans le
repére p(u) sont indépendant de u € A.

I/

Propriétés 2.14 1—la relation " o liée a p " est relation d’equivalence.
2—0 liée a p & o et p admettent la méme famille de bijection affine (U, »)uvea.-En conséquences
tout repére mobile lié a un repére indéformable est indéformable.

Remarque 2.15 Dans le language de cinématique deuz repére mobile indéformables liés sont dit fixes
l'un par rapport a lautre.



Chapitre 3

Repéres mobiles & un paramétre

Soit ACTCR,1<i<n,etden+1 fonction continue A : I — E et e : I — E, tel que
Vi e I,(€1(t), ..., €n(t) forment une base de E,.

Définition 3.1
1—le repere est dit de C* si A et e de C*.
2— le repere est indéformable < la matrie E(t) = (€;(t), ?j (t))1<i,j<n est constante .
3—soit p = (A;e_f,...,e_n>) un repére mobile dérivable sur I C R , V¢t € I 3D, € I(E,), telle que :

Dy(7 (1)) = 45

Proposition 3.2 un repére mobile p indéformable il faut et il suffit VD, € I(E,,) antisymétrie .

Démonstration. N
VD, € I(E,) antisymétrie il faut et il suffit que l'on ait dﬁ”’ () + ddetj Eit)=0
ie : %(?i.?j) = 0.d’ou le résultat ]

Corollaire 3.3 si le repére mobile p est orthonormale donc indéformable alors il résulte que la matrice
de [Di](2,(t),... e (t)) e€st antisymétrie .

Remarque et Définition 3.4 considérant W (t) = (w;j)1<i j<n telle que V1 <1i <n, dd_e; =37, wij.?'

Théoréme 3.5 soit [ CR et §:1 — B(E,),t — (€1(t),..., €n(t)) une base mobile dérivable sut I.

pour que cette base soit orthonormale il faut et il suffit Ity € I, B(tg) orthonormale et ¥t € I, W(t)
définit par V1 < i <mn, d(gi = Z?Zl wij.?j (t) soit antisymétrie.

Démonstration.

il suffit de montrer la condition suffisante,pour cela on désigne oo = (e1,.. &,,) une base orthonormale
fixe de E,.

Notons Vt € I, B(t) = (bij)1<i,j<n lamatrice de passage de la base o a la base 5(t).

on a B(t) définit par €;(t) = S0, bij. €4 avec 1 <i < n.

j=1
d’aprés définition des w;; on a : df;i =0 e w;i (t).br; (). Tk

d’ou %T: Z?:l wj;(t).br;(t) sous forme d’interprétation matriciel on a : 42 = B(t). W (t)
alors % = (%)T = (BO)W)T =W @)T.Bt)T or W(t) antisymétrie

Alors W(H)T + W (t) =0
on a donc B(t).4BX 4 4B BT — B(t) {W ()" + W (t)}.B(t)T =0

d’ou 2(B(t).B(t)T) = 0 alors B(t).B(t)T = cte



or la matrice B(ty)est orthogonal donc B(to).B(to)? = Ig
donc ¥Vt € I, B(t).B(t)T = Ig,
d’ou la base (€1(t), ..., €n(t)) orthonormale pour tout t € I.d’ou le résultat ]

n

3.0.1 Fonctions liées a un repére mobile indéformable
Désignons p = (A; e, ...,a) un repére mobile indéformable définit sur I

Définition 3.6 Une fonction vectoriel 7 : I — FE, est dit liée au repére p si il s’écrit sous la forme
=", Ni.el(t) ou les \; désignent des constantes.
lors si dérivable © TV = Y A EO 5\ DR = DX ALEL(D) =
on a alors si p est dérivable : G- = Y Nimpr = Y i Ni.Di(€) = Di(D0, Niei(t) =
DV (1))

Définition 3.7 (Définition intrinséque de l’opérateur D) o

On considére Wy, la bijection affine de E qui envoie p(t) sur p(u) et par V., € l(E,) sa partie
linéaire

z —> 3 2 . n —} N P
te I fité NW € B, s’écrit W(t) = Y20, \i-e;(t) o les \; désignent des constantes.
T n
on a évidement W, (W)= 3", \;. e (u)
. \ P oy (W/) n del (t) n — n —

si le repere p est dérivable on a == =Y " A== = > N Dy(€) = Dy (D A€ (t) =

%
Dy (W (1))

O —
Alors [Nta’iiw)]t:u = Dy(W (1))

%
le vecteur W € E, est arbitraire donc on conclu d’aprés ce qui précéde I — I(E,),u — ¥y, est

tu

v
dérivable et aussi [—5=*|i=u = Dy

%
Alors Dy ne dépent que de t et de la famille (¥ ,,) des bijection affine associé au repére p.

3.0.2 Détermination d’un repére mobile par la donnée du champ de ses vi-
tesses

Théoréme 3.8 Soit (&, wij)1<i j<n un systéme de n+n? fonction numérique continue sur un intervalle
I C R et soit Ry un repére fixé quelconque de E,
pour chaque to € I,3! p = (4; ey e_n>) un repére mobile définit sur I tel que p(ty) = Ry et vérifiant
dA -
{ Vtilz G =3 &) €(t) et
de, _ > wji(t).e) (t) avec 1 <i < n}t)

dt
De plus si (&, wij)1<i,j<n de classe CP alors p de classe crtl
Démonstration.
soit A(t) = (zi)1<i<n € Ro et V1 <i < nve_i>(t) = (bji)i<j<n €p
) db; L. . .
On a {2 = D i1 &)y et Tt =370 wpi(t).byy avec 1 < i, j <n 10) puisque (x)
on a (xx) est un systéme différentiel linéaire & coefficient continue sur I ,il admet donc une solution
unique ,définie sur I et prenant un systéme de valeur
donnée au point to tel que x;(tg) =0 et bj;(to) = J; ; d’ott la premiére assertion .
la solution est bien définit En effet : on pose A(t) = det([bi;(t)])1<ij<n
dA(t
i = di{det(bi (Oisigsn} = (X1 wa®)-A()
or A(to) # 0 alors A(t) = A(to). exp( [,, (37—, wii(T))dT)
st (&, wij)1<ij<n de classe CP alors la 2°™° assertion résulte de la proposition précédent.




Remarque 3.9 (important)

1-Si Ry est orthonormal et ¥Vt € I, (w;;(t))1<ij<n est antisymétrie alors le repére mobile p obtenu
est orthonormal et de méme orientation que Ry

2—5i p indéformable alors Vt € I,(w;j(t))1<ij<n est appelée la matrice de rotation a l'instant
tdu repére mobile p.

3—5in = 3 nous aurons une interprétation cinématique de la matrice Vt € I, (w;;(t))1<ij<n €t la
donnée des fonctions (f@yw¢j)1gi,jgnéquivaudm ala

donnée du champ des vitesse de p & chaque instant t par rapport au repére p(t).



Chapitre 4

reperes mobiles indéformables en
dimension 2 ou 3

nous commencerons par | étude des repéres de E de dimension 3 ; le cas des repéres mobiles de E de
dimension 2 sera étudié a la fin du chapitre

4.1 Rotation instantanée d’un repére mobile indéformable de E
de dimension 3

Soit p : I — E x B(Es3);t — (A(t); €1(t); €2(t); €3(t)) un repére mobile (o un paramétre ) de
&3;défini et dérivable sur un intervalle I de R;et ;pour chaque t € I;soit Dy 'endomorphisme de FEsdéfini
par :

_d¥;
o dt
nous savons que le repére mobile p est indéformable si pour tout t € I l’endomorphisme D, est antisy-

Dy(¥4(t)) (i=1;2;3)

métrique. Or les endomorphisme antisymétrique de Es5(supposé orienté) sont de la forme : —
I? A ? ;0U ? désigne un vecteur fixé de E3
si le repére mobile p est indéformable ;il existe une fonction vectorielle
I — E3; t — Q(t)
vérifiant pour tout t € I ; la relation suivante (2)

e
1% _ Gy ai) (= 1:23)

%
les vecteurs € 1(t); e3(t); €5(t) étant indépendants .on notera que le vecteur S1(t) est défini
par la relation précédente.

Définition 4.1 1 : sip = (A;eq(t); €2(t); €3(t)) est un repere mobile indéformable de espace affine
= .. , .
euclidien orienté E ;le vecteur € (t) défini par (2) est appelé la rotation instantanée de ce repére pour

la valeur t du parameétre
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4.1.1 cas d’un repére orthonormal

soit p = (A; ?1; e_2>; ?3) un repére mobile orthonormal de E ;si on désigne par
= L
(p(t);q(t);7(t)) les composantes du vecteur §1(t) dans la base (e;(t))1<i<3 ;0mn a par application de

(2) :

def — . deg = = de3 — —
= Teg —qes = peEg —Trey, = (ge] — pea
dt qes; dt p At q p
d’ot :
— dej — dej —) de} — dey — dej —> de3
p=es.GF = el SGhg= el S5 = es G = ea. G = —el G (4)
lesrelations (4) permettent de determmer les fonctions p; q; r par derwatwn des fonctions e_1>; 6—2>; .

Remarque 4.2 On aumzt pu deﬁmr a priori trois fonctions p; ¢;r par les relations (4) et vérifier que la
fonction Q( ) = pei + qes +rés satisfait (2) :c’est un procédé élémentaire pour prouver Uezistence de la
fonction

Exemple 4.3 : Repéres de Frenet et de Darboux

L’introduction du vecteur rotation va nous permettre de donner une interprétation simple des formules
de Frenet et de Darboux

a) soit v un arc orienté de classe C3de E ;régulier et sans point d’inflexion ;défini par une paramétri-
sation normale : I — Eys — M(s)set soit F : s — (M(s); 7 (s); 7 (s); ?(s)) (sel)

la fonction repére de Frenet associée a cette paramétrisation c’est un repére mobile de classe C*sur
I ;vériﬁa%t les formules de Frenet % = ? et d? 7, dd? = —p? + 9?

d

G = 07; ou p et 0 désignent les fonctzons courbure et torsion de y
Par comparaison avec (3);on voit que la rotation instantanée de ce repére mobile est la fonction :

I — Ey;5 — W(s) = —0(s) 7 (s) + p(s)?(s) donc (5)

ﬁ:—a?%—pﬁ

b)soit > une nappe géométrique de classe C?de E ; et soit v un arc régulier de classe C*
tracé sur » ;défini par une paramétrisation normale I — $E ;s— P(s)
A cet arc est attaché un repére mobile ;appelé repére de Darboux soit :

s — (P( ); 7 (s): F(s); ﬁ(s)) (sel) verz'ﬁant les relations :
%
=7 ;dcz = pg? +pnh; ,g = _pg? 9 ) ds _pn? + 997

On; pg, 9 désignent respectivement la courbure normale ;la courbure géodésique et la torsion géodésique
de ~y .par compamison avec (8) ;on voit que la rotation instantanée de ce repére mobile est donnée par :

—

Q(s) = —99? —pnd + pgﬁ

4.1.2 Fonctions liées a un repére indéformable

Revenons au cas général d’un repére mob_i}le dérivable et indéformable p = (A; ?1; ?2; ?3)
de E ;dfinisurunintervalleldeR ;etsoit{) sa rotation instantanée .
Par définition ;une fonction vectorielle liée a p est une fonction de la forme :
I — E3;t — Xl?l(w + XQ?Q(t) + Xg?g(t)
ot X1; Xo; X3 désignent des constantes arbitraires ;une telle fonction esst dérivable sur I
rifie AV =5 X420 253 X QW) A= (B AV
et vérifie ;% = >0 X% Y XiQ)NEi=Q)AV(t)
De méme ;une application de I dans E;sera dite liée a p si elle est de la forme

10



4.1. ROTATION INSTANTANEE D’UN REPERE MOBILE INDEFORMABLE DE E DE
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ou x1;x2; x3 désignent des constantes arbitraires. Dans le langage de la cinématique ;une telle fonction
est appelée un mou’uement ponctuel lié a p .Une telle fonction est dérivable sur I et vérifie ;pour tout
tel: 9 —dd Gy n Aw)M(t)

Pour corma@tre les dérivées au point t de toutes les fonctions de cette forme ;il suffit donc de connaitre
les vecteurs 44 et Q( ).En général ces vecteurs sont définis par leurs composantes dans la base (€ ;(t))1<i<s;et

dt
on pose :

%
aa — a @1+ B +6¢5 A(t)=pe1+qeatres

4.1.3 Deétermination d’un repére orthonormal de £ de dimension 3 par la
donnée des fonctions «; 3;0;p; q;r

Théoréme 4.4 Soit («; B;0;p;q;7) un systéme de 6 fonctions numériques continues sur un intervalle T
de R ; et soit Ry un repére orthonomal direct de E Pour chaque ty € I ;

il existe un repére mobile unique p = (A €1; ?2, ?3) de E ; de classe C'sur I ; vérifiant

p(to) = Ro et :(te€l) @_a61+562+563,d?1_T?2—q?3;dd€2:p€_§—r?1

d—)
15— P17

de plus; ce repére est orthonormal et direct
cela résulte immédiatemment du théoréeme X.3.3 et du fait que la matrice W (t) est donnée ici par
0 —r(®) g
W(t) = (%) 0 —p(t) | elle est danc antisymétrique.
—q(t) pt) 0

4.1.4 Repére mobile orthonormal de £ de dimension 2

E de dimension 2. N

Dans le plan orienté E ;choisissons un repére orthonormal direct (fix€) (0; i ; j)

la donnée d’une fonction vectorielle I — Fo;t —> ?(t) de norme constante r et de classe

C? sur lintervalle I ; équivaut a la donnée d’une fonction numérique 0;de classe CT sur I
i - =

vérifiant : (Yt € I) € (t) =r(cosf(t) i +sinb(t) 5)

cette fonction 0 est une détermination continue de l’angle orienté ( v € (t))

on voit alors que la donnée d’un repére mobile orthonormal direct (A €1; € 2) de F ;

équivaut a la donnée d’une fonction A: 1 —;t — A(t) (définissant Uorigine du repere)

et d’une fonction numérique 6 : I — R ; vérifiant :

%
(%) ?1—c0591 +bln(9] ,?2——511192 —i—CObH]
le repére est de classe CT si; et seulement si; les fonctions A et § sont de classe CP
Par dérivation de (x) on obtient :
de d9— . de do—
() = a2 g = a1

Pour interpéter les relations (xx) ; identifions E avec un plan affine P de l’espace orienté
o E;et chois)issons un vecteur unitaire k orthogonal & P tel que le repére (0; i ; j ; k) soit direct .posant
U(t) = 01(t) k ;les relations (xx) équivaut a :

— —
ddetl:ﬁ/\?l ; des ﬁ

11
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4.2 Repéres mobiles indéformables & k paramétres de F de di-
mension 3

FE de dimension 3
N’ayant en vue que des applications cinématiques ; nous nous bornerons a l’étude des repéres mobiles
a k paramétres de E
L’espace E sera supposé orienté.
soit donc A un domaine de RF(k = 2);et soit
p: A — E X B(Es);u — (A(u); €1(u); €a(u); €3(u))
un repére mobile indéformable et différentiable défini sur A.

Notons (ug;...... sug) les coordonnées d’un point quelconque u € A et % la A —ieme
dérivée partielle d’une fonction quelconque f différentiable sur A
Pour chaque A = 1;2;....;k et chaque u € A ; nous définissons un endomorphisme Dy, de Espar les
conditions :
Diru(€i(t) = 5 —(u)(i =1;2;3)
U

et; du fait que le repére p est indéformable on déduit que cet endomorphisme est antisymétrique :les
A 5 . . - L. 9. — -
calculs sont les mémes qu’au X.5.4l existe donc un vecteur Q5(t); vérifiant : (1) Zt(u) = Qa(t) A€
(1=1;2;3)
= . . . . . N .

Ce vecteur §25(u) est appelé la rotation (instantanée) virtuelle du repére p au point u par rapport
a la variable uy ;nous dirons aussi que c’est la A — iéme rotation instantanée partielle .

En langage intuitif :le vecteur Qx(u) est la rotation instantanée du repére mobile & un paramétre
obtenu en faisant varier seulement uy ; cette interprétation permet trés souvent de déterminer sans calcul
les vecteurs ﬁA(u) (A=1;2;...;k) en s’appuyant sur le principe suivant.

Si; pour tout réel o assez voisin de 0; le déplacement qui envoie le repére p(us....;uy) sur le repére

p(ur;....;un + a;...;ug) est une rotation d’angle o autour d’un aze A ; alors la A — iéme rotation
instan_t)anée partielle x(u) du repére p au point u = (ug;...... sug) est le vecteur directeur unitaire de
laxe A.

Remarque 4.5 Soit : VA E,;u— Z§:1 X, i(u)

(ot X1; Xo; X3 désignent des constantes ) une fonction vectorielle liée au repére mobile p.
cette fonction est différentiable ; et ses dérivées partielles sont données par :

3 - 5
gfi(u) = ZngT:(u) = ZXzﬁ)\(U) A2i(w)

i=1 i=1
soit :

%
le symbole ZI;\:I Q \(u)duy (qui représente une forme différentielle a valeurs dans Ey,) sera appelé la
rotation infinitésimale du repére mobile p.

lexemple qui suit est fondamental.

12
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4.2.1 Repére défini par des angles d’Euler

Supposons donné un repére orthonormal direct R = (o; 7) 7 ?) de E

A chaque point (1;0; @) de R® nous associons les vecteurs UV W ?; 7; Rz (dépendant de ce point)
définis par :

U = cosz/)_i> + sind)7; v = *Sini/}_l) + cosw?; Rz = cos@?> — Siﬂ@?;@> = Rz AU

? = cosgpﬁ +singoﬁ;7 = —sinap7 +cosg0ﬁ

Alors le repére p1(¢) = (0; U ?) est celui qui se déduit de ¢ par la rotation d’angle ¢ autour de
Vaze (0; K ); le repere py(1;0) = (0; U ; W; ?) se déduit de py (1)) autour de Uaze (0; W)

et le repere p(v;0;0) = (0; I'; J; K) se déduit de pa(;0) par rotation d’angle ¢ autour de 'aze

) )

(0; K) : tous ces repéres sont orthonormaux et directs.
L application R® — E x B(E3); (¥;0;0) — p(1;0; ) définit un repére mobile & trois parameétres de
E.nous allons calculer ses rotations virtuelles par application des principes

ci - dessus
a) si (0; ¢ restant fizes); ¥ augmente de A ; le repere p(1; 9;% subit une rotation d’angle Ay autour
o —
de laze (0; k );sa premiére rotation partielle est donc le vecteur 1 = k

(
b) si (¥ et @ restant fize); 0 augmente de AB; le repére p(1); 6; ) subit une rotation d’angle A0 autour
: d.

de laxe (o; 7);sa seconde rotation partielle est donc le vecteur 1o = q.
c) si (¢ et O restant fizes); ¢ augmente de Ag;le repere p(1;0; gp)_s)ubit une rotation d’angle Ap

autour de l’aze (o; ?);sa troisieéme rotation partielle est donc le vecteur {23 =
nous résumerons ces résultats en disant que la rotation infinitésimale du repére mobile p
au point (¥; 0; ) est :

%
Ko+ 0do + Kdy
_>
On voit immédiatement que la rotation infinitésimale du repére pi(¢) est kdi ; et que la rotation

infintésimale du repére pa(1);0) est ?dw + W de.

—
Remarque 4.6 Pour tout réel r; le point M de E défini par OM = r? est le point de coordonnées
sphériques (r;1; 0) dans le repére donné R .si on considére ce point comme une fonction des trois variables
réelles r;1;0;0n a donc :

8M:?'8M 8?:1“(71}/\?:7"?/\?:—7"7

or 7%2_’;%
%:r%:rﬁg/\?zrﬁ/\?:—rﬁ

d’ou :
AM = Kdr — v d) — rdo
st on suppose donnée trois fonctions dérivables t — r(t);t — ¥ (t);t — 0(t) définies sur un méme
intervalle I de R3 ; la fonction composée t — P(t) = M (r(t);1(t); 0(t)) vérifie

AP _odr  dy df

dt a " T

Nous obtenons ainsi la vitesse d’un mouvement ponctuel défini en coordonnées sphériques

4.3 Retour aux repéres mobiles & un paramétres de F avec dimFE =
3.principe d’addition des vecteurs rotations

Un repére mobile a un paramétre de E est souvent défini par la donnée; pour chaque valeur de la
variable t ; d’un systeme (uq(t);....;ur(t)) de paramétres définissant la position de ce repére a linstant t.

13



4.3. RETOUR AUX REPERES MOBILES A UN PARAMETRES DE E AVEC
DIME = 3.PRINCIPE D’ADDITION DES VECTEURS ROTATIONS 14

dans ce cas ; la rotation instantanée du repére mobile s’obtient facilement en appliquant la proposition qui
suit :

Théoréme 4.7 (principe d’addition des vectures rotations)
Soit A un domaine de R¥(k = 2) et p : A — E x B(E3) un repére mobile différentiable et
indéformable de E.
Soit d’autre part u 1 I — Ajt — (ug(t);uz(t);...;ux(t)) une fonction dérivable ;définie sur un
intervalle I de R ; et & valeurs dans A ; alors le repére mobile (4 un paramétre )
t — p(u(t))(t € I) est indéformable; et sa rotation instantanée a linstant t est le vecteur (x)

k
T =3 On(ult))wa(t)
A=1

— —
ot Q1 (u);....; Qg (u) désignent les rotations partielles du repére donné au point u .
Démonstration.

Poson p(u) = (A(u); €1 (u); e3(u); e3(u))set; pour tout t € I; soit g;(t) = e (u(t)) (i = 1;2;3).le
repére mobile donné p étant indéformable ; il est tout d’abord évident que le repére mobile o : t —»
(A(u(t)); 21 (t); 23(t); 25(t)) est indéformable .

D’apres le théoréme de dérivation des fonctions composées ; on a d’autre part; pouri=1;2;3:

Z];:I ‘gﬁ (u(t))dd%;soz't (d’apres la définition des rotations partielles) :

) k —
O = Tho W) A Zi(uun().
le vecteur & (t) défini par (x) vérifie donc e TH)AE (i=1;2;3)
c’est donc la rotation instantanée ; & la linstant t ; du repére mobile o : t — p(u(t)) |

Exemple 4.8 Supposons données trois fonctions numériques 1;0; o dérivables sur un intervalle I de R
et pour chaque t € I; soit o(t) = (O; I (t); J(t); K(t)) le repére orthonormal direct relativement a
un repere d’origine O admettant les nombres 1(t); 0(t); o(t) pour angles d’Euler relativement & un repére
donné R = (O;?;?;E>
est le vecteur
() = WK 40T+ oK
= 0/l + Yrsin 00 + (1 cos O + g@/)R2
= (6/cos @ + Yrsinfsinp) I + (Y/sinf cos p — O/sin @)7 + (¢rcosf + @/)?.
On obtient ainsi les composantes p; q;r de la rotation instantanée dans le repére mobile ;
soit :p = YIsin B cos ¢ + 0/ cos p; ¢ = Y/ sin @ cos p — O/sin ; r = Y/ cos O + .
On en déduirait facilement les composantes de la retation instantanée dans le repére fize
(O; 05 7 k);soit :
p1 = @lsin@sin + 0/ cos ;g1 = plsin @ cosyp — O1sin ;1 = @ cos O + Pl.
ces formules sont trés importantes pour la dynamique des solides.

) .on voit immédiatement que la rotation instantanée de ce repére & linstant t
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