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Filtres, Ultrafiltres, théorèmes de

Bolzano-Weierstrass et de Tychonov

Jérôme Lapuyade-Lahorgue

11 Mars 2014

1 Filtres, ultrafiltres et espaces topologiques com-
pacts

Definition 1 (Filtres). Soit E un ensemble, un filtre est un sous-ensemble non
vide F de 2E tel que:

• ∅ /∈ F .

• Si A ∈ F , alors pour tout B ∈ 2E tel que A ⊂ B, B ∈ F .

• Si A ∈ F et B ∈ F , alors A ∩B ∈ F .

Soit Ω(E) l’ensemble des filtres de E (il existe du fait que c’est un sous-
ensemble de l’ensemble des parties qui existe). Ω(E) est ordonné par la relation
d’ordre F1 ≤ F2 si et seulement si F1 ⊂ F2. Ω(E) 6= ∅ car {E} ∈ Ω(E), on
vérifie que Ω(E) est inductif ainsi Ω(E) possède un élément maximal. Ceci nous
amène à la définition suivante:

Definition 2 (Ultra-filtres). Un filtre F est un ultrafiltre si F ⊂ G ⇒ F = G.

La proposition suivante nous donne l’exemple le plus important de filtres:

Proposition 1. Soit (E, T ) un espace topologique et soit a ∈ E, alors l’ensemble
V(a) des voisinages de a est un filtre.

On peut alors définir la notion de convergence et de valeur d’adhérence d’un
filtre:

Definition 3. Soit (E, T ) un espace topologique et soit F un filtre sur E. On
dit que:

• F converge vers a si V(a) ⊂ F .

• a est une valeur d’adhérence de F si pour tout V ∈ V(a) et tout A ∈ F ,
V ∩A 6= ∅.

La proposition suivante donne les propriétés des filtres et ultrafiltres:
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Proposition 2. Soit E un ensemble non vide.

1. Si (Fi)i∈I est une famille de filtres alors l’intersection
⋂
i∈I Fi est un filtre.

2. Soit A une partie non vide de 2E stable par intersection, il existe un filtre
contenant A si et seulement si pour tout A ∈ A et pour tout B ∈ A,
A ∩B 6= ∅.

3. Soit A une partie non vide de 2E stable par intersection telle que pour tout
A ∈ A et pour tout B ∈ A, A ∩ B 6= ∅, alors le plus petit filtre contenant
A est F =

{
B ∈ 2E : ∃A ∈ A, A ⊂ B

}
.

4. Un filtre F est un ultrafiltre si et seulement si A ∈ F ou E\A ∈ F pour
tout A ∈ 2E.

Proof.
⋂
i∈I Fi 6= ∅ du fait que tout filtre contient au moins E, on déduit facile-

ment que c’est un filtre.
S’il existe un filtre contenant A, alors c’est trivial que pour tout A ∈ A et pour
tout B ∈ A, A∩B 6= ∅ car aucun filtre ne contient l’ensemble vide. Si pour tout
A ∈ A et pour tout B ∈ A, A∩B 6= ∅. Soit F =

{
B ∈ 2E : ∃A ∈ A, A ⊂ B

}
. F

est un filtre, en effet, il n’est pas vide car contient les éléments de A, ne contient
pas l’ensemble vide car sinon A contiendrait l’ensemble vide, on vérifie aisément
que l’intersection d’éléments de F est encore dans F et que si C ∈ 2E inclut un
élément de F , alors C ∈ F .
F =

{
B ∈ 2E : ∃A ∈ A, A ⊂ B

}
est bien sûr un filtre contenant A, montrons

que c’est le plus petit filtre. Soit G un filtre contenant A, si B ∈ F , alors il
existe un élément A ∈ A contenu dans B, mais comme en particulier A ∈ G et
G est un filtre, alors A ∈ G.
Supposons que F soit un ultrafiltre. Soit A ∈ 2E tel que A /∈ F . Pour tout
B ∈ F , on a (E\A)∩B 6= ∅, en effet, s’il existait B ∈ F tel que (E\A)∩B = ∅,
alors B ⊂ A et alors A ∈ F , ce qui est contradictoire. Ainsi, on peut définir le
filtre engendré par la partie F ∪ {E\A}, mais comme F est un ultrafiltre, alors
F = σ(F ∪ {E\A}) et donc E\A ∈ F . Supposons que F ne soit pas un ultra-
filtre, alors il existe un filtre G contenant strictement F . Soit alors A ∈ G\F , si
E\A appartenait à F , il appartiendrait aussi à G, mais alors ∅ appartiendrait à
G qui est un filtre, ce qui est contradictoire.

En terme de convergence et de valeurs d’adhérence, nous avons:

Proposition 3. Soit (E, T ) un espace topologique.

1. Si un filtre F converge vers a, alors a est valeur d’adhérence de F .

2. Si un ultrafiltre F a pour valeur d’adhérence a, alors F converge vers a.

Proof. Le premier point est trivial.
Si un ultrafiltre F a pour valeur d’adhérence a, on a pour tout V ∈ V(a) et tout
A ∈ F , V ∩ A 6= ∅, F étant un ultrafiltre on en déduit F = σ(F ∪ V(a)), d’où
V(a) ⊂ F .
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Exemple de filtre: Filtre engendré par une suite.
Soit (xn)n∈N une suite prenant ses valeurs dans un espace topologique (E, T ).
Soit F le filtre engendré par la réunion des Xn = {(xk)k≥n}. On a:

Proposition 4. 1. La suite (xn)n∈N converge vers a si et seulement si F
converge également vers a.

2. La suite (xn)n∈N a pour valeur d’adhérence a si et seulement si F a pour
valeur d’adhérence a.

Proof. 1. Si la suite (xn)n∈N converge vers a, alors pour tout voisinage V de a,
il existe un N tel que XN ⊂ V . En particulier, XN est un élément de F qui est
un filtre, d’où V ∈ F , ainsi F converge vers a. Réciproquement, si F converge
vers a. Comme F =

{
A ∈ 2E : ∃Xn, Xn ⊂ A

}
, alors pour tout V ∈ V(a) il

existe un N tel que XN ⊂ V , on en déduit que (xn)n∈N converge vers a.
2. Si la suite (xn)n∈N a pour valeur d’adhérence a, alors pour tout V ∈ V(a) et
pour tout n, V ∩Xn 6= ∅. Soit A ∈ F , alors par définition de F , il existe N tel
que XN ⊂ A, on en déduit XN ∩ V ⊂ A ∩ V donc A ∩ V 6= ∅ ainsi F a pour
valeur d’adhérence a. Réciproquement si F a pour valeur d’adhérence a, alors
pour tout V ∈ V(a) et A ∈ F , V ∩A 6= ∅, en particulier Xn ∩ V 6= ∅ pour tout
n, d’où (xn)n∈N a pour valeur d’adhérence a.

On rappelle la définition suivante:

Definition 4 (Espace topologique compact). Un espace topologique séparé
(E, T ) est compact si une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée:

1. De toute famille d’ouverts (Oi)i∈I telle que E =
⋃
i∈I

Oi, il existe un sous-

ensemble fini J ⊂ I tel que E =
⋃
i∈J

Oi.

2. De toute famille de fermés (Fi)i∈I telle que
⋂
i∈I

Fi = ∅, il existe un sous-

ensemble fini J ⊂ I tel que
⋂
i∈J

Fi = ∅.

3. Si une famille de fermés (Fi)i∈I est telle que pour tout sous-ensemble fini

J ⊂ I, on a
⋂
i∈J

Fi 6= ∅, alors
⋂
i∈I

Fi 6= ∅.

Finalement le théorème le plus important est le suivant:

Théorème 1 (Théorème de Bolzano-Weierstrass général). Soit (E, T ) un es-
pace topologique séparé. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. (E, T ) est compact.

2. Tout filtre de E admet une valeur d’adhérence.
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3. Tout ultrafiltre de E converge.

Preuve du théorème. Les points 2. et 3. sont clairement équivalents du fait
qu’un filtre contenu dans un filtre ayant une valeur d’adhérence a la même valeur
d’adhérence et du fait qu’un ultrafiltre ayant une valeur d’adhérence converge.
Montrons que 1. implique 2. Supposons (E, T ) compact et soit F = {Ai : i ∈ I}
un filtre indexé sur un ensemble I. Soit J un sous-ensemble fini de I, comme

F est un filtre, alors
⋂
i∈J

Ai 6= ∅, et donc
⋂
i∈J

Āi 6= ∅, où Āi est l’adhérence de

Ai. Comme (E, T ) est compact, alors
⋂
i∈I

Āi 6= ∅. Soit a ∈
⋂
i∈I

Āi, on en déduit

facilement que a est valeur d’adhérence de F .
Supposons que tout filtre a une valeur d’adhérence. Soit alors (Fi)i∈I une famille

de fermés telle que pour tout sous-ensemble fini J ⊂ I, on a
⋂
i∈J

Fi 6= ∅. Cette

famille est alors une base d’un filtre F = σ((Fi)i∈I). Ce filtre admet une valeur

d’adhérence, on en déduit que
⋂

An∈F
Ān 6= ∅ et comme

⋂
An∈F

Ān ⊂
⋂
i∈I

Fi, d’où⋂
i∈I

Fi 6= ∅, ainsi (E, T ) est compact.

Remarque: Si E est compact, on en déduit que toute suite a une valeur
d’adhérence. Cependant, ce théorème est plus général que le théorème de
Bolzano-Weierstrass métrique, en général dans un espace compact non métrique,
il existe des suites qui n’admettent pas de sous-suite convergente. De même, un
espace topologique dans lequel toute suite a une valeur d’adhérence n’est pas
nécessairement compact. Cependant, on a:

Proposition 5. Soit (E, T ) un espace topologique, si une suite (xn)n∈N admet
une sous-suite convergente vers a, alors a est valeur d’adhérence de (xn)n∈N.

On rappelle le théorème de Bolzano-Weierstrass métrique:

Théorème 2 (Théorème de Bolzano-Weierstrass métrique). Soit (E, d) un es-
pace métrique, alors on a équivalence:

1. (E, d) est compact.

2. Toute suite de E admet une valeur d’adhérence.

3. Toute suite de E admet une sous-suite convergente.

Proof. Le point 1. implique clairement le point 2. en utilisant le théorème
de Bolzano-Weierstrass général. D’après la proposition précédente, le point 3.
implique le point 2.
Montrons d’abord que 2. implique 1. Montrons plus particulièrement qu’une
suite ayant une valeur d’adhérence possède une sous-suite convergeant vers cette
valeur d’adhérence. Soit (xn)n∈N une suite ayant pour valeur d’adhérence a. On
choisit alors xnk

∈ B
(
a, 1

2k

)
puisque tout voisinage de a contient au moins un
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xn. Puisque d(xnk
, a) < 1

2k
, on en déduit que la suite extraite (xnk

)k converge
vers a.
Pour démontrer que 3. implique 1. nous avons besoin de différents lemmes.

Lemme 1 (Lemme 1). Un espace métrique (E, d) dans lequel toute suite admet
une sous-suite convergente est complet.

Preuve du lemme 1. Soit (xn)n∈N une suite de Cauchy. Elle admet une sous-
suite (xnk

)k∈N convergent vers a. Soit ε > 0, comme (xn) est de Cauchy, alors
il existe N1 tel que pour tout n ≥ N1 et k tel que nk ≥ N1, d(xnk

, xn) < ε
2 .

De plus, (xnk
) converge vers a, ainsi il existe N2 tel que pour tout nk ≥ N2,

d(xnk
, a) < ε

2 . Soit N = max(N1, N2), on en déduit que pour tout n ≥ N ,
d(xn, a) < ε, d’où (xn) converge, ainsi (E, d) est complet.

Lemme 2 (Lemme 2). Soit (E, d) un espace métrique dans lequel toute suite
admet une sous-suite convergente et soit (Oi)i∈I un recouvrement de E par des
ouverts. Alors il existe r > 0 tel que pour tout x ∈ E, il existe i ∈ I tel que
B(x, r) ⊂ Oi

Preuve du lemme 2. Supposons que pour tout r > 0, on peut trouver xr ∈ E
tel que B(xr, r) ne soit incluse dans aucun des Oi. En particulier, on peut
construire une suite (xn)N telle que B

(
xn,

1
n

)
ne soit incluse dans aucun des

Oi. Cette suite admet une sous-suite convergente (xnk
) vers a. (Oi)i∈I étant un

recouvrement de E, alors il existe i0 tel que a ∈ Oi0 , et comme Oi0 est ouvert,
alors il existe ε > 0 tel que B(a, ε) ⊂ Oi0 . Comme (xnk

) converge vers a, il existe
K tel que pour tout k ≥ K, xnk

∈ B(a, ε2 ). De plus, nk tend vers l’infini, ainsi
on peut choisir K tel que 1

nk
< ε

2 et ceci implique B(xnk
, 1
nk

) ⊂ B(a, ε) ⊂ Oi0 ,
qui est contradictoire.

Lemme 3 (Lemme 3). Soit (E, d) un espace métrique dans lequel toute suite
admet une sous-suite convergente. Alors pour tout ε > 0, il existe un recouvre-
ment fini de E par des boules de rayon ε, on dit alors que l’espace (E, d) est
précompact.

Preuve du lemme 3. Supposons qu’il existe ε > 0 tel qu’on ne peut recouvrir E
avec un nombre fini de boules de rayon ε. Alors prenant x1 ∈ E, B(x1, ε) ne
recouvre pas E, ainsi il existe x2 /∈ B(x1, ε). B(x1, ε) ∪ B(x2, ε) ne recouvre
pas E, ainsi on peut choisir x3 /∈ B(x1, ε) ∪ B(x2, ε). On construit ainsi par
récurrence une suite xn tel que pour tout n et m, d(xn, xm) ≥ ε, cette suite ne
peut alors admettre de sous-suite convergente.

Fin de la preuve du théorème: Supposons que toute suite de E admette
une sous-suite convergente. Soit (Oi)i∈I un recouvrement ouvert de E. D’après
le lemme 2, il existe ε > 0 tel que pour tout x ∈ E, B(x, ε) soit inclus dans un
des ouverts. De plus d’après le lemme 3. on peut recouvrir E par un nombre
fini de boules de rayon ε, soit (Bj)j∈J le recouvrement fini de boules tel que
Bj ⊂ Oj , alors (Oj)j∈J est un recouvrement fini ouvert de (E, d).
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Finallement, on a également cette caractérisation des compacts lorsque l’espace
est métrique:

Proposition 6. Un espace métrique (E, d) est compact si et seulement si il est
complet et précompact.

Proof. Si (E, d) est compact, d’après le lemme 1 et le lemme 3, il est complet
et précompact.
Supposons que (E, d) soit complet et précompact, on va montrer que toute suite
possède une valeur d’adhérence. Soit (xn)N une suite. Soit ε > 0, il existe par
précompacité un recouvrement de E par un nombre fini de boules de rayon
ε
2 . Comme ce recouvrement est fini, une des boules contient un nombre infini
de xn, qui constitue alors une sous-suite xnk

. De plus, on a d(xnk
, xnl

) ≤
d(xnk

, a) + d(xnl
, a) < ε, où a est le centre de la boule. La sous-suite est donc

de Cauchy et comme E est complet, elle converge. Ainsi (E, d) est compact.

Si G est un sous-ensemble d’un espace topologique (E, T ), on rappelle qu’il
hérite de la topologie induite, la plus petite topologie rendant l’injection con-
tinue. C’est aussi l’ensemble des G ∩O, où O est un ouvert de E. On a:

Proposition 7. L’image d’un compact par une application continue est un
compact.

Proof. Preuve facile.

Proposition 8. Si G est compact et (E, T ) est un espace topologique séparé,
alors G est un fermé de E.

Proof. On se sert du lemme:

Lemme 4. Si A et B sont deux compacts disjoints d’un espace topologique
séparé, alors il existe deux ouverts disjoints O1 et O2 tels que A ⊂ O1 et B ⊂ O2.

Preuve du lemme. Supposons B = {b}, comme E est séparé, alors pour tout
a ∈ A, il existe deux ouverts disjoints Oa et O′a tel que a ∈ Oa et b ∈ O′a et

Oa ∩ O′a = ∅. On a A ⊂
⋃
a∈A

Oa et A étant compact, il existe une suite finie

(ak)1≤k≤n telle que A ⊂
n⋃
k=1

Oak . On a de même {b} ⊂
n⋂
k=1

O′ak et on montre

facilement que

n⋃
k=1

Oak et

n⋂
k=1

O′ak sont deux ouverts disjoints.

Dans le cas général. D’après précédemment, pour tout b ∈ B, il existe deux

ouverts disjoints Ub et U ′b tels que A ⊂ Ub et b ∈ U ′b. On a B ⊂
⋃
b∈B

U ′b et

comme B est compact, il existe b1, . . . , bm tels que B ⊂
m⋃
k=1

U ′bk . On a également
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A ⊂
m⋂
k=1

Ubk et on montre que

m⋃
k=1

U ′bk et

m⋂
k=1

Ubk sont deux ouverts disjoints, d’où

le résultat.

Pour montrer que le compact G est fermé, il suffit de montrer que E\G est
un ouvert. Soit alors b ∈ E\G, il existe alors deux ouverts disjoints O et O′ tels
que G ⊂ O et b ∈ O′. On a alors O′ ⊂ E\G, ainsi E\G est voisinage de b, donc
de chacun de ses points, donc est ouvert.

On a également:

Proposition 9. Soit (E, T ) un espace topologique compact, si F est un fermé
de E, alors F est également compact.

Proof. F est évidemment séparé. Soit (Fi)i∈I une famille de fermé de F telle

que pour tout J ⊂ I finie, on ait
⋂
i∈J

Fi 6= ∅. On a Fi = F ′i ∩ F , où F ′i est un

fermé de E. Comme F est fermé, alors les Fi sont fermés dans E. E étant

compact, on en déduit
⋂
i∈I

Fi 6= ∅, ainsi F est compact.

On a le corollaire:

Corollaire 1. Si (E, d) est un espace métrique, alors un sous-ensemble compact
est fermé et borné.

2 Espaces vectoriels réels normés de dimension
finie

Soit (R, |.|) la droite réelle munie de la topologie de l’ordre d’éfinie par la valeur
absolue.

Théorème 3. Les compacts de (R, |.|) sont exactement les ensembles fermés et
bornés.

Proof. L’ensemble (R, |.|) étant un espace métrique, un compact est nécessairement
fermé et borné.
Soit A un ensemble fermé et borné de (R, |.|), alors il existe un intervalle [a, b]
tel que A ⊂ [a, b]. Il suffit de montrer que [a, b] est compact, dans ce cas A est
un sous-ensemble fermé d’un ensemble compact, il sera alors compact.
Soit Ω un recouvrement ouvert de [a, b] et soit M l’ensemble des m ∈ [a, b] tels
que [a,m] admette un sous-recouvrement ouvert fini extrait de Ω, nous allons
montrer que M = [a, b].
• a ∈M : en effet, a appartient à un des ouverts de Ω, donc [a, a] = {a} admet
un sous-recouvrement ouvert extrait de Ω.
• M est un intervalle: en effet soit m ∈M et a ≤ m′ ≤ m, un recouvrement fini
de [a,m] est également recouvrement fini de [a,m′]. Ainsi M est de la forme
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[a, c[, [a, c] avec c < b ou [a, b].
Supposons M = [a, c[ avec c < b. Soit O un ouvert extrait de Ω contenant c (il
existe car c ∈ [a, b]). Il existe alors a < m < c tel que [m, c] ⊂ O. Le fait que
a < m < c implique que m ∈M , donc il existe un sous-recouvrement fini Ω′ de
[a,m] extrait de Ω. Ω′ ∪ O est alors un sous-recouvrement fini de [a, c] extrait
de Ω, ainsi c ∈M , ce qui est contradictoire avec M = [a, c[.
Supposons M = [a, c] avec c < b, soit alors Ω′ un sous-recouvrement fini de [a, c]
extrait de Ω. Il existe alors un ouvert O extrait de Ω′ contenant c. Ainsi, il
existe c < m < b tel que [c,m] ⊂ O, ainsi Ω′ est également sous-recouvrement
fini de [a,m] et donc m ∈M , ce qui est contradictoire.

Avant de prouver dans le cas où E est un evn de dimension finie, on va mon-
trer le théorème de Tychonov dans le cas d’un produit dénombrable d’espaces
compacts métriques et dans le cas de produit fini d’espaces topologiques com-
pacts.

Théorème 4 (Théorème de Tychonov, cas fini). Soit (Ek, Tk)1≤k≤n une famille

finie d’espaces topologiques compacts, alors (

n∏
k=1

Ek,

n⊗
k=1

Tk) est un espace topologique

compact.

Proof. Preuve facile.

Théorème 5 (Théorème de Tychonov, cas dénombrable et métrique). Soit
(En, dn)n∈N une famille dénombrable d’espaces métriques. Soit:

d :
∏
n∈N

En ×
∏
n∈N

En → R+

(x, y) →
∑
n∈N

1

2n+1
min(1, dn(xn, yn)),

est une distance sur E =
∏
n∈N

En dont la topologie est exactement la topologie

produit.
Si de plus les (En, dn)n∈N sont compacts, alors (E, d) est compact.

Proof. On vérifie facilement que d est une distance. Montrons qu’elle définit
les mêmes ouverts que la topologie produit. Soit x ∈ Bd(a, r), montrons que
Bd(a, r) est également voisinage de x pour la topologie produit. Bd(a, r) est
voisinage de x pour la topologie induite par d, ainsi il existe ρ > 0 tel que

Bd(x, ρ) ⊂ Bd(a, r). La série
∑
n∈N

1

2n+1
étant convergente, ainsi il existe N tel

que
∑
n>N

1

2n+1
<
ρ

2
. Soit alors U =

N∏
n=0

Bdn(xn,
ρ

2
)×

∏
n>N

En. Pour tout y ∈ U ,
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on a:

d(x, y) =
∑
n∈N

1

2n+1
min(1, dn(xn, yn))

≤
N∑
n=0

1

2n+1
dn(xn, yn)

+
∑
n>N

1

2n+1

<
ρ

2
+
ρ

2
= ρ,

ainsi U ⊂ Bd(x, ρ), et x ∈ U , donc Bd(a, r) est voisinage de x pour la topologie
produit.

Réciproquement, montrons qu’un

N∏
n=1

Bdn(xn, rn)×
∏
n>N

En est voisinage de x

pour la topologie induite par d. Soit r = min(
rn

2n+1
). Si d(x, y) < r, alors pour

tout 0 ≤ n ≤ N ,
min(dn(xn, yn), 1)

2n+1
< r ≤ rn

2n+1
, donc min(dn(xn, yn), 1) <

rn, on montre que la métrique min(dn(xn, yn), 1) est équivalente à dn d’où le
résultat.
Montrons maintenant que si les En sont compact, alors E est compact. Soit

(x(n))N une suite de E. La suite (x
(n)
0 )N de E0 compact admet une sous-suite

(x
(ϕ0(n))
0 ) convergente vers x0 ∈ E0. De même la suite (x

(ϕ0(n))
1 ) admet une

sous-suite convergente (x
(ϕ1◦ϕ0(n))
1 ) vers x1 ∈ E1, etc..., fin de la preuve laissée

en exercice.

Avant d’aborder la compacité dans les espaces normés vectoriels de dimension
finie:

Lemme 5. Soit (E, ‖.‖∞) un R-espace vectoriel de dimension finie dont la
topologie est définie par la norme ‖.‖∞, toute norme N est continue de (E, ‖.‖∞)
dans (R, |.|).

Proof. Soit (e1, . . . , en) une base de E. Pour tout x ∈ E, on a:

N(x) ≤
n∑
k=1

|xk|N(ek)

≤
n∑
k=1

N(ek)‖x‖∞.

Ainsi, il existe M tel que pour tout x, N(x) ≤ M |x|. On a |N(x) − N(y)| ≤
N(x− y), on en déduit le résultat.

Proposition 10. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, alors toutes
les normes sont équivalentes et définissent donc la même topologie.
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Proof. On suppose E = Rn. Soit N une norme, montrons qu’elle est équivalente

à ‖.‖∞. Soit S = {x ∈ E : ‖x‖∞ = 1}. On a S ⊂
n∏
k=1

[−1, 1]. Comme [−1, 1] est

un compact de R, ainsi

n∏
k=1

[−1, 1] est un compact de Rn muni de sa topologie

produit. On montre facilement que la topologie produit de Rn est exactement
celle définie par ‖.‖∞. ‖.‖∞ étant continu de (E, ‖.‖∞) vers (R, |.|) et {1}
étant fermé de R, ainsi S est un fermé de (E, ‖.‖∞). S est contenue dans un
compact, donc S est compact. Soit N une norme, l’image d’un compact par une
application continue étant un compact, N(S) est un compact de R. Il existe
donc m et M réels tels que m ≤ N(x) ≤M pour tout x ∈ S. Il existe d’une part
x0 ∈ S tel que N(x0) = m, comme x0 ∈ S, alors m 6= 0. Utilisant y = x

‖x‖∞
pour x 6= 0, on en déduit m‖x‖∞ ≤ N(x) ≤M‖x‖∞. CQFD.

Enfin:

Proposition 11. Les compacts de (Rn, ‖.‖), où ‖.‖ est une norme quelquonque,
sont exactement les fermés-bornés.

3 Théorème de Tychonov général

Théorème 6. Soit (Ei, Ti) une famille d’espaces topologiques compacts, alors

le produit (
∏
i∈I

Ei,
⊗
i∈I
Ti)) est compact.

Proof. On désigne par pi les projections de E =
∏
i∈I

Ei sur Ei.

Soit F un ultrafiltre sur (
∏
i∈I

Ei,
⊗
i∈I
Ti)). Pour tout A ∈ F et B ∈ F , pi(A∩B) ⊂

pi(A)∩pi(B), d’où pi(A)∩pi(B) 6= ∅. Ainsi, on peut définir sur chaque Ei le filtre
Fi =

{
Bi ∈ 2Ei : ∃A ∈ F , pi(A) ⊂ Bi

}
. Montrons que Fi est un ultrafiltre.
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