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Introduction

Ce cours décrit quelques outils pour I’étude mathématique des équations aux dérivées partielles (EDP). Une équa-
tion aux dérivées partielles est une équation mathématique dont I’inconnue est une fonction de plusieurs variables
qui fait intervenir les dérivées partielles de cette fonction par rapport a ces variables. On peut par exemple vouloir
calculer la température en un point de I’espace et au cours du temps. La fonction inconnue est alors la température,
et ’EDP fait intervenir les dérivées partielles de celle-ci par rapporta au temps et aux variables d’espace.

Les équations aux dérivées partielles interviennent de fait dans de nombreux modeles de physique, d’ingénierie
ou de biologie, comme la propagation de la chaleur ou du son, I’écoulement des fluides, 1’électrodynamique, la
propagation des épidémies. Elles sont utilisées également pour les modeles de prévision météorologique et pour les
modeles de climat. Les EDP ont vu le jour apres les travaux de Leibniz et Newton sur les infinitésimaux au début
du 18eme siecle; ¢’est Euler qui formula en 1757 le premier systeme d’EDP (dites équations d’Euler) pour décrire
le mouvement d’un fluide incompressible. Les EDP peuvent étre linéaires, c’est le cas de 1’équation de la chaleur
par exemple, ou non linéaires, comme les équations d’Euler ou Navier-Stokes qui décrivent le mouvement d’un
fluide. Plusieurs exemples de problemes non linéaires sont étudiés, avec des outils récents permettant de montrer
I’existence et éventuellement 1’unicité de la solution.

Au cours des chapitres seront évoquées les EDP elliptiques, paraboliques ou hyperboliques. Cette dénomination
fait référence a une classification des EDP linéaires du second ordre qu’on pourra trouver dans la plupart des livres
sur les EDP (voir par exemple [17]) et dans I’introduction de chacun des chapitres afférents.

Les outils que nous développons dans ce livre ont comme objectif d’obtenir des résultats d’existence (et souvent
d’unicité) pour quelques exemples de problemes d’EDP de natures diverses. Il n’est pas en général possible d’ob-
tenir des solutions explicites d’une EDP; les EDP et modeles précédemment cités sont résolus par des méthodes
numériques qui permettent d’obtenir des solutions approchées. Le développement de ces méthodes et I’augmenta-
tion de puissance des ordinateurs ont permis une amélioration constante de la précision des solutions approchées
ces dernieres décennies. De fait, certains des outils présentés seront également utiles pour le développement et
I’analyse aux méthodes numériques de résolution approchée.

Le contenu de ce livre est issu de plusieurs cours de 2éme année de master que les auteurs ont enseignés a ’uni-
versité d’ Aix-Marseille, a ’ENS Lyon et a I'université de Savoie ; nous tenons a remercier nos étudiants pour leur
intérét et leurs remarques. Nous n’avons pas ici la prétention de couvrir la totalité du champ des EDP; notre but est
plutdt de transmettre une certaine culture des EDP que nous avons eu la chance d’acquérir de par nos nombreuses
années d’étude et de recherche, et qui est certainement tres influencée par notre connaissance des méthodes numé-
riques pour leur résolution. Méme si nous rappelons la plupart des notions avancées que nous utilisons, il va de soi
qu’une lecture profitable de ce livre nécessite de bonnes connaissances d’analyse réelle, de théorie d’intégration de
Lebesgue et d’analyse fonctionnelle. Nous conseillons a ce sujet les ouvrages [20] et [10] (ou ([9] pour une version
francaise).

L’ouvrage comporte de trés nombreux exercices et problemes résolus. Certains de ces problemes ont pour objet la
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démonstration de résultats relativement récents.

Nous rappelons au chapitre 1 la définition des espaces fonctionnels de Sobolev nécessaires pour écrire les équations
considérées, a partir des notions de dérivée faible, introduite par Jean Leray en 1934 [25] et de la généralisation que
nous avons appelée dérivée par transposition. Cette derniere permet d’introduire tous les outils nécessaires en se
passant de la notion de distribution qui est communément employée dans la plupart des ouvrages et qui nous parait
plus compliquée et non nécessaire dans le cadre de notre étude. Quelques résultats d’analyse fonctionnelle sont
ensuite énoncés, ainsi que des théoremes classiques de densité, de trace et de compacité, et les fameuses injections
de Sobolev.

Le chapitre 2 est consacré aux opérateurs elliptiques linéaires, dont un exemple est 1’équation de la chaleur en
régime stationnaire, qui fait intervenir les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction inconnue (la température) par
rapport aux variables d’espace. On étudie leur formulation faible ou variationnelle, ainsi que la régularité de leurs
solutions. Les exercices de ce chapitre permettent d’approfondir des résultats d’analyse spectrale, d’introduire les
espaces de Sobolev a poids, ou encore de prouver 1’existence des solutions au probleme de Stokes ou aux équations
de Schrodinger.

Les opérateurs elliptiques non linéaires sont étudiés au chapitre 3. On distingue deux types de méthodes pour
montrer 1’existence des solutions : les méthodes de compacité, soit par point fixe, soit par degré topologique, et
les méthodes de monotonie. On donne des exemples d’application de ces méthodes sur plusieurs problémes non
linéaires, dans le texte de cours et dans les exercices : en particulier par point fixe de Schauder pour un opérateur
de diffusion semi-linéaire, par degré topologique pour un opérateur de diffusion convection réaction non linéaire,
et par monotonie pour des opérateurs de type Leray-Lions.

Le chapitre 4 est consacré aux équations de type parabolique, dont un exemple type est I’équation de la chaleur
en régime transitoire, qui fait intervenir la dérivée partielle d’ordre 1 de la fonction inconnue par rapport au temps
et les dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux variables d’espace. On commence par un apercu des méthodes
utilisées pour leur étude théorique. Elles nécessitent 1’intégration a valeurs dans un espace de Banach, dont les
principes sont rappelés au second paragraphe, ainsi que I’extension des notions de dérivée faible et par transposition
dans ces espaces. L’existence, unicité et régularité des solutions de 1’équation de la chaleur est ensuite abordée.
On donne également la démonstration de 1’équivalence de deux formulations faibles classiquement utilisées en
analyse et analyse numérique. Les méthodes de point fixe, de degré topologique et de monotonie sont appliquées a
plusieurs exemples d’équations paraboliques non linéaires dans le texte du cours (diffusion, convection-diffusion—
réaction, opérateurs de Leray—Lions) et dans les exercices (probleme de Stefan). Les résultats de compacité de type
Aubin-Simon sont généralisés a des suites d’espaces, pour permettre leur utilisation dans le cadre de 1’étude de
convergence de schémas numériques.

Enfin, le dernier chapitre s’intéresse aux lois de conservation hyperboliques (équations et systemes), qui font in-
tervenir les dérivées d’ordre 1 de la fonction inconnue. Les solutions de ces équations ont un comportement tres
différent de celui des solutions des équations paraboliques, car, méme en partant de données initiales régulieres,
les solutions peuvent devenir discontinues et donc ne pas avoir de sens classique. On étudie d’abord le cas scalaire,
avec un probléme de Cauchy unidimensionnel, c’est-a-dire d’une équation hyperbolique faisant intervenir une
fonction inconnue d’une variable d’espace et de la variable temps, avec une condition initiale et posée sur tout IR.
On introduit la notion de solution entropique, qui permet de déterminer une solution unique. Le cas des conditions
limites est exposé succinctement et repris plus en détails dans le cadre multidimensionnel. On étudie ensuite le cas
des systemes hyperboliques dans le cas unidimensionnel avec la variable spatiale dans IR tout entier. Le cas des
systemes hyperboliques avec conditions aux limites et le cas multidimensionnel ne sont pas abordés dans ce cours,
la théorie mathématique des systemes hyperboliques étant d’ailleurs encore tres incomplete. Les systemes hyper-
boliques interviennent souvent en mécanique des fluides, et leur résolution numérique fait intervenir le probleme
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de Riemann (probleme de Cauchy avec donnée initiale constante de part et d’autre de I’origine). Nous donnons
une étude approfondie du probleme de Riemann, avec, en particulier en exercice, la solution complete du probleme
de Riemann pour les équations de Barré de Saint-Venant.

Nous donnons en fin de ce livre une bibliographie des articles phares relatifs aux résultats exposés, ainsi que de
quelques ouvrages de référence. Il va de soi que cette bibliographie est loin d’étre exhaustive.



Chapitre 1

Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev[ﬂ sont des espaces fonctionnels, c’est-a-dire des espaces dont les éléments sont des fonc-
tions, plus précisément des “classes de fonctions”, d’un ouvert de RY (N > 1) a valeurs dans IR (ou € mais,
sauf indication contraire, nous considérerons que I’espace d’arrivée est IR), et ces fonctions sont telles que leurs
puissances et les puissances de leurs dérivées (au sens de la transposition, ou au sens faible, que nous allons pré-
ciser) sont intégrables au sens de Lebesgueﬂ Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espaces sont des espaces
de Banachm Le fait que les espaces de Sobolev sont complets est trés important pour démontrer 1’existence de
solutions a de nombreuses équations aux dérivées partielles et c’est pour avoir cette complétude que I’on considere
des classes de fonctions et non des fonctions d’un ouvert de IR dans IR.

Les résultats concernant les espaces de Sobolev ainsi que les rappels d’analyse fonctionnelle et de théorie de 1’inté-
gration ne sont, pour la plupart, qu’énoncés dans ce chapitre. On pourra trouver les démonstrations et approfondir
le sujet dans les ouvrages [1],[10] et [20] par exemple.

1.1 Dérivée faible, dérivée par transposition

La notion de dérivée faible apparait déja dans un article célebre de Jean LerayE] paru en 1934, sur les équations de
NavierE]-Stokes; dans cet article, elle apparait sous le nom de “quasi-dérivée” ([25] page 205). Cette notion est
fondamentale pour I’étude de 1’existence des solutions d’équations aux dérivées partielles. Dans cet ouvrage, nous
introduisons la notion de dérivée par transposition, qui généralise la notion de dérivée faible.

Dans toute la suite, {2 désigne un ouvert de RN , N > 1, et on note D(2) I'’ensemble des fonctions de 2 a valeurs
dans IR, de classe C'*° et a support compact dans 2 ¢’est-a-dire

D(Q) = {ue C>®(N);IK C Q, K compact ;u = 0 sur K°}.

De plus, I’ouvert €2 sera toujours muni de la tribu de Borel (ou tribu borélienne), notée B(£2), et de la mesure
de Lebesgue, notée A si N = 1 et Ay si N > 1. Les intégrales seront toujours par rapport a cette mesure de

. Serguei Lvovitch Sobolev (1908-1989), mathématicien et physicien russe.
. Henri-Léon Lebesgue (1875-1941), mathématicien francais, reconnu pour sa théorie d’intégration.
. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.
. Stefan Banach (1892-1945), mathématicien polonais, fondateur de 1’analyse fonctionnelle moderne.
. Jean Leray (1906-1998), mathématicien francais; il a travaillé sur les équations aux dérivées partielles et sur la topologie algébrique.
6. Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836), ingénieur, mathématicien et économiste francais du XIXe siecle, qui établit les équations
décrivant le mouvement des fluides.
7. George Gabriel Stokes (1819-1903) physicien et mathématicien irlandais, professeur a I’ Université de Cambridge, Angleterre.

R W =



1.1. DERIVEE FAIBLE, DERIVEE PAR TRANSPOSITION CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Lebesgue, sauf indication contraire. Les espaces de Lebesgue obtenus avec 1’espace mesurable (£2, B(2), Ax) (ou
Asi N = 1) seront notés LP(Q2) (p € [1,400]). Pour ce cours, on suppose connue la théorie de I’intégrale de
Lebesgue (en particulier on rappelle la confusion systématique qui est faite entre un élément de LP(f2) et I'un de
ses représentants).

Le lemme suivant est absolument fondamental, car il permet de confondre une fonction localement intégrable
f € L} () avec I'application linéaire T : D(£2) — IR définie pour ¢ € D(12) = [, f( ) dz.

On rappelle que f € Li () si, pour tout sous—ensemble compact K de (2, la restrlctlon de fa K prolongee par
0 appartient & L'(2).

Lemme 1.1 (Lemme fondamental : égalité p.p. et égalité dans D*) Soit Q un ouvert de RY, N > 1, et soient
fetg e L (). Alors :

[Wep(ﬂ), [ @)eta) as = [ gt dx] — [f=g pp].

Démonstration : La démonstration de ce lemme utilise la régularisation d’une fonction intégrable par la convolu-
tion avec une suite de noyaux régularisants : voir [20, Exercice 8.7 page 480]. O

On note D*(2) ’ensemble des formes linéaires sur D(L2) : on dit que D*(Q2) est le dual algébrique de D(2). Si
T € D*(Q) et ¢ € D(Q), on appelle action de T" sur ¢ le réel T'(p) (c’est donc ’image par T' de ¢, qu’on note
(T, ) p+(Q),p(02))- Soit f € Llloc, alors I’application 7'y définie par

<Tf7<)0>D*(Q)’D(Q) = /Qf@dx

est une forme linéaire sur D(Q2). Si fetg € Lloc, alors, grace au lemme f = g p.p. si et seulement si
Tt = T,. Ceci nous permet d’identifier toute fonction f € L{. . avec la forme linéaire associée T, ce que nous
ferons systématiquement par la suite.

1l s’ensuit qu’on peut définir la dérivée par transposition d’une fonction L;. de la maniere suivante :

Définition 1.2 (Dérivée par transposition, dérivée faible) Soit Q un ouvert de R™, N > 1; soit D(Q) =D(Q)
et D*(Q) son dual algébrique, c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires sur D(2) ;
e Soit f € Li (D), on appelle dérivée par transposition de f par rapport a sa i-eéme variable la forme
linéaire D; f sur D(Q) définie par :

(Dif9) e piey = = | O

ont O0;p désigne la dérivée partielle classique de p par rapport a sa i-éme variable. Donc D;f est un
élément de D*(2). Noter que si f € C'(2), alors D; f n’est autre que O f car on confond 0; f et Ty, s (qui
est ’élément de D* (Y) induit par 0; f). 1l s agit donc bien d’une généralisation de la notion de dérivée.
Si la forme linéaire D; f peut étre confondue avec une fonction localement intégrable, alors grice au lemme
[1.1] cette fonction est unique a un ensemble de mesure nulle pres, et on dit que cette fonction est la dérivée
faible de f dans la direction 1.

o Soit T € D*(Q); on définit la dérivée par transposition D;T de T par :

(DiT, o)), ) = —(T, 0;0)p(Q),p(02)> V¥ € D(Q).



1.1. DERIVEE FAIBLE, DERIVEE PAR TRANSPOSITION CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

La notion de dérivée par transposition est proche de celle de dérivée au sens des distributions, mais cette dernicre
demande de plus la définition d’une topologie sur D(€) ; I’espace dual topologique de D(€2) est le sous-espace de
D*(Q) constitué des formes linéaires continues pour cette topologie, on le note D’(2). Ici et dans toute la suite de
ce cours, nous n’utiliserons pas les distributions, et donc nous ne munissons pas D(£2) d’une topologie.

Notons toutefois que lorsque D({2) est muni de cette topologie, les deux définitions coincident.

Voici un exemple de dérivée par transposition. La fonction de Heavisideﬂ définie par

1siz >0
H(z) = =% 1.1
() {Osix<0, 4.

est localement intégrable. Elle admet donc une dérivée par transposition. Pour calculer cette dérivée, notée D H,
on remarque que pour ¢ € D(IR),ona:

+oo
- / Hz)¢! (z) da = — / () dz = p(0),
R 0

et donc DH est la forme linéaire qui a ¢ associe sa valeur en 0, qu’on appelle aussi “mesure de Dirac en 07 :
DH = ). Par contre, cette dérivée n’est pas une dérivée faible, car g ne peut pas étre assimilée a une fonction de
Li,.. au sens ol il n’existe pas de fonction g € L{, .(IR) telle que dy(¢) = [z g dx pour tout ¢ € D(IR) (voir
exercice [20, Exercice 5.1] et exercice E] de ce chapitre).

La définition|1.2| permet de définir des dérivées par transposition d’une fonction L{ . (ou d’un élément de D*(£2))
a tous les ordres. Par I’identification d’une fonction L{, _ avec I’élément de D*({2) qu’elle représente, on peut aussi
définir la notion de dérivée faible a tous les ordres.

Définition 1.3 (Dérivée d’ordre supérieur) Pour a = (ay,...ay) € NV, etu € LL _(RY), on note |a| =

a1 + ...+ ay et on définit la dérivée faible D* = D' ... DSNu € L (R™N) (d’ordre |), si elle existe, par

loc

Du(z) p(z)dz = [ D ... DNu(z) p(x) de = (—1) / u(x) O ... 9N () do, Vo € D(RY),
RN RN RN

ou 0 o désigne la dérivée partielle (classique) d’ordre o; par rapport a la i-éme variable.

Définition 1.4 (Convergence dans D*, positivité d’un élément de D*)
Soit © un ouvert de R™ (N > 1).
1. Soient (T, )nen une suite d’éléments de D*(2) et T' € D*(Q2). On dit que T,, — T dans D*(2), quand
n — 400, si

(T, ) pr(2). D) = (Ts¢) D+ (), p(02) Pour tout o € D(L2). (1.2)
2. Soit T € D*(2), on dit que T' > 0 si pour tout ¢ € D(2) ¢ > 0 (c’est-a-dire () > 0 pour tout = € §2)
implique (T, )+ (), p() > 0.
(Bien str, 7' < 0si =1 > 0.)

Remarque 1.5 (Et les distributions ?) On vient de voir que la convergence dans D* est la convergence simple
dans I’ensemble des applications de D(£2) dans IR.

Lorsque I’on s’intéresse aux distributions, on ajoute une structure topologique & ’espace D(€2) (non décrite dans ce
livre) et, au lieu de travailler avec D*(£2), on travaille avec I’espace strictement plus petit des applications linéaires
continues de D(2) dans IR, espace qu’on note D’ (€2). Toutefois, méme lorsque 1’on travaille avec 1’espace D' (),
la notion de convergence est toujours donnée par (I.2)).

Par ailleurs, tous les éléments de D*(€)) que nous aurons a considérer dans ce livre sont en fait des éléments de
D'(Q2), mais cela n’apporte rien de plus de le savoir.

8. Oliver Heaviside (1850 - 1925), physicien britannique autodidacte.



1.2. DEFINITION ET PROPRIETES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

1.2 Définition et propriétés

Définition 1.6 (Espaces de Sobolev) Soit Q2 un ouvert de RN, N > 1.
1. L’espace H'(Q) est défini par :
HY Q) ={uecL?9Q); Diuc L*),Vi=1,...,N}.
Dans cette définition, lorsqu’on écrit Dyu € L2(S2), on sous-entend

3g € L*(); (Dif, ) pr oy D) = */QQSD dz, Vo € D(Q).
2. L’espace H™(Q)) est défini pour m € IN par :

H™(Q) = {u € L*(Q); D%u € L*(Q) Vo € NV |a| < m}.
3. L’espace W™P(Q) est défini pour 1 < p < oo et m € IN, par

WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), Ya € NV ; |a| < m.}

4. Noter que pour m = 0, 'espace WP (Q) est I’espace de Lebesgue LP.

On note (-|-) 72 le produit scalaire dans L?(£2), i.e.

(ulv) g2 :/uv dz,
Q

%
ull o = (/ fuf? d:c) .
Q

Nous considérons ici (comme dans 1’essentiel de ce livre) des fonctions a valeurs dans IR. La généralisation a
des fonctions a valeurs dans € demande peu de modifications. L'une de ces modifications consiste a remplacer
Jo uv dz par [, uv dz dans la définition du produit scalaire dans L2(Q).

et - ||z» la norme dans L?(Q), i.e.

Proposition 1.7 (Normes et produits scalaires sur les espaces de Sobolev)
Les espaces H™ () sont des espaces de Hilbertm lorsqu’on les munit du produit scalaire

(ulv) gm = Z (D%u|D) e.

|a]<m
Noter que W™2(Q) = H™ (Q).
Une norme naturelle sur W™P(Q) est définie par :
Lp
( 2 ||Dau||1£p>, sil<p< 400
<
[ullyyrmn = 4 NOSTIS™ -
max ||[D%ul| e, sip = +o0.

0<|al<m

9. David Hilbert (1862-1943), mathématicien allemand, connu pour ses travaux dans de nombreuses branches des mathématiques. Il énonga
en 1900 23 problemes, dont certains ne sont toujours pas résolus.
10. On rappelle qu’un espace de Hilbert est un espace vectoriel normé complet dont la norme est induite par un produit scalaire.
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Muni de cette norme WP () est un espace de Banach. On peut montrer que la norme :

>, D%, 1 <p<+oo;
lllmp = ¢ “S"
R D S L e
0<|al<m

(1.4)

est une norme équivalente a la norme définie par : ceci est une conséquence de I’ équivalence entre les normes
dans R? oit ¢ = card({a € N |a| < m}). Les deux normes sont notées indifféremment || - || ., out || - |[wm.».
L’intérét principal de la norme (I3)) est que dans le cas p = 2 elle confere & H™ une structure hilbertienne, ce
qui n’est pas le cas avec la norme définie par (1.4)

Remarque 1.8 (Espaces de Sobolev et continuité) En une dimension d’espace (N = 1), avec a,b € IR, a < b,
1 < p < +o0, tout élément de WP (]a, b[) (qui est donc une classe de fonctions) peut étre assimilé a une fonction
continue, au sens ou il existe un représentant de la classe qui est continu (ce représentant continu est unique, voir
a ce propos I’exercice . Ceci tient au fait qu’en dimension 1, toute (classe de) fonction(s) de W% (]a, b) peut
s’écrire comme I’intégrale de sa dérivée.

u € WHP(Ja, b]) <= {Elft € C([a,b]) etv € LP(Ja,b]);u = @ p.p. et u(z) = u(a) + /xv(S) dS} .

En dimension strictement supérieure 2 1, ceci est faux. En particulier H'(2) ¢ C(£2), comme le prouve I’exemple
suivant : soit @ = {z = (z1,22)" € R?, |z;] < 1,4 = 1,2}, et u la fonction définie sur 2 par u(z) =
(—1In(|z]))?, avec v €]0,1[. Alors u € H'() mais u ¢ L>(2) (voir exercice , et donc en particulier,

Proposition 1.9 (Séparabilité) Soir Q un ouvert de RY(N>1),meNerl< p < 4o0; Uespace W™P(Q)
est un espace séparable (c’est-a-dire un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable dense).

La preuve de cette proposition fait I’objet de I’exercice [I.TT] ot I’on montre aussi par un contre-exemple que le
résultat de séparabilité n’est pas vrai pour p = +o00.

La notion de séparabilité est importante, car elle permet d’approcher aussi prés que 1’on veut n’importe quel
élément de I’espace par un élément d’une famille dénombrable : dans le cadre d’un espace de Hilbert, on peut
montrer que cette propriété est équivalente a 1’existence d’une base hilbertienne dénombrable (voir par exemple
[20} Proposition 6.62]).

Nous rappelons maintenant la notion importante d’espace réflexif.

Définition 1.10 (Espace réflexif) Soit E' un espace vectoriel normé réel. On note E' son dual topologique, c’est-
a-dire I’ensemble des formes linéaires continues de E dans IR muni de sa norme naturelle (E’ est un espace de
Banach). Pour tout x € E, on définit I’application J,, de E' dans R, par J,(T) = T(x) pour tout T € E'. On a

[Jo(T)| = [T(2)] < 1Tl [/l 2

et donc J,, est une forme linéaire continue sur E', ce qu’on note J, € E" ou E"' est le bidual de E, c’est-a-dire le
dual topologique de E'. On peut montrer par le théoréme de Hahn[];r]»Banach qu’on rappelle dans le paragraphe
suivant, que || J; || g = ||z|| -

L’application J, définie de E dans E" par J(x) = J, pour tout x € E, est donc une isométrie linéaire de E sur
son image, notée Im(J), et on a évidemment Im(.J) C E".

11. Hans Hahn (1879-1934), mathématicien et philosophe autrichien, connu pour ses contributions en analyse fonctionnelle, topologie,
théorie des ensembles et analyse réelle.
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On dit que E est un espace réflexif siIm(J) = E”, ce qui revient a dire que J est surjective.
Notons que tout espace réflexif E est forcément complet puisque le dual d’un espace vectoriel normé quelconque
est toujours complet.

Proposition 1.11 (Réflexivité) Soir Q un ouvert de RN, N > 1, et m € IN. Pour tout p tel que 1 < p < o,
Iespace W™P(Q) est un espace réflexif.

On pourra consulter par exemple [20, Proposition 6.73] pour la preuve de ce résultat.

1.3 Rappels d’analyse fonctionnelle

Commencons par un théoreme fondamental (voir par exemple [10]) :

Théoreme 1.12 (Hahn-Banach) Soit E un espace vectoriel sur IR et p une fonction convexe définie de E dans
R. Soit F un sous-espace vectoriel de E, et T une forme linéaire sur F qui vérifie T'(x) < p(x) pour tout x € F.
1l existe alors un une forme linéaire de E dans R, encore notée T, qui est égale a T sur F, qui prolonge T sur
I’espace E tout entier, et qui vérifie encore la condition : T'(x) < p(x) pour tout x € E.

Le corollaire suivant est essentiel :

Corollaire 1.13 (Prolongement d’une application linéaire) Soitr E un espace normé, F un sous-espace de E et
T une forme linéaire continue sur F. On peut alors prolonger T en une application continue définie sur E, de
méme norme que T

Un résultat bien connu sur les espaces de dimension finie est donné dans le théoréme suivant :

Théoreme 1.14 (CNS sur la dimension) Un espace de Banach E est de dimension finie si et seulement si sa
boule unité fermée est compacte.

Les notions de convergence faible et faible-x seront fondamentales pour la suite.

Définition 1.15 (Convergences faible et faible-x) Soir E un espace de Banach.

1. Convergence faible Soient (u,)new C E et w € E. On dit que w,, — u faiblement dans E lorsque
n — +00 si T(uy) — T'(u) pour tour T € E'.

2. Convergence faible-x Soient (T,)new C E' et T € E’. On dit que T,, — T dans E' faible-x si T,,(u) —
T (u) pour tout u € E.

Remarque 1.16 (Sur la convergence dans un espace vectoriel normé) Dans toute la suite de ce livre, si E est
un espace vectoriel normé, (up,)ncN une suite d’éléments de E et u € E, on dira que la suite (u,)neN converge
vers u dans E lorsque n — 400 si ||u, — u||g — 0 lorsque n — +o00. Cette notion classique de convergence est
parfois appelée “convergence forte” dans la littérature, par opposition a la notion de convergence faible.

Exemple 1.17 (Convergence faible dans L et faible-x dans L°°)

La convergence faible- est intéressante pour le cas des espaces non réflexifs. Par exemple, les espaces L (IR) (des
fonctions intégrables sur R pour la mesure de Lebesque) et L*°(IR) (des fonctions essentiellement bornées sur
IR pour la mesure de Lebesque) ne sont pas réflexifs. 1l est classique d’identifier le dual de L*(IR) avec L*°(IR)
mais le dual de L™ (IR) n’est pas identifiable a L*(IR), voir par exemple [20, Remarque 6.71].

11
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Compte tenu de cette identification de (L' (IR))" avec L°°(IR), une suite (up)nen C L'(IR) converge faiblement
vers u € L' (IR) si pour tout v € L= (IR),

/unv dr — /uv dx lorsque n — +o0.
Une suite (v,)new C L(IR) converge x-faiblement vers v € L (IR) si pour tout u € L*(IR),
/vnu dx — /vu dz lorsque n — +o0.

Remarque 1.18 (Convergence faible et limite inf) Soit E un espace de Banach; | est intéressant de remarquer
que si une suite (up)neN C E converge faiblement dans u € E, alors

< limi .
lull < i nf | 5

La preuve de ce résultat est I’objet de la question[db|de I’exercice[I.8]

Le théoréme suivant est une version séquentielle, suffisante dans le cadre de ce cours, du théoreme de Banach-
Alaoglu["] (voir [T0]).

Ici et dans toute la suite de ce livre IR désigne I’ensemble des réels positifs et IR’ désigne I’ensemble des réels
strictement positifs.

Théoreme 1.19 (Compacité faible-x des bornés du dual d’un espace séparable) Soit E un espace de Banach
séparable, et soit (Ty,)nc une suite bornée de E', ¢’est-a-dire telle qu’il existe C € R tel que (||T,||pr < C
pour tout n € IN. Alors il existe une sous-suite, encore notée (T, )nen, et T € E' telle que T,, — T dans E’
faible-x.

Une application importante de ce théoréme est la suivante : si Q est un ouvert de R et (Un)new est une suite
bornée de L>°(2), alors il existe une sous-suite encore notée (un)nen et u € L>(Q) tels que [, unp dz —
fQ ugp dx pour tout p € L(Q). Ceci découle du fait qu’il existe une isométrie naturelle entre L>°(2) et le dual de
LY () et que L' () est séparable.

Théoreme 1.20 (Compacité faible des bornés d’un espace réflexif) Soit E un espace de Banach réflexif, et soit
(un)neN une suite bornée de E (c’est-a-dire telle qu’il existe C € Ry tel que (||un||g < C pour tout n € IN).
Alors il existe une sous-suite, encore notée (un)necN, et u € E telle que u,, — u dans E faiblement.

Noter qu’un espace de Hilbert est toujours un espace de Banach réflexif.

1.4 Théoremes de densité

Définition 1.21 (Frontiére lipschitzienne) Un ouvert borné Q de R est dit a frontiére lipschitzienne s’il existe
n € IN et des ouverts (Qo, 01, ..., Q) de RY ainsi que des applications (¢o, b1, . .., ¢n) telles que :

1. Qc Uy Qiet Qo C Q.

2. ¢o:Q = Biny={zxeR";

3. Pourtouti > 1,¢; : Q; — By N est bijective et ¢; et qﬁ:l sont lipschitziennes, et ¢;(2;NQY) = BLNQIRJI
et pi(Q;N0N) = By xnN{(0,9),y € R"}(oa RY = {(z,9) e RY;z e R,z >0ery c RV}

12. Leonidas Alaoglu (1914-1981), mathématicien canadien, célebre pour son résultat d’analyse fonctionnelle appelé théoreme d’ Alaoglu
(aussi appelé théoreme de Banach-Alaoglu).

|z|| < 1} est bijective et ¢ et ¢y ' sont lipschitziennes,

12
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Remarque 1.22 (Frontiére fortement lipschitzienne) Un ouvert borné 2 de IRY est dit a frontiere fortement
lipschitzienne si le bord de €2 est localement le graphe d’une fonction lipschitzienne et que €2 est (localement) d’un
seul coté de ce graphe. Un ouvert (borné) a frontiere fortement lipschitzienne est un ouvert a frontiere lipschitzienne
mais la réciproque est fausse comme le montre 1’exercice[I.16] voir aussi [15]).

Théoreme 1.23 (Densité et prolongement) Soient N > 1, Q2 = RY ou) = ]Rf ou ) ouvert borné (de RrY )a

frontiére lipschitzienne et 1 < p < +oc. On note C2°(Q) I'ensemble des restrictions des fonctions D(IRN) a Q.
Alors :

1. Sip < 400, C°(Q) est dense dans WP (Q).
2. Il existe une application linéaire continue P : WLP(Q) N Wl’p(IRN) telle que

Yu € WHP(Q), P(u) = u p.p. dans Q.

Des résultats analogues sont vrais avec W™ P(Q) (m > 1) au lieu de W1 ({)) mais demandent plus de régularité
sur € (voir [11]).

On donne bri¢vement la démonstration des deux propriétés du théoreme [I.23] La premiére propriété se démontre
d’abord avec = IR™ en deux étapes :

Etape 1, troncature On montre la densité dans W17 (IR") des éléments de W (IR™) a support compact (I’é1é-
ment v de Wl’p(IRN) est & support compact si il existe K compact tel que v = 0 p.p. sur K°).

Pour cela, on choisit ¢y € D(IR") telle que 0 < ¢(2) < 1 pour tout z, 1(z) = 1si |z| < 1,4 (x) = 0si x| > 2
(|))= désigne toujours la norme euclidienne de z € IR™). On définit u,, pour n € IN* par u,, () = u(z)y(z/n)
et on montre que u,, — u dans Wl’p(IRN) quand n — +00.

Etape 2, régularisation On choisit une fonction p € D(IR™) telle que p(x) = 0si || > 1 et Jr~ p(z) = 1. Pour
n € IN*, on définit p,, par p,(z) = n p(nz).

Soit u € WP (IR™), u & support compact. On pose u,, = u p,,. On démontre alors que u,, € D(RY) et u,, — u
dans WP (IRY) quand n — +oc0.

On a bien ainsi prouvé C'°(Q) est dense dans WP (). (Notre que ce résultat est faux si p = +00.)

Dans le cas 2 = ]Rf , la premire étape est identique a celle du cas Q = IR” mais il faut légérement modifier la
seconde étape. On commence par prolonger u par 0 hors de ]Rf . Puis, on choisit encore une fonction p € D(]RN )
telle que p(z) = 0'si x| > 1 et [n p(z) = 1 mais on ajoute que p(z1,y) = 0sizy > 0 (ety € RN,
On pose u, = u * p, (toujours avec p, = n’¥ p(n-)). On démontre alors que u,, € D(]RN ) et u, — u dans
wiep (IRf ) quand n — +oo (plus précisément il s’agit de la restriction & IRf de u,). Pour montrer que u,, — u
dans WP (]Rf ) il est important de remarquer que 9;u,, = Diu* P, SUr ]Rf oll = Dju est égale a D;u prolongée
par O hors de ]Ri\_[ et donc O;u,, — D;u dans Lp(]Rf) quand n — +o0.

Enfin, dans le cas ou {2 est un ouvert borné (de RY ) a frontiere lipschitzienne, on se raméne au cas 2 = IRf en
utilisant les fonctions ¢; de la définition[I.21]et une partition de I’unité (exercice [1.25).

On indique maintenant comment on démontre la seconde propriété du théoreme [I.23]si p < oo. Cette seconde
propriété se démontre grace a la premiere (le cas p = oo est différent car la premiere propriété du théoreme
[I.23]est alors fausse mais on peut dans ce cas construire directement le prolongement demandé et remarquant que
W1°(Q) est I’espace des fonctions lipschitziennes sur (), exercice .

Pour montrer cette seconde propriété, on commence par le cas ) = ]Rf .Siu € Cfo(]RN +) (Cest-a-dire u

restriction 2 IRY d’un élement de D(IR"Y) encore noté u), on définit @ par @(z) = u(z) si = (v1,y)" avec
x1 > 0eti(z) = u(—mz1,y) siz = (z1,y)" siz; < 0. La fonction @ n’est pas de classe C°, ni méme de classe
C' mais elle est continue et on montre (en utilisant des intégrations par parties classiques) que les dérivées par
transposition de « sont représentées par les dérivées classiques de u. On en déduit que u € lep(lRN ) et que
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]l pmyy = 2Hu||W1,p(]R£). L opérateur u + 1 est donc linéaire continu de C°(R™ ) ¢ WP(IRY) dans

WLP(R™) et de norme égale a 2. Par densité de C2°(IR™ ) dans Wl’p(IRf ), il se prolonge donc (de maniére
unique) en un opérateur P linéaire continu de WLP(IRi/ ) dans Wl’p(IRN ) et de norme égale a 2. On a, bien sir,
P(u) = u p.p. dans RY.

Enfin, i(]:\} encore, dans le cas ou {2 est un ouvert borné (de RY ) a frontiere lipschitzienne, on se ramene au cas
Q=1RL.

On peut montrer aussi que C°(Q) est dense dans W™P(Q)si N > 1,m € Net1 < p < +o0, avec = R" ou
Q= IRf ou € ouvert borné (de IR™) a frontiére “suffisamment réguliere” (par exemple si les ¢; de la définition
[L.21]sont de classe C'*°, voir, par exemple, [1]]).

On peut aussi construire des opérateurs de prolongement comme dans la seconde propriété du théoréme[I.23] Un
cas particulier fait I’objet de I’exercice [I.21]

Enfin, il est important de noter que si, par exemple, (2 est un ouvert borné, 1’espace D(€)) n’est pas dense dans
H'(Q). Son adhérence est un sous espace strict de H'(2), qu’on note Hg (£2).

Définition 1.24 (Les espaces Wy P (2) et leurs duaux) Soit Q un ouvert de R™, N > 1.

———H
1. On appelle HE(Y) I'adhérence de D(Y) dans H' (Q2), ce qu’on note aussi : H}(Q) = D(Q)
2. Pourm > 0etl < p < 400, on définit le sous espace Wy"'? (1) de W™ P(Q) comme I’adhérence de

D(Q) dans W™P(Q) :
wrr@) =p@)"

3. Pour1 <p < 4o, et q= L5 le dual de WyP (Q) est noté W—11(9).
4. pour q = 2, 'espace W=12(Q) est aussi noté H=1(Q)

Comme cela a été dit précédemment, si @ = RY on a H}(Q) = H'(Q) alors que Iinclusion est stricte si € est
un ouvert borné.

Remarque 1.25 (Espace C*(£2)) Soit Q un ouvert de RY, N >1,etke N*U {+0o0}. Soit ¢ une fonction de
Q dans IR. On dit que ¢ € C*(Q) s’il existe une fonction 1) de IR™ dans IR, de classe C* telle que 1) = ¢ dans
Q. Si Q) est borné, il est bien siir possible de demander que la fonction ) soit a support compact dans RY, comme
cela a été fait dans le théoreme (et donc C*(Q) = C¥(Q)). 1 est intéressant de noter qu’il est possible de
prendre la méme définition pour k = 0. En effet, si ¢ est continue de Q dans IR, il existe alors 1 continue de IR
dans TR telle que 1) =  dans Q, voir I’exercice[.17]

1.5 Théoremes de trace

Nous énongons ici quelques résultats fondamentaux sur I’opérateur trace, d’abord dans le demi-espace puis pour
un ouvert {2 borné a frontiere (faiblement) lipschitzienne. Nous renvoyons a [[15] chapitre 4] pour un exposé clair
et précis sur ces questions, avec démonstrations.

Définition 1.26 (Demi-espace) On appelle demi-espace de R™, N > 1, I’ensemble {(x,y) € Rz e R,z >
0ety € RN}, qu’on note IRf.

Théoreme 1.27 (Trace, demi-espace) Soir ) = ]Rf ; pour tout p tel que 1 < p < 400, il existe une unique
application linéaire continue v de W'?(Q) dans LP(R™ 1) telle que vu = u(0,-) p.p sur RY™!, siu €
Ccx (lRf) Noter que I’égalité yu = u(0, -) p.p sur RV est a prendre au sens de la mesure de Lebesgue N — 1
dimensionnelle,
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Remarque 1.28 (Lien avec la trace classique) On suppose que 2 = ]Riv . Alors :

1. Siu € HY(Q)NC(), on aalors yu = u p.p sur O (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimension-
nelle).

2. Kery = Wy P(RY).
Voir a ce propos 1’exercice [1.20}

Théoreme 1.29 (Trace, ouvert borné) Soit ) un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < +o0. Alors,
il existe une unique application  (linéaire continue) définie de W**(§2) dans LP(0%)) et telle que

yu = u p.p. sur O si v € WHP(Q) N C(Q).
Ici encore, p.p. est a prendre au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 02.
De plus Ker v = Wy P (Q).

Remarquons que si p > N, on peut montrer (voir théoréme [1.38) que W'?(92) C C(Q) et yu est alors la valeur
de u au bord au sens classique.

Le théoreme suivant généralise la propriété d’intégration par parties des fonctions régulieres.

Théoreme 1.30 (Intégration par parties)
e SiQ)= IR_]‘\_I, alors

S12<Z<N/uDvdx— /Duvdx Y(u,v) € (H(Q))?,
ii= uDyvdr = — wode u v , V(u,v 1(Q))?,
si 11;19 do=— [ Dwvdet [ qu) yole) driw). Viuw) € (7' (9)

o si Q est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne, alors, pour touti =1,..., N,

/qumz—/Dmmm+/wwmwwmwmwwvmwe&mmﬂ
Q Q o0

ou yu désigne la trace de u sur la frontiere OS) et d~y(y) désigne 'intégration par rapport a la mesure adéquate
sur O (qu’on peut voir comme une mesure de Lebesque (N — 1) dimensionnelle, voir remarque suivante), et
n = (ni,...,ny)" est la normale a O extérieure a .

Remarque 1.31 (Mesure sur 9€2) La mesure utilisée sur OS2 est définie de maniére trés précise dans le polycopié
de Jérome Droniou [|15| paragraphe 2.2.1]. On pourra aussi y trouver la démonstration du théoréme de trace
précédent, voir [ibid., théoreme 4.2.1].

1.6 Théoremes de compacité

Le théoréme de compacité de RelhchE] et ses généralisations sont une conséquence du théoreme de compacité
de Kolmogorovl On pourra consulter [20l chapitre 8]) pour le théoreme de Kolmogorov général (appelé aussi

13. Franz Rellich (1906-1955), mathématicien autrichien-allemand, spécialiste de physique mathématique et d’équations aux dérivées par-
tielles.

14. Andrei Nikolaievitch Kolmogorov (1903-1987), mathématicien soviétique connu pour ses contributions en probabilités, topologie, lo-
gique, turbulence, mécanique, théorie de 1’information et complexité.
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parfois Fréchet Kolmogorov). Le théoreme de Kolmogorov est adapté dans le cas espace temps au chapitre 4 (voir
théoremes (.42 et 4.43).

Le théoreme de Kolmogorov est lui méme une conséquence du théoréme d’AscoliEl que nous rappelons car il
sera utilisé plusieurs fois dans la suite.

Théoreme 1.32 (Ascoli (ou Arzela-Ascoli)) Soient (K, d) un espace métrique compact et (E,d') un espace mé-
trique complet. L’espace C(K, E) des fonctions continues de K dans E, muni de la distance de la convergence
uniforme, est un espace métrique complet. On rappelle que la distance de la convergence uniforme est définie par

!
d(f,g) = sup d'(f(x),g(x)).
reK
Une partie A de C(K, E) est relativement compacte (c’est-a-dire incluse dans un compact) si et seulement si,
pour tout point x de K :
— A est équicontinue en x, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe § tel que pour tout f € A et pour tout y

tel que d(z,y) <6, d'(f(x), f(y)) <&
— Densemble { f(x)|f € A} est relativement compact.

Théoréme 1.33 (Rellich) Soir Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < p < +oc. Toute partie bornée de
Wy (Q) est relativement compacte dans LP(Q). Ceci revient & dire que de toute suite bornée de W,"*(Q), on
peut extraire une sous-suite qui converge dans LP (Q).

Le théoreme précédent reste vrai avec W1 () a condition de supposer la frontiere lipschitzienne.

Théoréme 1.34 (Compacité des bornés de WP (Q) dans LP(Q)) Soir Q un ouvert borné de R™ (N > 1), a
frontiére lipschitzienne, et 1 < p < +oo. Toute partie bornée de WP (Q) est relativement compacte dans LP ().
Ceci revient a dire que de toute suite bornée de WP (S2), on peut extraire une sous-suite qui converge dans LP(SQ).

Nous aurons aussi besoin d’une version du théoreme dans les espaces duaux de L? et Wg "P. On rappelle que
pour p < 400, le dual de LP est identifié a ’espace L9 avec ¢ = p%l, et le dual de Wol’p est noté W~14, on
obtient le théoréme

Théoréme 1.35 (Compacité des bornés de LI(€2) dans W —1:9(Q)) Soit Q un ouvert borné de RY (N >1)
et 1 < q < +oo. Toute partie bornée de LI(S)) est relativement compacte dans W ~19(Q).

En particulier, pour ¢ = 2, I'espace W ~12(Q) est aussi noté H='(Q). Toute partie bornée de L?(SY) est donc
relativement compacte dans H~*().

Démonstration Ce résultat est une conséquence du théoreme de Rellich[1.33] voir I’exercice L]

Remarque 1.36 (Sur la compatibilité des identifications) Soit 2 un ouvert de RY d > 1.

Si f € L{ (), on confond f avec I’élément de D*(2) qu’elle représente.

Soit 1 < p < 400.Si f € LP(2) (etdonc f € Li, . (£2)) il est habituel de confondre f avec I'élément de (L?(2))’,
avec ¢ = P € [1, +00], qu’elle représente.

Ces deux identifications sont compatibles au sens que si f € LP(2) et ¢ € D(2) (et donc ¢ € LI(2)),

(fso)pr), D) = (fs9) ey, La) = /{lf(fv)@(ﬂ?) dz,

ou dz représente I’intégration par rapport a 1 mesure de Lebesgue.

15. Giulio Ascoli (1843-1896), mathématicien italien du 19e siecle.
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Si maintenant on a, par exemple, f € H = H'(2) (etdonc aussi f € L{ (2)). Comme il existe un isomorphisme

naturel entre un espace de Hilbert et son dual, on peut étre tenté de confondre f avec 1’élément de H’' donné par
cet isomorphisme. Cette confusion n’est pas vraiment compatible avec la confusion de f avec ’élément de D*(£2)
qu’elle représente. En effet, ces deux confusions donnent

(f:)p (@)D =/Qf(x)w(w) dzet (f, @)H',H=Avf(w)~vw(x) dw+/9f(w)-vso(x) da,

etdonc, (f, v)p~(),p) 7# (f @) a1 (sauf cas trés particuliers !).

1.7 Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont des outils tres utiles pour I’analyse de EDP; ces injections établissent le fait qu’une
fonction dont une certaine puissance d’elle-méme et de sa dérivée est intégrable (c’est-a-dire u € W1P) est en fait
dans un “meilleur” espace (en termes d’intégration ou de régularité). On distingue trois cas différents, selon que la
puissance est inférieure strictement, égale, ou supérieure strictement a la dimension de I’espace N. Le troisiéme
cas fait intervenir les fonctions holderiennes, dont la définition est la suivante.

Définition 1.37 (Fonctions hélderiennes) Pour o > 0 et K C RY, ’ensemble des fonctions de K dans IR
holdériennes d’exposant o, noté C%(K), est défini par

CY(K) = {u € C(K,R) | 3k € R; |u(z) — u(y)| < kllz — y[|*,¥(z,y) € K*}. (1.5)

Théoréme 1.38 (Injections de Sobolev) Soit  un ouvert de RY, N > 1 qui est soit borné & frontiére lipschit-
zienne, soit égal a RY.
1. Sil <p < N, alors W'?(Q) C LP" (), avec p* = NN—_”p. On appelle injection de W1?(2) dans
LP"(Q) application v € W'P(Q) — u € LP"(Q). Cette injection est continue, c’est-a-dire qu’il existe
C € Ry (ne dépendant que de p, N et (1) tel que

Vu € WHP(Q), ||ufl o < Cllullws

On dit aussi que WP (Q) s’injecte continiment dans LP" (Q). En particulier, W (Q) s’injecte continii-
ment dans L~ (Q).
2. Dans le cas N = 1, le choix p = N est autorisé et on a donc injection continue de W11 (Q) dans L*>°(Q)

3. Sip > N, alors on écrit, avec un certain abus de notation,

Whr(Q) c ¢ (Q)

_N =
au sens ol pour toute classe de fonctions u € W1P(Q), il existe une fontion v € cO=% (Q) telle que
v = u p.p. oit la classe u est ici confondue avec I’un de ses représentants.

_N = . .
On peut en fait montrer que 'injection de WP (Q) dans C**~ % (Q) est continue, pour une norme a
définir, voir exercice[I.18

4. Dans le cas oi ) est borné a frontiére lipschitzienne, "espace W1V (Q) s’injecte continiiment dans I’es-
pace L1(Q), pour tout q tel que 1 < q < +o0 (et le cas ¢ = oo est autorisé si N = 1). Ce résultat est faux
dans le cas on Q = RN , Voir un contre exemple a | ’exercice

Si Q est un ouvert borné sans hypothese de régularité sur la frontiére, les quatre assertions précédentes restent
vraies si I’on remplace I’espace WP () par I'espace W, " ().
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Remarque 1.39 (Injection de Sobolev pour les espaces duaux) Soient E, F' deux espaces de Banach (réels) et
T € L(E,F).Pour g € F’ on définit T'g € E’ par (T'g,u)p g = (g, Tu)pr r 1l est clair que T"g est bien un
élément de E’ pour tout g € F’ et on montre que T* € L(F’, E') (exercice[1.26). Une conséquence de ce résultat
est que F” s’injecte continiment dans E’ si E s’injecte continiiment dans F'. On en déduit par exemple que si {2
est un ouvert borné de IR a frontiére lipschitzienne et 1 < p < N, L?" (Q)’ s’injecte continiment dans W17 (Q)’
et donc, comme LP” ()’ est en général identifié a L®")'(Q) ((p*)’ exposant conjugué de p*), I'espace L*")' ()
s’injecte continfiment dans W17 (Q)’.

Remarque 1.40 (Compacité de ’injection de W, (€2) dans L7(£2)) Soit £ un ouvert borné de IR™.

Une conséquence du théoréme d’injection de Sobolev (théoréme [T.38) et du théoréme de compacité de Rellich
(théoréme est que I’injection est compacte de Wol’p(Q) dans LI(Q)sil <p< Netg<p*= %'

11 suffit pour démontrer cette propriété de remarquer que la convergence dans LP donne la convergence dans L'
(car 2 est borné) puis d’utiliser Iinégalité de Holder qui donne (pour 1 < ¢ < p* etu € L’ () [Jullpe <
[lwll?, ||u||1L;f’ (avec 6 = (p* — q)/(p* — 1)) d’ott I’on déduit que u,, — u dans L' et (u,)nen bornée dans LP"
implique u,, — u dans L? quand n — +o00.

Sip > N, une conséquence du théoréme d’injection de Sobolev (théoremdI.38) et du théoreme d’Ascoli (théo-

réme [[.32)

1.8 Exercices

Exercice 1.1 (Exemple de dérivée (x x x)) Corrigé en page[29
Soient N > 1,Q = {z = (z1,...,zx) € RY, |z < 1,i=1,...,N}etu: R — IR définie par u(z) = 1
siz € Q etu(z) =0 siz g Q.
1. Pouri={1,...,N} ety e D(R"), montrer que S~ w(x)dip(x) dz ne dépend que des valeurs prises
par ¢ sur le bord de 2.
2. Montrer que u & WH1(IRY).

Exercice 1.2 (Une fonction a dérivée nulle est constante p.p. (xx)) Corrigé en page
Soitu € L (]0,1]) telle que Du = 0. Montrer que

loc
Ja € R;u = ap.p..
Exercice 1.3 (Espace de Sobolev en une dimension (x x x)) Corrigé en page
Soit1 < p < oo.
1. Soitu € W1P(]0, 1]).

(a) Montrer qu’il existe C' € R tel que u(z) = C + [ Du(t)dt, pour presque tout 2 €]0, 1[. En déduire
que u € C([0,1],IR) (au sens ou il existe v € C([0, 1], IR) telle que w = v p.p. sur 0, 1[; en identifiant
u et v, on peut donc dire que W17 (]0,1])  C([0,1],IR)).

(b) Montrer que |[uoo < [|ullwirqo,1p-
1
(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — —.
p

2. Soit u € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe une fonction w € LP(]0, 1]) telle que u(xz) = wu(0) +
5 w(t)dt, pour tout z €]0, 1[. Montrer que u € WP (]0, 1) et Du = w.

Exercice 1.4 (Une fonction a gradient nul est constante p.p. (x x xx)) Corrigé en page
Soient N > 1, B={z € RY, |z| < 1} etu € L] (B).

loc
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1. On suppose que D;u = 0 pour tout s € {1,..., N}. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que u = a p.p.. (u est
donc la fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :

Soit e €]0, 2[ et (pn)new+ une suite de noyaux régularisants, ¢’est-a-dire :

p € D(RY), /]Rdimzl,p20,p(x)zOsi|x|21,

et,pourn € N*, 2z € RN, p,(2) = nVp(nz).
On pose u.(x) = usi |z] <1 — ¢ etue, = 0 sinon. Puis, on pose uc n, = U * pp.

Montrer que .y, € D(]RN) et que, si % < €, Uy, est constante sur la boule de centre 0 et de rayon 1 — 2e.
Puis, conclure. .. .]

2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1,..., N'}. Montrer que u € C'(B,R) (au
sens “il existe v € C(B, R) telle que u = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre I’indication de la
lere question et raisonner ainsi : Montrer que pour tout z,y € R”Y ona

ue,n(y) - us,n(x) = /O vus,n(ty + (1 - t)l') : (y - :E) dt7

et que pour z dans la boule de centre 0 et derayon 1 — 2eeti € {1,...,N}ona

Dtiem(z) = /B Di(Z)pu(z — 3)dz.

(On rappelle que 0;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a la i-eéme variable. En déduire que pour
presque tout z,y € B, on a, avec Du = {Dyu, ..., Dyu}?,

1
u(y) —u(z) = / Du(ty + (1 —t)x) - (y — x) dt.
0
Montrer alors que u est continue et que la formule précédente est vraie pour tout z,y € B. Conclure enfin

queu € C'(B,R).]

3. On reprend ici la leére question en remplacant B par un ouvert quelconque de IRY. Montrer que u est
constante sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, dire que u est constante signifie
qu’il existe a € IR tel que v = a p.p..)

Exercice 1.5 (Une fonction appartenant 3 H' n’est pas forcément continue si d > 1 (x%)) Corrigé en page
Soit @ = {z = (v1,22)" € R?, |z;| < &, i =1,2}, 7 €0, 3[.

Soit u : Q — IR définie par u(x) = (—In(]z|))”. Montrer que u € H* (). En déduire que H'(Q2) ¢ C ().
Corrigé en page[34]

Exercice 1.6 (Laplacien d’un élément de H} (2) (%)) Corrigé en page
Soit Q2 un ouvert borné de RY (N > 1) et u € H} (). Pour u € H' (€, on définit Au = 2N | D2u, ot D?u est
la dérivée par transposition d’ordre 2 de w par rapport a la variable z; (voir Définition [T.3).

1. Montrer que, pour tout ¢ € D(2), on a
(B )p-@p0) = [ u@)Ap(z) do = - [ Vu(o): Vpla) da,
Q
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2. On rappelle que H} () est un s.e.v. fermé de H'(2). Muni de la norme de H*(), 'espace H}(Q) est
donc un espace de Hilbert. On note H () le dual (topologique) de H}(2). Déduire de la question
précédente que Au € H () (c’est-a-dire que 1’élément de D*(2), noté Au, se prolonge de maniére
unique en un élément de H ~1(£2), encore notée Au) et que

AUl -1y < [Vl [l2(0)-

NB. En fait, on montrera au chapitre 2 que sur H¢ (£2) la norme H'(2) est équivalente a la norme notée || - || HY(Q)
définie par [|ul 73 (q) = || [Vul [|£2(q). Avec ce choix de norme sur H{(€2) on obtient [|Au|| 1) = 1wl 2 -

Exercice 1.7 (Singularité ponctuelle (x x x)) Corrigé en page Pour 2 € R?\ {0}, on pose G(z) = In(|z|).

1. Montrer que G € C=(IR?\ {0}) et AG = 0 (au sens classique) dans IR \ {0}. En déduire que AG = 0
dans D*(IR? \ {0}). Que vaut AG dans D*(IR?)?

2. Montrer que G € L}, (IR?) pour tout 1 < p < +ocet VG € L}, (IR*) pour 1 < p < 2.

3. On prend dans cette question 2 =]0, 1[%. Montrer que u € L?*(Q), Au = 0 A u € H'(Q2). Montrer
ensuite que v € (H(Q))?, dive = 0dans D*(Q2) etrotv = 0dans D*(Q) % v € (L?(2))%. (On
rappelle que rotv = dyve — Oav1, avec v = (vy, v2).)

4. (Singularité éliminable) Soit © un ouvert de IR? contenant 0. On suppose que . € H* () et que Au = 0
dans D* (2 \ {0}). Montrer que Au = 0 dans D*(Q2).

Exercice 1.8 (Quelques conséquences du théoreme de Hahn-Banach (xx)) Corrigé en page
Soit E un espace de Banach réel.

1. Soitx € E, z # 0. Montrer qu’il existe T € E’ t.q. T(z) = ||z||g et ||T||g» = 1. En déduire que
|5 = max{S(z), S € E'; ||S]|m =1}.

2. Soient F un s.e.vde F et z € E. Montrer que = ¢ F si et seulement si il existe T € E' t.q. T(x) # 0 et
T(y) = 0pourtouty € F.

3. Pourz € E, on définit J(z) de E’ dans IR par J(z)(T") = T'(z) pour tout T' € E’. Montrer que J(z) € E”
pour tout x € E et que I’application J : x — J(x) est une isométrie de £ sur Im(J) C E”. (Définition :
On dit que E est réflexif si Im(J) = E”.)

4. Soit F/ un espace de Banach.

(a) Soient (T},),cw une suite de E' et T € E’ tels que T,, — T *-faiblement dans E’ quand n — +oo0.
Montrer que ||T'|| g < liminf, 4o || 70| &

(b) Soient (z,,)neN une suite de E' et x € E tels que x,, — « faiblement dans E quand n — +oco. Montrer
que ||z||g < liminf, 4o ||Zn| - Ceci démontre le résultat énoncé a la remarque

Exercice 1.9 (Comparaison €7 (IN)-£9(IN) (x)) Corrigé en page[38|
Pour 1 < p < +00, on définit I'espace ¥ = (P(IN) = {z = (2, )nen; Tn € R pourtoutn € IN, 3" 1 |z,|P <

00} qu’on munit d’une norme définie par ||z, = (3 |xn|p)% pour £ = (X )new € CP.

On définit aussi, pour p = oo, I’espace £>° = (>°(IN) = {z = (2, )nen; n € R pour tout n € IN, sup{|z,|, n € N} <
oo} qu’on munit de la norme définie par ||z |loc = sup, ey [Zn| pour z = (2 )nenw € £°.

Avec cette norme, ¢P est un espace de Banach pour tout 1 < p < 400 (voir par exemple [20, Exercice 6.27]).

20



1.8. EXERCICES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

1. Soit1 < p < ¢ < +o0. Montrer que P C {9 et que, pour tout x € ¢7,
zllg < llz[lp-

2. Soit 1 < p < g < +00. Montrer que /P est dense dans £9.
3. Soit 1 < p < +o00. Montrer que I’adhérence de ¢ dans ¢°° est I’ensemble A défini par

A={z = (zp)nen; nEIJPoo z, = 0}.

En déduire que ¢P n’est pas dense dans £°°.
NB : Lorsque (X, 7, m) est une espace de mesure finie, on a toujours 1’inégalité inverse, c¢’est-a-dire L? (X, T, m) C
LUX,T,m)sil <qg<p<+oo.
Exercice 1.10 (Caractérisation de la densité d’un s.e.v. d’un espace de Banach (x)) Corrigé en page
Soient E un espace de Banach réel et G un s.e.v. de E.

1. Montrer que GG = F si et seulement si
(f € E',{f,u)p.g =0pourtoutu € G) = f = 0. (1.6)
[Utiliser I’exercice [1.8]]

2. On suppose maintenant que £ = F’ (ou F est un espace de Banach réel).

(a) On suppose F' réflexif, Montrer que G’ = F” si et seulement si
(v e F,{(g,v)p r=0pourtoutg € G) = v =0. (1.7

(b) On ne suppose plus que I est réflexif. Donner un exemple pour lequel G # F' et pourtant (1.7)) est
vérifié, c’est-a-dire
(v e F,{(g,v)p p =0pourtoutg € G) = v = 0.
[On pourra prendre F' = /! et, en identifiant (¢!)’ avec £>°, G = (1]

Exercice 1.11 (Séparabilité de LP (x x x)) Corrigé en page[39
On désigne par L? 'espace LY (IR, B(IR), A).

1. Soit 1 < p < oo. Montrer que LP est séparable.

2. Montrer que L>°(IR) n’est pas séparable.

Exercice 1.12 (Séparabilité d’une partie d’un espace séparable (x)) Corrigé en page

Soit E un espace vectoriel normé séparable et A une partie de E/ dénombrable dense dans FE. Soit F' une partie F.
Soit n € IN*, Pour tout x € A, si il existe au moins un point y de F tel que ||z — y||g < %, on choisit un tel point
et on le note a, ,, (onadonc a, ., € Fetl||z — az ||z < %).

On note B,, ’ensemble des points obtenus ainsi (noter que B,, C F)).

1. Soit n € IN*. Construire une injection de B,, dans A (ce qui prouve que B,, est dénombrable).

2. A I'aide des ensembles B,, (n € IN*), construire une partie de F' dénombrable et dense dans F' (ce qui
prouve que F’ est séparable).

Exercice 1.13 (Sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach réflexif (xx)) Corrigé en page

Soit E est un espace de Banach (réel) réflexif et F' un sous espace vectoriel fermé de E. L’espace F' (muni de la
norme de F) est donc aussi un espace de Banach.

Pour G = E ou G = F On note Jg I'injection de G dans G” (voir exercice L.8).

Soitu € F".
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1. Si f € E’, on désigne par f, larestriction de f a F (et donc f|, € F").
Montrer que ’application f — (u, f|,.)p r+ est linéaire continue de E’ dans IR. C’est donc un élément
de E” que I’on note v dans la suite (de sorte que (v, ) g = (u, f,.)Fr F).
Montrer que ||v|| g < |Jul|F~.

2. (Question inutile pour la suite de 1’exercice) A-t-on ||v||g» = ||u||F ?

3. Montrer qu’il existe = € E tel que (v, f)g» g = (f,x)p, g pour tout f € E’. [Utiliser le fait que E est
réflexif.]

4. On considere I’élément x de E trouvé a la question 3]
(a) Montrer que x € F'. [Utiliser une conséquence du théoreme de Hahn-Banach, exercice ]
(b) Montrer que Jp(z) = u.

5. Déduire des questions précédentes que F' est réflexif.

Exercice 1.14 (Continuité d’une application de LP dans L7 (x x x)) Corrigé en page[#1|
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, g € [1, oo| et g une application continue de IR dans IR telle que :

3C eR%; lg(s)| < Cls|7 4+ C, Vs € R. (1.8)
1. Soitu € LI (E, T, m). Montrer que g o u € L (E, T, m).

On pose L" = L (E,T,m), pour r = petr = g. Pour u € L, on pose G(u) = {h € L} (E,T,m);
h =gowvp.p.},avec v € u, c’est-a-dire que v € L (E, T, m) et v est 'une des fonctions appartenant a
I’ensemble u. Dans cet exercice, nous faisons bien la distinction entre LP et LP, distinction qui, en général,
n’est pas faite, y compris dans ce livre. Noter que G(u) € L1.

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c¢’est-a-dire que G(u) ne dépend pas du choix de v
dans u.

3. Soit (un)new C LP. On suppose que u, — u p.p., quand n — +oo, et qu’il existe F' € LP telle que
|un| < F p.p., pour tout n € IN. Montrer que G (u,,) — G(u) dans L.

4. Montrer que G est continue de L? dans L.

5. On considere ici (E, T, m) = ([0, 1], B([0,1]), A) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas
(1.8). On va construire u € L! telle que G(u) ¢ L.
(a) Soitn € IN*, montrer qu’il existe «v,, € IR tel que : |g(an,)| > nlay| et |ay| > n.

(b) On choisit une suite (o, )eN+ Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il
existe a > 0 t.q.
+oo o
> o = 1.
n=1 n

(c) Soit (an)nen+ une suite définie par: a; = 1l et ap41 = ap — (ou «y, et o sont définies dans

|an [n?
les 2 questions précédentes). On pose u = ZIE 1, .0, Montrer que u € L' et G(u) & L*.
Exercice 1.15 (Fonctions lipschitziennes (x x x)) Corrigé en page
Soit £ un ouvert de RY.
1. Soit u : 2 — IR une fonction bornée lipschitzienne. Montrer que u € W1>°((2).

(Noter que si 2 est borné et u lipschitzienne de {2 — IR, alors u est continue sur {2 et méme se prolonge
en une fonction continue sur €2, la fonction u est donc bornée.)
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2. Soitu € WLOO(IRN ). Montrer que u est lipschitzienne (au sens : il existe v : RY - R lipschitzienne
telle que u = v p.p.).

Le résultat démontré dans la question [2] permet de montrer que si € est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne
et u est une fonction de  dans IR, alors u € W1°°(Q) si et seulement si u est lipschitzienne (au sens : il existe v
: 2 — IR lipschitzienne telle que u = v p.p.. On peut d’ailleurs remarquer que v se prolonge alors en une fonction
lipschitzienne sur Q.)

Exercice 1.16 (Exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien (x x x)) Corrigé en page[#4]

On appelle ouvert lipschitzien un ouvert a frontiere lipschitzienne (définition[T.2T)) et ouvert fortement lipschitzien
un ouvert a frontiere fortement lipschitzienne (remarque[T.22).

Pour construire un exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien, 1’idée est de construire un ouvert qui
ne vérifie pas la propriété du segment.

Définition 1.41 (Propriété du segment) On dit qu’un ouvert Q de R satisfait la propriété du segment si pour
tout z € 09, il existe d € RY, d # 0 ett € R, tel que {z + sd, s €]0,t]} C Q.

Un ouvert fortement lipschitzien de RY vérifie la propriété du segment : il suffit pour s’en convaincre de considérer
(sans restriction de généralité) que la frontiere est localement alignée avec 1’axe x1 en coordonnées cartésiennes
et de choisir d = (0, ..., 0, 1) Pour construire un ouvert qui ne vérifie pas la propriété du segment, 1’idée utilisée
ici (due, semble-t-il a Zerner, voir [22]]) est de prendre pour ouvert une “route" allant vers le point (0, 0) avec une
infinité de virages, sans changer le rayon de courbure des virages (ce qui donne que 1’ouvert est lipschitzien) mais
(bien siir) en faisant en sorte que la largeur des virages tende vers 0 quand on se rapproche de (0, 0). A cause des
virages, I’ouvert ne vérifie pas la propriété du segment et donc n’est pas fortement lipschitzien.

Construction de ’ouvert {2 - Soit @ une fonction continue de [0, 1] dans IR, nulle en 0 et 1. On suppose que

o(>) > 1. (1.9)

La fonction ¢ peut étre, par exemple, une fonction “chapeau” ou une fonction de classe C'>° a support compact
1

dans 0, 1[. On pose a,, = 4" pour n € IN et et on définit ¢ de [0, 1] dans IR en posant

T — an,

() = an—19(

)siz €lan, an—1]etn > 1.
n—1

La fonction ¢ est donc lipschitzienne de [0, 1] dans IR, (en ajoutant ¢ (0) = 0). On remarque aussi que ¢(a,) = 0.
On pose alors 2 = {(z,y) € R?; 2 €]0,1[, p(z) —z <y < @(x)}.

1. L’ouvert 2 n’est pas fortement lipschitzien - Montrer que la propriété du segment n’est pas vérifiée pour
Q et z = 0 et en déduire que €2 n’est pas fortement lipschitzien.

2. L’ouvert (2 est faiblement lipschitzien - On pose T' = {(z,y), = €]0,1[, —z < y < z}. On définit une
bijection 1 de {2 dans le triangle 7" en posant

Y(z,y) = (@2 +2(y — ¢(x)))-
Montrer que v est lipschitzienne ainsi que son inverse et en déduire que €2 est un ouvert lipschitzien.

Exercice 1.17 (Prolongement d’une fonction continue (x)) Corri_gé en page
Soient 2 un ouvert de RY , N > 1, et f une fonction contin_ue de € dans IR. Le but de I’exercice est de montrer
qu’il existe ¢ continue de IR™ dans IR telle que g = f dans €.
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FIGURE 1.1 — L’ouvert {2

Siz € Q,on pose g(x) = f(x).
Siz ¢ Q, on pose d,, = inf{|x — y|, y € Q} (onadonc d, > 0), B, = {z € RY, |z — 2| < 2d,} et

oy — dors, 1)
mez dz

Montrer que g est bien définie et est continue de IR™ dans IR.

Exercice 1.18 (Inégalités de Sobolev pour p > N (x * x%)) Corrigé en page
L’ objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour p > N.

Siz e RY (N > 1),onnote z = (z1,%),avec z; € Retz € RY . Onnote H = {(t, (1 — |t|)a), t €] —1,1],
a € By_1},00 By 1 = {z € RN, |z < 1}. (On rappelle que | - | désigne toujours la norme euclidienne.)
Soit N < p < oc.

1. Soitu € C*(RY,1IR). Montrer qu’il existe C; € IR, ne dépendant que de N et p, tel que

u(1,0) = u(=1,0)| < Cell([Vul)llLrm)- (1.10)

[On pourra commencer par écrire u(1, 0)—u(0, a) comme une intégrale utilisant convenablement Vu(¢, (1—
t)a) pour ¢ €]0, 1], et intégrer pour a € By _; pour comparer u(1,0) et sa moyenne sur By _1. On pourra
se limiter au cas N = 2, pour éviter des complications inutiles.]

2. Soitu € Ccl(]RN, IR). Montrer qu’il existe Cy € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

u(z) — u(y)| < Coll (IVul)l| 1oz — yI' =7 . (1.11)

[Apres, éventuellement, une rotation et une translation, on peut supposer que = (b,0) et y = (—b,0). Se
ramener alors a (I.10).]
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Pour a €]0, 1] et K sous ensemble fermé de IR, on note

CO(K) = fu € C(K,R), [lullpoqiey < coet sup D80 ooy

vyeK, a2y [T —Y|*

et, siu € CO¥(K),

ulxr) —u
lllow = lull =+ sup 14D =4
ryeK, oty [T Yl

Noter que o« (K), muni de cette norme, est un espace de Banach.

3. Soit u € C}(IR™,R). Montrer qu’il existe C5 € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[l Loo vy < Callullwremy)- (1.12)

[Cette question est plus délicate. .. Il faut utiliser (T.TT)) et le fait que u € LP(IR™).]

4. (Injection de Sobolev dans IR™N.) Montrer que W'?(R") c C%*(R"Y), aveca =1 — %, et qu’il existe
Cy € IR, ne dépendant que de N et p, tel que

[ullco.omry < Callullwrp@mny- (1.13)

5. (Injection de Sobolev dans €.) Soient €2 un ouvert borné de R”Y (N > 1), a frontiere lipschitzienne.
Montrer que W1P(Q) C C%*(Q), avec a = 1 — %, et qu’il existe Cs € IR, ne dépendant que de €2, IV et
p, tel que

lullco.aay < Csllullwie(q)- (1.14)

Exercice 1.19 (Inégalités de Sobolev pour p < N (x x x%)) Corrigé en page[47]
L’objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour 1 < p < N.

La démonstration proposée ici est due a L. Nirenberg[‘l Elle consiste a faire d’abord le cas p = 1, puis a en déduire
lecas 1 < p < N. Historiquement, lacas 1 < p < N a été démontré avant le cas p = 1 (et le cas p = 1 est
longtemps resté un probléme ouvert).

1. Soitu € CH(R™).

(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||u]|s < ||u’||1. On rappelle que u’ désigne la dérivée classique
de u.

Ou_ ¥ ou | W
[ ENRES |yl I

(b) Par récurrence sur N, montrer que ||u|| < Tl

(¢) Montrer que ||ul|_~_ < | [Vul |1

(d) Soit 1 < p < N.Montrer qu’il existe Cn;, ne dépendant que N et p tel que |Ju||,» < Cnpll |V
avec p* = (Np)/(N —p).

2. Soit 1 < p < N. Montrer que [|u],» < Cn.p|l |Vl ||y, pour tout u € WEP(IRY) (Cy, et p* sont donnés
a la question précédente). En déduire que I’injection de W1*(IR™) dans L¢(IR") est continue pour tout
q € [p,p*].

16. Louis Nirenberg (1925-2020), mathématicien canadien, spécialiste de I’analyse des équations aux dérivées partielles

P>
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3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W'~ (IR") dans L¢(IR") est continue pour tout ¢ € [N, o]
(Pour N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).

4. On suppose maintenant que €2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer
que I’injection de W1?(£2) dans L7() est continue pour tout ¢ € [p, p*] (p* = (Np)/(N — p)). Montrer
que I’injection de W (Q) dans L4(2) est continue pour tout ¢ € [N, oo[ (Pour N = 1, le cas ¢ = oo est
autorisé).

Exercice 1.20 (Noyau de ’opérateur trace (x x xx))  Corrigé en page|50|Soient @ = RY, N > 1,1 <p <
ety : WHP(Q) — LP(09) I'opérateur trace défini au théoréme

1. Montrer que Kery = W, *(1).

2. Soitu € WLP(Q) N C(Q). Montrer que yu = u p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle
sur 0€2).

Exercice 1.21 (Prolongement d’une fonction appartenant 2 H? (xx)) Corrigé en page |51 Soient N > 1,
Q=RYetpe[l,o00[

1. Montrer que C2°(Q) est dense dans W22 (Q). [On pourra s’inspirer de la démonstration de la densité de
C°(Q) dans WP(Q), théoreme|1.23].

2. Montrer qu’il existe un opérateur P linéaire continu de W?2? () dans7W27p(]RN ) tel que Pu = u p.p.
dans €, pour tout u € W?2P(Q2). [On pourra chercher, pour u € C°(Q), P sous la forme Pu(z1,y) =
oau(—x1,y) + fu(—2z1,y), pour z; € R_ ety € IRV, avec a et 3 bien choisis dans IR.]

3. On prend maintenant p = oo. A-t-on C2°(€2) est dense dans W?2:°°(Q) ? Existe-t-il un opérateur P linéaire
continu de TW2°°(Q) dans W2°°(IR") tel que Pu = u p.p. dans €2, pour tout u € W2 ()?

Exercice 1.22 (Convergence faible et opérateur continu (x)) Corrigé en page
Soient E et F' deux espaces de Banach.
1. SoitT € L(E, F), c’est-a-dire que T est une application linéaire continue de E dans F'. Soit (uy, )neN une
suite d’éléments de E et v dans E. On suppose que u,, — u faiblement dans £’ quand n — +o00. Montrer
que T'(u,) — T'(u) faiblement dans F.
2. On suppose que £ s’injecte continliment dans F', c’est-a-dire que &2 C F' et que I’application v — w est
continue de E dans F. Soit (u,,)nenN une suite d’éléments de E et v dans E. On suppose que u,, — u
faiblement dans F quand n — +o00. Montrer que u,, — u faiblement dans F'.

3. Soit Q est un ouvert borné de RY, N > 1, (u,,)ner une suite d’éléments de H} () et u dans H} (). On
suppose que u,, — u faiblement dans H} () quand n — +o0. Soiti € {1,..., N}.
Montrer que D;u,, — D;u faiblement dans L?(2) quand n — +oo.

Exercice 1.23 (Fonction non continue appartenant 3 H'(IR?) N L>°(IR?)(x % %)) Corrigé en page Dans
cet exercice, on construit v telle que v € H'(IR*) N L>(IR?) et v ¢ C(IR? IR) (c’est-a-dire qu’il n’existe pas
w € C(R? TR) telle que v = w p.p.). On reprend dans ce but la fonction de 1’exercice Soit v €]0, [ et u
définie par

() = {(.ln(|x|))7 si0 < |2) <1,

0si|z| >1,

et, par exemple, u(x) = 0.
Pour chaque n € IN*, on définit la fonction w,, par u,(z) = 1 — (1 — @, (x))"} avec U, (x) = (up(z) — n)*
(ce qui peut aussi s’écrire up, () = w(z) —nsin < w(z) < n+1, up(z) = 0siu(z) < netu,(x) =1
u(z) <n+1).
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1. Montrer que u,, € H'(IR?) pour tout n. € IN* et que

o0
SV [y < oo

n=1

[Utiliser I’exercice[I.5]et la généralisation donnée dans la remarque [2.25]du lemme [2.24] ]

2. Soit n € IN*. Montrer que u,, prend ses valeurs entre 0 et 1 et que le support de u,, est une boule de centre
0 et dont le rayon tend vers 0 quand n — +o0.
1

Pour n € IN*, on pose z,, = (5., 0)t e IR? et on choisit m,, tel que le support de U, SOit une boule de centre 0

et de rayon, noté r,, plus petit que (3)(5; — 77) et tel que la suite (11, ) nen+ Soit strictement croissante. Puis on

pose, pour € R?, v, () = Uy, (¥ — ).
3. Montrer que toutes les fonctions v,, ont des supports disjoints.

4. Montrer que que la série ) . v, est convergente dans [ 1(IR?). On note v la somme de cette série.
Montrer que v appartient 2 H'(IR?) N L>(IR?) mais que v ¢ C(IR?,R), c’est-a-dire qu’il existe pas
w € C(IR?, R) telle que v = w p.p..

Exercice 1.24 (Sur P’injection de W ! dans L'" (x%)) Corrigé en page |53 Soit Q un ouvert borné connexe de
RY (N > 1) a frontiére lipschitzienne et soit w une partie borélienne de €2 de mesure de Lebesgue strictement
positive, ¢’est-a-dire Ay (w) > 0 en désignant par Ay la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RY.

On définit I’ensemble W, par

W, = {u € W"(Q) tel que u = 0 p.p. dans w}.

Le but de cet exercice est de montrer, par deux méthodes différentes, qu’il existe C', dépendant seulement de (2 et
w, tel que

ull £y () < Cll IVul || 1 (o) pour tout u € W, et pour tout 1 < p < (1.15)

N-1
I- Premiére méthode (méthode directe)

1. On suppose qu’il existe une suite (u,),en+ d’éléments de ., telle que ||uy || 11 (o) = 1 pour tout n € IN*
et
lunllL1 () > 0l [Vtn| |21 () pour tout n € IN*.

En utilisant un théoreme de compacité du cours (chapitre 1), montrer qu’on peut supposer, apres extrac-
tion d’une sous-suite, que u,, — u dans L!'(€2) quand n — +oo. Montrer alors que v = 0 p.p. et que
lull L1y = 1 (ce qui est impossible. .. ).

2. Déduire de la question précédente qu’il existe C', dépendant seulement de €2 et w, tel que
ull 1) < Chll [Vul ||L1 (o) pour tout u € W,. (1.16)

3. On rappelle (théoreme ) qu’il existe C5, dépendant seulement de €2, tel que, en posant 1* = %, ona
[ull 1+ () < Callullwriq) pour tout u € W'(Q). Avec la question précédente, en déduire qu’il existe

C, dépendant seulement de € et w, vérifiant (I.15).

I1- Deuxieme méthode (en passant par la moyenne de w)
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1. Soit H = {u € Wh(Q) ; [,u(z) dz = 0}. Montrer qu’il existe Cs ne dépendant que de § t.q.
HUHLl(Q) < C3H ‘VU‘ ‘LI(Q) pour tout u € H.
En utilisant le rappel de la question 3 de la premiere partie, en déduire qu’il existe Cy ne dépendant que de
Qtq.

[ —m| g1 () < Cal[ [Vul || L1 (o) pour tout u € whi(Q), (1.17)

avec mAy () = [, u(z) dz. [On pourra remarquer que u — m € H.]
2. Soitu € W, et m tel que mAn(Q) = [, u(x) dz. Montrer que

Cy

Im| < ;
AN (w) 17

[ 1Vul |l (o)

et en déduire que
AN ()

An (w)
Exercice 1.25 (Partition de I’unité (xx)) Corrigé en page[53]

Soit K un compact de RY (N >1DetQy,...,Q, n € IN*, une famille finie d’ouverts tels que K C U ;;. On
va montrer ici qu’il existe des fonctions ¢, .. ., ¢, telles que

(pl) Pourtouti € {1,...,n}, p; € D(RY), S; C Q; avec S; = {x € RY, p;(x) # 0},
P2) Yo pi=1lsur K.
Poure > 0eti € {1,...,n},onpose ;. = {x € Qy, d(z, Q) > e} ot d(x, Q) = inf{|z — y|, v & U}
1. Montrer qu’il existe e > 0 tel que K C U ..

[ull 1= () < 04(1 + ( )%)H Vul || 1)

Soit maintenant £ donné par la question [I]

2. Montrer qu’il existe n fonctions f1, ..., f, telles que, pour tout 7, f; = 0 sur §2f _ et Sr o fi = Lsur
Ugllzlﬂi’g.
3. Par une méthode de regularisation, montrer 1’existence de n functions 1, . .., ¢, satisfaisant (p1) et (p2).

Exercice 1.26 (Opérateur transposé, continuité et compacité (x x xx)) Corrigé en page
Soient F, F' deux espaces de Banach (réels) et T' € L(E, F), et soit T I’opérateur transposé de 1" défini par (voir

Définition[2.TT)
geF — T'ge E avec (T'g,u)pr g = (g, Tu) p -
1. Vérifier que T"g est bien un élément de E’ pour tout g € F’ et que T € L(F', E').
2. Montrer que ||T"|| 2,51y = | Tl 2, )-
On suppose maintenant que 7" est un opérateur compact, c’est-a-dire que de toute suite bornée de E on peut extraire

une sous-suite dont I’image par T' converge dans F'.
Onnote B ={u € E, ||lu]|g < 1}.

3. Montrer que T'(Bg) est précompacte, c.a.d. que pour tout € > 0, il existe I C Bp tel que card(I) < 400
et
T(BE) = {T(u)’ u € BE} C UuEIBF(TuaE)a
ol Bp(Tu,e) ={v e F, |lv—Tullr < e}
4. Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (g,)ncn telle que pour cette sous-suite, encore notée
(gn)nen, la suite ((T" gn, u) g/ £ )new converge pour tout u € I. [Utiliser le procédé diagonal.]
Pour les deux questions suivantes on considere cette sous-suite.
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5. Montrer que la suite ((T" gy, u) g g)nenN converge pour tout u € F.

6. Montrer qu’il existe f € E’ tel que T%g,, — f dans E’.

7. Déduire des questions précédentes que 1 est un opérateur compact.

8. Démontrer le résultat de compacité des bornés de L9({2) dans W ~1:9({2) énoncé dans le théoréme

Exercice 1.27 (Transposée d’une injection continue (x)) Corrigé en page[57]
Soient E et F' deux espaces de Banach, tels que E s’injecte continiiment dans F', c’est-a-dire que 2 C F' et que
I’application u — u est continue de F dans F'. Montrer que F’ s’injecte continliment dans E’.

1.9 Corrigés des exercices

Exercice[1.1] (Exemple de dérivée)

1. On prend, par exemple, « = 1 (les autres valeurs de ¢ se traitent de maniere similaire). Pour tout ¢ €
DIRY) ona

1
/ u(x)01p(x) doe = / Op(z) de = / (/ Orp(r1,y) da:1> dy
RN ]-1,1[N ]-1av-1 N
et donc

/ u(z)01p() dm:/ ©(1,y) dy—/ o(—=1,y) dy.
RN ],1_’1[N—1 ],171[N—1

Ceci montre bien que [} v u(2)d1¢(x) dz ne dépend que des valeurs prises par ¢ sur le bord de €.

2. On raisonne par 1’absurde : on suppose que u € W1=1(]RN ). I existe alors (en particulier) g € Ll(IRN )
t.q.

/ u(z)Orp(x) de = / g(x)p(z) dz pour tout ¢ € D(RY).
RN RN

Pourn € IN*, onpose 4,, =]1 — 2,14 L[x] —1,1[N-1.

n’

On choisit une fonction ¢ € D(IRY) telle que 0 < o(z) < 1 pour tout z € RY, p(z) = 0siz ¢ A; et
p(x) =1siz = (1,y) avecy €] — 1, [V ~! (une telle fonction ¢ existe). Pour n € IN*, on définit alors

on par o (1+21,y) = (1 +nay,y) pourtout zy € Rety € RV (de sorte que @, = 0 hors de A,,).

Pour n € IN*, on a bien ¢,, € D(IRY) et le choix de ¢,, donne

/ u(z)Opn(z) dx:/ on(1,y) dy—/ on(=1,y)dy >1
RN ]-1,1[N -1

]—1,1[N~1

et

\/]RN 9(z)n(x) dz| S/ lg(z)| d.

n

Onadonc [, |g(x)| dz > 1 pour tout n € IN*, ce qui est impossible car la mesure de Lebesgue (N-di-
mensionnelle) de A,, tend vers 0 quand n — +oo, et donc [, [g(x)| dz — 0 lorsque n — +o0 (voir par
exemple [20} proposition 4.50]).
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Exercice[1.2(Une fonction a dérivée nulle est constante p.p.)
On se donne ¢, € D(]0,1]) t.q. fol wo(z) dz = 1.

Pour 3 € D(]0, 1]), on définit la fonction ¢ par

o(z) _/OZW) dt — (/011/)(t)dt) /0 o(t)dt pour 2 €]0, 1[.

Avec ce choix de ¢ on a ¢ € D(]0, 1]) et donc, comme Du = 0,
1
0= (Du,9)prp = —/ u(z)e' (z) da.
0

Comme ¢’ = 1) — (fol Y (t)dt)po, on a donc

/01 u(z)Y(x) de — (/01 ¢(t)dt) (/01 w(z) o () dx) =0.

On pose a = fol u(z)po(z) dz, on a ainsi

/ u(z)y(x) de = / ay(z) dz pour tout ¢ € D(]0, 1[).
0 0

Le lemme [I.T|donne alors u = a p.p..
Une autre méthode consiste a considérer d’abord le cas u € L'(]0, 1[) et procéder, par exemple, par densité.
La fonction u peut étre approchée par convolution par des noyaux régularisants p,, qu’on prend a support dans

]— L, L[. En prolongeant u par 0 en dehors de [0, 1], on pose w,, = u* p,,. On a alors u), = uxp,. On montre alors
1 1
que uj, () = —(Du, pp(x—-))p+ p pour tout z €]+, 1— L[, et on conclut que u], (x) = 0 pour tout €]+, 1— 1.

On termine le raisonnement en utilisant le fait que u,1y1 ;_ 1 tend vers u dans L.

1

Dans le cas u € L,

(]0, 1[) on considére d’abord la fonction u. = ulf.;_.) avec e > 0.
L’intérét de cette deuxieme méthode est qu’elle se généralise au cas multidimensionnel (voir I’exercice[T.4).

Exercice[I.3(Espace de Sobolev en une dimension)

1. (a) Pour z € [0,1], on pose F(x) = [ Du(t)dt. Comme Du € L'(]0,1[), ona F € C([0,1],IR). On
peut aussi montrer que F' est dérivable p.p. et que F’ = Du p.p. mais cela est inutile ici. On s’intéresse
plutdt a la dérivée par transposition de F', c’est-a-dire a D F' et on va montrer que DF' = Du.

Soit ¢ € D(]0,1[), on a

(OP.o)pp =~ [ Pl (e) da = - / it / 1y (Du(0) 1) () da

En remarquant que 1) ,((t) = 1j,1((2) pour tout ¢, > €]0, 1] et en utilisant le théoréme de Fubini, on a
donc

(DF, @)pep = — /0 K /0 Lyoa((@)¢! (1) do) D) ot - /O o(t)Du(t)

ce qui prouve que DF' = Du.
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Onadonc D(u— F) =0et l’exercicedonne alors I’existence de C' € IR tel que v — F' = C p.p.
c’est-a-dire .
u(z) =C+ / Du(t)dt pour presque tout z €0, 1].
0

(b) On choisit maintenant pour v (qui est une classe de fonctions) son représentant continu ; on a alors pour
tout z € [0, 1]

(@) = u(0) + /O " Du(t)t.

On a alors aussi pour tout z,y € [0, 1], u(x) = u(y) + [ Du(t)dt, et on en déduit que
p y q

1
M@NSW@H+AIDMMdt

En intégrant cette inégalité sur [0, 1] (par rapport a /), on obtient pour tout z: € [0, 1]
lu(@)] < flullzr + [Dullpr = Jlulwa
et donc, en prenant le max sur x et en utilisant I’inégalité de Holder,
[ullzee < lullpr + [ Dullpy < luflze + [[Dulle = [Juflwrs -

(c) On choisit toujours pour u son représentant continu. Soient x,y € [0,1], ¥ > x, on a
Yy
u(y) — u(z) = / Du(t)dt
xr
et donc, en utilisant I’inégalité de Holder,
Y % 1—-1 1—1
(o) ~u(e)| < ([ 1DuPdt) "y - 2l < Julwsly - 2.
x

2. 1l est clair que u € LP(]0,1[). Pour montrer que u € WP(]0,1[) il suffit de montrer que Du = w
c¢’est-a-dire que (Du, ¢)p+ p = fol w(t)p(t)dt pour tout ¢ € D(]0, 1[).

Soit ¢ € D(]0,1[),on a

gt = [uer o= [ ([ ar)gwir=- [ [ oa@mwar)e oo

En utilisant une nouvelle fois le théoréme de Fubini et le fait que 1j9 () = 1j,,1((t) (pour tout x, ¢ €]0, 1)),
on obtient

Duporo = [ ([ v oa)uwar=- [ ([ doa)uw = [ @,

ce qui donne bien Du = w.
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Exercice[1.4(Une fonction a gradient nul est constante p.p.)

1. Onau, € L! (]RN) Pour tout n € IN*, la fonction u. ,, est donc bien définie sur tout RY. Le fait que Ue
soit de classe C*° est classique et les dérivées de u. 5, sont égales a la convolution de u. avec les dérivées
de py,. Il est facile aussi de voir que u. ,, est une fonction a support compact car u. et p,, sont des fonctions
a support compact.

On note B, la boule de centre 0 et de rayon r. On montre maintenant que pour tout ¢, la fonction 9;u. ,, est
nulle sur By _o, si % < €.

Soiti e {1,...,N}etz € R, ona
aius,n(x) = (ue *8ipn) (l‘) = / us(y)aipn(w - y)dy
IRN

Si 1 <eeta € By s, lafonction p,(x — -) appartient 2 D(B) et est nulle hors de B;_.. On remarque
aussi que

On obtient ainsi
aiusm(m) = /Bu(y)azpn(x - y)dy = <Diu7pn(‘r - ')>D*(B),D(B) =0.

On a ainsi montré que pour % < ¢, la fonction O;u, ,, est, pour tout 4, nulle sur B;_5.. On en déduit que la
fonction . ,, est constante sur B;_o.. En effet, il suffit de remarquer que pour tout x € B1_5. on a

1
Ue n (T) — Uen(0) = / Ve n(tz) -z dt = 0.
0

Comme u, € L' (IRN ), la suite (uc,)nen converge dans L (IRN ) vers u.. En considérant les restrictions
de ces fonctions a la boule By _s. (sur la laquelle u. = u), la suite (uc ,)nen converge dans L (Bj_a.)
vers u. Comme . ,, est une fonction constante sur Bj_a. (pour % < ¢) sa limite (dans L') est donc aussi
une fonction constante. Ceci montre que la fonction u est constante sur By _o., c’est-a-dire qu’il existe
a. € IR tel que u = ac p.p. sur By_o.. Comme € > 0 est arbitraire, on en déduit que a. ne dépend pas de
€ et que u est constante sur B.

2. Soit e > 0. La fonction u, ,, est de classe C'™. On a donc bien, pour tout x,y € RY,

1
e () — () = / Vaten(ty + (1)) - (y — ) dt. (1.18)
0

Dans cette formule Vu, ,, désigne la fonction vectorielle définie par les dérivées classiques de ue .
Pourz € RN etie {1,...,N}ona

Oite n(2) = /IRN ue(2)0;pn(z — Z)dzZ.

Siz € Bi_o et 717 < ¢, la fonction p,,(z — ) appartient & D(B) et est nulle hors de B; _. (et sur B;_. on
a u. = u). On en déduit

Bitiem(2) = (Dit pulz — Vo (). D() = / Diu(Z)palz — 2)dz.
B
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Comme D, (u) est uniformément continue sur B; _., on déduit de la formule précédente que 0;u. ,, converge
vers D;u uniformément sur B;_s.. On a donc, pour tout z,y € B1_o.

1 1
lim /o Vuen(ty+ (1 —t)z)  (y —z) dt. = /0 Du(ty + (1 —t)z) - (y — ) dt.

n—-+oo

La suite (e ,)nen+ converge dans L' (IRY) vers u.. Aprés extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut
donc supposer que cette suite converge p.p. vers u. et donc p.p. vers u sur la boule B;_.. En passant a la
limite quand n — +o0 dans I’égalité (T.18)), on obtient pour presque tout x, y dans By _o.

1
u(y) —u(z) = / Du(ty + (1 —t)z) - (y — ) dt. (1.19)
0
Comme ¢ > 0 est arbitraire, la formule (1.19) est valable pour presque tout z,y € B.

Pour conclure, on fixe un point « € B pour lequel (I.19) est vraie pour presque tout y € B et on pose
1
v(y) = u(x) + / Du(ty + (1 — t)z) - (y — x) dt pour tout y € B.
0

La fonction v est de classe C'! (car Du est une fonction continue et donc v est dérivable sur tout B et
Vv = Du). Comme u = v p.p., ceci termine la question.

3. On note €2 I’ouvert remplacant B. Le raisonnement précédent montre que sur toute boule incluse dans (2,
u est p.p. égale a une constante. Pour que I’égalité soit vraie sur toute la boule (et non seulement p.p.), il
suffit de définir v sur 2 par

1

v(r) = hjéf%>0 m /B(M) u(y)dy pour tout x € €,

ol B(xz, h) désigne la boule de centre z et de rayon h et A4(B(x, h)) la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle

de cette boule. On a alors u = v p.p. (v est donc un représentant de la classe u) et sur toute boule incluse
dans €2, v est égale a une constante.

La fonction v est donc localement constante. On en déduit que v est constante sur chaque composante
connexe de 2. En effet, soit x € € et U la composante connexe de {2 contenant z. On pose a = v(z).
L’ensemble {y € U; v(y) = a} est un ouvert non vide de U et I’ensemble {y € U; v(y) # a} est aussi
un ouvert de U disjoint du précédent. Par connexité de U ce dernier ensemble est donc vide, ce qui prouve
que v = a sur tout U.

Exercice (Une fonction H' n’est pas forcément continue si d > 1) La fonction u est de classe C™°
sur Q\ {0} (en remarquant que |z| < /2/2 < 1 pour tout z € ). Les dérivées classiques de u sont pour
x = (71,72)! #0

Qi) = = (=In(lel))"! T, = 1,2
1l est facile de voir que u € L?(9) (et méme u € LP(Q) pour tout 1 < p < +00). Comme vy < %, on peut aussi
montrer que les dérivées classiques de u sont dans L?(€2). Il suffit pour cela de remarquer que, pour a > 0,

dr < +o00.

@ 1
/o r|In(r)P0=7)
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Pour montrer que u € H'(2), il suffit donc de montrer que les dérivées par transposition de u sont représentées
par les dérivées classiques, ¢’est-a-dire que pour tout ¢ € D(2) et pouri = 1,2, 0n a

/ u(z)0ip(x) doe = 7/ diu(x)e(x) de. (1.20)
Q Q

On montre maintenant (T.20) pour ¢ = 1 (bien siir, i = 2 se traite de maniere semblable). Soit ¢ € D(Q) et
0 <e < 3.0npose L. = [—¢,¢] x [~3, 1]. En intégrant par parties, on a

ou 2
[ u@oe)de =~ [ e do - [ uleaa) o) <o) doa 121
Q\Le Q\L. 971 -1
(On a utilisé ici le fait que u(e, x2) = u(—e¢, z2).)
Par convergence dominée, on a

. . Ju ou
lim - u(x)dp(x) dx_/QU(x)31<P(z) dz et lim o aixl(ar)@(x) dz = o

I reste & montrer que le deuxieéme terme du membre de droite de (I.2T)) tend vers 0. Ceci se fait en remarquant que
la fonction ¢ est réguliere, il existe donc C' € IR 4 ne dépendant que de ¢ tel que

| / " (e, 22) (06, 22) — pl(—2,32)) das| < |In(e)["Ce.

1
2

On en déduit bien que

N|=

lim u(e, x2)(p(e, 2) — p(—€,22)) dag = 0,
e—0 _%

ce qui termine la démonstration de (T.20) pour ¢ = 1. Finalement, on a bien ainsi montré que les dérivées par
transposition de u sont représentées par les dérivées classiques et que u € H' ().

Corrigé en page[34]

Exercice 1.6/ (Laplacien d’un élément de H{ (12))

1. Par définition de la dérivée par transposition, on a

N N
<Au790>D*(Q),’D(Q) = Z<D1Di% 90>D*(Q),’D(Q) = Z/Qu(x)aizsﬁ(f) dz.
1 =1

Puis, comme u € H}(€2), la forme linéaire (sur D(2)) D;u est représentée par un élément de L?(€2) encore
noté D;u et on a, pour tout ¢ € {1,..., N},
/ u(z)0}p(x) dv = —(Dju, 0io)p (), p(2) = 7/ Diu(z)0;p(x) dx.
Q Q

Comme Vu est I’élément de L2(£2)" dont les composantes sont les D;u, on obtient bien

(Au, ) (), D) = —/ Vu(z) - Vo(z) da.
Q
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2. Pour tout ¢ € D(Q) on a, en utilisant Iinégalité de Cauchym-SchwarzE

[{Au, ©)px (), D] < /Q [Vu(2)|[Ve(z)| dz < [[[Vaulll 2o [IVelll 2 ) < lullar@)llell @)

Ceci montre que 1’application ¢ — (Au, p)p«(q),p(0) est linéaire continue de D(€2), muni de la norme
H'(Q), dans IR. Comme D() est dense dans H} () cette application se prolonge donc, par densité,
de maniére unique en une application linéaire continue de H}(2) dans R (c’est-a-dire en un élément de
H=Y(Q)). Cet élément de H () est encore noté Au et le prolongement par densité donne, pour tout
v e HQ),

(Au,v) g-1(Q),m1 Q) = — /Q Vu(z) - Vo(z) dz.
On a donc, pour tout v € Hi(Q),
|<AU,U>H71(Q)7H01(Q)| < \/Q |Vu(x)||Vv(x)| dx < ||u||H1(Q)||’U||H1(Q) (122)
L'espace H} (£2) est muni de la norme H'(2), ce qui donne

[(Au, v) g1, 51 ()|

|Aullg-10) =  sup
vEHE(Q), v£0 vl 2 ()
on déduit alors de (T.22) que
|Aull 1) < |lull g1 (0)-

Exercice [I.7] (Singularité ponctuelle)

1. On rappelle que, pour = (z1,x2)!, |x| est défini par |#|*> = 2% + 3. L’application x — |z| est de
classe C>° sur IR? \ {0} et a valeurs strictement positives. Par composition avec la fonction In, on obtient
G € C>°(IR?\ {0}). On calcule maintenant AG(z) pour = € R*\ {0}.

T 9 1 x?

e %O = o T2

0,G(x) pouri = 1,2,

et donc AG(z) = 8?G(x) + 3G (x) = 0 pour tout zz € IR?\ {0}.

Comme G € C®(IR? \ {0}), les dérivées par transposition de G dans IR? \ {0} sont données (2 tous
ordres) par les dérivées classiques et donc AG' = 0 dans D*(IR?\ {0}).

Pour ¢ > 0, onnote C. = {x € R?, |z| = e} et A. = {x € R?, |z| > &}. Soit ¢ € D(IR?); comme
G e L’ (R?),

loc

(AG, ) p+(r2),D(R?) = /132 G(z)Ap(z) dz = lim G(z)Ap(z) dx.

17. Augustin Louis, baron Cauchy (1789-1857), mathématicien francais a qui I’on doit en particulier de nombreux résultats en analyse. Il a
malheureusement négligé, en tant que membre de I’ Académie des sciences, les travaux d’Evariste Galois et Niels Abel, redécouverts plus tard,
et qui ont profondément marqué les mathématiques du 20eme siecle.

18. Hermann Schwarz (1843-1921), mathématicien allemand, connu pour ses travaux en analyse complexe. (A ne pas confondre avec
Laurent Schwartz, mathématicien francais du 20éme siecle).
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Pour ¢ > 0, les formules d’intégration par parties (théoréme [I.30] mais ici dans un cas simple car les
fonctions G et ¢ sont de classe C*° sur IR? \ {0}) donnent, en notant n(z) le vecteur normal 4 C. au point
x, extérieur a A,

t/<%mAwmdx=/’Aauwmwdm+/<v¢m-mwauﬂ—vamynuwumdwm
A Ac C

=/'vww~mwewwmu»—/‘vcumnuwuwdwm.
C. Ce

La mesure v sur C, est de masse totale 27¢ et donc

|/ Vo(z) - n(z)G(z) dy(x)| < sup |[Ve(z)|In(e)2me — 0 quand & — 0.
C. z€IR2

Pour z € C., VG(x) - n(z) = —1, car VG(z) = & etn(x) = —2Z et donc

1

/ VG(z) - n(z)p(x)) dy(z) = —g/ o(x)) dy(z) = —2mp(0) quand € — 0.
C. C.

On en déduit que (AG, @) p«(r2) pr2) = 27¢(0) et donc AG = 2mdy.

P
loc

2. Soit 1 < p < +oo : pour montrer que G € L? (IR?), il suffit de remarquer que ’application z

|| (= In(]z|)? est bornée sur {z € IR?, |z| < 1}.
Soit 1 < p < 2. Pour z € R?, |[VG(2)|?> = ‘x% Ceci donne |VG(z)]P = lelp' On en déduit que
VG e IP (R?).

loc
Par contre VG ¢ Lfoc(]Rz). En effet, en notant que le jacobien du passage en coordonnés polaire est |z

voir par exemple [20, paragraphe 7.6];

27 1 1
/ |VG(z)|* dz = / / r— dr = +o0.
|z|<1 0 o T

3. 11 suffit de prendre u = G, on a bien u € L*(Q), Au = Oetu & H'(Q) (car [, |Vu(z)]* dz =
foﬂ/z fol % dr = +00).

s

on a donc

On prend maintenant v = VG. La question [2| donne v € (LP(2))? pour tout p < 2,7 = 1, 2. Or, le
théoreéme sur les injections de Sobolev (théoréme donne que pour 1 < g < +oo, HY(Q2) = W12(Q)
s’injecte continliment dans L?(€); par dualité (voir la remarque , pour r > 1, L"(Q) s’injecte conti-
niiment dans H'(€)’. On en déduit que v € (H'(Q2)’)2. On remarque ensuite que divv = AG = 0 dans
D*(£2) (et méme au sens classique) et rotv = 0 dans ) au sens des dérivées classiques (car v est le gra-
dient d’une fonction de classe C?) et donc rotv = 0 dans D*(12). Enfin, on a montré a la question [2| que
v (L2(Q))%

4. On choisit une fonction 1)y € D(IR?) telle que p(2) = 1si |z| < 1eteho(z) = 0si |z| > 2. Pourn € IN*
et z € IR?, on pose 9, () = o(nx). Comme 0 € Q et que  est ouvert, il existe ng tel que {z € R?,
|z] < 2/no} C Q}.

Soit ¢ € D(N2); I'objectif est de montrer que (Au, @) p+ (), p(n) = 0. On utilise pour cela v, avec n > ng
et le fait que (1 — ¢,)p € D(Q\ {0}),
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(Au, ‘P>D*(Sz),D(Q) = (Au, @¢n>D*(Q),D(Q) + (Au, (1 — wn)b*(sz),b(sz)
= (Au, ) pr (), () + (AU, (1 = ¥n)) D (\{0}), D@\ {0}) = (AU, ) D+ (), D(0)-

On utilise maintenant le fait que u € H'(Q),
(Bt e o) = | V) Vo) a)do = [ (Vala) V(@) (a) dot [ (Vu@) Vi, (@) p(o) da.
Le fait que limy, , o [ (Vu(z)-Vo(z))ihy () dz = 0 est donné par le théoreme de convergence dominée

car |Vu| € L*({z, |z| < 2/no}). Pour le dernier terme, on remarque que V), (z) = nVi)(nz) et donc
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe C' € IR ; ne dépendant que de 1) et de ¢ tel que

| / (Vau() - Vipu (@) )pl) da| < Cn /{ oy TE@
< Cn(ao({z, 2] < 2/n})¥( / Vu(z)[? dz)?,
{z, |z|<2/n}

ol Ay désigne la mesure de Lebesgue dans IR?. Comme n(Xo({z, || < 2/n}))? est indépendant de n
et [Vu| € L*(2), on en déduit que lim,,, « [,(Vu(z) - Vi (z))¢(z) dz = 0 et donc finalement que
(Au, ©)p+(0),p() = 0. On a bien montré que Au = 0 dans D*(12).

Exercice|1.8[(Quelques conséquences du théoréme de Hahn-Banach)
1. On pose F' = Vect{z} et on définit I’application 7} linéaire continue de F' dans IR par

T) (ax) = a||z|| g pour tout @ € IR..

L application T} appartient 2 F” (F étant muni de la norme de E) et || Ty ||+ = 1. Par le corollaire[1.13] T3
se prolonge en T € E’ avec ||T||g = ||T1||F'-

L application 7" vérifie les conditions demandées.

Puis, comme |S(x)| < ||z|| g pour tout S € E’ tel que ||.S||z» = 1, on en déduit bien

|||z = max{S(z), S € E; ||S|| g = 1}.

2. Six € F,T(y) = 0 pour tout y € F implique T'(z) = 0 (il suffit de considérer une suite (x,)necN
d’élements de T telle que lim,,—, { o x,, = ).

Six ¢ F,il existe e > 0 tel que ||z — y||z > ¢ pour touty € F.
On considere alors G = F @ Vect{x} et on définit I’application S linéaire de G dans IR par

S(y + ax) = a pour tout @ € IR et pour tout y € F.

L application .S appartient 2 G’ car pour tout o € IR* et pour touty € F,

ly+alle = lallle = |l = lale car 2 F,

et donc .
15(y + az)| = lo] < —lly + az|p.

Ceci donne [|S||¢r < L.
Par le corollaire[1.13] S se prolonge en T' € E’ et on a bien T'(y) = 0 pour tout y € F et T'(z) # 0.
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3. Soit z € E; I'application J(x) est bien linéaire de E’ dans IR. Elle est aussi continue car |J(2)(T)| <
IT|| e ||| & et done J(x) € E” et |[J(z)[|z < [|2] -
D’autre part, la question [I| montre qu’il existe une forme linéaire 7' € E’ telle que T'(z) = |z|/g et
IT||g = 1. On en déduit que ||J(z)||g~» = ||z||r et donc que I’application J (qui est, bien sir, linéaire)
est une isométrie de F sur son image.

4. (a) Soitz € F; pour tout n € IN*, T,,(z) < || T,]| &' ||z|| £- On en déduit

. o <t / P , _
T(z) = lim T,(2)=liminfT,(z) < liminf [T g2l = (lim nf | T )2l 2

Ceci donne bien || T|| g < liminf,, 100 |10 5r-

(b) En prenant les notations de la question [3| z,, — =z faiblement dans E signifie J(z,) — J(z) *-
faiblement dans E”. La question[da]donne donc || J(z)|| g < liminf,,— 4o || J ()| . Comme J est
une isométrie de E sur son image, ceci donne ||z|| g < liminf,, 4 ||zn | E-

Exercice[1.9] (Comparaison (7 (IN)-/?(IN))
1. On considere d’abord le cas ¢ < 4o0.

Soit & = (2 )new € ¢P. On suppose ||x||, = 1, on a alors, pour tout n € IN, |z,| < 1 et donc |z,|? <
|, [P. En sommant sur 7, on en déduit

Z |lzn|? < Z |znl? =1,

n€lN nelN

etdonc z € (9et||z|, < 1.

Soit maintenant z € ¢P, z # 0. Comme ||ﬁ||p = 1, on déduit du résultat précédent que - € £9 et
P P

||ﬁ||q < 1.Cecidonne x € {? et ||z||y < ||z||p-

On considere maintenant le cas ¢ = +oc.

Soit x = (2p)new € £P. Pour tout m € IN, |z,| < O, cn |xn|p)% = |jz||, et donc = € £ et
[2]loo < ll2]lp-

2. Onnote B I’ensemble des suites réelles ayant seulement un nombre fini de termes non nuls. Il suffit alors de
remarquer que B C (P et que B est dense dans (9 (car si z = (2 )nen € £, limy, 00 )0, 24|79 = 0).

3. L’ensemble A est une partie fermée de £°° et c’est I’adhérence dans ¢°° de la partie B introduite dans la
question Comme B C /P C A, I’ensemble A est aussi I’adhérence de /P dans ¢°°.

Comme A # ¢°°, (P n’est pas dense dans £*°.

Exercice (Caractérisation de la densité d’un s.e.v. d’un espace de Banach)
1. La condition (T.6) peut sécrire “G C Ker(f) = Ker(f) = E”
Si G = E, comme, pour tout f € E’, Ker(f) est fermé, on a bien Ker(f) = E.

Réciproquement, on suppose que, pour tout f € E’, “G C Ker(f) = Ker(f) = E”

On raisonne par I’absurde. Si G # E, il existe = ¢ G. L’exercice (deuxieme point) montre alors qu’il
existe f € E' tel que (f,u)p g # 0 et G C Ker(f), en contradiction avec I’hypothese (car u & Ker(f)).
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(a) On suppose F' réflexif, Montrer que G’ = F” si et seulement si
(v e F,{(g,v)p p=0pourtoutg € G) = v =0. (1.23)

(b) On ne suppose plus que F est réflexif. Donner un exemple pour lequel G # F’ et pourtant (T.23)) est
vérifié, c’est-a-dire
(veF, (g,v)p r=0pourtoutg € G) = v =0.

[On pourra prendre F' = ¢! et, en identifiant (¢!)’ avec £>°, G = (1]

Exercice (Séparabilité de LP)

1. On décompose la preuve en deux étapes.

Etape 1. Densité de C.(IR,IR) dans LP.

Le point clé de cette étape consiste a approcher d’aussi pres que 1’on veut (en norme L) la fonction
f=14,avec A € B(IR) et \(A) < +00, par une fonction continue a support compact. Pour montrer cette
propriété, on commence par remarquer qu’il suffit de considérer le cas ou A est borné. Pour A borné, on
utilise alors la régularité de la mesure de Lebesque qui donne pour tout € > 0 ’existence d’un ouvert O et
d’un compact K tels que K C A C O et A(O \ K) < & (pour approcher 14, on construit alors un élément
v € C.(IR,[0,1]) tel que ¢ = 1 sur K et o = 0sur O° =R\ O).

On considére ensuite le cas ou f est une fonction étagée positive et dans LP (c’est alors une combinaison
linéaire finie de fonctions du type 1 4), puis le cas f mesurable positive et dans LP (c’est une suite croissante
de fonctions étagées positives) et enfin le cas f € LP en décomposant f = f+ — f~.

Etape 2. Pour N € IN et n € IN, on note Ay ,, I’ensemble des fonctions f qui ne prennent que des valeurs
rationnelles, sont nulles hors de | — N, N| et constantes sur chaque intervalle |i/n, (i + 1)n[, i € Z, eton
pose By = UnGINAN,n et A= UnenBn.

Pour tout N € IN et n € IN, ’ensemble Ay ,, est dénombrable (car en bijection avec (QZ”N ). L’ensemble
A est donc aussi dénombrable. Le fait que I’on puisse approcher f € C.(IR,IR) en norme L? d’aussi pres

que I’on veut par un élément de A découle alors de la continuité uniforme de f et de la densité de @) dans
R.

2. On note B I’ensemble des fonctions qui ne prennent (presque partout) que les valeurs 1 ou 0 et qui sont
(presque partout) constantes sur chaque intervalle Jn,n 4+ 1[, n € IN. L’ensemble B est une partie de L*°.
On décompose encore la preuve en deux étapes.

Etape I On montre dans cette étape que B est non dénombrable.

Soit f € B. On définit )(f) = {n € IN; f = 1 p.p. dans |n,n + 1[}.

L’application 1 est une bijection entre B et P(IN). Comme card(P(IN)) > card(IN), I’ensemble B est
non dénombrable.

Etape 2 On montre maintenant que L°° est non séparable.

Soit A C L*°, A dense dans L°°. Pour montrer que A est non dénombrable (on en déduit que L> est non
séparable) on va construire une injection ¢ de B dans A (cela donnera card(A) > card(B) et donc A non
dénombrable).

Comme A est dense dans L>°, on peut choisir, pour tout f € B, un élément ¢y de Atel que || f — ||z <
1. On définit alors ¢ en posant ¢(f) = ¢y.
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L’application ¢ est une application de B dans A. On va montrer qu’elle est injective.

Soit f, g € Btel que ¢y = ¢(f) = ¢(g9) = 4. On en déduit

1f = gllzee <IIf = @sllee + llor = pglle= + llog = gll= < (5) +(5) = 1. (1.24)

Or, pour tout f, g € B, f # g (dans L*) implique || f — g||n~ = 1 (caril existe n € IN tel que |f —g| = 1
p.p. dans Jn,n + 1[). L'inégalité (T.24) donne donc f = g. L’application ¢ est injective.

Finalement card(A) > card(B) > card(N) et donc tout ensemble A dense dans L>° est non dénombrable.
L’espace L°° est non séparable.

Exercice (Séparabilité d’une partie d’un espace séparable)

1. Pour tout y € B,,, on choisit un point z, € A tel que y = a,, » (un tel z, existe mais n’est pas nécessai-
rement unique). On a ainsi construit une application y — x, de B,, dans A. Cette application est injective,
carsizy =z, (avecy, z € By)onay =ag, n = Az, n = 2.

2. 1l suffit de prendre B = U,en*B;,. On a bien B C F' et B dénombrable (comme union dénombrable
d’ensembles dénombrables). On montre maintenant que B est dense dans F'.

Soity € F et n € IN*. Comme A est dense dans F, il existe z € A tel que ||z — y||z < L. On remarque

alors que
2
1y = aonlle < lly = 2le + o = asnlle < .

Comme a,, , € B, ceci prouve la densité de B dans F'.

Exercice (Sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach réflexif)

1. L’application v est bien linéaire. Elle est continue car, pour tout f € E', || f|,.||r» < | f| £ et donc

(s fi) e | <l fiell e < llull e[ £l

Ceci montre que v € E” et ||v]| g < |lul|#~.

2. Laréponse est “oui”. En effet, soit ¢ > 0, il existe g € I’ tel que ||g||r» = L et (u, g)pr . pr > ||ul|pr — €.
Le théoreme de Hahn-Banach donne I’existence de f € E’ tel que f, = get || f||zr = [lg]F. On en
déduit que

[l = (v, [ e = (u, g)pr o 2 lullpr — e
Comme ¢ est arbitraire, ceci donne ||v|| g~ > |lu|| 7~ et donc finalement ||v|| g = ||ul|F~.

3. Comme F est réflexif, InJg = E” et donc il existe x € E tel que v = Jg(z) et donc
(, Yer g = (Je(®), f)Er B" = (f,2) BB POUr tOUt f € E'.

4. On considere I’élément x de E trouvé a la question 3]

(a) Six ¢ I. Le théoreme de Hahn-Banach donne qu’il existe f € E’ t.q. f|,, = 0et (f,z)p g # 0, ce
qui est impossible car

0# (f,2)p &= (v, [)pr & = (U, fl.) Fr.r = 0.
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(b) Soit g € F’. Par Hahn-Banach, il existe f € E’ tel que f|,. = g. On a donc, comme = € F,

(Jr(2),9)pr =9, 2)F Fr = (f,2) B8 = (JE(T), flEr B0 = (v, [)E" B/
= <’LL, f\F>F”,F’ = <u7g>F”,F’-
On a bien montré que Jp(x) = u.

5. Les questions précédentes montrent que ImJr = F” et donc que F est réflexif.

Exercice (Continuité d’une application de L? dans L9]

1. La fonction u est mesurable de F' (muni de la tribu T') dans IR (muni de la tribu B(IR)) et g est borélienne
(c’est-a-dire mesurable de IR dans IR, muni de la tribu B(IR)). On en déduit, par composition, que g o u
est mesurable (de F dans IR).

Pour s € [—1,1], ona |g(s)| < 2C et donc |g(s)|? < 29C%. Pour s € IR \ [~1,1], ona |g(s)| < 2C|s|4
et donc |g(s)|? < 29C7|s|P. On a donc, pour tout s € IR, |g(s)|? < 29C7 4 29C%|s|P. On en déduit que,
pour tout z € E, [gou(z)|? = |g(u(x))]|? < 29CT + 29C%|u(x)|P, et donc :

/|g o ul? dm < 29C|[ul|? + 29C9m(E),

ce qui donne g o u € LE (E, T, m).

2. Soient v, w € u. Il existe A € T tel que m(A) = 0etv = w sur A°. On a donc aussi g o v = g o w sur A°
et donc g o v = g o w p.p.. On en déduit que {h € L% (E,T,m); h =govpp.} = {h € LL(E,T,m);
h=gowp.p.}.

G(u) ne dépend donc pas du choix de v dans w.

3. Pour tout n € IN, on choisit un représentant de u,,, encore notée u,,. On choisit aussi des représentants de
u et F', notés toujours u et F'. Comme u,, — u p.p. quand n — 400 et que g est continu, il est facile de
voir que g o u,, — g o u p.p.. On a donc G(u,) = G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o u,| < Clun|é + C < C|F|7 + C p.p. et donc |G(uy,)| < C|F|7 + C p.p.,
pour tout n € IN.

Comme F' € L”, on a |F|§ € L1 Les fonctions constantes sont aussi dans L? (car m(E) < c0). On a
donc C|F |% + C € L9. On peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée dans L9, il donne
que G(uy,) — G(u) dans L? quand n — +oo.

4. On raisonne par 1’absurde : on suppose que G n’est pas continue de LP dans L4. Il existe donc v € LP et
(Un)new C LP t.q. u, — wdans LP et G(u,,) /4 G(u) dans L? quand n — +oo0.

Comme G(uy,) 4 G(u),ilexistee > 0ety : IN — IN t.q. ¢(n) — oo quand n — oo et :

|G (upeny) — G(u)|lq > € pour tout n € IN. (1.25)
(La suite (G(uyp(n)))neN est une sous-suite de la suite (G(un))nenN-)
Comme u,,(,y — u dans LP, il existe une fonction ) : IN — IN et F' € LP telles que 9)(n) — oo quand

N = 00, Ugpoy(n) — U P.P. €t [Upoyn)| < F p.p., pour tout n € IN (voir [20, Théoréme 6.11]). La suite
(Ugo(n) )neN €st une sous-suite de la suite (Up(n))nenN-
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On peut maintenant appliquer la question 2 a la suite (o4 (n))neN- Elle donne que G(ugoy(n)) — G(u)
dans L? quand n — +o0, ce qui est en contradiction avec (I.23).

5. (a) On raisonne par ’absurde : on suppose que |g(s)| < n|s| pour tout s tel que |s| > n. On pose M =
max{|g(s)|, s € [-n,n]}. Ona M < oo car g est continue sur le compact [—n, n] (noter que n est
fixé). en posant C' = max{n, M }, on a donc :

lg(s)] < C|s| + C, pourtout s € R,
en contradiction avec I’hypothese que g ne vérifie pas (I.8).

Il existe donc s, tel que |s| > n et |g(s)| > n|s|. Ceci prouve ’existence de «,.

(b) Comme «,, > n, ona I < % et donc :

1
an|n?
1
0<p= E — < 00.
SR lan|n?

On choisit alors o = %

n—1 a

(c) PournZQ,onaan:l—zpz1 5
|O‘p|p
Grice au choix de o, on a donc a,, > 0 pour tout n € IN*, et a,, | 0, quand n — +oo.
La fonction u est bien mesurable et, par le théoreme de convergence monotone, on obtient :
uldh = " Janl(an —ani) = Y 5 < .
n2

nelN* nelN*

Donc, u € £! et aussi © € L! en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.

On remarque ensuite que g o u = >+ > 9(an)1ia, 1 a,[- Onadonc:
a
[laeuiix=3 lgtanli@n - a) = 3 % =
nelN* nelN*

Ceci montre que g ou ¢ L' et donc G(u) & L*.

Exercice (Fonctions lipschitziennes)  Soit 2 un ouvert de R".

1. La fonction est bornée et donc v € L>°(2). Soit L une constante de Lipschitz de u, c’est-a-dire telle que
|u(z) — u(y)| < Lz — y) pour tout z, y € €.
On va montrer que Dyu € L>(2) et || Dyul[ (o) < L. (Un raisonnement analogue donne D;u € L>(£2)
et || Dsul| gy < L pouri > 1.)
Soit ¢ € D(Q) (que I’on prolonge par 0 hors de ). Pour n € IN*, on définit la fonction ,, par ¢, (z) =
oz + L y)ove = (z1,y),z1 e R,y € IR"™!. Comme ¢ est & support compact dans €2, il existe
tel que ¢, € D(Q) sin > ng. Pour n > ng, un changement de variable dans [, u(z)ey (x) dz donne

/ u(@)(on(z) — (@) da
Q

/Qu(ac)gon(x) dz — / u(z)p(x) dx

Q
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[ = )~ utarp))ota) do
Q

<),

L
< EHWHLl(Q)-

s = ) = ular,) o) dz

Comme n(p, — ¢) — 01 uniformément quand n — +oc et que u € L, (£2) on en déduit

‘<D1U780>D*(Q),D(Q)| = ‘/Qu(x)aw(x) dz

< Lol () (1.26)

Par densité de D(€2) dans L*(€2), Papplication u — (D;u, ¢)p«(0),p(a) se prolonge donc en un élément
de L1(2)'. Il existe donc v € L>(2) tel que

(D1u, @) p+(),p(0) = — /u(x)v(x) dz,

c’est-a-dire que D;u est representée par la fonction v, ce que 1’on écrit Dju = v. On a bien montré que
u € W°(Q). L'inégalité (T.26) donne aussi ||v|| L~ < L.

2. Pour tout ouvert 2 borné et 1 < p < oo, la fonction w (ou plutdt sa restriction a £2) aﬁppartient a Wl’p(Q).
En prenant p > N, le théoréme d’injection de Sobolev donne alors v € C(€2,IR). Comme €2 est
arbitraire, on en déduit que u € C(R”",R).

On va montrer maintenant u est lipschitzienne avec la constante de Lipschitz L = Zf\il [ Diu| oo (m~)-

On choisit une fonction ¢y € D(RY) telle que wo(x) > 0 pour tout =, @o(z) = 0 si|z| > 1 et
S~ o(z) dz = 1. Pourn € N* etz € R"™, on pose ¢, (z) = n

varphio(nz) de sorte que ¢n (z) = 0'si x| > L et [y on(z) dz = 1.

Pourn € N*etz € IR™, on pose u,, () = S w(z+2)@n(2) dz. Comme u est continue lim,, , | o tn () =
u(x) (pour tout x € IR™). Soient z, y € IR™ ; un changement de variable simple donne

%urwﬂw:/ mmmwu@wf/ u(y + 2)pn(2) dz

RN N
:/]RN u(z)pn(z — ) dz—/}RN w(2)on(z — y) dz.

1
Comme @, (z — ) — pn(z —y) = / Von(z —y+tly —x)) - (y — x)dt, on a, grice au théoreme de
0

Fubini,

1muﬁ—UMw=i/ u@xllV¢4z—y+uy—x»wy—xmwdz

RN
1
= / (/ . u(z2)Ven(z —y+tly —x)) - (y — x) dz)dt. (1.27)
o JRr
Mais, en notant (y — x); les composantes de y — x, comme la fonction z — ¢,,(z —y +¢(y — x)) appartient

aD(RY),
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o

/ W(2)Vipn(z — y 4ty —2)) - (y — ) dz = </ w(2)Pion(z — y + 1y — 2)) d2)(y — z);
RN RN

=1

2

== (| Diu(@)en(z —y+tly—2))(y— )
— JRrY

o
Il

Comme ||¢n |1~y = 1, on en déduit

N
<Y I1Dsull g vy ly — .
i=1

‘/IRN (Voo — gty — ) - (y — ) da

Ceci donne, en revenant a (L.27), |un(z) — un(y)| < Zfil | Diul| oo (r ¥y |y — |- Quand n — 400, on
obtient |u(z) — u(y)| < Lly — |, avee L = 3% | | Dy poo ().

Exercice [I.16| (Exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien)

1. Soit d = (dy,d2) € R? d # Oett € IRY.. On va montrer que le segment {sd, s €]0,t]} rencontre le
complémentaire de 2. On pose S = {sd, s €]0,t]}. Comme Q C IR’ x IR, on a, bien sir, S C Q° si
d; < 0. On suppose donc d; > 0 et (comme ¢ est arbitraire) il suffit de considérer le cas d; = 1.

Sidy > 0,0naa,d € S pour n tel que a,, < teta,d ¢ Q car a,da > ¢(a,) = 0. Donc, S rencontre Q€.
Sidy < 0,0na(a, + % )d € S pourn tel que a, + % < t. Mais en utilisant (I.9), on a

a 1 a
plan+ ) = an1p(7) 2 an1 2 an + o
On a donc p(a, + %) — (an + %) > 0 et, comme (a,, + %4-)da < 0, ceci montre que (a, + %)d & €.
On a ainsi montré que S rencontre {2°.

Finalement, on a bien montré que {2 n’est pas fortement lipschitzien.

2. La fonction 1) est lipschitzienne (car ¢ I’est) et son inverse aussi car son inverse est 1’application v définie
par

Pr,y) = (@ 9(@) + 5y — 9(x).

Comme le triangle 7" est fortement lipschitzien, on en déduit (assez facilement) que {2 est lipschitzien.

Exercice (Prolongement d’une fonction continue) La fonction g est bien définie car si x ¢ 2, comme 2
est ouvert, B, contient un ouvert inclus dans € et donc fﬂm . dz > 0. D’autre part, f estintégrable sur Q2 N B,

etdonc [, 5 f(2) dz € R. Ceci donne bien g(z) € IR.

Bien sir, g est continue en tout point de €2 car () est ouvert (et f = g dans 2). Il s’agit de montrer que g est
continue si x ¢ ). On va distinguer les cas x € Q\ Qetx & Q.

Premier cas On suppose que = € Q \ Q. Soit (x,,),en une suite de IR telle que x,, — = quand n — +o0. Soit
n € IN,siz, ¢ Q, commed,, <|r—z,|(carz € 0),z € B, implique |z — | < 2d,, + |v — 7, < 3|z — 2,
et donc

1F(@) — glea)| < max |£(z) — £(2)] avee Co = 1 {23 |2 — 2] < 3l — 2},

n
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Cette inégalité est aussi vraie si z,, € Q (car alors g(v,) = f(x,)). Comme f est continue au point z et que
g(x) = f(x) (car x € ), on en déduit que lim,,, { o g(z,) = f(x) = g(z). On a bien montré la continuité de ¢
au point x.

Second cas On suppose que x & €. Soit (7,,),en une suite de IR telle que z,, — z quand n — +00; comme
€ O\ €, on peut supposer (quitte & enlever quelques premiers termes) que x,, ¢ Q pour tout n € IN. II suffit
maintenant de remarquer que 1p, — 1p, p.p. quand n — +oo (en effet 15, (2) — 1p,(2) quand z € B,
et z ¢ B, et la mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de B, \ B, est nulle). Comme f est intégrable sur tout
compact de €, on en déduit, avec le théoréme de convergence dominée que, quand n — -+o0,

/Qf(z)lg dz—>/f B, dzet/ﬂlgzn(z)dz%/ﬂlgln(z)

Ceci nous donne bien lim,,_, 1 o, g(z,) = g(z) et donc la continuité de ¢ au point .

Exercice[1.18| (Inégalités de Sobolev pour p > N)

1. On donne ici la démontration dans le cas N > 2 (le cas N = 1 est plus simple, voir I’exercice @])

Soit a € By_1. On définit ¢ € C*(IR, R) par ¢(t) = u(t, (1 — t)a) de sorte que

1 1
u(1,0) —u(0,a) = p(1) — p(0) = /0 o' (t)dt = /0 Vu(t, (1 —t)a) - (1, —a)dt.

On integre cette égalité sur la boule By _;. On obtient, en notant m  la mesure (/N — 1-dimensionnelle)
de Bx_1 et m la moyenne de u sur By_1,

mpy(u(1,0) —m) = /B (/0 Vu(t, (1 —t)a) - (1, —a)'dt)da.

Un calcul similaire avec ¢(t) = u(t, (1 + t)a) donne

0
i (u(—1,0) — m) = / (/ (Vult, (1 + t)a) - (1, a)'dt)da.
BN,1 —1
En majorant la valeur absolue de la différence de ces deux équations, on obtient, avec le théoréeme de
Fubini-Tonelli (pour la derniére égalité)

1 1
my|u(l,0) —u(—1,0)| < 2/ (/ |Vu(t, (1 —t)a)|dt)da = 2/ (/ [Vu(t, (1—|t|)a)|da)dt
By_1 J-1 -1 JBn_1

Dans I'intégrale par rapport a a (¢ est fixé), on fait le changement de variables (1 — |t|)a = T et on note
A; ={(1 — |t|)a, a € By_1}. Ce changement de variables donne

1

mp|u(1,0)—u(—1,0)| < 2/

-1

(/At Vult,2)ld2) T \tl dt—2/ Vult, |t|)N —d(t,7).

On utilise maintenant ’inégalité de Holder p et p%l

mnlu(1,0) — u(=1,0)| < ( /H |Vu(t, 7)|Pd(t, 7)) ( / (1— [) "5 d(t,z)" 5.

H
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Enfin, en remarquant que la mesure (N — 1)— dimensionnelle de A; est (1 — )N ~tmy,

1-N 1 p(1—N 1 1-N
/(1_|t|)p(p71 L d(t, 7) :2/ (1— )55 >(1—t)N*1mth=2/ (1 — )71 mydt.
H 0 0

Cette derniere intégrale est finie si et seulement si % < 1, c’est-a-dire N < p.
Pour p > N, on obtient bien I’inégalité demandée avec C; qui ne dépend que de N et p par I’intermédiaire
de my et fol(l - t)%dt.

2. Comme cela est suggéré on suppose que = = (b,0) et y = (—b, 0) avec b > 0. Pour se ramener a (I.10) on
définit la fonction v par v(z) = u(bz). L'inégalité (I.10) donne

|u(b,0) — u(=b,0) < C1[[|VvlllLsmn)-

Puis comme Vo(z) = bVu(bz),

/ Vo(z)|? dz = b7 / Vu(be)|P do = b / V()b da,
RN RN RN

ce qui donne
N
[u(b,0) — u(~b,0) < C1b'~ 7 [||Vull| Lo ().

On conclut en remarquant que, pour |(b,0)* — (—b,0)*| = 1/2b. On peut donc choisit Cy = Cy.
N.B. Le fait que ’on puisse se ramener au cas z = (b,0) ety = (—b, 0) est dii au fait que le jacobien de la
transformation = — Ax + ¢, avec pour A une matrice de d’éterminant +1 et ¢ € RY est +1.

3. Soit u € WHP(IR™) tel que ||Jul|y1»(RY) = 1. Soit z € RY On va montrer que |u(z)] < C3 =
NCs + ﬁ’ ot MY, est la mesure de la boule unité de RY.
En effet, supposons que |u(z)| > C5. On a alors,grace a (I.T1), |u(y| > C5 — NC5 pour tout y € B(z,1)
ol B(z,1) désigne la boule de centre z et rayon 1 (car ||(|Vul)||rr vy < Nlullwip (RY) = N avec la
norme W1 de la proposition . On en déduit

ol sy = [P ay> [ )P ay > (- NG,
RN B(z,1)

NCy)My < 1, c’est-a-dire C3 < NCy + ﬁ, en contradiction avec le choix de Cs.
On a donc montré (T.12) si [|ully1.om ) = 1.

et donc [[ullppmryy > (C3 — NCo)My. Or |lullpomyy < |w|lwr.»(RY) = 1. On a donc (Cs —

Si maintenant u € W'?(IR™), u non nulle, on obtient (.T2) en se ramenant au cas précédent avec v =
U/Hu||W1vP(IRN)'

4. (Injection de Sobolev dans RY )
Gréce aux deux questions précédentes, on obtient (I.13)) avec Cy = C3 + NC2.

5. (Injection de Sobolev dans 2.)

11 suffit d’appliquer le théoréme de prolongement [I.23] On appelle C'p la norme de 1’opérateur linéaire
continu (de W'?(2) dans W1?(IRY)) P donné dans le théoréme de prolongement On obtient

[ullco.a @y < 1Pullco.amyy < CallPullyrrmyy < CalCpllullwie ).

11 suffit donc de prendre C5 = C4Cp.
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Exercice (Inégalités de Sobolev pour p < N)

1.
(a)

(b)

x

Comme u € C2(IR) on a, pour z € IR, u(x) = [*__ u'(t)dt et donc

o)l < [ @) de < ol

— 00
On en déduit bien ||ul|o < ||u/]|1-

La question précédente permet d’initialiser la récurrence, on a pour tout toute fonction u appartenant a
1 /
Ce(R), [[ulloo < [lu/[l1-

Soit maintenant N > 1. On suppose que pour toute fonction u appartenant a C! (]RN ),ona

12 x
KNS

ou L
Jull gy <l

Soit u € C’cl,(]RNH). Pour z € RY*! on note z = (x1,y)t avec 1 € Rety € RY.Pour z; € R,
I’inégalité de Holder donne

N+1 1
[ el = [ futang)uten )l
R

gt 1
< (/}RN Iu(xl,y)l%dy) " (/}RN |u(x1,y)|dy)N.

On applique I’hypothése de récurrence 2 la fonction y — wu(z1,%) (qui est bien dans C'!(IR™)), on
obtient

(1.28)

3u 1 1
s, )l s vy <1 8762(5617 MErmwy - NON1u(@e, ) Ty gy

D’autre part, en appliquant le cas N = 1 (démontré a la question (a)) a la fonction z — u(z, y) (qui est
bien dans C! (IR.)), on a pour tout y € R™

ou
ules,9)] < 15l

Et donc, en intégrant par rapport a y,

ou
[ ol ay < I oo

En reportant ces majorations dans (1.28)) on obtient pour tout z; € IR
N1 ou L L ou L
/R e ) dy < I @l gy - D0 D g e @) e

En intégrant cette inégalité par rapport a z; et en utilisant une nouvelle fois I’'inégalité de Holder (avec
le produit de N fonctions dans L*), on obtient bien ’inégalité désirée, c’est-a-dire

- ou L ou L
N =— ||V ... N
Il 3 < N g
ou encore o . o )
TR [T —
< N+1 N+1
ol e < I 7 e

Ce qui termine la récurrence.
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(c) La moyenne géométrique de N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmétique de ces
mémes nombres. (Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité de la fonction expo-
nentielle.)

On en déduit que

N
ou L ou L 1 ou
<|=—|¥& ... [|—]F < = .
lJull x < ”8le1 ||8$N||1 <N ;:1 ||8$Z_||1

Comme ||(%‘L||1 < || [Vul||1 pour tout %, on a bien

lull &, < 111Vl .

(d) Pour p =1, onavuque Cy,, = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < N.
p(N —1)
N—p
Comme a > letu € CH(IRY), on aaussi v € C!(IRY). On peut donc appliquer le résultat de la

question (c) a la fonction v. On obtient

N

—1
On pose o = (de sorte que a x5 = p*)etv = |u|* u.

([owwr) ™ = ([ @) <o

Comme |Vo| = a|u|*!|Vul|, I'inégalité de Holder (avec p et ¢ = 577) donne

Vo] [l = adllul*™" [Vul [l < allful*= gl [Vl -

Comme (o — 1)g = (o — 1) ;27 = p*, onadonc

p*(N—-1) . Ngl p*(p—1)
fallp ™ = (@) <alully T 190
IRN
. p(N —1)
Ce qui donne, avec Cy , = o = N 5

[ullps < Cnp

[Vl [lp-

2. Soit u € WHP(IRY), il existe une suite (u, ), de fonctions appartenant a C(RY) t.q. u,, — u dans
whp (]RN ) quand n — +4o0. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy dans LP . Par unicité de

la limite (par exemple dans L%OC(]RN )) cette limite est nécessairement égale a u. On peut alors passer a la

limite quand n — +oco dans I'inégalité ||uy,||,» < Cn || |Vu,] ||, et on obtient ainsi
[ullps < Cnvpll [Vl || pour tout uw € WHP(R™).

Ceci donne Iinjection continue de W' ?(IRY) dans LP" (R™).

Linjection continue de W'*(IR™) dans L?(IR") est immédiate car ||ul|, < |lu|ly1.» pour tout u € WP

(R™).

Soit maintenant ¢ €]p, p*[. Pour montrer que W?(IR™) s’injecte continiment dans L4(IR™) il suffit

d’utiliser I’inégalité classique suivante (qui se démontre avec 1’inégalité de Holder) avec p < g < r = p*.
0y, 11—6

lullg < flullpllull,™ (1.29)

— p(r=q)
avec 0 = =5 €0, 1[.
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3. Le cas N = 1 est facile. La question 2 donne 1’injection continue de W!(IR) dans L°°(IR). Comme
WLHL(IR) s’injecte aussi continiiment dans L!(IR), on obtient aussi une injection continue de W !(IR)
dans L4(IR) pour tout g €]1, +oo[ (en utilisant (T.29) avec r = +oo, p=1et = %).

On suppose maintenant N > 1. On a bien une injection continue de W (IR) dans L™ (IR ). Le seul cas a
considérer est donc N < ¢ < +o0. Plusieurs démonstrations sont possibles. Une premiere démonstration
consiste a utiliser pour |u|®, avec u € C}(IRY), I'inégalité démontrée a la question 1 (c), puis 2 utiliser
I'inégalité de Holder (pour faire apparitre |[Vu|™V) et I'inégalité (T.29). Enfin, on conclut avec la densité de
CHIR™) dans W'Y (R"). On donne ci-dessous une démonstration probablement plus longue mais qui
utilise de maniere intéressante le caractere homogene de la norme.

Soit N < g < +oo. Il existe alors p €]1, N[ tel que p* = Np/(N — p) = g. On va utiliser la question 1
avec cette valeur de p.

On définit ¢ de IR dans IR, de classe C' L par:

o(s) =0sils| <1,
o(s) =1(Is| —1)%si1 < |s| < 2,
o(s) =s| — 2si2 <|s|.

On a |p(u)] < 1et|¢(s)| < 1 pourtout s € RR. Soit u € CL(IRY) telle que ||ul[y1.v = 1. On a
o(u) € CHIR™). Par la question 1 (et la définition de ¢) on obtient

le()llq < COnpll [V lu) [l

scwp/’ Vu(@)P de

{|u|>1}

<Ol [ V@ do) " na({lul 2 11 F,
IRN

Ona\g({|u] > 1} < / lu(x)|N dz < 1et S~ [Vu(z)|N dz < 1 et on en déduit que [[o(u)|; <

R
Cn p- Comme |u|? < 2%p(u)? 4 27, on a donc

/ fu(@)|? dz = / ()7 de +/ ()7 dz
RN {lul<1} {lu|>1}
< [ @Y des2t [ e de+ 20 ({Jul > 1)
RN RN
< Dyygi= 14 29C%  +2%, (130)

I est clair que Dy , ne dépend que de N et de get onabien |ju||, < Dy siu € CLHIRY) et [jul| v = 1.
Grice au caractére homogene de la norme, on a en déduit que [jull, < Dy gllully1.5@rn~) pour tout

u € CH(IR™). Enfin, par densité de C! (R") dans WV (IR™) on obtient que W~ (RY) ¢ LI(RY) et

llullg < D gllullwr.~m~y pour tout u € WEN(RNY),

ce qui montre bien qu’il y a une injection continue de W'~ (IR™) dans L(IR™).

4. Cette question consiste seulement a utiliser I’existence d’un opérateur P linéaire continu de W'?(Q)) dans
lep(]RN ) tel que Pu = w p.p. dans 2 (opérateur dit de “prolongement” dont I’existence est donnée
par le théoreme [I.23)). En effet, grice a cette opérateur, la question 4 est une conséquence des questions
précédentes (et de I'inégalité (1.29)).
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Exercice (Noyau de ’opérateur trace)
1. On montre tout d’abord que Wy (Q) C Ker~.
Soit u € WyP(Q); par la définition de WyP(Q), il existe une suite (u,)neny C D(Q) telle que
u, — udans W1P(2) quand n — +00. On a donc (théoreme [1.27) v(u,) — ~(u) dans LP(92) quand
n — —+oo (les fonctions wu,, sont, bien sir, prolongées par 0 hors de €2). Comme, pour tout n € IN, ~(u,,)
p.p- sur 9, on en déduit y(u) = 0 p.p. sur I (pour la mesure (N — 1)—dimensionnelle), c’est-a-
dire u € Ker.

On montre maintenant que Kery C W7 (Q).

Soit u € Ker~y; pour montrer que u € VVO1 "P(Q) on va raisonner en deux étapes. En notant @ la fonction
u prolongée par 0 hors de €2, on montre % € WLP(]RN ) dans une premiere étape, et on en déduit u €
W, *(€2) dans une deuxieme étape.

Etape 1 On a bien sir 4 € LP(R") et %]l Lo m vy = [[ullLr (o). 1 s’agit maintenant de montrer la méme
égalité avec D;u et D;u (au lieu de w et u).

1l existe une suite (u,) € D(RY) telle que u,, — u dans W7 (Q) quand n — +oo (il s’agit plutdt de la
restriction de u,, 2 ). Soit ¢ € D(RN)eti € {1,...,N},

(i) ypa) = = [ i@pla)ds = = [ u@opla)da

Mais, comme u,, ¢ € D(RY),

- [ @@z = [ dun(e)p@idnt [ 0.9)e0n: dy,
Q Q RN-1
avec nyp = letn; = 0 pour ¢ > 1. En passant a la limite dans cette égalit¢ quand n — +00, comme
u, — u dans WP(Q), u,, — ~vu dans LP(IR™ ™!, ¢ a support compact et yu = 0 p.p. sur R 1) (car
u € Kerv) on obtient

(Dith, ) pr (RN ), DRN) = /Q Du(x)p(x)dx, (1.31)

c’est-a-dire que D;u est la fonction égale a D;u sur 2 et 0 hors de 2. On bien montré finalement que
~ N ~
u < Wl,p(IR ) et ||U||W1p(]RN) = ||u||W1p(Q)

Etape 2 On choisit une fonction ¢ € D(RY) telle que @o(z) > 0 pour tout z, po(z) = 0si |z| > 2,
wo(z1,y) =0siz; > 1(ety € RN et S~ @(x) dz = 1. Pour n € IN*, on définit ¢, par @, () =
nN o (n).

On pose u, = u * p, de sorte que u,, € D(]RN ) et la restriction de u,, a €, encore notée w,,, appartient &
D(€) (car up(21,y) sizy < ).

Enfin, comme cela a été vu dans le preuve du théoréme U, — u dans Wl’p(IRN ) lorsque 7 — 00,
et donc, en prenant les restrictions a 2, u,, — @ dans W1P(Q), ce qui prouve que u € Wol’p(Q).

2. On reprend la méthode utilisée pour démontrer la premiere propriété du théoreme Avec les notations
de la preuve de la premiere propriété du théoréme|[[.23] u,, = u*¢ (la fonction u a été prolongée par 0 hors
de Q et on a vu que u,, — u dans W7 (€2) et donc aussi u,, — y(u) dans LP(9€2) quand n — +oc. Mais,

comme v € C(£2), on remarque que u,, — u uniformément sur ) (cela est dii au fait que @o(z1,y) =0
pour z1 > 0). On a donc y(u) = u p.p. sur Of.
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Exercice (Prolongement d’une fonction appartenant & H?)

1. On reprend la preuve de la premiere propriété du théoreme[1.23]
Dans une premiére étape, on montre la densité dans W2P(IRY) des éléments de W2P(IRY) a support
compact. Pour cela, on choisit ¢ € D(]RN) telle que 0 < 9 (x) < 1 pour tout z, (x) = 1si|z] < 1,
P(x) =0si|z| > 2.
On définit u,, pour n € IN* par u,, (x) = u(z)y(z/n) et on montre que u,, — u dans W2?(IRY 4) quand
n — 4-00. Cette étape ne pose pas de difficultés.

Dans la deuxiéme étape, on considére u € W2P (]Rf) a support compact. On commence par prolonger
u par 0 hors de ]Rf . Puis, on choisit (comme dans le théoréme pour le cas IR_]E ) une fonction p €
D(RY) telle que p(z) = 0si || > 1, Jr~ p(x) =letp(zy,y) =0sizy >0 (ety € RN, On pose
Up, = U * prp. On démontre alors que u,, € D(]RN) et, grice au fait que p(z1,y) = 0si x; > 0, comme
dans le théoreme Mpour le cas IR{X, U, — u dans WQ’p(lRf) quand n — +o0o (plus précisément il
s’agit de la restriction a IRf de u,).
2. Onprend cetStelsquea+ 3 =1let —a — 28 =1, c’est-a-dire § = —2 et a = 3.
Siu € C®(Q) ( c’est-a-dire u restriction 2 Q d’un élement de D(IR™) encore noté ), on définit Pu par

Pu(z)

=u(z)siz = (x1,y)" avec z; > 0,
Pu(z) = au(—x1,y) + pu(—2x1,y) siz = (z1,y)" avec 71 < 0.

La fonction Pu est de classe C' et les dérivées premiéres et secondes de Pu sont représentées par les
dérivées classiques. On en déduit que Pu € W2P(IRY) et que lillw2rmyy = Cllullwir) avec un
nombre C' qui peut se calculer explicitement avec « et 3 (mais ce calcul est inutile ici). L’ opérateur P
est donc linéaire continu de C2°(Q) € W2?(Q) dans W2P(IRY) (et de norme égale a C). Par densité
de C2°(€2) dans W?2?(Q), il se prolonge donc (de maniére unique) en un opérateur P linéaire continu de
W22(2) dans W2?(IRY) et de norme égale 2 C. On a, bien sir, P(u) = u p.p. dans Q.

3. L'ensemble C'>°(Q) n’est pas dense dans W2:°°(€2). Une limite dans L>°(2) de fonctions continues sur
Q) est nécessairement continue. Pour montrer que C'>°(€2) n’est pas dense dans W2°°(€), il suffit donc
de trouver un élément de W2:°°({)) dont (au moins) une dérivée seconde n’est pas continue. Un exemple
possible consiste a prendre, par exemple, u(z) = p(x1)Y(z) pour x = (z1,y)", 21 > Oety € R
avec p(x1) = (1 —z1)T)? ety € D(RY), 1(z) = 15si|z| < 1. On abien u € W2°°(Q) mais la
fonction Dy Dyu est discontinue, ce qui suffit pour affirmer que u n’est pas dans 1’adhérence de C'°(Q)
dans W?2:°°(Q).

Par contre, il existe bien un opérateur P linéaire continu de TW2>°(2) dans W2 (IRY) tel que Pu = u
p.p. dans Q pour tout u € W?2°°(£2). Cela est dii au fait qu’une fonction de W?2:°°(2) appartienta C*1 (O, R
(voir I’exercice . Un choix possible de Pu (pour u € W2>°(()), est alors celui de la question avec
les mémes valeurs de et 3 :

Pu(x)

=u(x)siz = (x1,y)" avec 1 > 0,
Pu(z) = au(—x1,y) + pu(—2x1,y) siz = (z1,y)" avec z; < 0.

Exercice (Convergence faible et opérateur continu)

1. On utilise ici I"opérateur 7", transposé de I’opérateur 7' donné par la définition [2.11) : (T"g,u)pr g =
(g, Tu)pr .l est facile de voir que T* € L(F’, E") (voir par exemple I’exercice |1.26).
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Pour tout f € F’ ettout n € IN, (f,T(u,))rr.r = (T*(f),un)p p. Comme T(f) € E' et u, — u
faiblement dans £ quand n — +o0,

i (f,T(un))prp = lim (T*(f),un)pr .5 = (T'(f),w) e e = (f, T(u)p p.

n—-+oo n—-+oo

Ceci prouve que T'(uy,) — T'(u) faiblement dans F'.
2. C’est une application immédiate de la question [I{appliquée a T' € L(E, F') défini par Tu = w.

3. C’est encore une application immédiate de la question [l|en prenant E = H}(Q), F = L?(Q) et T défini
par T'(u) = D;u.

Exercice (Fonction non continue appartenant 2 H'(IR?) N L= (IR?))

1. On note B la boule de centre 0 et rayon 1 (pour le norme euclidienne). L’exercice [I.5] donne que la res-
triction de u 2 B appartient 2 H'(B). Puis comme u est continue au voisinage du bord de B et u = 0
sur le bord de B, u € H}(B) (il suffit pour le montrer de reprendre la démonstration de la question I 2| de
I’exercice [1.20). Enfin la fonction u consiste a prolonger par O sa restriction a B, la démonstration de la
questionl: del’ exermce-donne alors u € H'(IR?).

La remarque - 2.25|du lemme - donne maintenant que la restriction de u,, & B appartient 2 H}(B) (et
donc que u,, € H'(R?)) et que

| V| ||2LQ(]R2) = / |Vu(z)|? da.
{n<u(@)|<n+1}

On en déduit que Yo7, || [V, ||L2(]RQ) < Hu||H1(B) < +00.

2. Pour z € R?, u,(x) = 0oulouu(x)—nsin < ulx) < n+ 1. Ceci montre bien que u,, prend ses
valeurs entre 0 et 1.
Puis, toujours pour € IR?, u,, () # 0 si et seulement si u(z) > n c’est-d-dire (— In |z])? > n et donc

|z| < exp(—n'/7). le support de u,, est donc la boule (fermée) de centre 0 et rayon exp(—n'/7). Le rayon
de cette boule tend bien vers 0 quand n — +o0.

3. Pour tout n € IN*, le support de v, est inclus dans la boule B, = {z € R?, |z — z,,| < rp,}.

Soit p > n > 1. Supposons qu’il existe 2 € IR? tel que = € B,, etz € B,. Comme |z — x,,| < 7, et
|z — zp| <7,

1 1 <| <+ <1 1 1 +1 1 1 <1 1
Ty — T a1, <= | —— == — - —
n n4+l1 -7 TP P =9 \n n+1 2\p p+1 n n+1’

ce qui est impossible. Les fonctions v,, ont donc des supports disjoints.

4. Pour tout n € IN*, la restriction de v,, appartient 2 HJ(B,,) (avec B,, définie 2 la question précédente).
On en déduit que v, (qui consiste & prolonger par 0 sa restriction a B,,) appartient 2 H! (IRQ) et que, pour
i € {1,2}, D;v, est égal & D; de la restriction de v, & B,, prolongée par 0 hors de B,, (voir I’égalité

(I3T)). On a donc
(DiVn; @) pr(R2), D(R2) = /B Oivop (z)p(z)dx.

Comme les supports des fonctions v,, sont disjoints, on en déduit que pour p > n > 1,

Z’Uq7 D*(]RN)'DIRN) / avq

q=n
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etdonc Di(30_ v,) € L*(IR?) et

P P
1D ) oy = > /{
q=n q=n

On a aussi (en notant Ao la mesure de Lebesgue dans IRQ)

|Vu(z)|* de < / |Vu(z)|? da.

mg<|u(z)|<mg+1} {mn <|u(z)[}

P P
[ quHLQ(IRQ) < Z A2(Bg).
a=n q=n

Comme u € H! (IRQ) et que toutes les boules B,, sont disjointes et incluses dans la boule B de centre 0 et
rayon 2, on déduit de ces deux dernieres inégalité que la série ) |« v, est convergente dans H HR?).
On note v la somme de cette série (et donc v € H'(R?)).

On remarque maintenant que pour tout € IR? la série Y ne Un () est convergente dans IR (il y au
plus un terme non nul dans cette série), on note ©(2) sa limite. Comme une suite convergente dans L?(IR?)

admet toujours une sous-suite convergente p.p., on a v = ¥ p.p.. Comme 0 < ¥(x) < 1 pour tout z, on a
donc v € L=(IR?).

On suppose maintenant qu’il existe w € C(IRQ, IR) telle que w = v p.p. On a donc aussi w = v p.p., on en
déduit que w(x) = v(z) pour tout x # 0 (on rappelle en effet que deux fonctions continues sur un ouvert
et égale p.p. sont égales partout sur cet ouvert). Mais ceci contredit la continuité de w en 0 car cela donne

en notant y,, = ,, + (7, 0)?%,

w(0) = lim o(x,) =1 etw(0) = lim o(y,)=0.

n—-+oo n—-+oo

Exercice (Sur P’injection de W' dans L'")

I- Premiére méthode (méthode directe)

1. Comme ||up | z1(0) = Let || [Vun| |11 < %, la suite (u,)new+ est bornée dans W1 (€2). Le théoreme

donne alors qu’on peut supposer, aprés extraction d’une sous-suite, que u,, — u dans L' (2) quand
n — +00. On adonc |ul| 11 (o) = limy s oo [|UnllL1(0) = 1.

Puis || [Vun| | £1(@) — 0 quand n — +oo0, et donc D;u,, — 0 dans L'(£2) et donc aussi dans D*(2).
Comme D;u,, — D;u dans D*({) (car u,, — u dans L'(€2) et donc dans D*(12)), on a donc D;u = 0
(dans D*(12)). La question B|de I’exercice[1.4]donne qu’il existe a € IR tel que u = a p.p..

On remarque maintenant que, quitte a extraire encore une sous-suite, u,, — u p.p. quand n — +oo et donc
u = 0 p.p. sur w. Comme Ay (w) > 0etu = a p.p. sur w, on a donc a = 0, ce qui est en contradiction avec

ullzr (@) = 1.
2. En raisonnant par 1’absurde, on se ramene a la question précédente. Si Cy n’existe pas, il existe alors une
suite (uy, )nen+ d’éléments de W, telle que, pour tout n € IN*,

lunll 1) > nll [Vun| |21 (o) pour tout n € N,

Par homogénéité on peut supposer que ||u,||11(q) = 1 mais la question précédente a montré qu’une telle
suite n’existait pas.
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3. On considere d’abord le cas p = 1* = % (et donc p = oo si N = 1). Soit u € W,,. Avec la question
précédente,

N
ull g1 0y < Callullwra) = Calllullie) + > IDiull @)
i=1

< Co(Crl[ [Vl [l + NIVl (1) = C2(Cr + NI Vul |2y @)

On obtient donc (I.I3) pour p = 1 et pour p = 1* en prenant C' = max{C7, C>(Cy + N)}. En utilisant
I'inégalité de Holder, I'inégalité (I.15)) est alors vraie pour 1 < p < 1*.

II- Deuxiéme méthode (en passant par la moyenne de u)

1. On raisonne encore une fois par I’absurde. Si C'3 n’existe pas, il existe alors une suite (u,, )necn+ d’éléments
de H telle que, pour tout n € IN*,

lunllL1 () > 0l [Vtn| || 21 () pour tout n € IN*.

Par homogénéité on peut supposer que ||u,|[z1(q) = 1. La preuve est alors trés voisine de celle de la
question de la premiére méthode. La suite (uy,),en+ est bornée dans W1 () et on peut donc supposer,
aprés extraction d’une sous-suite, que u, — u dans L'(€2) quand n — +o0. On a donc |ul|p1(0) =
limnﬁdH)o ||un||L1(Q) =1.

Puis || [V, || 1) — 0 quand n — +o0, et donc D;u,, — 0 dans D*(£2) (pour tout 7). On en déduit que
D;u =0 (dans D*(Q)) et la questionde l’exercicedonne qu’il existe a € IR tel que u = a p.p..

On remarque maintenant que [, u(z) doz = lim, 4o [, un(z) dz = 0 (car u,, — u dans L*(2) et
u, € H). Ceci montre que a = 0, ce qui est en contradiction avec |lu| ;1) = 1.

On utilise maintenant le rappel de la question 3 de la premiére partie et le fait que u—m € H (et V(u—m) =
Vu p.p.).

N

[ = ml| g1 () < Callu — mllwia ) = Callu = mllzie) + Y | Diull i)
=1
< Co(Cs| [Vul [l o) + NIVl || @)) = Ca(Cs + N)|| [Vul [ 21(q)-

On obtient donc (T.17) en prenant Cy = C2(C3 + N)}.

2. On utilise u = 0 p.p. sur w et la question précédente,
m|An (@) = (/ Ju(a) = m[" )Y de < [lu =m0 < Call VUl |21,
w

et donc o
pywmses LI G

Im| < ;
N(w)TF

Puis,

An(©
)\Z(w))

~—
»—A‘H

*

el @y < llu = mll ey + ImAw (@)Y < Co 1+ ( 7l 22 0.
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Exercice (Partition de I’unité)

1. Pouri € {1,...,n},ona € = Us50Q; - et donc K C Uy Uesg ©; .. Comme K est compact et ; .
est ouvert (pour tout % ete), il existe €1,...,¢&, tels que ; > 0 pour tout ¢ et K C Uj_;€; ... En prenant
e =min{eq,...,en},ona K C UL Q.

2. Pour touti € {1,...,n}, on pose

fl(I) =1siz € (Qi,s \Uj<in_’5)7
fz(l') =0sixz g (Qi,a \U]‘<in75).

Avec cette définition, on obtient f; = 0 on Qf _. De plus, si z € Uf_;Q; .. eti = min{j;z € Q;.,ona
filz) =1let fj(x) =0sij #i Donc >, fi(x) =1.

3. Comme K est compact et (U"_;€2; .)€ est fermé, on a d(K, (U]_18;.)¢) = ¢ > 0.
On prend 7 tel que 0 < 1 < min{d,e}. Soit p € D(R",R) tel que p(x) = 0 si || > n et tel que
Jwn p(x) dz =1.Pouri € {1,...,n} onprend ¢; = fix p.Onap; € D(IR") et comme f; = 0 sur Qf _
etn < ¢, la fonction ; satisfait (p1).
Comme Y ;" | ¢; = (3.1, fi) *x petn < 4, les fonctions ¢; satisfont (p2).

Exercice (Opérateur transposé, continuité et compacité)
1. Soit g € F', I'application u — (g, Tu) g p est linéaire et

(g, Tw)pr . r| < T\l e, mllglle lulle-

Ceci prouve que T"g est un élément de E' et que [|[T'g|lzr < [|T||z(z,F)llgll 7. On a donc aussi T* €
L' E") et [T zerr 5y < N Tllce,F)-

2. Soit u € E. Une conséquence du théoreme de Hahn-Banach (voir exercice question 1) donne I’exis-
tence de g € F” tel que ||g||rr = 1 et ||Tullp = (9,Tu)p: r. En effet, en posant v = Tu € F et en
supposant v # 0 (le cas v = 0 est trivial), on choisit g : IRv — IR linéaire et telle que g(v) = ||v||. On
a donc ||g]| = 1. Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut prolonger g en g € F’ avec ||g||rr = 1 et
(g,v)p p = ||v||F, ouencore | Tu||r = (g, Tu) p p.

On a donc || Tullp < || T z(r ) ||lull £ Ceci prouve que || T'|| z(g,ry < |T"]|z(#,5) et donc finalement
1Tl e, ry = 1Tl 2 50y

3. Par hypothese, la boule T'( Bg) est relativement compacte donc précompacte. En effet, soit £ > 0, suppo-
sons par 1’absurde qu’il n’existe pas de recouvrement fini de 7'(Bg) par des boules de la forme Bp(T'u, €).
Soit ug € Bg, onadonc T(Bg) ¢ Br(Tug, ) Puis, par récurrence, on suppose o, . . . , Uy, choisis dans
Bpg. Comme T(Bg) ¢ U Bp(Tu;,€), on choisit u,+1 € Bg tel que T(upy1) & U oBr(Tu;,€). On
construit ainsi une suite (u, )neN de Bg telle que la suite (T'(uy,))new n’admet aucune sous-suite conver-

gente (car | T (un,) — T(um)||F > € si n # m), ce qui est en contradiction avec I’hypothese de compacité
deT.

4. Pour tout u € I, la suite ((T"gpn, u) g’ g)new est bornée dans IR. Elle admet donc une sous-suite conver-
gente. Comme [ est dénombrable, le procédé diagonal, décrit par exemple dans la preuve de la proposition
8.19 de [20], permet d’extraire une sous-suite telle que la suite ((7%g,,,u) g E)neN €st convergente pour
tout u € I. Dans la suite on note f,, cette limite.

Noter que, pour cette question, il suffit que I,, soit fini ou dénombrable.
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5. Soit u € Bg. On remarque alors que la suite ((7"g,,, u) g/ g)nen est de Cauchy. En effet, Soit € > 0. On
choisit p € IN* tel que % < e. Ilexiste v € I, tel que ||[Tv — Tu||p < €. On a alors, pour tout n, m € N,

avec C' = sup,, ||gn |7,

(T g, uypr g — (T gy w) g | < (T gny ) 5 — (T G, V) B
+ |<gn7TU - TU>F’,F| + |<gm7TU - TU')F’,F|
< UT'gn,0)Er B — (T gy v) B B| + 2CE.

Puis, comme v € I, C I, il existe ng tel que |[(T"gn,v) g, 5 — (T gm, V) pr 5| < € pour n, m > ng. On a
donc, pour n, m > ny,

|<Ttgn,u>E/7E— <Ttgm,u>E/7E| < (2C+1)€. (1.32)
Ceci montre bien que la suite ((T" ¢y, u) 5 g)nen est de Cauchy.

Siu € E, u # 0, on se rameéne au cas précédent en divisant u par sa norme. On obtient bien ainsi la
convergence de la suite ((Ttgn7 u) g E)neN pour tout u € E et nous notons encore f;, cette limite.

L’application u — f,, est trivialement linéaire (de E dans IR) car limite d’applications linéraires. Mais elle
est aussi continue car |f,| < C||T'||z(g,r)|ul£. Il existe donc f € E' tel que f, = (f,u)g g pour tout
ue kb

Cette question montre que T%g,, — f x-faiblement dans E’ quand n — -+o0.

6. C’est pour cette question que 1’on va utiliser que I, est fini. On reprend la méthode de la question précé-
dente.

Soit £ > 0. On choisit p € IN* tel que % <e.
Soit u € Bg. Il existe v € I, tel que ||Tv — Tu||p < e. L’inégalité (I.32) donne alors

(T gn, wym 5 — (T gm,w) 5 g| < (20 + 1), (1.33)

pour n, m > ng. Mais, comme I, est fini, ng peut étre choisit inépendamment de v (et donc de u). On
obtient ainsi, quand m — oo dans (I.33)), pour tout n > ng et tout u € B,

(T gn,u)pr B — (fu)pr B] < (2C + 1),

et donc, pour tout n > ng, ||T%g, — fllzr < (2C + 1)e.
On a bien montré que T'g,, — f dans E’.

7. On a montré que de toute suite bornée de F’ on peut extraire une sous-suite dont I’image par T converge
dans E’. Ceci montre bien que 7 est un opérateur compact.

8. Soit  un ouvert borné de R (N > 1)et 1 < ¢ < +oc. Le théoreme montre que I’application

T : u — ude WyP(Q) dans LP() est compacte. L opérateur T* de LP(€2)" dans W, ?(2)" est donc

compact. L'espace LP(£2)" est identifi¢ a L9((2) avec g = L5 et WP (€) est noté W=14(1).

Pour u € (LP)' () etv € W, P (2), comme LP(Q)’ est identifié a LI(2),
<Ttu,v>W,1,q7W01,p = (u, Tv) (Lry,Lr = / u(z)v(z) dz,
Q

c’est-a-dire que T"u est identifié & u. L’ application u +— u est donc compacte de L4(2) dans W ~14(Q).
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Exercice (Transposée d’une injection continue) On note T I’opérateur de E dans F défini par T'(u) = u.
L opérateur transposé 7" (défini dans I’exercice(1.26) appartient 2 L(F’, E'). Pour tout f € F’, T* f est défini par

(T'f,u)gr g = (f,Tu)p,r = (f,u)pr,p pour tout u € E.

L’élément T f de E’ est donc simplement la restriction de f a E. L’opérateur 1" est donc I’opérateur qui a f
(élément de F) associe sa restriction a ' (élément de E’). On note encore f la restriction de f a E.
L application f — f est donc continue de F” dans E’ c’est-a-dire que F’ s’injecte continliment dans F’.
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Chapitre 2

Problemes elliptiques linéaires

2.1 Formulation faible

Soit  un ouvert borné de R™ (V> 1) de frontiere Q2 = 2\ Q. Soient a;; € L>*(Q),pouri,j=1,...,N.On
suppose que les fonctions a; ; vérifient ’hypothese d’ellipticité uniforme, c’est-a-dire :

N
Ja > 0; V€ = (&1,...,&n) € RN, D 0,68 > af¢]* pp. dans Q. 2.1)

ij=1

On se donne f € L?(Q2) et g : 92 — IR, et on cherche une solution au probleme :

N N
=N 0ilaij(@)05u)(z) = f(x), z € Q, (2.2a)

i=1 j=1
u(z) = g(x), € 09, (2.2b)
ol 0;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-€me variable.

Exemple 2.1 (Le laplacien) Si on prend a; ; = 0; j (c’est-a-dire I sii = j, 0 si i # j), alors le probleme (2.2)
devient

—Au = f sur,
u = g sur 00,

ou A est 'opérateur de Laplace[ﬂ aussi nommé laplacien, défini par
N
Au = Z afu, 2.3)
i=1

o O2u désigne la dérivée partielle seconde de u par rapport a la i-éme variable d’espace ;.

Définition 2.2 (Solution classique) On suppose que a; j € CY(Q) pour tout i,j = 1,.. -y N. On suppose que
[ €C(Q) et g € C(ON). On appelle alors solution classique de [2.2)) une fonction u € C*(Q) vérifiant 2.2).

1. Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), mathématicien, astronome, physicien et homme politique francais, trés influent en sciences et
politique a I’époque napoléonienne.
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On rappelle que pour tout & € INU{+o00}, C*(Q) désigne I’ensemble des restrictions a €2 des fonctions appartenant
aCkRM).

Il n’existe pas forcément de solution classique a (2.2)). Mais il existe des solutions en un sens plus faible que ’on va
définir ci-apres. Pour comprendre leur nature, considérons d’abord le cas g = 0, avec a; ; € C1(Q) et f € C (),
et supposons qu’il existe une solution classique u € C?(Q). Par définition, celle ci vérifie :

N N

3% i (@)du) (@) = f(x), Vo € Q.

i=1 j=1
Soit ¢ € D(Q2) ; multiplions 1’équation précédente par ¢(x) et intégrons sur § :

N

N
- [ (XX ttaws@o@) | wle) do = [ fa)eto) da, v e D).

=1 j=1

<.

Une intégration par parties donne alors :

N N
/ ZZ a; ;(x)0ju(x)0;p(x dx—/f ) dz, Vo € D(Q). 2.4)

Comme u € C?(Q), onadju € C1(Q) C C(Q) C L*(Q), et Dju = dju p.p (comme cela a été vu au Chapitre
. De plus u € C(Q) C L?(Q2) et donc u € H'(Q). Enfin, comme u = 0 sur 92, on a finalement v € H}(Q)
(voir I’exercice[1.20)).

Soit v € HE(Q), par densité de D({2) dans HE (), il existe une suite (¢, )newn C D(L) telle que ,, — v dans
H(Q), c’est-a-dire ¢,, — v dans L?(2) et ;0,, — D;v dans L?(2) pour i = 1,..., N. En écrivant (Z.4) avec
© = @n, On obtient :

/ ZZG/LJ 8190n dl‘—/f @n xz,
=1 j=1

et en passant a la limite, on obtient que w satisfait le probleme suivant, qu’on appelle formulation faible du probleme
(2.2) (on rappelle que I’on considere ici le cas g = 0)

uGH&(Q)
/ ZZ(LU 2)Djv(x dxf/f ) da, Vv € HE (). 2.5)
Q\ = 1j=1

On vient ainsi de montrer que toute solution classique du probleme (2.2) (lorsque g = 0) est solution faible,
c’est-a-dire vérifie (2.5).

L existence et I'unicité de la solution au probleme (2.3 découle du théoréme de LaxE]-MilgramEl, qu’on rappelle
ci-aprés. Dans le cas ou la forme bilinéaire a est symétrique, c’est-a-dire a; ; = a;; p.p. pour i # j, il découle du

2. Peter Lax, mathématicien comtemporain américain d’origine hongroise
3. Arthur Norton Milgram (1912-1961), mathématicien américain, qui a travaillé en analyse fonctionnelle, en combinatoire, en géométrie
différentielle, en topologie générale, en théorie des équations aux dérivées partielles et en théorie de Galois.
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théoréme de Lax Milgram que u est solution de (2.5) si et seulement si u est solution du probléme suivant, qu’on
appelle formulation variationnelle :

u € Hy (),
J(u) < J(v),Yv € HE(Q), (2.6)

N N
ol la fonctionnelle J est définie par : J(v) = 1/ Z Z a; ;DivDjv | dz— | f(z)v(z) dz.
2Je \ i j=1 Q
Théoréme 2.3 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-|-), de norme
associée notée || - ||, et a(-, -) une application bilinéaire de H x H dans R qui est
— continue, ce qui équivaut a dire qu’il existe ¢ > 0 t.q., pour tout (u,v) € H?, on a |a(u,v)| < c||ull||v],
— coercive sur H (certains auteurs disent plutot H-elliptique), c’est-a-dire qu’il existe o > 0, t.q., pour tout
u € H, a(u,u) > af|ul)?,
et soit T une forme linéaire continue sur H.
Alors il existe un unique u de H tel que I’équation a(u,v) = T(v) soit vérifiée pour tout v de H :

Nuwe H YweH, aluv)=T().

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle
J : H — R définie par J(v) = 2a(v,v) — T(v) pour tout v de H, c’est-a-dire :

J(u) =min J(v) et J(u) < J(v) siu # v.

veH

Remarque 2.4 (Cas symétrique) Sous les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram, si la forme bilinéaire a est
symétrique, elle définit un produit scalaire sur [ équivalent au produit scalaire initial (c’est une conséquence
immédiate de la continuité et de la coercivité de a). Dans ce cas, le théoréme de Lax-Milgram est une conséquence
directe du théoreme de représentationﬂ de RieszE]dans un espace de Hilbert.

Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram au probleme (2.5)), nous aurons besoin de 1’inégalité de Poincaréﬂ :

Lemme 2.5 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné de R™, N > 1 (ou qui est au moins borné dans une
direction), alors il existe Cq, ne dépendant que de ) tel que

lull2() < Call [Vul |l 2(0), Yu € Hy(S). 2.7)

N.B. On désigne toujours par | - | la norme euclidienne dans IR”. On adonc

N
119 1220 :/Q|Vu(x)\2dm:Z/QDiu(gc)2 dz.
=1

Démonstration Par hypothese sur €, il existe a > 0 tel que Q C] — a, a[xIR™¥ 1. Soit u € D(12), on prolonge u
par 0 en dehors de 2, on a donc :
u e D(RM), u = 0 sur Q°.

4. Théoreme de représentation de Riesz : Soient H un espace de Hilbert muni de son produit scalaire noté (-|-) et T € H une forme
linéaire continue sur H. Alors il existe un unique y € H tel que pour tout € H on ait T'(z) = (y|z).

5. Frigyes Riesz (1880-1956), mathématicien hongrois. Il est I'un des fondateurs de 1’analyse fonctionnelle.

6. Henri Poincaré (1854-1912), mathématicien, physicien théoricien et philosophe des sciences francais, auteur de résultats importants en
optique et en calcul infinitésimal, et précurseur de la théorie des systémes dynamiques.
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Soitz = (z1,...,zn5)" = (z1,y)! € Q, avec 21 €] — a,alety = (xq,...,zx) € RV Ona:

U(l’hy) = alu(t>y) dt?

—a
et donc, par I’inégalité de Cauchy—Schwarz,
a 2 a
e < ([ ot ar) <2a [ @it o
En intégrant entre —a et a, on obtient :
| P o < a@ [ @) a,

et donc, en intégrant par rapport a y,
/ lu(x)|? dz < 4a® / (O1u(x))? dz, Yu € D(Q) (2.8)
Q Q

On procede ensuite par densité; pour v € H{ (1), il existe une suite (u,)new C D(Q) telle que u,, — u dans
HZ(£2). On a donc u,, — u dans L?(Q) et &;u — D;u dans L*(2). On écrit alors (2:8) pour u,, et en passant & la
limite lorsque n — 400, on obtient :

N
lulZ2() < 4a°(|DrullZao) < 4a® Y || DiullZaq) = 40®|[|Vul [72(q)-

i=1
|

Théoréme 2.6 (Existence et unicité de la solution de (Z3)) Soir Q un ouvert borné de R, f € L*(), et soient
(@ij)ij=1,..8 C L®(Q) et a > 0 tels que @2.1) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de (2.3).

Démonstration Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram (lemme[2.3), on écrit le probleme (2.3)) sous la forme :
u € H;a(u,v) = T(v) pour tout v € H, avec H = H}() (qui est bien un espace de Hilbert, muni de la norme
définie par ||ul| g1 () = (||u||%2(m + ||| Vu| ||%2(Q))% ), et avec a et T" définies par

N N
a(u,v) :/Q ZZaLj(x)Dju(x)Div(x) dz et T(v) = /Qf(:v)v(x) dz.

i=1 j=1
On remarque tout d’abord que la forme linéaire 7" est bien continue. En effet,
()| < lloll2@ I flle2@) < vl @l ez @)-

Quant a la forme a, elle est évidemment bilinéaire, et elle vérifie :

N

ja(u, v)| < 3 [lai il ooy | Diull 2oy | Divll L2y < Cllullm @llvllar @),
ij=1

avec C' = Zf\szl llai ;|| Lo () Elle est donc continue.
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Voyons si a est coercive : il faut montrer qu’il existe 8 € IR tel que a(u,u) > BHUH?{I(Q)’ pour tout u € H}(9).
Par hypothese sur a, on a :

N N N
a(u, u) :/Q ZZaiﬁj(m)Dju(x)Diu(x) dx > a/ﬂ <Z|Dlu(m)2> dx:a/Q|Vu(m)|2 dz.

i=1 j=1 i=1

On applique alors I’inégalité de Poincaré (2.7) :

N N
HUH%P(Q) = ||U||%2(Q) + Z ||Diu\|%2(9) <(C&+1) Z HDiUH%Z(Q)’

i=1 i=1

d’ol on obtient que :

N 1
I Diull2(q) = =5 llullF o),
; @ = G247 )

et donc
N

«
a(u,u) > a ) |Diullisq) > w5 lullin o),
; o) = gz il

ce qui démontre la coercivité de a. Par le lemme [2.3] de Lax-Milgram, on a donc bien existence et unicité de la
solution du probleme (2.5)). [ ]

Remarque 2.7 Le lemme [2.3] est encore vrai avec 1 < p < +o0 au lieu de p = 2. Si Q est un ouvert borné de
RY,N>1etl< p < +oo, il existe Cp, o ne dépendant que de p et 2 tel que

]l o0y < Call [Vl || o), Yu € WyP(Q).

Ceci permet de définir une norme sur W, *(£2) équivalente 2 la norme W12 (Q), voir la déﬁnition (Pourp = 2,
cette équivalence de norme est en fait démontrée dans la démonstration du théoreme [2.6])

Définition 2.8 (Norme sur Wol’p(ﬂ)) Soit 0 un ouvert borné de R™ (N > 1)et1 < p < +oo. Pour u €
WyP(Q), on pose

||“HW01’P(Q) = (/Q |Vu(z)P dz) .

Selon la remarque c’est donc, sur Wy " (), une norme équivalente a la norme de W' ().
Pour p = 2, I'espace W, *() est aussi noté HL(Q) et la norme || - ||W01,2(Q) est lanorme || - || g1 ().

Par le théoreme de Lax-Milgram, on démontre de maniere similaire 1’existence et I’unicité dans le cas ol le second
membre de (2.5) est donné par un élément de H~1(£2) (dual de H} (), c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires
continues sur H}(Q)).

Théoréme 2.9 (Existence et unicité, T € H 1) Soient 2 un ouvert borné de RY, (@i j)ij=1,.,.N C L®(Q) et
a > 0 tels que @2-1)) soit vérifiée. Soit T € H (), il existe alors une unique solution u de :

u € H(} (Q)v
N N

/Q >3 ai () Diju(x)Dyv(x) | de = T(v), Yo € Hj(9Q). (2.9)
i=1 j=1
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Soit €2 un ouvert borné de RY et f € L'(Q). Il est intéressant de savoir si I’application ¢ Jo f(x)p(x) da

(définie, par exemple, pour ¢ € D()) se prolonge en un élément de H~1(£2) (et dans ce cas, le prolongement

sera unique par densité de D(Q2) dans H{(2)). En dimension N = 1, ’hypothese f € L'(Q) est suffisante. En
2N

dimension N > 3, I’hypothese f € Li(2), avec ¢ = ~1s ost suffisante. En dimension V' = 2, I'hypothese

f € L9(R), avec ¢ > 1 est suffisante. Un résultat plus précis (pour N = 2) est donné dans I’exercice

Nous n’avons traité ici que le cas des conditions aux limites de Dirichlet[] homogene (c’est-a-dire g = 0 dans le
probleme[2.2)). Le cas des conditions aux limites de Dirichlet non homogenes est traité dans la section [2.5]

L’existence et I'unicité de solutions faibles est possible avec d’autres conditions aux limites. L’exercice traite
le cas des conditions de Neumann[ﬂ et I’exercice les conditions dites de Fourierﬂ (ou de Robin[]ﬂ selon les
auteurs). La résolution du probleme de Neumann permet d’ailleurs de montrer une décomposition utile d’un
élément de L?(Q)", appelée décomposition de Hodge[ﬂ voir 1’exercice L’exercice s’intéresse a des
conditions aux limites apparaissant en mécanique du solide. Il est possible aussi de coupler un probleme elliptique
sur un ouvert 2 de IR? avec un probléme elliptique unidimensionnel sur le frontidre de €2, ceci est I’objet de

I’exercice 2171

Les exercices [2.16} 2.18] et 2.13] montrent 1’existence (et 'unicité ou une “unicité partielle”) pour des systemes
elliptiques (probleme de Stokes et équation de Schrddinger[lz]).

Enfin, il est possible de traiter des problemes elliptiques avec des coefficients a; ; non bornés. On introduit alors
des espaces de Sobolev dits “a poids”, voir I’exercice 2.6

2.2 Analyse spectrale

Soit 2 un espace de Banach réel, et T" une application linéaire continue de £ dans £. On note :
o p(T) ={X € R;T — A1d est bijective}. C’est I’ensemble des valeurs régulieres de 7',
o o(T) ={X € R;T — Md est non bijective} = IR \ o(T'). C’est I'’ensemble des valeurs non régulieres de
T7
e VP(T) = {) € R;T — A\1d est non injective}. C’est ’ensemble des valeurs propres de T'.
Ici et dans toute la suite de cet ouvrage, Id désigne I’application identité d’un ensemble dans lui-méme. Noter que
si A € p(T), 'application T' — X Id est continue ; ceci découle du théoréme de Banach, que 1’on rappelle.

Théoreme 2.10 (Banach) Soient E et F' des espaces de Banach et T une application linéaire continue de E dans
F. Si T est bijective et continue, alors T est continue.

11 est souvent important de généraliser les définitions de p(T'), o(T) et VP(T') en prenant A € € au lieude ) € R.
Cela est inutile dans cette section car nous allons nous limiter dans la suite a des opérateurs autoadjoints dans des
espaces de Hilbert.

7. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), mathématicien prussien spécialiste en particulier de théorie des nombres et d’ana-
lyse mathématique
8. Carl Gottfried Neumann (1832-1925), mathématicien allemand qui a notamment travaillé sur le principe de Dirichlet et sur la théorie
des équations intégrales.
9. Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), mathématicien et physicien frangais, connu en particulier pour avoir déterminé, par le calcul,
la diffusion de la chaleur en utilisant la décomposition d’une fonction quelconque en une série trigonométrique convergente (série de Fourier).
10. Victor Gustave Robin (1855-1897), mathématicien francais, spécialiste de thermodynamique et en théorie du potentiel
11. William Vallance Douglas Hodge (1903 —1975), mathématicien britannique spécialisé en géometrie.
12. Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887-1961), physicien austro-irlandais a qui I’on doit de nombreux résultats de mécanique
quantique.
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Définition 2.11 (Opérateur transposé, opérateur adjoint et autoadjoint) Soient E et I des espaces de Banach
et T une application linéaire continue de E dans F. L’opérateur T, transposé de I’opérateur T, défini par
(T'g,u)p'. g = (g, Tu) pr p est une application linéaire continue de F' dans E' (voir exercice .

Dans le cas on E = F est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (+|-) g, I’opérateur transposé est appelé
opérateur adjoint et noté T* ; il est donc défini par (T*x|y)g = (z|Ty) . On dit que I’opérateur T est autoadjoint
§’il est identique a son opérateur adjoint T*, et on a alors (Tx|y) g = (z|Ty)g. Dans le cas d'un espace de Hilbert
E réel, on dit aussi que I’opérateur est symétrique.

Si E une espace de Hilbert de dimension finie et 7' un opérateur autoadjoint de E' dans F, alors on a VP(T) =
o(T). On a un résultat similaire en dimension infinie, & condition que 1’opérateur T soit linéaire continu et com-
pact. Plus précisément, dans ce cas on a : VP(T) \ {0} = o(T) \ {0}. Une conséquence de ce résultat est la
proposition [2.12] Elle donne une propriété de décomposition spectrale pour les espaces de Hilbert séparables et
pour un opérateur autoadjoint.

Proposition 2.12 (Opérateur linéaire continu compact autoajoint) Soit FE un espace de Hilbert séparable muni
du produit scalaire (-, ) g, et soit T un opérateur linéaire continu compact autoadjoint. Alors

1. VP(T)\ {0} = o(T)\ {0}.
2. SiVP(T)\ {0} est de cardinal infini, VP(T) \ {0} = {\,, n € IN*} avec \,, — 0 lorsque n — +oc.

3. Il existe une base hilbertienne de E formée de vecteurs propres de T, c’est-a-dire d’éléments de F, notés
en, 1 € IN, vérifiant T'(e,,) colinéaire & ey, (€ | €m)E = On,m et tels que si u € E, alors u peut s’écrire
u=7y nul|en) ey, (cette série étant convergente dans E).

Dans la proposition précédente, les sous-espace propres associés aux valeurs propres non nulles sont tous de
dimension finie. Dans le cas d’un espace de Hilbert non séparable et d’un opérateur 7" linéaire continu compact
autoadjoint, le noyau de 7" est de dimension infinie et non séparable.

On va maintenant considérer, pour simplifier, le cas du laplacien. Soit €2 un ouvert borné de RY.On rappelle que

N . . ) N ) ) " .
Au=737", 02w si u est une fonction réguliere. Pour étendre cette définition aux fonctions seulement localement

intégrables, on pose, si u € Li (Q), Au = Zf\il D?u. On définit maintenant un opérateur A d’une partie de

L?(2) dans L?(Q) en définissant d’abord son domaine D(A) :
D(A) ={u € Hy(Q); Au e L*()},
Puis on pose Au = —Au si u € D(A). On a ainsi définit un opérateur linéaire A : D(A) C L*(Q) — L*(Q).

On a vu dans les paragraphes précédents que si f € L2(2), il existe une unique solution au probleme [2.5) qui

s’écrit, pour le laplacien, c’est-a-dire avec les valeurs a; j = 0; 5, 9,5 = 1,..., N :
ue Hy(),
/ Vu(z)Vou(z) de = / f(z)v(z) dz, Yo € H5(Q). (2.10)
Q Q

Grace a la densité de D(2) dans H{(£2), la fonction u est solution de (2.10) si et seulement si u € D(A) et
—Au = f p.p. (c’est-a-dire —Au = f dans L?(Q)). L’opérateur A est donc inversible. Son inverse, I’opérateur
A~ est défini de L*(Q2) dans L?(Q2) par A~ f = u ol u est solution de (2.10). Cet opérateur est injectif mais
non surjectif. Les deux opérateurs sont linéaires.

Pour montrer qu’il existe une base hilbertienne formée des vecteurs propres de A~!, on va démontrer le théoréme
suivant :
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Théoreme 2.13 Soit Q un ouvert borné de R™. Pour f € L*(Q), on note T f I'unique solution de @-10). L’opé-
rateur T est linéaire continu compact et autoadjoint de L? () dans L?(Q). De plus N(T) = {f € L*(Q),Tf =0

p.p.} ={0}.
Démonstration Il est immédiat de voir que T est linéaire. On remarque tout d’abord que N(T') = {f € E,
Tf =0p.p.} = {0}. En effet, soit f € L?() telle que T'f = 0 p.p.. On a donc, d’apres (2.10),
/ fvdz = 0 pour tout v € H} ().
Q

Comme H{ () est dense dans L?(€2) (on a méme D(2) dense dans L?(£2)), on en déduit f = 0 p.p..

On montre maintenant la continuité de 7. Soit f € L?*(2) et w = T'f. En prenant v = u dans (2:10), on obtient

||u\|§,é(m:/Qvu-vudx:/gfudxg TIPS .

2

Par I’inégalité de Poincaré, il existe Cp € IR 4 ne dépendant que de €2 tel que HUH%Q(Q) < CQ||uHH1(Q), et donc :
0

N

lelifgs ) = D IDiullaiay < 1z llullz) < Callfllzallullm o)-
i=1

On en déduit que [[ul| g1 (o) < Callf|l£2(n) et donc:

ITflIZ2 () = lullZ2 () < Callulli ) < CallfIZ2 (@)
ce qui démontre la continuité de 7T'.

Montrons maintenant que 1’opérateur 1" est compact, c’est-a-dire que I’image par 7' d’un ensemble B borné de
L?(92) est relativement compact dans L?(2). On peut écrire T sous la forme 7' = I o Ty ot I est Iinjection
canonique de H} () dans L? (), définiepar I : v € H}(Q) — v € L?(Q), et Ty est 'application quia f € L*(Q)
associe u = T'f € Hg(Q2). L'application Ty est continue de L*(2) dans H(Q) (car || T f|| gz ) < Callfllr2()
et’injection I est compacte par le théoreme de Rellich (théoreme[I.33|page([L6)), et donc I’opérateur 1" est compact.

Montrons maintenant que I’opérateur 7' est auto-adjoint, ¢’est-a-dire que

(Tfl9)r2) = (fIT9) L2, Vf, 9 € L*(Q). (2.11)

Soient donc f et g € L*(€2), u 'unique solution de (2:10), et v 'unique solution de 2-10) ol on a remplacé f par
g dans le second membre. On a, comme v est solution de (2.10) ol on a remplacé f par g :

(Tf|9)L2(Q):/ngdzz/ugdx:/VwVvdx.
Q Q Q

On montre de méme que (f | Tg)r2(0) = [, Vu - Vv dz, ce qui démontre (ZTT). L]

Voici maintenant la conséquence du théoréme [2.13] et de la proposition pour I’opérateur “laplacien” avec
condition de Dirichlet homogene.

Théoréme 2.14 (Base hilbertienne de L2 (2) formée de fonctions propres de —A)

Soit Q un ouvert borné de RY, Au = —Au avec D(A) = {u € H}(Q); Au € L*(Q)}. Il existe alors une base
hilbertienne (dénombrable) de L*(Y), notée (e, )ne+, formée de vecteurs propres de A, associés aux valeurs
propres (fin ) neN+. On peut ordonner les i, dans 'ordre croissant (c’est-a-dire piy, < pin41 pour tout n € IN*) et
Ponapg > 0etlim, o fty = +00.
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Démonstration Pour f € L?(2), on note T f 1’'unique solution de (Z.10). D’apres le théoréme et la proposi-
tion [2.12} il existe donc une base hilbertienne (e,,),cn+de L?(2) formées de fonctions propres de 7. Les valeurs
propres associées sont toutes strictement positives. En effet, si f € L?(Q) et f # 0, alorsu = T f # 0 et

(Tf1f) ez = (] frze) = /QVU -Vudr = HUH%Ié(Q) > 0.
Si A, est une valeur propre de T est associée au vecteur propre e,, # 0, ona Te,, = A\,e,, et donc, comme ¢e,, # 0,

An (en | en)L2(Q ()\ €n ‘ en)L2(Q) (Ten | en)LQ(Q) > 0.

La suite (A,,)nen est donc formée de nombres strictement positifs. Quitte a changer ’ordre des \,,, on peut
supposer que cette suite est décroissance. Enfin, la proposition donne que lim,,_, 4 0o A, = 0.

Remarquons que les valeurs propres de A sont donc les valeurs i, = )\i pour tout n € IN*, avec y,, > 0 pour
tout n € IN* et p,, — +00 lorsque n — +o0. [

En reprenant les notations du théoréme [2.14] on peut alors caractériser le domaine de I’opérateur laplacien (avec
condition de Dirichlet homogene) D(A) de la fagon suivante :

Soit u € L*(Q), [u € D(A)] <= Z w2 (ul €n)%2(9) < +o0.

nelN
De plus siu € D(A), alors Au = 3% . (u| ey) L2()€n- On peut ainsi définir les puissances de I’opérateur A :
Définition 2.15 (Puissance de ’opérateur) Soir 2 un ouvert borné de RY, Au = —Au avec D(A) = {u €

H(Q); Au € L*(Q)}. On note (en)nen+ une base hilbertienne de L?(QY) formée de vecteurs propres de A,
associés aux valeurs propres (lin )neN+. Soit s > 0. On définit

D(A%) = {u € L*(Q Z,u ulen) LQ(Q) < 400},

Et pour u € D(A?®), on peut alors définir ASu par :

—+o0
Alu = Zufl(u | en)r2(0)en-

n=1
Cette série étant convergente dans L?(Q).

Pour s = 0,0ona D(AY) = L?(Q2) et A%u = u : A° est I’opérateur identité.

Pour s = 1, on retrouve I’opérateur A.

Pour s = %, onaD(Az) = {u € L*(Q); 7 pun (u] en)2L2(Q) < +00}. On peut montrer que D(A2) = HZ (1),
+

etona Ay = —1 ,un(u|€n)L2(Q)€n

Pour le cas N = 1, 2 =]0, 1], Le théoréme de décomposition spectrale est détaillé dans l’exercice
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2.3 Régularité des solutions faibles

Soit Q un ouvert borné de R™ et f € L?(Q). Sous les hypothéses (2-1), on sait par les résultats précédents qu’il
existe une unique solution au probleme (2.3), et on se demande quelle est la régularité de cette solution en fonction
des données du probleme. Le probleme est assez simple en dimension N = 1, voir I’exercice 2.1} mais beaucoup
plus difficile en dimension N > 1. La réponse dépend de la régularité des coefficients de 1’opérateur et de la
régularité de la frontiere de 1’ouvert (on dit que la frontiere de €2 est de classe C* si elle est localement le graphe
d’une fonction de classe C*).

Théoreme 2.16 (Régularité de la solution du probleme de Dirichlet)
Soit Q un ouvert borné de R et f € L*(). Sous les hypothéses @.0), soit u € H}(Q) la solution de 2-3).
1. Sia;j € CY(Q) pouri,j=1,...,N et Qestafrontiere C, alors, pour tout f € L*(2), onau € H?(Q).

2. Sia;; € C®(Q) pouri,j =1,...,N, si Q est a fronticre C*, et si f € H™(2) avec m > 0, alors
u € H™2(Q).

En conséquence, si f € C(Q), alors u € C*°(Q) et donc u est solution classique. De méme, si f € H™(Q)
avec m > % alors u € C?(2) et donc u est encore solution classique.

Remarque 2.17 (Optimalité des hypotheses) Notons que la partie 1. du théoréme précédent est fausse sans les
hypothéses a; ; € C1(Q2) et Q est a frontiere C2.
Par contre dans le cas du laplacien, ¢’est-a-dire a; ; = d; ;, si {2 est convexe, alors u € H?(Q) des que f € L*(Q).

Idée de démonstration du théoréme[2.16, premiére partie

On se ramene par la technique dite des “cartes locales” au cas Q@ = RY = {(21,y),y € R "',z > 0} etu
solution de (Z3) avec a; ; € C*(Q) pouri,j = 1,..., N vérifiant 2.I), c¢’est-a-dire , dans le cas plus simple o
a;j = 0; j, au probléme suivant :

u € H&(Q),

/Vu-Vvdw:/fvdeveH&(Q).
Q Q

et on applique ensuite le théoréme (qui se généralise au cas a; ; € C*(Q) pour i,j = 1,..., N vérifiant
([2-1)). Ce théoréme montre que la solution de ce probléme appartient a H?2 (IRQ ). =

La démonstration du théoréme [2.20| due a Nirenberg est présentée un peu plus loin; elle nécessite les lemmes
techniques suivants, que nous énongons pour N = 2, dans un souci de simplicité :

Lemme 2.18 Soit Q@ = Ry x R = {(z1,y), z1 > 0,y € R}. Soit g € L*(Q) et, pour h > 0, Y}, g défini
par Vg = +(gn — 9), oit g, € L*(Q) est définie par g, (x) = g(x1, 22 + h). Alors || Vgl -0y < l9llL2(0)-

Démonstration Soit g € L?(2), par définition,
||\Ilhg||H_1(Q) = sup{/ Upgvde, ve H&(Q), vl o) < 1},
Q
et donc, par densité de D({2) dans H} (€2),

1Wngllr-1(0) = sup{/Q Ungvdz, veDQ), [[v]lg @) <1}
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Soit v € D(Q) tel que ||v|| g1 (o) < 1.

1
/ Upgvde = E/ / (g(x1, 22 + h) — g(x1, 22)) v(x1, 22) day dao
Q R, JR

1 - - N
= E/ / g(x1, Z2)v(x1, T2 — h) day A2y — / / g(x1,x2)v(x1, 29) dzy dg
Ry JR R, /R

v(x1, 29 — h) —v(x1, 2
:7/ /9(1'1,1'2) ( D2 )h ( ! 2) dz dxs.

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient que

’l} .7. 7’1_} '7'7}1/
[ g dal < gl 120270

En écrivant que
T2

v(xy,22) —v(x1,29 —h) = / Oov(x1,8) ds

2—h

v o — v oyt —h, ]. 2
| (5) h( )||2L2(Q) _ ﬁ/ / (/ 1[3:2—h,x2]82v(x178) ds) dzq das.
R. /R \J/R

Et en appliquant une fois de plus I’inégalité de Cauchy-Schwarz puis le théoréme de Fubini, on obtient que

on a

U('a ) — U('a T h)
[ 5 lz2() < 1102v]|L2(0) < 1020 1 (-
On a donc bien
U('v ) — U('v T h)
|/Q‘I’hgvd$\ < lgllz2) | o 22y < llgllzz@llvllar @) < llgllzz@)-
Finalement, on a donc bien || ¥y,g(| g1y < [|lgllz2()- ]

Lemme 2.19 Sous les hypothéses du lemme soit u € Ll (Q), alors Yyu — Dou dans D* () lorsque
h — 0.

Démonstration Soit ¢ € D(£2); on veut montrer que

/ Upu o de — —/ uOap dx = (Dau, ©)p+ (), () lorsque h — 0.
Q Q

h _
/ Uy da :/ / u(xy, oy + h) u(xhxz)(p(th) ey das
Q R: /R h

_h) —
= 7/ / u(xl,:vg)sp(xl’x2 ) — (@1, 7) dzy dxs.
Ry JR —h

Mais ‘p(ml’xr}i)}: e(21.22) _y 5, uniformément lorsque i — 0, et le support de cette fonction est inclus dans un
compact K de €2, indépendant de h si |h| < 1. Donc limp, o [, ¥ru ¢ dz = — [, udz¢ da. n
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Théoréme 2.20 (Nirenberg) Soir Q = RY = {(z1,y),y € RV 21 > 0} et f € L*(Q), et soit u € H(Q)
solution du probleme suivant :

u € H(Q),

/VU'VU dz = / fvdz,Yo € H(Q). (2.12)
Q Q

Alors u € HQ(]R_IX).

Démonstration On va effectuer la démonstration dans le cas N = 2. Soit u € H} () solution de (Z.12), u vérifie
donc :

/Vu~Vvdm+/uvdwz/gvdm,VvEH&(Q), olg=u-+fecL*).
Q Q Q

On a donc
(u|v)gio) = / L9V dz < |lgllg-1@)llvlla @), (2.13)
R

i1
puisque, par définition, ||g||z-1(q) = sup{f]R%r gvdz, v e HYQ), vl 1 (@) < 1}, ol, comme d’habitude, on
confond I’application T}, qui & v € H} () associe [ gv dx, qui est donc un élement de H (), avec la (classe
de) fonction(s) g € L?(£2). On prend v = w dans (2.13). On obtient ||u|| g1 () < [|g]lz-1(0)-

Pour montrer la régularité sur Dou, on introduit la fonction Wpu = +(uj, — u) ol uy, € H{(€2) est définie par
up(x) = u(xy, a+h). Comme v vérifie Z12), uy, vérifie [, Vun-Vode = [, frvdzob fi(z) = f(x1, 22+h),
etdonc Wy,u = (uy, — u) appartient & H} () et vérifie

/ V¥,u-Vodr = / W), fo dz pour tout v € H} ().
Q 0

On en déduit que (¥p,u,v)g1(q) = [o Yrgv dz, et donc que || Wpul|gr(o) < [[Yrgllg-1(q)- Parle lemme
comme g € L%(Q), on a donc
Whullgr@) < llgllz>)-

Prenons maintenant h = % et faisons tendre n vers +occ. Par ce qui précéde, la suite (¥ 1u),en+ est bornée dans
H{(€2), il existe donc une sous-suite encore notée (V1 u), e+, et w € Hi(Q) telle qug U.u — wdans Hg ()
faible (c’est-a-dire S(¥1u) — S(w) pour tout S' € anl(ﬂ)). Donc ¥1u — w dans D* (d) Mais par le lemme
2.19 U1u — Dou dans D*. Donc Dou =w € H(Q), et par conséque?lt, D1 Dyu € L*(Q) et Dy Dou € L2(Q).
Pour coﬁclure, il ne reste plus qu’a montrer que Dy Dyu € L?(Q). Pour cela, on utilise I’équation satisfaite par .

En effet, comme u est solution faible de (2.3), on a —Awu = f dans D*, et donc Dy Dju = —f — Do Dou ce qui
prouve que Dy Dyu € L?(Q). Ceci termine la preuve. [

Remarque 2.21 (Plus de régularité...)
Soit Q un ouvert borné de R™ et f € L?(Q). Sous les hypothéses -1, soit u € HJ (1) la solution de (Z.3).

1. Supposons que a; ; € C(£2) et que 2 est a frontiere C2. On a déjé vu que si f € L?(2) alors u € H?(2).
On peut montrer que si f € LP(2) alors u € W2P(Q) (2 < p < +00).

2. Supposons maintenant qu’on ait seulement a; ; € L (£2). On peut montrer [28] qu’il existe p* > 2 tel que
si f € LP(Q) avec 2 < p < p*, alors u € W, ().
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3. Toujours dans le cas a; ; € L>°(2), on peut montrer (ce résultat est dii Stampacchia[ﬂ) quesi f € LP(Q),
avec p > &, alors u € L=(Q).

4. 1l est possible aussi de démontrer des résultat de régularité pour d’autres conditions aux limites. L’exercice
[2.8 donne un exemple avec les conditions de Neumann, I’exercice 2.12] un exemple avec conditions de
Fourier et I’exercice [2.13] traite I’exemple du systeme elliptique induit par ’équation de Schrodinger (qui
est d’habitude présenté comme une équation dont I’inconnue prend ses valeurs dans C).

2.4 Positivité de la solution faible

Question. (Positivité de la solution faible.) Soit 2 un ouvert borné de RN N >1,a;; € L™ (), pour ¢,j =
1,..., N. On suppose que les fonctions a; ; vérifient 2-1). Soit f € L?(9) et u la solution de (2:3). On suppose
que f > 0p.p.. A-t-onwu > 0 p.p.?

Remarque 2.22 Soit 2 un ouvert borné de IR™, N > 1. On suppose que u € C?(Q), —Au = f dans Qetu =0
sur le bord de (2 (la fonction u est donc une solution classique avec a; ; = 0sii # jeta;; = 1sii = j). On
suppose aussi que f > 0 dans 2. On va montrer que v > 0 dans 2. Pour cela, on raisonne par 1’absurde. On
suppose qu’il existe a € ) tel que u(a) < 0. On choisit alors z € Q tel que u(z) = min{u(y), y € Q} (untel =
existe car € est compact, u continue et v = 0 sur le bord de €2). On a alors

diu(x) = 0 et d?u(z) > 0 pour touti € {1,...,N}.

Ceci donne Au(z) > 0 en contradiction avec Au(x) = —f(x) < 0. On obtient donc finalement que u(z) > 0
pour tout x € €. Un argument supplémentaire permet de remplacer ’hypotheése f > 0 par f > 0. En effet,
supposons seulement f > 0. Pour € > 0, on pose u.(z) = u(z) — ex? de sorte que —Au. = f + 2¢ > 0 dans Q.
Soit x € Q tel que u(z) = min{u.(y), y € Q}. Si x € Q, le raisonnement précédent montre que Au.(z) > 0 en
contraction avec —Au.(z) = f(x) + 2¢ > 0. On a donc = € 9. On en déduit que

e (y) > ue(z) > —e max x5 pour tout y € Q.
€N

En faisant € — 0, on obtient le résultat désiré, ¢’est-a-dire u > 0 dans .
La question posée au début de ce paragraphe consiste donc a étendre cette propriété de positivité aux solutions
faibles.

Nous donnons maintenant deux petits lemmes, diis a G. Stampacchia.

Lemme 2.23 Soit Q un ouvert borné de R (N > 1) et ¢ € CY(R,IR). On suppose que ' est bornée et
©(0) = 0. Soit u € HE(Q), alors o(u) € HL(Q) et Dip(u) = ¢'(u)D;u p.p. (pour touti € {1,...,N}). (La
notation @(u) désigne la fonction ¢ o u.)

Démonstration 11 existe une suite (uy,),en de fonctions appartenant & D(€) t.q. u,, — u dans H} () (quand
n — +00), ¢’est-a-dire

uy, — u dans L2(£2),

Dju,, — D;u dans L*(Q), pour touti € {1,...,N}.

Apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut méme supposer qu’il existe ' € L?({) et, pour tout i €
{1,...,N}, F, € L?*(Q) tq.

Uy — u p.p. et |u,| < F p.p. et pour tout n € IN|
Dju, — Djup.p.et|Du,| < F;p.p.etpourtoutn € N, s € {1,...,N}.

13. Guido Stampacchia, mathématicien italien (1922-1978), spécialiste de calcul des variations et des équations aux dérivées partielles,
entre autres.
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On a alors p(u,) € CL(Q2) et pour tout n € N et touti € {1,..., N},
Dip(un) = 0ip(un) = @' (un)Oittn.
On pose M = sup{|¢’(s)|, s € IR}, de sorte que |p(s)| < M]|s|, pour tout s € IR. On a donc
©(un) = @(u) p.p. et |p(uy,)| < MF p.p. et pour tout n € IN.

Comme M F € L?(Q), le théoréme de convergence dominée (dans L?(Q2)) donne ¢(u,,) — ¢(u) dans L2(£2). On
a donc aussi D;p(un,) — D;e(u) dans D*(€2). On rappelle maintenant que D;o(uy,) = ¢’ (uy,)d;uy,. Comme

¢ (un) = ¢'(u) p.p.,
8iun — D;u P-p-,
|’ (un)Oiun| < MF; p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne ' (u,,)0;u, — ¢’ (u)D;u dans L?(§2) et donc aussi dans D*(£2). Par
unicité de la limite dans D*(€2) on a donc D;p(u) = ¢'(u)D;u p.p. (et pour tout ¢). Finalement, on obtient donc
que ¢(u) € HE(Q) (comme limite, pour la norme de H(Q), de fonctions de H}(Q)) et D;p(u) = ¢ (u)D;u
p-p-, pour tout <. ]

Lemme 2.24 Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1). Soitu € H} (). On définit u™t par u* (z) = max{u(z), 0}
Pourz € Q. Alors, ut € H}(Q) et Diut = 1,50D;u = Ly~oD;up.p. (pourtouti € {1,..., N}). Enparticulier
on a D;u = 0 p.p. (pour tout i) sur 'ensemble {u = 0}.

Démonstration Pour n € IN*, on définit ¢,, € C'(IR, R) par

on(s) =0sis <0,

Pn(s) =2s2si0<s< i
_ Lo 1

On(s) =85 —5-81- <s.

On a donc ¢, (s) — s™ pour tout s € IR (quand n — +o0) et |/, (s)| < 1 pour tout s et pour tout n € IN*. Le
lemme donne @, (u) € H}(Q) et D;(pn(u)) = ¢, (u)Dsu p.p. (et pour tout i € {1,..., N}). D autre part,
ona

on(u) = ut p.p., |@n(u)| < |u| p.p. et pour tout n € IN.

Le théoreme de convergence dominée donne donc ,, (u) — u* dans L?(Q) (et donc que D;p,,(u) — D;u* dans
D*(£2)). Puis, on remarque que ¢, (u) — 1,03 p.p. et donc

©n (W) D — 1501 Diw pp., |y, (u)Dyu| < |Djul p.p. et pour tout n € IN,

ce qui (toujours par le théoréme de convergence dominée) donne ¢}, (u) Diu — 1,0y Dsu dans L?(£2) (et donc
dans D*(Q2)). Comme D; (¢, (u)) = ¢, (u)D;u on en déduit (par unicité de la limite dans D*(Q2)) que D;u™ =
Ly>0yDiu p.p.. La suite (¢, (u))nen est donc une suite de Hg (€2), elle converge dans H* () vers u™. On a bien
montré, finalement, que v € H} () et Diu™ = 1,~03 Dsu p.p. (et pour tout ).

En considérant la suite (¥, (u))nen avec ¢, définie par ¢, (s) = ¢(s + 1) — 1/(2n), un raisonnement analogue

montre que D;u™ = 1y,>0y D;u (la différence essentielle entre ,, et 1, est que ¢, (0) = 0 alors que 1, (0) = 1).
L]
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Remarque 2.25 Le lemme[2.24]peut se généraliser a toute fonction lipschitzienne s’annulant en 0, on obtient ainsi
le résultat suivant : Soit © un ouvert borné de R™ (N > 1) et ¢ de IR dans IR, s’annulant en 0. Soit u € H} ().
On a alors p(u) € HE () et Dyp(u) = ' (u)D;u p.p. (pour tout i € {1,..., N}).

Cette généralisation est assez facile (et peut étre faite en exercice) si p n’a qu’un nombre fini de points de discon-
tinuité. Elle est difficile pour le cas général d’une fonction lipschitzienne.

Un exemple important consiste & prendre ¢(s) = (s — k)T pour tout s € IR, avec k donné dans IR ;.. On obtient
ainsi, pour u € H}(Q), (u— k)™ € Hi(Q) et Dip(u) = 1iysky Div = 1>k Dy p.p..

On peut maintenant répondre a la question posée au début de ce paragraphe.

Théoreme 2.26 (Positivité de la solution faible) Soit Q un ouvert borné de R, N > 1, a; ; € L>(), pour
1,7 =1,...,N. On suppose que les a; ; vérifient (2.1). Soit f € L?(Q) et u la solution de (2.3)). On suppose que
f>0p.p.. Onaalorsu > 0 p.p..

Démonstration On suppose que f < 0 p.p. et on va montrer que u < 0 p.p. (en changeant f en —f et u et —u on
obtient le résultat désiré). Comme w est solution de (2.5)), on a

/Za” )Dju(x)D;v(z d;z:—/f x) da pour tout v € Hy ().

1,7=1

On choisit, dans cette égalité, v = u™ et on obtient

/|Vu |1{u>0} do:</ Za” )Dju(x)Djut( d:z:*/f dz <0.

7,7=1

On en déduit que O‘||“+||H1(Q = [, |VuT(z)?dz < [, f(z)uT () dz < 0, et donc ut = 0 p.p., ¢’est-a-dire
u < 0p.p. ]

2.5 Conditions de Dirichlet non homogenes

Nous n’avons considéré jusqu’ici que les problemes elliptiques (linéaires) avec conditions aux limites homogenes
(c.a.d que la solution est nulle au bord du domaine). On souhaite maintenant remplacer la condition “u = 0 sur
le bord de 2 par “u = ¢” sur le bord de €2. Ceci va étre possible en se ramenant au probleéme de Dirichlet avec
conditions aux limites homogenes (c’est-a-dire en se ramenant aux théorémes et[2.9) a condition que € soit
assez régulier pour que I’opérateur trace, noté ~y et introduit au chapitre [T} voir théoreme [I.29] soit bien défini et
que g soit dans I'image de 7 (c’est-a-dire g = v(G) avec G € H'(Q)).

Plus précisément, soit {2 un ouvert borné de RY (N > 1) a fronti¢re lipschitzienne. On note 0f2 cette frontiére.
Soient a; ; € L>(Q), pour i, j = 1,..., N,vérifiant 'hypothese d’ellipticité uniforme (2.I)). Soit f une fonction
de © dans IR et g une fonction de 952 dans IR. On cherche une solution au probleme (2.2). Le théoréme [2.6|permet
de démontrer le théoréme suivant, ol (2.14) est la formulation faible du probleme (2.2).

Théoreme 2.27 (Condition de Dirichlet non homogene (1)) Soit Q2 un ouvert borné de RY(N>1)a frontiere
lipschitzienne, f € L*(2), g € Im(v) (o1t vy désigne I’opérateur trace de H'(Q) dans L* () introduit au théoréme
[1.29). Soient (a; ;)i j=1,...n C L=(Q) et o > 0 tels que @21) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de

u € Hl(Q) V(u) =g,

/Q ZZa” x)D;v( dz = / f(2)v(x) dz, Yo € H(Q). 219

=1 j=1

72



2.5. CONDITIONS DE DIRICHLET NON HOMOGENES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

La démonstration fait partie de I’exercice[2.24] Elle consiste a chercher u— G comme solution faible d’un probleme
elliptique posé dans H () avec un second membre dans H~1(Q) et G € H*(Q) t.q. v(G) = g. 1l est possible
aussi de remplacer le second membre de par T(v) ou T' € H~1(). On obtient alors le théoreme qui
se démontre aussi en cherchant © — GG comme solution faible d’un probleme elliptique posé dans H{ (£2) avec un
second membre dans H ~1(Q) (voir I’exercice .

Théoreme 2.28 (Condition de Dirichlet non homogene (2)) Soit Q2 un ouvert borné de RY(N>1)a frontiere
lipschitzienne, T € H~(Q), g € Im(v) (oit v désigne ’opérateur trace de H'(Q) dans L*(Q) vu au théoréme
. Soient (a; ;)i j=1,.N C L®(2) et o > 0 tels que 2.) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de
2.15).

u € H'(Q),7(u) =g,

N N
/Q S 3 ai(@)Dju(@) Div(a) | da = T(v),¥o € H(9).

i=1 j=1

(2.15)

Remarque 2.29 (Principe du maximum) Sous les hypothéses du théoréme on peut aussi montrer, par une
méthode voisine de celle donnée dans le théoréme[2.26] que, si f = 0et A < g < B p.p., avec A, B € IR (p.p. est
a prendre ici au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 9$2), on a alors A < u < B p.p., o u
est la solution de (2.14). C’est ce résultat que I’on appelle “principe du maximum”.

La suite de cette section donne quelques compléments sur 1’image de I’opérateur trace (noté ) défini sur H*()
lorsque 2 est un ouvert borné de IR” a frontiére lipschitzienne.

Définition 2.30 (Espace H H (02)) Soit Q un ouvert borné de RY(N>1)a frontiere lipschitzienne. On note
H3(0Q) I'ensemble des traces des fonctions H(SY), ¢ est-a-dire Hz (0S2) = Iy oit y est l'opérateur trace de
HY(Q) dans L*(09Q) vu au théoréme On définit sur H2 (99 une norme en posant

el oy = mECE a0, () = .

La proposition montre que H 3 (09) est alors un espace de Hilbert et que [’application u — u est continue
de Hz(99) dans L2(0S). (On dit alors que H?(9Q) s’injecte continiment dans L2(52).) On note H~2 (9))
Iespace dual de H 'z (09) (c’est donc aussi un espace de Hilbert).

Remarque 2.31 (Compacité de H z (9€2) dans L2(9$2)) Dans le cadre de la définition [2.30| on peut montrer
(mais ceci n’est pas fait dans ce cours) la compacité de I"application u — u de H (09) dans L?(09).

Proposition 2.32 (Propriétés de espace Hz (82)) Soit Q un ouvert borné de R™N (N > 1) a frontiére lip-
schitzienne. On note «y I’ opérateur trace défini sur H*(12).

1. Soitu € Hz(09). Alors ||u||H% o) = || g1 (2) 0t @ est I'unique solution faible de —Au + U = 0 dans

Q avec v(u) = u, ¢’est-a-dire I'unique solution de
a € HY(Q),vy(a) = u,

/Q(Vﬁ(x)Vv(m) + u(z)v(x)) de =0,Vv € Hé Q).

2. L'espace Hz (0N est un espace de Hilbert.
3. Lespace Hz (0R) s’injecte continiiment dans L*(9Q).
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La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice [2.23]

Soit  un ouvert borné de R (IV > 1) a frontiére lipschitzienne. Avec la définition “ 0j (et la proposmon
on voit que I’opérateur trace défini sur H'(£2) est un opérateur linéaire continu de H'(Q) dans H2 (9€2) (et sa
norme est égale 2 1). Si maintenant w € H*' ()", on peut définir la trace de u encore notée y(u) en prenant la trace
de chacune des composantes de «. On a donc y(u) € Hz(dQ)N < L2(8Q)N. On note n(z) le vecteur normal 2
0, extérieur a 2. Comme €2 est a frontiere lipschitzienne, le vecteur n(z) est défini p.p. en x € 9Q (p.p. signifie
ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue (N — 1)-dimensionnelle sur 91) et la fonction = — n(x)
définit un élément de L°°(92). On obtient ainsi y(u) - n € L2(99). Cette (classe de) fonction(s) v(u) - n est
appelée “trace normale de u sur 02"

L’exercicemontre qu’on peut définir (u) - n comme un élément de H~2 () sous I’hypothése u € L> (Q)N
avec div(u) € L%(Q) (cette hypothése est donc plus faible que u € H'(Q)™N). Il est toutefois intéressant de noter
que, sous cette hypothese, (u) - n n’est pas toujours représenté par une fonction sur 92 et ceci induit une difficulté
lorsque I’on souhaite considérer la restriction de () - n & une partie du bord de 2, voir a ce propos I’exercice

2.6 Exercices

Exercice 2.1 (Régularité en dimension 1 (x)) Corrigé en page[99
Soit f € L?(]0, 1[); on rappelle (cf. cours) qu’il existe une et une seule solution u de

u € H}(]0,1]),
2.1
/ Du(t)Du(t) dt = / f(t)v(t) dt, Yo € H;(]0, 1]). 2.16)
On suppose maintenant que f € C([0,1],IR)(C L*(]0,1[). On pose F(x) = [’ f(t) dt, pour tout z € [0, 1]. Soit

u la solution de (2.16) ; montrer que, pour tout ¢ € C([0 ([ 1J,IR),ona

1 1
/ (Du(t) + F(t))p(t) dt = / co(t) dt
0 0

avec ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ().
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continiment dérivable sur |0, 1[ et —u" (x) = f(x)
pour tout z €]0, 1] (et que u(0) = u(1) = 0).

Exercice 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1 (x%)) Corrigé en page[100]
On reprend 1’exercice précédent. On pose E = L?(]0, 1) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on rappelle qu’il
existe une et une seule solution u de (2.16).
On note T I'application de F dans E qui a f associe u (solution de (2.16), noter que H (]0, 1[) C E). On rappelle
que 7T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de £ dans E.

1. Soit A\ € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0,1],]R) N C%(]0,1[,IR), u # 0, tel que —\u” = u, sur

10,1[ et u(0) = u(1) = 0.
2. Montrer que VP(T) = {2, k € N*} et o(T) = VP(T) U {0}.

3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢,, = 2 fol f(t) sin(nzt)dt. Montrer que :

Ilf — ZCP sin(pr-)||2 — 0, quand n — oo.
p=1
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(Comparer avec les séries de Fourier. )

4. Soit ;. € IR*. En utilisant le fait que T est compact, donner une C.N.S. sur f € E pour que le probleéme
suivant ait une solution :

uc Hy (10, 1)), X )
/0 Du(t) Do(t)dt + /O w(tyo(t)dt = /0 FOu)dt, Yo € HL(0,1]).

Exercice 2.3 (Premiere valeur propre de —A (x x x)) Corrigé en page Soit € un ouvert borné de IR™
(N >1). Pouru € H}(Q) \ {0}, on pose

) = Jo IVu(z)|? da
Qu) = Jou?(z)de

On pose p1 = infyc 71 )\ {0} Q(v).

1. Montrer que p > 0 et qu’il existe u € H}(Q) \ {0} tel que Q(u) = p. [Indication : considérer une suite
minimisante et utiliser le théoréme de Rellich]

2. Soitu € H}(Q) \ {0} tel que Q(u) = 1, montrer que u € D(A) et Au = pu p.p.. En déduire que 1 est la
plus petite valeur propre de A.

3. Soitu € H}(Q) \ {0} tel que Q(u) = p, montrer que ut, u~ € D(A) et Au* = pu® p.p.).
[On rappelle que si u € H}(Q) onaaussi ut, u™ € HE(Q), lemme On pourra alors comparer Q(u)
avec Q(u™) et Q(u~) siu™ etu™ sont des fonctions non nulles.]

Exercice 2.4 (Inégalité de Poincaré moyenne sur le bord” (x%)) Corrigé en page[103|
Soit Q un ouvert borné de IR™, qu’on suppose de plus connexe et de frontire lipschitzienne, et soit A C 9 de
mesure non nulle au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 9€2. On suppose que u € H'(Q)

et que / u(x) dy(x) = 0. Montrer qu’il existe C' € IR, ne dépendant que de 2 et A tel que ||ul[z2(q) <
A
ClVullr2 (o).

Exercice 2.5 (Une généralisation du théoréme de Lax-Milgram) Corrigé en page[103]
L’objet de cet exercice est de démontrer la généralisation suivante du théoréme de Lax-Milgram.

Théoréme 2.33 Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-|-), de norme associée notée
I-Il, et A € L(H) un opérateur linéaire continu de H dans H. On note A* I’opérateur adjoint de A (voir définition
[2-T1). Sous les hypothéses suivantes :

o A et A* sont injectifs,

o si (Wp)new C H est une suite bornée telle que Aw,, converge vers 0, alors w,, converge vers 0 (dans H),
l’opérateur A est bijectif.

On se place sous les hypotheses du théoreme [2.33)

1. Montrer que Im(A) = H

2. L’objet de cette question est de montrer que Im(A) est fermé (et donc avec la questionque A est surjectif
et donc bijectif car A est injectif par hypothese).

Soit (wp)new C H ; on pose f,, = Aw, et on suppose que f,, — f € H lorsque n — —+o0.

(a) Montrer que la suite (wy,),eN est bornée.
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(b) Montrer qu’il existe w € H tel que Aw = f.

Exercice 2.6 (Probleme elliptique a coefficients non bornés) Corrigé en page
Soit 2 un ouvert borné de R™, N > 1, et p: © — IR une fonction mesurable t.q. inf{p(z), z € Q} = a > 0. On
pose H'(p, Q) = {u € L?(2) t.q. Diu € L, () et p D;u € L*(2) pour tout i € {1,..., N}}.

On rappelle que D;u désigne la dérivée, au sens des dérivées par transposition, de u dans la direction x;, la variable
de RY étant notée = = (z1,...,zx)".

N
Pour u € H'(p, ), on définit |[ul| par [|u]|* = [ju]|3 + D _llp Dsull3, avec || - |2 = || - | 2(0)-
i=1
1. (Etude de I’espace fonctionnel.)
(a) Montrer que H'(p, Q) C H(Q).
(b) Montrer que H'(p,2), muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert. [On pourra remarquer qu’une
suite de Cauchy dans H'!(p, Q) est aussi de Cauchy dans H'(€2).]
On pose Hi(p, Q) = H'(p,Q) N HL(Q).
2. (Espace fonctionnel, suite.) Montrer que H} (p, ) est un s.e.v. fermé de H(p, ).
3. (solution faible.) Soit h € L?(£2), montrer qu’il existe un et un seul v t.q.

u € Hy(p, Q) (2.17)
/ P2 () Vu(z) - Vo(x) de = / h(z)v(x) dz, Yo € Hi(p, Q). (2.18)
Q Q

4. (Précisions...)

(a) On suppose ici que p? € L _(£2). Montrer que C>°(Q2) C H{ (p, Q).
(b) On prend maintenant N = 1 et =]0, 1[. Donner un exemple de fonction p (avec p : 2 — IR mesurable
et t.q. inf{p(x), z € Q} > 0) pour lequel C=°(Q) N H}(p,2) = {0} (cette question est plus difficile).

Exercice 2.7 (Deux problémes elliptiques emboités) Corrigé en page[103]
Soit 2 un ouvert borné de ]Rd, d > 1, et M et N deux matrices de taille d x d a coefficients dans L*°(£2). On
suppose qu’il existe oz > 0 tel que pour presque tout x € 2 et pour tout & € RR% ona

M(z)€ - € > al¢® et N(2)§- &> al¢f.

1. Soit f € L*(€2). Montrer qu’il existe un unique u t.q.

u € Hy(9),
/ N(z)Vu(z) - Vo(z) de = / (M(x) + N(z))Vw(z) - Vo(z) dz pour tout v € Hg (1),
¢ ¢ (2.19)
avec w solution de
w e H0
/ M(z -Vo(z) dz = / f(2)v(x) dz pour tout v € H} (). (2.20)

pour les questions suivantes, on note 7'(f) cette unique solution de (2.19) avec w solution de ([2.20).
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2. Montrer que T est une application linéaire compacte de L?(€2) dans L?(2) (c’est-a-dire que T est linéaire,
continue et transforme les parties bornées de L?(£2) en parties relativement compactes de L2(2)).

3. On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) qu’il existe A € IR tel que M = AN.
Montrer qu’il existe une matrice A, ne dépendant que de M et A, tel que, siu = T'(f),

/ A(x)Vu(z) - Vo(z) de = / f(z)v(z) dz pour tout v € Hy (). (2.21)
Q Q

Donner I’expression de A en fonction de M et .

4. On suppose dans cette question que d = 2 et 1 < p < +00. Montrer que pour tout f € LP() il existe une
unique solution u de (2.19) avec w solution de (2.20).

Montrer que I’application qui & f associe u (solution de (2.19) avec w solution de (2.20)) est compacte de
LP(Q2) dans L9(Q2) pour 1 < ¢ < 400

5. On suppose dans cette question que d = 3 et p = 6/5. Montrer que pour tout f € LP(1) il existe une
unique solution u de (2.19) avec w solution de (2.20).

Montrer que 1’application qui a f associe u (solution de (2.19) avec w solution de (2.20)) est continue de
LP(Q)) dans L5(Q) et compacte de LP(£2) dans L4(Q2) pour 1 < q < 6.

Exercice 2.8 (Probléme de Neumann) Corrigé en page

Soient © un ouvert borné connexe de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne. On pose H = {u € HY(Q),
fQ u(z) dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L{. . dont les dérivées (au sens des dérivées par
transposition) sont nulles est nécessairement constante (c’est-a-dire qu’il existe C' € IR tel que cette fonction soit
égale a C' p.p.), voir I’exercice|1.4

1. (Inégalité de “Poincaré moyenne”.) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H' () et que, sur H, la norme
H' est équivalente a la norme || - ||, définie par [|ullm = [|(|Vu])||L2(q)-

[On pourra montrer, en raisonnant par I’absurde, qu’il existe C, ne dépendant que €2, tel que ||ul|z2(q) <
Cl|w||m, pour tout u € H.]

2. (Caractérisation de (H*(Q2))".) Soit T' € (H'(Q2))’, Montrer qu’il existe a € R et F € (L?())"N t.q.

(T, u) (1 (), HY(Q) = a/ u(z) da +/ F(z) - Vu(z) dz, Yu € H'(Q). (2.22)
Q Q
[On pourra considérer T}, et utiliser une injection convenable de H dans L?(Q)" ]
Pour tout = € (2, on se donne une matrice, notée A(x), dont les coefficients sont notés a; ;(x), i, j

1,...,N. On suppose que a; ; € L>(Q) pourtouti,j =1,..., N et quil existe @ > 0 t.q A(z)¢ - ¢
alé[?, pour tout £ € R™Y et p.p.enz € Q. Soient a € IR et F € (L2(€2))". On cherche u solution de

IVl

u € HY(Q),
/QA(x)Vu(x) -Vou(z) dz = a/

Q

v(z) dr + /Q F(x)-Vo(z) dz, Vv e HI(Q), (2.23)

3. (Existence et unicité.)

(a) Sia # 0, montrer que (2.23) n’a pas de solution.

71



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

(b) Si a = 0, montrer que (2.23) a une solution et que cette solution est unique si I’on demande qu’elle
appartienne a H.

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a;; € C>(Q,R) pour tout 5,5 = 1,...,N, F €
C>®(Q,IRY), Qest de classe C*® et que la solution (appartenant 2 H) de est aussi dans C*° (€2, IR),
montrer que —div(AVu) = —divF, dans , et que AVu-n = F - n sur 912, olt . est la normale a
09, extérieure a 2.

4. (Dépendance par rapport aux parametres.) On suppose a = 0 et on note w la solution (appartenant a H) de
([2.23). On suppose que, pour tout n € IN, u,, € H est la solution de (2.23) avec A,, au lieu de A et F}, au
lieu de F' (et a = 0). On suppose que

— A, = ((IE?)@ j=1,...,N Vérifie, pour tout n, les mémes hypotheses que A avec un « indépendant de n,
EZ))WE]N est bornée dans L>°(Q2), pour tout i,5 =1,..., N,

— agz) — aj ; p-p-, quand n — oo, pour tout i,j = 1,..., N,

— F, — Fdans L*(Q)", quand n — oo.
Montrer que (u,,)nen est bornée dans H, puis que u,, — u faiblement dans H' () (quand n — oo) et
enfin que u,, — u dans H'(Q).

— (a

5. (Régularité H? par la technique des réflexions, cette question est indépendante de la précédente.) On sup-
pose que a = Oetquil existe f € L?(Q) t.q. [, F(z)-Vo(z) dz = [, f(2)-v(z) dz, pour toutv € H' ().
On note u la solution (appartenant 2 H) de ([2.23) et on suppose que N = 2 et que 2 =0, 1[x]0, 1].
On pose ©, =] — 1,1[x]0,1[. On définit A, f et w sur Q, en posant a; ;(z1,x2) = a;;(—x1,22)
si (z1,22) €] — 1L,0[x]0,1[ et i = j, a;;(z1,22) = —a;;(—x1,22) si (z1,22) €] — 1,0[x]0,1[ et
i # J, f(z1,22) = f(—x1,22) si (x1,22) €] — 1,0[x]0, 1] et u(z1,x2) = u(—z1,22) si (z1,22) €
] — 1,0[x]0, 1[. Montrer que u est solution de (2.23)), avec €2, au lieu de 2.

En utilisant ainsi plusieurs réflexions, montrer que u € H?(2) dans le cas A(x) = Id pour tout = € Q.

Exercice 2.9 (Un exemple dans H'(IR"™)) Corrigé en page m
Soit f € L*(R™), N > 1.
1. Soitu € H'(RN) eti € {1,...,N}. Montrer que Au — u = D, f dans D*(IR™) si et seulement si u
vérifie

/Vu(x) - Vo(z) de + /u(m)v(x) dz = /f(a:)Dlv(x) dz pour tout v € H'(R™Y). (2.24)

2. Montrer qu’il existe un et un seul u € H*(IR") solution de (Z.24) et que lull g mny < Il L2y

Exercice 2.10 (Norme H?2 sur IR™Y) Corrigé en pagem

Soit N > 1. Cet exercice montre que dans R" la norme H? est équivalente 4 la somme de la norme L? de
la fonction et de la norme L? de son laplacien. Cette équivalence est utilisée pour étudier un probléme avec le
bilaplacien.

1. Soitu € H 2(IRN ). Montrer qu’il existe C; et Cy strictement positifs, ne dépendant (éventuellement) que
de N, tels que
Cr(llullZ> + 1AullZ2) < llullz < CollulZe + |Au]Z2).

(Bien siir, L? désigne L2(R") et H? désigne H>(IR™).)
2. Onnote H2(IR™) le dual (topologique) de H2(IR™). Soit f € H 2(R") et A > 0.
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(a) Soit u € H2(IR™). Montrer que A(Au) + Mu = f dans D*(R™) si et seulement si u est vérifie
/Au(a:)Av(a:) dz + /\/u(:c)v(x) dz = (f,v)g-2 m2. (2.25)

ontrer qu 1l existe un et un seul u € solution de .
(b) M ’il exi 1u € H2(RY) solution d

Exercice 2.11 (Modélisation d’un probleéme de contact) Corrigé en page[I1]|

Onpose B = {zx € R?, |z| < 2}, T =] —1,1[,et Q = B\ ([-1, 1] x {0}) (2 est donc un ouvert connexe de IR?).
On note 0B = B — B. On rappelle que |x| désigne la norme euclidienne de = € IR? et z - y le produit scalaire
correspondant de z et y (€ R?).

Soient f € L?(Q) etg € L>®(I) t.q. g > 0 p.p. (sur I). On s’intéresse au probleéme suivant.

—Au(zx) = f(x),z €, (2.26)
u(z) = 0,z€dB, (2.27)

ou o Ou _
8—y($70 ) = a—y(m,o ), z €1, (2.28)
Z—Z(x,()*) = g(x)(u(z,07) —u(x,07)), v € I. (2.29)

1. (Recherche d’une formulation faible)
On suppose, dans cette question, que f est une fonction continue sur € et g une fonction continue sur
I.Onnote Oy = QN {(z,y),y > 0tet Q. = QN {(z,y),y < 0}. Soit u € C*(Q,R) telle que
U, € C*(Q), Cest-a-dire que w,, est la trace sur Q. d’un élément de C*(IR?), etu, € C%(Q0).
Noter alors que toutes les expressions dans (2.26)-(2.29) ont bien un sens. On a, par exemple, u(z,0") =
limy, 0, y>0 u(z, y).

Montrer que u est solution “classique” de (2.26)-(2.29) (c’est-a-dire vérifie (2.26) pour tout = € €2, (2.27)
pour tout z € IB et (2.28)),(2:29) pour tout = € I) si et seulement si u vérifie :

u(z) =0, Vx € 9B,
/ Vu(z) - Vo(z) de+

o) (ulz, 0%) — u(, 07)) (v(z, 0+) — v(,07)) da = / f(@yo(z) de,
Q

(2.30)

I

pour toute fonction v € C*(Q,R) telle que v, € C*(Qy), v, € C*(Q-) et v(z) = 0 pour tout
x € 0B.

2. (Traces et espace fonctionnel) En admettant I’existence de I’opérateur trace (théoréme [I.29), montrer qu’il
existe un opérateur linéaire continu vy de H'(€2) dans L?(0B) t.q. vo(u)(z) = u(z) p.p. (pour la mesure
de Lebesgue 1-dimensionnelle sur 9B) si u € H'(£2) et u est continue sur B \ [—1,1] x {0}.

Montrer également qu’il existe v, [resp. y_] linéaire continu de H'(f2) dans L2(I) t.q. v (u)(z) =

u(x,0+) [resp. v_ (u)(x) = u(z,0—)] p.p.pourx € I siu € H'(Q) et uj,, estcontinue sur Q. [resp.

u|,, estcontinue sur {2_].

Pour la suite on considere I’espace H = Kery, (ol o est défini a la question [2). L’espace H est donc un sous
espace vectoriel fermé de H'(2).
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3. (Coerci(ti)vité)
Montrer qu’il existe C' tel que |lu|z20) < C|/|Vull[12(q) pour tout u € H. [On pourra, par exemple,
remarquer que uj, € H'(Q)etuy, € H'(Q-)]

4. (Existence et unicité de solutions faibles) Montrer qu’il existe une et une seule solution u de (Z.3T).

u € H,
[ ute)-Vu@) de+ [ g@6iu@) — 1 u@)aio@ —ro@)de gy
= /Qf(x)v(w) dz, Vv € H.

5. Pour n € IN, on note u,, la solution de (2.31)) avec g telle que g(x) = n, pour tout x € I. Montrer que
U, — u (en un sens a préciser) quand n — oo, ol u est la (unique) solution (faible) de —Awu = f dans B,
u = 0 sur 0B.

Exercice 2.12 (De Fourier a Dirichlet...) Corrigé en page[I12]
Soient o > 0, f € L? (]Rj\_[) et g € L>(RY™1). On s’intéresse au probleme suivant :

—Au(z) +u(z) = f(z), z € RY,
~01u(0,y) + ou(0,y) = g(y), y e RV
(On désigne par 0 u la dérivée partielle de u par rapport a son premier argument. )

1. Donner une définition de solution “classique” de (2.32) et de solution “faible” de (2.32).
2. Montrer I’existence et 1’unicité de la solution faible de (2.32).

(2.32)

Pour les questions suivantes, on suppose que g = 0 p.p. (pour la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle).

3. Montrer que la solution faible de (2Z.32) (trouvée 2 la question précédente) appartient 2 H2(IRY). [On
pourra se limiter au cas N = 2, comme dans le théoréme la généralisation a tout N > 2 est alors
assez facile.]

4. Pour n € IN, on note u,, la solution (faible) de @]) correspondant a2 ¢ = n. Montrer que u,, — u dans
H'(RY) ot u est la solution faible de :

—Au(z) +u(z) = f(z), v € RY,

u(0,y) =0, y ¢ RN, (2.33)

Exercice 2.13 (Equation de Schriodinger) Corrigé en page[[14]
Soit NV > 1; on note €2 la boule unité de RrRY (en fait, les résultats de cet exercice restent vrais si pour des ouverts
bornés suffisamment réguliers de IR™, mais nous ne détaillons pas cette généralisation ici).

Pour f1, fo € L%(f2), on s’intéresse au systeme :

—Auy + up = f1 dans Q,

2.34
—Aus — uy = fo dans Q, ( )
avec diverses conditions aux limites données par la suite.
1. Conditions de Dirichlet - On considere dans cette premiere question les conditions aux limites :
u1 = 0, ug = 0 sur 0f2. (2.35)
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Soit f1, fo € L*(2), on dit que (u1, us) est solution faible du probleme (2:34)-(2.33) si

u; € H(}(Q), U € H&(Q)

QVul(x)~V<p( )dx—i—/ dx—/fl z) dz, Yo € Hy(Q), (2.36)
/Vug(x)~V<p(ac) dx—/ul( Yo(x )dx—/ 2(z)p(z) dz, cheHO(Q)
Q Q Q

(a) Montrer que le probleme (2.36) admet une et une seule solution. [Utiliser 'espace V = H{(Q) x
Hy ()]

(b) Montrer que le probleme (2.34)-(2.35) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H2(Q) N
H} (), uz € H?(Q)N HE () et les équations (2.34) sont satisfaites p.p. sur 2. [Utiliser, en particulier,
la question précédente et le théoréme de régularité 2.16]]

(c) On suppose dans cette question que f1, fo € C°°(Q). Montrer que la solution de (2.36), notée uy, us
appartient 3 H™(Q)(= W™?2(Q)) pour tout m € IN (grace aux théorémes d’injection de Sobolev, ceci
donne uy, uy € C*(Q)).

(d) Pour f = (fi1, fa) € L*(Q) x L*(Q), soit u = (u1,uz) la solution de (2:36)), on note u = T'(f).
Montrer que ’opérateur T : f ~ u est un opérateur linéaire continu et compact de L?(Q) x L?(Q)
dans lui-méme.

2. Conditions aux limites de Neumann - On considere dans cette deuxiéme question les conditions aux limites :

8u1 o 8’[1,2 o
% = 07 ain = 0 sur 697 (237)

ou n désigne le vecteur normal a 052, extérieure a €.

Pour résoudre le probleme ([2.34)-(2.37), on va introduire un parametre, n € IN*, destiné a tendre vers
Iinfini.

Soient fi, fo € L*()); pour n € IN*, on s’intéresse au systéme :
1
—Auy + ug + —up = f1 dans £,
1 (2.38)
—Aus — uy + —ug = fo dans §,
n

avec les conditions aux limites (2.37). On dit que (u1, u2) est solution faible du probleme (2.38)-(2:37) si

Uy € Hl(Q), Ug € Hl(Q),

V() Vipla) do + | (uala) 4 Sna))lo)do = [ flohpla) do. o € HN@) g 30

1
/QVUQ(x) Vpla) do + | (Gusla) - wr(a))p(e) do = / 2)p(x) da, Y € HY(9).
Q Q Q
Noter aussi que (u1, ug) est solution faible du probleme (2.34)-[2.37) si (u1, usz) est solution de (2.39) en
remplagant % par 0.
(a) Soitn € IN*. Montrer que le probleme (2.39) admet une et une seule solution, que I’on note (ugn), ug"))
dans la suite.
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(b) Montrer que :
{220y + Ius” 1320y < If1ll2ag) + I 2l320)-

En déduire que les suites (ul™ )+ et (u8™),en+ sont bornées dans H(2).

(c) Montrer qu’il existe une et une seule solution au probléme (2.39) obtenu en remplagant par O,
c’est-a-dire une et une solution faible au probleme (2.34)-(2.37). [Pour I’existence, utiliser les suites
(u§”> JnelN~, et (u;n) Jnen+ de la question précédente et faire tendre 1 vers +oo. Montrer ensuite 1’uni-
cité.]

(d) Montrer que le probleme (2.34)-(2.37) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H2((),
ugy € H?(1), les équations (2.34) sont satisfaites p.p. sur (2 et les équations (2.37) sont satisfaites p.p.
(pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle) sur 952 en utilisant I’opérateur trace de H'(2)
dans L?(99) pour donner un sens a %“1 et ‘9“2 . [On admettra ici que le premier point du théoréme de
régularité[2.16|est encore valable si u est solutlon de 23) avec H(Q) au lieu de H}(2).]

(e) Pour f = (f1,f2) € L?(Q) x L?(Q), soit u = (uy,uz) la solution faible de (2.34)-(2.37), on note
u = T(f). Montrer que I'opérateur 7' : f — wu est un opérateur linéaire continu et compact de
L2(2) x L?(Q2) dans lui-méme.

3. Conditions au limites mixtes - De maniere similaire, indiquer brievement comment résoudre le probléme

(2:34) avec les conditions aux limites :

u; = 0, Ous 2 — 0 sur 99Q.
on

Exercice 2.14 ( Inégalité de Trudinger-Moser et L' (\/In(L1)) C H=!, N = 2) Corrigéen pagem

Partie I, décomposition dans H} (Q2)
Soit  un ouvert de ]RN, N > 1; on définit ¢ de IR dans IR par

S pour0<s<1

(s) =
(s) = —74—23 5, pour 1 < s <2,
(s) =
(s) =

S

s 5, pour 2 < s

¥
¥
® —p(—s), pour s < 0.

S

Pour k£ € IN*, on définit ¢, de IR dans IR par o (s) = k(3) pour s € IR.

1. Montrer que, pour tout s € IR, ¢y(s) — s et ) (s) = 1 quand k — oo et que |@r(s)| < |s|, ¢} (s) < 1.

2. Soitu € H}(£2); montrer que ¢y (u) € HJ (), pour tout k € N*, et que ok (u) — u dans H}(Q) quand
k — oo. [Utiliser le lemme|2.23]]

3. En déduire que, pour tout u € H}(Q) et pour tout € > 0, il existe u; € L>(Q) et uz € H}(Q) telles que
u=muy +uzetfluz[m <e

Partie II, Inégalité de Trudinger-Moser

Soit © un ouvert borné de IR2.

1. Montrer qu’il existe D > 0 tel que

[ull parzy < Dvallullgrmz), Yu € Hy(R?), Yg € [2,00[. (2.40)
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En déduire qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de €2 tel que
||U’HL‘1(Q) < C\/a”uHH[%(Q)v Vu € H(%(Q)7 Vg € [1700[ (241)

[On suggere d’expliciter la valeur de Dy 4 donné par (L30) dans le corrigé de la troisiéme question de
Pexercice[l.9]]
2. Soitu € H} (), u # 0, tel que [ull z73 () < 1. Montrer qu’il existe o > 0 et @ > 0, ne dépendant que de

Q, tels que e € L (Q) et ||e‘7“2 L1 () < a. [Développer e® en puissances de s . . ..]

3. En utilisant la partie I (et la question montrer que €7 € LP(Q) pour tout u € Hi (L), tout o > 0 et
tout p € [1, 00].

Partie III, sur la résolution du probléeme de Dirichlet

Soit 2 un ouvert borné de IR%. Soit f € L'(Q) telle que f+/|In (|f])] € L*(Q).

1. (Préliminaire.) Soit o > 0. Montrer qu’il existe 5,7 € IR”, ne dépendant que de o, tels que
st < e + Bt/[Int] +t, Vs, t € R%.

$2
[On pourra, par exemple, remarquer que st < max{St+/|lnt|, se#? } pour tout 8 > 0 (et tous s,¢ > 0),
puis choisir 5 (en fonction de o ) et conclure.]

2. Montrer que fu € L'(€2) pour tout u € H{j(Q) et que application T’ : w — [, f(2)u(x) dz est un
élément de H~1(Q).
3. Montrer qu’il existe un et un seul u € H}(Q) tel que —Awu = f dans D* ().
Partie IV, contre-exemple
Soit €2 un ouvert borné de IR” et § €]0, 2[. On suppose que 0 € Q2 et on se donne § €]0, 5[ tel que Bas = {z € R?,
|x] < 26} C Q.
1. Soit v €]0, 1[. Montrer qu’il existe une fonction u € H} () telle que u(z) = (—In|z|)" p.p. sur Bs. [On
pourra considérer la fonction v € H' (Bays) définie par v(z) = (— In(|z|)?, voir exercice ].
2. Montrer qu’il existe une fonction f € L'(Q) telle que f(|In|f||)? € L*(Q) et fu ¢ L' () pour certains
u € HYH(Q).
3. Montrer qu’il existe une fonction f € L(Q) telle que f(In|f])? € L'(Q) et telle qu’il n’existe pas
u € H}(Q) vérifiant —Au = f dans D*(9).

Exercice 2.15 (Décomposition de Hodge) Corrigé en page(121
Soient {2 un ouvert borné connexe  frontiére lipschitzienne de R™ (N > 1) et f € (L*(Q))V.

Montrer qu’il existe une fonction u € H'(Q) telle que

; Vu(z) - Ve(r)de = A f(z) Vo(z)dz, Yo e H(Q).

En déduire qu’il existe u € H'(Q) et g € (L*(2))V telle que f = Vu+g, p.p. dans Qet [, g(z)- Vo(x) dz =0
pour tout p € H* ().

On suppose maintenant que g € C1(Q2) et que = (]0, 1[)"V. Montrer que divg = 0 sur Q et que g - 1 = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur 9€, ol n est un vecteur normal a 9.
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Exercice 2.16 (Probleme de Stokes, vitesse) Corrigé en page[I2]]
Soient Q un ouvert borné de RN (N > 1) et f = (f1,..., fn)" € (L2(Q))N. On pose H = {u € (H(Q))V;
divu = 0 p.p. dans ©2}. On rappelle que u est solution du probleme de Stokes si :

N
u=(uy,...,uy)" € H, Z/QVui(m)-Vvi(x)dx:/gf(x)-v(x) dz, Vv = (v1,...,on)" € H. (2.42)
i=1

On se propose ici de montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.42) et que cette solution peut étre obtenue
par une méthode de pénalisation. Soit n € IN*, on considére le probléme suivant :

u= (u1,...,un)" € (Hy ()",

/Q(Vul(a:) - Vo(z) + ndiv u(z)Dv(x) doe = ; fi(z)v(z) dz, Yo = H}(Q), Vie {1,...,N}.

(2.43)

1. Montrer qu’il existe une et une seule solution a (2.42).
[Utiliser le théoreme de représentation de Riesz ou le théoreme Lax-Milgram sur H.]
2. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe une et une seule solution a (2.43).
[Utiliser le théoreme de représentation de Riesz ou le théoréme Lax-Milgram sur (H} (2))V.]
On note, dans la suite, u(™ cette solution.
3. Montrer que la suite (u(™), ey est bornée dans (H3 ()N et que la suite (v/n divu(™),cn est bornée
dans L2(9).
4. Montrer que u(™ — u faiblement dans (H2(€2))", quand n — +o0, oli u est la solution de (Z.42).

Exercice 2.17 (Conditions aux limites de Wentzel) Corrigé en page [I22]

Notations et Rappels du cours

On note H,)(0,27) = {u € H'(]0,2x(); u(0) = u(27)} (on rappelle que, si u € H'(]0,2x[), u admet toujours
un représentant continu sur [0, 27| et on identifie u avec ce représentant continu).

Soit B = {(z,y)! € R? 2? 4+ y* < 1}. On rappelle qu’il existe une application v : H'(B) — L*(9B), linéaire,
continue et telle que y(u) = u p.p. sur B siu € HY(B) N C(B,R).

Siw € L?(0B), on définit j(w) € L*(]0, 27[) par j(w)(#) = w(cos b, sin @), pour 6 € [0, 27[. L application j est
une isométrie de L2(0B) sur L?(]0, 2r[), de sorte que 4 = jo~ est linéaire continue de H'(B) dans L?(]0, 27]).
On pose H = {u € H'(B); #(u) € H}(0,27)}. On munit H du produit scalaire

(u]v)r = (w]v) ey + (W) [7(0)) B 0.27)-

Partie I (Préliminaire d’analyse fontionnelle)
1. Montrer que H} (0, 27) est un espace de Hilbert.
2. Montrer que H est un espace de Hilbert.

Partie II (Conditions aux limites de Wentzel)
Pour (z,y) € R2, (z,y) # (0,0), on définit r et @ par r = (22 + y2)2 et 6 € [0, 2] tels que = rcosf et
y =rsinf. Pouru € C*(RY \ (0,0),1R), on pose @(r, ) = u(r cos 6, rsin §) de sorte que
ot 0 0
gt (r,0) = cos G—U(T cos B, rsinf) + sin H—u(r cosf,rsind)

or Ox oy
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ou . ,0u ou
20 —(r,0) = rsmG%(I,y)JrrcosGa—y(x,y).

Pour f et g données, on s’intéresse au probleme :

—Au(z,y) +u(z,y) = flz,y), (2,y) € B, (2.44)
%(1,9) geg(l 0) +u(1,0) = g(cost,sind), 0 € [0,2n], c’est-a-dire (z,y) € IB.  (2.45)

Soient f € L?(B) etg € L*(0B), on appelle “solution faible” de (2.44)-(2.45) une solution du probleme suivant :

uwe H, (2.46)

27
[ (X D) in(e) + uz)oz)) d + / (D3(u) (6) D3 (0)(6) + 7(u) (0)7(0)(8))d8
B4 (2.47)

27
/ F(2)u(z) dz + / 3(9)(0)i (4(v))(0)d6, v € H.

1. Soient f € L*(B) et g € L*(0B). Montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.46)-(2.47).

2. (Question plus difficile) On retire, dans cette question, “uv” dans la 1ére intégrale de (2.47). Soient f €
L?(B) et g € L?*(9B). Montrer qu’il existe encore une et une seule solution de (2.46)-(2.47)

3. Soient f € C(B,R), g € C(0B,IR) etsoitu € C?(B,IR). Montrer que u est solution au sens “classique”
de 2:44)-[2-43) (c.a.d. vérifie (2.44) pour tout (z,y) € B et 2.43)) pour tout (x,y) € JB) si et seulement
si u est solution faible de (2:44)-[2.43).

[On pourra admettre que C?(B, IR) est dense dans H.]

4. Pour f € L*(B) et g € L?(0B), on note T(f,g) = (u,v(u)) € L?(B) x L*(0B), ol u est I'unique

solution faible de (2.44)-(2:45). On définit le produit scalaire dans L?(B) x L%*(dB) par

(f,9) 1 (s ¥)) L2(Byx L2(0B) /f dx+/0 Wj(g)(@)j(w)(ﬁ)dé.

Montrer que 7" est un opérateur linéaire compact autoadjoint de L?(B) x L?(0B) dans lui-méme.

Exercice 2.18 (Probleme de Stokes, vitesse et pression) Corrigé en page
Soient Q un ouvert borné connexe de IR™Y (N > 1) a frontiére lipschitzienne et f = (fi,..., fx)t € (L2(Q))V.
On s’intéresse ici au probleéme de Stokes, ¢’est-a-dire & trouver u = (uy, ..., uy)? et p solution de

—Au+ Vp = f dans Q,
div(u) = 0 dans Q, (2.48)
u = 0 sur 9f).

Noter que la premiére équation de (2.48)) est vectorielle.
On pose H = {u € (H}(Q))Y; divu = 0 p.p. dans Q}. On appelle solution faible de (2.48) un couple (u,p)

solution de
u=(u,...,un)" € H, pe L*(Q),

N
Z Vu;(x) - Vo (z) de —/ p(x)divo(z) dz = / flx (2.49)

i=179

pour tout v = (vy,...,vx)" € (HLH(Q)N
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On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (2.48) est solution de ([2.49).
Partie I, existence et unicité de u

Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (2.48), u est alors solution de

N
u=(u,...,un)" € H, Z/QVUZ(JU)Vvl(:r)dx:/gf(x)v(x) dz, Yo = (vq,...,o5)" € H. (2.50)
i=1

On montre dans cette pemiére partie que (2.30) a une et une seule solution et que si (u, p) est solution de (2.49), u
est alors I’'unique solution de (2.50).

1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (HZ ().
2. Montrer que (2.50) admet une et une seule solution. [Utiliser le théoréme de Lax-Milgram.]
3. Soit (u, p) une solution de (2.49). Montrer que u est I’'unique solution de (2.50).
Soit u la solution de (2.50). La suite de I’exercice consiste & trouver p pour que (u, p) soit solution de (2:49).

Partie 11, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit E et F' deux espaces de Hilbert (réels). On note (-|-) g (resp. (+|-) ) le produit scalaire dans F (resp. F'). Soit
A un opérateur linéaire continu de F dans F. On note A* I’opérateur adjoint de A. L’opérateur A* est un opérateur
linéaire continu de F’ dans E. Pour tout g € F', A*g est ’'unique élément de F défini par

(A*glu)p = (g|Au)p pour tout u € E.

(Noter que I’existence et I’unicité de A*g est donnée par le théoréme de représentation de Riesz.)

1. Montrer que KerA = (ImA*)*.
(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (u|v)g = 0 pour tout v € G}.)
2. Montrer que (KerA)t = ImA*.

Partie I11, Existence et unicité partielle de p

Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. Neéas[ﬂ 1965) que nous admettons.

Lemme 2.34 Soient ) un ouvert borné connexe de R™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne et q € L2(Q) telle que
Jo a(x) dz = 0. Il existe alors v € (Hy(Q))N telle que div(v) = q p.p. dans ) et

vl 2@y < Cllallzz).
on C ne dépend que de ).

On prend ici E = H}(Q)N et F = L%(Q). Pour u € FE on pose Au = div u, de sorte que A est un opérateur
linéaire continu de E dans F'.

1. Soit (py)new une suite de F' et v € E telle que A*p,, — v dans E quand n — +o0. Pour n € IN, on pose
Qn = Pn — Gn, OU a,, est la moyenne de p,, dans (2.

(a) Montrer que A*p,, = A*qy,.

14. Jindfich Necas (1929-2002), mathématicien tchéque, spécialiste des EDP.
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(b) Montrer que la suite (g, )nen est bornée dans F. [Utiliser le lemme [2.34}]
(c) Montrer que v € ImA™*.
2. Montrer que (KerA)! = ImA* et que Ker4 = H.

3. On rappelle que le produit scalaire dans F est défini par

N
(ulvg = Z /Q Vu;(x) - Vi (x) de.

On définit Ty € E par (T¢|v)g = [, f(x) - v(x) dz pour tout v € E. Soit u la solution de (2:50).
(a) Montrer que u — Ty € H*. En déduire que u — Ty € ImA*.
(b) Montrer qu’il existe une fonction p € F telle que (u, p) est solution de (2.49).
4. Soit (u1,p1) et (uz, p2) deux solutions de (2.49). Montrer que u; = uz = u (ol u est I’'unique solution de
(2:30)) et qu’il existe a € IR tel que p; — p2 = a p.p..

Exercice 2.19 (Continuité séquentielle de L?-faible dans H) Corrigé en page

Soit  un ouvert borné de RY (N > 1). Pour tout z € £, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), ¢, = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(€2) pour tout 7,5 = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(z)¢ - € > alé|?, pour tout € € R™ etp.p.enz € Q.

Pour f € L?(f), on sait qu’il existe une unique solution au probléme suivant :
u € Hy (),

/ A(@)Vu(z) - Vo(z) dz = / f(z)v(z) dz, pour tout v € HJ (). 25D
Q Q

Soit (fn)nen une suite bornée de L2(Q) et f € L2(£2). On note u la solution de (2.51) et, pour n € IN, on note
uy, la solution de (2:51)) avec f,, au lieu de f. On suppose que f,, — f faiblement dans L?((2).

1. Montrer que la suite (uy,),ecn est bornée dans H} ().
2. Montrer que u,, — u faiblement dans H{ (2) et que u,, — u dans L*(Q) (quand n — +00).
3. Montrer que, quand n — +o0,

/ A(x)Vuy(x) - Vup(z) de — | A(z)Vu(z) - Vu(z) dz.

Q Q

[Utiliser le fait que [, A(z)Vun () - Vun(x) dz = [, fn(2)un(2) dz et passer a la limite sur le terme de
droite de cette égalité.]

4. Montrer que u,, — u dans H{ (). [On pourra considérer [, A(x)V (uy — u)(x) - V(up — u)(x) da.]

Exercice 2.20 (Exercice liminaire a I’exercice [2.21))
Soit ¢ une fonction décroissante de IR 4 dans IR ;. On suppose qu’il existe C' > O et 5 > 1 tels que
p(2)°

0§x<yégﬁ(y)§€y_x. (2.52)

Montrer qu’il existe a € IR, tel que ¢(a) = 0. [On pourra montrer 1’existence d’une suite strictement croissante

(ak) ke telle que p(ay) < 2% pour tout & € IN* et limy_, o, ar < +0o. Pour cela, on pourra montrer qu’il existe
1

: 5 P c _ 1
ap t.q. p(ag) < 1 puis, par récurrence, définir aj41 par T ar P = sarr-]
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Exercice 2.21 (Solutions bornées d’un probleme elliptique) Corrigé en page[129

Soit © un ouvert borné de R (N > 1). Pour tout z € €, on se donne une matrice, notée A(z), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), 4,7 = 1,..., N. On suppose que a; ; € L°°(€2) pour tout 7,7 = 1,..., N et qu’il
existe v > 0 t.q A(z)€ - € > al¢]?, pour tout € € RY et p.p.enz € Q.

Si B est une partie borélienne de IR™, on note A (B) le mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de B (c’est-a-dire
son aire si N = 2 et son volume si N = 3).

1. Soit F € L?()"V. Montrer qu’il existe une et une seule solution u de

u € Hy(9),

/ A(x)Vu(z) - Vo(z) dz = / F(x) - Vu(z) dz, pour toutv € Hj ().
Q Q

(2.53)

Soit p > N : on suppose pour la suite de ’exercice que F' € LP(Q)" (On rappelle que L?(Q)N c L?(Q2)" car
p > 2) et on note u I’'unique solution de (2.53).
Pour k£ € IR, on définit la fonction Sj, de IR dans IR par

Sk(s)=0si —k<s<k,
Sk(s) =s—ksis >k,
Sk(s) =s+ksis < —k.

On rappelle que si v € H}(Q) on a Sk(v) € HY(Q) et VSk(v) = 14, Vv p.p., avec A = {|v| > k} (voir la
remarque [2.25).

2. Soit k € R4, Montrer que

1

oIV S ()] 2 = @ ( [ vu@) vut dx) < An (Ao
Ay

[On pourra prendre v = Sy (u) dans ([2.53) et utiliser Iinégalité de Holder.]
3. Onpose 1* = % On rappelle qu’il existe C; ne dépendant que de N t.q.

[w][p1e ) < Cillwllyyr1q) = Cill[Vwl]| L1 (q) pour tout w € Wyt ().

Soit k,h € IR, t.q. k < h. Montrer que

(h— B)An(An) < ( / 1Sk ()| da) =

Ap

< VS (@)l 21y < C1lIVSk (W)l 22y An (Ar) 2.

En déduire qu’il existe Co ne dépendant que de C, o, F et p t.q.

N-1 11

(h—k))\N(Ah) N SCQ}\N(A]C) P,

4. Montrer que u € L*°(Q) (c’est-a-dire qu’il existe a € IRy tel que Ay(A,) = 0). [On pourra poser
o(k) = Ay (Ak)¥ et utiliser ’exercice [2.20]]
5. Montrer qu’il existe C's ne dépendant que de 2, a et p t.q.

llull Lo () < C3ll|F ||z ()-

88



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Exercice 2.22 (Solutions bornées d’un probleme elliptique, suite) Corrigé en page[129
On reprend les premiéres hypotheses de I’exercice [2.21]

Soit  un ouvert borné de RY (N > 1). Pour tout z € £, on se donne une matrice, notée A(x), dont les

coefficients sont notés a; ;(z), 4, j = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>(€2) pour tout 7,5 = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(z)¢ - € > alé|?, pour tout £ € RY et p.p.enz € Q.
1. Soit f € LP(Q) avecp > 1si N =2etp = ]\2,—52 si N > 3. Montrer qu’il existe une et une seule solution
u de
u € Hy (),

/ A(z)Vu(z) - Vo(z) de = / f(z)v(z) dz, pour tout v € H} (). (2.54)
Q2 Q

2. Soitp > N/2et f € LP(2). Montrer qu’il existe une unique solution u de (2.54). [Se ramener a la question
précédente.]

Montrer que u € L>°(Q) et qu’il existe C' ne dépendant que de 2, et p t.q.

ull L) < Cllfllzr)-
[Se ramener a I’exercice [2.21]]

Exercice 2.23 (Diffusion évanescente et convection) Corrigé en page[131]

Partie I
Soient 2 un ouvert borné de RY (N > 1) etw = (w1, ..., wx)* € (L®(Q))N telle que div(w) = 0 dans D*(Q)
(On rappelle que div(w) = Zivzl D;w;). Soitu € H ().

1. Montrer que u? € W' (Q) et que D;(u?) = 2uD;u, pour tout i € 1,..., N. [Utiliser la densité de D((2)
dans H}(2).]

2. Montrer que/ w(z)-Vi(x) dz = 0, pour tout o € W, (). [Utiliser la densité de D(£2) dans W' (Q).]
Q

3. Montrer que /
Q

Sy wiDi(u?)).

Partie IT

Soit € un ouvert borné de IR™Y, a frontiere lipschiztienne (cette hypothése donne I’existence de 1’opérateur trace,
noté ~, linéaire continu de H'(£2) dans L2(9) et tel que y(u) = u sur 9L si u € C(Q) N HY(Q) et Ker(y) =
H} (). Soient a € R, etw € (L>(2))" telle que div(w) = 0 dans D*(12). Soient f € L?(Q) et g € Im~y. On
cherche u solution du probléme suivant :

w(x) - V(u?)(z) de = 2/Qu(x)w(:c) - Vu(x) dz = 0 (on rappelle que w - V(u?) =

u € HY(Q), v(u) = g (dans L?(99)),
/ aVu(z) - Vu(z) dz +/ u(z)w(z) - Vu(z) de = / f(x)v(z) dz, Yo € HE(). (2:55)
Q Q Q
1. Soit G € HY(Q) telle que v(G) = g (dans L?(92)). Montrer que u est solution de (2.53) si et seulement
si u = G + T avec 1 solution de (2.56).
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/QaVﬂ(:C) -Vo(z) dz + /Qﬂ(x)w(x) -Vo(z) de = (2.56)
f@)v(x) do — / aVG(z) - Vu(z)dz — | Gz)w(z)- Vu(z) dz, Vv € H& (Q).
Q Q Q

2. Montrer que (2.55) admet une et une seule solution.

On note u cette solution dans la suite de cette partie.
3. On suppose, dans cette question, que g = 0 (de sorte que u € H}()). Montrer que a||u||f{é < / f(z)u(z) dz.
Q

4. Soit b € IR. On suppose, dans cette question, que f < 0 p.p. dans 2 et que g < b p.p. sur 92 (pour
la mesure N — 1-dimensionnelle sur 0f2). Montrer que v < b p.p. dans £2. [On pourra admettre que
(u—b)" € HYQ) et que V(u — b)T = 1,5, Vu p.p. (ce résultat est semblable a celui du lemme ,
utiliser (2.53)) et la partie L.]

Partie III
Dans cette partie on prend N = 2, Q =0, 1[%, w = (—1,0) et g = 0. On suppose aussi que f € L>({) et que
f = 0 p.p. sur €. On note u, la solution de (2:53) pour a = %, n € IN*, et on s’intéresse a la limite de u,, quand
n — +o0.

1. Soit n € IN*. Montrer que u,, > 0 p.p..[Utiliser la Partie II, question 4.]

2. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C1, ne dépendant que de f, tel que ||uy || (o) < C1. [On pourra, par
exemple, chercher de quel probleme de type (2.53)) est solution la fonction u,, + v, avec ¢(z) = x; et 3
convenablement choisi, et utiliser la Partie II, question 4.]

3. Soit n € IN*, montrer qu’il existe Ca, ne dépendant que de f, tel que [|uy, || g1 (o) < Cav/n.

4. En utilisant la remarque [2.17} montrer que u,, € H?(2) pour tout n € IN*.

_ Ouy, Ouy,
5. Soitn € IN*. Siu,, € C*(Q), déduire de la question 1 de la partie ITI que L(O,l‘g) > (et L(l, x9) <

ory 01
—(x1,0) > 0et —(21,1) < 0 pour tout z; €]0,1[). On admettra,
8x2 8{E2
dans la suite, que ce résultat est encore vrai, avec seulement u,, € H?(£2), au sens v(D1uy,)(0,22) > 0
et Y(Dyup)(1,22) < 0 p.p. en 22 €]0,1[ (de méme v(Dauy,)(x1,0) > 0 et v(Dauy)(z1,1) < 0 p.p.en
1 €]0, 1.
6. En utilisant la question 2 de la partie III, montrer qu’on peut supposer (2 une sous suite pres) que u,, — u
*-faiblement dans L>°(€)) quand n — +o0, ¢’est-a-dire :

0 pour tout zo €]0, 1[ (de méme,

/Qun(ac)go(x) dz — /Qu(x)ap(x) dz, pour tout ¢ € L'(9Q).

Montrer que © > 0 p.p..

On cherche, dans la suite, I’équation et les conditions aux limites satisfaites par u.
7. Montrer que Dyu = f dans D*(2).
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8. Soitn € IN* et ¢ € C(2), montrer que

%/QVun(:v)VsO(x) dx—'—%/o N(Dyun ) (0, 22)p(0, z2) dxz—%A v(Diun) (1, z2)p(1, z2) dao
+%/0 Y(Daun)(z1,0)¢(21,0) doy — %/0 V(Daun)(z1, )¢ (w1,1) dy
_/un(ag)%‘p(x) dz = f( Je(z) da.

Q 1

9. Soit ¢ € C1(Q) telle que > 0 sur J. Montrer que

/u(w)— ) dx </f (2.57)

_ — 0
10. On suppose, dans cette question, que u € C*(Q) et que f € C (). Montrer que a—u = f partout dans (2
€1

et que u(0, z2) = 0 pour tout x5 €]0, 1].

La fonction u est-elle alors entierement déterminée par f?

11. On remplage w = (—1,0) par w € IR?\ {0}.... De quel probleme, dépendant de w, u est elle solution ?
[distinguer les signes des 2 composantes de w.]

Exercice 2.24 (Condition de Dirichlet non homogene) Corrigé en page
Soit  un ouvert borné de IR” a frontiere lipschitzienne et g € Im(~y) (ot 7 désigne I’opérateur trace vu au
théoréme. Soient (a; ;)i j=1,...n C L>®() et a > 0 tels que (2.1)) soit vérifiée.

1. Soit f € L*(Q); montrer que le probleme (2.14) admet une unique solution.

2. Soit T' € H~'(Q); montrer que le probleme (2.13) admet une unique solution.

3. On suppose dans cette question que N = 2 et 1 < p < +o00. Montrer que pour tout f € LP(2) il existe
une unique solution au probleme (2.14).

4. On suppose dans cette question que N > 3etp = N Montrer que pour tout f € LP(Q) il existe une

=t
unique solution au probleme (2.14).

Exercice 2.25 (Espace H 2 (82)) Soit Q un ouvert borné de IR™ (N > 1) a frontidre lipschitzienne. On note ~
I’opérateur trace défini sur ().

On rappelle que H2 (9Q) = Im~ et que |ul| = inf{||v]| g1y, v € H(Q), y(v) = u}.

H3 (892)

1. Soit u € H=(9). Montrer que ||u|| = ||@]| g1 (2) ol @ est I’'unique solution faible de —Aw+u = 0

H? (BQ)
dans Q avec (@) = u, ¢’est-a-dire ’'unique solution de
u € HY(Q),y(a) = u, (2.58)
/ (Vi(z) - Vo) + a(z)o(z)) de = 0, Yo € H(Q). (2.59)
Q
Corrigé —  On montre tout d’abord Iexistence de @ € H"(Q) tel que () = u et H?IHH L oo = [[ul| g1 (0)-
Soit (vn)new une suite de H'(Q) telle que v(vn) = u (pour tout n) et v, i) — [u MH%(""") quand

n — +o0. La suite (v 71),7&]1\1 est donc bornée dans H* (92) et on peut supposer (en extrayant une sous-suite) que

vn — v faiblement dans H'(Q) et ||v vl g1 (o) < Hminfy, oo [|vn | g1o) = [Ju H o)
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Comme v(vy,) = u dans L*(0R) (pour tout n), on a aussi y(v) = u (dans L*(09)). Ceci peut se démontrer
en utilisant la compacité de l'opérateur ~y de H'(Q) dans L*(0SY) (remarque mais aussi en utilisant
seulement la continuité de I’opérateur y de H'(Q) dans L*(9Q) et le lemme de Mazur|”|; en effet, par ce lemme,
il existe une suite (Wn)new de H! (), ou pour chaque n € IN, wy, est combinaison convexe de I’ensemble
{vm,m > n}, et telle que w,, — v dans Hl(Q) ; on a donc y(wy) = u dans LQ((?Q).

Comme v(v) = u et comme

oll (o) < lminf flon o) = llull, g o = W@l o) v (w) = v} < Jlolla @),
_ 1
ona vl g o) = HuHH% . et v, — vdans H™(Q) quand n — +o0.

On note maintenant  cette fonction v. Pour tout o € H(Q) et t > 0, (T + tp) = u, on a donc
2 _ 2
HUHUl(Q) <+ t‘PHHl(Q)v
c’est-a-dire

/Q(Vﬁ(x) -Vau(x) + ﬂ($)2) dz < / (V@+te)(z) - V(u+te)(x) + (u+ tgp)(:c)Q) dz.

Q
On en déduit

[ (V@) Te@) + u(w)o@)) do > 0
et done (en changeant o et —p),

/ (Vi) - Vo(z) +a(2)p(x)) dz = 0.
La fonction u est donc solution de @@

L’unicité de la solution de @38)-[2Z39) est une conséquence immédiate de I'unicité pour le probleme homogene

(c’est-a-dire le probleme @38)-@39) avec u = 0).

2. Montrer que I’espace H 3 (09) est un espace de Hilbert.

Corrigé — L'application u — ||ul] b o) est bien une norme. Elle est induite par un produit scalaire. En effet,

1 s —_— = 27 2. .z 2 . s 2 e .
siu, v € H2(9Q), on note @, v les éléments de H* () associés (donnés par la question précédente) et on définit

le produit scalaire de u avec v par (u | v)H% ooy (@|0) g1 (-

1l reste a montrer que H2 (09) est complet. Soit (un)new une suite de Cauchy dans H? (092). On note (tn ) new
la suite de H* (Q) associée. Cette suite est de Cauchy dans H*(Q), elle est donc convergente (dans H*()). On
note w sa limite. Comme I’opérateur trace est continu de H"'(Q) dans L*(09), on a w,, = () — v(w) dans
L2(09). Ce qui prouve que y(w) € H: (09Q) carw € H'(Q).

Enfin, on rermarque que ||u, — n/(w)HH% oo < |in —wl| g1 () — 0 quand n — +o00. On a ainsi montré que

—~ —

un — y(w) dans H: (092). L’espace H: (092) est donc complet.

3. Montrer que I’espace H 2 (8€2) s’injecte continiment dans L2(952).

Corrigé — Cette question est immédiate. Si u, — u dans H 3 (OQ), on a (avec les notations précédentes)
Un — @ dans H'(Q) et donc, par continuité de I’opérateur trace de H*(Q) dans L*(9S), un — u dans
L2 (09).

Exercice 2.26 (Trace normale d’un élément de Hg;,) Soit 2 un ouvert borné de IR? a frontiere lipschitzienne.
On pose Haiy(Q) = {v = (v1,v2) € L*(Q)? telle que div(v) € L?(2)} et, pour v € Haiy(9),

1

_ 2 . 2 1

ol g = (loll32g0) + div(0) 32y - (2.60)

15. Lemme de Mazur : Soient X un espace vectoriel normé et (xn )neN une suite convergeant faiblement vers € X, alors il existe une
suite (yn)neN telle pour tout n € IN, le terme yy, soit de la forme yn = >0 Ap. avec pn > n, A, > O pour tout k = n,...,pn et

b Ak = L ettelle que ||y, — | = 0 lorsque n — +-o00.
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1. Montrer que Hgiy (£2), muni de la norme définie par (2.:60), est un espace de Hilbert.

Corrigé —  L’application v +— ||u| ., (o) est bien une norme. Elle est induite par un produit scalaire. Le
produit scalaire induisant cette norme est I’application de Hdiv(Q)2 dans R, définit par, pour v = ('11,1, uQ) et
v = (v1,v2),

(] V) Hys @) = (ua [v1) p2(0) + (u2 [v2) L2(0) + (div(w) [ div(v)) r2(q)-

1l reste a montrer que Haiv(S2) est complet. Soit (un)new une suite de Cauchy dans Haiv(Q2). Les suites
(un)nen et (div(un))nen sont de Cauchy dans (L*(Q))? et L*(2). Elles convergent dans L*(2)? et L (S2)
vers w et & Pour tout ¢ € D(Q2) = D,

/{;div(un)(m)g&'(z) dz = (div(un), @)pr, 0 = —((un)1,019)D* > — {(Un)2, D20)D* D

== [ @) do = [ @a()dapla) dz = - [ (@) V(o) do.

Q Q .
Quand n — +00 on obtient [, &(x)p(x) dz = — [, u(z) - Vo(z) dz. Comme — [, u(x) - Vo(z) de =
(div(u), @)D=, ceci prouve que div(u) = & et donc u € Haiv (£2).
Enfin, on a bien u, — u dans Haiv(QY) et donc Haiv () est complet.

2. Soitv € Hyiv(Q).
(a) Montrer que

/V<p~vdx+/npdiv(v)d:c:0,
Q Q

Pour tout ¢ € D(L2), puis pour tout ¢ € Hg ().

Corrigé — Comme cela a été vu a la question précédente (avec wy au lieu de v), pour tout p € D(Q),

./sz div(v)(z)p(z) de = (div(v), )p+ D = 7/ v(z) - Vo(z) da.

Q
Puis comme D(Q) est dense dans H (Q) cette égalité est encore pour tout ¢ € Hg (€2).

(b) Soituy,us € H(Q) t.q. v(u1) = y(uz) (o 7y est I’opérateur trace défini sur H'(2)). Montrer que

/ Vuq -vde —|—/ uy div(v) dz = / Vus - v dr —l—/ ug div(v) de.
Q Q Q Q

Corrigé — Il suffit de remarquer que (u1 — u2) € Ker(y) et donc (ui — u2) € Hg(Q) (car Ker(y) =
HY(Q), voir le théoréme . On applique alors la question précédente avec p = w1 — us.

On rappelle que H B (09) = Im~y et que H B (09) est un espace de Hilbert avec la norme définie dans 1’exercice
On note H~2 (9Q) 'espace dual de H 2 (9€2) (c’est-a-dire I’ensemble des applications linéaires continues de
Hz(09) dans IR).
3. Soit v € Hyg;y(€2). Montrer que I'on peut définir un élément de H~2 (9€), noté T'(v), en posant, pour
ue H2(Q),

(T(v),u) Vu-vdx+ / udiv(v) da, (2.61)

H™ 2 (99),H? (59) :/Q 0

avec u € H'(Q) telle que v(u) = u. (En particulier, le terme de droite de (2.61)) est bien défini et ne
dépend pas de u siw € H*(Q) et y(u) = u.)
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Corrigé —  Grdce a la question[2]le terme de droite de ne dépend pas du choix de u. L’application T est
1
donc bien défini sur Hz (02). C’est clairement une application linéaire. Pour montrer qu’elle est continue (et
1, I _ -
donc que T'(v) € H™ 2 (00)) il suffit de remarquer que, pour toutw € H*(Q) telle que () = u,

| / Vv det / Tdiv(v) de| < |1V [l 2ol 0] L2+ 1 1|2 Idiv (o)
Q Q

L) < 2018l g1 o)llvll s 0)-

En prenant la borne inférieure pour ’ensemble des u de HL(Q) vérifiant v(u) = wu, on obtient T(v) €

H™2(0Q) et |T(v)||

Hf%(DQ) < QHUHHdiv(Q)'

On a ainsi défini une application T' de Hg;, (Q2) dans H~2 ().
4. Montrer que I"application T est linéaire continue de Hy;,, (€2) dans H~z (99).

- . L _1 . . .
Corrigé — L'application T est clairement linéaire de Haiv (Q2) dans H™ 2 (02). Elle est continue car la question

précédente donne ||T (v) <2
(69)

-3 |’UHHr“V(SZ>'

I,

5. On suppose dans cette question que v € H'(2)? (on a donc aussi v € Hg;, (2)). On note v(v) la fonction
obtenue sur OS2 en prenant la trace de chacune des composantes de v. (On a donc y(v) € H 3 (09)% C
L?(9€)2.) On note n(x) le vecteur normal a 92, extérieur a 2. Comme (2 est a frontiere lipschitzienne, le
vecteur n(x) est défini p.p. en z € 9N (p.p. signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue
1-dimensionnelle sur 02) et la fonction  +— n(x) définit un élément de L>°(0f2), voir Paragraphe
4.2]). On obtient ainsi y(v) - n € L%(9). Cette (classe de) fonction(s) () - n est appelée “trace normale
de u sur 02". Montrer que, en notant dA I’intégration par rapport a2 mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle
sur 0f2,

1
(T(v), u>H*%(39),H%(aQ) = /89 uy(v) - ndA pour tout u € H?2(09). (2.62)
N.B. Cette question explique pourquoi I’application T'(v) est souvent notée v - n méme si v € Hdiv(g) (et
non 2 H'(€2)2). On peut aussi montrer que H z (99) est dense dans L?(99). Ceci permet de montrer que,
lorsque v € H(Q2)2, v(v) - n est I'unique élément de L2(0N2) vérifiant (2.62).
Corrigé —  On applique ici le théoréme d’intégration par parties pour des éléments de H* () (théorémell.3

1l donne, pour u € Hz (09Q) et € H'(Q) telle que v(T) = u,

(T'(v), u)H T /52 Vu-vde + [} udiv(v) dz = /{m y(@)y(v) -nd\ = ./asz uy(v) - ndA.

Exercice 2.27 (Pas de trace normale sur une partie du bord)

On reprend ici les notations de 1’exercice Dans I’exercice on a construit pour tout v € Hgiy(€2), un
élément de H~2 (2) ¢’est-a-dire une application linéaire continue de H 2 (€2) dans IR. On a noté T'(v) cet élément
de H~2(Q). L'application T Il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. (Questionde I’exercice [2.26] T généralise la notion“classique” de trace normale) Si u € C1 (),
1
(T(v), u>H—%(aQ),H%(aQ) = /3Q uv - nd\ pour tout u € H2(99Q)

2. (QuestionEIde Iexercice [2.26] continuité de la trace normale) T est continu de Hg;y (€2) dans H~2 () et
donc, en particulier,

. 1
<T(U”)’U>H’%(8Q),H%(GQ) — <T(U)’U>H’%(8S2),H%(8Q) si v, — v dans Hyiy () et u € H2(09).
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Soit maintenant [ une partie du bord de €2. On suppose que la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelles de I est non
1 . . 1

nulle. Il semble naturel de poser noter Hz (I) ’ensemble des restriction a I des éléments de H = () (on rappelle

de H=(Q) C L2(99)). Ce qui est équivalent 2 écrire

H>(I) = {u telle que u = (@) p.p. sur [ avecw € H*(Q)}. (2.63)

(ol p.p. signifie p.p. pour \.) On se demande alors si il est possible de construire pour tout v € Hg;y (€2) une
application linéaire de Hz (I) de IR, que nous noterons S,, telle que I'application v — S, (de Hg;,(€2) dans le
dual algébrique de H 2 (I)) vérifie un analogue des deux propriétés de T citées ci dessus c¢’est-a-dire

1. (S généralise la notion“classique” de trace normale) Si u € C*(Q),

Sy(u) = /Iuv -nd) pour tout u € H? (I). (2.64)

2. (Continuité “simple” de la trace normale)
Sy (1) — Sy(u) si v, — v dans Hayy () etu € H (I). (2.65)

(Dans un souci de simplication des notations on a noté S, (u) la quantité (S, u) cette derniere

(H2 (D))", H2 (1)’
notation étant cependant plus conforme aux notations habituelles de ce livre.)

Dans cet exercice on donne un exemple simple pour lequel il est impossible de construire une telle application S.

On prend © =)0, a[?, avec a > 0 tel que av/2 < 1, et I =]0, a[x{0}. L’objectif est de montrer qu’il n’existe pas
d’application S (de Hg;, () dans le dual algébrique de H 3 (I)) vérifiant (2.:64)-(2.65) Pour cela, on va raisonner
par I’absurde. On suppose qu’il existe .S vérifiant (2.64)-(2.63))

Soit 0 < 3 < 1. Pour z €]0, v/2[%, on pose (| - | désignant la norme euclidienne classique de R?)

u(z) = (~In(|z)))”.

Onau € C*(Q) (plus précisément, la restriction de u a 2 appartient & C°°({2)) et on sait que u € H*(Q) (voir
exercice [L.3)). La trace de u sur I est égale (p.p. pour \) 2 la trace classique. On note z1, z2 les composantes de
x € IR?. On prend maintenant v = (v1, v2) avec

ou ou

V1= —F—, UV = —.
81'27 8(E1

1. Montrer que div(v) = % + % = 0 et donc que v € Hgiv(€2).

Corrigé — Comme u € C*(Q), div(v) = 7("):1(;/1(";141'» + a;iétl;l = 0. Comme v € H"(), on a aussi v1,
vy € LZ(Q), et donc v € Haiv(92).

On définit v(™), pour n tel que (a + 1)v/2 < 1, par
(n) 1
o' (z,20) = v(x1 + E,Jig).

2. Montrer que v(™ € C*(Q) et v(™ — v dans Hy;, () quand n — +oo0.
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Corrigé —  La condition (a+ %)ﬂ < 1 permet d’assurer que v'\™) est bien définie et que div(v<”) = 0. Puis le
théoréme de continuité en moyenne dans L*(Q) donne v\ — v dans L? (Q)2 et donc v'™ — v dans Haiy ()
quand n — +00.
Plus précisément, on choisit no > 0 tel que (a + %[))\@ < 1 et on définit, pour i = 1, 2, g; par g; = v; dans
10,a+ -, [? et g; = 0 hors de |0, a + %0 [2. comme g; € L*(R?), le théoréme de continuité en moyenne dans
LZ(Q) donne limp,— 4o ||gi (- + %, = giHL2(IR2) = 0. Mais, pour n > ny,

n 1 1
H/Uz( ) L2 = llgi(- + o ) = gille2) < llgi(- + o )= gillL2m2)

"

et donc v™ — v dans L? (52)2 quand n — +00.

On note X la fonction identiquement égale a 1 sur 9<2 (cette fonction est bien dans H z (I) car c’est la trace de la
fonction qui vaut 1 sur tout €2).

(n)

3. Comme v(™ - n = —vy" sur I, montrer que

—In(z; + %))ﬁ_1

1
1+ 5

Sy (X) = /va(n) -ndA(z) = /Oaﬁ( dx;.

Montrer que le terme de gauche de cette égalité tend vers S, (X) et que le terme de droite tend vers +oco
(car 8 > 0). En déduire la contradiction souhaitée.

Corrigé — La condition [Z:63) donne que S, ) (X) — Su(X). L’égalité avec le terme de droite s obtient en
calculant 2%. Comme B > 0 le terme de droite tend vers +oco par convergence monotone. En effet, il suffit de

oxq
a(_] . 1\\8-1 ra T B—1
/ ( H(ll + n)) dxy > / % dLL‘l,
0 :

remarquer que
. 1
xr1 + x1

n n
et d’appliquer le théoréeme de convergence monotone a la fonction g,, définie par
(—1In(zp))?~*

T

1
gn(z1) = si— <z <aetgn(r1)=0si0< —.
n n
On a donc S, (X) = 400 ce qui est impossible car v € Haiy () et donc S, est une application de H2 (I) dans
RerX € Hz(I).

4. Montrer que (T'(v), X) = 0 ol T est I’application de I’exercice|2.26

H™% (09),H? (69)
Montrer que lim, o0 [, X 0™ - ndA(z) = 0.

Corrigé —  Le fait que (T (v), X) = 0 est dil au fait que X est trace d’une fonction constante

H™5(69),H7 (09)
et que div(v) = 0. Le fait que lim,,_, | o fas’z Xv(™ . n dX\(x) = 0 est alors une conséquence de la continuité de

T etde la quesri()nde l’exercice@

Exercice 2.28 (Petite généralisation du théoreme de Liouville)
Le théoréeme de LiouvillelEl s’énonce ainsi :

Théoreme 2.35 (Liouville) Si f est une fonction définie et holomorpheEI sur tout le plan complexe, alors f est
constante des lors qu’elle est bornée.

16. Joseph Liouville (1809-1882), mathématicien francais, connu pour ses travaux en théorie des nombres et analyse complexe, et fondateur

du Journal de Mathématiques Pures et Appliquées.
17. Une fonction holomorphe est une fonction d’une variable complexe a valeurs complexes, définie et dérivable en tout point d’un sous-

ensemble ouvert du plan complexe C.
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La démonstration de ce théoreéme se fait en général en utilisant les estimées de Cauchy d’une fonction holomorphe
définie sur un voisinage d’un disque fermé, qui fournissent des bornes pour chacune des dérivées de cette fonction
au centre du disque.

On rappelle que si f = Re(f) +iZm(f) est une fonction holomorphe de € dans IR, alors ses parties réelle Re( f)
et imaginaire Zm( f) sont harmoniques. On montre ici le résultat suivant, qui généralise ce théoréme au fonctions
localement intégrables et bornées inférieurement de IR¢ dans IR : f est constante d&s lors qu’elle est bornée.

Théoreme 2.36 (Liouville généralisé) Soientd > 1 etu € Llloc(IRd) une fonction harmonique, c’est-a-dire telle
que Au = 0 dans D*]Rd, bornée inférieurement, c’est-a-dire telle qu’il existe ¢ € IR tel que u > c p.p., alors u

est constante, au sens oit il existe C € R tel que u = C p.p..

1. Montrer qu’il suffit de prouver le théoreme avec ¢ = 0. Puis, en régularisant v avec une suite de noyaux
régularisants, montrer qu’il suffit de prouver le théoreme dans le cas u € C*° (IRd),

Corrigé —  Si le théoréme est vrai avec dans le cas u > 0 p.p., il est aussi vrai si il existe ¢ € IR tel que u > ¢
p.p.. En effet, en considérant la fonction u — c on est ramené au cas u > 0.

Soit (pn)neN+ une suite de noyaux régularisants, c’est-a-dire :
€ )

p € D(RY), / pde =1, p>0, p(z) =0si|z| > 1,
JIRA
et, pourn € N*, x € R%, p,(z) = np(nz).

Pour p € IN*, on note By, la boule (pour la norme euclidienne) de IR? de centre 0 et rayon p et 1, la fonction
caractéristique de Bp.

Pour n € IN*, on définit la fonction ., par u, = u * pn. La fonction ., est bien définie. Sur la boule By, on
remarque que, pour tout n € IN*, u,, = (ulp, ) * pn. Le théoréme de continuité en moyenne dans L'(R™N)
oi1 *X Pn —> ulp, | dans L*(RY) quand n — +oo (voir [20] théoréme 5.21). On en déduit que
Un — wdans L' (By). Comme p est arbitraire, ceci est noté “u,, — u dans Li, (IR%)”.

donne ulp

Les théorémes de continuité et dérivabilité sous le signe intégrale donne que f, € C'* (IR‘I) (voir par exemple,
[20] exercice 7.22).

On remarque maintenant que pour x € R et tout n € IN*, comme Au = 0 dans D*(R?) et pn(z — -) €
D(IRd), en notant dy I’élément d’intégration dans R (pour la mesure de Lebesgue),

0= (A, pu(T = e gty Dty = / () Apn (e — ) dy = A (2).
R L

Enfin, il est clair que u, > 0.

On a donc, u, € C™ (IR(I), Au, = 0dans R"™ et u, > 0.

si le théoréme est montré pour une telle fonction u,, il existe alors C,, € 1R telle que u, = C,. Mais,
comme u, — u dans LIIOC(IRd), La suite (Cn)ne]N converge dans IR. On note C' sa limite (par exemple,
C= fBl u(x)dz) et on obtient u = C p.p..

On suppose donc maintenant que v € C°°(IR?) et u > 0.
Pour > 0, on note B, = {z € R% |z| < r} et C, = {x € R |z| = 7} et pour tout a € R?, on note
Ba,r = {JI € IRd; |l‘ - a| < T}'

2. Soit r > 0. Montrer que I’intégration de Aw sur B, donne
/ Vu(z) - n(z) dy(z) =0,
Cr

ol n(x) est la normale extérieure & B, et -y la mesure de Lebesgue d — 1 dimensionnelle sur C,. (voir
remarque [I.31] la notation est un peu incorrecte car cette mesure dépend de 7).

97



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

En se ramenant 2 C; et en utilisant une dérivation sous le signe [, en déduire que la quantité

5 [ wle) (o)

"

est indépendante de r.

Corrigé —  On utilise ici la formule de Green pour une fonction v € C*(B,.), elle donne, comme Au = 0,
0= Au(z) de = / Vu(z) - n(z)dy(z).
J B, Jo,
Soit r > 0, le changement de variable x = 1y donne (en notant que le jacobien du changement de variable est
constant)

ho) = s [ @)@ = [ utr) drta)

c
En dérivant le terme de droite sous le signe intégrale et faisant le changement de variable ry = x (noter que
n(x) =z/r =vy)

W (r) = Vu('f‘;l/)-ydv(y):T,dl,1 | Vu(z) - n(x) dy(y).
Cq C

La fonction h est donc constante sur R . On note H cette constante dans la suite.

3. Soit 7 > 0. En utilisant le changement de variables x — (r,y) avec r = |z| ety € C}, montrer que la

quantité
1

i u(z) da

"

est indépendante de r. En déduire que, pour tout 7 > 0,

Flr|/B u(z) dz = u(0).

De maniére analogue, montrer que, pour tout @ € IR< et tout r > 0,
] ule)do=u(a)
—_ u(z) dz = u(a).
|B:| JB...

Corrigé — Le changement de variables © — (r,y) avec r = |z| et y € C1 on obtient (voir par exemple [20]

exercice 7.28)

,r,d

/ u(z) de = /Urpd’l(/c1 u(py) dr(y)) dp = /0(/(p u(z) dy(2)) dp = /OTPdledp: d—1

r

11 suffit maintenant d’utiliser la continuité de u en 0,
1
| —=— / u(z) dz — u(0)] < sup |u(x) — u(0)| — 0 quand r — 0.
|B"‘| J By €D,
On en déduit que, pour tout r > 0,

\Bﬁlr\ /B u(x) dz = u(0).

. ” . N . . . . . d
Bien siir, 0 ne joue au aucun role particulier; on peut translater la fonction w et on obtient alors, pour tout a € IR

et toutr > 0,
1

B - u(x) de = u(a).
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Noter que jusqu’a maintenant, seul le fait que u € LIIOC(IRd) a été utilisé. Le fait que u est bornée inférieurement
n’est utile que pour la derniere question.

4. Soita € R?%. Comme u > 0, on a pour tout r > « = |al,

/Bra u(z) de < /B u(z) dz < /BHQ u(z) dz.

En déduire que u(a) = u(0) et donc que u est constante.

Corrigé — La double inégalité proposée vient de By—o C Ba,r C Brya etu > 0. ()/1 en déduit
‘B'V'—n‘ 1 ' 1 ' ‘B"'+f‘

u(z) de < u(z) de <
|Br| |Br—al J3,_, [B:] /B, | B \B,Ml

Quand r — 0o, on obtient (noter que « est fixe) u(a) = u(0). On a donc bien montré que u est constante.

) da,
By

2.7 Corrigés des exercices
Exercice 2.1 (Régularité en dimension 1) Soit p € C([0,1],R). Pour z € [0, 1] on pose
T 1
vla) = [ etttz [ oat
0 0

On a donc ¢ € C*([0,1]), ¥(0) = (1) = 0 et la dérivée faible de 1) est égale p.p. & sa dérivée classique (voir la
Définition[I.2), ¢’est-a-dire

1
Diy(z) = ' (z) = p(z) — /0 ©(s)ds pour presque tout z €]0, 1].

On adonc v € L?(Q) et Dy € L*(Q), ce qui prouve que ¢ € H*(]0,1[). Comme v(0) = (1) = 0, on a méme
¢ € H}(Q) (voir la section[I.5). On peut donc prendre v = ¢ dans (2-16), on obtient

/Du dt—/ dt/Du t)dt = /f

Comme F est de classe C! et F/ = f, on a (en utilisant aussi 1)(0) = =0)

1 1 1 1 1
/ f(@)Y(x)dx = /0 F'(z)yY(z)dx = —/0 F(z)y'(z)de = —/O F(z)p(z) dx—i—/o F(z) dx/o p(t)dt.
En posant ¢ = fol Du(t)dt + fo t)dt, on a donc

/1(Du(t) + F(t))p(t) dt = c/1 ©(t)dt pour tout ¢ € C([0,1]).
0 0

Comme Du + F — ¢ € L*(]0,1]) et que C([0, 1]) est dense dans L?(]0, 1[), on en déduit
Du = —F + cp.p. dans |0, 1].

On pose maintenant

w(z) = /Oz(—F(t) + ¢)dt pour z € [0, 1].
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Comme w est de classe C''(la fonction w est méme de classe C2) la dérivée par transposition de w est une dérivée
faible et est égale p.p. a la dérivée classique de w. On a donc Dw = w’ = —F + ¢ p.p.. On a donc Dw = Du p.p.
et on en déduit que w — u est une fonction presque partout égale a une constante (voir I’exercice([I.2)). En identifiant
la (classe de) fonction(s) « a son représentant continu, on a donc u de classe C%, v/ = —F +cetu” = —F' = f.
On a aussi u(0) = u(1) (car u € H}(]0,1]) et donc le représentant continu de u vérifie u(0) = u(1) = 0).

Exercice 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1)

1. On a vu au théoreme 2.13|que N(T) = {f € E, Tf = 0 p.p.} = {0}, que les valeurs propres de T" sont
toutes strictement positives et qu’il existe une base hilbertienne de L?(]0, 1[) formée de fonctions propres
de T (théoreme [2.14). On cherche ici une telle base hilbertienne. Pour cela, on trouve tout d’abord les
valeurs propres de 7.

On rappelle que, pour f € E,onaTf € H}(]0,1]) et, en posant u = T'f,

/1 Du(t)Du(t) dt = /1 f(t)v(t)dt pour tout v € Hy (10, 1[).
0 0

Soit A une valeur propre de 7T'. On sait déja que A > 0. Il existe f € E, f # 0 telle que T'f = Af. En
posantu = T'f, on adonc u € HZ(]0,1[), u # O et f = u/), ce qui donne

1 1
1
/0 Du(t)Dv(t) dt = X/o u(t)v(t)dt pour tout v € Hy (10, 1[).
Comme u € H(]0,1[), on a u continu sur [0, 1] (plus précisément, v admet un représentant continu et on
identifie u a ce représentant) et u(0) = u(1) = 0. L’exercicemontre alors que u est de classe C? et que

— M/ (z) = u(x) pour tout z €]0, 1]. (2.66)

2. Pour chercher les valeurs propres, la question précédente nous a ramené a la résolution d’une équation
différentielle linéaire classique. Il est bien connu (c’est, par exemple, une conséquence du théoreme d’exis-
tence et d’unicité de Cauchy—LipschitzEgb que I’ensemble de solutions de (2.66) est un espace vectoriel de
dimension 2, engendré par le fonctions x — sin(x/v/A) et © — cos(x/v/\).

Si A est valeur propre de T, il existe donc (par la question précédente) u # 0 telle que Tu = Au, u de
classe C2, u continu sur [0, 1], 4(0) = u(1) = 0 et u solution de (2.66). Il existe donc 4, B € R t.q.

u(x) = Asin(%) + BCOS(%) pour tout z € [0, 1].
Comme u(0) = 0, on a nécessairement B = 0. Puis, comme u # 0, on a nécessairement A # 0. Enfin,
comme u(1) = 0, on a nécessairement sin(1/v/\) = 0, ce qui donne I’existence de k € Z tel que
1/vA = kr. Comme A > 0, onadonc k € IN*, 1/\ = k*72 et u(x) = Asin(krx) pour tout z € [0, 1]
avec A # 0 (la fonction u vérifie bien Tu = Au, ce qu’on peut vérifier facilement en remarquant qu’il
suffit d’écrire la formulation faible en prenant des fonctions v dans D(]0, 1[), car D(]0, 1]) est dense dans
H;(10, 1)),

On a ainsi trouvé toutes les valeurs propres de T', VP(T) = {ﬁ, ke IN*}. La section donne alors
que o(T) \ {0} = VP(T) \ {0}. Enfin comme T n’est pas surjectif (ce qui est toujours le cas pour un
opérateur linéaire compact en dimension infinie), on a 0 € o(T') et donc o(T") = VP(T) U {0}.

18. Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), mathématicien allemand connu en particulier pour ses travaux en analyse, équations
différentielles et théorie des nombres.
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3. La question précédente nous a donné les valeurs propres de 7' mais aussi les sous espaces propres corres-

pondants. Cette question est alors une application immédiate des résultats de la section[2.2} Pour n € IN*,
on pose e, (x) = v/2sin(prz) pour tout 2 € [0, 1]. La famille {e,,, n € IN*} est une base hilbertienne de
L?(]0,1[). On a donc, pour tout f € L%(]0, 1[),

Ilf— Zcp sin(pm-)|]2 = 0, quand n — oo,
p=1

c’est-a-dire f = Y07 | ¢, sin(pm-), la convergence de la série étant a prendre dans I'espace L*(]0, 1[).
Cette série n’est pas la série de Fourier de f. En effet, la série de Fourier de f est obtenue avec les fonctions
sin(2pm-) et cos(2pm-) (p € Z ). La décomposition de f en série de Fourier correspond aussi a I’opérateur

u — u”, mais avec des conditions périodiques (u(0) = u(1) et v/(0) = «/(1)) au lieu des conditions de
Dirichlet (u(0) = u(1) = 0).

. Soit f € E. La fonction u est solution du probleme (2.67) si et seulement si T'(f — pu) = u, c’est-a-dire
T(u) + —u=—==. (2.67)

Comme 7T est compact, ce probleme a une solution si et seulement si f est orthogonal (dans F) au sous
espace propre de T" associé a (—1/p).

Ceci peut se redémontrer & partir des questions précédentes. En effet, on pose b, = (f/e,) g (la famille
{en, n € IN*} étant la base hilbertienne de £ donnée la question 3), de sorte que f = Z;ozl bne, (cette
série étant convergente dans E). On a alors aussi

+
oobn

T(f) = Z TL27T2 en;
n=1
cette série étant aussi convergente dans .
Soit u € E. On pose a,, = (u/e,) g, on a ainsi
too 2,2
1 w4+ nem
T(u)+ —u= On——— 5 €n;
H n=1 pnem

cette série étant également convergente dans E. La fonction u est donc solution de (Z.67) si et seulement si
an(p 4 n?n%) = ub,, pour tout n € IN*,

Si p # —n?7? pour tout n € IN*, il existe une et une seule solution a (2.67).

Siil existe p € IN* tel que pu = p?m2, I’équation a une solution si et seulement si b, = 0, c’est-a-dire

si et seulement si f est orthogonal (dans E) a e,. Ce qui est équivalent a dire que f est orthogonal au sous
espace propre de T" associé a la valeur propre (—1/p).

Exercice 2.3 (Premiére valeur propre de —A)
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1. Soit (ty, )nen une suite de HE () \ {0} telle que lim,, oo Q(u,,) = 1. Par homogénéité on peut supposer
que [|un || £2(q) = 1. La suite (un)nen est donc bornée dans H{ (£2) et on peut supposer (quitte 2 extraire
une sous-suite) qu’elle converge faiblement dans Hg (£2). On note u cette limite. Par le théoréme de Rellich
(théoréme [1.33) la suite (uy, ) 400 converge vers u dans L*(2) et donc [|ul|r2(q) = 1. Comme u # 0,
Q(u) > 0 (on rappelle en effet que Vu = 0 p.p. implique u = 0 p.p. car u € H}(£2)). De plus, grice a la
convergence faible dans Hg (£2) de u,, vers u et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Q)= lim Vun ) Vu(z) dz < hm VQ(up)\/Q f\/i

n—-+o0o

On en déduit que 0 < Q(u) < p et donc par définition de ;1 = inf{Q(v),v € H(2) \ {0}}, on obtient
que Q(u) =

u 1
2. Soit ¢ € D(N), p # 0. Pour 0 < t < ””Ho(ﬂ),u—i—tcp # 0 et donc Q(u + t¢) > Q(u) = pu. Onen
PllHE ()
déduit ’
Q(u)+2t/ Vu(z)-Vo(x) d$+t2/ V() Vo(z) dr < u(1+2t/ u(z)p(z) dx+t2/ o(x)? dz),
Q Q Q Q

et donc, comme Q(u) = p, en divisant par 2t et faisant ¢ — 0,

/ Vu(z) - Vo(z) de < u/ u(z)p(x) da.
Q Q

En changeant ¢ en —p,
(~Aup)o- 0010 = [ Vule) V(o) do = p [ u(e)e(o) da.

Cela signifie que —Awu (é1ément de D*(£2)) est representé par la fonction pu (élément de L%(€2)) et donc
identifié avec pu. On a bien montré que u € D(A) et Au = pu (dans L?(Q2), ce que ’on note Au = pu
p-p.)-

Montrons que p est bien la la plus petite valeur propre de A. En effet, Soit v une valeur propre de A. 1l

existe alors v € H}(Q), v # 0, tel que Av = vv. On a donc, pour tout w € D() et donc aussi (par
densité) pour tout w € H}(Q),

/QVv(x) -Vw(x) dz = l//Qv(x)w(x) dz.

En prenant w = v, ceci donne Q(v) = v et donc v > p.

3. Siw est de signe constant, ¢’est-a-dire © > 0 p.p. ou u < 0 p.p., le résultat est immédiat. On suppose donc
que u n’est pas de signe constant.
On utilise alors le lemme suivant facile a démontrer :

Lemme 2.37 Soienta, b, ¢, d C IR* .

+
bd}_b+d_ bd}

De plus les inégalités sont strictes sauf si min{ ¢, §} = max{%, E}'

min{ max{

En appliquant ce lemme avec a = [, [Vut(z)* dz, b = [, u™(2)? dz et l’equlvalent pour c et d avec
— au lieu de +, on obtient que Q(u) est entre Q(u™) et Q(u™). Comme Q(uT) < Q(u), on en déduit
Q(ut) =Q(u") = Q(u) = p. On a d’ailleurs aussi Q(|u|) = p.
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Exercice (Inégalité de Poincaré moyenne sur le bord”) Le plus facile est probablement de raisonner par
contradiction. Si C' n’existe pas, il existe une suite (u,),en de H(Q) telle que, pour tout n € IN

unllzz) = nll|Vunlllz2)-

Par homogénéité, on peut supposer |u, || 12(q) = 1. La suite (u, )nen est alors bornée dans H*(12). Elle converge
donc (aprés extraction d’une sous-suite) faiblement dans H!(£2). On note  la limite. Par le théoreme[1.34, u,, — u
dans L?(Q) et donc [|u||12(q) = 1. D’autre part Vu,, — Vu faiblement dans L? (Q)N et comme Vu, — 0 dans
LZ(Q)N on a donc Vu = 0 (dans L? (Q)N). Comme {2 est connexe, ceci prouve que u est constante, c’est-a-dire
qu’il existe a € IR tel que u = a p.p. dans € (exercice[I.4). Mais, dans ce cas, la trace de u sur OS2 est aussi égale
a a p.p. (pour la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 99), et donc 0 = [, u(x) dy(z) = [, a dy(x).
Ceci implique que a = 0, ce qui est en contradiction avec ||u|z2(q) = 1.

Exercice 2.5 (Une généralisation du théoreme de Lax-Milgram)
1. Si F estun s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert H, on a toujours H = F' & FL.D’autre part, si G C H, on
aGt =Gt
En prenant F' = Im(A), on adonc H = Im(A) © Im(A4)*.
On remarque maintenant que Im(A)+ C Ker(A*).
En effet, soit u € (ImA)~L. Onaalors, en posant f = A*u, (A*u | A*u)y = (f | A*u)g = (Af |u)g =0,
car Af € ImA. Donc, A*u = 0, ¢’est-a-dire u € Ker A*.
Comme A* est injectif, on en déduit que Im(A)* = {0} et donc Im(A) = H.
N.B. : En fait, on montrera a l’exerciceque I’on a toujours Im(A) = Ker(A*)" si A € L(H) avec H
espace de Hilbert.

2. (a) On raisonne par I’absurde. On suppose donc (quitte a extraire une sous-suite) que lim,, o ||wp ||z =
+00 et on pose W,, = wy,/||wy| g de sorte que ||w, || g = 1.
fn

[[wnl|
réme donne que w,, — 0, ce qui impossible car ||w,| g = 1 pour tout n € IN.

La suite (W, )nen est donc bornée et comme Aw,, = — 0, la deuxieéme hypothese du théo-

(b) Comme la suite (w,)nen est bornée, on peut supposer (toujours quitte a extraire une sous-suite) que
w, — w faiblement dans H quand n — +oc0.

On a alors Aw,, — Aw faiblement dans H. En effet, il suffit de remarquer que, pour tout v € H,
(Awy, [v)g = (wn | A0) g — (W] A™0) g = (Aw |v)g.

Comme Aw, = f, — f quand n — +o0, on a donc Aw = f.

Exercice 2.6/ (Probleme elliptique a coefficients non bornés)
1. (Etude de I’espace fonctionnel.)

(@) Soitu € H'(p,Q); comme p|D;u| > a|D;u] p.p., D;u € L*($2) pour tout i et donc u € H ().
On remarque aussi que

N

1
laliFys ) = llull3 + DI Diull3 < max{1, —Huli o) (2.68)
=1
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(b) 1 est clair que H'(p,) est un espace vectoriel normé et que sa norme est induite par un produit
scalaire. Il faut maintenant montrer que H*(p, 2) est complet.

Soit (ty, )neN une suite de Cauchy dans H!(p, Q). L’inégalité (2.68)) montre que la suite (u, ), e est
de Cauchy dans H!((2). Il existe donc u € H'(Q) tel que u,, — u et D;u,, — D;u (pour tout i) dans
L?(2) quand n — +o0.

Pour i € {1,...,N}, la suite (pD;u,)nen est de Cauchy dans L?(€2). 1l existe donc & € L?(Q2)
tel que pD;u, — & dans L?() quand n — +o0. Mais, quitte 2 extraire une sous-suite, on a aussi
D;u,, — D;up.p.et pD;u,, — & p.p., ce qui prouve que &; = pD;u.

Finalement, on a donc u € H(p, Q) et u,, — u dans H'(p,2) quand n — +ooc. Ce qui prouve que
H'(p, Q) est un espace de Hilbert.

2. Soit (uy, )nen une suite de Cauchy de H{ (p, 2) convergeante dans H!(p, Q). L’inégalité (2.68) montre que
la suite (uy,)nen converge aussi dans H'(2). Comme H (€2) est fermé dans H*(£2), onadonc u € H}(Q)
et donc u € H{ (p,2). On a bien montré que H} (p, 2) est un s.e.v. fermé de H'(p, Q).

3. L’espace H(p, ) est un espace de Hilbert. L’existence et 1’unicité de u solution de (Z.17)(2-18) est alors
une conséquence du théoréme de Lax-Milgram (théoreme [2.3). En effet, on définit la forme bilinéaire a et
la forme linéaire T sur Hg (p, ) par

a(u,v) = /Op(x)Vu(z) - Vo(z) dz,
Tw) = /Qh(:c)v(x) dz,

La continuité de a et 7" sont facile & montrer car (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz) a(u, v) < [[ull g (p,0) Ul 21 (p.0)
et T(v) < [[ull mp .-
La coercivité de a est une conséquence de p < « p.p. et de I’inégalité de Poincaré,

2
- 2 &
o) = [ P)Vula) - Vulw) de > il

ot C est donnée dans le lemme [2.5]

4. (Précisions...)

(a) Soit v € C°(Q) et K une partie compacte de {2 telle que ¢ = 0 dans le complémentaire de K. On a
alors pD; € L?(Q) car D; € L° () et la restriction de p? & K est intégrable. On en déduit bien
que ¢ € Hi(p, Q).

(b) On va constuire p 2 partir d’une fonction ¢ de ]0,1[ dans [1,4+o00[ mesurable (et méme continue)
intégrable sur |0, 1[ d’intégrale 1 mais de carré non intégrable sur |0, €[ pour tout & > 0 (par exemple, on
peut prendre () = 1/4/z) et d’une partie A dénombrable dense dans [0, 1] (par exemple, I’ensemble
des rationnels de [0, 1].

On indexe la partie A avec IN*, ¢’est-a-dire A = {g,, n € IN*}, et on peut ajouter que g; = 0. On
définit alors la fonction p par p(z) = Znem*(%2)w(3§ — qn)- La série ZnG]N*(%2)w<. — qp,) est
convergente dans IR, en tout point et est absolument convergente et donc convergente dans L!(]0, 1[).
On a donc p < 400 p.p.. En prenant p(x) = 1 si p(z) = +oo et p(x) = p(x) sinon, on obtient ainsi
une fonction p mesurable, bornée inférieurement par 1 et égale p.p. a p.

Soit ¢ € C2°(Q), ¢ non nulle. On va montrer maintenant que py’ ¢ L2(]0, 1]) (et donc o & Hi (p, Q).
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Comme ¢ est non nulle, il existe a €]0, 1] tel que ¢'(a) # 0. Par continuité de ¢’ il existe £ > 0 et
n > 0 tel que |¢’(z)| > n pour tout z € [a, a + 2¢[. On choisit alors n € IN* tel que ¢, € [a,a + €] et
on remarque que p(z)2¢’' (z)? > (n?/n*)v%(z — g,) pour x € [a,a + 2¢ et donc py’ & L%(]0,1]) car

a+2e £
/ Vv (z = gn) dz > / Y2 (x) dz = +oo.
a 0

Exercice[2.7] (Deux problemes elliptiques emboités)
1. Le théoreme [2.6]donne Iexistence et I'unicité de w solution de (2.20). Pour v € H}(€2), on pose alors

S(v) = /Q (M(2) + N(2))Vao(z) - Vo(z) da.

L application S est linéaire continue de H{ (2) dans IR, ¢’est donc un élément de H (). Le théoreme
[2:9)donne alors Iexistence et I'unicité de u solution de (2.19). Ce qui est bien le résultat demandg.

2. La solution w de (2.20) dépend linéairement de f. Puis, la solution u de (2.19) dépend linéairement de w.
On en déduit que u dépend linéairement de f et donc que I’application 7" est linéaire de L2(€2) dans H} (Q2)
et donc aussi linéaire de L2(£2) dans L?((2).

Si w est la solution de (Z:20), on a, en prenant v = w dans (2.20),
OCHU’H?{(%(Q) < [ fllzz@ llwllzz(@)-

En utilisant I’inégalité de Poincaré (Lemme , il existe Co, ne dépendant que de €2, tel que [|w||12(q) <
Cal|w 3 (0)- On adonc, avec C1 = Co/a,

lwll g2 @) < Cillfllz2@)- (2.69)

Comme M et N sont a coefficients dans L>°(€2), il existe § € IR+ (ne dépendant que de M et N) tel que,
pour tout ¢ € IRd,

(M + N)¢| < BI¢| p-p.-

On a donc, pour tout v € H} () et S définie dans la premiére question,
1S()| < Bllwll gy @)llvll my )
Siu = T(f), on en déduit, en prenant v = u dans (2.19),
04||U||§13(Q) < Bllwll gy o llull )
et donc, avec (2.:69) et Cy = 5C /a,
lull ) < Call fllzz()-

Ceci prouve que I’application f + u est linéaire continue de L?({2) dans H{ (£2). Comme 1’application
u +— u est compacte de Hg () dans L?(2) (théoreme [1.33), on en déduit que 7T est une une application
linéaire compacte de L?(2) dans L?(£2).
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3. On commence par remarquer que les hypotheses sur M et N imposent A > 0. Puis, si u = T(f), (2:19) et
(2:20) donnent, pour tout v € Hy (),

/ M(z)Vu(x) - Vu(z) de = / A+ DM (z)Vw(z) - Vo(z) dz = (A + 1)/ f(z)v(z) de.
Q Q Q

Ce qui donne bien que u est solution de (Z.21)) avec A = M /(XA + 1).
4. Soit f € LP(£2). On note p’ I’exposant conjugué de p, c’est-a-dire p’ = —P5. Le théoréme d’injection
de Sobolev (théoreme @) donne I’existence de C), (ne dépendant en fait que de p) tel que, pour tout
v € H(Q),onav e LP (Q) et
vl ) < Collvllmy -
Avec I'inégalité de Holder, on en déduit que I’application v — [, f(z)v(z) dz est un élément H (1) et
que

| / F(@)o() dz] < Cyll Fllpoeyllolm -

On peut alors reprendre (en les adaptant 1€gerement) les démonstrations des deux premieres questions.

Le théoreme [2.9|donne I’existence et I'unicité de w solution de (Z.20) et on a of|w| g1 (q) < Cpl|f||Lr(0)-

Puis, le théoréme [2.9] donne alors I’existence et 'unicité de u solution de (Z:19) et, avec 3 défini 2 la

question 2, on obtient

BCp
o2

ull o) < Il )

Ceci donne que I’application f +— wu est linéaire continue de L”(£2) dans H} (2). Puis, comme 1’application
u +— u est compacte de H} () dans L4(Q) pour 1 < ¢ < 400 (voir la remarque , on en déduit que
I’application f — w est une une application linéaire compacte de L? () dans L9(£2) pour 1 < ¢ < +o0.

5. La démonstration est ici trés voisine de la précédente. On a ici p = 6/5 et donc le conjugué de p est
p' =6 =2*. Soit f € L/5(Q). Le théoréme d’injection de Sobolev (théoréme donne I’existence de
C (ne dépendant de rien) tel que, pour tout v € HJ(£2),onav € L5(Q) et

[l Loy < Cllollmy@)-

Avec I'inégalité de Holder, on en déduit que I"application v — [, f(z)v(x) dx est un élément H~*(Q2) et
que

| /Q F(@)o() dal < Clfllgoraen 0] o,

Le théorémeﬁdonne Iexistence et I’unicité de w solution de (2.20) et on a af|w|| g1 () < C|| fllgo/s (-
Puis, le théoréme [2.9] donne alors I’existence et 1'unicité de w solution de (2:19) et, avec 3 défini a la
question 2, on obtient

BC
lull ) < ?Hf”LGﬁ(Q)'

Ceci donne que I’application f + wu est linéaire continue de L%/°(Q) dans H}(€2). Puis, comme 1’appli-
cation u — wu est continue de H{ (€2) dans L°((2) (théoréme et est compacte de H}(€2) dans L9(Q)
pour 1 < g < 6 = 2* (voir la remarque [T.40), on en déduit que I’application f > w est une application
linéaire continue de L%/°(Q) dans L5(Q) et linéaire compacte de L5/°(£2) dans L9(2) pour 1 < ¢ < 6.
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Exercice 2.8 (Probléme de Neumann)

1. Pour u € H*(2), on pose S(u) = [, u(x) da. L’application S est bien définie sur H'(£2) (car H*(2) C
L?(Q) C L'(Q)). Elle est linéaire. Enfin, elle est continue car

S(u) < flullproy < lullpz@An ()2 < [Jufl g Av ()3,

ol Ay () est la mesure de Lebesgue (IV-dimensionnelle) de Q2. Comme H = Ker(.S), on en déduit que H
est s.e.v. fermé de H'().

Pour tout u € H(Q2), on a || [Vu| ||%2(Q) < || |Vul ||%2(Q) + ||u||2LQ(Q) = ”u”%’l(ﬂ)' On a donc [Jul|, <
||| g1 (c2) pour tout u € H. Pour montrer que || - ||, est équivalente dans H a || - || 1 (@), il suffit donc de
montrer qu’il existe C' > 0 (ne dépendant que de €2) t.q.

llullL2(0) < Cl|ul|m pour tout u € H. (2.70)

m

(On aura alors [[u| 31 o) < (C* + 1)[ull7, pour tout u € H.)

Pour montrer (2.70)), on raisonne par I’absurde. On suppose qu’il existe une suite déléments de H, (up, )neN
telle que
lunll £2(0) > nl[tin||m pour tout n € IN.

Un
llun HLQ(SZ)
prouve que la suite (u,,)nen est bornée dans H' (). Par les théorémes de compacité vus au chapitre
(section[L.6), on en déduit que la suite (u,),emn est relativement compacte dans L2(€2). On peut supposer
(apres extraction d’une sous-suite) qu’il existe u € L*(Q) telle que u,, — u dans L?(€2), quand n — +oo.
Comme ||ty || 2() = 1 pourtoutn € IN, onaaussi ||u[[z2(q) = 1. On remarque aussi que les dérivées (par
transposition) de w,, convergent vers les dérivées de u dans D*. Or, de ||uy |/, < L on déduit Vu, — 0
dans L?(Q)". Comme la convergence L? entraine la convergence dans D*, on a donc Vu = 0. Ceci
montre que u est constante sur 2 (exercice . Comme u,, — u dans H'(f2) et que u,, € H pour tout
n € IN, on a aussi u € H et donc fQ u(x) dx = 0. On en déduit que u = 0 p.p., ce qui est impossible car

En remplagant u,, par , on peut supposer ||ty || r2(q) = 1. On a alors aussi ||ty [, < +, ce qui

[ullL2) = 1.
2. Pour v = (v1,...,on)" € L*(Q)N, on pose |[v]|p2()x = [, [v()]* dz, de sorte que L*(€2)™ muni de
cette norme est un espace de Hilbert. Pour u € H, on pose J(u) = Vu = (Dyu,..., Dyu)'. L'application

J est alors une isométrie de H (muni de la norme || - ||,,,) dans une partie de L2(Q)", notée Im(.J).

Soit v € Im(J), il existe un unique v € H t.q. v = J(u). On pose S(v) = (T, u) g1 (Q)y,H (0)- Comme
J est une isométrie et que la norme || - || 41 () est équivalente dans H a la norme || - ||,,,, ’application S
est linéaire continue de Im(.J), s.e.v. de L(Q)", dans IR. Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut donc

prolonger S en S, élément du dual topologique de L?(Q)". Par le théoréme de représentation de Riesz
dans les espaces de Hilbert, il existe alors F' € L2(Q)" telle que

S(v) = / F(z)-v(z) de.
Q
On a donc, pour tout u € H,

<T, u>(H1(Q))’,H1(Q) = / F(:E) . VU(I) dz.
Q
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On pose maintenant
1
a= W<T’ Lo) (m @)y, H (@)
(ol 1 désigne la fonction constante égale a 1 dans ().

Pour u € H(Q), on au = u — m + m (ou, plus rigoureusement, u = u — mlg + mlg p.p.) avec

1
(@) /Qu(x) dz.

Comme u —m € H et V(u—m) = Vup.p.ona (T,u) g (), m©) = Jo F(x) Vu(z) dz et donc

m =

(T w) @) = (T u=m) )@+ L) g o)y m @) = / F(z)-Vu(z) de+a / u(x) dz.
Q Q

3. (a) On suppose que u est solution de (2:23). En prenant v = 1¢, dans (2.23), on a alors
0=aln (Q) + 0.

Ce qui prouve que a = 0.

(b) On applique le théoréme de Lax-Milgram (lemme [2.3)) dans ’espace de Hilbert H (muni de la norme
|- llm) avec

a(u,v) = A A(z)Vu(z)Vo(z) dz,

et

T(v) = /QF(x) - Vo(z) de.

La continuité de a vient du fait que a; ; € L°°(§2) pour tout %, j. La coercivité de a vient de I’existence
de a > 0 donnée dans les hypotheéses sur A. Enfin, la continuité de 7" vient du fait que F' € L?(Q)".

On obtient ainsi un unique u € H t.q. (2:23) soit vrai pour tout v € H. Comme (2.23) est aussi vrai si
v est une fonction constante, on obtient aussi I’existence et Iunicité de u € H t.q. (2.23) soit vrai pour
toutv € H'(9).

(c) On prend tout d’abord v € D(12) dans (Z.23) (avec a = 0). La régularité de A, F', u et v nous permet
d’intégrer par parties (la régularité de €2 ne sert a rien pour cette étape). On obtient

/ (—div(A(z)Vu(z)) + div(F(x)))v(z) de = 0 pour tout v € D(Q).
Q
On en déduit que —div(A(z)Vu(z)) + div(F(x)) = 0 p.p. (par le lemme fondamental [T.1)) puis, par

continuité de la fonction —div(AVu) + div(F), que —div(A(z)Vu(z)) + div(F(x)) = 0 pour tout
x €.

On prend maintenant des fonctions v € C*°(Q) dans (Z:23). On peut ici aussi intégrer par parties (on
utilise ici la régularité de €2). On obtient

/aQ(A(a:)Vu(x) — F(z)) - n(z)v(x) dy(x) = 0 pour tout v € C(Q),
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ol 9N est le bord de Q et dy(z) désigne I'intégration par rapport a la mesure (N — 1)-dimensionnelle
sur 0f2.

Par une technique dite “de cartes locales”, on peut se ramener au cas du lemme fondamental (lemme
1.1) pour en déduire que (AVu — F) - n = 0 p.p. sur 92 puis partout sur 9. Mais il est plus rapide
de voir qu’il est possible de choisir v t.q. v = (AVu — F)) - n sur 0€2. On obtient ainsi directement
(AVu — F) - n = 0 sur 992.

Exercice ﬂ (Un exemple dans H'(R"))
1. Comme u, f € L _(R™), Au — u = D;f dans D*(IR"Y) signifie

/u(x)Av(x) dz — /u(m)v(ax) dz = —/f(x)@iv(m) dz pour tout v € D(RY).

(Les intégrales sont toutes sur RY)
Comme u € H'(RY), [u(z)Av(z) dz = — [ Vu(z) - Vo(z) dz pour tout v € D(IRY). On a donc
Au —u = D; f dans D*(R") si et seulement si

/Vu -Vou(x )da:+/ dx—/f )0;v(z)(z) dz pour tout v € D(RN).

Comme f € L*>(IRY) et que D(IR™) est dense dans Hl(IRN) ceci est équivalent a@229).

2. On définit I’application T" de H 1(]RN ) dans IR par T'(v) = [ f(z ) dz. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz montre que 7" est bien définie, appartient & H~ (]RN ) (dual (topologlque) de H'(IR™)) et que
1Tl - 1(1RN) < I fll2mmy-

L égalité (2.24) s’écrit (u |v) g1 g~y = T'(v). Lexistence et I'unicité de u solution de (2.24) est alors une
conséquence du théoreme de représentation de Riesz dans un espace de Hilbert.

En prenant v = u dans (2.24) on obtient ||ul| g1 (m vy < | f |l 2w )

Exercice (Norme H? sur R”)
1. On rappelle que,

lull> = llull7- + Z 1Diull7> + ZZ 1D; D[

=1 j=1

Ceci donne
N

lullZe + [ AullZs < Julfe + N2 ) IDiDiul7e < N?|ullfe.
i=1

On peut donc prendre C = 1 2

Pour montrer I’existence de 02, on va utiliser des intégrations par parties (avec des fonctions régulieres) et
la densité de D(R”) dans H?(IRY).
Pouri,j € {1,...,N} et o € D(IRY), en notant 9; la dérivée partielle dans la direction 7,

/81-8]-90(:3)81-8]-@@) dz = /8i81-<p(x)8j8jgp(x) dx
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et donc .
ZZ/(@&W@;))? da = /Aw(:v)2 dx

Par densité de D(IR"Y) dans H2(IR™) on en déduit pour tout u € H>(R™),

N
Z ID;Dul72 = || Aul|7. 271

HMZ

Pouri € {1,...,N} ety € D(R"Y) on a aussi

/ Brip(2) Do) da = / Birp(a) o) da

i/(&w( dx—/Ago dx</AsD dx+/¢( 2 da

Par densité de D(IR"Y) dans H2(IR™) on en déduit pour tout u € H>(R™),

et donc

N
D D7 < | AulFz + |[ull7a. 2.72)
=1

Avec 2.71) et (2.72), on obtient que C; = 2 convient.
2. (a) Comme u € L}, (R"™), AAu + M = f dans D*(R") signifie

/u(w)AAv(x) dz + )\/u(x)v(x) dz = (f,v)p- p pour tout v € D(R™N).
(Les intégrales sont sur RY .

Comme u € H?(RY), [u(x)AAv(z) dz = [ Au(z)Av(z) dz pour tout v € D(IRY). On a donc
AAu + \u = f dans D*(IRY) si et seulement si

/Au(x)Av(m) dz + )\/u(w)v(m) dz = (f,v)p- p pour tout v € D(RN).

Comme f € H-2(R") et que D(IR™) est dense dans H2(IR™), ceci est équivalent a (Z.23).
(b) On définit sur H2(IR™) le produit scalaire (- | -) par

(u]v)s = /Au(x)Av(x) dac—i—)\/u 2)o(z) de

La question |1/ montre que ce produit scalaire est équivalent au produit scalaire usuel de H?> (IRN ).
L existence et I'unicité de u solution de (2:23) est alors une conséquence du théoréme de représentation
de Riesz dans un espace de Hilbert.
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Exercice (Modélisation d’un probléme de contact)

1. (Recherche d’une formulation faible) On suppose que u est solution classique de (2.26)-(2.29).
On a bien stir u(z) = 0 pour tout 2 € 9B.
Soit v € C?(Q,R) telle que v, € C?*(Q4), v, € C*(Q-) etv(z) = 0 pour tout z € dB. En
multipliant par v(x) et en intégrant sur €2, des intégrations par parties donnent

u(z) - Vu(zx) dz @x oz, 07) de — @x “u(x,07) dr = r)v(z) dx
[ Vula) - Vola) do+ [ 070,09 do = [ S 07007 de = [ f@)ote) do.

En utilisant (2.28)),(2.29), on obtient bien que u vérifie (2.30).

Réciproquement, on suppose maintenant que v vérifie (2.30).
En prenant v € C*° (€24 ) (que I’on prolonge par 0 hors de €2.) on obtient en intégrant par parties

- Au(x)v(x) doe = f(@)v(x) dz
Q, o,

et donc, comme v est arbitraire, —Au(z) = f(x) pour tout z € Q. Un raisonnement analogue donne
—Au(x) = f(x) pour tout z € Q_ et donc (par continuité) —Au(z) = f(x) pour tout z € Q.
On prend maintenant w € C?(I) que I’on prolonge par 0 hors de I et on définit v sur 2 en posant

v(a,y) = w(z)((1 - 2y)*)’siy >0,
v(z,y) =0siy <O0.

Cette fonction v est acceptable dans (2.30). Elle donne, en intégrant par parties, comme —Au(z) = f(x)
pour tout x € 2,

0
— a—Z(w,OJr)w(x) dx + /g(x)(u(x, 0") — u(x,07))w(z) da.
I I
Comme w est abitraire dans C2 (1), ceci donne ‘g—;j(x, 0%) = g(x)(u(z,0") — u(x,07)) pour tout = € I.
Un raisonnement analogue donne g—;‘(x, 07) = g(x)(u(x,0%) — u(z,07)) pour tout z € I. On a bien

montré que u est solution classique de (2.26)-(2:29).

2. (Traces et espace fonctionnel) On note D = {z € B, 1 < |z| < 2}, de sorte que D C 2. Comme D est
a frontiere lipschitzienne, le théoréme donne I’existence de I’opérateur + linéaire continu de H!(D)
dans L2 (D) prolongeant la notion de trace classique. L’ opérateur 7 qui a u (appartenant a2 (D)) associe
la restriction de y(u) a2 OB est donc linéaire continu de H'(D) dans L?(0B). Pour u € H'(Q) on définit
7o(u) comme I’image par 7 de la restriction de u a D (qui est bien un élément de H(D).

Comme € est a frontiere lipschitzienne, le théoreéme [I.29] donne I’existence de I’opérateur ~y linéaire
continu de H*(€) dans L?(92) prolongeant la notion de trace classique. Pour u € H'({2), on définit
7Y+ (u) comme la restriction a I de (v ay ). On définit y_ de maniére analogue.

3. (Coerci(ti)vité)
11 suffit de montrer qu’il existe C'tel que ||ul[ 220, ) < C|||Vul||z2(q,) pour tout u € H
La preuve probablement la plus rapide consiste a raisonner par I’absurde et a utiliser le théoreme[I.34] pour
H'(Q,) (et H(2_)). On suppose donc qu’il existe une suite (uy,),en de H telle que

unllrzoyy > nlllVunlll2,)-

111



2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Par homogénéité, on peut supposer que ||uy,|[z2(q,) = 1 et on a donc limy, oo |[|[Vun |20,y = 0. La
suite (U, )nen est donc bornée dns H' () (plus exactement, il s’agit de la suite des restrictions a Q.
des u,,). On peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que u,, — u faiblement dans H* (€2, ) (quand
n — —+o00) et le théorémedonne u, — wdans L?(€) et donc [|u|[z2(0,) = 1. Comme Vu,, — 0
dans L?(2,)~, Vu = 0 p.p. et la fonction u est donc constante (exercice et u, — udans H'(Q,).
Mail la trace de u,, sur le bord de €24 est nulle (car u est dans H), I’opérateur trace étant continu de
H'(Q) dans L?(99 ) on en déduit que la trace de u sur le bord de 2 est nulle et donc u est la fonction
nulle (u = 0 p.p. pour étre plus précis), en contradiction avec [|ul[z2(q,) = 1.

Bien siir, un raisonnement analogue peut se faire avec {2_.

4. (Existence et unicité de solutions faibles) L’espace H est un espace de Hilbert (avec le produit scalaire de
H'(£2)). On définit a de H x H dans IR par

a(u) = [ Vuta) - Vo(o)do+ [ gla)ryu(e) —7-u@)ola) ~-0(a) do.
I

La forme a est bilinéaire symétrique continue (grace a la continuité des opérateurs v et y_ de H dans
L2(I)). La question [3| montre qu’elle définit un produit scalaire sur H équivalent au produit scalaire de
H'Y(Q) car a(u,u) > [, Vu(z) - Vu(z) dz.
D’autre part, I'application v — [, f(z)v(z) dz appartient 2 H' (car f € L*()).
Le théoreme de représentation de Riesz dans un Hilbert (voir par exemple [20] théoréme 6.56) donne alors
I’existence et I'unicité de u solution de 2.31).

5. En prenant v = uy, dans (2:31), en remarquant que [, f(z)un(z)dz < || fllz2(o)|lul L2() et en utilisant
la question 3| on montre que la suite (uy, ) e est bornée dans H(Q) et que qu’il existe C telle que, pour
tout n € IN.

/ (Y tn(x) — y_un(2))? dz < C. (2.73)
Q

Quitte 2 extraire une sous-suite, on peut donc supposer que u,, — u faiblement dans H'(2) et donc aussi
faiblement dans H*(2) et H*(€2_) (plus précisément il s’agit de la convergence des restrictions des 1, &
Q4 et Q_. Les opérateurs .. étant continus de H'(Q.) dans L?(I), on a aussi 7+ u,, w7 u faiblement dans
L2(I) car un opérateur continu entre deux espaces de Banach transforme une suite faiblement convergente
en suite faiblement convergente, voir a ce sujet ’exercice [.22] En fait, ici, on pourrait méme montrer la
convergence de la suite (Y4, )new dans L2(1).) L'inégalité donne que v u,(x) — y_un(z) = 0
dans L2(I) et donc v u = y_u p.p. sur I.

En prenant ¢ € D({) arbitraire, une intégration par parties (téoréme sur 24 et Q_ donne alors que
u € HY(B) et Diu = Diuy, . p.p.sur Q4. Comme you = 0 p.p. sur OB, finalement u € HY(B).

On prend maintenant v € H}(B) dans (2.31), on obtient que u est solution du probléme
u € Hy(B),

/ Vu(z)Vo(z) de = /f(x)v(m) dz pour tout v € Hy (B).
Q

Comme la solution de ce probleme est unique (théoréme (2.6)), un raisonnement par 1’absurde classique
permet de montrer que u,, — u faiblement dans H!(£2) sans extraction de sous-suite.

Exercice (De Fourier a Dirichlet)
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1. Voici des définitions possibles .
La fonction u est solution “classique” de 2.32) si u € C? (ﬂ, R) et vérifie —Au(x) + u(z) = f(z)
pour tout x € IRf et —A1u(0,y) + ou(0,y) = g(y) pour tout y € RV,
La fonction w est solution “faible” de (Z32) si u € H'(IRY) et vérifie, pour tout v € H'(RY),

J.

ol -y est I’opérateur trace, linéaire continu de H'(IR%) dans L?(IR" "), dont I’existence est donnée par
le théoreme [[.27]

2. On définit a de H'(IRY)? dans R et T de H'(IRY) dans IR par

a(u,v)z/lRf

Tw)= [ f)o()de - / o(w)ro(y) dy.

N N—
RY RN -1

(Vu(x)-Vo(z)+u(z)v(r)) de+ / oyu(y)yv(y) dy = f(z)v(r) dr— / g(y)yv(y) dy,

N N— N N —
+ RN-1 RY RN-1

(Vule) - V@) + ulpo) do+ [ avuly)ri) dy

La forme a définit un produit scalaire sur H 1(IRf ) équivalent au produit scalaire usuel (car o > 0 et 7y
continu de H*(IRY) dans L2(RN1)).

L application T appartient 3 H'(IRY)’ (car f € L>(RY), g € L2 (R ") et 7y continu de H'(RY) dans
2 (IRN -1 ))

Le théoreme de représentation de Riesz dans un Hilbert (voir par exemple [20] théoréme 6.56) donne alors
I’existence et I'unicité de u solution faible de (2.32).

Comme a(u,u) > ||u||H1(]R$), il est utile pour la suite de remarquer que ||u||H1(]R$) < HT||H1(IR$),.

3. On note u la solution faible de (2.32)), ¢’est-a-dire u solution de
ue H'(RY),

/IR (Vu(z) - Vu(z) + u(x)v(x)) dz + / oyu(y)yv(y) dy = f(x)v(z) d=. (2.74)

y RN RY
Pour montrer que H> (]R_IX ), on utilise la méthode donnée dans la preuve du théoreme m

Comme cela a été vu a la question précédente, pour tout T € H* (]Rf )', il existe un et un seul wr solution
de
wr € HY(RY) (2.75)

/]R (Vwr(z) - Vu(z) + wr(z)v(z)) de + / oywr(y)yv(y) dy = T'(v), (2.76)

1 RN—I
et ||wT||H1(1Rf) < HTHHl(]Rf)"

Soit n € IN*, on prend pour T I'application v — [ v n(f(z1, 32 + L) — f(z)) dz (o 21 et x sont les
+

deux composantes de x, c’est seulement pour ne pas alourdir les notations que 1’on se limite ici a N = 2).

La solution de (2.73)-(2-76) est alors la fonction wy = n(u(w1,z2 + +) — u(x)).
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Une adaptation immédiate du lemme (ot H}(RY) peut étre remplacé par H'(RY) et D(RY)
par C°(IRY) qui est dense dans H'(IRY')) montre que ||T||H1(IRQ’)' < ||f||L2(1Rf) et donc, pour tout
n € IN*, .

In(u(@y, 22 + =) = w@))l @y < 1flle2my)-

On pose ¢, = n(u(z1, 22 + =) — u(x)). La suite (¢,,)new+ est bornée dans H'(RY). On peut donc
supposer, quitte a extraire une sous-suite, qu’elle converge faiblement dans H 1(IRf ). On note 9 cette
limite faible.

Par ailleurs a preuve du lemme donne v,, — Dsu dans D*(IRf ) quand 7 — +00. On en déduit
que Dou = 1) € Hl(]Rf) et donc D1 Dsyu € LQ(]Rf) et DoDou € LQ(]R_IX). Pour conclure, il ne
reste plus qu’a montrer que Dy Dyu € LQ(IRf ). Pour cela, on utilise I’équation satisfaite par u. En effet,
celle ci donne —Au + v = f dans 'D*(IRf), et donc D1Diu = u — f — Dy Dou ce qui prouve que
Dy Dyu € L?(RY). Finalement, on a bien montré que u € H2(IRY).

4. La suite (u,)nen est bornée dans H'(IRY) (car ||un||H1(]R$) < ||fHL2(]R$)). On peut donc supposer,
quitte & extraire une sous-suite, qu’elle converge faiblement dans H'* (IRJJ\: ). On note u cette limite faible.

En prenant v = wu,, dans (2.74) (avec u = u,, et o = n), on remarque que yu,, — 0 dans L2(IRN _1) quand
n — 400. Or yu,, — ~u au moins faiblement dans LZ(IRN _1) (un opérateur continu entre deux espaces
de Banach transforme une suite faiblement convergente en suite faiblement convergente, voir 1’exercice
. On a donc yu = 0, c’est-a-dire u € Kery = H} (]Rf) (remarque 1.28).

En prenant maintenant v € H¢ (IRY) dans 2-74) (avec u = u,, et & = n) en faisant n — 00, on obtient

() ) = [ Sa)(e) do.

Ceci prouve que u est solution faible de (2:33). Cette solution est unique (par exemple parce que f = 0
p.p. implique v = 0 p.p.). Cette unicité nous permet (par contradiction) d’affirmer que u,, — u faiblement
dans H'! (]Rf ), quand n — 400, sans extraction de sous-suite.

Il reste a prouver que u,, — u dans H'(IRY'), quand n — +o00. La convergence faible dans /' (IR %) nous
donne (u | u)Hl(]Rf) < liminfy,— 400 (un | un)Hl(]Rﬁ) (voir remarque . Mais, on remarque aussi que,
pour tout n € IN,

(un [un) iy < (f [un)r2my)

et donc

I:Lfgil;g(un | un) g ry) < ngffoo(f lun)p2ary) = (f W) 2y = (w]w)gmy).-

On en déduit que (uy, | uy) g (RY) = (u]u) (rY) quand 7 — +00, ce qui est suffisant pour affirmer que

U, — udans H* (]Ri\_’), quand n — 00, car, en utilisant encore que u,, — u faiblement dans H'! (]Rf),

(tn, — | up — U>H1(IR$) = (up | U;n)Hl(IR{'\f) + 2(up, | u)Hl(Rﬁ) + (u| U)Hl(mf) — 0 quand n — +o0.

Exercice[2.13 (Equation de Schrédinger)
1. Conditions de Dirichlet -
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(a) Pour u, v € V, on note uj, us les composantes de u et vy, vo les composantes de v. Ces notations
seront conservées dans la suite.

On définit un produit scalaire sur V' par
(u]v)y = / Vuy(z) - Vo (z) do +/ Vug(z) - Vua(z) da.
Q Q

Gréce a I’inégalité de Poincaré (lemme [2.5)), I’application u, v — (u|v)y est bien un produit scalaire
sur V et ’espace V' muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.
Pour u, v € V, on définit a et T par

a(u,v) = (u|v)y —4—/Qu2(x)vl(x) dx — /Qul(x)vg(x) dz
T(v) = /Qfl(x)vl(x) d.’E+/Qf2((E)?)2(£C) dz.

Grace encore a ’inégalité de Poincaré, la forme a est bilinéaire continue (de V' x V dans R) et T €
V. De plus, a est coercive car a(u,u) = (u|u)y (noter que a n’est pas symétrique). On peut donc
appliquer le théoréme de Lax-Milgram (théoreme 2.3)), il donne I’existence et I'unicité de v € V tel
que a(u,v) = T'(v) pour tout v € V et donc I’existence et I'unicité de u solution du probleme (2:36)
(car a(u,v) = T'(v) pour tout v € V si et seulement si u est solution de (2:36)).

(b) Soit u la solution (2.36). Comme uy, us € L?(£), le théoréme de régularité donne uq, uy €
H?(Q).
La premiere équation de (2:34) donne alors, pour tout ¢ € D(S2),

- / Auy(x)p(r) dz = —(Au, ©)ps(0),pQ) = / Vui(z) - Ve(z) dz
Q Q

~— [ @@ dot [ fila)p) .

On en déduit par le lemme|[I.T|que la premiére équation de (2.34) est satisfaite p.p. sur Q. Un raisonne-
ment analogue donne que la deuxieéme équation de (2.34) est satisfaite p.p. sur .

Réciproquement, si uy, ug € H2({2) et que les équations (2:34) sont satisfaites p.p. sur €, les équations
([2:36)) sont satisfaites pour tout ¢ € D(2) et donc, par densité, pour tout p € Hi (). Si on ajoute que
u1, ug € Hy(£2), on obtient que u est solution de (2.36).

Comme la solution de (2:36)) est unique, ceci termine la question.

(c) On montre par récurrence sur m que u1, ug € H>™ (). En effet, la question précédente montre que w7,
ug € H?(Q). Puis si uy, uz € H*™(Q), le théoréme de régularité donne uy, uy € H*™2(Q) =
H2(m+D(Q) (car (—ug + f1) et (uy + f2) appartiennent a H>™(12)).

(d) L’application f ~— u solution de (2.36) est continue de L%(Q) x L?(f2) dans V' (en remarquant que
|ull?, = a(u,u) = T(u) avec les notations de la question [lal Puis ’application u + u de V dans
L2(92) x L*(Q) est compacte (par le théoreme . Par composition, on en déduit que L application
J + u solution de (2.36) est compacte de L?(£2) x L*(Q) dans L?(Q) x L?*(9).

2. Conditions aux limites de Neumann -
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(a)

(b)

(©

On prend ici W = H(Q) x H'(2) qu’on lui munit du produit scalaire induit par H'(2), c’est-a-
dire défini par
(u|v)w = (ur |v1) g1 + (u2 | v2) 51(0)-
Muni de ce produit scalaire, ’espace W est un espace de Hilbert.
Pour u, v € W, on définit a et T" par

a(u,v) = /Q(Vul(x) - Vor(z) + (ua(x) + %ul (x))vi(x)) dz
+ / (Vua(e) - Vos(a) + (-un(a) — s (@)ea()) dar,
Q
Tw)=[| filx)vi(z)dz+ [ fo(x)ve(x) da.
Q Q

Ici encore la forme a est bilinéaire continue (de W x W dans IR) et T' € W'. De plus, a est coercive
car a(u,u) > (L)(u|u)w. On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram (théoréme [2.3), qui
donne Iexistence et I"unicité de v € W tel que a(u,v) = T'(v) pour tout v € W et donc I’existence et
I'unicité de u solution du probleme (2:39).

Dans la premiere équation de (2.39)), on prend ¢ = ué"). Dans la deuxieme équation de (2.39)), on prend
0= —ug"). En additionnant les équations obtenues et en utilisant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient

{220y + [0S 122 ) = /S A (x)ud™ () da — ) fo(x)ul™ (z) da.

S 2 + 2l 2 1ud™ 22 @)

IN

[f1ll 2 llu

1 n n
5 Il + sl + 1ol + ™ Zae))-

IN

On en déduit I’inégalité demandée.

Les suites (u{")pen+ et (ud)nen+ sont donc bornées dans L2(€2). En prenant maintenant ¢ = u'™

dans la premiére équation de 239 et ¢ = ué”) dans la deuxiéme équation de (2.39) on en déduit une

borne dans L2(€2) des suites (|Vul™ |)nen et (|Vud™|)nen+ et done que les suites (ul™)nene et

(uén))nelN* sont bornées dans HI(Q)

Plus précisément,

™ 12 0 + 165”12 ) < 201£1122 ) + 1F2l22(0)- Q.77)

Comme les suites (a@)nem* et (ugn))nem* sont bornées dans H'({2), on peut supposer, quitte a

extraire une sous-suite, qu’elles convergent faiblement dans H 1 (). On note u1, us les limites faibles
dans H'(€2) de ces sous-suites. En passant  la limite quand n — +oo dans les équations de (2:39)
(n)
1

(écrites avec u; ~ et uén)) on obtient que u1, uy sont solutions de (2:39) avec 0 au lieu de < (noter pour

cela que les suites (u!™),cn+ sont bornées dans L2(€)).

Comme on a raisonné avec une extraction de sous-suite, I’unicité de la solution de (2.39) avec 0 au
lieu de % ne découle par du raisonnement précédent. Elle est toutefois facile & montrer car si on a deux
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solutions de (2.39) avec 0 au lieu de % (et les mémes f; et f5) leur différence, encore notée uy, us,
. . 1 _ _ " L .

est solution de (2.39) avec 0 au lieu de et fi = fo = 0p.p.. Dans la premiere équation de (239),

on prend alors ¢ = us. Dans la deuxieme équation de (2.39), on prend ¢ = —wu;. En additionnant les

équations obtenues on en déduit que u; = us = 0 p.p.. Ceci prouve bien I'unicité demandée.

On note enfin que (2.77) donne, en passant a la limite inférieure quand n — +o0,
lua 31 0y + luallFra) < 201 A7) + I1F201720)- (2.78)

(d) Soit u la solution @) avec 0 au lieu de % Comme us, ug € LQ(Q), le théoreme de régularité [2.16
valable avec H'(Q) au lieu de H{ () donne uj, ups € H?(Q). Le raisonnement de la question [Ib]
donne alors que les équations (2.34) sont satisfaites p.p. sur 2.

En prenant maintenant ¢ € H'(Q) dans (Z:39), le théoréme d’intégration par parties donne

/ Vu;(z) - n(z)v(x) dz = 0 pour tout v € H%(aﬁ) eti=2,2, (2.79)
a0

ol n est le vecteur normal a OS2 et extérieur.

Pour i = 1 ou 2, la fonction Vu;(z) - n(z) appartient H2 (9) car u; € HZ2()). On peut donc
prendre v = Hz(9Q) dans (2.79), et on obtient Vu,(z) - n(z) = 0 p.p. sur HQ (pour la mesure de
lebesgue N — 1-dimensionnelle). Les équations (2.37) sont satisfaites p.p. (pour la mesure de lebesgue
N — 1-dimensionnelle) sur 0f2.

Réciproquement, on suppose que u1, uz € H2(Q), que les équations (2.34) sont satisfaites p.p. sur
Q et que les équations (2:37) sont satisfaites p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle)
sur OS2 (avec I’opérateur trace). Il suffit alors d’utilser le théoréme d’intégration par parties [I.30] pour
montrer que u = (u1,uz) est solution (2:39) avec 0 au lieu de 1. Comme cette solution est unique, ceci
termine la question.

N.B. Si f1, fo € C*(£), on peut montrer aussi que uy, us € C°°(£2).

(e) La preuve est identique a celle de la question [Id] Grace a I'estimation (2.78)), I’application f — u
solution de (2:39) (avec 0 au lieu de 1) est continue de L?(€2) x LQ(Q) dans W. Puis I’application
u + u de W dans L?(Q) x L?(Q2) est compacte (par le theoreme . Par composition, on en déduit
que "application f ~ u solution de (2:39) (avec 0 au lieu de 1) est compacte de L*(Q) x L?() dans
L?(Q) x L*(Q).
3. Conditions au limites mixtes
La méthode suggérée par les questions précédentes consiste a introduire le probleme faible suivant :

U EH&(Q), U EHl(Q)
/Vu1 )dx—|—/ dx—/fl x) dz, Yo € Hy(9Q),

/QVUQ(Q:).W(;E) dx+/ﬂ(%uz(z)7u1( ckh/f2 ) da, Vo € HY(Q).

On montre que ce probléme faible a une et une seule solution. On montre des estimations indépendantes
de n sur le couple (ug,us) solution dans HE(Q) x H' (). Ces estimations permettent de passer a limite
quand n — 400 pour avoir une solution du probleme désiré. Il est ensuite possible ensuite de montrer la
régularité de la solution obtenue et finalement la compacité de I’opérateur obtenu de L?() x L?(£2) dans
lui méme.
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Exerc1ce-(Inegallte de Trudinger-Moser et L' (\/In(L')) C H~1, N = 2) Partie I, décomposition dans
H;(©)

1. Pour 1 < s < 2, ¢'(s) = —s + 2. Il est alors facile de voir que ¢ € C(IR,IR) et donc que ), €
C'(R,IR) pour k € IN*. Pour [s| < k, px(s) = s et ¢}(s) = 1. On en déduit que, pour tout s € IR,
limy o0 @r(s) = s et limy_o0 @} (s) = 1. Pour k < |s| < 2k, 0 < @) (s) = ¢'(£) = —[3]| +2 < let
[or(s)] < |s]. Pour |s| > 2k} (s) = 0 < et |px(s)] = 5 < |s].

2. Par le lemme[2.23] on a ¢y (u) € HJ(S2) pour tout k € N*. Par la question précédente, |y (u)| < |u| p.p.
pour tout k € N* et que @ (u) — u p.p. quand k& — oco. De plus, pour tout i € {1,..., N}, |D;pr(u)| =
|o),(u)Dyu| < |Dyul p.p. et Dygr(u) — D;u p.p. quand k — oo. Le théoréme de convergence dominée
donne alors que ¢y (u) — u dans Hg () quand k — oo.

3. Soientu € H} () ete > 0.La questiondonne Iexistence de k > 0 tel que [Ju — ¢ (u)|| g1 (o) < e 1l
suffit alors de prendre u; = @y, (u) et ug = u — @ (u). on abien u; € L>®(Q) car |u1| < (3/2)k p.p..

Partie II, Inégalité de Trudinger-Moser

1. On rappelle que H}(IR?) = H'(IR?) = W'2(IR?). La définition (T.30) du corrigé de I’exercice
donne, pour N = 2, ¢ > 2etu € HA(IR?),

[ ull Laqmz)y < Da,gllull 1y (=) pour tout u € Hg(R?),

avec Dy g = (1 + QqC’;p + Qq)%, Cop = oy etq = 252 On adoncp = —, Ca,p = % et donc
Dsy < (3max{1, 240511,2‘1})% <301+ 2(%)(%+%> +2).

Comme (%)(5+%) = (%)%(%)% et que limqﬁoo(%)% = 1, on en déduit I’existence de D € R, vérifiant

240).

En prolongeant u par 0 hors de €2, I'inégalité (2.40) donne (2:41)) si ¢ > 2. Puis pour ¢ < 2, I'inéga-
1 1

lité de Holder généralisée donne que [|ul|pq(r2) < A2(2)7 2 ||lu| L2 (r2) pour avoir I'existence de C' ne

dépendant que de Q2 vérfiant (Z.4T).

2. Pour xz € (),
2n

n
ou(x)? _ g U(Z )
e = g — Q0
n!
n€N
et donc, avec le théoreme de convergence monotone et la question [T}

n

ou? n g n,n
€7 Ny @) = A2(2 Z |u||L2"(Q) < A(Q2 Z CV )2 < Ao () + 25(202) n'".

n>1 n>1 ! n>1

Soit a,, = Z7(2C?)"n™ de sorte que

An1 :E2C’2(n+1)n+1 _ 202n+1(n+1)

Ay n nm n n

On a donc limy,, oo 24 = 52eC?.
mn

On choisit o tel que 0 < o0 < 1/(2¢C?) eton pose a = X2(Q) + 3,5, o (2C%)npn

On obtient alors ||e”“2 |1 () < a. On note o cette valeur de o.
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3. On utilise pour cette question les nombres oy et a trouvés a la question 2]
Soito > 0et1 < p < 400. On choisit ¢ > 0 tel que (22)ze = 1.

go

Soit u € Hg (), u # 0. La partie I donne 1’existence de u; et us tels que u; € L>(Q) et uzll i) < e
On a donc, comme u? < 2u? + 2u3 p.p., avec A > 0 tel que e2Poul < App.,
P’ < 2Poul o 2pous < Ae0 0 U5 p-p..
Le choix de £ donne ||(%)%u2||Hé(Q) = (%")% [uzl g () < 1. On en déduit que e € LP(Q) et
e oo < (Aa)?.
Partie I1I, sur la résolution du probléeme de Dirichlet
1. Soit 5 € IR etsoients,t € IR’

2
Si st > Bty/|Int|, on aalors s > B+/]Int| et donc s> > (2|Int| et donc e#® > el > et — ¢ On
2

obtient ainsi st < se#?. On a bien montré que

2
st < max{St\/|Int|, ses” }.

et donc )
st < Bt/|Int| + se”.

$2
On choisit maintenant 3 > 0 tel que o > 1//32. On a alors %66772 — 400 lorsque s — +00, et il existe
2

donc v > 0 tel que e’ > ses? pour s > 7.
On obtient alors, pour tout s, € IR,

Bty/TInt] + e si s >,

st < Bty/|Int| + se”* < :
ytsis <7,

si bien que finalement, pour tous s, € IR,

st < e+t + Bty/[Int].

2. Soit u € H{ () tel que |ull 2@y < 1. On choisit o = oo > 0 trouvé a la questionde la partie II et
£ > 0,7 > 0 trouvés a la question [T} La question[I]donne

[ful < e 441 f| + B[V [ £]] p-p-

On en déduit (avec a trouvé a la question [2|de la partie IT) que fu € L'(Q) et

Ifullre) < a+ Al fllzr @) + BIFVIn (DIl @) = M.

Par linéarité, on a donc, pour tout u € H}(Q), fu € LY(Q) et || full 1 (o) < M [ul| g1 (- Ce qui prouve
que I'application T : u — [, f(z)u(z) dz est un élément de H~*(€2).
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3. Comme T € H~1(Q),le théorémedonne I’existence et 1'unicité de u € H{ () tel que

/ VuVo dz = (T, u) g-1(q),11(0) = / fu da pour tout v € Hy (). (2.80)
Q Q

En prenant v € D*(Q) dans (2.80) ceci montre que —Awu = f dans D*(Q).
Réciproquement si u € H{ () est tel que —Au = f dans D*(Q2). On a 2.80) pour tout v € D*(Q) et
donc par densité u est la solution de (2.80).

Partie IV, contre-exemple

1. On choisit une fonction ¢ € C2°(Bas) positive et telle que ¢ = 1 sur B (I'existence d’une telle fonction
est un résultat classique par régularisation, voir par exemple [20, paragraphe 8.1.2]) que 1’on prolonge par
0 de sorte que ¢ € C'°(2). La fonction u = vy appartient a u € H}(Q).

2. On choisit f sous la forme f(z) = m pour x € B(0,6) et f = 0 hors de B(0, ). Pour que
f € LY(Q) il suffit que o > 1.

@)W | @) = s (2ol — ala(=In(ja))"

On a donc f(In|f])? € L' () sia — @ > 1, c’est-a-dire @ > 1 + . Enfin, on choisit u construit 2 la
question |1|avec  €]0, 3| (pour avoir u € H{(12)).

fx)u(z) = W pour x € Bs.

et donc fu ¢ LY(Q) si a —~ < 1. 11 suffit donc de choisir ¥ = « — 1, ce qui possible en prenant
1+6<a<3/2.0nabien f € LY(Q), f(In|f])? € L' (Q) et fu ¢ L*(Q) pour certains u € H} ().

3. On choisit la fonction f construite a la question précédente. On suppose que —Awu = f dans D*(£2) avec
u € HH Q).
Comme u € H}(Q), ona —Au € H™(Q), c’est-a-dire que 1’élément de D*(2) noté —Awu se prolonge
en application linéaire continue sur H}(€2). Ceci est impossible car on a construit a la question précédente
une fonction v dans H} (1) telle que fv ¢ L1(1).
Un moyen simple de voir cette impossibilité est d’utiliser le fait que les fonctions f et v sont positives sur
B(0,6). On considere alors v, = min{v,n} de sorte que v,, € H}(Q) et [vnllz1 ) < V]| (@) Comme
fun € L1(R), le fait que —Au € H~1(Q) (avec u € H(Q)) donnerait, en admettant que

/ f’l)n dz = (—Au, UTL>H_1(Q)7H3(Q) (281)
Q

ce qu’on démontre ci-apres, 1’existence de C' tel que
| Fon do < Cloallgiey < Cllllnga
Q

Par convergence monotone on en déduirait fv € L(£2) ce qui est faux.

Démontrons maintenant 1’égalité¢ Z.81). Comme v, € L>(Q) N H (L), il existe une suite (¢p)pen
bornée dans L>°(12) d’éléments de C2°(12) telle que ¢, — v, dans H(£2) quand p — +00. On obtient

Jo fondae = (=Au,vn) g1 (0, 11 (o) en faisant p — +oo dans I'égalité [, fo, dz = (—Au, ) g-1(0),m11 ()
(avec le théoreme de convergence dominée pour le terme de gauche et la convergence de ¢, vers v,, dans
HL(Q) pour le terme de droite).
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Exercice (Décomposition de Hodge) L’exercice (corrigé) donne I’existence d’une fonction u € H'(Q)
telle que

/ Vu(z) - Vo(z) de = / f(z) - Vo(z)dz, Yo e H(Q).

Q Q

On peut aussi ajouter la condition fQ u(z) de = 0 et on a alors existence et unicité de u (voir I’exercice .
On pose alors ¢ = f — Vu. Les fonctions u et g vérifient les conditions demandées.

On suppose maintenant que g € C*(Q) et que Q = (]0,1[)¥. On a
/ g(x) - Vio(z) dz = 0 pour tout ¢ € H*(Q).
Q

On raisonne comme dans l’exercice En prenant € C2°(12), le lemme fondamental (lemme nous permet
de montrer que div(g) = 0 partout dans Q. Puis, en prenant ¢ € C*(Q), une intégration par parties (plutdt plus
facile que dans 1’exercice [2.8)) donne

/ g(z) - n(z)p(z) dy(z) = 0 pour tout p € C1(Q).
a0

De cette égalité, on déduit que g - n = O p.p. sur Of2.

Ceci peut se démontrer si N = 2 de la maniere suivante : dvy(xz) = dz; ou dzs, selon les parties de 92 (avec
x = (z1,22)"). Avec g = (g1, g2)*, on en déduit que g1 (z) = 0 partout sur {0} x [0, 1]U{1} x [0,1] et g2(z) = 0
partout sur [0, 1] x {0} U [0,1] x {1}. (Ce qui donne bien g - n = 0 p.p. sur 9S2.)

La généralisation au cas N > 1 ne pose pas de difficulté.

Exercice (Probleme de Stokes, vitesse)

1. Onpose V = H} (Q)N et on définit un produit scalaire sur V' par

(u|v)y = Z/QVuz(x) - Vu;(z) de.

(Avec u = (ug,...,un)t,v=(vy,...,o5)%)
Gréce a I'inégalité de Poincaré (Lemme [2.3), I’application u, v — (u|v)y est bien un produit scalaire sur
V et V (avec ce produit scalaire) est un espace de Hilbert.

L’espace H est fermé dans V' (par exemple parce que ’application v — divu est continue de V' dans
L?(Q)). L’espace H (avec le méme produit scalaire) est donc aussi un espace de Hilbert.

Pour v € H, on pose T'(v) = [, f(x) - v(z) dz. Grice encore a I'inégalité de Poincaré, T € H'. Le
probleme ([2.43) s’écrit alors

u € H,
(u]v)y =T (v) pour toutv € H.

On peut donc appliquer le théoréme de représentation de Riesz (voir par exemple [20, Théoréeme 6.56] ), il
donne I’existence et I’unicité de u € V solution de (2.42).
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2. On conserve dans les corrigés suivants les notations du corrigé de la question précédente.
On commence par remarquer que le probleme (2.43). est équivalent a

uev,
(u]v)y + n/ div u(z)dive(z) dz = / f(z) - v(z) da pour tout v € V.
Q Q

On définit la forme a par a(u,v) = (u|v)g + [, divu(z)divv(z) dz. La forme a définie su V un produit
scalaire sur V' équivalent au produit scalaire de la premiere question. On peut donc, une nouvelle fois,
appliquer le théoreme de représentation de Riesz, il donne 1’existence et ’unicité de v € V solution de
(2.43).

3. Onprend v = u(™ dans (Z.43) et on utilise Iinégalité de Cauchy-Schwarz,

W™ [u™)y < @™ |u™) g4n /

(@ivu® (@) de = | f@)u @) de < 30l .
=1

Avec I’inégalité de Poincaré (lemme on déduit que la suite (u(™), e est bornée dans V' puis que la
suite (/72 div u(™), ey est bornée dans L?(1).

4, La suite (u(”) )nen est bornée dans V, on peut supposer, apres extraction d’une sous-suite, qu’elle converge
faiblement dans V. On note u cette limite faible.
En prenant v € H, de sorte que divv = 0 p.p.,

(u™ |v)y = / f(x) - v(z) da pour tout v € V.
Q
Quand n — 400, on obtient
(u]v)y = / f(z) - v(x) da pour tout v € V.
Q

La fonction u appartient & V' et vérifie I’équation demandée dans (2.42). Il reste a vérifier que v € H,
ce qui vrai car divu(™ — divu au moins faiblement dans L?(€2) mais divu(™ — 0 dans L?(Q) (car
la suite (y/ndivu(™),cn est bornée dans L?(R)) et donc divu = 0 p.p., ce qui prouve que u € H.
La fonction u est donc solution de (2.42). L'unicité de la solution de(2:42) permet alors d’affirmer que
u(™ — y faiblement dans V' quand n — 400, sans extraction de sous-suite.

Exercice[2.17 (Conditions aux limites de Wentzel)

1. Lespace H}\ (0, 2m) est fermé dans H' (]0, 27[) (par exemple parce que Iapplication u — w est continue de
H'(]0, 27[) dans C([0, 27], IR) muni de la norme de la convergence uniforme). L’espace H} (0, 27) (avec
le produit scalaire de H'(]0, 27[)) est donc un espace de Hilbert.

2. Lapplication (u,v) +— (u|v) g est clairement un produit scalaire sur H (elle est bilinéaire symétrique et
a(u,w) > 0 si u est non nulle). Il reste & montrer que H est complet avec ce produit scalaire.
Soit (u)new une suite de Cauchy dans H. La suite (u,)nen est donc de Cauchy dans H'(B) et la
suite (7(un))n € IN est de Cauchy dans H} (0, 27). Il existe donc u € H'(B) et g € H,(0,2n) tels que
u, — udans H'(B) et (u,) — g dans H}}(0,2m) quand n — +oc0. Comme u,, — u dans H'(B) on a
aussi ¥(u,,) — J(u) dans L*(]0, 27[). On en déduit que ¥(u) = g p.p. et donc u € H. Finalement, comme
u, — u dans H(B) et (u,) — ¥(u) quand n — +o0, on a bien u,, — u dans H. L’espace H est bien
complet.
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1. Le probleme sécrit, en posant T'(v) = [, f( ) dz + f i(9)(0)7(y(v))(6)do,

uec H
(u|v)g = T(v) pour tout v € H.

L’application T appartient 2 H’. En effet,
[ @) del < 1l ol e
2m
\/0 7(9)(0)3(v(v))(0)db] < llgllz2(om) [V (V)l| L2 (o8)-

Ceci montre, avec la continuité de 1’opérateur v de H'(B) dans L?(9B), que Tappartient a H'.
Le théoréme de représentation de Riesz (voir par exemple [20] théoreme 6.56) donne I’existence et 1’unicité

de u solution de (2.46)-(2-47).

Il est 1nteressant de remarquer, pour la questlonl que I’application (£, g) — (u,~(u) (avec u solution de
) envoie un bomé de L?(B) x L*(9B) dans un borné de H'(B) x H (0, 2).

2. Pouru veHonposeau v) = [z Vu(z)-Vo(z) de+ ((u) [ F(v ) H1(0,27)- Leprobléme
(sans “uv” dans la lere intégrale de (2.47)) sécrit alors, avec la méme appl1cat10n T que dans a uest10n

précédente,

ueH
a(u,v) = T(v) pour toutv € H.

Pour montrer I"existence et 1'unicité de u solution de (2:46)-(2.47) (sans “uv™) il suffit donc (avec le théo-
reme de représentation de Riesz) de montrer que la forme bilinéaire a définit sur H un produit scalaire
équivalent au produit scalaire (- |-)g. Il est immédiat que a(u,u) < (u|u)y. I suffit donc de montrer
qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout v € H, a(u,u) > c(u|u)g

On montre ’existence de ¢ par contradiction. Si ¢ n’existe pas, il existe, pour tout n € IN*, u,, € H tel que

a(Up, Up) < %(un | wn,) g (2.82)

Noter que u,, # 0 (car a(u,u) > 0 pour tout u € H). Par un argument d’homogénéité, on peut supposer
que ||un ||z = 1. La suite (uy,)nen est donc bornée dans H'(B) et la suite (5(uy,))nen est bornée dans
H 1(0 27). On peut donc aussi supposer, aprés extraction d’une sous-suite, qu’il existe v € H'(B) et
h € H}(0,2m) tels que u,, — u faiblement dans H'(B) et 7(uy,) — h faiblement dans H} (0, 27) quand
n — +oo.

Comme  est continu de H'(B) dans L?*(dB), la convergence faible de u,, vers u dans H'(B) donne
() — 7(u) faiblement dans L?(9B) (voir par exemple I’exercice . Comme j est une isométrie, on
a aussi (quand n — +00) ¥(u,) — ¥(u) faiblement dans L?(0B) et donc h = Fu p.p.. Enfin, on a aussi
(par exemple avec 1’exercice D;u,, — D;u faiblement dans LQ(B) pouri =1, 2.

On remarque maintenant que (uy, |u,)y = 1, 'inégalité 2.82) donne donc D;u,, — 0 (pour i = 1, 2)
dans L*(B) et 5(un) — 0 dans H}(0,27) quand n — +oc (on en déduit en partlcuher h=%u)=0
p-p.).- On adonc Vu = 0 p.p. et il existe donc b € IR tel que u = b p.p. (exercme . ceci donne y(u) = b
et y(u) = b p.p. et donc u = 0 p.p..
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Pour conclure, on rappelle que la convergence faible de u,, vers u dans H'(B) donne la convergence dans
L?(B) (théoreme [1.34) et donc u,, — 0 dans L?(B). Mais, on sait déja que D;u,, — 0 (pour i = 1, 2)
dans L?(B) et donc u,, — 0 dans H'(B), ce qui est impossible car |[u,|z = 1 et

lunllZ = llunllz sy + 17 (un)ll 22 0,20) — 0 quand n — o0

On a bien montré que la forme bilinéaire a définit sur I un produit scalaire équivalent au produit scalaire
(-] ) g et donc I’existence et 1"unicité de u solution de (2.46])-(2.47) (sans “uv”).

Ici aussi on peut remarquer que I’application (f, g) — (u,y(u) (avec u solution de (2.46)-(2.47) sans “uv™)
envoie un bomé de L?(B) x L?(9B) dans un borné de H'(B) x H} (0, 27).

3. On suppose que u est solution au sens classique. Soit v € C%(B, IR). On pose o(r, #) = u(r cos f, rsin §).
On multiplie (2:44) par v et on intégre par parties sur B, on obtient

T u _ ou . , B
/BVu(z)'Vv(z) dz+/B u(z)v(z) dzf/o (%(COS 6,sin 0) cos 0+8—y(cos 0,sin ) sin 6)df = /B f(z)v(z) dz,

c’est-a-dire

2T aa

/BVu(z)~Vv(z) dz+/Bu(z)v(z) a:- [ E(l,@)@(l,@)d@z/f}f(z)v(z) dz.

En utilisant (Z.43) et une intégration par parties, on obtient

27 aﬂ 817 27 ~ ~
/BVu(z)-Vv(z) dz—i—/Bu(z)v(z) dz + ; %(1,9)%(1,9)d9+/0 u(1,0)v(1,0)do

27
_ / F)o(z) dz + / g(cos 6, sin 0)5(1, 0)df.
B 0

Comme @(1,0) = (u)(0) et v(1,0) = ¥(u)(0), ceci donne exactement 1’équation pour v €
C2(B,R).
La densité de C%(B,IR) dans H permet de conclure que u est 1’'unique solution de (2.46)-(2.47).

Réciproquement, on suppose maintenant que u est I’'unique solution de (2:46)-(2.47).

Le fait que soit vérifiée pour tout v € D(B) donne (comme u € C*(B,IR)) que u vérifie (2.44)
pour tout (z,y) € B.

On prend maintenant dans v € C?(B,R). Des intégrations parties (sur B et sur |0, 27[) permettent
de montrer (comme u € C?(B,IR) et u vérifie (2:44))

27 — 2 — 2

0 0

/ %1, 0)0(1,0) = L2 (1,0) + a(1,0))5(1, 6)do :/ g(cos 0, sin 0)5(1, 6)do.
o Or 002 0

On peut prendre pour fonction § — ©(1, 8) la restriction a [0, 2] d’une fonction arbitraire de IR dans IR,

de classe C? et 2m—périodique. Le choix de telles fonctions est suffisant pour en déduire que u vérifie

(2:43)) pour tout (z,y) € OB.

4. La linéarité de T est imédiate. La compacité de T est due au fait que I’application (f, g) — (u,v(u)) (u
solution de -) envoie un bomé de L?(B) x L?(9B) dans un borné de H' (B) x H,}(0, 2m) puis
que I"application (u, v) — (u,v) envoie (par le théoréme|1.34) un borné de H'(B) x H}(0, 2r) dans une
partie relativement relativement compacte de L?(B) x L*(0B).
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Enfin, soient u la solution de (2.46)-(2.47) associée a (f, g) et v la solution de (2.46)-(2.47) associée a
(p, 1) au lieu de (f, g). On remarque que, comme 7'(f, g) = (u,y(u)), avec u solution de (2.46)-(2.47)

2
o= [ 10 d+ [ @O0 = ((F,9)| v 1) 12y <r20m)
B 0
= ((f,9) | T(,¥))L2(B)xL2(8B)-
Puis, comme T'(ip, 1) = (v,7(v)), avec v solution de ([2.46)-(2.47) avec (i, 1)) au lieu de (f, g),

27
me:Lw@M@M+A W) O)F(1(w)(0)d6 = ((10,) | s 1(u)) 1208y w2208
= ((p,¥) | T(f,9))L2(B)xL2(0B)-

Ce qui montre bien que 7" = T™.
Exercice (Probléme de Stokes, vitesse et pression)

Partie I, existence et unicité de u

Soit (u,p) est une solution classique de (2.48). On remarque tout d’abord que v € H. Puis, pour v € H, on
multiplie la premiere équation de (2:48) par v et on integre sur 2. Les fonctions u et v sont suffisamment régulieres
pour intégrer par parties et obtient ainsi I’équation (2:30). Ceci montre que u est alors solution de (2:50).

1. Lapplication div qui a u € H(Q)" associe divu est linéaire continue de HZ ()" dans L2(). Comme
H = Ker div, on en déduit que H est un s.e.v. fermé de H (Q)N

2. 1l suffit ici d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram, lemme [2.3] (ou le théoréme de Riesz dans les espaces
de Hilbert) en remarquant que H est un espace de Hilbert (H est muni de la norme naturelle de H} (Q)N),
avec a et T' définis par

a(u,v) = Z /Q Vui(z) - Vi (z) de, et T(v) = /Qf(ac) -o(z) da.

3. Pour v € H,onadiv(v) = 0 p.p. dans Q et donc [, pdiv(v) dz = 0. On en déduit que u est solution de
(2:30). Par la question précédente, la fonction (vectorielle) u est donc 1'unique solution de (2:50).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

1. Soit u € KerA (on a donc Au = 0). Pour v € ImA*, il existe g € F'tel que v = A*g, on a donc
(vlu)p = (A%glu)p = (9|Au)F = 0.
Ce qui montre que u € (ImA*)%. On a donc KerA C (ImA*)+.
Réciproquement, soit u € (ImA*)L. On a alors, en posant f = Au,
(AulAu)p = (f|Au)p = (A" flu)p =0,
car A* f € ImA*. Donc, Au = 0, ¢’est-a-dire u € KerA. Ceci donne (ImA*)+ C KerA.

Finalement, on a bien montré que (ImA*)+ = KerA.
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2. Si F' estun s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert H, on a toujours H = F' @ F+. D’autre part, si G C H, on
aGt =Gt

Si F est un s.e.v. d’un espace de Hilbert H, on a donc

H=F@F!t et H=Fta(FhHt

Ceci permet de prouver que (F+)+ = F.

On applique ici ce résutat avec ' = ImA*, on obtient (avec la question précédente)

TmA* = ((ImA*)H)t = (Kerd)=,.

Partie II1, Existence et unicité partielle de p

1. (a)

(b)

(©)

Soitv € E.Ona
(A*pp|v)E = (Pn]AV)F = / prpdiv(v) dz,
Q

et
(A*qn|v)E = (gn|Av)F = / gndiv(v) dz = / prdiv(v) dz — an/ div(v) dz.
Q Q Q

Comme v € H{ (Q)N, on a (en intégrant par parties) [, div(v) dz = 0 et donc

(A*polv)E = (A*qn|v) 5 pour tout v € HE ()Y

Ceci montre bien que A*p,, = A*q,.

Par le lemme , il existe v, € Hg (Q)N t.q.div(vn) = g, p-p-dans Qet |[vn || g2 )y < Cllgnllr2(@)-
On obtient alors

(A galon)e = [ anivien) do = [ & do= ol
Q Q
La question précédente donne A*p,, = A*g,. On a donc

lgnll% = (A*pulvn)E < 1A pullBllvnllz < CllA™Pall2llgnll7,

et donc
lgnllF < CllA™pyll &

L’hypothese de convergence de A*p,, donne que la suite (A*p,, ) e est bornée (dans E). On en déduit
que la suite (¢, )nen est bornée dans F.

Comme la suite (¢, )nen est bornée dans I’espace de Hilbert F', on peut supposer, aprés extraction
éventuelle d’une sous-suite, que cette suite converge faiblement dans F'. Il existe donc ¢ € F' tq.
qn — q faiblement dans F', quand n — +o00. On va montrer que v = A*q.

Soitw € E, On alim, 4o (qn]|Aw) r = (q|Aw) p. Mais
(gn]Aw)F = (A% qn|w)p = (A" pnlw)E.
Comme A*p,, — v dans E, on a donc aussi lim,, ; 4 o (¢, | Aw) p = (v|w) g. On obtient donc
(¢|Aw)F = (v|w) g pour tout w € E.

Ceci donne (A*q|w) g = (v|w) g pour tout w € F, et donc v = A*q. On a bien montré que v € ImA*.
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2. La question précédente montre que ImA* est fermé (dans E). Avec la partie II, on a donc (KerA)* =
Im(A*). On a déja vu que KerA = H. On adonc H+ = Im(A*).

3. () Ona (ulv)p = [, fvdaz = (Tf|v)g pour tout v € H. Ceci signifie bien que u — Ty € H~* et donc
que u — Ty € ImA*.

(b) Comme u—Ty € ImA*,ilexistep € F = L*(Q) t.q.u—Ty = A*p. On a donc pour tout v € H&(Q)N,

(ulo) = | fode = (w=Tylo)e = (A"plo)e = (lAv)r = [ pdivto) do.

Ce qui signifie bien que (u, p) est solution de (2.49).

4. On a déja montré a la question 3 de la partie I que u; = ug = u ot u est I'unique solution de (2.50).

On obtient alors que [, p1div(v) dz = [, padiv(v) dz pour toutv € Hy ()™ . Enprenantv = (vy, ..., vn)"
avec v1 € D(2) et v; = 0 pour ¢ > 2, on en déduit que D;(p1 — p2) = 0 (dans D*). De maniere analogue
ona D;(py —p2) = Opourtouti € {1,..., N}. Ceci permet d’affirmer qu’il existe « € R t.q. p1 —p2 = a
p.p. (voir I’exercice [T.4).

Exercice (Continuité séquentielle de L>-faible dans H})

1. En prenant v = u,, dans (2.31) (avec f,, et u,, au lieu de f et u), on obtient
ollunllZs ) < I fnllzao llunllzai@) < [l fallza) Collunllm @),

ou Cq est donné par I’inégalité de Poincaré. On a donc, pour tout n € IN,
Ca
||Un||H01(Q) < ?sélnl\)](nfp\\m(ﬂ)) = M < +o0,

la suite (f,,)nen étant bornée dans L2(€2).
2. Siu, # u faiblement dans H}(Q), il existe € > 0,1 € H () et une sous-suite, encore notée (uy, )nemN,
t.q.
[(¥, un — w) g—1(0),H1 ()| > € pour toutn € IN. (2.83)
Apres une nouvelle extraction éventuelle, on peut supposer que u,, — 1 faiblement dans H3 ().
Soitv € H}(Q2). Ona

AVu, -Vvdx = | fyvdz,
Q Q

/AVE-Vvdx:/fvdm.
Q Q

On en déduit que u = u, ce qui est en contradiction avec (2.83)).

On a donc bien montré que u,, — u faiblement dans H}(Q) et, par le théoreme de Rellich, que u,, — u
dans L?(2).

et donc, quand n — oo,

/ AVu,, - Vu, dz = / fntty, dz — / fudx = /AVu - Vu dz,
Q Q Q

car u,, — u dans L?(Q) et f,, — f faiblement dans L?(2).
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4. Ona

/QA(Vuanu)(Vuanu) dx:/

AVu,-Vu, dacf/
Q

AVunoVuf/
Q

AVU-VunJr/ AVu-Vudz.
Q

Q

Les quatre termes de droite de cette égalité tendent vers fQ Vu - Vu dz quand n — +o00. Le terme de
gauche (qui est positif) tend donc vers 0. Ceci donne «||u,, — qu{&(Q) — 0 (quand n — +00) et donc,
quand n — 400,

u, —u dans H}(Q).

Remarque sur la topologie faible : L’application f +— u (ol u est solution de (2.51))) est donc séquentiellement
continue de L?(Q)-faible dans H{ (€2), ¢’est-a-dire qu’elle transforme les suites faiblement convergentes de L?(12)
en suites convergentes de H (). Elle est donc aussi séquentiellement continue de L*(()-faible dans L?(12) .
Aprés avoir défini la topologie faible de L?(2) (ce qui n’est pas fait dans ce livre), on peut toutefois remarquer que
cette application n’est pas continue de L?(£2)-faible (c’est-a-dire L?(2) muni de la topologie faible) dans L?(2)
(c’est-a-dire L?(£2) muni de la topologie associée a sa norme).

Exercice (liminaire a I’exercice [2.21) En prenant 2 = 0 dans (2.32), on obtient lim ¢(y) = 0. Il existe
y—»00
donc ay tel que p(ag) < 1.

On définit maintenant, par récurrence, une suite (ay)reN par

C 1\" 1
Apt1 — G 9k T 9k+1
. 1
on a alors, par récurrence, @(ay) < .

[\~

En effet pour k£ = 0 on a bien p(ag) < 1.

Puis, pour k& > 0, si ¢(ay) < ona

27’

C 5 c 1 1

1) € — = o) < — 2 =
90( k+1) = Qpi1 — an 90( k) = Qg1 — an kB ok+1

On montre maintenant que limy_, o, ax < co. Pour cela, on remarque que

2k 1 .
ag+1 — A = 20276 = QCW = 2Cb" avec b = 2,6—1 .
On a donc
k—1 (') 20
= 200° < 2C b = —_—
ag a0+p;) < ap+ pZ::O a0+1—b’

carb = 25%1 < lcar 8 > 1.On prend donc a = ag + et on a, comme ¢ est décroissante,

1-0
0 < p(a) < p(ay) pour tout k € IN,

et donc
1

0 <yla) < 5% pour tout k£ € IN.

Ce qui donne p(a) = 0.
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Exercice (Solutions bornées d’un probléme elliptique)
1. Pour u,v € H}(Q) on pose

a(u,v):/AVUondx et T(v):/F~Vvdx.
Q Q

Comme cela a été vu dans ce chapitre, la forme a est une forme bilinéaire continue coercive sur Hg (£2).
Puis, pour v € H}(Q), on a

T(v) < /Q [F'- Vol dz < [[|Fl[z2@) IIVlllz2 @) = II1F |2 @) V] #2p 0)-

On en déduit que T € (H}(2))’ et donc qu’il existe une et une seule solution u de (2.53).
2. En prenant v = S (u) dans (2:53) on obtient

a|||V(Sk(u))||%2(Q) =« Vu-Vudr = F-Vudx
Ay Ag

< EM L2 a1V Sk ()]l 22 )

<Nl zr @) (AN (Ar)) 2 2 [V (Sk(w)] | 2 )

2
car/ |F|2dx < (/ |F|”dx> )\N(Ak)l_%.On obtient ainsi
Ay Q

al[[V(Sk(u)ll2(@) < IF[llr@)An (Ar)2 7.
3. Pour h > k,ona|Sk(u)| > (h — k) sur Ap. On a donc

L
x

< ([ 1stolas)”

< CLIV Skl 10

*"“

(h—k)(AN(AR))T

< 01/ VS (w)] da < C1[IIV Sk ()] 2y A (Ar) E.
Ak

Avec la question 2, on obtient

1 C _1
(h = E)(ANn(ApR))T < ;1\\|F|||Lp)\N(Ak)1 v,

et donc, avec Cz = EL(||F||| 1o ()

N 1

(h — k)An(Ap) ™ < Cadn(Ap)' 7.

N—-1

4. Pour k € R4, on pose p(k) = (An(Ax)) ¥ .Onaalors, pour h >k >0,

N p—1

(h=k)p(h) < Cop(k)~—T 7.
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N p-—1
0] = —"—.
n pose 3 N-1 p
N p-—1
On remarque que 3 > 1 car p > N (en effet, on a N_1 o >1< Np— N> Np—p).
- p
On peut alors appliquer I’exercice 2.20} il donne I’existence de a € IR 4 t.q. ¢(a) = 0 et donc ||u| (o) <
a.

5. On suppose tout d’abord que ||| F'||| »(q) = 1, ce qui donne, avec les notations des questions précédentes,
Ci
Oy = =L,
a
On reprend alors le corrigé de 1’exercice Le choix de ag est tel que ¢(agp) < 1. Comme

1 N-—-1 -1
P(0) < Ay (@)F g = F

etCy = Cl/a,

il suffit donc de prendre ag t.q.
—1
CiAN ()T

aa

<1

p—1

CiAn(Q) 7
«

D
On peut donc choisir ag = - On aalors [|ul| L) < aavec

+ 202 + Cl 2
a=ag+-—7=a +———.
1-0 al-— gﬁ%l
C 2
On a donc [|ul| <o) < Cs, avec C3 = ao + 71171.
— 5
On remarque bien que C'3 ne dépend que de €2, « et p (noter que IV est implicitement dans §2).

On peut maintenant supposer que F est quelconque dans L?(2)™V (la fonction u est toujours la solution de
(2.53)). Pour v > 0 la fonction u/~ est solution de (2.53)) avec F'/~ au lieu de F. Si |||F||| (o) > 0, en
choisissant v = ||| F||| »(q) (de sorte que ||| F/7|||L»(q) = 1) on a donc ||u/7||<C3 ce qui donne

llull L~y < Csl[|F|llLr()-
(Noter aussi que I’inégalité est évidente si ||| F||| » () = 0.)

Exercice (Solutions bornées d’un probléme elliptique, suite)

1. Les théoréemes d’injection de Sobolev (théoreme [1.38)) donnent I’existence de C, ne dépendant que de 2
(et g, ¢ < 400, si N = 2) tel que, pour tout u € Hg (£2),

SiN =2, [[v]|pia) < Cllvllg@)-

2N
. .
SIN >2, |[v]lper ) < Clvllmy ), 2" = N_2
En prenant ¢ = p—f 7, c’est-a-dire ¢ = —1\2,]_\’ 5 si IV > 2, on obtient avec I'inégalité de Holder,

/Qf(x)v(x) dz < || fller@ vl La) < Clfllzr@)llvll ), pour toutv € Hg ().

Ceci montre que 'application f — [, f(2)v(z) dz est un élément de H~*({2) et donc, par le théoréme
2.9] qu’il existe une et une seule solution u de (2.54).
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2N . s 2 . 5e .
2. Pour N > 2,ona N/2 > ]\z,—fz etdonc f € L~N+2(Q). la question précédente montre aussi qu’il existe une
unique solution u de (2.54)).

L'inégalité de Holder donne avec ¢ = £ et donc ¢ < N/(N —2) (¢ < +oosi N = 2) puis I'injection
de Sobolev de W,"" dans L4(£2) avec 7* = g et donc r < =

/ﬂ F@)o(@) de < ||l oo 0l ae) < O on@ 1ol

On note maintenant G = {Vv, v € W,""(Q)} et on considere Iapplication Vv - Jo f(z)v(x) da. Cette

application est bien définie car un élément de VVO1 ""(Q) est entierement determiné par son gradient (voir
la remarque Cette application est linéaire continue avec la norme de L"(2)". On peut la prolonger
par le théoréme de Hahn-Banach en une application linéaire continue notée 7" sur tout L" ()™ Par Iiso-
morphisme naturel entre L"(Q) et L™ (Q), avec 7' = r/(r — 1) > N, il existe donc F € (L™ )N tel
que

/Qf(m)v(x) dz = /QF(x) -Vo(z) dz,

pour tout v € W,""(2) et donc aussi pour tout v € Wy**(€2) car r < 2.
On est ainsi ramené a I’exercice[2.21]

N.B. Remarques complémentaires :

1. Pour trouver par exemple la premiére composante de F', on considére 1’application continue de L"(2) dans
IR définie par w — (w,0,...,0) — T(w,0,...,0) et on utilise I'isomorpisme entre L" ()" et L™ (12).

2. La fin du raisonnement présenté dans cette question se généralise facilement. Elle permet de montrer que
si 2 est un ouvert borné de RY (N > 1etl < g < +o0, une application linéaire 7' de Wol’q(Q) dans
IR est continue (c’est donc un élément de W, 4(Q)’) si et seulement si il existe F € (LP)N, p = q(q — 1)
(p=o00siq=1)tel que

T(g) = /F(x) - Vg(x) dz pour tout g € W, ().
(Noter que ceci revient a dire que T = —divF dans D*(£2).)

Exercice (Diffusion évanescente et convection) Partie I

1. Soit u,, € D(R) t.q. u,, — u dans H}(2). On a donc, quand n — +o00, u,, — u dans L?(Q) et O;u,, —
D;u dans L?(Q) pour tout i € {1,..., N}. (On rappelle que d;u,, désigne la dérivée partielle classique de
U, par rapport a sa ¢-eme variable.) On peut aussi supposer (apres extraction éventuelle d’une sous-suite)
que u, — u p.p. et qu’il existe F' € L?(Q) t.q. |u,,| < F pour tout n € IN. On en déduit, par convergence
dominée, que u2 — u? dans L(£2) (quand n — +00).

Soit p € D(Q) eti € {1,...,N}, onaalors
(D;(u?), ©) D (Q),D(Q) = —/ u?jp dz = — lim u? 0;p du. (2.84)
Q

n—-+oo Q

Comme u,, et ¢ appartiennent a D(£2), on a, en intégrant par parties
/ ui@icp dz = —2/ U Oy, d.
Q Q
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Comme u,, — u dans L%(Q) et d;u, — D;u dans L*(Q), on a u,,0;u,, — uD;u dans L*(£2) et donc
(comme ¢ € L>®(Q),

lim YU O Uy, dr = / pud;u dz.
Q Q

n—-+o0o
En revenant a (2.84), on en déduit que

(Di(02) ¢} @000 = — |

u?0;p da = 2/ puD;u dx.
Q Q

Ce qui prouve bien que D;(u?) = 2uD;u p.p. (les dérivées par transposition de u et u? sont en fait des
dérivées faibles et donc identifiées a des fonctions).

La démonstration précédente donne aussi que u2 — u? dans L'(Q) et 9;(u2) = 2u,0;u,, — 2uD;u =
Dil(zlﬂ) dans L(€). On a donc u2 — u? dans W11(€2), ce qui donne, comme u,, € D(Q), que u? €
Wy ().

2. Soit p € Wy (). il existe une suite (¢, )nen d’éléments de D() t.q. ¢, — @ dans W1 (Q). Comme
div(w) = 0 dans D*(2), on a, pour tout n € IN

N
0 = (div(w), <Pn>D*(Q),D(Q) = - Z /Q w;O03pp da.
=1

Comme 9;p, — D;p dans L' (Q2) (et que w € L>=(Q)"), on en déduit, quand n — +o0,

N
Z/ w; D dx =0,
i=17%

c’est-a-dire [, w(x) - Vip(z) dz = 0.
3. On utilise le résulat de la question précédente avec p = u? et le fait que D;(u?) = 2uD;u, on obtient

N
O:/w~V(u2)dx:Z/QwiuDiudaﬁ:2/uw~Vudx.
Q — Ja Q

Partie 11

1. On suppose que u est solution de (2.53)) et on pose & = u — G. On a alors u € H'(Q2) et, comme 7 est un
opérateur linéaire, v(u) = y(u) —v(G) = g — g = 0 (dans L?(99)), ce qui prouve que & € H{ (). Puis,
siv € Hg(9), en remplagant u par 7 + G dans (2.53), on montre bien que % est solution de (2.56).

Réciproquement, on suppose que % est solution de (2.56). On pose alors « = % + G, on a bien u € H'(Q)
et y(u) = v(@) +v(G) = 0+ g = g (dans L?(90Q)). Puis, si v € H}({2), en remplagant T par u — G dans
, on montre bien que u est solution de (2.53).

On a bien ainsi montré I’équivalence désirée.

2. En utilisant la théoréme de Lax-Milgram (théoréme [2.3) on va montrer que (2.56) admet une et une seule
solution (grace a la question précédente, on en déduit que (2.53)) admet une et une seule solution).

Le probleme (2.56) peut s’écrire
TeH, (2.852)
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a(u,v) = T(v) pour toutv € H, (2.85b)
avec H = H} (),

a(u,v) = /Q aViu(x) - Vou(z) dz + /Qﬂ(x)w(a:) -Vou(z) dz

et
T(v) = /Qf(x)v(:v) dr — /QaVG(m) -Vo(z) dz — /QG(x)w(x) -Vo(z) da.

L’espace H est bien un espace de Hilbert (avec sa norme naturelle). L’application 7" est bien linéaire de
dans IR et, en utilisant 1’inégalité de Holder, on voit que 7T est continue (on utilise ici le fait que f € L2(2),
G € H'(Q)etw € L>®(Q)N). Lapplication @ est bien bilinéaire de H x H dans R et continue (grice
encore au fait que w € L (Q)V).

Pour montrer la coercivité de a, on utilise la question 3 de la partie I, elle donne, pour tout v € H,

a(u,u) = /QaVu(x) -Vu(z) dz + /Q u(z)w(z) - Vu(z) de = /QaVu(x) -Vu(z) dz = al|ul| g1 ()

Comme a > 0, on en déduit bien que @ est coercive. On peut donc appliquer le lemme 2.3] il donne
I’existence et 1'unicité de @ solution de (2:36). Grace a la question précédente, on en déduit I’existence et
I’unicité de u solution de (2:53).

Petite précision : Noter que la non unicité de G n’est pas un probleme pour I’unicité de de la solution de
(233). En effet, on fixe G et on note u I'unique solution de (2:56). Si u est solution de (2.33), u — G est
solution de (2:36) et donc u = u + G. La fonction @ + G est donc I'unique solution de (2:53). En fait, la
fonction w dépend du choix de G mais la fonction @ + G ne dépend pas de G.

3. Il sufffit de prendre v = u dans (2.33)). Avec la question 3 de la partie I on obtient
allulye = [ Fau(o) da.
Q

4. Comme (u—>b)* € H} (), on peut prendre v = (u—b)™ dans (2.53), on obtient, en utilisant V (u—b)* =
1yspVupp.et f <0p.p.,

/ aVu(z) - Vu(z) dz + / w(@)w(z) - V(u— byt (z) dz = / F@)u— b)) de < 0. (2.86)
u>b Q Q

On remarque maintenant que [, _, aVu(z)-Vu(z) dz = [, aV(u—0)"-V(u—b)* = al/(u—b)*| g1 (q)
et que

/Qu(x)w(:v)-V(u—b)Jr(x) dx:/

Q

= /Q(u(x) —b)tw(x) V(u—b)"(z)dz + b/ w(x) - V(u—b)" () da.

Q

(u(z) —b)w(z)-V(u—0)T(z) dx—l—b/ﬂw(m)-V(u—b)Jr(x) dz

La question 3 de la partie I donne [, (u(x) — b)*w(z) - V(u — b)T(z) dz = 0. D’autre part, comme
div(w) = 0 dans D*(2), on a [, w- Ve da = 0 pour tout ¢ € D(Q). Par densité de D(£2) dans H{ ()
on a aussi (on utilise ici seulement le fait que w € L*(Q)") [, w - Ve dz = 0 pour tout ¢ € H}(R) et
donc, en particulier pour ¢ = (u — b)™. On en déduit que

/ w(@)w(z) - V(u— byt (z) dz = 0.
Q
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Revenant a (Z.86), on obtient finalement al|(u — b)*[|g1(q) < 0 etdonc (u —b)™ = 0 p.p., c’est-a-dire
u < b p.p. dans 2.

Remarque : On suppose maintenant g = 0 et on note u la solution de (2.55)). La démonstration précédente
montre donc que v < 0 p.p. dans 2 si f < 0 p.p. dans 2. Si maintenant on suppose f > 0 On remarque
que (—u) est la solution de (2.53) avec (—f) au lieu de f. On a donc (—u) < 0 p.p., ¢’est-a-dire u > 0
p-p..

Partie I1I

1. Le fait que u,, > 0 p.p. dans {2 est une conséquence directe de la remarque a la fin de la démonstration de
la question 4 de la partie II.

2. La fonction u,, vérfie
Un € Hé (Q)a

1 1
- /Q Vuy(x) - Vo(z) de — /Qun(z)Dlv(x) dz = /Qf(:c)v(x) dz, Yv € Hy(2).

On pose i, = u, + (1 (de sorte que Vii,, = Vu, + 5(1,0)?). Les formules d’intégration par parties dans
H(Q) (théoreme|1.30) donnent que, pour une fonction v € H} (), on a

/Dlvdx:O, /levdx:—/valwd:r:—/vdx.
Q Q Q Q

On en déduit que la fonction ,, est solution de
U, € H(Q), v(un) = By (dans L*(09)),
1
ﬁ/ Vi, (x) - Vo(z) de — / tp(2)Dyv(z) doe = / (f(z) + Bv(x) dz, Yv € HY(Q).
Q Q

Q

On choisit f = —|| f|| (). Onaalors f + 3 < 0 p.p. dans Q et By < 0 sur 9. On peut donc appliquer
la question 4 de la partie 2, elle donne @,, < 0 p.p. dans 2 et donc u,, < || f]|z () p-p- dans Q. Avec la

question précédente, ceci donne 0 < uy, < || f||z(q) p.p. dans Q2. On peut donc choisir C1 = || f|| ()

3. La question 3 de la partie II donne

1 2
ﬁ”u"”Hé(Q) < /qun dz.

Comme (avec C donné a la question précédente) [, fun dz < An () [|un ool fllooe < AN(Q)C1| f]loo-
on a donc

13 ) < nAN(Q)C1 ] flloo-

On peut donc prendre Cy = /AN (Q)C1||f ]| co-

4. Soit n € IN*. La fonction u,, est la solution faible de —Awu,, = f — Diu,. Comme (Q est convexe et que
f — Dyuy, € L3(Q) (car u,, € Hi(Q)), la remarque donne que u € H?().

5. Comme u,, € C*(Q) et que u,, = 0 sur 2, on a, pour tout z2 €0, 1],

8un . un(x17x2)
20, 25) = lim —mtbT2
81‘1 ( ,.’ﬂz) mlgr(lfr T
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La question 1 de la partie III donne que w,, (1, 22) > 0 pour tout (z1, z2) € 2 (comme u,, est continue, le
fait que u,, > 0 p.p. dans €2 implique que u,, > 0 partout dans €2). On en déduit que ?)uTT(O’ x2) > 0 pour
tout z2 €]0, 1.

Les trois autres propriétés demandées se montrent de maniere analogue.

6. La question 2 de la partie III donne que la suite (4, )nen est borné dans L>°(€2). Il existe donc une sous-
suite de la suite (uy,)neN, encore notée (uy,)nenN, et il existe u € L>=(Q) t.q. u,, — u +-faiblement dans
L>(Q2) quand n — +o0.

En prenant ¢ = 1,0, on remarque que fQ Upp dxr > 0 (car u, > 0 p.p.) et donc fQ up dr > 0,
c’est-a-dire

/ u(z) dz > 0.
u<0
Ceci donne bien v > 0 p.p..
7. Soit o € D(Q). Pour tout n € IN* on a
1
E/ Vuy(z) - Ve(z) dz — / U (z)O10(x) dx = / f(z)p(z) da. (2.87)
Q Q Q

Comme |un | g1 () < C2v/n,ona

1 1 Co
& | Funl) - V@) dal < Chuallmo el < Elelmyo

On a donc limy,—, o0 + [, Vun(2) - Vip(z) dz = 0.
D’autre part, on a u,, — u x-faiblement dans L°>°(£2), on en déduit que

nEToo ; Un ()01 p(x) do = /Qu(x)algo(x) dz.

Quand n — +o0 dans (2.87), on obtient donc

- [ w@one(w) do = [ ra)et) da.

u
Q
ce qui donne bien Dyu = f dans D*(Q2).
8. Comme u,, € H%(Q), la dérivée par transposition —Auw,, est un élément de L%(Q) et donne

1
—gAun + Diu, = f p.p.-

En multipliant cette équation par ¢ (on utilise ici uniquement le fait que ¢ € L?(£2)) on a donc

n

,l/ Aunpp dx+/ wDyu, d:z::/fcp dz. (2.88)
Q Q Q

Comme les fonctions Dju,, et Dou,, sont dans H?! (€2), on peut maintenant utiliser les formules d’intégra-
tion par parties (théoreme|1.30). On obtient (comme ¢ € C(Q))

1

1 1 [t
—f/(DlDlun)go dz = f/ Diu, 01 dx—|—7/ Y(D1uy ) (0, 22)p(0, 22) das
nJo nJao nJo
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1

1
“n / Y(Drun) (1, 22)0(1, 2) daa.

et

1 1 1!
—f/(Dngun)go dz = —/ Doty Oap do + —/ v(Dauy, ) (21,0)p(x1,0) doy
nJa nJa nJo

1

_ﬁ/o V(Daun) (1, 1)¢p(21,1) doy.

Une intégration par parties donne aussi (comme u,, € H{(£2))

/ evDyu, dz = —/ Un O dz.
Q Q

En utilisant ces trois intégrations par parties dans (2.88)), on obtient I’égalité demandée.

9. Comme ¢ > 0 sur 9, la question 5 et I’égalité de la question 8 donnent, pour tout n € IN*,

1 Vun(x)Ve(zr) de — /Q un(x)g—fl(x) dz < /Qf(m)cp(a:) dz.

n.Jqo

On peut alors passer a la limite quand n — +o00, comme a la question 7, et on obtient bien (2.57).

10. La question 7 donne Dyu = f dans D*(£2). Comme u est de classe C', Dyu est représenté par la dérivée

11.

classique de u. Puis, comme Jyu et f sont continues sur {2, on en déduit que dyu = [ partout dans (2.
Comme 0 u et f sont continues sur {2, on a méme J;u = f partout dans ).

On prend maintenant ¢ € C1(Q) t.q. ¢ > 0 sur 9Q, p(z) = 0si z = (x1,22) € 9N, 21 # 0.. Une
intégration par parties dans (2.57) donne alors

1
/ (0, 22)p(0, x2) dzg < 0.
0

Dans cette inégalité, la fonction (0, -) peut étre égale (par exemple) a n’importe quelle fonction appar-
tenant & D(]0, 1[) et prenant ses valeurs dans IR .. Comme u(0, -) est une fonction continue sur ]0, 1], on
déduit donc de cette inégalité que 1 (0, x2) < 0 pour tout z3 €]0, 1[.

La question 6 donne v > 0 p.p. sur 2. Comme u est continue sur €2, on a donc v > 0 partout sur 2. On
obtient donc finalement ©(0, z3) = 0 pour tout x5 €]0, 1[ (et méme [0, 1]).

La fonction u est bien entierement déterminée par f, on a

u(zy, o) = /I1 ft,x9) dt.
0

On pose w = (a, B), avec e, 8 # 0. En reprenant la méme méthode que celle développée ci dessus pour le
cas w = (—1,0), la question équivalente a la question 10 donne que u est solution du probléme suivant :

—w - Vu = f dans €,

u(0, z2) = 0 pour tout z3 €]0, 1[si @ < 0 et u(1,z2) = 0 pour tout z5 €]0, 1[si a > 0,
u(x1,0) = 0 pour tout z; €]0,1[si 8 < 0 et u(xy,1) = 0 pour tout 21 €]0,1[si S > 0.
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Exercice (Condition de Dirichlet non homogéne)
1. Soit G € H*() t.q. v(G) = g. La fonction u est solution de (2.14) si seulement si u — G est solution de

wzu—GEH&(Q)

/Q ZZGU (x)Dsv(x) | dz = S(v),Yv € H3(Q),

=1 j=1

(2.89)

avec S(v /f da:—/ ZZa” (2)D;v(z) | da.

=1 j=1
Comme (a; ;)i j=1,..n C L=(Q)et D;G € L?(Q2) pourtout j,ona S € H (). L'existence et I’unicité
de u est alors donnée par le théoreme [2.9]
2. La démonstration est identique 2 la précédente en remplagant [, f(x)v(z) dx par T'(v).

3. Les théoremes d’injection de Sobolev (théoreme [I.38)) donnent I’existence de C', ne dépendant que de €2 et
q, ¢ < +00, tel que, pour tout u € H}(Q),

[v]|La) < Cllvllaaq)-

En prenant ¢ = q = 1si p = +00), on obtient, grice a I’inégalité de Holder,

751 (
/ F@)o(@) do < | flle ol o) < ClLA ooy o]l > pour tout v € HA(R).

Ceci montre que I'application f — [, f(z)v(x) dz estun élément de H~'(£2) et donc, par la question (2),
qu’il existe une et une seule solution u de (2.14)).

4. Les théoremes d’injection de Sobolev (théoreme[I.38)) donnent I’existence de C, ne dépendant que de 2 tel
que, pour tout u € H& (Q),

2N

[v][ L2 () < Cllvllma(q), avec 2* = N 3

2N

En prenant ¢ = c’est-a-dire ¢ = =5,

1 s on obtient, avec 1’inégalité de Holder,

/ f@)o(@) dz < [ fllze@ vl La) < ClFllee@ vl (o), pour tout v € Hg (R).

Ceci montre que I'application f — [, f(z)v(x) dz est un élément de H~'(€2) et donc, par la question (2),
il existe une et une seule solution v de (2.14).
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Chapitre 3

Problemes elliptiques non linéaires

On présente dans ce chapitre trois méthodes pour obtenir des résulats d’existence de solution pour des probléemes
elliptiques non linéaires : une méthode de compacité , une méthode de monotonie et, dans une section plus courte,
une métode par minimisation. On donnera également une méthode pour obtenir un résultat d’unicité.

3.1 Méthodes de compacité

3.1.1 Degré topologique et théoréme de Schauder

ObJ;ectif. Soit 2 un ouvert borné de RV , N > 1, ou un ouvert borné d’un espace de Bgnach E. Soit f €
C(Q,RY) (ou f € C(Q, E)) ety € RY (ouy € E). On cherche 2 montrer qu’il existe = € Q2 tel que f(z) = y.

On commence par donner I’existence (et I’'unicité) d’une application, appelée degré topologique, en dimension
finie introduite en 1933 par Brouwerm puis en dimension infinie par Leray et Schauderﬂ Cette application nous
permet parfois d’obtenir le théoréme d’existence de solution recherché.

Théoréme 3.1 (Degré topologique de Brouwer) Soit N > 1. On note A I’ensemble des triplets (f,€2,y) ou
est un ouvert borné de RY, f € C(Q,RY) ery € RY tel que y & {f(x), z € ON). Il existe une application d
de A dans 7ZZ , appelée “degré topologique”, vérifiant les trois propriétés suivantes :

(d1) (Normalisation) d(Id, Q,y) = 1siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) Si 2 UQy CQ, QU NQy=0ety & {f(x), r € Q\Q UQ}, alors

d(fvﬂay) = d(f,Ql,y) + d(f> Q?vy)'

(d3) (Invariance par homotopie) Si h € C([0,1] x Q,RY), y € C([0,1],IRY) et si, pour tour t € [0,1],
y(t) & {h(t,z), z € 90}, alors

d(h(t,-),Q,y(t)) = d(h(0,-),2,y(0)) pour tout t € [0, 1].

Remarque 3.2 (Propriétés importantes) Des propriétés du degré topologique (d1)-(d3) données dans le théo-
reéme [3.1)), et plus particulierement de la propriété d’additivité (d2), on déduit les propriétés suivantes :

1. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicien et philosophe néerlandais, qui a travaillé en topologie, théorie des ensembles,
théorie de la mesure et analyse complexe.

2. Juliusz Pawel Schauder (1899-1943), mathématicien polonais d’origine juive, connu pour ses travaux en analyse fonctionnelle, équations
aux dérivées partielles et physique mathématique. Assassiné par la Gestapo, apres dénonciation d’un collegue allemand.
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1. Si Q = (), alors en prenant ; = Q5 = () dans (d2), on obtient que d(f, 0, y) = 0.
2. Si(f,Q,y) € Aetd(f,Q,y) # 0, alors il existe € Q tel que f(x) = y.
En effet, raisonnons par contraposée et supposons qu’il n’existe pas = €  tel que f(x) = y. En prenant
Oy = Qo = (), comme par hypothese y & {f(z), z € 0}, onay & {f(z),z € Q\ Q1 UQs} et donc par
(d2) et par I’item 1,
d(va’y) = d(faQIay) + d(f?Q%y) =0.
3. Soient A une matrice N x N inversible,  un ouvert borné de IR™ et y € RY tel que Ay € Q;

pour z € R™, on pose f(x) = Az. On a alors (f,€,y) € A et le degré d(f,Q,y) est égal au signe du
déterminant de A, on a donc d(f,Q,y) # 0.

La remarque [3.2] donne une méthode, dite méthode du degré topologique, ou argument de degré pour trouver
des solutions a des problemes non linéaires, dont voici la teneur. Soit N' > 1, £ un ouvert borné de RY, fe
C(QRY) ety e RV, On cherche a montrer qu’il existe = € (2 telle que f(x) = y. Pour cela, on construit une
application h de [0, 1] x Q dans R” t.q.

L. h(17 ) = f?

2. h(0,-) = g ou g est une application linéaire inversible et telle que y € {g(x),x € Q}.

3. h(t,z) # y pourtout t € [0, 1] et tout z € IN.
On obtient alors d(f, 2, y) = d(g,,y) # 0 et donc qu’il existe z €  tel que f(z) = y.

Remarque 3.3 (Le cas N = 1) Dans le cas N = 1, la méthode du degré topologique que I’on vient de décrire
n’est pas vraiment intéressante, car elle n’apporte rien de plus que le théoréme des valeurs intermédiaires.

Une conséquence de cette méthode du degré topologique est le théoreme de point fixe de Brouwer que nous
rappelons maintenant (voir [11] pour I’article original en allemand, et [[13}|35] pour des versions plus modernes).

Théoréme 3.4 (Point fixe de Brouwer) Soit N > 1, R > O et f € C(Bg, Bg) avec B = {z € R, ||z|| < R}

(ou RY est muni d’une norme notée || - ||). Alors f admet un point fixe, ¢’est-a-dire qu’il existe x € By, tel que
f(@) = .
Démonstration Si il existe z € 0Bpg (c’est-a-dire tel que ||z|| = R) tel que f(z) = x, il n’y a plus rien a

démontrer. On suppose donc maintenant f () # 2 pour tout z € dBg. On pose alors Q = {z € R" | ||z| < R}
(ce qui donne Br = Q) et, pour t € [0,1] etz € Bpg, h(t,z) = = — tf(z). Il est facile de voir que h(t,z) # 0
pour tout z € 90 = {z € R™, ||z|| = R}. On en déduit que d(h(1,-),,0) = d(h(0,-),Q,0) = d(Id,Q,0) = 1
et donc qu’il existe x € Q) tel que f(x) = . [

Le théoreme [3.1] a été généralisé des 1934 a la dimension infinie par Leray et Schauder [27] sous une hypothése
fondamentale de compacité que nous donnons maintenant.

Définition 3.5 (Compacité) Soient E un espace de Banach (réel), B une partie de E et f une application de B
dans E. On dit que f est compacte si f vérifie les deux propriétés suivantes :
1. f est continue,

2. {f(z), x € C} est relativement compacte (dans E) pour tout partie C bornée de B.

Notons que dans I’article original de Leray-Schauder [27], le terme “compacte” n’est pas employé, I’expression
“completement continue” est utilisée en lieu et place.

On peut remarquer, dans la définition précédente, que si f est linéaire (et B = E)) la deuxieme condition entraine
la premiere. Mais ceci est faux pour des applications non linéaires.
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Définition 3.6 Soit E un espace de Banach (réel). On note A I’ensemble des triplets (Id — f,9Q,y) o Q est un
ouvert borné de E, [ est une application compacte de §) dans E (ce qui est équivalent a dire que f est continue et
{f(x), x € Q} est une partie relativement compacte de E) ety € E tel que y & {x — f(z), z € 0Q}.

Théoreme 3.7 (Degré topologique de Leray-Schauder) Soit E un espace de Banach (réel) et A donné par la
définition Il existe alors une application d de A dans 7ZZ, appelée “degré topologique”, vérifiant les trois
propriétés suivantes :
(d1) (Normalisation) d(1d,Q,y) = 1 siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) d(Id— f,Q,y) = d(Id— f, Qq,y) +d(Id— f, Q2,9) si Q1 UQs C Q, Q1N =0
ety g {r— f(z),r€Q\Q U}
(d3) (Invariance par homotopie) Si h est une application compacte de [0,1] x Q dans E (ce qui est
équivalent & dire que h est continue et {h(t,z), t € [0,1], x € Q} est une partie relativement com-
pacte de E), y € C([0,1],E) et y(t) € {x — h(t,x), x € N} (pour tout t € [0,1]), on a alors
d(Id — h(t,-),Q,y(t)) = d(Id — h(0,-), Q2,y(0)) pour tout t € [0,1].

Comme dans le cas de la dimension finie (voir la remarque[3.2)), des propriétés du degré topologique (données dans
le théoreme 3.7)), on déduit que d(Id — f, €, y) # 0 implique qu’il existe z € Q tel que x — f(x) = y. Pour donner
I’analogue de la seconde propriété de la remarque [3.2] nous avons besoin d’un deuxiéme théoréme dii a Leray et
Schauder que nous donnons maintenant.

Théoreme 3.8 (Application linéaire compacte) Soit E un espace de Banach (réel), L une application linéaire
compacte de E dans E et  un ouvert borné contenant 0. On suppose que

xe€F, Lr =x= x & 0. 3.1
Alors (Id — L,Q,0) € A, ot A est donné par la définition[3.6] et d(1d — L,,0) # 0.

Remarque 3.9 (Hypotheése équivalente a (3.1)) Noter que, comme L est linéaire, I’hypothése (3.1)) est équiva-
lente a dire (x € E, Lv = x) = x = 0, ce qui est équivalent a dire que 1 n’est pas valeur propre de L. En
effet, supposons que Lz = x et que x # 0 et montrons que cela contredit I'hypothése (B.1). Comme L est linéaire,
L(tx) = tx pour tout t € R. On choisit alors t = sup{a, sz € QVs € [0, a]}. Comme Q) est un ouvert borné
contenant 0, il existe donc € > 0 et R > 0 tels que B(0,¢) C Q C B(0, R); on a donc

€ R
||| [E4|

)

ettx € 09), d’ou la contradiction. La réciproque est immédiate car O & OS2

On peut maintenant, comme en dimension finie, donner une méthode pour trouver des solutions a des problemes
non linéaires. Soit E un espace de Banach, 2 un ouvert borné de E contenant 0, f une application de Q dans E.
On cherche a montrer qu’il existe 2 € 2 tel que x — f(a) = 0 (quitte & changer f, on peut toujours se ramener a
cette forme). Pour cela, on construit une application h de [0, 1] x (2 dans E, compacte et t.q.

1. h(1,)) = f,

2. h(0,-) = L avec L linéaire de E de F,

3.  — h(t,x) # 0 pour tout ¢ € [0,1] et tout x € OS.
On obtient alors d(Id — f,€,0) = d(Id — L, 2,0) # 0 et donc qu’il existe x € Q tel que z — f(x) = 0.
Bien siir, pour pouvoir construire une telle que fonction £, il faut que f soit une application compacte et que L soit
une application linéaire compacte.

Comme en dimension finie, une premiere conséquence de I’existence du degré topologique est 1’obtention d’un
théoreme de point fixe que nous donnons maintenant.
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Théoréme 3.10 (Point fixe de Schauder) Soir E un espace de Banach, R > 0, B = {x € E, ||z|| < R} et
f une application compacte de By dans B (c’est-a-dire f continue et { f(x), x € Bgr} relativement compacte
dans E). Alors f admet un point fixe, ¢’est-a-dire qu’il existe x € Bp tel que f(x) = .

Démonstration La démonstration est trés voisine de celle du théoréme S’il existe x € 0Bpg (c’est-a-dire tel
que ||z|| = R) tel que f(x) = z, il n’y a plus rien a démontrer. On suppose donc maintenant f(x) # x pour
tout * € OBg. On pose alors ) = {x € E, ||z|| < R} (ce qui donne Bp = Q) et, pour t € [0,1] et x € Bp,
h(t,x) = tf(x). Il est facile de voir que = — h(t, ) # 0 pour tout z € 2 = {z € R™ ||z| = R}. La compacité
de h se déduit de celle de f. On en déduit alors que d(Id — h(1,-),2,0) = d(Id — h(0, -),Q,0) = d(Id,2,0) =1
et donc qu’il existe z € Q tel que f(x) = x. [

Le théoreme de Schauder est faux si on remplace I’hypothése de compacité de f par la simple hypothese de
continuité. Toutefois, la difficulté principale dans 1’utilisation du théoréme de Schauder (ou, plus généralement,
dans 1’utilisation du degré topologique) est souvent de montrer la continuité de f (ou, dans ’utilisation du degré
topologique, la continuité de 1’application notée h précédemment).

3.1.2 Existence par le théoreme de Schauder
On rappelle tout d’abord la définition de fonction de Carathéodory.

Définition 3.11 Soit N,p,q € IN* et Q un ouvert de RN . Soit a une application de Q x R? dans R?. On dit
que a est fonction de Carathéodory si a(-, s) est borélienne pour tout s € R? et a(x, ) est continue pour presque
tout x € (.

Remarque 3.12 Soit N, p,q € IN*, Q un ouvert de IRY et a une fonction de Carathéodory de 2 x IRP dans IR?.
La fonction a est alors borélienne de €2 x IR” dans IR? (ce qui pourrait étre faux si a était seulement borélienne par
rapport a chacun de ses arguments). Si v est une fonction borélienne de {2 dans IR?, 1a fonction z — a(x, v(x)) est
alors borélienne de 2 dans IR?. Cette propriété est plusieurs fois utilisée dans la suite (sans la rappeler) lorsque v
est dans L"(2) (pour un r € [1,400]) en choisissant un représentant (borélien) de v (la fonction & — a(x, v(x))
ne dépend pas du représentant choisi pour v, modulo la relation d’équivalence “= p.p.”).

On se place maintenant sous les hypotheses suivantes :

N > 1, Q est un ouvert borné de R”, (3.2a)
a : 2 x IR — IR est une fonction de Carathéodory , (3.2b)
ilexiste« > 0et 8 > Otel que o < a(+,s) < B p.p. et pour tout s € IR, (3.2¢)
f+ @ xR — IR est une fonction de Carathéodory et f € L*=(2 x R). (3.2d)

Sous les hypotheses[3.2] on cherche a montrer I’existence de , solution du probléme suivant :

u e HY(9),

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z) de = / f(z,u(z))v(x) dz, pour tout v € H ().
Q Q

(3.3)

Théoréme 3.13 (Existence, second membre borné) Sous les hypothéses (3.2)), il existe u solution de (33).

3. Constantin Carathéodory (1873 -1950), mathématicien allemand d’origine grecque, dont les recherches portent sur le calcul des varia-
tions, et les équations aux dérivées partielles.
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Démonstration Pour @ € L?(f2), le chapitre sur les équations elliptiques linéaires nous donne 1’existence et
’unicité de u solution de

u € Hy (),

/ a(z,u(z))Vu(x) - Vo(z) de = / f(x,a(x))v(x) dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

(3.4)

Plus précisément, pour montrer 1’existence et 1’unicité de u solution de (3.4), on applique le théoreme [2.6] Pour
cela, on met le probleme (3.4) sous la forme (2.5)) en posant a; ; = 0sii # j, a;; = a(-,u) et f = f(-,u) (dans
cette derniere égalité, la fonction f du terme de gauche est celle de (2.5) et la fonction f du terme de droite est
celle de (3.4)). Le théoreme 2.6 donne bien I’existence et I’unicité de u solution de (3.4).

On pose T(u) = u; I’application T est donc une application de E dans E avec E = L?(2). Un point fixe de 7 est
une solution de (3.3). Pour démontrer I’existence d’un tel point fixe, on utilise le théoreme

Tout d’abord, en utilisant «, ’inégalité de Poincaré et la borne L>° de f, on montre facilement que I’image de
T est dans un borné de H () et donc (par le théoreme de Rellich) dans un compact de L?(€2). En prenant
R assez grand, I’application T" envoie donc Br = {v € L*(Q), ||v|l2 < R} dans Bg et {T(u), u € Bgr} est
relativement compacte dans L?(2). Pour utiliser le théoreme il reste & montrer la continuité de 7'.

Soit (@, )new une suite de E t.q. @, — @ dans E, quand n — +o00. On pose u,, = T'(4y, ). Apres extraction d’une
sous-suite, on peut supposer que %, — @ p.p. et qu’il existe w € H{ () t.q. u, — w faiblement dans H (£2) (et
donc aussi u,, — w dans L?(£2)). On va montrer que w est solution de (3:4). En effet, Soit v € Hg (), on a

/ a(x, Un(x))Vuy(z) - Vo(z) de = / f(z, 0, (z))v(x) dz, pour tout v € Hy(Q).
Q Q

En passant a la limite quand n — +o0 (en utilisant la convergence dominée et le passage a la limite sur le produit
d’une convergence faible et d’une convergence dans L?), on obtient

/ a(z,u(z))Vw(z) - Vo(z) do = / f(z,@(x))v(x) dz, pour tout v € H ().
Q Q

Ceci prouve que w = T'(#). On a donc prouvé, apres extraction d’une sous-suite, que 7'(i,,) — T'(i) dans L2(12).
Par un raisonnement classique par 1’absurde on peut montrer que cette convergence reste vraie sans extraction de
sous-suite (voir I’exercice [I.14] pour un exemple de ce type de raisonnement). On a ainsi démontré la continuité
de T'. On peut donc appliquer le théoréme [3.10]et conclure a I’existence d’un point fixe de 7', ce qui termine cette
démonstration. |

3.1.3 Existence par degré topologique

On reprend le méme probleme que dans le paragraphe[3.1.2]en supprimant I’hypothése f bornée qui permettait une
application simple du théoreme de Schauder. On considere 1’équation de diffusion-convection-réaction suivante :

u € HE ()

/a(w,u(w))Vu(:v) -Vo(z) —|—/ G(x)e(u(z)) - Vo(z) dz = (3.5)

Q
/Q f(z,u(@)v(@) dz, Vo€ HY(Q)
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qui est la formulation faible du probléme suivant :

{ —div(a(z,uw)Vu) — div(G(x)p(u)) = f(z,u), v € Q,
(3.6)
u = 0 sur 992.

Notons que cette équation est non linéaire pour trois raisons : les termes de diffusion, convection et réaction sont
non linéaires. Le premier terme du membre de gauche est le terme de diffusion, le second terme du membre de
gauche est le terme de convection et le membre de droite est le terme de réaction.

On se place sous les hypotheses suivantes :

() est un ouvert borné de IRN7 N >1, (3.7a)
a est une fonction de Carathéodory (voir la définition , (3.7b)
Jo, 8> 0, <a(z,s) < VseR p.p.-x € Q, (3.7¢)
G e CHO,RY), divG =0, (3.7d)
p e C(R,R)etilexiste C1 >0 : |p(s)| < Cqls| Vs € R, (3.7e)
f est une fonction de Carathéodory, et 3Cs > Oetd € L2(Q) ; | f(x, s)| < d(z) + Cas|, (3.7f)

Remarque 3.14 (Alternative de Fredholm) Danslecasolia = 1, = Oet f estde la forme f(z, s) = d(z)+As
ol \ est une valeur propre du laplacien sur 2 avec condition de Dirichet (c’est-a-dire qu’il existe w € H}(Q),
w # 0tq. —Aw = lw dans D*(2)) et d un élément de L?(12), le probleme devient —Au = Au + d,
avec condition de Dirichlet. Ce probleme n’admet une solution que si d est orthogonal a ’espace propre associé
a A (et dans ce cas on n’a pas unicité). Cette propriété est connue sous le nom d’alternative de Fredholm voir
l’exercice C’est pour assurer 1’existence pour tout d dans L?(£2) qu’on ajoute I’hypothese de sous-linéarité sur

f (hypothese (3.7g)).

Remarque 3.15 (Coercivité) Lorsque div G # 0, le probléme peut se traiter de maniére similaire a celle donnée
dans la démonstration de théoreme a condition que div G < Ap p.p. ol \; est la premieére valeur propre de
u +— —div(aVu) avec condition de Dirichlet (cette valeur propre est strictement positive). Sans cette condition,
le probleme devient plus difficile (voir 1’exercice , méme dans le cas linéaire, c’est-a-dire le cas ol a et f
ne dépendent pas de u et ot p(u) = w. La difficulté principale est due a 1’absence de coercivité de I’opérateur
u = —div(aVu) — div(Gu).

Théoreme 3.16 (Existence, second membre non borné) Sous les hypothéses (3.7), il existe une solution de (3.5).

Démonstration On donne ici une preuve par degré topologique. Cette méthode demande des estimations a priori
c’est-a-dire des estimations sur u, sans connaitre son existence. Supposons donc u solution de (3.3)), on peut (et on
va) montrer qu’il existe R > 0 tel que ||u||zz < R. On établit les estimations & partir du probléme non linéaire,
et non pas a partir du probleme linéarisé (ce qui serait le cas par Schauder, voir remarque [3.17]; ceci présente de
sérieux avantages. Par exemple dans le terme de convection non linéaire, on peut écrire (formellement)

/QG@(u) -Vu  dz = /QG -Vo(u) dz

4. Erik Ivar Fredholm (1866-1927), mathématicien suédois connu pour ses travaux sur les équations intégrales et la théorie spectrale.
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= —/ div G ¢(u) dz
Q
=0 car div G = 0,

ol ¢ est la primitive de ¢ s’annulant en 0. Notons que I’estimation ||u||z2(o) < R revient a montrer que toutes les
solutions sont dans la boule By (boule fermée de centre 0 et de rayon R), ce qui est une estimation uniforme sur
toutes les solutions.

On réécrit le probleme sous la forme :

u € Hy (%),

/Qa(u)Vu - Vo dz = (F(u), U>H—1(Q)7Hé(9),vv € H}(Q),

ot F'(u) est, pour u € L?(2), I'élément de H () défini par
(Pw). ) oo = = [ Gl Vodat [ fujoda.

Comme G € L=(Q)N, |p(s)] < Cy|s| et |£(-,s)] < d+ Ca|s|, il est facile de voir que I’application F' qui a u
1

associe F'(u) est continue de L?($2) dans H~1(Q).
Pour S € H~1(Q), le probleme linéaire
w € HE(Q),

3.8
Q a(u)Vw - Vo dr = (8, 0) g1 ()18 (@) oY

admet une unique solution w € H}(Q2). On note B,, I’opérateur qui a S dans H ~1() associe w solution de (38).
L opérateur B, est linéaire continu de H~1(Q2) dans H} (Q2) et H} () s’injecte compactement dans L?(€2). On en
déduit que I’opérateur B,, est compact de H ~1(£2) dans L?(Q2).

Le probleme (3.3)) est équivalent a résoudre le probleme de point fixe u = B, (F(u)). On va donc montrer, par
degré topologique, que le probleme suivant admet une solution

u € L3(Q),

u = By (F(u)).
Pour ¢t € [0,1], on pose h(t,u) = B,(t F(u)) € L*(Q). L'application h est ainsi définie de [0, 1] x L*(Q2) dans
L?(€2). Pour R > 0, on pose Br = {u € L*() t.q. [|u||12(n) < R}. On va montrer que

1. il existe R > 0 tel que, pour tout t € [0,1] et tout u € L*(2), si u — h(t,u) = 0 alors ||ul[2(q) < R.
(C’est cette estimation a priori qui est le point le plus difficile & montrer).

2. hest continue de [0, 1] x Bg dans Bgr;
3. Lensemble {A(t,u), t € [0,1],u € B} est relativement compact dans L?(2).

Si on suppose qu’on a démontré les pointset on n’a pas de solution a 1’équation v — h(t,u) = 0 sur le bord
de la boule Bg, et on peut donc définir le degré d(Id — h(t,.), Bgr,0). Ce degré ne dépend pas de ¢, on a donc :

d(Id - h(tv ')a BRa 0) = d(Id - h(oa ')» BR> 0)
— d(Id, Bp,0) = 1.

On en déduit I’existence de u € B, tel que u — h(1,u) = 0, ¢’est-a-dire

u = Bu(F(u)).
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Donc u est solution de (3.3)) (et le théoreme [3.16 est démontré).

Il reste donc a montrer les points [T{3] Commengons par démontrer I’item 3] (pour tout R > 0). Soit R > 0. On
suppose que ||u||pz < R.Ona:

F(w) € H'@), et (Fu).vh-o g =~ | Golw) - Vodo+ [ flujoda.
Q Q
Estimons (F(u), v) g-1(0),m1 (@) :
(F(u),v)m-1@),m30) < Gl sollo(@)llzz@llvllmg @) + 1 (@lliz2@llvllzz @
< HGHloo Cillullzz@ vl a3 o) + ldllz @ [0l L2@) + CollullLz@) vl L2 @)
< (1G] lle €1 R+ Calldllz2 ) + C2 Ca R)|[vllmy @),
ou Cq ne dépend que de €2 (et est donnée par 1’inégalité de Poincaré). Donc
tIF(u)| -1 < |G| |lo C1R + Calld|[12(q) + C2 Ca R, V¥t € [0,1].
Posons h(t,u) = B, (tF(u)) = w et montrons qu’il existe R dépendant que de R, G, Cq, C1, Ca, « tel que
[h(t, W)l o) < R.

Par définition, w est solution de
/ a(u)Vw - Vv = (t F(u),v)Hfl(Q)’Hé(Q) Yo € H&(Q),
Q 3.9
w € HLQ).

En prenant v = w dans (3.9), on obtient :
allwlif ) < ItF @)@l < Rlwla o),

avec R = 1G] lloc C1 R+ Cal|d]|12(q) + C2 Cq R. On a donc ||h(t,u)||H3(Q) = Hw||H3(Q) <E_PR

(e

On en déduit par le théoreme de Rellich (théoréme|1.33) que I’ensemble {h(t,u),t € [0,1],u € Br} est relative-
ment compact dans L?(€2), ce qui montre bien 1I’item

Montrons maintenant 'item [2| Soit (¢,)new C [0,1] une suite telle que ¢, — ¢ lorsque n — 400 et soit
(un)new C L2(Q2) une suite telle que u,, — u dans L?(2). On veut montrer que h(t,,u,) — h(t,u) dans
L?(Q). Soit w,, = h(tn,u,) et w = h(t,u). Pour montrer que w,, — w dans L?(£2), on cherche a passer a la
limite sur 1’équation suivante :

/ a(un)Vw, - Vo dz = —t, /Q Go(u,) - Vodr +t, /Q flun)v dz (3.10)

Q
wy, € H ().

On sait déja que (wy)ne est bornée dans Hg (€2), car la suite (u,,)nen est bornée dans L?(€) (c’est ce quon a
montré a I'étape précédente : si [|un[|r2(0) < R alors [|wy g ) < R
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La suite (w, )nen est bornée dans H (£2), et & une sous-suite pres, (on ne renumérote pas) on a donc
wy, — w dans H} faible et w, — w dans L%(Q),
U, — u pp.et IH € L?(Q); |u,| < H p.p..

Soit v € H}(Q); comme a(u,) — a(u) p.p. donc a(u,)Vv — a(v)Vov p.p., et |a(u,)Vv| < B|Vol|; on en
déduit que a(u,)Vv — a(u)Vv dans L%(Q). Mais Vw,, — Vw dans (L*(2))" faible. On a donc

/ a(un)Vwy, - Vo dz — / a(u)Vw - Vo dz lorsque n — +o0.
Q Q

On remarque ensuite que @(u,) — @(u) p.p. et que |o(u,)| < Cilu,| < C1H; donc par le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue, p(u,) — ¢(u) dans L2(Q) et [ Go(u,) - Vv dz — / Go(u) - Vo dz
Q Q

lorsque n — +o00.
Enfin pour le dernier terme, comme f(u,) — f(u) p.p. et |f(uy)| < |d| + C2H p.p., on a donc par convergence

dominée f(uy,) — f(u). On en déduit que / flup)vdz — [ f(u)vdx lorsque n — +oc.
Q

Q
En passant a la limite dans (3:10), on obtient
/ a(u)Vw - Vv de = —t/ Go(u) - Vo dz + t/ f(u)v dz,
Q Q Q

et donc w = h(t,u) = w.
En raisonnant par I’absurde, on montre ensuite que (sans sous-suite) w,, — w dans H(} faible et w,, — w dans
L2(Q) ot wy,, = h(t,,u,) etw = h(t,u);’application h est donc continue. On a donc bien montré I’item

Il reste maintenant a démontrer I’item [1} On veut montrer qu’il existe R > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1] et tout
u € L*(Q), siu= h(t,u),alors ||ul|p2(q) < R.Soitt € [0,1], et u = h(t,u) =t B,(F(u)), c’est-a-dire

/ a(u)Vu - Vo dr = —t/ Go(u) - Vo dz + t/ flwvdz, Yo HH(Q).
Q Q Q 3.11)
u € H}(Q).

Pour s € IR, on pose ®(s) = [ (&) d& (P est donc une primitive de ¢). Comme u € H{ (), il n’est pas difficile
de montrer que ®(u) € W' () et que

/QGap(u) -Vudz = /QG -V (u) dz.

(Ceci est laissé en exercice, il suffit d’approcher u, dans H}(€2), par une suite de fonctions appartenant a D(2).)
Comme div(G) = 0, on a alors

/ Go(u) - Vudz = / G-Vo(u)dx = / divG ®(u) dz = 0. (3.12)
Q Q Q

On choisit maintenant v = u dans (3.11). Par les hypotheses (3.7), on a donc :

lelfyyoy < [ 1f ()l da
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On va déduire de cette derniere inégalité qu’il existe R > 0 t.q |lu||z2() < R. C’est ici qu’on utilise I’hypothese

BT ice. lim yune 102 g
Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’un tel R n’existe pas. Alors il existe une suite (uy, )nen+ d’éléments de
H(Q) telle que

Junll20) 2 0 et allunlBy < [ | Fun)un] do.
Q

Montrons que ceci est impossible. Posons v,, = ﬁ On adonc ||v,||r2(0) = 1 et
UnllL2(0)
2 f(un)
A e L
Or |f(s)| < |d| + C2|s|, on adonc
9 |d| + Ca|uy,|
O(H’Un”Hé(Q) = ||unHL2 |U7’L| dx

d||vy,
S/ | HU | d.’E+CQ/ ‘/Un|2 dz
o llunll L2 Q

< ld|l 2 () + Ca.

La suite (vy, )nen+ est ainsi bornée dans H{ (€2), et donc, a une sous-suite pres, v, — v dans L?(€2). Par passage
a la limite on en déduit que ||[v||z2 = 1 (ce qui donne v # 0). On a aussi (toujours a une sous-suite pres) :

Up =V P.p.,
lvn| < H avec H € L?(Q).

Enfin, en utilisant I’inégalité de Poincaré, il existe Cp, ne dépendant que de €2 t.q.

|f (un)|

2 < T e
aHUnHHg = Ja llunllz2(0) nlde

ﬁ—iﬂv 12, <
CQ_CQ niiLz =

On pose

X, =
o llunllzz

dzx,

. . . o
et on montre maintenant que X,, — 0 lorsque n — 4-00, ce qui est impossible car X,, > o > (. Montrons que

Q

l[unlz2(0) o
X, — 0lorsque n — 4oc0. On montre tout d’abord la domination. On a

||U7L||L2(Q) N ||ru‘n||L2

— 0 p.p. avec domination (dans L'(2)); on aura alors par le théoréme de convergence dominée que

< |d| + Calv,| < |d| + C2H,

_flum)
l[unll2 ()
On montre maintenant la convergence p.p.. On a v,, — v p.p. et donc 3A4; mes(A°) = 0 et v, (z) — v(z) pour
tout z € A. Soitz € A,

et donc | vn| < (|d] + CoH)H € L*(Q).
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lercas: siv(z) > 0;v,(z) — v(z), mais hril ltn|| £2(0) = +o00 donc uy, (x) = vy ()||un | L2(Q) — +oo.
n—

Par I’hypothese (3.7g), lim,_, 4 oo fTs) =0, et donc
fun(@)) vn(z) = un(@))un () vn(z) = flun (@) (v (2))* — 0 quand n — oo.
||Un||L2(Q) un($)||un||L2(Q) Up (T)
2emecas: siv(x) < 0;onademéme lim Mvn(:c) =0, car lim fls) =0.
n—+oo HUTLHLQ(Q s——o0 8§

3emecas: siv(z)=0,ona

f(un(z))

< |d(x)| + Ca|un(x)]
||Un||L2(Q)

[unllL2(0)
< (ld(@)| + Calvn(2)]) [vn (2)]
—0 car w(z)=0.

[vn ()]

" ‘

f (un)
lun L2 (o)
contradiction avec X,, > Cig pour tout n € IN*.

En résumé on a vy, — 0 p.p. lorsque n — +o00. On a ainsi montré que lim,,, 1 X, = 0, en

On a donc montré qu’il existe R > 0 tel que (u = h(t,u)) = (|lullr2@) < R), ce qui termine la démonstration

de(ll

On a ainsi montré 'existence de solution a (3:3)). Le théoreme [3-16]est donc démontré. L]

Remarque 3.17 (Preuve du théoréme d’existence par Schauder) La preuve du théoreme d’existence 3.16
par le théoréme de Schauder est nettement plus compliquée que dans le cas f bornée du théoréme Considérons
le probléme linéaire suivant :

/ a(@)Vu - Vo dz +/ Gy(a) - Vo dr = / f(a)v dz pour tout v € H} (). (3.13)
Q

Dans (3:13), on a noté, de maniere abrégée, a(u) et f(u) les fonctions x — a(z,u(x)) et x — f(x,u(x)). Cette
notation abrégée sera souvent utilisée par la suite.

Soit T' I’opérateur défini de L?(Q2) dans L*(Q) par T'(4) = u ol u est solution de (313). Il est assez facile de
montrer que 7’ est continu et méme compact. Par contre il est difficile de montrer que 7" envoie une boule de L?(£2)
dans elle-méme. Pour cela, il faut obtenir une estimation sur v en fonction de u, et ce n’est pas gagné. Prenons
v = w dans (3:13), comme on a fait dans le paragraphe [3.1.2] On obtient, grice aux hypotheses (3.7)),

allullF oy < HGHlsoCrllal pz o lull @) + ldll 2 llull L2 (@) + Collall 2o llull L2 (0)-

Montrons que le dernier terme a lui tout seul empéche d’avoir facilement des estimations. Supposons G = 0 et
d = 0, on a alors grace a I’inégalité de Poincaré :

« _
EHUHQLQ(Q) = O‘”“H%{[}(Q) < Callufl 2o lull 2o
Q

C? C?
c’est-a-dire [[ul|p2(0) < —2 ||tz < —2CoR si @ est dans la boule de centre 0 et de rayon R de L?(12), soit
o !

encore si ||| 72 (o) < R. On ne peut pas en conclure que ||u(|z2(q) < R (sauf si CZC5 < aetdans ce cas la seule
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solution de (3.3) ne peut étre que u = 0. En effet, si u est solution de (3.3)), le raisonnement précédent avec @ = u
donne [|u|z2(0) < C3<2||ul| 2 et donc u = 0 car C3<2 < 1).

La méthode ne fonctionne donc pas pas de maniere directe. Toutefois, elle fonctionne avec un peu de travail sup-
plémentaire en utilisant I’ hypothese de (3.7b). Une solution est, par exemple, de considérer une suite de problemes
avec second membre tronqué et de passer a la limite.

Il est maintenant naturel de se demander si, sous les hypotheses (hypothéses du théoreme [3.16), on peut
montrer I’unicité de la solution. Dans le cas ou f ne dépend pas de u et ou I’équation est linéaire (c’est-a-dire que
a ne dépend pas de u et @ est linéaire), il suffit de prendre la différence de deux solutions comme fonction test dans
les deux formulations faibles associées a ces deux solutions et de faire la différences des deux équations obtenues.
On montre ainsi que les deux solutions sont égales (p.p.). Dans le cas général, la situation est plus compliquée.

Remarque 3.18 (f lipschitzienne ne donne pas I’unicité) Il est inutile de supposer f lipschitzienne pour le ré-
sultat d’unicité, il suffit pour s’en convaincre de considérer I’exemple suivant, ou f est lipchitzienne et pour lequel
on n’a pas unicité. Prenons par exemple ¢ = 1, ¢ = 0 et f(u) = Au, ot A est une valeur propre de (—A) avec
condition de Dirichlet. Le probleme est alors

Vu-Vvdx:A/uvdaz Ve Hy(Q),
Q Q
u € HYH Q).

Ce probleme admet deux solutions : u; = 0, et une fonction propre ug # 0 associée & A. Evidemment f(u) = Au
ne satisfait pas la condition (3.7g) mais on peut modifier f légérement pour que cette condition soir vérifiée, tout
en gardant u; et up comme solutions dés que uz € L°°(Q) (le fait que ug € L°°(2) est toujours vrai si N < 6;
ceci peut se démontrer, par exemple, a partir de 1’exercice. En effet, en prenant fqui estégale a f sur|—~,~[
ol y = [lual| L~ et qui est raccordée a 0 ensuite, de telle sorte que f € C.(R,TR), on a les mémes solutions pour
f € C.(IR,R), ¢’est-a-dire pour le probleme :

f(s)

S

on a ainsi 2 solutions avec limg_, 4 o = 0. Le fait que f soit lipschitzienne est donc inutile pour 1’unicité.

Montrons "unicité dans le cas ol f ne dépend pas de s, i.e. f(x,s) = d(zx), sous les hypotheses d’existence (3.7)
et en supposant de plus que a et ¢ sont lipschitziennes, c’est-a-dire :

la(z, s1) — a(z, s2)| < Csls1 — sa| pp- 2 € R,

lo(s1) — p(s2)] < Csls1 — sal. (3.14)

3C53 > 0; VS,SQEJR,{

Théoreme 3.19 (Existence et unicité) Sous les hypotheses (3.7) et (3.14), il existe une et une seule solution a

33).

Démonstration : La technique utilisée ici apparait pour la premiere fois dans un article d’Artola en 1986 [4].
Soient u; et up deux solutions de (3.3). On a:

/ a(u1)Vuy - Vo do +/ Go(uy) - Vodz = / fvda, (3.15)
Q Q Q
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et

/ a(uz)Vug - Vo dz +/ Go(ug) - Vo dz = / fvda. (3.16)
Q Q Q

L’idée est de prendre v = T (uy —us) dans (3:13) et (3.16), ot ¢ > 0 et 7. est la troncature au niveau ¢, ¢’est-a-dire
—€ sis < —¢,
T:(s)=qssi —e<s<e,
€ sis>e.
Siu etus € H& (Q), alors Ta(ul — Ug) S H& (Q) et VTE(ul — UQ) = V(ul — UQ)].{O<|U1,H2|<E} (ceci est une
généralisation simple du lemme . En prenant v = T, (u; — u2), et en faisant la différence de (3.13) et (3.16),
on obtient :

/Q(a(ul)Vul V(Te(ur —u2))—  a(ug)Vug - V(Te(u1 — ug))) da

- /Q Glip(uz) — p(un)) - V(Te(us — u2)) da,

soit encore, en posant A. = {0 < |u; — us| < €},

/ a(u1)V(ug —ug) - V(ug —ug)dx = / (a(ug) — a(u1))Vusg - V(ug — ug) da
Ac Ac

+ /A Glip(uz) — p(ur)) - V(uy — u) da.

€

Par hypothese, a(u1) > « p.p., et donc :

a/ |V (ug — uz)|2 dx < / Cslug — u1| |Vus| [V(ug —up) | da —|—/ Cslur — usg| |G| |V (u1 — ug)| da.
A, Ac Ae

On a |u; — ug| < e p.p. dans A.. En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwarz dans les deux dernieres intégrales,
on obtient donc :

a/ IV(uy —ug)|*dz < Cs e </ | Vs |? dx) </ |V (ug — up)|? dx)
A Ac Ac

On a donc

o ([ - w)?) < sanavee a= ([ jopar) o ([ Fupa)
AL " N

[0 </ |V(T€(U1 — UQ))|2 dl’) = CM” |VTE(’LL1 — U2)| ||L2(Q) S Cg £ Q¢
Q

ou encore

donc, en désignant par A la mesure de Lebesgue sur RY,
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(0%
— VT (w1 —w2))|[[21(0) < all [VT:(u1 — u2)| |r20) < Cs € a.
An ()2

Comme H{}(Q) € Wy ' (Q), ona Te(ug — ug) € H(Q) € Wy' (Q) et I'inégalité de Sobolev donne

N N
ITe(ur = wa)lgse < 1| IVT(n = w2)] 3y avee 1° = =
et donc o
1T€u_u » < Cz¢ae.
Tl <G
SiN =1,ona Njil = 400 et on conclut facilement que u; = wug p.p.. Le cas N > 2 demande un 1éger

développement supplémentaire. On remarque que

L
Tx

7=l = ( [ = )l a)

L
%

</B el*dx>1

N—-1

e (An(B)) ™,

Y

Vv

ou B, = {z;|u1(z) — uza(x)| > €}. On adonc

Nl=

e(An(Be)) ¥ <

o Owl@DF,

1
w 4 C Az etNnewdy =0,

donc Ay (A1) — 0lorsque n — +oo (par continuité décroissante d’une mesure). On rappelle que

1
n

ona A

et on en déduit que ()\N(Bs))¥ < Cy ac. Prenons, pour n € IN*, & =

2 2

a1 = / |G| dz | + / |Vus|? dz
" A A

1 1

Comme G, |Vuy| € L%(£2), on en déduit que lim,, , oo a1 = 0.

On a aussi Bﬁ D BietUyewBi = {|u; — ug| > 0}. Donc lim,, 4 oo AN(B1) = An{|u1 — ug| > 0} (par
continuité croissante de la mesure). Comme

N-—1
N

(w(By) " <Ciay,

en passant 2 la limite lorsque n tend vers +oo, on obtient Ay {|uy — uz| > 0} < 0, et donc u; = us p.p., ce qui
termine la démonstration. [
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3.2 Méthodes de monotonie

3.2.1 Introduction

Pour le probleme (3.3), dans le cas ol f (le second membre) dépend de Vu, on sait encore prouver I’existence
d’une solution avec le théoréme de Schauder, voir exercice La question est plus difficile dans le cas ou a
dépend de Vu. On se place sous les hypotheses suivantes :

Q ouvert borné de RY,

a € C(]RN,]R)>

Ja, BEeRY;a <a(é) < B,VEeRY,
f e L.

On cherche a montrer I’existence d’une solution au probléme suivant :

u e H(%(Q)v
/ a(Vu)Vu - Vo dz = / fodz, Yo € HJ(Q).
Q Q

Peut-on appliquer le théoréme de Schauder ? Pour 1’appliquer, il faut I’utiliser dans H} () pour que a(Vu) ait un
sens. Soit @ € H} (), par le théoreme de Lax-Milgram, il existe un unique u € Hg (£2) solution de :

w e HY(O),
/ a(Vi)Vu - Vo dz = / fvdx, Yo € HY(Q). (3.17)
Q Q

Soit 7' I’opérateur de H (2) dans H} (2) défini par T'(@) = u solution de (3:17). L’opérateur 7" est bien de H} ()
dans H{ () et
(1) il existe R > 0 t..q. [[ul| g1 (o) < R pour tout & € H (%),
(2) I'application T est continue de H}({2) dans H{ (). En effet, si i, — @ dans Hg(Q), on a Vi, — Vi
dans L2(Q2)Y et il n’est pas trés difficile de montrer que T'(@,,) — T'(%) dans H ().
Mais I’application 7' n’est (en général) pas compacte (de Hi(€2) dans H}()). Si on était en dimension finie,
les points (1) et (2) suffiraient a montrer I’existence d’une solution. L’idée est donc de considérer des problemes

approchés en dimension finie et de passer a la limite en utilisant la monotonie de 1’opérateur (qui est vraie sous des
hypotheses données sur a ci-apres).

3.2.2 Opérateurs de Leray-Lions

On considere ici un cas un peu simplifié des opérateurs de Leray—LionsEl, dont I’étude est exposée dans un célebre
article des auteurs en 1965 [26]]. On se place sous les hypotheses suivantes :

Qouvertborné de RV, N > 1,1 < p < +o0, (3.18a)
a : RY - RY continue, (3.18b)
(coercivité) 3o > 0 | a(€) - & > aléP, Ve e RV, (3.18¢)

5. Jacques-Louis Lions (1928-2001), mathématicien frangais, membre de I’ Académie des sciences, spécialiste de la théorie des équations
aux dérivées partielles et de la théorie du contrdle.
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(croissance) 3C € R; |a(€)| < C(1 + |¢P7Y), Vé e RY, (3.18d)
(monotonie) (a(€) —a(n)) - (€ —n) =0 V(& n) € (RY)?, (3.18¢)
o€ L®(Q);309 > 00 > 09 pp., (3.18f)
feLvT(Q). (3.18g)

Ces hypotheses permettent en particulier de traiter certains modeles dits “LES™ (Large Eddy Simulation) utilisés
en mécanique des fluides. On s’intéresse alors au probleme suivant :

{ —div(o(z)a(Vu(z))) = f(z) dans £,
3.19)
u=0 surof.

Exemple 3.20 (p-laplacien et opérateur de Smagorinsky) Pour 0 = 1 et a(¢) = [£[P726 (1 < p < +00),
I’équation s’écrit —div(|Vu|P~2Vu) = f. L'opérateur u — —div(|Vu|P~2Vu) s’appelle le p-laplacien. Pour
p = 2, on retrouve le laplacien classique. Le cas p = 3 donne I’opérateur de SmagorinskyE] qui apparait dans un
modele de LES.

Remarque 3.21 (Opérateur de Leray-Lions, cas général) Dans le cadre général des opérateurs dits de Leray—
Lions, le terme a(Vu) du probleme (3.19) considéré ici remplacé par un terme de la forme a(x,u, Vu), et la
fonction a est alors une fonction de trois variables.

Cherchons une forme faible adéquate de (3.19). Remarquons que si w € LP(2), alors, I'hypothese (3.18d) de
croissance sur ¢ donne

la(w)] < C(1+ w1
< C+ClwlP~! € L71(Q)
car C € L® et |w|P~! € L7 1(Q) = LP' () avec p/ = 27 (ou encore 1y % = 1). Donc si u € W, P(Q), ona

p
Vu € (LP(Q)N et a(Vu) € (LP' ()N,
Prenons alors v € W, *(2), ona Vo € LP(Q)N. On a donc

a(Vu) - Vo = Zai(Vu)Div € L'(Q).

i=1
11 est donc naturel de chercher u € W, (Q) et de prendre les fonctions test dans W * ().
On rappelle aussi que si f € L? (), I'application v — Jo f(x)v(x) da est linéaire continue de W, P(£2) dans

IR. C’est donc un élément du dual (topologique) de WOLP (Q) (ce dual est noté W ~12'(2)). Par abus de langage,
on note encore f cet élément de W1 (Q), ¢’est-a-dire que pour f € L (£2), on a

<f,v>W_1,p/(Q)7W01,p(Q) = /Qf(x)v(m) dz: pour tout v € W, (Q).
La forme faible de (3.19) que I’on considere est donc :

u e WyP(Q),

(3.20)
Aaa(Vu) Vo dz =< f,v > -1 (), Wl r (@) VU € Wy (Q).

6. Joseph Smagorinsky (1924-2005), physicien américain spécialiste des modeles de turbulence, de la météorologie dynamique et de la
climatologie.
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Remarque 3.22 (Second membre plus général) Le cadre “naturel” du probléme n’est donc pas limité au
cas f € L” (). On peut remplacer dans (3.20) f par n’importe quel élément de W17 (). On peut prendre par
exemple f = —divF avec F' € LP (Q)", ot divF est défini par

<divF,U>W,1,p/(m7wol,p(ﬂ) = - /Q F(z) - Vou(z) dz.

On peut alors remplacer (f,v)y-1. (q) Wi (o) Par Jo F(x) - Vo(z) dz dans (320). Sous cette hypothese, le
théoreme d’existence et d’unicité donné ci apres (théoreme|3.23)) reste vrai.

Théoréme 3.23 (Existence et unicité) Sous les hypothéses (3.18), il existe u € WP () solution de (3.20). Si de
plus a est strictement monotone, c’est-a-dire si

(a(&) = a(n)) - (€ = n) > 0 pour tout (&,1) € (R™)?, £ # 1 (3.21)
alors la solution est unique.

Pour la démonstration de ce théoreme, nous aurons besoin de quelques lemmes (classiques) d’intégration que nous
rappelons ici.

Lemme 3.24 (Convergence contre convergence faible) Soir 1 < p < 400. On pose p’ = ﬁ. On suppose que
fn — f dans LP(Q) et g, — g faiblement dans L*' (Q). Alors

/fngn dx—)/ f g dx lorsque n — +o0.
Q Q

On pourra consulter [20, Proposition 6.81] pour sa démonstration.
Par contre, on rappelle que si f,, — f dans LP faible et g,, — g dans L faible, on n’a pas en général convergence

de [, fn gn dz vers [, fg da.

Lemme 3.25 Si a € C(RY,R") vérifie I’hypothése de croissance (3.184) et si u,, — u dans Wy *(Q) alors
a(Vuy,) — a(Vu) dans LP (Q)N.

Le lemme [3.25]se démontre par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

On rappelle aussi que les espaces W, (Q), LP(2) et LP' (Q) sont réflexifs pour 1 < p < o0, et donc pour
toute suite bornée d’un de ces espaces, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente dans cet espace. On
rappelle enfin que les espaces Wg P(Q), LP(2) et LP' (Q) sont séparables, i.e. ils contiennent une partie dénom-
brable dense, ce qui va nous permettre I’approximation du probléme par des problémes de dimension finie. On
aura également besoin du résultat suivant sur les opérateurs coercifs pour la démonstration théoréme [3.23]:

Lemme 3.26 (Opérateur coercif dans IR™) Soit T : R — R" continue. On suppose que T est coercif, c’est-
a-dire que
T(v)-v
0]

— +o00 quand |v| — +o0.

Soit b € RYN. Alors, il existe v € RY 1.q. T(v) = b. L’opérateur T est donc surjectif.

Démonstration On utilise le degré topologique de Brouwer (ce qui possible car on est en dimension finie). On
pose h(t,v) = tT'(v)+(1—t)v. Pourt = 0,onah(0,v) = v (donc h(0,v) = I, ol I est]’opérateur v — v). Pour
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t =1onah(1,v) = T(v). Pour appliquer le degré, on remarque d’abord que I’application & : [0, 1] x R — RY
est continue (car 1" est continue).

On veut ensuite montrer qu’il existe R > 0 t.q.
te[0,1],v € RN et h(t,v) = b= |v| < R. (3.22)

On suppose qu’on a démontré (3.22). Quitte & augmenter R, on peut aussi supposer que |b| < R. On pose Br =
{z € RY t.q. || < R}. Par invariance par homotopie du degré, on a donc que d(h(t, -), Bg, b) ne dépend pas de
t, et donc :

d(T, Br,b) = d(1d, Bgr, b).

Comme b € Bg, on a d(Id, Bg,b) = 1 et donc d(T, Bg,b) = 1. On en déduit I’existence de v € By, tel que
T(v) =b.

Il reste & démontrer qu’il existe R > 0 vérifiant (3.22).

Soitt € [0,1] etv € R™ t.q. h(t,v) = b, ¢’est-a-dire tT'(v) + (1 — t)v = b.
Onadonc tT(v) - v+ (1 —t)v-v=">b-v < |b|Jv| et donc, si v # 0,

T(v)-v T(v)-v v-v
ti + (1=t = t¢ +(1—t)— < ||
] [v] [l
Comme T(lq;"v)l'w — +oc lorsque |w| — 400, il existe R > 0 t.q.
T(w) -
|w>R$MMOPme>M
w
On en déduit que |v| < R. Ceci termine la démonstration. [

Ce lemme se généralise a n’importe quel espace de dimension finie :

Lemme 3.27 (Opérateur coercif en dimension finie) Soit F un espace de dimension finie, et T : E — E’ conti-
nue (noter que dim E' = dim E < +00). On suppose que T est coercif, ¢’est-a-dire :

(T(v),v)p.E

— +o0 quand ||v||g — +oo.
[l
Alors, pour tout b € E' il existe v € E t.q. T(v) = b.

Démonstration On se raméne 2 IR” . Soit N = dim E. On choisit une base de E, notée (e1,...,en), et on note
(e,...,e%) labase duale de E (c’est-a-dire t.q. (¢}, e;) gz = 0;;). On définit une application I de R” dans E
et une application J de RY dans E’ par

N N
I{a) = Zaiei et J(B) = Zﬁiej pour a, 3 € R™.
i=1

i=1

L’opérateur I est une bijection linéaire de IR™ dans E et I’opérateur .J est une bijection linéaire de R” dans E’.
Soit T'= J~ ' o T o I. L’opérateur T est continu de R” dans R".
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Soit v € RY. On pose v = I(«) et 8 = T() (donc B = J~*(T'(v))). On a donc

N N N
T(a)-a =fa= Zﬁiai = <Z 5j€§azai€¢>E/,E =(J(B), () p'.E = Zazez = VU B B
j=1 i=1

=1

En prenant comme norme sur R, ||a|| = || I(a)]||z, I'hypothese de coercivité sur T’ donne alors
T(a) - a
m —— =400
lall=+o0 |la]
Par équivalence des normes en dimension finie, on a donc aussi
T(a) -
lim M = +00.
|at] =+o0 |a|

On peut donc appliquer le lemme aT.

Soit b € E’. On pose B = J~1(b). Le 1f:mme~ donne I'existence de @ € R™ t.q. T(a) = . On pose
v=1I(a)etonaalors T(v) =T olI(a) =JoT(a) =J(B) = b. On a ainsi montré I"existence de v dans F t.q.
T(v) =b. ]

Démonstration du théoréme

Etape 1 Existence de la solution a un probleme en dimension finie

Lespace WP () est séparable. Il existe donc une famille dénombrable (f,)nen+ dense dans W, (£2). Soit
E, = Vect{f;...fn} I'espace vectoriel engendré par les n premleres fonctions de cette famille. On a donc
dimFE, <netE, C E, 1 pourtoutn € N* etonaU,ewE, W0 'P_On en déduit que pour tout v € W P(Q)
il existe une suite (v, )nen- telle que v, € E,, pour tout n € IN* et v, — v dans W, "*(€2) lorsque 7 — +00.

Dans cette premiere étape, on fixe n € IN* et on cherche u,, solution du probléme suivant, posé en dimension
finie :
uTL E ETL7
(3.23)
A oa(Vuy,) - Vodz =< f,v >yt wie Vv € E,.
L application v < f,v >y, _1,/ y41.» €st une application linéaire I, dans IR (elle est donc aussi continue car
Yo

dim E,, < 4+00). On note b,, cette application. On a donc b,, € E/, et
<bn,U>El —<f,'U>W 1,p! Wlp’

Soit u € E,. On note T,(u) I'application de F, dans IR qui a v € E, associe [, ca(Vu) - Vv dz. Cette
application est linéaire, c’est donc aussi un élément de E), et on a

(Th(u),v)Er B, = / oa(Vu) - Vv dz.
Q

On a ainsi défini une application T,, de E,, dans E/,. On va montrer que T, est continue et coercive. On pourra
ainsi en déduire, par le lemme que T, est surjectif, et donc qu’il existe u,, € F,, vérifiant T}, (u,) = by,
c’est-a-dire u,, solution du probleéme (3.23)).

(a) Continuité de T}, On rappelle que n est fixé. Pour simplifier les notations, on oublie ici I’indice n, c’est-a-dire
que 'on pose E = E,, et T = T;,. On munit E de la norme définie par || - ||z = || - [|yy1.». Soit u, . € E. Ona:
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1T (u) = T(u)l|pr = e < T(u) = T(u),v >p.E
= max o(a(Vu) —a(Va)) - Vo dz
vEE, Hvl\wé.,p:l Q
< max / o(a(Vu) — a(Va)) - Vo dz.
eré,pv ”'UHWUl,pzl Q

On pose 3 = ||o|| L (q). on obtient alors

IT(w) =T(@)|e < max Blla(Vu) = a(Va)| || o o) V] || o)

OEWG, ol =1
< Bl a(Vu) — a(Va)l Ly (q)-

Donc si (4, )new est une suite de F t.q. u,, — @ dans F, on a
1T (un) = T(@)|er < Bl la(Vur) = a(Va)| || (o)

Par le lemme [3.25} on a a(Vu,) — (Vi) dans (L?' (Q2))N. On a ainsi montré que T'(u,,) — T'(u) dans E, et
donc que T est continue (de F dans E’).
(b) Coercivité de T;, On rappelle qu’on a posé E = E,, etT' = T,,. On veut montrer que

< T(u),u >E\E

— 400 lorsque ||ul| g — +o0.
lulle

Par définition, et grace aux hypotheses (3.18)),

<T(u),u >EF/ E= /

oa(Vu) - Vu dz > o9 a/ [Vul|P dz.
Q Q

On a donc
<T(u),u>p 5> Cllul},., = Clluly  avec C =00 a.
0

Finalement,
< T(u),u >EE

ul > C||uH%_1 — +o0 lorsque ||ul| g — +oo,
ullg

car on a supposé p > 1 (le cas p = 1 est plus difficile et demande des outils supplémentaires, mais il est intéressant
en géométrie pour le probleme des surfaces minimales par exemple).

On a ainsi montré que 7" est coercive. On peut donc appliquer le lemme[3.27] 11 donne I’ existence d’une solution au
probleme en dimension finie (3.23) (cette technique permet aussi par exemple de démontrer I’existence de solution
pour le probleme (3.20) approché par éléments finis P1).

Etape 2 Existence de la solution a un probleme en dimension infinie

On a montré I"existence d’une solution au probleme (3.23). On va maintenant tenter (et réussir!) un passage a la
limite sur ce probléme lorsque n — +oo pour montrer 1’existence d’une solution au probleme (3.20). Pour cela
nous allons :

(a) obtenir une estimation sur u,,, qui nous permettra d’obtenir de la compacité, et donc d’effectuer

(b) un passage a la limite sur les problemes de maniere a avoir I’existence d’une solution u du probléme
comme limite des solutions u,, des probleémes (3.23)); pour cela, il nous faudra une

(c) astuce pour montrer que la limite du terme non linéaire est bien le terme qu’on veut. ... .
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(a) Estimation sur u,,
On prend v = u,, dans (3.23). On obtient :

70 [ [Funl? do < s lunllg»
Q

par coercivité de a. On a donc : o OéHunH];VOl,p < Sl

| 2.0 d"0b
. 1
fuallyts € =l

(b) Passage a la limite

La suite (u,)nenv est donc bornée dans W, *(€2), qui est réflexif. On en déduit qu’il existe une sous-suite encore
notée (un )nen telle que u,, — u faiblement dans W, ().

Par hypothese, |a(Vuy,)| < C(1 + |Vu,|P~'), donc la suite (a(Vu,))nen est bornée dans (LP' (Q))N, qui est
réflexif. Donc il existe ¢ € (L*' () telle que, 4 une sous-suite pres,

a(Vu,) — ¢ faiblement dans  (L? (Q))".

Soitv € Wol’p(Q), on sait que U E, = Wol’p, donc il existe (vp,)new t.q. v, € E, pour tout n € IN* et
n€N

v,  — v dans W,P(Q),
Vv, — Vodans (LP(Q))V.

On utilise alors (3.23)) avec v = v,, on obtient :
/ oca(Vuy) - Vo, de =< f v, > .
Q

Mais < f,v, >—< f,v >, car v,, converge faiblement vers v dans I/VO1 P(Q).
De plus a(Vu,) — ¢ faiblement dans (L*' (€2))N et Vu,, — Vo dans (L?(Q2))". Donc par le lemme [3.24, on a

/ o¢-Vodr =< f,v0 >, 1, Wi You € Wol’p(Q). (3.24)
Q ’

On a ainsi prouvé I'existence de u € W, () t.q. u est la limite faible dans W, *(£2) de la suite (u,)ncn et
t.q. la limite faible dans (L?'(€2))N de la suite (a(Vuy,))nen, notée ¢, vérifie (3.24). Si ¢ était égal 2 a(Vu), on
aurait terminé. Ceci serait facile a établir si a était linéaire. En effet, supposons qu’il existe une matrice carrée de
taille N, notée A, telle que a(£) = A€ pour tout £ € RY (et donc p = p’). Comme u,, — u dans D*(£2) on a
aussi D;u,, — D;u dans D*(Q2) (pour tout 7). Comme la suite (D;u,,)nen est bornée dans L?(£2), on en déduit
que D;u,, — D;u faiblement dans L?(£2) (pour tout i) et donc AVwu, — AVu faiblement dans L?(Q)", ce qui
prouve que ¢ = a(Vu). Malheureusement, la situation est plus compliquée quand a est non linéaire.

(c) Limite du terme non linéaire
Pour terminer, il reste a démontrer que

/ o -Vvdx = / o a(Vu) - Vo dz pour tout v € WP (). (3.25)
Q Q

On peut le démontrer par deux manieres différentes, selon les hypotheses :
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1. Par I’astuce de Minty['] , qui utilise uniquement la monotonie de a, ¢’est-a-dire (a(&) —a(n))- (£ —n) > 0.
On a dans ce cas uniquement u,, — u faiblement dans W, ().

2. Par la méthode de Leray-Lions, qui utilise la stricte monotonie de a, ¢’est-a-dire (a(£) —a(n))-(E—n) >0
pour tout £, 77, & # 1. On a alors en plus u,, — u dans W, ?(Q).

(A) Etape commune a Minty et Leray-Lions.

Pour montrer (3.25), on commence par étudier la limite de / o a(Vuy,) - Vu, dz. L'astuce consiste a utiliser
Q

I’équation ! En effet / o a(Vuy,) - Vu, dz =< f,u, >—=< f,u > car u, — u dans W, (1) faible. Mais on
Q

sait (étape précédente) que u satisfait (3.24), et donc : < f,u >y, 1 1= / o¢-Vu dz.
sWo Q

Donc lim o a(Vuy) - Vu, dv =< f,u >y 1, e
o

n—-+oo Q
= / oC-Vu dz.
Q

On distingue maintenant les méthodes de Minty et de Leray—Lions (qui sont toutefois trés voisines).

(B) Démonstration de (3.25))
e 1ére méthode : Astuce de Minty
Soit v € Wy P(Q); il existe (v, )nen tel que v, € E,, pour tout n € IN et v,, — v dans W, ?(Q) lorsque

n — +o00. On va passer a la limite dans le terme / o a(Vuy)- Vo, dz grice a I’hypothése de monotonie.
Q

En effet,

0< -/QO'(G,(V’LL”) —a(Vv,)) - (Vu, — Vu,) dz =

oa(Vuy,) - Vu, dz + / o a(Vuy,) - Vo, dz
Q

/oa(Vun)-Vun dx—/oa(Vun)-an dx—/
Q Q

Q

= Tl,n - TQ,n - T3,n + T4A,n'

On a vu que en (A) que 17, — / 0(¢ - Vu dx lorsque n — +o00.
Q
Ona
lim 75, :/JC'V’de
Q

n—+o0o
par produit d’une convergence dans (LP)™ et d’une convergence faible dans (L? (€2)) (lemme[3.24). De
méme,

lim T3, = / o a(Vv) - Vu dx
n—-+o0o Q

par produit d’une convergence dans (L? (Q)N) et d’une convergence faible dans (L”(2))V. Enfin, on a
aussi

lim Ty, = / o a(Vv) - Vo dz
Q

n—-+oo

7. George James Minty Jr. (1929-1986), mathématicien américain, specialisé en analyse et mathématiques discretes.
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lorsque n — +o00 et ce dernier terme est le plus simple car on a le produit d’une convergence dans
(LP (Q)™N) et d’une convergence dans (LP(£2))V.

Le passage a la limite dans I’inégalité donne donc :

/ o(¢ — a(Vv)) - (Vu — Vo) dzz > 0 pour tout v € W, ().
Q

. . . . 1
On choisit maintenant astucieusement la fonction test v. On prend v = u + —w, avec w € Wol’p (Q) et
n
n € IN*. On obtient ainsi :
1 1
—— [ o({¢(—a(Vu+—-Vw) ) -Vwdz >0
Q n

n

et donc )
/ o (C —a(Vu + Vw)) -Vw dz <0.
O n

1 1 /
Mais u—&—ﬁ w — u dans WP (), donc par le lemme3.25} a (Vu + an) — a(Vu) dans (LF (Q))V.

En passant a la limite lorsque n — +00, on obtient alors
/ o(¢—a(Vu)) - Vw dz <0 Yw € W, P(Q).
Q

Par linéarité (on peut changer w en —w), onadonc : [, 0(¢ — a(Vu)) - Vw dz =0, Yw € W,yP(2). On
en déduit que

Q Q

On a donc bien démontré que u est solution de (3.20).

Notons que 1’on a montré ce résultat par approximation, c’est-a-dire en montrant d’abord I’existence de
solution a un probleme approché qui se pose en dimension finie, puis en passant a la limite. Ceci est
également possible en utilisant un probléme approché obtenu avec des schémas numériques, par exemple
avec un schéma numérique utilisant des éléments finis P1.

e 2éme méthode : Astuce de Leray-Lions On suppose maintenant la stricte monotonie de a, ¢’est-a-dire :

(a(§) —a(n)- (€ —mn) >0 si £#n.

On va montrer que u est solution de (3.20) (on le sait déja, grice a la premiere méthode) mais aussi que
a(Vu) = C et surtout que u,, — u dans W, *(£).

Comme Up,cNE,, = Wol’p, il existe une suite (v, )new telle que v, € E, pour toutn € N et v, — u
dans WO1 P(Q2). Par hypothése de monotonie, on a :

/ o (a(Vun) — a(Von)) - (Vi — Vo) > 0.
Q
Avec le méme raisonnement que pour Minty (mais maintenant v,, — u au lieu de v,, — v), ona:

hIJIrl o(a(Vuy) —a(Vuy)) - (Vu, — Vu,) de = / o(¢ —a(Vu)) - (Vu — Vu) dz,
n—+oo [ Q T
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donc si on pose F, () = o(a(Vuy) —a(Vuy)) - (Vu, —Vu,),ona F, > 0p.p.et [, F, dz — 0lorsque
n — +o00. Donc F,, — 0 dans L', et donc, aprés extraction d’une sous-suite, F,, — 0 p.p.. On peut aussi
supposer, apres extraction d’une sous-suite, que Vv,, — Vu p.p..

Soitz € Qtel que o(x) > g, Fr,(x) — 0 (on adonc a(Vuy,(x)) —a(Vo,(z)) - (Vu, () — Vo, () = 0)
et Vo, (z) — Vu(z) lorsque n — +00. On suppose aussi que pour cette valeur de z, les hypotheses sur a
(croissance, coercivité et monotonie) sont vérifiées et que Vu,, (z) converge (dans IR). Ces hypotheses sur
x ne font que retirer un ensemble de mesure nulle de points.

Etape A : La suite (Vu,(z))nen est bornée dans IR™ . En effet, grice aux hypothéses (3.18d) de
coercivité et croissance sur a, on a

s Fn(2) > (a(Vua(2)) — a(Voa (@) - (Vun (@) = Vua(2))
> a|Vuy (2)[P = C(1+ [Vun (2)[P7H)| V(@) = C(1+ [Von () P71 [V ()| + af Voo () P

On en déduit que la suite (F},(z))nen est non bornée si la suite (Vuy, (2))new est non bornée. Or F,, (z) —
0 lorsque n — +o0. Donc il faut que la suite (Vu,(2))nen soit bornée.

Etape B : Soit ¢ € IR" limite d’une sous-suite de la suite (Vi (z))nen. On rappelle que x est fixé.
On a donc pour cette sous-suite (encore notée (Vi (x))nenw) lim, oo a(Vuy(z)) = a(€). Comme
lim,, 4 oo Fy(x) = 0, on en déduit

(a(§) — a(Vu()) - (€ = Vu(z)) = 0.

Or, le ler terme de cette égalité est strictement positif si ¢ # Vu(z). On a donc donc & = Vu(x). On a
donc (sans extraction de sous-suite pour cette étape) Vu,, (x) — Vu(x) quand n — +oo.

En résumé, on a ainsi montré que Vu,, — Vu p.p. (2 une sous-suite pres, car on extrait une sous-suite pour
avoir F,, — 0 p.p. et Vv, — Vu p.p.). On en déduit que a(Vu,) — a(Vu) p.p.. Ceci est suffisant pour
montrer que ¢ = a(Vu). En effet, on sait déja que a(Vu,,) — ¢ dans (L? )V (€2) faible. On en déduit alors
que ¢ = a(Vu) par le lemme d’intégration (voir [20} Exercice 6.18] pour la démonstration) suivant :

Lemme 3.28 (Convergence par norme dominée) Soit 2 un ouvert borné. On suppose que f, — f p.p.
et que ( fn)new bornée dans L9, g > 1. Alors f, — f dans L™ (Q2) pour tout v tel que 1 < r < q.

Du lemme|3.28} on déduit que la suite (a(Vuy,))nen converge dans L™ (Q)N, pour 1 < r < p/, vers a(Vu).
Comme cette méme suite converge faiblement dans (L? )™ () vers ¢, on peut conclure (par exemple en
utilisant 1’unicité de la limite faible dans L"(€2)™V) que les limites sont égales, c’est-a-dire

¢ =a(Vu) p.p..

1l reste & montrer que u,, — u dans W, "*(£2). On sait déja que u,, — u faiblement dans W, () et donc
dans LP(Q). Comme, aprés extraction d’une sous-suite, on a Vu,, — Vu p.p., le lemmenous donne
Vu, — Vu dans L"(Q)Y pour tout 1 < 7 < p et donc u,, — u dans W,""(Q) pour tout 1 < r < p. En
raisonnant par contradiction on a méme u,, — u dans VVO1 "(2) pour tout 1 < r < p sans extraction de
sous-suite. Mais ceci ne donne pas la convergence dans Wol’p (). Pour démontrer cette convergence dans
WO1 "P(Q), on réutilise I’étape (A) commune 2 Minty et Leray-Lions. Cette étape a donné

lim oa(Vuy) - Vu, do = / o¢-Vude.
n—+o0o Jo Q
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Mais on sait maintenant que ¢ = a(Vu) p.p., on a donc

lim oa(Vuy) - Vu, dx = / oa(Vu) - Vu dz.
n—-4o00 Q Q

On rappelle maintenant un lemme classique d’intégration (voir [20, exercice 4.25]), valable dans tout espace
mesuré mais que 1’on donne ici dans le cas qui nous intéresse.

Lemme 3.29 (Convergence L' pour une suite de fonctions positives)

Soit Q un ouvert borné de R™ . Soit f € L*(Q). On suppose que la suite (f,)nen de fonctions de L' ()
vérifie :

1. fn > 0p.p., pour tout n € IN,

2. fn— fp.p. quand n — +o0,

3 limp sy [o fu(®) do = [, f(z) da.
Alors f,, — f dans L' ().

On sait déja que Vu,, — Vu p.p.. On applique alors le lemme a la suite (fp,)nen définie par f, =
ca(Vuy) - Vuy,. Le 1emmedonne la convergence L' (€2) de cette suite et donc 1’équi-intégrabilitéﬂde
la suite (fy)nen- Avec I'hypothese de coercivité sur a et I’hypothése sur o , on obtient I’équi-intégrabilité
de la suite (|Vu,|P)nen. I reste & appliquer le théoréme de Vitalim pour conclure que Vu,, — Vu dans
LP(Q)N et donc que u,, — u dans W, ”(2). Comme d’habitude, un argument par contradiction montre
que cette convergence dans VVol’p (€2) a lieu sans extraction de sous-suite des que u,, converge faiblement
vers u dans Wol’p (2) (et pour avoir cette convergence, on a dii extraire une sous-suite). Dans 1’étape 3
ci dessous, on va démontrer 1"unicité de la solution de (3.20) si a est strictement monotone. Ceci permet
de conclure que la suite (u,),en converge (sans extraction de sous-suite) dans WO1 P () vers I'unique
solution de (3.20).

On a ainsi terminé la partie “existence” du théoreme[3.23]

Etape 3 : Unicité On suppose que a est strictement monotone. Soient u; et us deux solutions.
/Qaa(Vui)~Vv de =< fv> i=1,2 YveW,”Q).
On fait la différence des deux équations, et on prend v = u; — uz. On obtient :
/Qa(a(Vul) —a(Vug)) - V(ug —ug) dz=0.

OrY =o(a(Vuy) —a(Vuz)) - V(ug —uz) > 0,etY > 0si Vuy # Vug; on adonc Vuy = Vug p.p.
et donc u; = ug car uy et ug € Wol’p(Q).

8. Soit (X, T, m) un espace mesuré; on dit que qu’une suite (frn)neN C L1(£2) est équi-intégrable si, pour tout € > 0, il existe § > 0

tel que

AGT,nGIN,m(A)§62>/ |fn|dm <e.
A

9. Théoréme de Vitali : Soit (X, T, m) un espace mesuré; on note L' I'espace Li; (E, T', m). Soit (fn)nem une suite de L1 telle que
fn — fp-p., f prenant ses valeurs dans IR.. Alors, f € L' et f,, — f dans L' si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. lasuite (frn)nem est équi-intégrable.
2. Pour toute > 0, il existe C' € T tel que m(C) < +ooet [ |fn|dm < e pour tout n € IN.

(Voir par exemple [20, Théoreme 4.51] pour la démonstration.)
10. Giuseppe Vitali (1875-1932), mathématicien italien, spécialiste de théorie de la mesure.
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Remarque 3.30 Dans le cas des opérateurs de Leray—Lions, lorsque a dépend de =, Vu mais aussi de «,
on arrive encore a montrer des résulats d’unicité si p < 2.
(]

3.3 Méthode par minimisation d’une fonctionnelle

Nous avons vu au chapitre 2] qu’il était parfois possible d’obtenir une solution a un probleme elliptique linéaire en
cherchant un point ol une fonctionnelle atteint son minimum. Une telle méthode est possible aussi pour des équa-
tions elliptique non linéaires. Nous donnons seulement deux exercices pour illustrer cette méthode, les exercices
3.6 et3.7] L’exercice [3.7) utilise le théoréme d’existence des multiplicateurs de Lagrange que nous rappelons (et
démontrons) ici dans un cas simple (suffisant pour I’exercice [3.7)).

Théoréme 3.31 (Multiplicateur de Lagrange) Soient E un espace de Banach, f € C(E,IR), g € C*(E,IR) et
A={v e E;g(v) =0} Soitu € Atel que f(u) < f(v) pour toutv € A.

On suppose que | est différentiable au point u et que Im(dg(u)) = IR. Alors,en notant df (u) et dg(u) les diffé-
rentielles de f et g au point u, il existe A € IR tel que df (u) = Adg(u).

Démonstration Noter que dg(u) et df (u) sont des éléments de E'. Comme Im(dg(u)) = IR, il existe v € E tel
que dg(u)(v) # 0. On pose a = dg(u)(v) (donc a € R™).

On définit la fonction G de E x IR dans IR par G(w,t) = g(u + w + tv). Comme g € C'(E,R), G €
Cl(E x IR, R). On désigne par d;G, resp. doG, la différentielle de G par rapport a la premiére variable, resp.
deuxieéme variable (donc d1G(w,t) € L(E,IR) = E’ et doG(w,t) € L(IR,IR) que I’on identifie 2 R).

Comme d2G(0,0) = dg(u)(v) # 0, le théoréme des fonctions implicites donne I’existence de ¢ > O etn > 0
tels que pour tout w € B(0,7) (boule ouverte de centre 0 et rayon 7), il existe un et un seul ¢ €] — ¢, [ tel que
G(w,t) = 0. On note ¢(w) cette valeur de ¢. Le théoréme des fonctions implicites donne aussi que ¢ est de classe
C! (noter que, par exemple, dg(0) € E).

Comme g(u+w + ¢(w)v) = 0 pour tout w € B(0, n), un développement au premier ordre de g (au point u) et de
¢ (au point 0) donneE]

dg(u)(w + dp(0)(w)v) = 0 et donc dg(u)(w) + a dp(0)(w) = 0, (3.26)

ou encore
d¢(0)(w) = —a~'dg(u)(w) pour tout w € E.

Pour tout w € B(0,7n), f(u) < f(u+w+ ¢(w)v) (car u + w + ¢p(w)v € A) et donc avec un développement au
premier ordre de f et ¢ (on rappelle que f est différentiable en au point u) df (u) (w+d@(0)(w)v) = 0, c’est-a-dire
0 = df (u)(w) — a~'dg(u)(w)df (u)(v) pour tout w € E.

Ceci donne df (u) = Adg(u) avec A = a~1df (u)(v). (]

Remarque 3.32 Dans le théoréeme la fonction g est a valeurs dans IR. Il est assez facile de généraliser le
théoréme si g est a valeurs dans IR? pour un p > 1. Il faut alors remplacer Im(dg(u)) = IR par Im(dg(u)) =
IR? et la conclusion devient il existe A1,..., A, € R tel que df (u) = > 5_; \idgi(u) ol g1,...,gp sont les p
composantes de g.

11. pour obtenir (3.26) on peut, par exemple, utiliser les développements au premier ordre avec sw au lieu de w, diviser par s (s > 0) et
faire tendre s vers 0.
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Pour conclure cette section, on rappelle sans démonstration le théoréeme des fonctions implicites.

Théoréme 3.33 (Fonctions implicites) Soient £ un espace vectoriel normé et F', G deux espaces de Banach.
Soient f € C(E x F,G) et (a,b) € E x F tels que f(a,b) = 0. On suppose :

— Pour tout x € E, I’application y — f(x,y) appartient 2 C(F, G). On note d f(x,y) la différentielle de

fz au point y.

— Lapplication (z,y) — daf(z,y) appartienta C(E x F, L(F, Q)).

— Lapplication ds f (a, b) est bijective continue de F' dans G (et donc d’inverse continue).
Alors, il existe € > 0 et 7 > 0 tels que pour tout x € B(a,n) (boule ouverte de centre 0 et rayon ), il existe un et
un seul y € B(b,e) (boule ouverte de centre 0 et rayon e)tel que f(z,y) = 0. On note ¢(z) cette valeur de y. La
fonction ¢ est de classe C'.

3.4 Exercices

Exercice 3.1 (Existence par Schauder) Corrigé en page[179|
Soit  un ouvert borné de RY (V > 1), g € L?(Q), a une fonction continue de IR dans IR et i une fonction
continue de IR x IR” dans IR. On suppose que

— 0 < a=infser a(s) < sup,er a(s) = < +oo,

— ilexiste § € [0,1[et C; € R t.q. |h(s,&)| < C1(1 +|s|® + [€]°) pour tout (s,&) € R x RY.

1. Soitw € Hi (). Montrer que h(u, V) € L?(£2) et qu’il existe une unique solution u de

/ a(u(z))Vu(z) - Vo(x) dx —|—/
Q

h(u(z), Vu(x))v(z) de = / g(z)v(z) dz, Vv € H& (Q).
Q

Q
(3.27)

Dans la suite, on note 7" ’application qui a w associe u, unique solution de (3.27)). L’application T est donc de
H{ () dans HJ ().

2. (Estimation sur u) Soit w € H}(Q) et u = T'(u). Montrer qu’il existe Co ne dépendant que (2, o, g et Cy
tel que
lull ) < Ca(1+ ||ﬂ||5H3(Q))~
[On pourra prendre v = u dans (3.27).]
En déduire qu’il existe R € IR’} t.q.
[l ) < R = llullmo) < R

3. (Continuité de T') Soit (uy,)ne une suite de H}(Q) etw € Hi (). On suppose que u,, — u dans H}(Q)
(quand n — 400). On pose f,, = h(uy, Vi), f = h(u, Va), u, = T(u,) etu =T (a).
(a) Montrer que f,, — f dans L?(£2).
(b) Montrer que u,, — u faiblement dans H} ().

(c) Montrer que /Q a(Un (2))Vup(z) - Vuy(z) doe — /Qa(ﬂ(;v))Vu(x) - Vu(z) da.

En déduire que u,, — u dans H} (). [On pourra s’inspirer de I’exercice ]
4. (Compacité de T)) Soit (U, )nen une suite bornée de H} (). On pose f,, = h(tn, V,) et u, = T(y).
Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (%, ),eN, encore notée (U, ), et il existe f € L2(£2) et
be L>(Q)tq.
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fn — f faiblement dans L?(Q2),
a(ty) — bp.p..
Montrer que la suite (u,),cn est convergente dans H&(Q) [On pourra raisonner comme dans 1’exer-
cice[2.19]]
5. Montrer qu’il existe u € H}(Q) t.q. u = T'(u) (et donc u solution de (3.27) avec T = u).

Exercice 3.2 (Existence par Schauder, généralisation de I’exercice Corrigé en page
Soit  un ouvert borné de R (N > 1), a une fonction de €2 x IR dans IR et f une fonction de 2 x IR x RrY
dans IR vérifiant :

— a est mesurable par rapport a x € €2, pour tout s € IR, et continue par rapport a s € R, p.p. en x € .

— Dlexiste o, f € R t.q. a < a(x,s) < Spourtout s € Retp.p.enz € .

— f est mesurable par rapport a = € 2, pour tout s, p € IR x IR™, et continue par rapporta (s,p) € IR x RY,

p.p.-enx € ).
— Dlexiste d € L*(Q),C € Rets € [0,1] tel que |f(-,s,p)| < C(d+ |s|® + |p|®) p.p., pour tout s,p €
R x R"Y.
Montrer qu’il existe une et une seule solution u du probléme suivant :
u € Ho(Q),
/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z) dz = / f(z,u(x), Vu(z))v(z) de, pour tout v € Hj (). (3.28)
Q Q

[On pourra construire une application de Hg (£2) dans H} () et utiliser le théoréme de Schauder.]

Exercice 3.3 (Degré d’une application affine) Corrigé en page
Soit E un espace de Banach (réel). Pour R > 0, on pose Br = {v € E; |v||g < R}.

1. Soit f une application constante de F dans E. Il existe donc a € E tel que f(v) = a pour tout v € E. Soit
R > 0 tel que ||a||g # R. Montrer que d(Id — f, Bg,0) est bien défini et que d(Id — f, Bg,a) = 1si
R > |la||getd(Id — f,Br,a) =0si R < ||a||g-

2. Soit L une application linéaire compacte de F dans E. On suppose que 1 n’est pas valeur propre de L. Soit
a € E. On définit f de E dans F en posant f(v) = Lv + a pour tout v € E.

(a) Montrer que I’équation v — f(u) = 0 a au plus une solution.

(b) Montrer que 1’équation v — f(u) = 0 a une unique solution. On note b cette solution. Montrer que
d(Id — f,Br,0) #0si R > ||b||g etd(Id — f, Br,0) =0si R < ||b| &.

Exercice 3.4 (Convection-diffusion, Dirichlet, existence) Corrigé en page

Soit £ un ouvert borné de R™, N = 2 ou 3, p>N,We LP(Q)N, o une fonction lipschitzienne de IR dans IR
t.q. p(0) =0et f € L*(Q).

On s’intéresse ici au probleme suivant

{ —Au+div(We(u)) = f dans Q, (3.29)

u = 0 sur 0f2.

Le but de cet exercice est de montrer I’existence de solution faible au probleme (3.29). L’ unicité (et la positivité si
f > 0p.p.) de la solution faible est montré dans I’exercice[3.5}

1. Soit u € HE (), montrer que W(u) € L2(2)N. [Utiliser le théoréme d’injection de Sobolev, théoréme

1.38]]
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Cette premire question permet de définir la formulation faible du probleme (3.29). Elle consiste a chercher u

solution de (3.30).

u € Hy (),

/ Vu(z) - Vo() do — / p(u(z))W(z) - Vo(r) dz = / f(z)v(x) dz pour tout v € HJ (). (330)
Q Q 0

Pour montrer 1’existence d’une solution a (3.30) on va utiliser la méthode du degré topologique en construisant
une application h de [0, 1] x L7(Q2) dans L(Q) avec ¢ = % (de sorte que % + % = 1). On pose donc pour la
suite ¢ = 172%’2. Si N = 3, on pose 2* = 6 et si /N = 2, on choisit pour 2* un nombre strictement supérieur a ¢ (de
sorte que, pour N = 2 ou 3, H}(€2) s’injecte continiiment dans L?" (2) et compactement dans L9(2)).

2. (Construction des opérateurs B et h) Soit & € L9. Montrer qu’il existe une unique u solution de

u € Hy(Q),
/ Vu(z) - Vu(x) do — / p(a(z))W(x) - Vo(z) dz = / f(@)v(x) dz pour tout v € H& (Q).
¢ : ¢ (3.31)

On note B I’opérateur qui a & dans L7(2) associe u solution de (3:3T). Puis, pour ¢ € [0, 1] et & € L?(2), on pose
h(t, @) = B(tu).

3. Montrer que h est continu et compact de [0, 1] x L%(£2) dans L?(€2).
4. (Estimations a priori) Soit u € L9(f2) t.q. u = h(t,u). On a donc

/ Vu(z) - Vo(z) dz — / p(tu(x))W(z) - Vo(z) de = / f(z)v(z) dz pour tout v € Hy ().
Q Q Q

| (3.32)
Pour s € IR, on pose 9(s) = f; de'

(a) Montrer que ¢(u) € HJ(2). En prenant v = v (u) dans (3.32), montrer qu’il existe C; ne dépendant
que Q, W, pet f tq.
(1 + |u)) | zg0) < Cr-

(b) Pourwv € L (€2), montrer que pour tout A > 0 on a
a
e < [ @ dn) (i > A E 4 A
Q Q

On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R .

(c) Enutilisant (a) et (b), montrer qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de 2, W, pet f t.q. [|ul| g1 (q) < C.

5. (Degré topologique) Montrer I’existence d’une solution a (3.30).

6. On retire dans cette question 1’hypothese ¢(0) = 0 et on se donne un élément 7' de H (). Montrer qu’il
existe u solution de (3.30) avec [, f(z)v(x) da remplacé par (T, v) -1 (q), 13 (02)-
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Exercice 3.5 (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité) Corrigé en page|185

On reprend ici les mémes hypotheses que dans I"exercice[3.4] c¢’est-a-dire :

Soit © un ouvert borné de RN, N =2ou3,p > N, W € LP(Q)", ¢ une fonction lipschitzienne de IR dans IR
t.q. ¢(0) =0et f € L?(Q).

L’exercice[3.4]a montré qu’il existait u solution faible de (3.29), ¢’est-a-dire u solution de

u € Hy(Q),

/Vu(x)-Vv(m) dx—/ p(u(z))W(z) - Vo(x dx—/f x) dx pour tout v € H(Q). (3:33)
Q Q

L objectif de cet exercice est de montrer I'unicité de la solution de (3.33) et de montrer que u > 0 p.p.si f > 0
p-p..
1. Montrer I'unicité de la solution de (3.33).

2. Onretire dans cette question (et seulement dans cette question) l’hypothese ©(0) = 0 et on se donne un élé-
—1
ment T’ d.e H~'(Q). Montrer que le probleme (3.30) avec [, f(z)v(x) dz remplacé par (T, v) -1 (g, HL(Q)
a une unique solution (I’existence a été montrée dans I’ exercme@

3. On suppose f < 0 p.p.. Soit u la solution de (3:33). Montrer que u < 0 p.p.. [Pour n € IN*, on pourra
prendre v = S, (u) dans (3:33) avec S, € C(IR,IR) définie par S,,(s) = max(0, min(s, 1)) et faire
tendre n vers +00.]

Exercice 3.6 (Existence par minimisation) Soient 2 un ouvert borné de RN (N > 1), a une fonction de €
dans IR et f une fonction de 2 x IR dans IR vérifiant :

— a € L*(0).

— IDlexiste « € R tel que o < a p.p..

— [ est mesurable par rapport & x € €2, pour tout s € IR, et continue par rapporta s € IR, p.p.enz € €.

— Tlexiste d € L?(Q2), C € Ret§ € [0,1] tel que pour presque tout = € €, |f(-,s)| < C|s|° + d pour tout

s € R.

On pose F'(x, s) fo x,t)dt. Pour presque tout z € €2, la fonction s — F'(z, s) est donc une fonction de classe
C! de R dans R

1. Soitu € Hg (). Montrer que F(-,u) € L'(Q).

Corrigé — Pour le corrigé de cette question et des questions suivantes, on va noter A un ensemble de mesure
nulle, c’est-a-dire tel que /\N(A) = 0 (on rappelle que \n désigne la mesure de Lebesgue sur IRN), et tel que
Papplication s — f(z, s) est, pour tout z € A° = Q\ A, continue de IR dans R et vérifie | f(z,s)| < C|s|° +d
(pour tout s € R).

La définition de I donne, pour tout 6 A€ et pour tout s € R,

5 c
|F(,8)| < 51l + 3] < 541 L (sl” 4+ 1) +8(s* + 1), (3:34)

et donc |F(z,u(z)| < Cy|u(z)|* + 01, avec C1 =6 + <>+1
Comme u € L* () et que Q) est borné (et donc de mesure de Lebesgue finie), on en déduit que F(-,u) € L*(€).

N.B. On rappelle que F(-,u) désigne la fomnon x +— F(x,u(x) qui est définie p.p.. Dire qu’elle appartient a
LY () est a prendre au sens qu’il existe v € L(Q) telle que v = F(-,u) p.p. (on cofond alors F(-,u) avec la
classe de v dans L*(QY)). La preuve faite de cette question est un peu incorrecte sur le plan de la mesurabilité
(les problémes de mesurabilité sont souvent quelque peu oubliés dans de nombreux ouvrages, y compris celui ci).
En fait si on choisit un représentant pour u, c’est-a-dire un élément de la classe u, on peut effectivement montrer
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(grdce aux hypotheses sur ) qu’il existe v mesurable de ) dans IR, (munis des tribus boréliennes) telle que
v = F(-,u) p.p. et le raisonnement précédent donne bien v € L*(Y). Pour plus de précision, on peut consulter,
par exemple, [20] exercice 7.14.

Pour u € H}(92), on pose E(u) = 3 [, a(x ) - Vu(z) dz — [, F(z,u(x)) dz.
2. Montrer que F(u) — 400 quand ||u||H3 (@) — +00.

Corrigé —  De la premiere inégalité donnée dans (3:34) on déduit que lim_, + o % = 0, uniformément par
rapport a x € A°. Pour tout € > 0 il existe donc C-, ne dépendant que de ¢, C et § tel que |F(x, 5)| < e|s|* +C-
pour tout s € IR et tout x € A°.

Soitu € Hy (), en utilisant cette majoration de F, la minoration de a et I'inégalité de Poincaré 1), on obtient

>—/|Vu dx—a/ﬂ|u(m)| da:—Cg)\N(Q)2(5—609)/Q|Vu(m)| dz — CAn (Q).

o

En choisissant € > 0 tel que ($ — eC3) > 0 et en remarquant que || |Vu| Hi?(ﬂ) > C%HHUH?_II(Q), on en
Q 0
déduit que E(u) — +oo quand \|u|\H6<Q> — +o0.

3. Onnote I = inf{E(u), u € H}(Q)}. Montrer que I € IR et qu’il existe u € H} () tel que F(u) = I.

Corrigé —

On choisit une suite (Un)nen de H (Q2) telle que limy,— 4 o0 E(un) = 1. La question Elmontre que la suite
(un)new est bornée. On peut donc supposer (quitte a extraire une sous-suite) qu’elle converge faiblement dans
HY(Q) et, grace au théoréme de Rellich qu’elle converge dans L*(Q). Enfin, toujours quitte a extraire
une sous-suite, on peut supposer qu’elle converge p.p. en restant dominée dans L*(Q) (voir, par exemple, [20]
théoreme 6.11). On a donc, quand n — 400, D;u, — D;u faiblement dans L2(Q), pour tout i (car uy, — u
faiblement dans H§ (), exercice , Un — u p.p. et, pour tout n € IN |u,| < g p.p. avec g € L*(Q).

Pour le premier terme de E(uy,), 'application v — [, a(z)Vu(z)-Vo(z) dz est un élément du dual de Hg (<2),
on a donc

H\/(E\VUHEQ(Q) = /Qa(x)Vu(m) -Vu(z)dz = lim a(z)Vu(z) - Vu,(x) dz.

n—-+oo Q

Mais, par ’inégalité de Cauchy-Schwarz,
/ a(z)Vu(z) - Vun(z) dz < [[ValVulll L2(0) [Val Vunlll L2 (o),
Q
et donc ||\/a|Vull|72 gy < liminfuos i oo [|va|Vaull| L2 (o) 1vVa|Vun || 2(q), ce qui donne

/Qa(x)Vu(:E) - Vu(z) de < liminf. L a(x)Vun () - Vuy (z) do.

n——+oo

Pour le deuxieme terme de E(uy,), comme s — F(x, s) est continue pour x € A, on obtient avec le nombre Cy
de la premiére question

F(-,un) — F(-,u) p.p., quand n — 400,
|F (-, un)| < Cilun|® + Cy < Cilg|> + Ci p.p., pour tout n € IN.

On en déduit, avec le théoreme de convergence dominée, [, F(x, un(x) dz — [, F(z,u(x) dz quand n — +oo.
Ceci donne

I <E(u) = %/ﬂ a(x)Vu(z) - Vu(z) de — [ F(z,u(z)) de < liminf E(u,) = 1,

Q n—-+oo

etdonc I € Ret E(u) =1
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4. Montrer qu’il existe u solution du probleme suivant :

u € Hy(Q),
1 (3.35)
a(x)Vu(z) - Vo(z)de = | f(z,u(x))v(z) dz, pour toutv € Hy ().
Q Q
Corrigé —  On va montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de ([339).
Soit v € Hy(Q). Comme E(u) < E(u + tv), on obtient, pour 0 < t,
0< w = / a(z)Vu(z) - Vo(z) dz +t / a(z)Vu(z) - Vo(x) dz
Ja Jo
[ ) pie(e) Pt g, 3
. . .
Q

Comme s — F(z, s) est de classe C"* pour x € A,

F(,u+tv) — F(-,u)
t

F(,u+tv) — F(
| t

Pour la majoration ci dessus, on a utilisé le théoreme des accroissements finis. Il donne pour presque tout x € O

et tout t €]0, 1],

|F(@, u(@) +to(z) = F(z, w(@))| < max [f(z, u(z)+100(z)tv(@)] < tlo(@)|(C(|u()] +]v()])’ +d)

— f(-,uw)v p.p., quand t — 0,

5 u) | < |v(@)|(Clu(z)| + Clo(x)| + C + d) p.p., pour tout t €]0,1].

< tlo(@)[(C(lu()] + |v(2)]) + C + d).
On peut maintenant faire t — 0, avec t €]0,1[, dans B36) pour obtenir, avec le théoreme de convergence
dominée,

= /S;a(x)vu(x) - Vu(z) dz — /Q f(z,u(x))v(r) da.

Comme cette inégalité est aussi vraie pour —v, on obtient bien, finalement, que u est solution de ([3-32).

N.B. La preuve donnée pour cette question utilise seulement la dérivabilité de E au point w dans toutes les
directions v de H§ (Q). Une autre démonstration possible consisterait & montrer que E est différentiable au point
u. Ceci donnerait D f(u) = 0, c¢’est-a-dire u solution de [339).

Une fonction peut étre dérivable au point u dans toutes les directions sans étre différentiable au point u. C’est la
cas par exemple de la fonction u — [, |u(z)| dz dans L*(2) au point 0.

Exercice 3.7 (Minimisation avec contrainte)
Soit  un ouvert borné de R™ ,N >2,etp€]l, % [. On cherche une solution non nulle au probleme suivant :

— = |u|P~?
{ Ay = |u|P~1u dans , (337)

u = 0 sur 0N2.
1. Pour v € H{(R), on pose E(v) = £ [, |Vv(z)]* dz et F(v) = [, [v[PT! da. On pose aussi A = {v €
HY(Q), F(v) = 1}. Montrer qu’il existe u € A t.q. u > 0 p.p. et E(u) < E(v) pour tout v € A.

Corrigé — Le théoréme sur les injections de Sobolev donne H3 () C L* () si N > 2et H}(Q) C
L) pour tout ¢ < 0o si N = 2. On en déduit que F(u) € L'(Q) siu € H{(Q) (pour N > 2,1 +p = 2*)
et donc A # ().

On note I = inf{E(v), v € A}. Soit (un)new une suite de A telle que lim, o E(un) = I. La suite
(un)new est bornée dans HE (). On peut donc supposer (quitte & extraire une sous-suite) qu’elle converge
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faiblement dans H$(Q) et, grace au théoréme de Rellich qu’elle converge dans L* (). On note u cette
limite de la suite (un)neN.
Comme dans l’exercice@ la convergence faible de u., vers u dans Hg () donne E(u) < liminf,— 1 oo E(un).

On montre maintenant que u € A. Par le théoréme la suite (un)new est bornée dans L*" (Q) si N > 2 et
dans L9 () pour tout ¢ < oo si N = 2. Comme elle est convergente dans L*(S2), une application simple de I’in-
égalité de H(')'lderEl donne qu’elle converge dans L9(Q) pour tout q < 2* et donc, en particulier dans LP** ().
Onadonclimy, 4o F(u,) = F(u) = letdoncu € Aet E(u) = I carl < E(u) <liminf,ew E(un) = 1.
Enfin, pour avoir u > 0 p.p., il suffit de remplacer u par |u| car F(|u]) = F(u) et E(|u|) = E(u) (en utilisant
le lemme 224 ou plutét sa généralisation, remarque

2. Montrer qu’il existe u non nulle, u > 0 p.p., solution faible de (3.37).

Corrigé —  On va montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est, a une constante multiplicative
pres, solution faible de B37). Pour cela, on va appliquer le théoréme[3.31]

Comme E(u +v) = § [, [Vu(z)]? dz + [, Vu(z) - Vo(z) dz + 5 [, [Vo(z)|? d, la fonction E est diffé-
rentiable au point u et sa différentielle au point u, notée dFE(u) est I’élément de H™1Q défini par

<dE(u),v)H_1(Q)’H%(Q) = /QVu(m) - Vo(z) de.

On montre maintenant que F € C*(H$(Q), R).
On remarque que, pour tout s € IR et tout h € IR,

|s 4+ h|PT = |s[PT! 4 (p + 1)sPsign(s)h + R(s, h), (3.38)
avee |R(s, )| < (p+ 12(|s[P1h? + [h[P*),
En effet, pour s > 0 et h > —s, un développement de Taylor donne qu’il existe 0 €)0, 1] rel que R(s,h) =
%(s + 0h)P~'h? et donc R(s,h) < %(Mp_lff + [hPFTY). Pour s > 0 et h < —s, |R(s,h)| =
s BIPHL =[5 — (p+ 1)sPsgn(s)hl < (p+ 2) AP+
Pour s < 0, en changeant s en —s, on obtient les mémes majorations pour |R(s, h)|.
Enfin, pour s = 0, |R(s, h)| = |h[PT.
Soit maintenant v € Hy (Q). Pour tout w € H{ (), on utilise B38) avec s = v(z) et h = w(x) (pour presque
tout € Q). Comme |v|P € L (Q) etw € LPTH(Q), linégalité de Holder donne |v|Pw € L' (Q). On obtient
alors avec la majoration de |R(s, h)| et (de nouveau) avec I’inégalité de Holder,

F(v+w) = F(v) + / (p + L)v(a)’sign(v(e))w() dz + R(w),

avee |R(w) < (p+1)? f (0(2) P~ (@) +Hw @) do < o020l g 1012045 oy 0125 )
L’injection continue de Hy(Q) dans LPT(Q) donne alors R(w) = lwll Lo+10yn(w) avec n(w) — 0 (dans
HY(Q) quand w — 0 dans Hg (Y). Ceci prouve que F est différentiable au point v et

@@ ) 0myor = [ [ @+ 1)o@ siEno(@)w(e) do.
On remarque aussi que, avec ’inégalité de Holder,

_pP_
‘<dF(’U)aw>H*1(Q),Hé(Q)‘ < (p+ Dllv]"] L”H%(m\lwllmmm <(+ 1)HUHipH(Q)CprHHg(Qy
ont C, est un nombre tel que, pour tout w € H (Q),

[dF ()l r-1(0) < (P+1)

W[ ppr1(0) < Cpr”H(}(Q)- On a donc

‘U|‘2P+1<Q) <@+ 1)0;57)“”"[1){5(9)-

On montre maintenant la continuité de v v dF(v) de H} (Q) dans H™(Q). Soit (vn)nen une suite de Hy ()
telle que v, — v dans H} () quand n — +o0o. On a donc aussi v, — v dans LPT(Q) quand n — +oo.

12.Si1<p<r<qg<+ooetu € LP(X,T,m) N LYX,T,m), ||ul]rr < ||u||%,,||u||1L;€, avec 0 = gg:r.

=
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De la définition de dF (v,,) et dF (v) on déduit
»

[[dF (vs) — dF(’U)HH—l(”) < (p+1)Cpllvn(z)Psign(v, (x)) — v(x)Psign(v(z))|| ”T_ll (Q).
AT

En extrayant une sous-suite, on peut supposer qu’il existe g € LP+! () telle que
Un — U p.p. quand n — +00,
|vn| < g p.p. et pour tout n € IN,

L. . - p . 1+ 1
On en déduit, par convergence dominée que vy (x)Psign(v, (z)) — v(z)Psign(v(x)) dans L'T7 (Q) quand
n — +oo. Comme la limite ne dépend pas de la sous-suite choisie, un raisonnement par l’absurde classique
montre que le convergence a lieu sans extraction de sous-suite. On a ainsi montré que dF(vy,) — dF(v) dans

H™Y(Q) et donc que F € C'(H(Q),TR).

On peut maintenant appliquer le rhéoréme Comme u n’est pas la fonction nulle (car F(u) = 1), Im(DF(u) =
IR) et le théorémedonne Pexistence de A € R tel que DE(u) = AD f(u), c’est-a-dire comme u > 0 p.p.,
pour tout v € Hg (),

., Vu(z) - Vo(z) de = A /p /)(p + Du(z)v(z) da. (3.39)

Comme v € H}(Q) et u # 0 (dans H (), le terme de gauche de (B39 est strictement positif pour v = u. On
en déduit que A > 0. On choisit maintenant 0 > 0 telle que 0 = (p + 1) A0 (ce qui est possible car p > 1), la
Jfonction Qu est solution faible de B37), ¢’est-a-dire, en notant 1 cette fonction,

/ Vi(z) - Vo(z) do = / / a(z)? ' a(z)v(x) de pour tout v € Hy(Q).
Q /o

Exercice 3.8 (Convergence faible et non linéarité) Corrigé en pageRemarque liminaire : Soitp € C(R,R);
lorsqu’une suite (u,)n,en tend faiblement vers u dans un espace LP et que la suite p(u,,) tend faiblement vers f
dans un espace LY, il est en général faux que f = ¢(u) p.p.. On ajoute I'hypothese que [ u,¢(uy,) dz converge
vers [uf dx. Si ¢ est croissante, 1’astuce de Minty permet alors de montrer que f = ¢(u) p.p.. Si ¢ est strictement
croissante, on obtient méme la convergence de u,, vers u (c’est I’*“astuce de Leray-Lions”). Cet exercice détaille
ces idées dans le cadre p = ¢ = 2, et avec une mesure finie.

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(X) < +o0). On note L? I'espace L%, (X, T, m). Soient
(tn)nen et (v,)new deux suites bornées de L? et u,v € L2. On suppose que les suites (ty, )nen €t (Vn)neN
convergent faiblement dans L? vers u et v respectivement.

lim uw dm = /uw dmet lim vpw dm = /vw dm pour tout w € L2.

n—-+oo n——+oo

1. On suppose, dans cette question seulement, que v, = u, p.p., pour tout n € IN (et donc v = v p.p.).
Montrer que u,, — u dans L? (quand n — +00) si et seulement si [ uZ dm — [ u? dm (quand n — +00).

On suppose pour toute la suite de 1’exercice que f Up Uy, dm — f uv dm (quand n — 400) et qu’il existe une
fonction ¢ de IR dans IR telle que

— ( est continue, et il existe C' € IR tel que |p(s)| < C' + C|s| pour tout s € IR.

— vn, = ¢(uyp) p.p., pour tout n € IN.

2. Soit w € L2, montrer que, quand n — o0,
/(@(un) — (W) (tn — w) dm — /(v — o)) (u — w) dm. (3.40)
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3. On suppose que ¢ est croissante.
(a) Soitw € L?ett € IR. Montrer que

/(v — ¢(u+tw))tw dm < 0.

[Utiliser (3:40).] En déduire que [ (v — ¢(u))w dm = 0.

(b) Montrer que v = (u) p.p..

4. On suppose que ¢ strictement croissante. Pour n € IN, on pose G, = (p(un) — @(w))(un — u).

(a) Montrer que G,, — 0 dans L' quand n — oo (utiliser (3.40)).

(b) Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (G',) e, notée (G (n))ne (avec 9 strictement crois-
sante de IN dans IN) t.q. G,y — O p.p.. En déduire que uy(,) — u p.p. (utiliser la croissance stricte
de ).

(c) Montrer que u,, — u dans L? pour tout p € [1, 2].

Exercice 3.9 (Opérateur de Leray-Lions)
Soient € un ouvert borné de R™ (N > 1), a une fonction de 2 x IR x RY dans R" et p €]1, 4o0[ vérifiant
(avec p’ = p%l) :
— (Fonction de Carathéodory) a est mesurable par rapport a x € €, pour tout s, € IR X IRY, et continue
par rapport a (s,&) € R x RY, p.p.enz € Q.
— (Coercivité) Il existe a € R% t.q. a(, 5,€) - € > a|¢|P pour tout (s,€) € R x RY etp.p.enx € Q.
— (Croissance) Il existe d € L? (Q) et C € R tq. |a(-,5,€)| < C(d + |s|P~! + |¢[*~1) p.p., pour tout
s, 6 e R x RY.
— (Monotonie stricte) (a(z,s,£) — a(z, s,n) - (€ —n) > 0 pour tout (s,£,17) € R x RY x RN, & # 7, et
p.p.-enzx € ).
Soit f € WLy (). Montrer qu’il existe u solution du probléme suivant :

ue WyP(Q),

/ a(@,u(x), Vu(z)) - Vo(x) dz = (f, )y -1 () wie (o), Pourtoutv € Wyt (). 34D
Q (RG]

[Reprendre la démonstration du théoreéme [3.23]]

Corrigé — La premiere hypothése sur a (fonction de Carathéodory) sert a assurer qu’en choisissant des représentants
mesurables pour u et Vu la fonction x — a(z,u(z), Vu(z)) est mesurable. Nous ne détaillons pas ce point ici (voir,
par exemple, exercice 7.14 pour une preuve). La troisieme hypothese sur a (croissance) permet alors d’assurer que
a(-,u,Vu) € I () dés que u € WP(Q). L’équation demandée dans le probleme a bien un sens (puisque [’on
intégre le produit d’une fonction de ) () avec une fonction de LP(2)).

Comme dans la preuve du théoreme on choisit famille dénombrable (fn)new~ dense dans Wy'* (Q) et on pose
E,, = Vect{fi ... fn} Uespace vectoriel engendré par les n premiéres fonctions de cette famille.

on fixe n € IN* et on cherche uy, solution du probléme suivant, posé en dimension finie :
un, E ETI}

3.42
/ a(@, un(x), Vun(x)) - Vo(z) dz = (f,v) o107 () wie g, Pourtout v € Ey. (3.42)
Q o

L’application v —< f,v > 1,p est une application linéaire (et donc) continue de E,, dans IR. On note b,, cette

w—1,p" Wy
application. Pour u € E,,. On note Ty, (u) I'application de E,, dans R qui av € Ey, associe [, a(x, un(z), Vun(x)) -
Vu(z) dx. Cette application est linéaire, ¢’est donc aussi un élément de E), et le probleme consiste a chercher
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un € Ey tel que Tr(un) = by. L'existence uy est donc une conséquence du lemme si on montre que T, est
continue et coercive.

La Continuité de T}, se montre comme dans la preuve du théoréme il suffit de vérifier que v,, — v dans Wol’p(Q)
quand m — 400 implique a(-, Vm, Vum,) — a(-,v, Vv) dans Jid (Q) quand m — +o0.

On suppose donc que vy, — v dans Wol’p(Q) quand m — 400, c’est-a-dire vy, — v et Divy, — D;v (pour tout i)
dans LP () quand m — +oo. Par la réciproque partielle du théoréme de convergence dominée ([20)], téoréme 6.11) on
peut donc supposer, apreés extraction d’une sous-suite, qu’il existe g € L (Q) telle que

U, —> U p.p., quand m — 400,

Dium — Diu p.p., quand m — +oo, pouri=1,..., N,
|um| < g p.p. et pour tout m € IN,

|Vum| < g p.p. et pour tout m € IN.

11 suffit maintenant (gdce a ’hypothese de croissance sur a) d’appliquer le théoréme de convergence dominée pour en
déduire que a(-,Vm, Vm) — a(-,v, Vv) dans Lp/(Q) quand m — +o0.

Enfin, comme la limite ne dépend pas de la sous-suite choisie, cette convergence a lieu sans extraction d’une sous-suite.
Ceci permet comme dans la preuve du théoréme@de montrer que T, est continue (de E,, dans E,,).

L’ypothese de coercivité de a donne la corecivité de Ty, exactement comme dans la preuve du théore‘me@
Lexistence de u,, solution de[3-42]est donc une conséquence du lemme[327)
1l s’agit maintenant de passer a limite quand n. — 00 pour avoir une solution de[3-41)

En prenant v = uy dans on montre (comme dans ) que la suite (un)nen est bornée dans WP (). On peut
donc supposer, quitte a extraire une sous-suite que w,, — u faiblement dans I/VO1 P(Q). L’hypothése de croissance sur a

montre que la suite (|a(-, un, Vun)|)new est bornée dans (L”l Q). Il existe donc ¢ € (Lp/ Q)Y telle que, aprés une
nouvelle extraction de sous-suite,

a(-, un, Vun) — ¢ faiblement dans (Lp,(Q))N.

La preuve faite pour le lhéoréme@donne alors (sans modification)
/ ¢ Vode =< fo >y 1 yie YWE Wy P(Q). (3.43)
Q

1l s’agit maintenant de montrer, comme dans la preuve du théoréme @ grdce a la monotonie stricte de a que ¢ =

a(-,u, Vu).
On commence a remarquer que la preuve faite pour I’ étape commune a Minty et Leray-Lions donne ici

lim a(z, un(z), Vun(x)) - Vup(z) do = /Qg“(x) -Vu(z) dz. (3.44)

n——+oo Q

La suite de la preuve est proche de celle donnée pour le théoreme[3:23] La difficulté nouvelle ici est la présence de un,
dans a(-, un, Vuy,). Pour cela on remarque que u, — u faiblement dans Wolp(Q) et donc, par le téoréme de Rellich
Un — u dans LP(QY) et on peut donc supposer, apres extraction d’une sous-suite, que u, — u p.p. et qu’il existe
g € LP(Q) telle que, pour tout n € N, |uy,| < g p.p..

On reprend maintenant le raisonnement fait pour le théoréme Comme Upenw B, = WO1 P (), il existe une suite
(Vn)new telle que v, € Ey pour tout n € IN et v, — u dans Wol’P(Q). On peut aussi supposer, toujours quitte a
extraire une sous-suite, qu’il existe G € LP () tel que

Un — U p.p., quand n — +00,

Div, — D;u p.p., quand n. — +oo, pouri=1,... N,
|vn| < G p.p. et pour tout n € IN,

|Vu,| < G p.p. et pour tout m € IN.
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Ceci donne, en particulier, par le théoréme de convergence dominée que a(-,vn, Vvn) — a(-,u, Vu) dans I () mais
aussi que a(-, Un, Vo) — a(-,u, Vu) dans ) (Q) quand n — +o0.
Par I’hypothese de monotonie sur a,

/Q(a(a:,un(s), Vun(z)) — a(z, un(x), Voo (2))) - (Vup, — Vo) dz > 0.

Puis,

/(a(m, Un (), Vun(x)) — a(z, un(x), Vou(z))) - (Vun — Vo) de = / a(z,un(s), Vun(x)) - Vun(x) de
Q Q

—/ a(z,un(s), Vun(x)) Vo, (x) dm—/ (a(z,un(s), Vop(z))-Vun(z) d:r—l—/ a(x, un (), Vo, (2))- Vo, (z) de.
Q Q Q

On passe a limite (quand n — +00) dans les 4 termes du membre de droite de cette égalité.

Grace & B44), le premier terme tend, quand n — +oo, vers [, ((z) - Vu(x) d.

Le deuxieme terme tend aussi vers [, C(x) - Vu(z) dz (parle lemme.

Le troisiéme terme tend vers [, a(x,u(x), Vu(x)) - Vu(z) dx (parle lemme.

Le quatrieme terme est le plus facile, il tend aussi vers [, a(z,u(x), Vu(z)) - Vu(z) dz.

En posant Fp,(z) = (a(z,un(z), Vun(x)) — a(z, un(x), Vo, (2))) - (Vun(x) — Vou(x)), on a donc F,, > 0 p.p. et
fQ F,(x) dz — 0 lorsque n — +oo. Donc F,, — 0 dans Ll(Q) et on peut spposer, aprés extraction d’une sous-suite,
F, — 0p.p.

On sait aussi que Vv, — Vu p.p. (quand n — +00). L’objectif est de montrer que Vu,, — Vu p.p..

Soit © € Q tel que F,(x) — 0 et Vo, (x) — Vu(x) lorsque n — +oo. On suppose aussi que pour cette valeur de
x, les hypotheses sur a (croissance, coercivité et monotonie) sont vérifiées et que NV vn (), un(x) et vo(z) convergent
(dans R) vers Vu(z), u(z) et u(x). Ces hypotheéses sur x ne font que retirer un ensemble de mesure nulle de points,
c’est-a-dire qu’elles sont vérifiées pour © € A avec A de mesure nulle.

On montre tout d’abord que la suite (Nuy, (2))new est bornée dans RY . En effet, grace aux hypothéses BI8d)

de coercivité et croissance sur a, on a
Fr(z) = (a(@, un(z), Vun(2)) — a(z, un (), Von(z)) - (Vun(z) — Vo (z))
> a|Vun ()" = C(d(@) + [un (@)~ | + Vun (2)[P7)|Von ()]
= C(d(x) + [un]"™H + [Vou (@) ") | Vun (@)| + a Vo (2)[".
On en déduit que la suite (Fy, (x))ne est non bornée si la suite (Vun(x))nen est non bornée. Or F,(x) — 0 lorsque
n — +o0. Donc il faut que la suite (Vu, (x))new soit bornée.
Soit maintenant ¢ € RY limite d’une sous-suite de la suite (Vun (x))nen. On rappelle que x est fixé. On a donc pour
cette sous-suite (encore notée (N (2))new) imy, 5 oo a(x, un (), Vun (2)) = alz, u(zx), £).
Comme limy,— o0 Frn(x) = 0, on en déduit
(a(z,u(z),§) — a(z,u(z), Vu(z)) - (§ = Vu(z)) = 0.
Or, le ler terme de cette égalité est strictement positif si £ # Vu(x). On a donc donc & = Vu(x). On a donc (sans
extraction de sous-suite) Vuy, (x) — Vu(z) quand n — +o0.

En résumé, on a ainsi montré que NVu, — Vu p.p. (plus précisément Vuy(x) — Vu(z) quand n — +oo pour tout
x € A). On en déduit que a(-,u, Vun) — a(-,u, Vu) p.p.. On en déduit alors que ¢ = a(-,u, Vu) exactement comme
dans la preuve du théoreme[3.23)]

On a ainsi montré que w est solution du probléme[3.41]

En complément on peut aussi montrer que u, — u dans WP () (ce qui n’était pas demandé dans cet exercice). Ici
encore on raisonne comme dans la preuve du théoreme[3.23]

Comme ¢ = a(-,u, Vu), GZ4) donne
lim a(x, un(z), Vun(2)) - Vunp(z) do = /Qa(m, u(z), Vu(z)) - Vu(z) de.

n——+oo Q
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On applique le lemme a la suite (fn)nen définie par f, = a(:, un, Vun) - Vuy. Il donne la convergence dans
! (Q) de cette suite et donc 1’équi-intégrabilité de la suite (f,,),,gL\]. Avec I’hypothése de coercivité sur a, on obtient
[’équi-intégrabilité de la suite (\Vun \p)ngm. 1l reste a appliquer le théoréeme de Vitali pour conclure que Vu, — Vu
dans LP ()" et donc que u,, — u dans WP (Q).

3.5 Corrigés des exercices

Exercice [3.1] (Existence par Schauder)
1. On remarque que |h(@, V)| < C1(1 + |a]® + |Val®) € L3 (Q) € L*(Q) car § < 1.

Pour u,v € H}(Q), on pose
Au,v) = / a(@)Vu - Vo dz.
Q

Comme 0 < a < a(@) < f3, il est facile de montrer de A est bilinéaire continue et coercive sur (H} (€2))?2.
On conclut alors qu’il existe bien une unique solution a (3.27).

2. En prenant v = v dans (3.27)), on obtient

1 _ _
allulfa ) < lgllze@llullz(9) + CrlU = ull L2(0) + (Crlllal’ [l z2() + CilllVal | 2 () [ull L2()-
Avec Cg, donnée par I’inégalité de Poincaré, on en déduit
« 1 _ _
CT)HUHH(}(Q) < llgllz2) + Ch (|Q|2 + |||u|6HL2(Q) + |||VU|5||L2(Q)) . (3.45)

Mais en utilisant I’inégalité de Holder (ou I’inégalité de Jensen pour la fonction (concave) de IR ; dans IR ;-
définie par s — s°) on obtient

N ey = [ 10 o< ( [ @ de) o=, e (3.46)
Q Q
_ _ _ 1yl
198 320 = [ Va2 ao < ( [ val? az)’lop=. (3.47)
Q Q
(Sié €[4, 1], ces deux inégalités correspondent a I'injection classique de L?(€2) dans L?°(9).)

De ces deux majorations (et avec 1’inégalité de Poincaré), on déduit I’existence de C' ne dépendant que de
Qetdtq.
15 =116 —18 5116
1l 20y < Cllall @ et 1171 |2y < Cllal -

En revenant a (3.43)), on obtient I’existence de C5 ne dépend que a, g, 2 et Cy t.q.
lullmgien < Co (1+ 1855300, -
Pour conclure, on remarque qu’il existe R € IR’} tel que R > C(1 + R?). En effet, on a

R—Cy— CoR’ = R(1 — % — CoR>7h).

il suffit donc de prendre R > 2C5 et R > (202)1%5. (c’est ici que I’hypothese 0 < 1 est utilisée.)

On a alors
lall ) < B = (ullmo) < Ca(1+ R°) < R.
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3. (a) Si f, /4 fdans L?(9), il existe £ > 0 et une sous-suite, encore notée ( f,,)nen t.q.
| fn — fllz2(0) = € pour tout n € IN. (3.48)
Apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer que

T — U p.p., avec un domination par une fonction G' appartenant a L?(0), et (3.49)

Vi, — Vi p.p., avec un domination par une fonction H appartenant a L?(Q). (3.50)

Onaalors f,, — fp.p.et|fn] < Ci1(1+|GJ° + |H|?) p.p. (et pour tout n € IN). Comme 0 < § < 1,
ona |G|° 4 |H|® € L?(f). Le théoréme de convergence dominée (dans L?(2)) donne alors f,, — f
dans L?(12), en contradiction avec (3.48).

(b) La question 2 donne que la suite (u,,)neN est bornée dans HE (). Si u,, 4 u faiblement dans H{ (€2),
il existe e > 0, ¢ € H~1(Q) et une sous-suite, encore noté (ty,)neN, t.q.

(¥, un — u) g—1(),m1(0)| = € pour tout n € IN. 3.51)
Puis, aprés extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer qu’il existe w € Hg (2) tel que

u, — w faiblement dans HJ(Q), (3.52)
Uy — U PP (3.53)

Soit v € H} () ; comme u,, = T'(4,), on a

/ a(tn)Vu, - Vode + [ fapode = / gv dz.
Q Q Q

Comme a(iy,) — a(@) p.p. et |a(ty)| < B p.p., on a, par convergence dominée, a(u,)Vv — a(a)Vv
dans L? (Q)N En passant a la limite quand n — +oo dans 1’égalité précédente, on obtient donc

/a(ﬂ)Vw-Vvda:+/fvda::/gvdx,
Q Q Q

ce qui prouve que w = u, en contradiction avec (3.5T)). On a bien ainsi montré que u,, — u faiblement
dans H}(Q) quand n — +oo.

(c) Pourtoutn € IN on a

/ a(ty)Vuy, - Vu, de = / guy, dz — / fnt, dz.
Q Q Q

Comme u,, — u dans L%() et que f,, — f dans L?(£2), on en déduit

lim a(ty)Vuy, - Vu, do = / gu dx — / Sfudz.
Q Q

n——+00 Q

et donc, comme u = T'(),

lim a(tn) Vi, - Vu, do = / a(@)Vu - Vu dz.
n—+oo [ Q
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On remarque maintenant que
allun = ullZyy ) < / (i) (Vin — V) - (Ve — V) da.
Q
Pour montrer que u,, — u dans H} (), il suffit donc de montrer que

lim a(ty)(Vuy, — Vu) - (Vu, — Vu) de = 0. (3.54)

n—-+oo Q

Pour établir (3.54)), remarquons tout d’abord qu’un raisonnement par ’absurde permet de montrer que
a(t,)Vu — a(a)Vu dans Lz(Q)N, quand n — +o0.

En utilisant le fait que Vu,, — Vu faiblement dans L2(Q)N, on en déduit que

lim a(tn)Vu - Vu, doe = / a(@)Vu - Vu dz
n—-+o0o Q Q

et lim / a(tn)Vu - Vu de = / a(@)Vu - Vu dz.
n—+oo /o Q
Ceci permet de montrer (3.54) et donc de conclure que u,, — u dans H}(€2), ce qui prouve la continuité
de I'opérateur T de H} () dans H(Q).

4. La suite (f,)nen est bornée dans L2 (1) et la suite (i, )nev est bornée dans H} (2) et donc relativement
compacte dans L?(£2). On peut donc supposer, apres extraction d’une sous-suite, qu’il existe f € L?(€2) et
¢ € L*(Q) tels que

fn — f faiblement dans L?(Q2),

~ 3.55

Uy — ¢ p.p.- ( )
En posant b = a(¢), on a donc b € L>=(Q) et a(i,) — b p.p..
(On peut montrer que ¢ € H} () mais il est faux de dire que f = h(¢, V() p.p..)
Comme o < b < 3 p.p., il existe une et une seule solution u de

u € HYHQ),
1 (3.56)
bVu-Voder = [ (g — f)v dz pour tout v € Hy ().
Q Q

On va montrer que la suite (u,, )n,en converge dans H () vers u, solution de (3.56) (on travaille ici avec
la suite extraite qui vérifie (3.59)).

On sait déja que la suite (uy,),eN est bornée dans H} (). En raisonnant par ’absurde, il est alors assez
facile de montrer que u,, — u faiblement dans H} (€2). En effet, comme la (u,)nen est bornée, il existe
w € HE () tel que (apres extraction de sous-suite) u,, — w faiblement dans H} (2). On a alors, pour tout
n € Nettoutv € Hj (),

/ a(tin)Vuy, - Vo dr = / (g — fn)v da.
Q Q

En passant a la limite quand n — +oo dans cette équation, grice aux convergences données dans (3.33)),
on obtient

/QbVw-Vvdxz/ﬂ(g—f)vdx.
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Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que u,, — u faiblement dans H{ (£2) quand n — +o0c. On a
donc aussi u,, — u dans L?(Q).

Il reste & montrer la convergence (forte) de u,, vers u dans H (€2). Pour cela on remarque tout d’abord que

/ a(ty) Vi, - Vu, do = /(g — fo)up dz — / (9 — f)udz quand n — +c0.
Q Q Q

Comme u est solution de (3:56) on a donc

lim a(tn)Vu, - Vu, de = / bVu - Vu dx.
n—-+4o0o Q Q

En utilisant cette convergence et (3.53) on montre alors que

lim a(tn)V(up — u) - V(u, —u) dz = 0.

n—-4o0o Q

Comme o|u,, — u”%lé(ﬂ) < fq a(tin)V (up —u) - V(u, —u) dz on conclut bien que u,, — u dans Hg (Q2).

5. 11 suffit ici d’appliquer le théoreme de Schauder. L opérateur T est continu et compact de H} () dans
HY(Q). 1l existe R > 0 t.q. T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de H}(Q2)) dans elle-méme.
Le théoreme de Schauder permet alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans H{ (1)) t.q.
u = T'(u). La fonction u ainsi trouvée est solution de (3.27) avec 4 = w.

Exercice [3.2| (Existence par Schauder, généralisation de I’exercice On suit la méme démarche que pour
I’exercice [3.1] (les modifications sont mineures). On construit un opérateur, noté 7', de Hg(€2) dans H}(€2). On
montre que, si R est bien choisi, 7" envoie la boule de centre O et de rayon R dans elle méme. Enfin, on montre la
continuité et la compacité de T et on conclut alors par le théoreme de Schauder.

Construction de T’

Soit u € H{(2). En choisissant un représentant de la classe de fonctions @, la fonction z + a(z,@(x)) est
borélienne et ne change que sur un ensemble de mesure nulle si on change le représentant de u, ceci est dii au fait
que a est une fonction de Carathéodory (ce qui est la premiere hypothese sur a). Avec la seconde hypothese sur a,
onadonca(-,u) € L®(Q) eta < a(-,u) < B p.p.-

De méme, en choisissant des représentants de @ et V4, la fonction z — f(z, @(z), Vi) est borélienne et ne change
que sur un ensemble de mesure nulle si on change les représentants de % et V4, ceci est aussi dil au fait que f est
une fonction de Carathéodory (ce qui est la premiere hypothese sur f). Avec la seconde hypothése sur f, on a

(@, Va)| < C(d + |al° + |Val’) pp.

etdonc f(-,u, Vi) € L?(Q) car d, u, |Vu| € L*(Q) et 6 < 1.
On peut maintenant appliquer le théoreme il donne I’existence et I’unicité de u solution de

u € Hy (),

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z) de = / f(z,a(x), Va(z))v(z) de, pour tout v € Hj ().
) Q

(3.57)

On pose u = T'(#). On a ainsi construit une application T’ de H (€2) dans H} (). Pour conclure, il suffit mainte-
nant de montrer que 7" admet un point fixe.
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Estimations sur T’
Soitw € H{ () et w = T(w). En prenant v = u dans (3:57), on obtient
04||U|\12q5(g) < C(lldlz2() + HWPHLQ(Q) + Cl|||Vﬂ|5||L2(Q))||U||L2(Q)-

Avec C donnée par I’inégalité de Poincaré, on en déduit
o lullmg@) < Clldllzz + Ml + 11V | 22(0n). (358)
Mais comme dans 1’exercice |3:1'|, on a (en utilisant I’'inégalité de Holder)
Il 320y < ( / @ da)" |0 et ||Vl 220 < ( / Val* de)’ o .
On en déduit (avec I’inégalité de Poincaré) I’existence de C' ne dépendant que de € et § t.q.
a1 llz2(0) < Cllallg iy et Va2 ) < Cllalg -
Avec (3.43)), on obtient I’existence de C5 ne dépend que o, Q et C t.q.
lullzgce < Co (1+ gy ey ) - (3.59)
Pour conclure cette étape, on remarque qu’il existe R € IR, tel que R > Ca(1 + R?) (car 6§ < 1) et donc
lall ) < R = ullmpo) < C2(1+ R°) <R.
Ce qui montre que T  envoie Br dans Br ou By est la boule (fermée) de centre O et de rayon R.

Continuité de T’

Soit (U, )nen une suite de H}(Q) et w € HE(£2). On suppose que %,, —  dans Hg () (quand n — +00). On
pose u, = T(u,) et u = T(u). On veut montrer que u,, — u dans HJ(2) quand n — +o0o. On pose aussi
gn = [(-,Un, Vin), g = f(-, 1, Vu), Ap = a(-,4,) et A = a(-,0).

On commence par remarquer que g, — g dans L?(Q) (quand n — +00). La démonstration est ici quasiment
identique a celle de f,, — f dans I’exercice [3.1]; la seule modification est dans la domination de g, qui ici est
|9 < C(d+|GJ° + |H|?) p.p. (au lieu de | f,| < C1(1+ |G|° + |H|%) p.p. dans 1 ’exercice.

On montre maintenant que u,, — u faiblement dans H{(£2). On suit encore le méme raisonnement que dans
I’exercice [3.1] L'inégalité (3.39) donne que la suite (uy, )nen est bornée dans HE (Q). Si u,, # u faiblement dans
HY(Q), il existe ¢ > 0,1 € H~(£) et une sous-suite, encore noté (uy, )nen, t..

(¥ un — w) g—1(),H1 ()| = € pour toutn € IN. (3.60)
Puis, aprés extraction éventuelle d’une sous-suite, il existe w € H}(Q) tel que

un — w  faiblement dans H}(Q),
Up —> U P.p--
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Soit v € H} (). Comme u,, = T (i), on a

/ A, Vu, -Vvdr = / gnv dzx. 3.61)
Q Q

Comme A,, — A p.p. (puisque a est p.p. continue par rapport a son deuxieéme argument) et |A,,| < S p.p., on
a, par convergence dominée, A, Vv — AVwv dans LQ(Q)N. En passant a la limite quand n — 400 dans I’égalité

précédente, on obtient donc
/AVw-Vvdx:/gvdx.
Q Q

Ce qui prouve que w = u (grice a I'unicité de la solution de (3.37)) et donc u,, — u faiblement dans H} (),
en contradiction avec (3.60). On a bien ainsi montré que u,, — u faiblement dans H{ (2) quand n — +oo (sans
extraction de sous-suite).

On veut montrer maintenant que u,, — u dans HZ () (et pas seulement faiblement). En prenant v = u,, dans

@.61).ona
/ A, Vu, - Vu, dz = / In 'y dx.
Q Q

Comme u,, — u dans L?(f2) et que g,, — g dans L?(£2), on en déduit

lim A, Vu, - Vu, doz = / gu dzx,
Q Q

n—-+oo

et donc, comme u = T'(@), (3:57) donne

lim A, Vu, - Vu, de = / AVu - Vu dz. (3.62)
n——+oo Q Q
On remarque maintenant que
allu, — u||3101(m < /QAn(Vun — Vu) - (Vu, — Vu) dz. (3.63)

Comme dans I’exercice [3.1] on utilise le fait que
A, Vu — AV dans L2(Q)", quand n — +oo

et que Vu,, — Vu faiblement dans L?(€2). Ceci donne

lim / A,Vu-Vu, dr = lim AVu - Vu dz
Q

n—+4oo n—-4o0o Q
et lim / A, Vu-Vudr = lim / AVu - Vu dz,
n—+oo [ n—+oo fo

et donc, avec (3.62),
lim A, (Vu, — Vu) - (Vu, — Vu) de = 0.
Q

n—+oo

On conclut bien, avec (3.63), que u,, — u dans H;(£2). Ce qui prouve la continuité de I’opérateur 7" de Hg ()
dans H}(Q).
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Compacité de T’

On suit toujours le raisonnement fait pour I’exercice Soit (%, )nen une suite bornée de Hi (). On pose
In = f('vﬂna vun) et uy, = T(ﬂn)

La suite (g,,)ne est bornée dans L?(€2) et la suite (@, ), est bornée dans Hi () et donc relativement compacte
dans L?(€2). On peut donc supposer, aprés extraction d’une sous-suite, qu’il existe g € L*(Q) et ¢ € L*(Q) t.q.

gn — g faiblement dans L?(2),

Uy — C p-p- - (3.64)
En posant b = a(-,¢), onadonc b € L>*(Q) et a(-, Gy,) — b p.p..
Comme o < b < 3 p.p., il existe une et une seule solution u de
ue Hy(©),
A bVu - Vv dz = /ng dz pour tout v € H3(Q). (3.65)

On va montrer que la suite (u,),en converge dans H} () vers u, solution de (3:63)) (on travaille ici avec la suite
extraite qui vérifie (3.64)).

On sait déja que la suite (uy,)neN est bornée dans Hy (2). En raisonnant par I’absurde, il est alors assez facile de
montrer que u,, — u faiblement dans HJ (2). En effet, supposons qu’il existe w € H () tel que, apres extraction
de sous-suite, u,, — w faiblement dans H}(2). On a alors, pour tout n € IN et tout v € H(Q),

/ a(x, Uy )Vuy, - Vo dz = / gnv dx.
Q Q

En passant a la limite quand n — +o0 dans cette équation, grice aux convergences données dans (3.64)), on obtient

/bVw-Vde:/gvdx.
Q Q

Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que u,, — u faiblement dans H{ (2) quand n — -+o0c. On a donc aussi
U, — udans L2(Q).

Il reste 2 montrer la convergence (forte) de u,, vers u dans H} (). Pour cela on remarque tout d’abord que
/ a(z, y)Vuy, - Vu, do = / Gnly doz — / gu dx quand n — +oo0.
Q Q Q
Comme w est solution de (3.63) on a donc

lim a(x, Uy) Vi, - Vu, do = / bVu - Vu dx.
n—-4oo Q Q

En utilisant cette convergence et (3.64)) on montre alors que

lim a(x, Un)V(up — u) - V(u, —u) dz = 0.

n——+4oo Q

Comme «l|u,, — u”?ié(ﬂ) < o a2, @,)V(uy — u) - V(uy — u) dz on conclut bien que u,, — u dans H(£2).
(On notera que la convergence est obtenue seulement pour la suite extraite qui vérifie (3.64).)
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On a bien montré la compacité de 7.

Conclusion

1 suffit ici d’appliquer le théoréme de Schauder. L’opérateur 7" est continu et compact de H} () dans H{ (€2).
D’apres la question 2, il existe R > 0 tel que T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de H{ (£2)) dans elle-
méme. Le théoréme de Schauder permet alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans H¢ (€2)) tel que
u = T(u). La fonction u ainsi trouvée est solution de (3:28).

Exercice[3.3| (Degré d’une application affine)

1. 1l est clair que f est continue et compacte et que u — f(u) = 0 si et seulement si u = a. Si ||a||g # R,
d(Id — f, Br,a) est donc bien défini.

Si R < ||a|| g, 1’équation u — f(u) = 0 n’a pas de solution dans By, et donc d(Id — f, Bg,0) = 0.

Si R > |la||g, on pose h(t,v) = tf(v). La fonction h est continue et compacte de [0, 1] x E dans E et
I’équation u = tf(u) n’a pas de solution sur Bp pour t € [0, 1] (car I"'unique solution de u = ¢ f(u) est
ta). On a done d(Id — f, Bg, 0) = d(Id — h(1,), Br,0) = d(Id — h(0, ), Bg,0) = d(Id, Bg, 0) = 1.

2. (a)

(b)

Soit uy,ug € Et.q.u; — f(u1) = 0etug — f(uz) = 0. En posant u = uy — ug on a donc u — Lu = 0.
Comme 1 n’est pas valeur propre de L, on a donc u = 0, ce qui prouve bien que 1’équation u— f(u) = 0
a au plus une solution.

On pose h(t,u) = Lu + ta. La fonction h est continue et compacte de [0, 1] x E dans E. Soit R > 0.
L’équation u = h(0,u) n’a pas de solution sur dBp (car 1 n’est pas valeur propre de L).

Si I’équation u = h(t,u) n’a pas de solution pour ¢ €]0, 1] sur Bg, on a
d(Id — f, Bg,0) = d(Id — h(1,0), Bg,0) = d(Id — L, Bg,0) # 0,
d’apres le théoreme 3.8] Il existe donc u € Bg t.q. u — f(u) = 0.

D’autre part, si I’équation v = h(¢,u) a une solution sur 9B pour un ¢ dans |0, 1]. On note ¢ cette
solution et on remarque (¢/t) — f(c/t) = 0.

Dans tous les cas, on a donc montré qu’il existe u € E t.q. u — f(u) = 0.

Enfin, il est facile de voir que d(Id — f, Bg,0) = d(Id — L, Bgr,0) # 0si R > ||b||g et d(Id —
£.Br,0)=0si R < ||b] 5.

Exercice [3.4] (Convection-diffusion, Dirichlet, existence)

1. Le théoréme donne que u € L%(Q) si N = 3 et que u € L"(£2) pour tout 7 € [1,+oo[si N = 2.
Comme ¢ est lipschitzienne et ¢(0) = 0, il existe C; tel que |p(s)| < Ci|s| pour tout s € IR. On a donc
aussi p(u) € L6(Q) si N = 3 et p(u) € L"() pour tout r € [1,+oo[si N = 2.

Pour N =3,ona W € L3(Q)? et ¢(u) € L9(Q2), ce qui donne We(u) € L?(Q)3 car 1/6 + £ = 1.

Pour N =2,onaW € LP(Q)? et p(u) € L%(Q), ce qui donne Wp(u) € L?(2)? car % + % =1

2. Lapplication v — [, p(a(z))W (z) - Vo(z) dz + [, f(z)v(x) dz est linéaire continue de H(€2) dans
IR. L’existence et 1’unicité de u solution de (3.31)) est donc une conséquence du théoréme 2.9
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3. On montre tout d’abord la continuité de h. Soit (t,, @, )nen une suite de [0,1] x LI(Q) t.q. t, — tet
U, — @ dans L9(2) quand n — 4o00. On pose u, = h(t,,u,) et u = h(t,4). On veut montrer que
U, — u dans L9(€2). On raisonne par I’absurde : si u,, 4 u dans L9(2), il existe € > 0 et une sous-suite,
encore notée (U )nenN, t.q.

| — | La(a) > € pour tout n € IN. (3.66)

Apres une éventuelle extraction de sous-suite (ce qui ne change pas (3.66)), on peut aussi supposer que
Up — UPp.p. €t |Gy| < H p.p. pour tout n € IN,

avec H € L(2). On en déduit (par convergence dominée dans L%({2) car ¢ est continue et |¢(s)| < C|s])
que @(tnii,) — o(ti) dans LI(Q) et donc ¢(t,i,)W — o(ta)W dans L2(Q)Y (en remarquant que
|[HW| € L*(Q), car [W| € LP(Q) et | + ¢ = 5).
Comme la suite (¢ (¢, )W )nen est bornée dans L2(2)N et que u,, est solution de (3.31) avec t,,i, au
lieu de @, on montre (en prenant v = u,, dans que la suite (u,,)neN est bornée dans H} (). On peut
donc supposer (toujours aprés extraction de sous-suite) qu’il existe % t.q. u,, — % faiblement dans H{ (€2).
On a donc aussi (par compacité de I'injection de H}(2) dans L9(Q)) u,, — @ dans L9(f2). On montre
alors que @ est solution de (3.3T) avec ¢ au lieu de @ (et donc que @ = w). Il suffit pour cela de passer a
limite, pour tout v € H}(€2), dans I’équation suivante

/QVun(x) -Vou(z) dz — /ng(tnﬂn(m))W(x) -Vo(z) de = /Q f(z)v(z) dz.

Ce passage 2 limite découle facilement du fait que Vu,, — Vi faiblement dans L?(Q)V et p(t, @, )W —
@(ta)W dans L2(Q)N.

On obtient ainsi que @ = B(tit) = u, en contradiction avec (3.66) (car u,, — @ dans L9(2)). On a ainsi
montré que u, — u dans L%(Q2). En fait, un raisonnement semblable par contradiction montrerait méme
que u,, — u faiblement dans H} () mais ceci est inutile pour la suite.

On montre maintenant la compacité de h (ce qui est un peu plus facile). On suppose que ¢ est quelconque
dans [0, 1] et que @ reste dans un borné de L4(£2). On pose u = h(¢,@). La fonction u est donc solution de
(B:3T) avec t au lieu de @. Gréce |¢(s)| < C1]s|, la fonction (u) reste dans un borné de L(€2) et donc
©(@)W reste dans un borné de L?(2)"V. En prenant maintenant v = u dans (avec tu lieu de @), on
en déduit que u reste dans un borné de H (2). Comme H(} () s’injecte compactement dans L9(£2), on en
déduit que u reste dans un compact de L4(£2), ce qui prouve bien la compacité de h.

Remarque : un moyen probablement un peu plus rapide pour montrer la continuité et la compacité de h est

de remarquer que h est la composée de B, qui est un opérateur continu et compact et L9({2) dans L9({2),
avec ’application (¢, u) — tu qui est continue de [0, 1] x L7(£2) dans L?(Q).

4. (a) La fonction 1 (de IR dans IR) est de classe C! sur IR et est lipschitzienne (car [¢/(s)| < 1 pour tout

s € IR). Le lemme donne alors que ¢(u) € H} () et Vip(u) = (1+v|75)2“ On remarque aussi

|t)(s)| < 1 pour tout s.

En prenant v = ¢ (u) dans (3:32) et en utilisant |p(s)| < C1ls| et [1(s)| < 1, on obtient

[ G a gcl/ﬂ(1+v|u((x)))2|w< V()| dz + £l @)
< /Q|W($)\mdx+“f”ﬂ(ﬂ)-
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aqe 2 .
En utilisant ab < 2‘171 + 201b? pour a, b € IR, on obtient

1 |Vu(z)|? ) )
- | 1 da < 20?|||W + _
2 /Q (1 + [u(z)])2 T i |||L2(Q) I £z (o)

On remarque maintenant que (toujours par le lemme[2.23) In(1+|u|) € Hg (£2) et 1’inégalité précédente
donne
(1 + [uD 1 @) < 2CCEIWII[Z20) + 121 ()-

Ce qui donne la majoration désirée avec C7 = 2(2CE[|[W][172(q) + [ fllz1(2))-
(b) Ona

/ |v(z)|?dx :/ |v(x)|qd:c+/ |v(x)|%dx §/ |v(x)|%dz + ATAN ().
Q {lv|>A} {lv]<A4} {lv[>A}

Puis, I’inégalité de Holder (avec % et son conjugué) donne

/ Jo(=)|"dz = / [0(2)|" Loy dz < (/ o) de) Faw{lel > A},
{Jv|>A} Q Q
Ce qui donne bien I’inégalité désirée.
(¢) On prend v = u dans @ on obtient, avec I’inégalité de Holder,
HUH?LI(}(Q) < Cullull o) Wl e @) 1wl 12 0) + [ f 22 Callull i ), (3.67)
ou Cq ne dépend que de €2 et est donné par 1’inégalité de Poincaré.

On commence par utiliser I’inégalité donnée dans 4(b) (élevée a la puissance é). Pour tout A > Oon a
1_1 1
lull Lace)y < 2llullpes Av({lul = A})a72" + 24N ()7

Comme I’injection de H(Q) dans LQ*(Q) est continue, il existe Cp ne dépendant que de Q t.q.
[l () < Callull g (q)- On adone

= i_ 1 1
lullLae) < 2Callull my@)An({lul = A})a72" + 24N ()7,
On utilise maintenant 4(a) (et I’inégalité de Poincaré). Pour tout A > O on a
(1 + A ({Jul > AD? < [In(1+ [u])|L20) < Coll In(1 + [u])l| g @) < Call.

Comme lim 4, 4 In(1 + A) = 400, il existe donc A ne dépendant (comme Cj, noter aussi que p et g
sont donnés par W) que de 2, W, pet f t.q.
1
< — .
ACCh[[[W | Le (0

L1
An({lul = A})a—=
Avec ce choix de A, (3.67) donne

1 1
[ 5“”“%&(9) + CACU W[ o @ AN (2) 7 + | fllL2(0)Co)lull a2 (@)

On en déduit )
lull g ) < 2QACHW [ e @) AN ()7 + [ fllL2(2)Ca)-
Ce qui est une estimation sur [|ul| ;71 () ne dépendant que Q, W, p et f.
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5. Comme H} (1) s’injecte continiment dans L4((2), la question 4(c) R > 0 t.q.
€ [Oa 1]7 u € LQ(Q), u = h(tau) = ||UHL‘1(Q) < R.

La question 3 donne la continuité et la compacité de h de [0, 1] x L%(2) dans L?(£2). On peut donc appliquer
I’invariance par homotopie du degré topologique sur la boule (ouverte) de L”(€2) de centre 0 et de rayon R
avec comme point cible 0. On obtient

d(Id — h(1,-), B, 0) = d(Id — (0, ), Bg, 0).

L application @ +— h(0, ) est constante (h(0, @) est, pour tout @, la solution faible de —Awu = f dans
avec u = 0 sur 902). La solution de v = h(0,v) est unique et appartient & Bg. Ceci suffit pour dire que

d(Id — h(0,-), Br,0) # 0 (on peut ramener la constante & 0 par homotopie en remarquant, par exemple,
que d(Id — th(0,-), Bg,0) ne dépend pas de t € [0, 1], voir I’exercice 3.3).

6. On commence par remplacer [, f(x)v(x) dz par (T, V)10, () dans (3.30). La démonstration est
alors tres semblable a la précédente. Les seuls points demandant une petite modification sont dans les
questions 4(a) et 4(c). Dans la question 4(a), on a majoré [, | f1(u)|dz par || f||L1(q). I faut maintenant
majorer

(AT Y~

Cette majoration se fait en remarquant que

|Vl
(T, () 1), 11| < 1T E-1 (@) V(W H1(Q) < HT||H—1(Q)||7( +\ I z2(0) <
|Vl |Vul
< ||T|| gr-1 < 4||T
<7l (Q)H1+| ‘HLZ(Q) IT01%- oyt ||1+‘ |||L2

Dans la question 4(c), on a majoré [, | fu| da par Cql|f| r2(o) [/l 73 (2)- 11 faut maintenant majorer

(T, w) -1, 12 () -

Ce qui est facile car
(T w) g1y, m1 )| < T -1 llull @2 @)

11 reste maintenant a retirer ’hypothése p(0) = 0. Ceci est assez facile car il suffit de se ramener au cas
précédent en remplagant ¢ par ¢ — ¢(0) et en ajoutant au second membre de (3:30) — [, w(0)W (x) -
Vo(x) dz. On se ramene bien au cas précédent car I"application v — [, p(0)W (z) - Vu(z) da est bien
un élément de H~1(Q) (car W € L2(Q)M).

Exercice 3.5/ (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité)

1. La démonstration d’unicité faite pour le théoréme [3.19]n’a pas utilisée completement les hypotheses sur G
(qui étaient G € C1(Q,RY) et div G = 0). Elle a utilisé seulement le fait que G € LQ(Q)N. Ici nous

avons W € LP(Q)N. Comme p > N, ceci donne bien W & LQ(Q)N et la démonstration faite pour le
théoreme [3.19)est donc aussi valable ici. Nous la rappelons rapidement.

Soient u; et us deux solutions de (3:33). On a donc :

/ Vu; - Vo dr — / o(u)W-Vode = | foda, (3.68)
Q Q Q
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et
/ Vuy - Vo dx — / p(ug)W - Vo de = / fvde. (3.69)
Q Q Q

Pour n € IN* on définit 7,, € C(IR,IR) par T,,(s) = max(—<, min(s, 2)). Le lemme (ou plutdt sa
généralisation, voir la remarque [2.25) donne T}, (u; — u2) € Ha(Q) et VI, (ug — uz) = V(ug — u2)la,
avec A, = {0 < |ug —up| < L}

On prend v = T, (u; — ug) dans (3.68) et (3.69), on obtient

V(ug —ug) - VT, (u1 — ug) do = / (p(u1) — @(u2))W - V(T (u1 — ug)) de.

Q Q

Avec Cy tel que |p(s1) — p(s2)| < Ci|s1 — s2| pour tout s1, s2 € IR, ceci donne

/

Ona |u; —ug| < % p.p- dans A,,. En appliquant I’inégalité de Cauchy Schwarz dans la derniére intégrale,
on obtient donc :

|V (ug — U2)|2 dz < Ciluy — ug| |W1 |V (ug — uz)| da.
A

n

C % 2
/W|le—uﬁ2dm§1(/n|WTﬂm> (/m|VW1—uﬁP(M)
An n An A,

On a donc

2

> C
IV (ur — u2)| ||L2(0) = (/ |V (ug — u2)|2 d:c) < ﬁan, avec a,, = (/ |I/V‘2 dx)
A

n n

On utilise maintenant I’inégalité de Sobolev et Holder pour obtenir, avec 1* = % et en désignant par m

la mesure de Lebesgue sur IR™,

1 Cim(Q)?
[Ta(ur — w22 < VT — )] sy < (@) | (9Tt — ) oy < S,

On pose B,, = {|uy — uz| > L}, de sorte que

1
%

Hmwmfﬁs(LanrmeM)lsmum—mww.

On a donc
N—1

(m(By)) ™ < Cim(Q)2ay,. (3.70)
Pour n € N*, ona A,;; C A,. Comme Nyen+A, = 0, la continuité décroissante de m donne que
lim,, 4 oo Mm(A,) = 0. Comme W € L? (Q)N on en déduit que lim,,_, ; » a,, = 0 et donc, grace a (3.70),
que lim,,—, 1 oo m(B,) = 0.

On remarque enfin que By, 11 D By, pour tout n € IN*, et Upew By, = {Ju1 — u2| > 0}. Donc limy, 1 o0
m(Byp) = m{|u1 — ug| > 0} (par continuité croissante d’'une mesure). On obtient donc m{|u; — us| >
0} = 0 etdonc uy = usg p.p..
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2.

3.

La démonstration est identique a la précédente. Il suffit de remplacer, dans (3:68) et (3:69), [, f(z)v(x) da
par (7, U>H—1(Q),H5(Q)~

La démonstration est voisine de celle de la premiére question. Pour n € IN*, on prend v = S, (u) dans
(B33) avec S, € C(IR,IR) définie par S, (s) = max(0, min(s, < )). Ceci est possible car S,, (u) € Hg ().
On sait aussi que V.S, (u) = 1g, Vuavec E,, = {0 < u < 1} (voirla remarque. Comme Sy, (u) >0
p.p-et f < 0 p.p., on obtient

/ Vu - VS, (u) dx — / o(u)W - VS, (u) de < 0. (3.71)
o Q

On a donc

w)? dz = u-VS,(uv) dz < w)W - VS, (u) dz.
/Q|VS,L()|d /Qv VS, (u) d </Q<p()W VS, (u) d

Il existe C7 > 0 tel que |p(s1) — ¢(s2)] < Cils1 — s2| pour tout s1, s2 € IR, ceci donne, avec I’inégalité
de Cauchy Schwarz dans la derniere intégrale

1
2

198wl < 2 ([ W@ do)

En
%
On pose 7, = (fE |W (z)]? da:) .
On utilise maintenant I’inégalité de Sobolev et Holder pour obtenir, avec 1* = % et en désignant par m
la mesure de Lebesgue sur RrRY s
Cim(Q)2

1S (@)l < 1V Sn(@)l L1 @) < m(Q)2HVSn(w)l | L2(9) < —— ="

On pose D,, = {u > 1}, de sorte que

L

(D) < ( / Sl dx) 1S

On a donc v )
(m(Dy)) % < C1m(Q) 3. (3.72)
On conclut comme 2 la premiére question. Pour n € IN*, on a E,,.1 C E,. Comme N,en+F,, = 0, la

continuité décroissante de m donne que lim,,_, 4, m(E,) = 0. Comme W € L2(Q)N on en déduit que
lim,,—, 4 o0 7 = 0 et donc, grace a (3.72), que lim,,_, y .« m(D,,) = 0.

On remarque enfin que D,, 1 D Dy, pour tout n € IN*, et Upew Dy, = {u > 0}. Donc lim, 4 oo m(Dy,)
=m{u > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{u > 0} = 0 etdonc v < 0 p.p..

Exercice [3.8] (Convergence faible et non linéarité)

1.

On remarque que
|t — ul|3 = /uidm + /u2dm — 2/unu dm. 3.73)

Comme u,, — u faiblement dans L?, on a limy, 400 f upu dm = f u? dm. On déduit alors facilement
de (3:73) que u,, — u dans L? si et seulement si lim,,—, o [ 42 dm = [u? dm.
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2. On commence par remarquer que @(w) € L? (grace aux hypothéses sur ¢ et m(X) < +oc). On a alors

/(cp(un) —p(w))(u, —w) = /(vnun — vpw — p(w)u, + p(w)w) dm.

Les convergences faibles de u,, et v,, vers u et v donnent

lim unp(w) dm = /ugp(w) dm et Er}rl /vnw dm = /vw dm.

n—-+oo

Enfin on a, par hypothese, lim,,_, ;o [ upv,dm = [wvdm. On en déduit que bien que

3. (a)

(b)
4. (a)

(b)

()

n—-+4oo

i (plun) ~ 9(0)(n ) dm = [ = p(w))(u ~ w) dm.
On utilise ici avec w = u + tw. On obtient, quand n — +o00,
/(gp(un) —p(u+tw))(u, —u —tw) dm — — /(U — ¢(u + tw))tw dm.

Comme ¢ est croissante, on a (¢(un,) — p(u + tw)) (u, —u — tw) > 0 p.p. etdonc [(p(un) — @(u+
tw))(u, —u — tw) dm > 0. On en déduit, quand n — +o0, [(v — @(u + tw))tw dm < 0.

En prenant ¢t = % (m € IN*), on a donc [(v — p(u + %))u‘) < 0. En appliquant le théoreme de
convergence dominée (remarquer que |(v — ¢(u 4+ 2))w| < F pp. avec F' = (Jv| + C + Clu| +
C|w|)|w| € L'), on obtient, quand m — oo,

- ptwyoam <o

on montre [ (v — ¢(u))w dm > 0.Onadonc [(v — ¢(u))w dm = 0.
On choisitw = 14 — 1ge,avec A = {z € X ; (v — p(u))(z) > 0}. La question précédente donne
alors [ |v — ¢(u)| dm = 0 et donc v = ¢(u) p.p..

1

m’

De méme, en prenant t = —

En prenant w = w dans (3.40), on obtient lim,,, ; f G, dm = 0. Comme ¢ est croissante, on a
Gy, > 0 p.p., pour tout n € IN et donc ||G,||1 = [ G, dm. On en déduit bien que G,, — 0 dans L.
Comme G,, — 0 dans L', il existe une sous-suite de la suite (G},),eN, notée (Gy(n))nen (avec 1
strictement croissante de IN dans IN) t.q. G'y(,) — 0 p.p. (c’est la réciproque partielle du théoreme de
convergence dominée). Il existe donc A € 7" tel que m(A) = 0 et Gy ) (7) — 0 (quand n — +00) si
x € A-.

Soit z € A°. On pose a = u(s). Pour s € IR, on pose f(s) = (¢(s) — ¢(a))|s — al. Comme ¢
est strictement croissante continue, la fonction f est aussi strictement croissante continue. Elle admet
donc une fonction réciproque, notée g, qui est continue. Comme | f(tyn)(7)| = Gyny(x) — 0, 0na
f (g () = 0etdone upn) () = g(f(Upn)(2))) = 9(0) = a. Ona donc limp, 4 o0 Uy (n) (2) =
u(x) pour tout z € A€, ce qui prouve bien que () — U p.p..

On montre que u,, — u dans LP pour tout p € [1, 2[ en raisonnant pas 1’absurde. On suppose qu’il existe
p € [1,2[ tel que (uy,)nemw ne converge par vers u dans LP. Il existe alors € > 0 et une sous-suite de la
suite (un)nen qui reste en dehors de la boule (de LP) de centre u et de rayon . Par le raisonnement de
la question précédente, de cette sous-suite, un peut extraire une sous-suite, notée (uy, )y () qui converge
p.p. vers u. Comme la suite (u,),c est bornée dans L2, on peut alors montrer que cette sous-suite
converge dans L? vers u (c’est une conséquence du théoréme de Vitali, voir note [9] page [162). En
contradiction avec le fait que cette sous-suite reste en dehors de la boule (de LP) de centre u et de rayon
e. On a ainsi montré que w,, — u dans LP pour tout p € [1,2].
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Chapitre 4

Problemes paraboliques

Les EDP paraboliques sont utilisées pour décrire une grande variété de phénomenes, en particulier des phénomenes
dépendant du temps, notamment la conduction de la chaleur, la diffusion des particules et I’évaluation de produits
financiers.

La définition “historique” du terme “parabolique” est valide pour une EDP linéaire du second ordre a coefficients
constants : Une EDP linéaire du second ordre 2 coefficients constants est de la forme ad?, u + 2b02,u + cOZu +
do?uz + edyu + f = 0, ot u : IR? — TR est une fonction a valeurs réelles de deux variables réelles x et t. Ha-
bituellement, x représente la position unidimensionnelle et ¢ représente le temps, et ’EDP est résolue sous réserve
de conditions initiales et limites prescrites. Cette EDP est qualifiée de parabolique si les coefficients a, b, ¢, d, e, f
satisfont la condition b> — ac = 0. Le nom "parabolique" est utilisé parce que 1’hypothése sur les coefficients est
la méme que la condition pour 1’équation de géométrie analytique az? + 2bzy + cy? + dx + ey + F = 0 pour
définir une parabole planaire.

L’exemple de base d’une EDP parabolique est I’équation de la chaleur unidimensionnelle, 9;u = ad?, u, ot u(z, t)
est la température a I’instant ¢ et a la position z le long d’une tige mince, et & € IR ; est la diffusivité thermique.
Le symbole d;u signifie la dérivée partielle de u par rapport a la variable temps ¢, et de méme 92 u est la dérivée
partielle seconde par rapport a z. Pour un corps en dimension 2 ou 3, I’équation de la chaleur s’écrit u; = o Au, out
A est I’opérateur de Laplace. Le fait que —A soit un opérateur elliptique (voir chapitre 2) suggere une définition
plus large d’une EDP parabolique : u; = —Au, ot A est un opérateur elliptique du second ordre La dénomination
“parabolique” peut aussi se généraliser a des EDP non linéaires, voir paragraphe |4.4

Dans le paragraphe suivant, nous donnons un apercu rapide des différents types de solutions des équations para-
boliques et des méthodes impliquées. La recherche des solutions faibles d’une équation parabolique nécessite des
outils assez fins d’intégration a valeur valeur vectorielle que nous introduisons au paragraphe #.2] Le paragraphe
[d.3]est consacré a Iétude de I’équation de la chaleur. Nous y présentons deux méthodes pour la preuve d’existence
et unicité d’une solution faible : la méthode classique de Faedo-Galerkin, et une méthode plus récente, que nous
appellons “coercivité généralisée”. Les problemes paraboliques non linéaires sont évoqués au paragraphe [4.4] au
travers de deux exemples, I’un concerne in probleme de diffusion non linéaire et 1’autre un probleme de diffusion
convection non linéaire. Enfin, au paragraphe 4.5 nous donnons un certain nombre d’outils puissants pour s’as-
surer de la compacité en temps. Certains de ces outils seront particulierement adaptés a 1’étude de la convergence
d’approximations numériques des équations paraboliques non linéaires.

189



4.1. SOLUTIONS CLASSIQUES, SOLUTIONS MILD, SOLUTIONS FAIBLENAPITRE 4. PARABOLIQUE

4.1 Solutions classiques, solutions mild, solutions faibles

Equation de la chaleur dans IR", solutions classiques

Soit N > letug € C (IRN ,IR). On s’intéresse ici a chercher des solutions classiques au probleme suivant

du(z,t) — Au(z,t) =0,z e RN, t € R%, @.0)
u(z,0) = uo(z), z € IRNv .
oll Jyu désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps ¢, et Au désigne le laplacien de u défini par 2.3).
Par “solution classique”, on entend une fonction v € C?(RY x R} ,IR) N C(RY x R4, IR) solution de @)
au sens classique de la dérivation et de la condition initiale.

On commence par un petit calcul formel (le terme “formel” signifiant souvent en mathématiques “non nécessai-
rement justifié”). On suppose qu’on peut utiliser pour la condition initiale et pour la solution la transformée de
Fourier (en espace). On retient comme formule pour la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur RY

la formule suivante : )
£ — —iz-€
fO = oy [ @ an

Si u est solution de (@.T)), on obtient ainsi (si on est autorisé a utiliser la transformée de Fourier)
Orul&,1) + [€[*a(€, 1) = 0, pour ¢ € RV ett > 0, eta(¢,0) = to(€), pour & € R,

ce qui donne
2
a(€,t) = eI g (€), pour £ e RN et t > 0.

En choisissant g(t) € L'(R"Y) t.q. g/(t\)(g) = ¢~ 15t on a donc (-, t) = g/(t\)f&o pour tout ¢ > 0 et donc (en
utilisant le fait que la transformée de Fourier transforme la convolution en produit),

a(-,t) = (27r)*%g(t/)-*\u0 pour ¢ > 0.
ou encore N

u(-,t) = (2m) "2 g(t) x ug pour t > 0.

Il reste a calculer g(t). Comme g/(t\) e LY(RY) pour t > 0, le théoréme d’inversion de Fourier nous donne

g(t) = g(t)(—-), c’est-a-dire

1 .
g(t)(z) = L /e“”'fe_‘f‘ztdg pour z € RV ett > 0.
Le changement de variable £ =
fracm/ﬂ donne alors
t)(z) = o /em'ﬁe_%d ourz € RN ett >0
T = om ¥ 2% P '
Finalement, on obtient
1 S|z |21 1 _lel? N
t)(x) = e 'Vl 2 = e 1 pourx € IR ett >0,
§0@) = s T
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Ce qui donne
_la—y)?

1
u(z,t) = 7N/e 7 ug(y)dy pourz € RY ett > 0. 4.2)
(4mt)=

Il est maintenant possible de donner des conditions sur uo pour lesquelles (@.2)) donne une solution classique de
(@1). Voici deux exemples de conditions suffisantes pour lesquelles la fonction u donnée par (@.2)) est une solution

classique de @) :

Exemple 1 :
up € (LY(RY) + L=®(R™)) n C(RY,R).

Exemple 2 :

uop € C(RY,IR) etil existe C € R etp € IN tels que |ug(z)| < C(1 + |z[?) pour tout z € RY. (4.3)

On a ainsi obtenu des résultats d’existence d’une solution classique pour (@.1)). A-t-on alors unicité de la solution ?
On n’a pas de résultat d’unicité si on ne met des hypotheses que sur ug. Plus précisément, on peut construire une
solution classique non nulle de (4.1)) avec 1o = 0. Il n’y a donc jamais unicité de la solution classique de (@.I). Par
contre, si on rajoute une hypotheése convenable de croissance sur la solution, on a un résultat d’unicité.

Théoreme 4.1 Sous I’hypothése [@3), il existe une et une seule fonction u vérifiant :
1. w est solution classique de [@.T).
2. VT > 0,3Cr € R, Pr € N tel que |u(z,t)| < Cp(1 + |z|), V2 € RN, vt € [0,T).

Comme nous I’avons déja dit, sans la deuxieme condition sur v donnée dans le théoreme 4.1} il n’y a pas unicité
de la solution puisque 1’on peut trouver v € C*°(IR™ x [0, +oc), u # 0 et t.q.

du — Au =0 dans RY x R,
u(z,0) =0 VYzeR".

Un exemple est donné dans le livre de Smoller [34]. La démonstration de 1'unicité dans le théoreme [4.1] peut se
faire en utilisant la transformée Fourier dans I’espace S’ (ot &’ est le dual de I’ensemble S des fonctions C™° 2
décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées, muni de sa topologie naturelle). Pour cela, on remarque que,
sous I’hypothese de croissance donnée dans le théoréme onau € 8. Notons que ce raisonnement par analyse
de Fourier est limité 2 IR” et essentiellement au cas du laplacien.

Solutions presque classiques, équation de diffusion, () ouvert borné

Soit  un ouvert borné de R™. Pour ug donné, on s’intéresse maintenant au probleme

Ou—Au=0 dans QxIRY,
u(x,t) = 0pourx € O ett > 0, 4.4)
u(z,0) = ug(z) pour z € Q.

Pour cela on définit un opérateur A d’une partie de L?(2), notée D(A), dans L?(£2) en posant
D(A) = {u € Hj(Q); Au € L*(Q)}

et, pouru € D(A), Au = —Awu. Dans la définition de D(.A), Au est une dérivée faible de u. Le fait que u € D(A)
signifie donc simplement que u € Hj(Q) et qu’il existe f € L*(Q) t.q. [, Vu- Vv da = [, fv da pour tout
v € D(Q) (ou, de maniére équivalente, pour tout v € H}(Q)).
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On suppose maintenant que ug € L?((2) et va chercher une solution de (#.4) au sens suivant :

u € C*(]0, +oof, L*(R2)) N C(]0, +o00], L*(2)),
u(t) € D(A) et (t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢ > 0, 4.5)
U(O) = Uo p-p-»

ol u(t) désigne la fonction x — wu(x,t). On rappelle (voir le chapitre [2} et plus particulierement le théoréme
2.14) qu’il existe une base hilbertienne de L*(Q) (c’est-a-dire une famille orthonormale dense dans L?((2)), notée
(en)new+, formée de fonctions propres de 1’opérateur .A. Pour tout n € IN*, la fonction e,, est une solution faible

de
—Ae, = \ne, dans ,
e, = 0 sur 0.

avec A, > 0 et \,, T +oo lorsque n — +o0. Pour tout n € IN*, on a donc e,, € D(A) et Ae,, = M\, en.
Soit ug € L?(€). En notant (u|v), le produit scalaire de u et v dans L?(£2), on a

—+oo

ug =Y _(uolen)2en

n=1

(cette série étant convergente dans L?((2)).
+oo

On a aussi Z(uo|en)§ = |luo|l3 < +oc.

n=1

On pose, pour ¢ > 0,

+o00
u(t) = Z e M (uplen)aen,
n=1

qui est une série convergente dans L?(£2). On a donc ainsi u(t) € L*(IR™) pour tout > 0 et on a méme (comme
la suite (\,)nen+ est bornée inférieurement par A\; avec Ay > 0) u € C([0,+oo[, L*()) et u(0) = ug p.p..
D’autre part, comme A, T +00 quand n — 400, il est facile de montrer que la fonction w est dérivable de 0, +-o00[
dans L?(Q) et que la dérivée de u est obtenue est dérivant la série terme a terme (ceci est une conséquence du
fait que la série dérivée terme 2 terme est, sur |0, +ool, localement uniformément convergente dans L?(2)). On a
donc, pour tout ¢t > 0,

du <X
u'(t) = = ;<—An>e*"t<uo|en>gen.

(La série écrite dans le terme de droite est convergente dans L?((2)).

+oo

On rappelle que (selon le chapitre | u(t) € D(A) pour tout ¢ > 0 car la série Z Ane M (uglen )aen est
n=1

convergente dans L2((2). Le chapitre [2| donne aussi, pour tout ¢ > 0,

+o00
Au(t) = Z )\ne*)‘"t(u0|en)26n.
n=1

On a donc u € C1(]0,+o0[, L?(Q2)) et v/ (t) + A(u(t)) = 0 p.p. pour tout ¢ €]0,+00[. On a ainsi trouvé une
solution au probleme (@.3).
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veu i u uti unique. Pou , nou ue si u uti u
On veut montrer maintenant que cette solution est unique. Pour cela, nous allons montrer que si u est solution d
probléme avec donnée initiale nulle, ¢’est-a-dire

u € C1(]0, +o00[, L*(2)) N C([0, +o0], L*(2)),
u(t) € D(A) et (t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout t > 0,
u(0) = 0 p.p.,

alors u reste nulle pour tout temps, ¢’est-a-dire u(¢) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.
Soit ¢ > 0. Comme u'(t) + Au(t) = 0 p.p., en prenant le produit scalaire avec u(t) € L?(£2), on obtient
(' (t)|u(t)y + (Au(t)|u(t)), = 0. Comme (Au(t)|u(t)), = [, |[Vu(t)|? dz, on a donc

(W Olu(t), = = [ [Vu(O) dz <.

Soit ¢ I'application définie par ¢ — (t) = [ju(t)||7. (o)- Lapplication ¢ est continue sur IR, dérivable sur
R et ¢/ (t) = 2(u'(t)|u(t))2 pour tout t > 0. On a donc ¢’(¢) < 0 pour tout ¢t > 0. L’application ¢ est donc
décroissante sur IR ;. et, comme t(0) = 0, on en déduit que ¥(t) < 0 pour tout ¢ > 0. Donc ¢ (t) = 0 pour tout
t > 0. On a bien finalement u(¢) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.

Nous avons ainsi montré I’existence et 1’unicité de la solution de (&.3)). Cette solution est dite “presque classique”
car la dérivation en temps est prise au sens classique (puisque u est de classe C'* a valeurs dans L?(£2)), la condition
intiale est prise au sens classique dans L?(2). Par contre le laplacien de u(t) est pris au sens des dérivées faibles.
Il faut un travail supplémentaire (sur la régularité des fonctions e,,) pour montrer que 1I’équation dyu — Aw est
vérifiée au sens classique sur R™ x IR% . Ceci est fait pour N = 1 dans 1’exercice

Remarque 4.2 (Généralisation) On peut aussi montrer 1’existence et I’unicité (pour ug € L?(£2)) de la solution

de @.5) en remplagant, dans la définition de A, Au par N Dj(a;;D;u), avec a;; € L>°(), sous une hypo-

ij=1
these de coercivité, c’est-a-dire s’il existe o > 0 tel que a|¢]? < 3" a;;&; &; p.p. dans et pour tout & € R™. On
peut aussi remplacer v/ () + Au(t) = 0 par v/ (t) + Au(t) = f(t) si f € C([0, 00, L*(Q2)).

Solutions presque classiques par semi-groupes

Soit E' un espace de Banach réel et A : D(A) C E — E un opérateur linéaire. L’ensemble D(.A) est donc le s.e.v.
de E sur lequel A est défini.

Définition 4.3 (Opérateur m-accrétif) On dit que A est m-accrétif si A vérifie :
(i) D(A) est dense dans E,
(ii) YA > 0, (Id + \A) est inversible, d’inverse continue et ||(I + X\A) || g p) < 1.

On rappelle que L(E, E) désigne I’ensemble des opérateurs linéaires continus de F dans F, et que

T
\T|lzp,m) = sup 1T (W)|le

, pourtout T' € L(E, E).
u€E,u#0 ||UHE

Remarque 4.4 (Opérateur maximal monotone) Soit E est un espace de Hilbert réel et A : D(A) C E — E un
opérateur linéaire. L’ opérateur A est m-accrétif si et seulement si il vérifie :

(Auju)g >0 Yu e D(A),
(Id + A) surjectif.

Dans ce cas, on dit que A est maximal monotone.
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Exemple : Le laplacien Soit  est un ouvert borné de RY, E = L2(Q) et A défini par D(A) = {u €
H}(Q); Au € L2(Q)} et Au = —Ausiu € D(A). L opérateur A est alors un opérateur m-accrétif (ou maximal
monotone puisqu’on est dans le cas d’un Hilbert).

Remarque 4.5 (Graphe d’un opérateur m-accrétif) Le graphe d’un opérateur m-accrétif est fermé. En ce sens,
il est maximal, d’ou le “m” dans m-accrétif.

On admettra le théoréme suivant da a Hille[ﬂ et YosidaE] (voir par exemple [10]] pour la démonstration dans le cas
des espaces de Hilbert) :

Théoréme 4.6 (Hille-Yosida) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-accrétif
et ug € D(A). Alors il existe un unique v : R — E tel que

u € CH([0, +o0[, E), (4.6a)
u(t) € D(A),Vt > 0, (4.6b)
u'(t) + A(u(t)) =0 sur R, (4.6¢)
u(0) = up. (4.6d)

La démonstration de ce théoréme peut s’effectuer par une discrétisation en temps : on considere le probleme
Un41—Un

elliptique —"*5—" + Au,y1 = 0, qui s’écrit encore u,1 = (Id +JtA )71 Up, ol 6t > 0 est le pas de la
discrétisation. On effectue ensuite un passage a la limite 6t — 0.

Définition 4.7 (Semi-groupe) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-
accrétif. Pour ug € D(A) ett > 0, on pose S(t)ug = u(t), ont u est ['unique fonction vérifiant @.6). Alors
Dopérateur S(t) est un opérateur linéaire continu de D(A) C E dans E qui vérifie

S(t+s) = S(t) o S(s) pourt,s>0;
5(0) = 1d
15(t)uolle < fuol &,

On dit que {S(t), t > 0} est un semi-groupe de contraction.

Soit ¢ > 0, comme D(A) = E, I’opérateur S(t) se prolonge de maniére unique a tout F en un opérateur S(t) et
S(t) € L(E,E).

Définition 4.8 (Solution mild) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-
accrétif. Soit ug € E, la fonction u(t) = S(t)uo, définie de maniére unique, s’appelle solution mild du probléeme

Oru + Au = 0,
u(0) = wo.

Dans le cas du laplacien, on peut se demander en quel sens la solution mild satisfait (@.4). On peut montrer que
la solution mild est solution en un sens faible que nous verrons dans la section [4.3] De plus, cette solution mild
est, dans ce cas particulier, I’'unique solution faible. Cependant, cette situation n’est pas complétement générale.
La solution mild, obtenue par densité, est toujours unique (des que ug € E, quelque soit I’espace de Banach F et
I’ opérateur m-accrétif .4). Pour les problemes issus d’équations aux dérivées partielles, cette solution mild est en

1. Carl Einar Hille (1894-1980), mathématicien américain d’originie suédoise, spécialiste d’analyse.
2. Kosaku Yosida (1909-1990), mathématicien japonais, spécialiste de 1’analyse fonctionnelle.
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général une solution faible du probleme que I’on veut résoudre ; toutefois le probleme de I'unicité de la solution
faible est beaucoup plus difficile. On peut avoir non unicité de la solution faible quand on prend une “solution
faible” dans un sens qui semble pourtant raisonnable. Il n’y a pas alors d’équivalence entre la notion de solution
mild et de solution faible, car la solution mild est unique alors qu’il n’y a pas unicité de la solution faible.

Pour essayer d’éclairer cette difficulté, nous nous intéressons, dans le paragraphe qui suit, a2 un probléme un peu
plus simple. Nous nous intéressons a un probleme elliptique pour lequel nous montrons que la solution obtenue
par densité, a la maniére de la solution mild introduite ci-dessus, est unique alors qu’on n’a pas unicité des so-
lutions faibles en prenant une définition “naturelle” de solution faible. Ceci montre en particulier que dans le cas
parabolique, il n’y a pas non plus d’équivalence entre solution mild et solution faible (par exemple en considérant
les solutions stationnaires).

Le laplacien avec donnée L' On considére un ouvert borné {2 de RrY , N > 2, des fonctions a;;, pour i,j =
1,..., N, appartenant a L°°((2) et satisfaisant I’hypothése de coercivité habituelle :

Fa > 0; Z ij & & > alé)? pp.dans Q, V€ € RY.
.3
On note A la fonction a valeurs dans My (IR ), définie par les fonctions a;;, ¢, j = 1,..., N. On sait (par le lemme
de Lax-Milgram) que pour tout f € L?((2), il existe une unique solution u de

u e H(Q),

AVu-Vodx = /fv7 Vv € H} (). S

Q

On considere le méme probleme avec une donnée moins réguliere f € L'(Q).

Etape 1 - Estimation, cas régulier. Pour tout 1 < ¢ < % on montre qu’il existe C; € IR tel que si u est
(I’'unique) solution de (#.7) avec f € L*(2) alors Hu||W01,q(Q) < Cyllfllz1()- On pose alors Tg(f) = u.

Etape 2 - Solution mild Pour tout 1 < g < 2, I'application T, de L(2) dans Wy (52) est continue de L>(9)
muni de la norme de L' () dans W, %(Q) (muni de sa norme naturelle). On peut donc prolonger 7, de maniére
unique par densité sur tout L' (2) (car L*(£2) est dense dans L' (€2)). On appelle T, ce prolongement. On remarque
alors que T, f = T;, f pourtout g1, q2t.q. 1 < ¢1 < g2 < % On peut ainsi définir un opérateur (linéaire) 7" de

L' dans ﬂlﬁq<% W, () par T(f) = T,(f) pour tout 1 < ¢ < e

Définition 4.9 (Solution mild pour un probléme elliptique & donnée L) Sous les hypothéses précédentes sur
Qet A, soit f € LY(Q). La fonction T f est la solution mild de

{ —div(AVu) = f dans Q,

u = 0 sur 0N. “8)

Etape 3 - Quel sens donner a la solution mild ? 11 est naturel de se demander quel rapport il y a entre la solution
mild uw = T f et une solution faible du probleme de Dirichlet homogene. Il est assez facile de montrer que u est
solution faible dans le sens (naturel) suivant :

we () W9,

1<q<

/AVU'Vvdx:/fvdx Yv € U Wy ().
Q Q

r>N

(4.9)
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Remarque : un résultat analogue d’existence de solution mild et donc d’existence de solution faible est encore
vrai si f est une mesure sur €2 (dans (@.9), on remplace alors fvdz par vdf). Pour montrer ce résultat, on utilise la
densité de L?(2) dans I’ensemble des mesures sur €2 au sens de la convergence faible-x dans C'(Q2)’(car I’ensemble
des mesures sur {2 peut étre vu comme une partie du dual de C'(€2)). Il faut aussi utiliser le fait que les éléments de
W," (€2) sont des fonctions continues pour 7 > N.

Etape 4 - Unicité mild, non unicité faible La solution mild est unique. La solution de est-elle unique ? pas
toujours. . . . Montrons d’abord que si N = 2, la solution faible est unique. Ceci se montre par régularité sur le
probléme dual, qui entraine I’unicité sur le probleéme primal. Soit u solution de

u € ﬂ Wy(9Q),
1<g<2

/AVu Vo dz =0, Ywe | )W (Q).

r>2

(4.10)

On veut montrer que u = 0. On ne peut pas prendre comme fonction test v = u dans (@.9) ou @.10) , en raison du
manque de régularité de u. Pour contourner ce probléme, on va raisonner en utilisant la régularité des solutions du
probléme dual. On remarque d’abord que u est solution de (4.10) et que (4.10) peut se re-écrire ainsi :

u € ﬂ W, 9,
tsa<z ) (4.11)
/Afvu Vu dz =0, Voe | )Wy (9Q)
r>2
Or on sait (par le théoréme de Lax-Milgram) que si g € L?(() il existe un unique v solution de
v e HHQ),
4.12)

/Ath~dex:/gwdx, Yw € HY ().

(@12) est le probleme dual de @.7).)

On aimerait pouvoir prendre w = u dans @12), car on aurait alors, grice a @II), [, gu dz = 0 pour tout
g € L?(Q), ce qui permettrait de conclure que « = 0. Mais pour I’instant, on ne peut pas car u et v ne sont pas
dans les bons espaces. L’ astuce consiste a considérer un second membre g plus régulier dans (@.12) et d’utiliser le
résultat de régularité suivant [28]].

Théoreme 4.10 (Meyers, [28]) Il existe p* > 2, ne dépendant que de A et Q, tel que si g € L™ (Q) et v solution
de @12) alors v € Wy*" (Q).

Soit donc g € L>°(9) et v solution de @12). On a alors v € W, "” "(92) gréce au théoréme de Meyers. On note
(p*)’ I’exposant conjugué de p*, de sorte que (p*)’ = —£— < 2. Par densité de D(L) dans Wol’(p ) (), on déduit

*—1
de @TD) que '

/Ath -Vwdx = /gw dx, Yw € Wol’(p*)/(Q). (4.13)

Or, comme (p*)’ = pf’:l < 2, toute solution u solution de @.IT) appartient a W, 7 (€2). On peut donc prendre
w = u dans @I3). Mais comme v € Wy () avec p* > 2, on a également, par @11), [, A'Vv - Vu dz = 0.
On a donc fQ gu dz = 0, pour tout g € L>°(£2). On en déduit que u = 0 en prenant successivement g = 1,50}

puis g = 1iy<0y-

196



4.1. SOLUTIONS CLASSIQUES, SOLUTIONS MILD, SOLUTIONS FAIBLENAPITRE 4. PARABOLIQUE

Pour N = 3, le théoreme de régularité de Meyers est encore vrai, la démonstration d’unicité est donc encore juste
si A est telle que p* > N = 3 (afin de pouvoir prendre v comme fonction test dans (.9)). Mais il existe des
fonctions matricielle A = (a;;); j=1,~ (& coefficients dans L°>°(2) et coercive) pour lesquelles p* < 3. L’unicité
n’est plus assurée et on peut effectivement construire des cas pour lesquels la solution de (@9) n’est pas unique
(voir [30]).

Etape 5 Que peut-on rajouter a solution faible pour avoir 1’unicité ? Pour f € L!(£2), on montre qu’il existe une
et une solution a une nouvelle formulation, due a Ph. Bénilan [7]. Cette nouvelle formulation (aussi appelée
formulation entropique), est la suivante :

u € Wy (), pourtout 1 < ¢ < <, Ti(u) € HE (), Yk > 0,

(4.14)
/AVu-VTk(u—go) dx:/ka(u—go) dz Ve e D(Q), Vk > 0.
Q

ou T}, est la fonction troncature, définie par : Ty, (s) = max(min(k, s), —k). L’article de Ph. Bénilan et al. démontre
qu’il existe une unique solution au probleme (qui est donc la solution mild de (@.8)). Ph. Bénilan conjecturait
que le fait d’ajouter la condition Ty (u) € H3 () (pour tout k > 0) a la formulation ([#9) devait suffire a assurer
I’unicité. De fait, dans les articles de Serrin et Prignet [32} 30]], le contre exemple consiste a construire une solution
non nulle de (#9) avec f = 0, mais cette solution ne vérifie pas Ty (u) € H{(£2) pour k& > 0. La conjecture de
Bénilan reste donc une conjecture. ..

Une autre question ouverte consiste a trouver une formulation semblable a donnant I’unicité lorsque f est
une mesure sur 2.

Remarque 4.11 (Limitation de la méthode semi-groupe) Une difficulté importante de cette méthode par semi-
groupe est sa généralisation au cas out A dépend de ¢.

Méthode de Faedo-Galerkin (discrétisation en espace)

Soit € un ouvert borné de IRN, T > 0, up une fonction de €2 dans IR et f une fonction de 2x]0, 7’| dans IR. On
considere I’équation de la chaleur
Oyu — Au = f dans 2x]0,T7,
u = 0 sur 90 x]0, T, (4.15)
u(.,0) = ug

Pour ug € L?(f2) et f dans un espace convenablement choisi, on va chercher u € L2(]0,T[, H}(2)) solution
faible de ce probleme. La méthode de FaedoﬂGalerkineE] consiste a construire par approximation une suite de
problémes dont la solution existe et de montrer la convergence des solutions des problémes approchées vers une
fonction qui satisfait une formulation faible de {@.15).

Comme H{ (2) est séparable, il existe une suite (E,,)nen d’espaces inclus dans H}(€2), de dimension finie, par
exemple dim F,, = n, ettels que F,, C E, 41 et

U En=Hy(Q).
nelN

3. Philippe Bénilan (1941-2001), mathématicien francais, spéialiste des EDP, professeur a I’université de Besancon.

4. Alessandro Faedo (1913-2001), mathématicien et homme politique italien, connu pour ses travaux en analyse numérique; il a été I'un
des éleves de Leonida Tonelli et il lui a succédé a la chaire d’analyse mathématique de 1’université de Pise apres la mort de ce dernier.

5. Boris Grigorievitch Galerkine (1871-1945), mathématicien et ingénieur soviétique, connu pour sa méthode d’intégration approchée et
spécialiste de mécanique des structures.
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Soit {e; ...e,} une base de E,,. On cherche u,(t) = Z a;(t)e; t.q.

Z/ ai(t)e; ep do + Z/ a;(t)Ve; - Ve dz = / f(t)er dz, pourtout k = {1...n}ett >0,
=179 =179 Q

et les a;(0) sont choisis pour que u,(0) = Y"1 | @;(0)e; — uo dans L*(2) quand n — +o00. Ceci donne, pour
tout n € IN*, un systtme de n équations différentielles avec condition initiale pour lequel on montre I’existence
d’une solution. On cherche alors des estimations sur la solution u,, qui permettent de passer a la limite quand
n — +oo. Cette technique, qu’on va développer plus loin, permet de montrer que pour f € L2(]0,T[,H ') la
limite u des wu,, satisfait :

u € L*(]0,T[, Hy (Q)),0u € L*(10,T[, H(2)),u € C([0,T], L*(R2)),u(0) = ug p.p.,

T T (4.16)
/<8tu,v>H_1’Hé dt—i—/z(/ Vu- Vo dx) dtz/(f,v)H_l’Hé dt, Yv € L*(]0, T[, H3(Q)).
0 0 Q 0

Discrétisation en espace et en temps

On discrétise le probleme (@.13)) par un schéma numérique, par exemple par éléments finis P1 en espace et par un
schéma d’EulerE] implicite en temps. On obtient une solution approchée notée w,,. On obtient alors des estimations
sur u,,. On passe ensuite a la limite lorsque n — +-o0.

Pour f € L2(0,T,L%*(f)), on obtient ainsi pour le probleéme de la chaleur (#.13) que la limite u du schéma
numérique satisfait :

u € L*()0,T[, Hy (),

/ /uatgod:rdt+/ /Vu Ve dr dt — /u()($)<ﬁ(x70) da (4.17)

/ /fcpdacdt Vo € C3([0, T[x9)).

On démontrera plus loin le lemme suivant, qui donne I’équivalence des formulations @.16)) et @.17).

Lemme 4.12 (Equivalence des formulations faibles) Soir Q un ouvert borné de RN, T > 0, ug € L%(Q) et
f € L%0,T, L3(2)). Alors, la fonction u est solution de ([#.16)) si et seulement si u est solution de @F17).

Existence par degré topologique

Dans le cas de problemes non linéaires, plutot que d’approcher ou de discrétiser, on peut se ramener a un probleme
linéaire et appliquer un argument de type degré topologique, en utilisant les résultats connus dans le cas linéaire.
C’est ce qu’on fera par exemple sur le probleme (voir le probleme (4.43))

Opu + div(v(t, ) f(u)) — Au = 0 dans 2x]0, T7,
u = 0 sur 90 x]0, T,
u(-,0) = up.
6. Leonhard Euler (1707-1783), mathématicien, physicien, astronome, géographe et ingénieur suisse qui fonda la théorie des graphes et la
topologie et fit des découvertes fondamentales dans de nombreuses branches des mathématiques.
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4.2 Intégration de fonctions a valeurs vectorielles

On a utilisé dans les formulations faibles de la section 4.1]les espaces L2(]0,T[, L*(Q)), L?(]0,T[, HZ(£2)) et
L2(]0,T[, H~1(Q)). Ce sont des espaces pour lesquels on utilise I’intégration de fonctions a valeurs dans un
espace de Banach de dimension infinie (comme, par exemple, L?(£2)). Il nous faut donc préciser comment on
définit une telle intégrale. Rappelons d’abord comment on définit ’intégrale sur IR (voir aussi [20, Chapitre 4].
On commence par définir la notion de mesurabilité. On rappelle que si (X,T,m) est un espace mesuré, une
fonction f : X — IR est mesurable si f~*(B) € T pour tout B € B(R). Une généralisation facile de cette
notion de mesurabilité aux espaces de Banach est donc la suivante : une fonction f de X dans F est mesurable si
f~Y(B) € T pour tout B € B(E) (ot B(E) est la tribu engendrée par les ouverts de ). En fait cette notion n’a
aucun intérét du point de vue de 'intégrale si £/ n’est pas séparable. Par ailleurs, une fonction réelle f : X — R
est mesurable si et seulement si f est une limite simple de fonctions étagées, i.e. si et seulement si il existe une suite
(fn)nenw de fonctions étagées t.q. f,, — f simplement (cette équivalence n’est plus vraie si f est a valeurs dans E
ol est I est un espace de Banach non séparable). C’est cette derniere notion (limite simple de fonctions étagées)
qui est intéressante pour définir I’intégrale. Plus précisément, comme 1’intégrale ne voit pas les changements d’une

fonction sur un ensemble de mesure nulle, nous allons définir la notion de “m-mesurabilité” de la maniére suivante :

Définition 4.13 (Fonction m-mesurable) Soit (X, T, m) un espace mesuré. On dit qu’une fonction f, définie de
X avaleurs dans R ou a valeurs dans un Banach E est m-mesurable si elle est limite presque partout de fonctions
étagées.

Proposition 4.14 (Mesurabilité et m-mesurabilité) Soit (X, T, m) un espace mesuré.
1. Une fonction f de X a valeurs dans IR, est m-mesurable si et seulement s’il existe g mesurable t.q. f = g
p-p-.
2. Soit E est un espace de Banah séparable et f une fonction de X dans E. Alors,
(a) f est mesurable au sens “f~1(B) € T pour tout B € B(E)” si et seulement si f est limite simple de
fonctions étagées.

(b) Comme dans le cas réel, la fonction f de X dans E est m-mesurable si et seulement si il existe g
mesurable t.q. f = g p.p..

Soit (X, T, m) un ensemble mesuré, E un espace de Banach et f une fonction m-mesurable de X dans E. Il est
facile de voir que la fonction z — || f(z)|| g est m-mesurable de X dans IR . la quantité [ || f(z)| g dm(x) est
donc parfaitement définie dans IR U {+00}. Ceci permet de définir I’espace £L,(X, T, m).

Définition 4.15 (L’espace L£1,(X, T, m)) Soit (X, T, m) un ensemble mesuré, E un espace de Banach et f une
fonction m-mesurable de X dans E. La fonction f appartient a L(X, T, m) si

[ 1@l am@) < +oc.

On veut maintenant définir I’intégrale d’un élément de L% (X, T, m) ot (X, T, m) est un espace mesuré et E un
espace de Banach. Soit f € £L(X, T, m). On ne peut pas utiliser la méme technique que pour £ = IR (c’est-a-
dire décomposer f en fT et f~ et commencer par intégrer des fonctions mesurables positives). Par contre, comme
f est m-mesurable, on sait qu’il existe une suite (f,)ncn de fonctions étagées t.q. f,, — f p.p.. Il existe donc
A €T tel que m(A°) =0et fr,(x) — f(x) pour tout z € A. On pose alors

Ap =A{z € & || fu(@)lle <2/ f(z)l[} et gn = fucharaca,.
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(le nombre 2 pourrait &tre remplacé ici par n’importe quel nombre > 1 et A pourrait étre remplacé par un autre
ensemble vérifiant les mémes propriétés : cela ne changerait pas la définition de 1’intégrale donnée dans la défini-

tion ) La suite (g, )nen Vérifie :
gn, étagée pour tout n € IN,
9n = [ PP,

llgn. — fllE dm — 0 par convergence dominée.

La définition de I’intégrale d’une fonction étagée est immédiate : on pose

I, = /gn dm.

On peut alors montrer que (I,,)ne est une suite de Cauchy dans E. Cette suite converge donc dans E. On peut
aussi montrer que la limite de cette suite ne dépend que de f (et non du choix de f,, et de A). Il est donc naturel de
définir I'intégrale de f comme la limite de cette suite. C’est ce qui est fait dans la définition [4.16]

Définition 4.16 (Intégrale a valeurs dans E) Soit f : X — F oiu (X, T, m) est un espace mesuré et E un espace
de Banach.

1. (Rappel) f € LL(X,T,m) si f est m-mesurable et / | flle dm < +oc.

2. (Intégrale) Soit f € L1(X,T,m). Soit (fn)neN suite de fonctions étagées telle que f, — f p.p.. Soit A €
T tel que m(A°) = 0 et fp(z) — f(x) pourtout v € A. On pose A, = {x € A; ||fn(x)|le < 2|f(2)|}
et gn = fu
characa, . On définit l'intégrale de f par :

Avec la relation d’équivalence = p.p., on définit alors L (X, T, m). Il est alors facile aussi de deviner les dé-
finitions de £%(X,T,m) et LY,(X,T,m) pour tout 1 < p < +oc. Un élément de L%, (X, T, m) est donc un
ensemble d’éléments de L7, (X, T, m) (et deux fonctions appartenant a cet ensemble sont égales p.p.). Comme
d’habitude en intégration, si F' € L% (X, T, m), on confond F et f si f € F (de sorte que I’on raisonne comme si
F e L(X,T,m)).

Proposition 4.17 Soit 1 < p < 400, (X, T, m) un espace mesuré o-fini et E un espace de Banach. Alors

1. LY,(X,T,m) (avec sa norme naturelle) est complet. C’est donc un espace de Banach.

2. Sip < +o0 et E est séparable, LY, (X, T, m) est séparable.

3. Sip = 2 et E est un Hilbert, alors L2E(X7 T, m) est aussi un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est
défini par :

(W) yoxam = [ (0(e)lola)) 5 dm(a)
Par conséquent, de toute suite bornée de L%,(X, T, m) on peut extraire une sous-suite faiblement conver-
gente dans L% (X, T, m).

4. Si1 < p < +oo et si E est un espace de Banach réflexif séparable, I’espace L%, (X, T, m) est alors un
espace de Banach réflexif séparable.
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5. (Dualité dans LY,(X,T,m)) Soit 1 < p < o0, p' = z% etv € L%//(X, T,m). Pourw € LY,(X, T, m),
Uapplication T, : u — [(v,u)p g dm est bien définie, linéaire et continue de L% (X, T, m) dans IR.
(On adonc T, € (LY (X, T,m))).

De plus, Uapplication T" : v — T, est une isométrie de L%/, (X, T, m) sur son image (qui est donc une
partie de L',(X, T, m)’).
Si E' est séparable et p < oo, I'image de T est (L%, (X, T, m))" en entier.

6. (Convergence dominée) Soit 1 < p < 400 et (U )nen une suite de LY, (X, T, m). Si
(a) up = u p.p.,

(b) |lun|le < G p.p. pour tout n € IN avec G € L (X, T, m),
alors u, — wdans L%, (X, T, m).

Démonstration de la proposition [4.17]
Les propriétés 1-4 ne sont pas démontrées ici. La propriété 5 est partiellement démontrée dans I’exercice d.2] La
propriété 6 est plus facile. Il suffit de remarquer que

[un —ulle < lunlle + [lulle < 2G.

On a donc |lu,, — ul/f, < 2P|G|P € L (X, T, m). Par le théoreme de convergence dominée pour les fonctions a
valeurs dans IR, on en déduit que [ ||u, — ul/5dm — 0 et donc que u,, — w dans L% (X, T, m). L]

Remarque 4.18 Soit E un espace de Banach. On dit que E est uniformément convexe si

r+y
v >0,3e > Otelque (lzg =1, [lyle =1, |l —yll 2 n) = -~ <1-e.
Les espaces LP(Q) avec 1 < p < + oo et Q ouvert de IRY sont uniformément convexes. Une conséquence
importante du fait que E soit un Banach uniformément convexe est que si (2, )new est une suite de E t.q. 2, —
faiblement dans E et ||z, ||z — ||z| g, alors ,, — x dans E. Cette propriété permet éventuellement de simplifier
certaines démonstrations de la proposition (mais n’est pas nécessaire).

Nous allons maintenant introduire différentes notions de dérivée pour une fonction a valeurs vectorielles.
Placons nous maintenant dans le cadre qui va nous intéresser pour les équations paraboliques, ¢’est-a-dire :

(X, T,m)=(]0,T[,B(]0,T[), ).

d
On va d’abord définir proprement la dérivée par rapport au temps, dyu = d—q;, pour une fonction de |0, T'[ dans

E qui n’est pas dérivable au sens classique (c’est-a-dire au sens de 1’existence de la limite, dans F, du quotient
différentiel habituel).

On note maintenant LY, (]0, T'[) ou LP(]0, T', E) I'espace LY (]0, T[, B(]0, T[), A) et L, ;,,.(]0, T) ou Ly (]0, T,
E) ’ensemble des (classes de) fonctions a valeurs dans E localement intégrables sur |0, 7'[ (avec la mesure de
Lebesgue).

Le lemme suivant est le pendant du lemme [I.1] lemme fondamental qui nous a permis de définir la dérivée par

transposition des fonctions a valeurs dans IR. Sa démonstration en est similaire.

Lemme 4.19 Soitu € L{ _(]0,T[, E) on suppose que

loc
T

Vi € D(0, ), /O w(t)p(t) dt = 0.

Alors u =0 p.p.
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On peut ainsi définir la dérivée par transposition d’une fonction w de ]0, T'[ & valeurs dans un espace de Banach E.

Définition 4.20 (Dérivée par transposition) Soit E un espace de Banach, 1 < p < 400 et u € L},(]0,T]). On
note D 'espace D(]0, T|) et D}, I’ensemble des applications linéaires de D dans E. On définit Oyu € DY, par :

T
(Oru, p)pr D = 7/0 u(t)e'(t) dt € E.

Remarque 4.21 Siu € C1(]0,T[,E) ona

T T
- [ a0 de= [ i ©p0) dt = @ ooy o
0 0

On confond alors u’ (dérivée classique) avec d;u (dérivée par transposition), ¢’est-a-dire la fonction v’ qui appar-
tient a C([0,T], E) avec I’application linéaire de D dans E notée O;u. (Grice au lemme la fonction u’ est
entierement déterminée par d;u, ce qui justifie la confusion entre u’ et O;u.)

Définition 4.22 (Dérivée faible) Soit E et F' deux espaces de Banach et 1 < p,q < +o0o. On suppose qu’il
existe un espace vectoriel G t.q. E C G et F C G. Soit uw € L%,(]0,T[) (on a donc dyu € D}y). On dit que
Ovu € LY.(]0,T) si il existe une fonction v € L.(]0,T]) telle que

T T
@m@%p:fﬁum¢wm:41ww@w.

(S} EF

Cette égalité n’a de sens que s’il existe un espace vectoriel G tel que £ C G et F' C G. Dans ce cas, on confond
dyu € Dy etv € LEL(]0, 7). (Ici aussi le lemme[d.19]est utile pour faire cette confusion car, grice au lemme4.19]
si la fonction v existe elle est alors unique.)
En résumé, on a donc trois notions de dérivée d’une fonction u de |0, 7' a valeurs dans E (espace de Banach).

(1) Dérivée classique : v’ :]0, T[— F (existe rarement. .. ).

(2) Dérivée par transposition : dyu € D}, (existe dés que u € L, (]0,T)).

(3) Dérivée faible : d;u € L%.(]0,T[) ot F est un Banach tel que E C G et F' C G avec G espace vectoriel.
Exemples Soit { un ouvert borné de R” .

1. E=H}Q),F=H1Q).Onaalors E, F C G = D*(Q).

2. 1<p<+o0,q= L, E=W;P(Q), F=W~19(Q). Onaaussi E, F C G = D*(Q).

3. E=HYQ)F = (HYQ))'. Pour cet exemple, on a F' ¢ D*(). En effet, on prend par exemple 7" définie,
pour v € H(Q), par

T(v) = /GQ v dy(z).

L application T est bien une application linéaire continue sur H'(Q), donc 7' € H* (). Mais T' = 0 sur
D(Q), et donc, comme T n’est pas I’application nulle, F’ ne s’injecte pas dans D* ().

Dans cet exemple, pour injecter E et F' dans le méme espace G, on commence par identifier (L%(£2))’ (dual
topologique de L?(12)) avec L%(Q). Ceci est possible car si T' € L?(12)’, par le théoréme de représentation
de Riesz, il existe une et une seule fonction u € L?(Q) telle que T'(v) = (v|u)s pour tout v € L*(Q).
On confond alors u et T'. Par cette identification, on a donc L?(2)’ = L?(£2). On remarque maintenant
que, si I/, H sont deux espaces de Banach tels que & C H, et avec injection continue de I dans H et

202



4.2. INTEGRATION CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

densité de E dans H, on a alors H C E’. On prendici E = H'(Q) et H = L*(Q) et on a donc (grace
a I'identification entre L*(Q) et L?(Q)') H' = L*(Q) C H'(Q)'. Finalement, on a donc E, F C G en
prenant G = (H*(£2))’. On a ainsi mis E et F dans le méme espace G' = (H'(Q))’ grace a I'identification
de L2(2) avec (L%(2))".

4. Dans I’exemple précédent, on a deux espaces de Banach E et H avec E C H, injection continue de E
dans H et densité de E dans H. On a alors H' C E’. L'espace H est un espace de Hilbert. En identifiant
H avec H', on adonc E C E’. Mais si I’objectif est seulement d’avoir £ C E’, il n’est pas nécessaire
d’avoir H' C E’ et on peut retirer I’hypothese de densité de E dans H. Plus précisément, soit £ un espace
de Banach et H un espace de Hilbert avec & C H et injection continue de I dans /. On identifie H avec
H’. Soit maintenant © € E, comme u € H, on a donc identification entre u et T, qui est I’application
v+ (v|u)g de H dans IR. On peut alors aussi identifier v (qui est dans E) avec la restriction de T, a E
(qui est un élément de E’). Cette identification est 1égitime car si u; et up sont deux éléments différents
de E, les restrictions de Ty, et T,,, & E sont des applications différentes. On a ainsi E C E’. Dans cet
exemple, il faut toutefois noter que (en 1’absence de densité de F dans H) des éléments différents de H'
ont la méme restriction a F (et peuvent donc correspondre au méme élément de E).

Un exemple intéressant de cette situation est obtenu en prenant H = L?(Q)" (avec 2 ouvert borné de
RY, N > 1) et E={uec H:div(u) = 0}.

Remarque 4.23 (Comparaison de L”(]0, T[, LP(Q2)) et L?(2x]0, T[)) Soient T > 0, Q un ouvert de R",
1 < p < +o0. Soitu € LP(]0, T, LP(£2)). Il existe alors v € LP(Q2x]0,T) tel que u(t) = v(-,t) p.p. (dans Q)
et pour presque tout ¢ €]0, T'[. (Noter que cette égalité est vraie quels que soient les représentants choisis pour u et
V.)

Récripoquement, si v € LP(Q2x]0,TY), il existe u € LP(]0,T[, LP(?)) tel que u(t) = v(-,t) p.p. (dans ) et
pour presque tout ¢ €]0, T'[. Ces deux assertions permettent d’identifier L? (©2x]0, T'[) et LP(]0, T[, L”(£?)). Noter
toutefois que le deuxieme assertion est fausse pour p = +oo (voir [14] page 28 pour un exemple).

En conservant ces notations, on peut alors comparer % (qui s’applique a un élément de D(]0,T)) et dzv (qui
s’applique a un élément de D(Q2x]0, T'[)). De fait, pour tout ¢ € D(]0, T) et tout ¢» € D(£2) on a

| Getm o) do = [ ([ w0 @) da

OT
=—//1mw¢@wwmw
QJOo

0
= {55 ¢¥)p-@x)0,7D,D@x10,TD -

Proposition 4.24 (Commutation de I’action de dualité et de I’intégrale) Soit F un espace de Banach, u € L}; (Jo,T[),
P € E' et p € D(]0,T]). Alors,

T T
<¢,/O w(t)p(t) dt >E,,E=/0 < boult) >pp o(t) dt.

La preuve de la proposition [4.24] est laissée en exercice.

Lemme 4.25 (Continuité en temps) Soit E un espace de Banach, 1 < p < 400 et u € L%.(]0,T|). On suppose
que dyu € L2,(10,T|) (on a alors u € WyP(|0,T]). Alors, u € C([0,T), E), et méme u € 00’17%([0,T],E).
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Plus précisément, il existe a € E t.q. u(t) = a + fg Oyu(s)ds pour presque tout t €]0, T et u est alors identifié a
la fonction (continue sur [0, T)) t — a + fg Oyu(s)ds. En particulier; ceci donne pour tout 0 < t1 < to <T,

u(ts) — ult) = /f " Opuls)ds.

L1

Démonstration La démonstration est semblable au cas E = IR, voir exercice On pose dyu = v € LY,(]0,T)

et on définit w par w(t) = fot v(s)ds, de sorte que w € C([0,T}], E). On montre assez facilement que d;w = v =
O et donc 0y (w — u) = 0. On a donc

T
/ (w — u)0yp dt = 0 pour tout ¢ € D(]0, T]). (4.18)
0
On choisit maintenant une fonction ¢y € D(]0, T]) t.q. fOT ©o(s)ds = 1. Pour ¢ € D(]0, T[) on définit ¢ par

o= [ (s)ds - / " po(s)ds / " p(s)ds.

de sorte que ¢ € D(]0, T'[[) et on peut prendre ¢ dans (.18). On en déduit (la preuve est laissée en exercice) qu’il
existe a € E tel que w — u = a p.p. Donc u € C([0,T], E). Avec I'inégalité de Holder, on montre ensuite que

1
we 0% 5, n

Nous allons maintenant montrer un lemme plus difficile donnant aussi la continuité de u. On suppose que E est
un espace de Banach et F' un espace de Hilbert tel que &/ C F, avec injection continue, et I dense dans F'. On
a donc aussi F/ C E’. Comme F est un espace de Hilbert, on peut identifier F' avec son dual par le théoréme de
représentation de Riesz, c’est-a-dire que 1’on identifie v € F' avec I’application T}, : u +— (v|u)p (qui est un
élément de F). L’application v — T, est une isométrie (bijective) de F' dans F’. Avec cette identification, on a
donc E C F = F' C E’. Donc, tout élément de E est alors un élément de E’. Pour u,v € E,on a

<v,u >fp/ E= (’U‘u)p,

c’est-a-dire < Ty, u >p p= (v|u)p, ot T, est I'élément de F’ identifié a v € F. Avec cette identification
de F avec F’, on va maintenant donner un résultat de continuité de u dans F si u € L%(]0,T[, E) et dyu €
L?(]0, T, E'). 1l faut faire trés attention que cette derniére hypothése n’a de sens que par I’identification de F avec
F’ (si on change d’espace F, on change le sens de d;u € L?(]0, T[, E'), alors que E’ n’est pas changé!).

Lemme 4.26 (CS de Continuité) Soit E un espace de Banach et F' un espace de Hilbert tels que E C F, avec
injection continue, et E dense dans F. On identifie F' avec F' (de sorte que E C F = F' C E’). Soit u €
L%(]0,T), on suppose que dyu € L%, (10, T[). Alors u € C([0,T], F) et, pour tout t1,ts € [0,T], t1 > t, ona

t1

llu(t)||% — |Ju(t)]|% = 2/ < Owu,u >p g dt. (4.19)
ta

Démonstration On va montrer que u € C([0,T), F).

Soit p € D(] — 2, —1[) tel que [, pdz = Let p > 0. Pour n € IN*, on pose p,, = np(n-) de sorte que le support

2 1
de p,, estinclus dans | — —, ——[ et que /pn dz = 1. (La suite (p,, )ne est une suite de noyaux régularisants.)
n’ n

éfinit u,, voluti \Y s -a-dire u,, = U x p,, av
On définit ar convolution avec c’est-a-dire * Py, avec
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On a donc u,, — u dans L%(]0,T]), u, € C®(IR, E) et u, = i * pl,.
Soitt € IR,ona

ul (t) = /0 u(s)pl,(t — s)ds.

-2 -1 1 2
On remarque maintenant que p,,(t —s) =0sit — s & } —,— {c’est-é—dire s ¢ } t+ —, 1+ — [
n’' n n n

Soite > 0ett € [0,7 — e[. Pour n > ng avec ng tel que > < eonat+ 2 < T etdonc
pult — ) € DO, TI).

On a alors
!

up, (t) =< O, p(t — ) >py.D

T
= / Owu(s)pn(t — s)ds € E', car dyu € L%, (]0,T)).
0

Donc, u,, = Oru* py, sur [0, T — €[, avec

5 | Owusur]0,T]
Opu = { 0 sur |0, T'[°.

Mais dyu * p, — Oyu dans L*(IR, E'). Donc u, = d;u x p, — dyu dans L2, (]0, T — €]).

u, — udans L%(]0,T])

ul, — Opu dans L%, (]0,T —e[) Ve > 0.

On va maintenant montrer que (uy,(t))nen est une suite de Cauchy dans F' pour tout ¢ € [0, 7], et méme, pour

tout ¢ > 0, uniformément si ¢t € [0, T — ¢].
Soite > O et p € C1([0,T],R) définie par ¢(t) = ||un(t) — um(t)||%. On a donc, pour ¢ €]0, T,

@' (t) = 2((ty = ) (1) | (Un = um) (1)) -
€EE S

En résumé, {

On rappelle que u,, € CX (IR, E) et donc (u), —u.,)(t) € E. Soient t1,t2 € [0,T —¢],ona

olts) — p(hr) = / " 2(uly (3) — 1y (3)tun(5) — () s

ty

= 2/ : < O(Un, — U )(8), Un(S) — Um(s) > gk ds.

t1
T
/ ltm — 3
0

Soit n > 0, comme u,, — u dans L% (]0,7'[) et comme la suite (dyuy,)nen+ est bornée dans L%, (]0, T — g[), il
existe ng tel que

Donc,

1
2 2

p(tz) —p(t1) <2 (/O B 10 (un — um)%/d8>

< 2[|0¢ (un — Um)HL%, llwn — umHL%-

o(ta) — p(t1) < npour m,n > ng.

On a donc
p(te) < @(t1) +1n pourn,m > ng.

205



4.2. INTEGRATION CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

On integre cette inégalité pour ¢, €]0,T — £[. On obtient

T—¢
(T—e)plts) < / ltm — |3ty + T

0
< — 2
< Jun umHL% +Tn
En utilisant une nouvelle fois que u,, — u dans L% (]0, 7)), il existe n; t.q.
(T = &)p(tz) < (T + 1)y pour n,m = ny.
On a donc ¢(t) < Ty pour n,m > ny ett € [0,T — ¢]. On a ainsi montré que, pour tout t € [0,7 — €],

T—¢

(T+1)n
T—¢
Ceci montre bien que la suite (u,(t))nen est de Cauchy dans F' uniformément par rapport a ¢, sit € [0,T — ¢].
Il existe donc une fonction w de [0,7] dans F t.q. u,(t) — w(t) dans F pour tout ¢ € [0,7T[. Comme cette
convergence est uniforme sur [0, 7" — ¢] pour tout € > 0, la fonction w est continue sur [0, — ] pour tout € > 0.
On adoncw € C([0,T], F).
Comme u,, — u dans L%(]0,T[) (et donc p.p. sur |0, 7’| apres extraction éventuelle d’une sous-suite), on a donc
u = w p.p., et donc uw € C([0,T[,F) (car on identifie, comme d’habitude, la classe de fonctions u avec son
représentant continu qui est justement w).
De maniére analogue, en décentrant les noyaux régularisants de 1’autre c6té, on montre que v € C(]0,7T], F'). On
adoncu € C([0,T], F).
Enfin, on a aussi pour t1,t2 € [0, 7],

n,m2>mn; = Hun(t) - u7n(t)||2F <

lun(E) I = lun ()7 = 2/t (1 (3)un(5)) s

= 2/ 1 < O(un)(8),un(s) >p g ds

ta

en passant a la limite sur n, on obtient

t1
lu(t)lF = llu(t2) |7 = 2/ < Oyuls),u(s) >p g ds.
to
Remarque 4.27 Un exemple classique du lemmeconsiste aprendre E = H{ () (ot Q est un ouvert de RY,
N > 1), F = L*(Q), F’ identifié a F, et donc E' = H~'(Q). Le choix de E’ pour I’espace dans lequel est 9;u
est crucial dans la démonstration du lemme [£.26| mais des généralisations de ce lemme sont possibles. L’ exercice
4.4 montre que w € L2(]0,1[, H*(]0, +0oo[) et dyu € L2(]0,1[, H~1(]0, +0c[) ('espace L? étant identifié a lui
méme) sont des hypothéses suffisantes pour obtenir v € C([0,T], L?(Q2)). Le lemme ne s’applique pas ici
directement car H~1(]0, +o0|) est le dual de H} (]0, +00) et n’est donc pas le dual de H'(]0, +oc0c). Un argument
de prolongement permet de se ramener au lemme [4.26] (exercice [4.4).

Une conséquence intéressante du lemme [.26] est la formule d’intégration par parties en temps qui est 1’objet du
lemme suivant.

Lemme 4.28 (Intégration par parties en temps) Soit E un espace de Banach et F' un espace de Hilbert tels que
E C F, avec injection continue, et E dense dans F. On identifie F' avec F' (de sorte que E C F = F' C E’).
Soit u, v € L%(]0,T]), on suppose que dyu, Opv € L%, (]0,T|). Alors u, v € C([0,T], F) et

T T
/ < O4u,v >pr g +/ < 0w, u >p g= (u(T)[v(T))r — (u(0)[v(0))F.
0 0
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Démonstration
Le lemme donne u, v € C([0,T1], F). On applique maintenant la formule @.19) aux fonctions u, v et u + v
(avec t1 = T et t; = 0), on obtient

T
||<u+v><T>||%—||<u+v><o>|\%:z/ < Ot uto>p o di,
0
T
lu(T)|2 - [[u(0)]|% = 2 / < duuyu>pp di,
0
T
[o(T)]3 — (O3 =2 / < 0,0 >pp dt.
0

En retranchant a la premiére équation les deux suivantes, ceci donne (en notant que ¢ (u + v) = dpu + Opv)

2(uw(T)v(T))F — 2(u(0)|v(0)F = 2/0 (< Owu,v >p g dt+ < O, u >p g) dt,

ce qui donne la formule désirée. ]

4.3 Etude de I’équation de la chaleur

Notation : Si E est un espace de Banach et T’ > 0, on notera souvent L?(]0, T'[, E) (au lieu de L% (]0, T'[)) I'espace
Ly,(10,T[, BAO, T, A).

On s’intéresse dans ce paragraphe au probléme suivant :
Soit  un ouvert borné de RY, T € IR:_, f une fonction de £2x]0,T[ dans IR et ug une fonction de 2 dans IR.
On cherche u tel que
Opu — Au=f dans Q2x]0,T7,
u=0 sur 90 x10,T7,
u(-,0) = uo.
Ce probleme linéaire admet une unique solution faible, résultat fait 1’objet du théoreme [4.29| ci-apres. On en donne
deux démonstrations du théoreme d’esprit tres différent :
— par la méthode classique de Faedo-Galerkine qui consiste a approcher I’EDP initiale par un systeme diffé-
rentiel,
— par une méthode plus directe par une technique qu’on appelle ici coercivité généralisée, qui fait appel a des
résultats d’analyse fonctionnelle abstraits.

Théoreme 4.29 (Existence et unicité de la solution faible de I’équation de la chaleur) Soit 2 un ouvert borné
de R™, T > 0 et ug € L*(Q), on identifie L*(Q) avec son dual et on suppose que f € L*(0,T[, H*(Q)).
Alors, il existe un et un seul u tel que

we L2()0,T[, H}(Q)), dwu € L*(]0,T[, H~1(Q)),
T T

T
/0 (Dru(s),0(5)) 51,y ds +/0 [ Vu(s) - Vo(s) dr ds = /0 ) vl a ds - a)
Vo € L2(J0,T[, H§ (),
u(0) = ug p.p..
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(On rappelle que u(s) (resp. v(s)) désigne la fonction x — u(z,t) (resp. v(z,t)).
On a de plus les estimations suivantes sur u et Ouu :
lull 22 go,r, 2 )) < llwollz + 1 fl[z2qo,rpa-10)) 4.21)
10eull 2o, -1(2)) < lluollz + 21 fll 20,7112 (4.22)
lu()3 < lluoll3 + 10sull72 o 7,10y + HUH%Q(]O,T[,H(}(Q))? pour tout t € [0, T]. (4.23)
On rappelle que 1’on a identifié L2(Q2) avec L?(2))’, de sorte que HO (Q) C L¥(Q) = L2(Q)' ¢ H~1(Q). Comme
on cherche u t.q. u € L2(]0,T[, H} () et ,u € L*(]0, T[, H=1(2)), on a nécessairement u € C([0,77], L?(12))
[

(d’apres le lemme [4.26 “ La fonction u est donc définie en tout ¢t € [0, 77, ce qui permet de donner un sens a la
condition u(0) = ug p.p..

4.3.1 Preuve du théoréme d’existence et unicité par la méthode de Faedo-Galerkine

L’idée de cette méthode est de résoudre d’abord un probleme approché, qui s’écrit sous la forme d’un systeme
différentiel. Pour cela, on peut chercher une solution approchée en espace a I’aide d’une méthode d’éléments
finis, mais le plus simple dans le cas de I’opérateur de Laplace est d’utiliser une base hilbertienne formée de ses
fonctions propres, ¢’est-a-dire une base hilbertienne de L2(f2), notée {e,,,n € IN*} telle que e,, est (pour tout 1)

une solution faible de
—Ae, = A\pe, dans (),
en, =0  sur 09,

avec A\, € R.

Etape 1, remarques liminaires. Par le théoréme [2.14] il existe une famille famille (e,,),en+ qui est une base
hilbertienne de L?() et qui vérifie

€n € H&(Q)v

/ Ve, - Vv dr = )\n/ env da, pour tout v € Hg(Q),
Q Q

avec A\, > 0 pour tout n € IN* et \,, T +00 quand n — +oo.
Comme (e,,)nen+ est une base hilbertienne de L*(£2), on a, pour tout w € L*(Q), w = >« (wlen)2e, au
n

sens de la convergence L?((2) (c’est-a-dire que Z(w|ei)ei — w dans L?(§2) quand n — +00).
i=1

1
On va montrer maintenant que la famille (A, ? e, ),en+ est une base hilbertienne de H} (). On rappelle que
H}(Q) est un espace de Hilbert; la norme de u dans H (£2) est définie par ullza @y = I Vul[[z2(o) et donc le

produit scalaire de u et v dans Hg (€2) est donné par (u|v) gi(q) = fo Vu - Vo da.

On remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1,0n a
/ Ve, - Ve, dz = )\n/ enem Az = Apdp m.
Q Q

On en déduit que (enlem) g1 (o) = 0sin # met

Ve, - Ve,
e R
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Puis, on remarque que ’espace vectoriel engendré par la famille (e, ) e+, noté ev{e,, n € IN*}, est dense dans
Hg (). En effet soit v € Hy(Q) t.q. (v|en) gi(q) = 0 pour tout n € IN*. On a donc, pour tout n € IN*,

0= (v|en)Hé(Q) = /QVen -Vodx =\, /Q env da.

Comme (e,,)en+ est une base hilbertienne de L2(Q) (et \,, # 0 pour tout n € IN*), on en déduit que v = 0 p.p..
Ceci montre que 1’orthogonal dans H}(2) de ev{e,, n € IN*} est réduit 2 {0} et donc que ev{e,, n € IN*} est
1

dense dans H} (). Finalement, on obtient ainsi que la famille (A, 2 €, )ncN+ est une base hilbertienne de H{ (€2).

Etape 2, solution approchée.
Soit n € IN*; on pose E,, = ev{e,, p = 1,...n}, et on cherche une solution approchée w,, sous la forme
un(t) = >0, ai(t)e; avec oy € C([0,T],IR). En supposant que les «; sont dérivables pour tout ¢ (ce qui n’est

pas vrai, en général), on a donc
n

u,(t) =) ai(t)es,

i=1

de sorte que, pour tout ¢ € Hi () et tout ¢ €]0, T'[, on a (compte tenu de I’injection de L?(2) dans H{ (2)),
<U;L(t)a <P>H*1(Q),H(}(Q) = Zag(t) /Q eip dz.
i=1
D’autre part, pour tout ¢ € [0,7] on a

—Auy(t) = — Z a;(t)Ae; = Z Niai(t)e; dans D*(Q) et dans H (),
i=1 i=1

c’est-a-dire, pour tout p € H}(Q),

(—Auy(t), gp)Hfl(Q)’Hé(Q) = /QVun(t) Veodr = Z)\iai(t) /Q e d.
i=1
Enfin, comme f € L*(]0, T[, H~"), on a pour tout o € Hg (), (f(-), ¥) -1 (0),m3 () € Lir (10, T[). La quantité
(f(t), ) r-1(),m1 () est donc définie pour presque tout ¢ et on obtient finalement, pour presque tout ¢ et pour
tout p € H}(Q),

n

(un, () = Aun(t) = (), 0) ir-1(0),ma (@) = D () + N (t) /Q eip dz — (f(1), ) -1(0), 12 (2)-
i=1

Pour obtenir w,,, une idée naturelle est de choisir les fonctions «; pour que

(up () — Aun(t) = f(), 0) -1(),HL(2) =0

pour tout ¢ € Ey. En posant f;(t) = (f(t),ei)g-1(q),mi (), ceci est équivalent & demander pour tout i €
{1,...,n},

0y _

En tenant compte de la condition initiale et en posant c; * = (ugle; )2, ceci suggere donc de prendre

t
a;(t) = alVe Nt 4 / e (79 £,(s)ds. (4.24)
0
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Les fonctions «; ainsi définies appartiennent 2 C'([0,77],IR) et on a donc u,, € C([0, T, E,,) € C([0,T], H}(2))
avec uy, (t) = Y i, ai(t)e;.

Etape 3, précision sur la dérivée en temps. Soit n € IN* et w,, la solution approchée donnée par I’étape pré-
cédente. Les fonctions «; ne sont pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par
transposition) de w,,. On va noter cette dérivée 0 (uy, ). Par définition de la dérivation par transposition, 9 (u.,) est
un élément de D}, avec E = Hi (). Soit ¢ € D(]0,T[) ona

T
(Or(n), @) s> = —/0 un(B)¢' () dt € By, ¢ HA(Q).

n
Comme u, = Y, ; a;€;, on adonc

n T T
<8tun, ('0>D1*2’D = — ZA ai(t)ei(pl(t) dt = — Z (/O ai(t)w/(t) dt)ei.

On utilise maintenant (4.24),
T
/ a;(t)e’ dt = T; + S;,
0

avec

T T
T, = / ago)ef)‘itgal(t)dt = / ago))\ief)‘itgo(t)dt.
0 0

T t
J— 67)\7;(1575) (s)ds / )
sﬁ/o (/O fi(s)ds) ' (t) dt

Pour transformer S; on utilise le théoreme de Fubini :
T T T T
Si= [ ([ pa@e M) O dt = [ ([ Lm0 ) fis)ds
0 0 0 0

=/OT(/ST M= (1) dt) £i(s )dS_A /Ae*”t (1) dt) fi(s ds—[w

T

:/ (/Aie“t ) fi(s)d fitt

0 0 0

On en déduit que T; + S; = [ At — [} fit)e(t) dt, et donc

n T n T
) / Nas(Oesg(t) de+ Y / Fit)eso(t)dt

Comme cette égalité est vraie pour tout ¢ € D(]0,T), on a finalement
Opuy, = — Z Aioie; + Z fie; € LQ(]Oa T[, Ey).
i=1 i=1

Ce qui peut aussi s’écrire, avec f™) =S"" | fie;,

Oy, = Auy, + f(n) € LQGOaT[a En) C L2(]07T[7 H&(Q)) C L2(]07T[7 H_l(Q))‘
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Soit maintenant v € L*(]0,T[, Hj(Q)). Comme dyu, € L*(J0,T[, H(Q)), on a (Qyun, v) g-1()mi(0) €
LY(]0,TY) et

/0T<8tun(t),v(t)> 1oy m (ot = / /Vun Vvdxdt—i—Z/ /fzezvdxdt

Ceci donne, en revenant a la définition de f;,

T
/(; <8tun(t) ( )> 1(Q), H1 Q)dt-"/ / Vun Vodzdt = Z/ 71(9)’Hé(9)([26iv d(E) dt
=/ ,Z vlei)2eq) g1 (), mp (o) dt-
0 i=1

On note P, 1’opérateur de projection orthogonale dans L?(9) sur le s.e.v. E,,. L’ opérateur P, peut donc étre vu
comme un opérateur de L%(Q)) dans H¢ () (car E,, C HZ(£2)). On note alors P! 1’opérateur transposé qui est
donc un opérateur de H~1(£2) dans (L?(2))’ qui est lui méme identifié a L2(£2) et est aussi un s.e.v. de H ().
On obtient alors (pour tout v € L2(]0, T[, Ha()))

T T T T
/ (Optin, v) g1 madt + / / Vu, - Vo de dt = / (f, Pav) g1 gadt = / (P! f, V) g1, grdt. (4.25)
0 0o Ja 0

0
On a aussi u,, € C([0,T), H}(Q)) et u,, (0) = P, up.

Etape 4, estimations sur la solution approchée.
Pour n € IN*, on a u,, € C([0,T], H}(Q)) C L*(]0, T[, H}(Q)) et dyu,, = Au,, + f™ € L2(]0,T[, H~*(Q)).
D’apres la section 4.2} on a donc

1 s 1, T
§||un(T)||2 - 5”“0”2 = o <8tun7un>H—1,Hé d.

En prenant v = u,, dans #.23)), on en déduit

@B = ol + [ [ 1Vual? dwat = [ (7, Pra)ir-s sy,
0 Q 0

et donc .
||Un||L2 (0, T[,HL(2)) / / [Vu|? dz dt < *”UO”Q /0 (f, Pnun>H*1,H(}dt~

On en déduit, en remarquant que Py, = U,

T
||Un||L2(]o T, Hl(Q)) ||U0||2 /0 (f, Un>H—1,H3dt
1
: §||U0||2 + ||f||L2(]o,T[,H—1(91))HunHLZ(]o,T[,Hg(Q))
§||U0H2 ||f||%2(]O,T[,H*1(Q)) + §||Un||2L2(]o,T[,H5(Q))~

On a donc
Hu7l‘|%2(]07T[’Hé(Q)) < ||u0||§ + ||f||2L2(]0,T[,H*1(Q))'
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Ce qui donne aussi
[unll2 o, a2 (2)) < Nuollz + 1 fllL2go.zp 1))

Comme dyu, = Au,, + P f (égalité @23)) et que || Pyw|| 1 (o) < [[w]l g1 (o) pour tout w € Hg(€2), on obtient
aussi une borne sur O;u,, :

0cunllL2o, 7 H-1 () < lunll2qorrmi @) + 1220071 H-1 ()

et donc
10ctn | 2o, rp -1 () < llwoll2 + 2| fllL2qo,rr -1 ()

La suite (u,,)nen+ est donc bornée dans L2(]0, T'[, H}(Q)) et la suite (yup)nen+ est bornée dans L2(]0, T,
H71(Q)).

Etape 5, passage a la limite. Grice aux estimations obtenues a 1’étape précédente, on peut supposer, apres extrac-
tion éventuelle d’une sous-suite, que, quand n — +0o0,

u,, — u faiblement dans L*(]0, T'[, Hg (Q2)),
Oy, — w faiblement dans L2(]0, T, H(Q))

et les estimations sur u,, et 9;u,, donnent aussi les estimations suivantes sur u et w :
lull 22 go, 7)) < llwollz + 1 fllz2qo.rpa-1(0))

lwllz2qo,rp,a-1(@)) < llwoll2 + 21 fll 2o, 7,51 (2)-

Nous allons montrer tout d’abord que w = J;u (puis nous montrerons que v est solution de ;u = Au+ f au sens

demandé par (@.20)).
Par définition de 0,u, on a, pour tout ¢ € D(]0,T),
T T
/ Ou(t)p(t)dt = — / u(t)y (t)dt.
0 0

Pour démontrer que d;u = w, il suffit donc de montrer que I’on a, pour tout ¢ € D(]0, T),

T T
/ w(t)p(t)dt = — / u(t)y' (t)dt. (4.26)
0 0
On rappelle que le terme de gauche de 1’égalité (#.26)) est dans H () alors que le terme de droite est dans
H{ (€2). Cette égalité utilise donc le fait que Hi(Q) € H (), cette inclusion étant due au fait que nous avons

identifié L?(Q)" avec L?(Q).

Soit donc ¢ € D(]0, T'[). Nous allons montrer (#.26). Pour ¢» € H{ (£2), on considere I’application S de L2(]0, T'[, H3 (Q2))
dans IR définie par

T
S(v) = /Q (- /0 o(t)/ (£)dt) () de pour v € L*(J0, T, H(Q).

L application S est linéaire continue de L?(]0,T[, H}(Q?)) dans IR. Comme u, — u faiblement L?(]0, 7],
H}(Q)), on adonc S(u,) — S(u) quand n — +o0. Or, pour v = u,, et pour v = u, on a

T T
S(w) = —( / o(t)g (1)) = —{ / V()0 (Ot V) g1 s
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On a donc, quand n — +o0,
T T
~ / Un (D)9 (8)dt, ) pr1 11— — / Wt (Ot ) 11 3.
0 0

On utilise maintenant le fait que — fOT un (t)¢' (t)dt = fOT Dyuy, (t)(t)dt (par définition de dyuy,). On a donc
T T
(| Owun(t)e(t)dt, V) g g1 — —</ u(t) ' (t)dt, ) g -

0 0

On considére maintenant I’application S de L2(]0, T'[, H~*(R2)) dans IR définie par

Sv) = </o v(t)p(t)dt, ¥) g1 gy pour v € L*(J0, T[, H ().

L application S est linéaire continue de L?(]0,T[, H~'()) dans IR. Comme 0;u, — w faiblement L*(]0, T,
H~1(Q)), on a donc S(dyuy,) — S(w) quand n — +o0, ¢’est-a-dire

T T
( / Dutin (O ()t ) g1 g — { / W(t)p(£)dt, ) s .

On en déduit que pour tout 1) € Hi(£2), on a

T

T
([ w02 Ot )y = ([ w0

On a donc bien montré que — fOT u(t)e' (t)dt = fOT w(t)p(t)dt pour tout ¢ € D(]0, T']), ¢’est-a-dire que dyu = w.

Nous savons donc que u,, — u faiblement dans L2(]0, T'[, H3 (2)) et que dyu,, — Oyu faiblement dans L2(]0, T7,
H~1(€)). Pour montrer que u est solution de d,u = Au + f au sens demandé par @.20), il suffit maintenant de
passer 2 la limite dans (#.23). Soit v € L2(]0, T[, H}(£2)), on a pour tout n € IN*, selon [@#23),

T T T
/0 <atun,’U>H—17Hédt+/0 (un‘U)Hé dt = /O <f, an>H_1,Hédt'

Les deux termes de gauche de cette égalité passent a limite quand n — 400 grice aux convergences de u, et Oyy,.
Pour le terme de droite, on utilise 1’étape liminaire. On remarque que P,v(t) — v(t) dans H} () pour presque
tout ¢ et | Pyv(t) || ga ) < lv(t)] a3 (o) pour presque tout ¢. Cela permet de passer  la limite dans le terme de
droite, par le théoréme de convergence dominée. On obtient ainsi

T T T
/ (Oru, v) g1 adt + / (uv) gy dt = / (frv)g—1 mdt.
0 0 0
Ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation (@:20).

Etape 6, condition initiale. Comme u € L?(]0,T[, H}(Q)) et du € L2(]0,T[, H~(R)), on sait que u €
C([0,T], L?(Q2)) (voir la section . Pour terminer la démonstration du fait que u est solution de (#.20), il reste
donc seulement & montrer que u(0) = ug p.p. (c’est-a-dire u(0) = ug dans L?(£2)).

On sait que u(t) — u(0) dans L?(Q2) quand ¢ — 0. On sait aussi que u,(0) = Y1, ago)ei — ug dans

L?(Q2) quand n — +oc. Pour en déduire que u(0) = wuy, il suffit de montrer que la suite (uy),en+ est re-
lativement compacte dans C([0,7], H=(92)). En effet, si la suite (uy,)n,en+ est relativement compacte dans
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C([0,T), H~1(2)), il existe w € C([0,T], H~'(2)) et une sous-suite, encore notée (u, )neN+, t.q. un(t) — w(t)
dans H~1(Q) uniformément par rapport a t € [0, 7] (et donc aussi dans L?(]0, T'[, H~*(f))). En particulier, on
a donc w(0) = wug. Mais on sait déja que u,, — u faiblement dans L?(]0, 7], H}(£2)) et donc aussi faiblement
dans L2(]0,T[, H~*(Q)). Par unicité de la limite, on a donc u = w p.p. sur |0, T'[ et donc u(t) = w(t) pour tout
t € [0,T] car uw et w sont continues sur [0, 7']. On obtient ainsi, finalement, u(0) = w(0) = uyg.

Il reste & montrer que la suite (u,)nen+ est relativement compacte dans C([0, 7], H1()). Par le théoreme
d’Ascoli (théoreéme[I.32)) , il suffit de montrer que

1. Pour tout t € [0, 7], (un(t))nen~ est relativement compacte dans H ~1(€2).

2. |lun(t) = un(s)||zr-1 — 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € IN* (et pour tout ¢ € [0, 7).

Par démontrer le deuxiéme point, on utilise le fait que d;u,, € L'([0,T], H~1(£2)). La section 4.2| (lemme |4.25)
nous donne que pour tout ¢1, 5 € [0,77], t; > to, et tout n € IN*, on a (dans H~1(Q))

ty
Un (1) — un(tz) = Oun,(s)ds,
ta
et donc

T 1

t1
[un(t1) — wn(t2) || g S/ |O¢tun (8)[| -1 ds < (/ 10¢tn (8)||3r-1ds) * Vi — ta
to 0
< |0unll2qo,rpH-1) Vi1 — ta

Comme la suite (Jyuy, )new+ est bornée dans L2(]0, T'[, H~1(£2)), on en déduit bien que ||uy, (t) =y, (8)|| -1 — 0,
quand s — ¢, uniformément par rapport a n € IN* (et pour tout ¢ € [0, 7).

Pour démontrer de premier point, on utilise encore la section (lemme [4.26). Comme wu,, € L(]0,T[, H}(Q))
et dyun, € L2(]0,T[, H~1(2)), on a, pour tout ¢, s € [0, 7],

lun (8)]3 = [fun(s)[3 + 2 / (Ortin(€), Un () 11 111 dE,

et donc

t
Hun(t)”% < Hun(s)H% +2/ |<atun(§)vun(§)>H*1,Hé|d§ < ”un(s)Hg+2||8tu'n||L2(]O,T[,H*1)”un”L?(]O,T[,Hé)-
En intégrant cette inégalité par rapport a s sur [0, T, on en déduit

Tlun ()5 < lunllZ2go7 20 + 2T N00tnll L2 o, 1, -1 llunll L2071, 12 -

Ceci montre que la suite (u,(t)),en+ est bornée dans L?(€2) pour tout ¢ € [0, 7] (et méme uniformément par
rapport & t). On en déduit que la suite (u,, (¢)),en+ est relativement compacte dans H ~1(€2) pour tout ¢ € [0, 7.
On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli (théoreme [T.32) et conclure, comme cela est indiqué au début de
cette étape, que u(0) = wg p.p.. Ceci termine la démonstration du fait que u est solution de (@.20) et donc la
démonstration de la partie “existence” du théoréme 4.29]

Dans la démonstration, nous avons obtenu les estimations suivantes

lull 2o, 7)) < llwollz + 1 fl[z2qo,rpa-10)):

l0sull 2o, r -1 () < llwoll2 + 2| fllL2qo,rr -1 ()
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Enfin, comme u € L2(]0, T[, H}(Q)) et dyu € L*(]0,T[, H~1(Q)), le lemme donne, pour tout ¢,

t
nww@=wWﬂ§+2/kau@xmamra%d&
0
on en déduit que

Ju()]13 < fluoll + Hatu”%?(](),T[,H*l(Q)) + ||U||%2(]0,T[,H3(Q))v pour tout ¢ € [0, T'[.

Etape 7, unicité. On montre maintenant la partie “unicité” du théoreme Soit uy, ug deux solutions de (.20).
On pose u = u; — ug. En faisant la différence des équations satisfaites par u; et us et en prenant, pour ¢ € [0, T,
v = uljg ;[ comme fonction test, on obtient

/Ot<atu(3)7u(3)>H17H5ds+ /Ot/QVu(S) - Vu(s) dads = 0.

Comme u € L2(]0, T[, H}()) et dyu € L2(]0,T[, H~(£)), on a, d’apres la section[d.2]

1 2 2\ ‘
§(||U(t)||z—(||U(0)H2)—/O (Ovu(s), u(s)) -1,y ds.

On en déduit, pour tout ¢ € [0, 7],

u@®)|2 = (J|u 2 t u(s) - Vu(s) deds = 0.
(lu®)]2 0|mm»+24mév<> Vu(s) dds = 0

Enfin, comme u(0) = 0, on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans 2, pour tout ¢ € [0, T]. Ceci termine la
démonstration de la partie “unicité” du théoreme [4.29]

4.3.2 Preuve du théoreme d’existence et unicité par coercivité généralisée

Une autre preuve du théoreme [4.29] consiste a appliquer un théoréme général qui donne la bijectivité d’une appli-
cation d’un espace de Banach dans le dual d’un espace de Banach.

Théoreme 4.30 (Application linéaire bijective d’un espace de Banach dans le dual d’un espace de Banach)
Soient E un espace de Banach, F' un espace de Banach réflexif et B une application linéaire continue de E dans
F’. Si la condition

38 > 0tel que Yu € E, || Bul||p > B||ull &, (4.27)

est vérifiée, alors Im(B) est fermée et B est injective.
De plus, si la condition
[Vu € E, (Bu,v)prp =0l = v=0 (4.28)

est vérifiée, alors B est bijective de F dans F”.

Démonstration

Soit (yn)new C Im(B) une suite convergente dans F’ vers y € F’. 1l existe donc une suite (u,)nen C E telle
que y, = Bu,, pour tout n € IN. La suite (yy,)nen est de Cauchy dans F”, et en raison de la condition (#.27), la
suite u,, est de Cauchy dans FE et converge vers un certain v € E'; de plus, par continuité de B, on a donc y = Bu,
ce qui montre que Im(B) est fermée.
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Supposons que la condition [@.27) soit vérifiée; il est clair que si Bu = Bv alors u = v, ce qui montre que B est
injective.

Supposons maintenant que la condition #.28) soit vérifiée, et montrons que B est bijective. Comme on a déja
montré que B est injective et que Im(B) est fermée, il suffit de montrer que Im(B) est dense dans F”. On applique
pour cela la caractérisation de la densité d’un s.e.v. d’un espace de Banach vue a I’exercice [I.10] question 2a]avec
G = Im(B), qui s’applique car on a supposé F' réflexif. Cette caractérisation est exactement la condition (@.28),
ce qui conclut la preuve.

|

Remarque 4.31 (La condition inf-sup) La condition .27)) s’écrit de maniére équivalente

38 > 0tel que inf sup (Bu,v)p p > Bllullg,

ue F
lull p=1 |\vv||EF:1
ce qui explique ’appellation “inf-sup” habituelle.

Donnons maintenant une preuve directe du théoreme .29 en appliquant le théoréme [.30] avec
— E={ue L*0,T; H}(Q)) : yu € L*(0,T; H-1())},

Jullf = ||UH2L2(0,T;H5(Q)) + ”uH%Q(O,T;H*l(Q))
(notons que E C C([0,T]; L*(Q)) par le lemme 4.26),
— F=12(0,T; HY(Q)) x L(9),
— T’application linéaire B de F dans F’ définie par
Yu € E,V('U, Z) € F, B’LL(’U, Z) = <8tu — AU, U>LZ(O,T;H*1(Q)),L%O,T;Hé(ﬂ)) + ‘/Q Uo(.’b)z(fﬂ) Clil,'7
avec ug = u(0).

Si on montre que B est bijective, on a immédiatement 1’ existence et I’unicité de la solution de (#.20), ce qui donne
la démonstration du théoreme #.29] Montrons donc que B satisfait les conditions du théoréme@.30] On commence
par montrer que

Vu € E,||Bu|lp > ||u| g, (4.29)

en s’inspirant de la preuve de [3, Theorem 3.6, second proof]. Soit R = A~! I’application linéaire continue de
H~1(Q) dans H{ () définie par

© € H1(Q) = Ry, solution de
Vo € Hq (), /QV(R@) Vo dz = (p,v) g-1(0), 52 (0)
On peut donc écrire
Bu(v, z) = /OT/QV(Ratu +u)-Vodzdt —l—/ﬂu(O)z dz.
Choisissons (v, z) = (ROyu + u,u(0)); on a alors

Bu(v, z) = [|[V(RIu + U)H%2(0,T:L2(Q)d) + HU(O)H%Z(Q)
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T
= ||V(R3tu)||2LQ(07T:L2(Q)d) + Hvuuiz(o,T:Lz(Q)d) + 2/(; o V(R@tu) . V’LL dJ) dt + ||U(O)H%2(Q)

Comme R est un isomorphisme, on a ||V (ROyu)|| 12(0,7:2(0)4) = [|0¢ul|L2(0,7:H-1(0))» €t donc

T
Bu(v, 2) = 0¢ull 2 0,7:1-1(2)) + 14l 220,723 00y + 2/0 (Oru, u) g1 (), 13 ) + 10(0)] 720
Par le lemme (4.26)), on a donc

Bu(v, z) = ||8tu||i2(0,T:H*1(Q)) + ”uH%Z(O,T:Hé(Q)) + ||U(T)||2L2(Q) - HU(O)H%Q(Q) + ||U(0)H%2(Q)
> ||ull%-
Comme ||(v, 2)||% = Bu(v, 2) et || Bul|| /|| (v, 2)|| r > Bu(v, ), on adonc Bu(v,z) < ||Bul||%, et on a donc bien
montré que 1'inégalité [#.29) est satisfaite.
On en déduit par le théoreme 30| que ImB est fermé (car F' est un espace de Banach réflexif) et que B est
injective.
Pour montrer que B est bijective, il reste a montrer que Im B est dense. Il suffit pour cela, toujours par le théoreme
4.30] que la condition [28) est vérifiée. Soit (v, 2) € F tel que
Vu € E, (Bu,v)pr g =0,

ce qui s’écrit encore
Yu € F, <8tu — Au, v>L2(H*1),L2(H&) + / ’LLQ(ZL')Z(I’) dz = 0. (4.30)
Q
On veut montrer que si cette condition est vérifiée, alors v = 0 et z = 0.
— On choisit d’abord u € E tel que u(z,t) = ¢(t)w(x) avec ¢ € C°(]0,T[) etw € HL(Q).
En remplagant dans #.30)),on obtient
¥ € C(10, T)), Yw € Hy(Q),
T
/ [(p’(t)/ w(z)v(z,t) dz + <p(t)/ Vw(z) - Vo(z,t) de] dt = 0. (4.31)
0 Q Q

Comme v € L%(0,T; H}(12)), sa dérivée (en temps) par transposition 9;v est définie par

T
(Orv, o)p-D = 7/0 v( )¢ (t) dt € Hy(Q), Ve € C°(10, T).

On rappelle que cette dérivée par transposition est une dérivée faible appartenant a L?(0,7; H~1(Q)),
encore notée 9 v, s’il existe v € L2(0,T; H~1(£2)) tel que

T T
- / o(- 1)/ (8) dt = / P(t)e(t) dt
0 0
€EH—

€H}(Q) ()
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Remarquons que cette égalité a un sens car on a identifié L?(€2) a son dual, ce qui permet d’identifier
H}(9) avec un sous-espace de H~1(£2). Cette derniére égalité s’écrit encore

i€ HY@) (= [ o) @)ty = ([ 0e(t) dtw)

0

ou encore, grice a la propriété de commutativité de I’intégrale avec I’action de dualité (proposition [4.24)),

T T
Y € H&(Q),—/ ¢’ (v|w)re =/ o(, w) -1 - (4.32)
0 0
Or en remarquant que —Av € L2(0,T; H=1(Q)) et que

(—Av,w) g1 :/VU~Vw dz,
Q

on voit que I’égalité {.31)) donne exactement (#.32) pour ¢» = —Awv. On en déduit que d;v = —Aw et donc
ve et
dyv 4+ Av = 0 dans L*(0,T; H ().

— Soit maintenant v € E quelconque. Comme v € E, on peut utiliser le lemme [4.28] 11 donne

T T
/ (O, v) -1 13 +/ (Orv,u) =1,y = (W(T)|v(T)) 2 — (u(0)[v(0)) L2
0 0

D’autre part, comme u, v € L2(0,T; H}(Q)),

T T
/0 <—AU,U>H—17H& = A <_A/U7u>H_1,Hé'

En remplagant dans (@.30), on obtient

T T
(u(T)[o(T)) L2 = (u(0)|v(0)) 2 —/O (0o, u) -1 13 +/O (=Av,u) -1 gy + (w(0)]2)2 = 0.

Et, comme 0;v + Av = 0, on obtient

(u(T)[o(T)) L2 = (u(0)[v(0)) 2 + (u(0)[2) L2 = 0.

En choisissant u sous la forme u(t) = Z=*w avec w arbitraire dans H} (), on obtient (w|z —u(0))z2 = 0

et donc z = v(0). L’égalité précédente devient alors (u(T)|v(T))r2 = 0 et donc v(T) = 0 en prenant
u = v. Finalement, en intégrant sur [0, ¢] plutdt que [0, T'], on montre que v(t) = 0 pour tout ¢ € [0,77]; on
a ainsi bien montré que v = 0 et z = 0, ce qui termine la preuve.

4.3.3 Autres propriétés de la solution de I’équation de la chaleur

Nous allons maintenant donner quelques propriétés complémentaires de la solution faible de 1I’équation de la
chaleur.

Proposition 4.32 (Dépendance continue)  Soit Q un ouvert borné de RY et T > 0. Pour ug € L2(Q) et
f € L?(0,T[, HX()), on note T(ug, f) la solution du probleme @20). L’opérateur T est linéaire continu de
L2(Q) x L?(]0,T[, H~*(Q)) dans L*()0, T[, H} (2)) et dans C([0, T], L?(2)).
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Démonstration Il suffit de reprendre les estimations vues dans le théoréme [4.29] pour u solution de @.20). :
lull2qo,rp 2y < 1 llL2qo.rp -1y + lluoll2,
()13 < lluoll3 + 10ull72 o 2111y + IullZ2 o 71,113 POUT tout # € 0,77,
0cull 2o, rp, 1) < llwoll2 + 21 fll2qo, 7, 1)

On en déduit bien la continuité de 7" dans les espaces annoncés. ]

Proposition 4.33 (Positivité et principe du maximum) Soir Q un ouvert borné de RY, T > 0 et ug € L*(Q).
On note u la solution de @20) avec f = 0.

1. On suppose ug > 0 p.p.. On a alors u(t) > 0 p.p. et pour tout t € [0,T.

2. On suppose que uy € L>(Q). Soit A;B € R tels que A <0 < Bet A < wuy < Bp.p.. On a alors
A < u(t) < Bp.p. et pour tout t € [0,T].

Démonstration Pour démontrer le premier point, on montre plutdt (ce qui est équivalent) que ug < 0 p.p. implique
u(t) < 0 p.p. pour tout ¢ € [0,7]. On suppose donc que uy < 0 p.p.. On utilise alors le lemme [4.34] avec
¢(s) = sT. 11 donne que ut € L*(]0,T[, Hj(R)). Pour t € [0,T], on peut donc prendre v = u*1jy ,; dans
I’équation de (@.20) et on obtient

/Ot<8tu(8)7u+(s)>HI’Héds+/0t/ﬂvu(s).vu+(s) duds — 0.

En utilisant encore le lemme [#.34] on a donc

1 1 t
Sl @13 = Sl )F + [ u™ ()7, ds = 0.
2 2 A }

Comme u " (0) = ugd = 0 p.p., on en déduit bien que |Ju™t(¢)|2 = 0 et donc u(t) < 0 p.p..
La démonstration du deuxiéme point est semblable en utilisant le lemme avec p(s) = (s — B)T et p(s) =
(s—A)". m
Lemme 4.34 Soit Q un ouvert borné de RY et T > 0. Soit @ une fonction lipchitzienne de IR dans IR t.q.
©(0) = 0. On définit ® par
& _ _
0(6) = [ ¢l€)d pour ¢ € .
0

Soit uw € L2(]0,T[, H}(Q)) t.q. du € L2(]0,T[, H Y(Q)). On a alors p(u) = L*(]0,T[, HX(Q)), ®(u) €
C([0,T], L*(S2)) et, pour tout t1,t5 € [0,T),

‘/Qq)(u(tg))dx—/ﬂtﬁ(u(tl)) d:c:/2<8tu(s),cp(u(s)}Hq’Héds.

ty

On a aussi pour presque tout t €]0, T, p(u(t)) € HH(Q) et Vip(u(t)) = ' (u(t))Vu p.p., ¢’est-a-dire, en étant
plus précis, Vo(u)(x,t) = ¢ (u(z, t))Vu(z, t) pour presque tout x € Q). Dans cette égalité, on peut prendre pour
@' (u(x, t)) n’importe quelle valeur si © n’est pas dérivable au point u(x,t). En particulier ceci montre que, pour
tout a € R, Vu = 0 p.p. sur I'ensemble {u = a}.
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Démonstration Ce lemme est la version “parabolique” des lemmes [2.23 et [2.24] vus précédemment. La démons-
tration consiste a considérer d’abord (comme dans le lemme[2.23) que ¢ est de classe C' et arégulariser u. Puis &
approcher ¢ par des fonctions de classe C'! (au moins lorsque ¢ est dérivable sauf en un nombre fini de points, le
cas général étant plus difficile). Cette preuve n’est pas détaillée ici. ]

On donne maintenant I’équivalence entre la formulation faible (4.20) et une autre formulation faible, la formulation
(@). Cette deuxieme formulation est, en particulier, intéressante lorsque 1’on cherche a prouver la convergence
des solutions approchées obtenues par une discrétisation en espace et en temps. Cette équivalence est encore vraie
dans le cas non linéaire, voir par exemple la preuve de 1’existence par convergence numérique du probleme de
Stefan dans I’exercicd4.8]

Proposition 4.35 (Equivalence entre deux formulations faibles) Soit ) un ouvert borné de RY, T >0, Ug €
L2(Q) et f € L2(J0,T[, H~X()) (on identifie, comme d’habitude L2(2) avec L2(2)'). Alors u est solution de
(4.20) si et seulement si u vérifie :.

u e L2()0, T[, HL (),

T
/ /u@tgodxdt—/uo( )o(z,0) d:c+/0 /QVu-Vgadxdt (433)

/ < f(8),¢(-s8) >g-1 g1 ds pour tout ¢ € D([0, T[xR).
0

Démonstration On montre tout d’abord que “u solution de #.20) = w est solution de (#.33)”. On suppose donc
que u est solution de @.20). Soit ¢ € D(Q2 x [0, 7). Pour n € IN*, on pose

n—1
t) = Z Ut bl (B9 (, 1), (4.34)
ou t; = LT. Comme ¢ est une fonction réguliére, il est clair que ¢, € L*(]0, T[, H}(f)) et que ¢, — ¢ dans
L2(]0,T[, H}(Q)) quand n — +o00. Comme ¢,, € L*(]0,T[, H}(£2)) et que u est solution de #.20), on a

T T T
/ (Oru, on) -1 mydt + / Vu- Ve, dzdt = / (f,on)m-1,m dt.
0 o Jo 0

On pose T}, = fOT@tu, @n) -1, m3dt. Comme @, — ¢ dans L2(]0, T, H}()) quand n — +o00, 1’égalité précé-
dente donne

T T T
lim T, = / (Oru, ) 1 adt = 7/ / Vu - Ve dzdt +/ (fsp) - gy dt. (4.35)
0 0o Jo 0

n—-+oo

On va maintenant calculer lim,,_,  » 7', en utilisant #:34). On a

it+1
Tn :/ atu Zl]t t1+1[ H 1H1dt Z/ atu )>H 1H1dt
t;
it1
_Z / Qeu(t)dt, (-, i) -1 3 -

Comme u, dyu € L2(]0, T[, H~1(Q2)) (on rappelle que H{ (2) C H~1(£) par I'identification de L?(2) avec son
dual), on a (d’apres la section ue C([0,T), H1(Q)) et

/:i+1 Opu(t) dt = u(tiy1) — u(ty) € HH(Q).

i
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On a donc
n—1 n—1
T = (ultipr) —u(ts), o)) gy = D / (u(z, tiv1) — u(z, ;) (2, t;) d.
i=0 i=0 /9

La derni¢re égalité venant de la maniére avec laquelle un élément de H} () est considéré comme un élément de
H~1(Q). Une intégration par parties discréte donne alors (en remarquant que (-, t,,) = 0)

T, = —/Qu(sc,())go(x,()) dx+§/ﬂ(<p(z,ti_1) — oz, t;))u(z, t;) dz.

Puis, comme ¢ est une fonction régulicre,

t;

T, = —/Quo(x)ap(x,O) dx — ;/Q ( 3t90($at)dt)u($ati) dz

ti—1

= —/Quo(x)go(m,O) dz — /OT/QatﬁP(x’ﬂ(zn: 1]ti71’ti[u(x,ti))d:c dt

i=1
T
= —/ uo(x)p(x,0) de — / / Ovp(z,t)(u(x,t) + Ry(z,t)) de dt,
Q o Ja
avec Ry (x,t) = >0 1 1)y, ¢;ju(x, t;) — u(x,t). Pour tout t € [0,7], ona
T
1B ()l 220y < max{fu(sy) —u(s2)llz2(), 51,52 € [0, 7], [s1 = 52| < —}.

Comme v € C([0,7T],L*(£2)), on en déduit que lim, o ||[Rn(:,t)|[2(0) = 0 uniformément par rapport a
t € [0,T] et donc que

n—-+oo

T
lim / / Opp(x,t)Ry(z,t) de dt = 0.
0o Ja
En résumé, on a donc
T
lim 7, = —/ uo(x)e(x,0) do — / / Opp(x, t)u(z,t) do dt.
Q 0o Ja

Avec ([@33)) on a donc, pour tout ¢ € D([0, T[xS2),

T T T
7/ / Orp(z, )u(z, t) de dt — / uo(z)p(x,0) dz +/ / Vu-Vededt = / (f, o) -1 g dt.
0o Ja Q o Jo 0 0
Ceci montre que u est bien solution de (#33).

On montre maintenant que “u solution de #.33) = u est solution de (#.20)”. On suppose donc que u est solution
de (#33). On veut montrer que u est solution de (#.20). On va raisonner en deux étapes. On va d’abord montrer que
Owu € L2(J0,T[, H1(2)) et Oyu = Au + f (remarquer que Au, f € L*(]0,T[, H~1(2)) puis que u(0) = u.

Etape 1 On montre ici que ;u € L%(]0,T[, H1(2)) et du = Au + f. On utilise la définition de d;u. On a
Oyu € Dy, avec E = H}(Q), et pour tout ¢ € C>(]0,T[,IR)
T
O S0 == [ ()6 et € HY(®).
0
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Pour montrer que dyu € L*(]0,T[, H1(2)) et dyu = Au + f, il s’agit donc de montrer que, pour tout ¢ €
D(J0, T,

T T
- [ us o at= [ @uto + s
0 0
Noter que le membre de gauche de cette égalité est dans H} () et donc dans H ~1(€2) (grice a I’identification

entre L%() et son dual) et que le membre de droite est dans H ~1(£2). Pour montrer 1’égalité de ces deux termes,
il suffit de montrer que

T

T
(— / w(t)¢!(£) dt, ¥) s g = { / (Au(t) + F(0)O(L) dt, ) g1 ga pour tout o € HE(),
0 0

c’est-a-dire que

T T
—/O <u(t)¢/(t)’w>H—1,H[}dt:/o ((Au(t) + f(£))(t), ) g1 gy dt pour tout ¢ € Hg(S2).

Par densité de D(€2) dans Hg (), il suffit de considérer ¢ € D((2). En utilisant la maniére donc H¢ (€2) est inclus
dans H~1(€2), ona

- /OT<u<t>¢'<t>7w>Hl7Holdt / [ wte.)6 v @) da ar.

D’autre part, on a

T T
/0 (Ault) + FO)S(0), W)yt = / SO Dult) + F(£),0) g1yt
T T
- / 0 / Vu(e,t) - Vib(a) da dt + / ) f¥) g1yt
0 Q 0

En résumé, pour terminer 1’étape 1, il suffit donc de montrer que

T
/ / w(z, )¢ (D)) de dt = /O ¢(t)<—/QVu(1:,t) V() de de+ ) o) 4 a6
pour tout ¢ € D(]0,T) et tout ¢p € D(2).

Comme cela a été déja dit, ceci donnera d;u € L2(]0, T[, H=1(2)) et dyu = Au + f.
Pour montrer (@.36)), on utilise #-33). Soit ¢ € D(]0,T[) etyp € D(£2). On choisit dans @33), (z,t) = ¢(t)Y(x)

(ce qui est possible car on a bien ¢ € D(]0, T[x€2). On obtient

/ / (z,t)¢ ) da dt+/ / Vu(z,t) - Vib(2))é(t) da dt:/OT<f(t),¢(t)¢>H_17H3 dt.

Ceci donne (#36)) et termine donc 1’étape 1, c’est-a-dire d,u € L2(]0,T[, H=*(Q)) et dyu = Au + f (ce qui
I’équation demandée dans (@.20)).

Etape 2 Comme u € L?(]0,T[, H} () et d,u € L*(]0,T[, H~'(2)), on a (d’apres la section[d.2), u € C([0, T,
L?(€2)). On montre dans cette deuxieme étape que u(0) = wug. Pour n € IN*, on choisit une fonction r,, de
D(]0, T[) décroissante et t.q. |/, (t)| < 2n pour tout t, 7, (0) = Letr,(t) = 0sit > 1
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Soit ¢ € D(2) et n € IN* tel que = < T'. On prend ¢(x,t) = r,,(t)¢(x) dans (@33). On obtient

// (2, )7 )dxdt—/ dx—i—/ /v}l Vib(a)ra(t) da dt

- / (), ) s g a(t)i,

0
c’est-a-dire

T, —/uo( )Y (x) de — Ry, + Sp, (4.37)

/ / (z,t)r (z) dz dt,

R, = /O /Q Vu(,t) - Vip(a)ra(t) du dt et S, = /0 (O, 0) e myralt)dt.

On montre tout d’abord que R,, et S,, tendent vers 0. En effet, on a

avec

|Rn\</ /Ivux D[ Ve()| dx dt

/ /|Vuxt)| dxdt E / /|Vq/; )2 dmdt) (4.38)
1

< ||u||L2(]0,T[,Hé)\/T»L”wHH(}-

On a donc lim,,_, 4 oo R, = 0. On a aussi lim,,_, ; o S;,, = 0 car

1Sn| < (I fllz2qo,r,m

1
—1)%”1/)”H3~

On remarque maintenant que

/ / (x,0)r dxdt—/ / (z,t) — u(a,0))r, (t)Y(x) dz dt
:/( dx—/ /Q (2,1) — u(w, 0)r, ()(x) dz dt

(On a utilisé ici 7, (0) = 1 et 7,,(2) = 0.) On majore de dernier terme de cette égalité :

1
w 1
| / / (u(@,t) — u(@,0))r, ()P(z) dz dt| < —2n[¢]|2(q) max [u(-t) —u(-,0)||2()-
o Ja n tel0,+]
Comme u € C([0,T], L?(Q)) ce denier terme tend vers 0 quand n — oo et on a donc, finalement,

lim Tn:/Qu(x,O)w(x) dz.

n—-+oo
Avec @37), comme lim,,_, o R, = lim,,—, 4o S, = 0, on en déduit
/ u(z, 0)y(z) de = / uo(x)Y(z) da pour tout ¢ € D(R).
Q Q

Ceci permet de conclure que u(0) = ug et termine la démonstration de la proposition ]
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Compacité Nous donnons maintenant un théoreme de compacité qui sera tres utile pour la résolution de pro-
blemes non linéaires comme ceux de la section[d.4] C’est I’équivalent parabolique des théorémes de compacité vus
pour les problemes elliptiques. Soit ) est un ouvert borné de R”. Pour f € H=(£2), on note T(f) la solution
faible de 1’équation —Au = f avec u € H{(£2). On a déja montré que 1’opérateur T était compact de H ()
dans L2(2).

Proposition 4.36 (Compacité) Soit 2 un ouvert borné de R™ et T > 0. On identifie L2(?)" avec L2(2). Pour
FeL?(]0,T[, HY(Q)) et ug € L*(Q) on note T(f, ug) la solution de [@20).
L’opérateur T est compact de L*(]0, T[, H=1(Q)) x L*(Q) dans L*(]0, T, L*(2)).

Démonstration La proposition donne déja la continuité de 7'. Il reste donc a montrer que 7' transforme les
parties bornées de L?(]0, T'[, H~1(£2)) x L?(2) en parties relativement compactes de L?(]0, T'[, L?(2)). Soit donc
A une partie bornée de L2(]0, T[, H~1(Q)) x L?(2). On pose B = {T(f,uo), (f,uo) € A}. Les estimations
vues dans le théoreme [4.29] montrent que B est une partie bornée de L2(]0, T, H3 () et que {Oyu, u € B} est
une partie bornée de L*(]0, T[, H~1(2)). Le lemme de compacité donné ci-apres (lemme 4.37), dd a J. L. Lions,
donne alors la relative compacité de A dans L2(]0, T'[, L?(2)). [

Lemme 4.37 (Compacité espace-temps, cadre L2) Soir 0 un ouvert borné de RY et (un)neN une suite de
L2(]0,T[, L2()). On identifie L>(2) avec L2(Q2). On suppose que

1. la suite (up)nen est bornée dans L2(]0,T[, H}(Q2)),

2. la suite ((Osun))ne est bornée dans L*(]0,T[, H=(Q)).

Alors, la suite (uy)ne est relativement compacte dans L2 ()0, T[, L*(Q)).

Démonstration Ce lemme sera démontré plus loin dans un cadre plus général, voir théoreme [4.41] n

Remarque 4.38 (Opérateurs elliptiques généraux) Les résultats de ce paragraphe, c¢’est-a-dire le théoréme
et les propositions [4.32} 4.33] 4.35| et |4.36] sont encore vrais en remplacant I’opérateur Au par div(AVu) si la
matrice A est i coefficients dans L™ (€2) et qu’il existe o > 0 tel que AE - € > a€|? p.p. et pour tout £ € RY
(voir exercice [4.5)). Il est aussi possible de considérer le cas ot les coefficients de la matrice A dépendent aussi
de t. Une possibilité est alors de faire une discrétisation en temps et de remplacer sur chaque intervalle de temps
la matrice A par sa moyenne sur 1’intervalle considéré. On résout alors le probléme sur chacun de ces intervalles
temporels. Il suffit ensuite d’obtenir des estimations sur la solution approchée et de passer a la limite sur le pas de
discrétisation.

4.4 Existence et unicité pour des problemes paraboliques non linéaires

Comme dans le cas elliptique, 1’existence de la solution d’un probleéme parabolique non linéaire peut se prouver
par point fixe de Schauder ou par degré topologique. Nous donnons ci apres deux exemples.

4.4.1 Premier exemple : diffusion non linéaire

Considérons d’abord 1’exemple suivant : Soient {2 un ouvert borné de RY (N >1etA: R — My (IR) (ou
My (IR) désigne I’ensemble des matrices N x N a coefficients réels) t.q.

Vs € R, A(S) = (Cl@j(s))i’j:l,_“’]\r ou ;5 € LOO(]R) n C(]R,IR), (4.39)
Ja > 0; A(s)E - € > alé]?, Ve e RV, Vs € IR, (4.40)
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feL*]0,T[, H () etug € L*(Q). (4.41)
Alors on peut montrer par le théoréme de Schauder qu’il existe u solution de (toujours avec L?(f2) identifié a
L2(Q)):
we L2()0,T[, H}(Q)),0u € L*(J0,T[, H~*(2))( et donc u € C([0,T], L*(£2))),
/T <8tu,v>H_17Hé de + /OT/QA(UT)VU - Vo dz dt

0 (4.42)

= | by e v € 120,71 ),
’LL(,O) = Ug.

Pour utiliser le théoréme de Schauder, on utilise la résolution de problémes linéaires : soit 4 € L*(]0, T'[, L?(f2)),
on définit I"opérateur T' de L2(]0, T'[, L?(Q2)) dans L2(]0, T[, L*(£2)) par T'(&i) = u ou u est la solution du pro-
bleme (@.42) ot on a remplacé A(u) par A(u), ¢’est-a-dire :

u € L2(]0, T[, Hy(Q)), dyu € L2(J0, T, H~H()),
/0 <8tu,v>H717Hé dt—l—/o /QA(E)VTU - Vo do dt

:A <f»U>H*1,H(% dt7 Vv e L2(}07T[7H&(Q))7
u(+,0) = uo.

On montre ensuite qu’il existe R > 0 tel que I'image de T est incluse dans By ot Bp, est la boule (de L?(]0, T,
L?(Q))) de rayon R et de centre 0. On montre que 7 est continu et que T est compact (par le lemme de compacité
espace-temps [4.37). On conclut avec le théoreéme de Schauder. Ceci est laissé a titre d’exercice (exercice {.6).
Notons qu’on peut aussi montrer 1’unicité si A est lipschitzienne.

4.4.2 Deuxiéme exemple : diffusion convection non linéaire

Etudions maintenant un deuxieme exemple en utilisant le degré topologique pour I’existence de la solution. Soit
Q un ouvert borné de RY (N > 2, le cas N = 1 est plut6t plus simple). On considere 1’équation de convection-
diffusion suivante (avec une convection éventuellement non linéaire) :

Opu + div(bf(u)) — Au =0,
avec b € L*()0, T, (L2(Q)™) et ug € L*(Q).

On suppose que f est une fonction lipschitzienne bornée de IR dans IR (et f(u) désigne, comme d’habitude, la
fonction (z,t) — f(u(x,t))).
Une formulation faible du probleme s’écrit (avec L2(Q) identifié 2 L2(Q)") :

ue L2()0,T[, H:(Q)),0u € L?(J0, T[, H~*(R2))(et donc u € C([0,T7], L*(Q))),

T T
/ (0w, v) -1 dt—/ / bf(u) - Vo dz dt
0 ’ 0 Jo (4.43)
+/ / Vu-Vudrdt =0, Yo € L*(]0,T[, Hy (),
0 Q

u(+,0) = up.
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Montrons I’existence d’une solution au probleme {.43) par degré topologique. Pour cela on va montrer que le
probleme ([@.43) peut s’écrire sous la forme u — h(1,u) = 0, ot I'application h, définie de [0, 1] X E dans E, avec
E = L?(]0,T[, L*(Q)), vérifie :
1. h est compacte,
2. ilexiste R € R t.q.
u—h(s,u)=0,s€0,1],u € FE = u¢ 0B,
3. T’application définie de E dans E par u — u — h(0, u) est linéaire.

(Ceci est suffisant pour obtenir I’existence d’une solution au probleme @.43).)
Soit s € [0,1] et uw € E. On note h(s, u) la solution du probléme suivant :
w € L2(]0, T[, H} (), 0pw € L2(]0, T[, H~*(Q)),
/T (Opw, v) g1 g dt — /T/ sbf(u)-Vudrdt
0 o o Ja

T (4.44)
+/ /Vw-Vv dz dt =0, Yv € L*(]0,T[, H3(R2)),
0 Q

w(-,0) = sug.

Notons que h(s,u) = w est bien définie car bf (u) € L2(]0, T, (L*(2)N).

De plus, il est facile de voir que le point 3. ci-dessus est vérifié, car h(0,u) = 0 et donc u — h(0,u) = w. Il
reste & montrer les points 1 et 2, ¢’est-a-dire que h est continue, que {h(s,u), s € [0,1],u € B} est une partie
relativement compacte de F, si B est une partie bornée de E, et qu’il existe R > 0 tel que u — h(s,u) = 0 n’a pas
de solution avec s € [0,1] et u € OBp.

Montrons d’abord que h est continue. Soit (S, )neN une suite de [0, 1] et (uy, )nen une suite de F t.q. s, — s dans
R et u, — u dans E lorsque n — +00. On pose w,, = h(sy, uy), w = h(s,u) et on veut montrer que w,, — w
dans E. Les fonctions w,, vérifient :

Wy, € Lz(]OaT[aHé(Q))vatwn € LQGOvT[vHil(Q))v
T T
/0 <8twn,v>H,17Hé dt 7/0 /an bf(uy) - Vo dx dt

T (4.45)
+/ / Vw, - Vo dz dt =0, Yo € L*()0, T, H3 (),
0 Q

wp(+,0) = spuop.

En prenant v = w,, dans (#@43), on montre que la suite (wy,),en est bornée dans L2(]0,T[, H}(2)) et que la
suite (0ywn))nen est bornée dans L2(]0, T, H~(£2)). On en déduit par le lemme [4.37 que w,, — @ dans E,
apres extraction éventuelle d’une sous-suite. Mais les bornes sur w,, et J;w,, donnent aussi w,, — w faiblement
dans L2(]0, T[, H} (2)) et Oyw,, — Oy faiblement dans L2(]0,T'[, H~1(Q)). Enfin, on peut supposer, toujours
apres extraction éventuelle d’une sous-suite que u,, — u p.p.. En passant a la limite dans 1’équation satisfaite par
wy, et en passant a la limite sur la condition initiale, on montre alors que w = w (comme cela a été fait dans la
démonstration du théoreme [.29). Ceci permet de conclure (sans extraction de sous-suite, grice a la partie unicité
du théoreme [4.29) que w,, — w dans E et donne donc la continuité de h.

On pose maintenant A = {h(s,u), u € L%(]0,T[,L?(2)), s € [0,1]}. I est facile de voir que A est borné dans
L2(]0,T[, H}(Q)) et que {O;w, w € A} est borné dans L2(]0,T[, H=())}. Le lemme donne alors la
relative compacité de A dans E. Enfin I'existence de R > 0 tel que v — h(s,u) = 0 n’ait pas de solution avec
s €]0,1] et u € Bp vient du fait que A est borné dans L?(]0, T[, HZ (2)) et donc aussi dans E.
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En conclusion, on peut utiliser I’invariance par homotopie du degré. On obtient d(Id — h(1,-), Bg,0) = d(Id —
h(0,-), Bg,0) = d(Id, Bg,0) = 1. Donc, il existe u € Bg t.q. u — h(1,u) = 0, c’est-a-dire u solution de {.43).

On montre maintenant 1’unicité de la solution de (#.43). On va montrer cette unicité dans un cadre un peu plus
général ; notons qu’on pourrait aussi montrer 1’existence dans ce cadre, il suffit de reprendre la preuve précédente
avec dans @44) (sa(u) + (1 — s)a)Vw au lieu de Vw) en remplagant Au par div(a(u)Vu), c’est-a-dire en
considérant 1’équation

Opu + div(bf(u)) — div(a(u)Vu) = 0,
avec une fonction a lipschitzienne de IR dans IR et vérifant o« < a(s) < ( pour tout s € IR et deux nombres
strictement positifs a, 5.

Soit u1,ug deux solutions de (4.43) (avec div(a(u)Vu) au lieu de Au). On pose u = u; — ug et on va montrer
que u = 0 p.p..

Pour ¢ > 0 on définit la fonction T, de IR dans IR par T, (s) = max{—e, min{s,e}}. On note aussi ¢ la primitive
de T s’annulant en 0. En prenant v = T, (u) dans les formulations faibles satisfaites par u; et ug, on obtient

T T
/ (v, To () g1 gy lt — / / b(f(ur) — f(us)) - VTo(u) da dt

0 o Ja

T T
+ /0 /Qa(ul)Vu VT (u) dz dt = /0 /Q(a(uz) —a(u1))Vug - VI (u) dx dt.
Comme VT (u) = Vulyc|y|<c p-p., on en déduit que
T

/ngs(u(x,T)) dz — /Q ¢e(u(z,0)) de + oz/o /QVU - Vuloc)y<edr dt

T T
< [ [ bl - S Vultoquccdzde+ [ [ () - a(ua)|Vual| Vultocy<odo d. @46
o Ja o Ja
Comme a et f sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q.
|f(s1) — f(s2)] < L|s1 — s2| et]a(s1) —a(s2)| < L|s1 — s2|, pour tout s1,s2 € IR.

On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢. > 0 pour déduire de (4.46), avec A, = {0 < |u| < e} ety = (x, 1),

oz/OT/Q|VTE(u)2d:z: dtSLe(/AE |b|2dy)é(/0T/Q|VT5(u)|2 dxdt)%
+L5(/AE |VuQ|2dy>%(/0T/QVTE(u)|2 dxdt)%.

On adonc af|| VT (u) ||| L2(g) < aee, avec Q =]0, T[xQ et

aazL(/A |b|2dy)%+L</A |Vu2|2dy)%.

Comme N.s9A. = () la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N + 1 dimen-
sionnelle) de A. tend vers 0 quand ¢ — 0 et on a donc, comme b, Vuy € L?(Q)Y, (noter que L?(Q) peut étre
identifié a L2(]0, T'[, L?(2)))

lim/ |b|2dy:hm/ |Vug|? dy = 0,
e—0 A, e—0 A,
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ce qui donne lim, ¢ a. = 0. Il nous reste maintenant 2 utiliser, par exemple, Iinjection de W' (€2) dans L' (Q)

(on rappelle que 1* = =), Elle donne, pour ¢ €]0, T7,

N-1
1T (u(E) e 0y < NVTe(u®)l[Lr@)- (4.47)

On désigne par Ay le mesure de le Lebesgue dans IR” . On remarque maintenant que pour ¢ €]0,T]
wlfu(®)] 2 e < ([ (L) o)t
Q
On a donc, avec @#47),

exvflu®)] = e} < || VTL(u(t) ||l () = /Q VT (u(z, 1))] dz,

et, en intégrant par rapport a ¢, sachant que 1% = N;,D et utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

T T
: / A {lu(t)] > e} 7 dt < / /Q VT (u(z, )] de dt < |||V ()] [1220) (TAn ()

C (Mw(@)?

On a donc . )
| awtiut = 5 ar < E2EE,
0 [0

Quand £ — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme lim._, a. = 0)

T
/ A{Ju(t)] > 0} % dt < o.
0

On en déduit que Ay {|u(t)| > 0} = 0 p.p.ent €]0,T[ et donc u = 0 p.p., ce qui termine cette preuve d’unicité.

Remarque 4.39 (Hypothéses supplémentaires sur b et ug) Voici trois propriétés supplémentaires (dont la dé-
monstration est laissée en exercice) au résultat d’existence et unicité de solution que nous venons de donner dans
cette section pour ce probléme de convection diffusion, sous des hypotheses supplémentaires sur b et ug. Ce com-
plément sera utile pour 1’étude des équations hyperboliques, théoreme [5.25]

1. On ajoute I’hypothese divb = 0 et on suppose ug € L>(£2). Il existe donc A < 0et B > 0tq. A <
uo < B p.p.. Soit u la solution de ({@.43)), on a alors A < u < B p.p.. Pour démontrer ce résultat, il suffit
de prendre v = (u — B)™ (pour montrer v < B p.p.) et v = (A — u)™ (pour montrer u > A p.p.) dans la
formulation faible @.43)).

2. On ajoute toujours 1’hypothese divb = 0. Dans 1’étude de ce probleme de convection diffusion, on a sup-
posé f lipschitzienne et bornée. En fait si ug € L>°(£2), et donc A < uy < B p.p..avec A < 0 < B, on
peut remplacer cette hypothese sur f par “f localement lipschitzienne” (exemple : f(s) = s2). La démons-
tration consiste 2 remplacer dans (@43) f par f, ot f est définie par f(s) = f(max{A, min{s, B}}). La
solution obtenue, u, vérifie alors A < u < B p.p. (d’apres I’item précédent) et est donc solution de
(avec f).

3. Enfin si divb € L*>®(Q), ||divb|| = C, si f lipschitzienne de constante de Lipschitz L (mais f non
nécessairement bornée) et ug € L>®(), ||uo|loc = M, on peut aussi montrer un résultat d’existence et
d’unicité de solution a (@43)). La solution u vérifie alors ||u(t)|lcc < M exp(CLt) pour tout ¢t € [0, 7.
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4.5 Compacité en temps

Dans ce paragraphe, on généralise le lemme de compacité dans L? (lemme |4.37) utilisé dans le paragraphe précé-
dent comme conséquence du théoréme et on en donne sa démonstration. Ce résultat de compacité est utile
pour la résolution de nombreux problemes paraboliques.

Commencons par la version abstraite du lemme [4.37, qu’on obtient en remplagant 1’espace L? par un espace de
Hilbert quelconque.

Lemme 4.40 (Compacité en temps, cadre hilbertien) On suppose que X et H sont des espaces de Hilbert, que
X s’injecte compactement dans H, et que X est dense dans H On identifie H avec H' (par le théoréme de
représentation de Riesz). On suppose maintenant que (U, )ncw est une suite bornée de L*(]0,T[,X) (T > 0
est donné) et que (Oyup)ne est une suite bornée de L*(]0,T[, X"). Alors, la suite (u,)neN est relativement
compacte dans L*(]0,T[, H).

Notons que dans le lemme ona X = H}(Q) et H= L*(Q)). Ce résultat de compacité dans le cadre hilbertien
(attribué a J.L.. Lions) a ensuite été généralisé par Aubin dans le cadre d’espaces de Banach [J5] :

Théoreme 4.41 (Compacité en temps, cadre LP, p > 1) Soit X, B,Y trois espaces de Banach et 1 < p <
+00. On suppose que X s’injecte compactement dans B et que B s’injecte continiiment dans Y. On suppose
maintenant que (U )ncN- est une suite bornée de LP (10, T'[, X) (T > 0 est donné) et que (O, )neN est une suite
bornée de L”(]0,T[,Y). Alors, la suite (up)nc est relativement compacte dans L?(]0,T'[, B).

Ce résultat a lui-méme été étendu par J. Simon [33]] au cas p = 1. C’est ce dernier résultat que nous énoncerons sous
le nom de théoréme d’ Aubin-Simon (voir théoreme {.43) et démontrerons dans ce paragraphe (ce qui démontrera
donc également les lemmes de Lions [4.37J4.40] et le théoréme d’ Aubin [4.4T).

Nous donnons enfin quelques généralisations du théoréeme d’ Aubin-Simon, qui se révelent utiles en particulier lors
de I’étude mathématique de schémas numériques.

Nous commencons par donner le théoréme fondamental de compacité de Kolmogorov (sous deux formes 1égere-
ment différentes) dont nous déduisons ensuite les théorémes [4.45] et .54

Nous donnons d’abord le théoreme fondamental de compacité de Kolmogorov (sous deux formes légerement
différentes) dont nous déduisons ensuite les théoremes [F.45]et[4.54]

Théoreme 4.42 (Kolmogorov (1)) Soit B un espace de Banach, 1 < p < 400, T > 0et A C LP(]0,T[, B). Le

sous ensemble A est relativement compact dans L? (|0, T'[, B) si A verifie les conditions suivantes :

1. Pourtout f € A, il existe Pf € LP(IR, B) tel que Pf = f p.p. dans |0, T et ||Pf| rrr By < C, 0it C ne
dépend que de A.
2. Pour tout ¢ € D(R), la famille { [, (Pf)e dt, f € A} est relativement compacte dans B.
3. |[Pf(-+h) = Pflleear,By — 0, lorsque h — O, uniformément par rapport a f € A.
Ces trois conditions sont donc des conditions suffisantes pour la compacité relative; de fait, ces conditions sont

aussi nécessaires mais ceci n’est pas la partie intéressante du théoreme.

Démonstration tu théoreme
Soit (pp,)nem+ une suite de noyaux régularisants (symétriques), ¢’est-a-dire :

pn(x) = np(nx), Vn € N*, Vz € R,

avec p € D(IR), / pdr =1, p>0, p(—z) = p(x) pour tout z € IR. (4.48)
R
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Onpose K = [0,T]et, pourn € IN*, A,, = {(Pfpn)|,. f € A}.Lapreuve se fait en deux étapes. A I’étape 1, on
utilise le théoreme d’Ascoli (théoréme et I’hypothese 2 du théoreme pour montrer que pour . € IN*,
I’ensemble A,, est relativement compact dans 1’espace des fonctions continues C(K, B) muni de sa topologie
habituelle. On en déduit que A,, est aussi relativement compact dans L?(]0, T'[, B). A I’étape 2, on montre que les
hypotheses 1 et 3 du théoreme donnent que Pf * p,, — Pf in LP(IR, B), lorsque n — 00, uniformément
par rapport & f € A. Ceci permet de conclure que la famille A est relativement compacte dans L?(]0, T'[, B).

Etape 1. Soit n € IN*; pour montrer que A,, est relativement compact dans C(K, B), on utilise le théoréme
d’Ascoli (théoreme[1.32) ; on doit donc démontrer que les propriétés suivantes sont vérifiées :
(a) pourtoutt € K, I’ensemble {Pf  p,(t), f € A} est relativement compact dans B,

(b) la suite {Pf * pp, f € A} est équicontinue de K dans B (c’est-a-dire que la continuité est uniforme par
rapporta f € A).

On montre d’abord la propriété (a). Soitt € K ;
Pepalt) = [ POt~ 9)ds = [ Pr)os)ds.
R R

L’hypothese 2 du théoreme donne la propriété (a), a savoir que { P f * p,(t), f € A} estrelativement compact
dans B.

Voyons maintenant la propriété (b). Soient {1,115 € K et ¢ = p%l ; grace a I’inégalité de Holder, on a

[Pf*pn(ta) = Pf*pu(t1)ls < /}R IPf(s)l B lpn(ta —s) — pn(ts — s)| ds
<N Pfllrr.Byllon(ta =) = pu(ts — )l Lar,R)-

Comme p,, est uniformément continue a support compact, on déduit facilement de cette inégalité (et de I’hypothese
1 du théoreme§.42)) et que la famille A,, est uniformément equicontinue de K sur B. Ceci donne la propriété (b) ce
qui permet de conclure que A,, est relativement compact dans C'(K, B). Cette compacité relative est équivalente
a dire que pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon & (pour la norme naturelle sur C(K, B))

recouvrant I’ensemble A,,. Puisque || - || z» 0,71, B) < T |l - llc(x, ), on obtient aussi la compacité relative de A,,
dans L?(]0, T, B).

Etape 2.

Soitt € IR, comme f]R pn(s)ds =1lets=mns,ona

) — PF(£))p(5)ds.

S| @l

Pf*pn(t)fPf(t):/]R(Pf(tfs)fPf(t))pn(s)dS:/ (Pf(t—

-1

Puis, par I'inégalité de Holder, on a, avec ¢ = p%’

1
s
1Pfpult) = P10 < ([ 1S~ 2) = PrO)Ids) ol
En intégrant par rapport a ¢ € IR et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

pr*pn - Pf\|€p(]07T[,B) S QSup{HPf(' + h) - Pf||]£p(R,B)a |h| S 1}”/)”[[)&
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Enfin, la troisieme hypothese du théorémeentraine que [|[Pf % pn — PfllLeqo,rp,B) — 0 lorsque n — o0,
uniformément par rapport & f € A. En conséquence, la compacité relative de A,, dans L?(]0, T[, B) pour tout
n € IN (démontrée a I’étape 1) donne la compacité relative de A dans LP(]0, T, B). Ceci conclut la preuve du
théoreme [4.42] [

Donnons maintenant une forme alternative du théoréme précédent qui a 1’avantage de ne pas demander de prolon-
gement de f en dehors [0, 7.

Théoréme 4.43 (Kolmogorov (2)) Soir B un espace de Banach, 1 < p < +o00, T > 0er A C L?(]0,T[, B). Le
sous ensemble A est relativement compact dans L? (|0, T'[, B) si A satisfait les conditions suivantes :

1. le sous ensemble A est borné dans L?(]0, T, B).

2. Pour tout ¢ € D(IR), la famille {fOT fodt, f € A} est relativement compacte dans B.

3. 1l existe une fonction croissante 1 de |0, T'[ dans IRy telle que limy,_,o+ n(h) = 0 et, pour tout h €]0, T et
feA

T—h
/0 1F(E+ ) — FOIB dt < n(h).

Démonstration :
La preuve utilise le théoréme avec Pf = 0 sur [0, T)¢. Les deux premiers points des hypotheses du théoréme
[4.42]sont clairement satisfaites. La seule difficulté est de prouver le troisieme point. On le fait en deux étapes.

Etape 1. On va d’abord montrer que lims_,o f06 || f(#)]|% dt — 0 lorsque 6 — 07, uniformément par rapport a
feA

Soit §,h €]0, T[tels que § + h < T. Pour toutt € (0,6) ona ||f(t)|lz < |[f(E+h)|ls+ | fE+h)— f(t)]B et
donc

1FONE <271 f(E+ )5 + 281 (¢ +h) = FO5-

En intégrant cette inégalité pour ¢ € (0, ¢), on obtient

9 4 9
[ a <2 [ i a2 [ m - o a (449
0 0 0

Soient maintenant hy €]0,7[etd € (0,7 — hg). Pour tout h € (0, ho), I'inégalité (#@.49) donne, comme n(h) <
n(ho),

9 5
[ 1ol e <2 [+ w1 ae+ 2.
0 0

En intégrant cette inégalité pour h € (0, hg), ona:

s ho 5
ho / LFIL dt < 2v / ( / (¢ + D)1, dt)dh + 2hor (ho).

Puis, grace au théoréeme de Fubini-Tonelli,

ho ) ) ho
L st nganan = [ [ e mian)

S T
< [ U lipds) de < 811105
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d’ou I’on déduit que
s
ho / £ (0 At < 6221 £112, 00 1.5y + 2 hon(ho). (4.50)

Soit maintenant € > 0. On choisit d’abord ho €]0, T tel que 2Pn(hg) < e. Puis, on choisit § = min{T —
ho, 52}1‘7—00}, avec C' = sup ¢ 4 ||f||ip(]07T[7B). On obtient alors, pour tout f € A,

5
0<s<i= [l <2
0

ce qui entraine que foé || f(¢)||% dt — 0 quand § — O, uniformément par rapport a f € A. On a ainsi terminé
I’étape 1.

Noter que des arguments similaires donnent que f;l s If @)’ dt — 0lorsque 6 — 07, uniformément par rapport
a f € A (ceci se prouve en utilisant g définie par g(t) = f(T — t)) au lieu de f).

Etape 2. On montre maintenant que le troisieme point des hypotheses du théoreme est satisfait, ce qui conclut
la preuve du théoreme [4.43]
On rappelle que Pf(t) = 0sit € [0,T], et donc, pour tout h €]0,T[et f € A,

0 T

T—h
1f(t+ Rl dt +/ 1+ h) = fO)l dt +/ 1F @)1 dt
h 0 T—h

/ ||Pf(t+h)—Pf(t)||%dt§/
R
T

h T—h
< [ ac [ iseen - ol a [ sl

Soit e > 0. Il existe hy > 0 tel que n(hy) < e. Gréce a I’étape 1, il existe hy > 0 tel que pour tout f € A,

h T
OShShﬁ/ Hf(t)ll%dtﬁeet/ LFIE dt < e.
0 T—h

En définissant h3 = min{hy, ho}, on a pour tout f € A,
0<h<hs= / |Pf(t+h)—Pf(t)|% dt < 3e,
R

ce qui conclut I’étape 2 et la preuve du théoreme 4.43 ]

On déduit alors du théoreme[#.43]un corollaire qui sera utile pour la preuve du théoréme d’ Aubin-Simon (théoréme

Corollaire 4.44 (Compacité en temps) Soient B un espace de Banach, 1 < p < +oo, T > 0et A C L?(]0,T[, B).
Soit X un espace de Banach inclus dans B avec injection compacte. On suppose que A vérifie les conditions sui-
vantes :

1. A est borné dans LP(]0,T|, B).
2. A est borné dans L*(]0, T, X).
Noter que ces deux conditions sont vérifiées si A est borné dans LP(]0,T[, X).

3. 1 existe une fonction croissante 1) de 10, T| dans R . telle que limy,_,o+ n(h) = 0, pour tout h €]0, T et
pour tout f € A,

T—h
/0 1F(E+R) — F(0)IE dt < n(h).
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Alors I'ensemble A est relativement compact dans L?(]0,T[, B).

Démonstration Pour appliquer le théoréme on doit vérifier que, pour tout ¢ € D(IR), la famille { fOT fpdt,
f € Alest relativement compacte dans B.

Soit ¢ € D(IR). Si f € A, on a, en notant ¢, = max;er |¢(t)],

T
|| / Fodtlx < el fllzgorx)-

Comme A est borné dans L'(]0, T[, X), la famille {fOT feodt, f € A} est bornée dans X et donc relativement
compacte dans B. [ ]

Nous donnons maintenant un théoréeme, essentiellement dit & J. P. Aubin (pour p > 1) [S] et J. Simon (pour p = 1)
[33], qui généralise le lemme de Lions (lemme utilisé dans la section précédente pour prouver 1’existence
d’une solution pour des équations paraboliques.

Théoreme 4.45 (Aubin-Simon) Soit 1 < p < +o0, et soient X, B, Y trois espaces de Banach tels que
(i) X C B avec injection compacte,
(ii) X CY etsi(fn)nen est une suite d’éléments de X telle que la suite (|| fr||x)nen est bornée dans IR,
fn — fdans Bet f, — 0dans Y (lorsque n — +00), alors f = 0.
Soit T > 0 et (up)new une suite d’éléments de LP (10, T[, X) telle que

1. (un)nen est bornée dans LP(]0,T[, X),

2. (%)neﬂ\f est bornée dans L* (0, T[,Y).

Alors il existe w € LP(|0, T[, B) tel que a une sous-suite pres, u, — u dans L?(]0, T[, B).

Remarque 4.46 Noter que ’hypothese (ii) du théoreme4.45]est plus faible que 1’hypothese des articles originaux
d’ Aubin et Simon, qui est :
B C Y avec injection continue.

L’hypothese (ii) ne demande en particulier pas que B C Y, ce qui est intéressant par exemple dans les applications
a des solutions de schémas numériques, qui sont dans des espaces discrets pas forcément inclus dans 1’espace
continu. On peut aussi noter que 1’hypothese (i) peut aussi s’écrire

Si la suite (]|wy, || x)nemn est bornée, alors, a une sous-suite pres, il existe w € B tel que w,, — w dans B.
Cette reformulation conduit a une généralisation facile qui sert a prouver la convergence des approximations numé-
riques de la solution des équations paraboliques : dans cette généralisation, X est remplacé par une suite (X, )neN,
voir Theorem [4.34] ci-dessous.

Preuve du théoréme La preuve utilise le corollaire avec A = {uy,, n € IN}. L’ensemble A est borné
dans LP(]0, T[, B) (car X s’injecte continiiment dans B) et donc dans L'(]0,T'[, X), de sorte que nous n’avons
plus qu’a prouver le troisieme point des hypotheses du corollaire d.44] ¢’est-a-dire

T—h
/ lun (- + h) — uy, ||y dt — 0 quand h — 0, uniformément par rapport a n € IN. 4.51)
0

Soit0 < h <Tete>0.Pourt e (0,7 — h), on a, en utilisant le lemme de Lions donné plus loin,

[un(t +h) —un(t)||B < ellun(t +h) = un(t)llx + Ccllun(t + h) — un(t)lly
< ellun(t + )| x + ellun(®)llx + Cellun(t + 1) = un(t)lly,
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et donc
lun(t + 1) = un ()5 < ()" [lun(t + R[5 + (3)"llun(®) % + BC)P[lun(t + h) — un ()5
L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ (entre O et 7' — h) conduit a
T—h T—h
L et ) = 001 < 23 gy + B [ e+ 1) = () . 052
On utilise maintenant le deuxieéme point de la remarque [4.49] également donné dans la section[d.2] qui nous donne

que u, € C([0,T],Y) etu,(t1) — un(ta) = ;12 %(s)ds pour tout ¢y, to € [0, T]. Ceci nous permet de majorer
le deuxieme terme du second membre de :

T—h T—h t+h g P
/ et (t 4 ) — un(8) [ dt < / / 1L () yds ) at
0 0 ¢ dt
T—h t+h
<ot [ ( / |d“"<s>||yds> dt
0 : dt

- T—h T du,
<M Lo & S Gllvds |
0 0

ol M est un majorant de la norme L' (0, T, Y) de = (i.e H%HLl(]O,T[,Y) < M pour tout n).

En utilisant le fait que 1 ;44)(5) = 1[s_p,4 (f) et le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

T—h
/ (£ + ) — un(8)|[%dt < hMP. 4.53)
0
Donc, en tenant compte de (#.53), (#.52)) donne

T—h
/ (£ + ) = (£)[1% dt < 2(3)7|un 5 g0 px) + (BCe)PHMP. (4.54)
0

On peut alors conclure : Soit 7 > 0, on choisit ¢ > 0 pour majorer le premier terme du second membre de #.54)
par 7 (indépendamment de n € IN). Comme C. est donné, il existe hy €]0, T tel que le second terme du second
membre de (.54) est majoré par 7 (indépendamment de n € IN) si 0 < h < hy. Finalement, on obtient

T—h
0<h<h0:>/ lwn (t 4+ h) — u,(t)|% dt < 27,
0
ce qui conclut la preuve du théoreme [4.45] [

Lemme 4.47 (Lions) Soient X, B, Y trois espaces de Banach tels que
(i) X C B avec injection compacte,
(ii) X CY etsi(up)new est une suite d’éléments de X telle que la suite (||uy || x)new est bornée, u, — u
dans B et u, — 0dans Y (quandn — 400), alors u = 0.
Alors pour tout € > 0, il existe C; tel que, pour w € X,

[wllp < ellw|x + Ceflwlly-
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Remarque 4.48 (Sur les hypotheses du lemme de Lions) Comme dans le théoreme I’hypothese (i¢) du
lemme .47 peut étre remplacée par I’hypothése plus forte
(il B C Y avec injection continue.

Preuve du lemme On raisonne par contradiction : On suppose qu’il existe € > 0 et une suite (u, )ne telle
que (Up)new telle que u, € X et 1 = ||up|l g > €l|unllx +nllun|ly, pour tout n € IN. Alors (4, )nen est bornée
dans X et donc relativement compacte dans 5. On peut donc supposer (a une sous-suite pres) que u,, — « dans B
et |lul|p = 1. De plus u,, — 0 dans Y (car [|u,||y < 1). L’hypothése (ii) du lemmedonne donc que u = 0,
ce qui contredit ||ul|p = 1. L]

Remarque 4.49 (Sur la dérivée faible de ) On rappelle ici (points 1 et 2) certains résultats essentiellement don-
nés dans la section [4.2] (avec une preuve différente pour le deuxieme point). Soient X, Y deux espaces Banach et
Z un espace vectoriel tel que X, Y C Z (bien sir, un cas simple est Z = Y'). Soient p, ¢ € [1, o0].

1. En supposant que u € LP(]0,T[, X), la dérivée faible de u, notée 9%, est définie par son action sur les

fonctions test, ¢’est-a-dire son action sur ¢ pour tout ¢ € D(]0,T) (noter que ¢ prend ses valeurs dans
IR). En fait, si ¢ € D(]0,T]) (et ¢’ estladérivée classique de ), 1a fonction ¢’u appartient a L?(]0, T'[, X )
etdonc a L*(]0, T[, X) et I’action de 4* sur ¢ est définie comme

T
<COZTY:,<P> = _/0 o' (t)u(t) dt.

Noter que (2%, ) € X.

Puis 4 € L9(]0, T[,Y) signifie qu’il existe v € L?(]0,T[,Y) (et ce v est unique) de telle sorte que

— /T o' (t)u(t) dt = /T ©(t)v(t) dt pour tout ¢ € D(]0,T7). (4.55)
0 0

Noter que fOT O (u(t) dt € X C Z et fOT e(t)u(t) dt € Y C Z, donc I'égalité dans (4.59) est dans
I’espace Z. Enfin, on identifie la dérivée faible de w (qui est une forme linéaire sur D(]0,T[)) avec la
fonction v (qui appartient a L(]0, T'[, Y)).

2. Siue LP(J0,T[, X) et % € L9(]0, T[,Y), il est assez facile de prouver que u € C([0,T],Y’) et que

t
u(t) = u(0) -|-/ %(s)ds, pour tout ¢ € [0, 7.
0

En effet, on pose v = 4 et on définit w € C([0,T],Y) par
t
w(t) = / v(s)ds pour tout ¢t € [0,T].
0

Pour n € IN*, soit u,, = u x p,, avec p,, défini par {@.48) et en ayant prolongé u par 0 en dehors de [0, 7.
Comme u € LP(IR, X), on a u, — u dans L?(IR, X)) et donc, a une sous-suite prés, u,(t) — u(t) dans
X (lorsque n. — +o00) pour presque tout ¢t €]0, T7[.

Soient t1,t2 €]0, T tels que 0 < t1 < to < T etuy(t;) — u(t;) dans X (lorsque n — +o00) pour i = 1, 2.
Pour n € IN™ tel que % <tjet % < T — to, on définit ¢,, par

on(t) = /t (o s)ds/t pnlts — 5)ds.

to t1
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Ona g, € D(]0,T]) et v, (t) = pn(ta —t) — pn(t; — t) pour t €]0,T|. De plus,

T

unlte) = un(tr) = [ (o) (s)ds = = [ os)pnlo)is

Remarquons maintenant que (en utilisant p(—-) = p et avec un changement de variable)

on®) = [ onls—t2)ds = [ puls = ti)ds == [ pult = 5)ds =~y 5 (0

to t1 t1

De plus, ¢, — —1(, +,) p-p- et puisque |@,| < 1 p.p. (pour tout n), le théoréme de convergence dominée
donne

T ta
—/ v(8)n(s)ds — / v(s)ds dans Y.
0 t

On obtient alors, en faisant n — +o0,

ta
u(te) —u(ty) = / v(s)ds = w(ta) — w(ty).
ty

Ceci prouve qu’il existe ¢ € IR tel que v = w + ¢ p.p. sur |0, 7| puis que u € C(]0,T[,Y") (puisque,
comme d’habitude, nous identifions u avec la fonction continue w + c¢).

3. Dans le théoréme grice au point précédent, on a u,, € C([0,7],Y) pour tout n € IN. Cependant, la
limite u n’est pas nécessairement continue. Un simple contre-exemple est obtenuavecp =1, X = B =Y
et, par exemple, T = 2. il est alors assez facile de construire une suite (u,, ), bornée dans W1(]0, T'[)
dont la limite est la fonction caractéristique de [1, 2].

Remarque 4.50 (Un cas classique plus simple) Il existe un cas classique ot le lemme [4.47] est plus simple. Soit
B un espace Hilbert et X un espace Banach X C B. On définit sur X la norme duale de || - || x pour le produit
scalaire de B, a savoir

[ully = sup{(u|v)B, ;v € X, [lv]x <1}

Alors, pour toute > Oetu € X,ona
1
lullz < ellullx + ~lully-

La preuve est simple, puisque

1 1 1
lulls = (ulw) < (ully ullx)® < ellulx + Zlluly-

Noter que la compacité de X dans B n’est pas nécessaire ici (mais, méme dans ce cas simple du lemme [4.47]1a
compacité de X dans B est nécessaire pour le Théoreme [4.45])

Nous donnons maintenant une généralisation du corollaire d.44]et du théoréme[4.45] en utilisant une suite de sous-
espaces de B au lieu des espaces X et Y, ce qui permet d’utiliser ce résultat pour la compacité de suites obtenues
par approximation numérique. Un exemple est donné dans I’exercice 48] (voir [16) chapitre 6] pour des exemples
plus généraux).

Définition 4.51 (Suite compactement incluse) Soir B un espace Banach et (X,,)new une suite d’espaces de
Banach inclus dans B. On dira que la suite (X,,)nen est compactement incluse dans B si toute suite (Un)neN
satisfaisant
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— up € X, pourtout n € IN,
— la suite (||un]|| x, )ne est bornée,
est relativement compacte dans B.

Un exemple simple de suite (X, )nen compactement incluse dans B est donné dans l’exercice

Proposition 4.52 (Compacité en temps avec une suite de sous-espaces) Soient 1 < p < oo et T' > 0. Soient
(Xn)new une suite (d’espaces de Banach) compactement incluse dans B et Soit ( fr,)neN une suite de LP(]0, T, B)
satisfaisant aux conditions suivantes

1. La suite (fn)new est bornée dans LP(]0, T, B).
2. La suite (|| fn | L1 0,77, x,))neN est bornée.

3. 1 existe une fonction croissante n) de 10, T[ a IRy telle que limy,_.q+ n(h) = 0 et, pour tout h €]0,T] et
n € NN,

T—h
[t = guto e < o)
alors la suite (fy,)new est relativement compacte dans L (|0, T'[, B).

Preuve Comme dans le corollaire 4.44] pour appliquer le Théoreme il suffit de prouver que, pour tout
» € D(IR), la suite { fOT fnp dt,n € IN} est relativement compacte dans B.

Soit ¢ € D(IR). Pour n € IN, on a, avec ||¢||, = maxier ¢ (%)

’

T
|| / Foo &t < Illull fulltqorix,)-

Puisque la suite (|| f»||z1qo,7],x,.))nelv est bornée, la suite {|| fOT fnp dt||x, , » € IN} est également bornée. Par

conséquent, la suite { fOT fnep dt, n € IN} est relativement compacte dans B. |

Voici maintenant une généralisation du Théoréme {.45| utilisant une suite de sous-espaces de B.

Définition 4.53 (Suite compacte-continue) Soit B un espace de Banach, (X, )neN une suite d’espaces de Ba-
nach inclus dans B et (Yy,)new une suite d’espaces de Banach. On dira que la suite (X,,, Yy, )ne est compacte-
continue dans B si les conditions suivantes sont remplies

1. La suite (X,,)ne est compactement incluse dans B (voir définition .

2. X,, C Y, (pourtoutn € IN) et si la suite (u,)neN est telle que u,, € X,, (pourtoutn € IN), (||un| x, JneN
bornée et ||uylly, — 0 (lorsque n — +o00), alors toute sous-suite de (un)neN convergeant dans B
converge (dans B) vers Q.

Théoreme 4.54 (Aubin-Simon avec une suite de sous-espaces) Soit 1 < p < +o0. Soient B un espace Banach,
(X )new une suite d’espaces de Banach inclus dans B et (Y,,)new une suite d’espaces de Banach. On suppose
que la suite (X,,, Yy, )new est compacte-continue dans B (voir définition m}

Soit T > 0 et (fn)new une suite d’éléments de LP(]0,T|, B) satisfaisant aux conditions suivantes

1. la suite (f)new est bornée dans LP(]0,T|, B),

2. fn € LP(]0,T], Xy) (pour tout n € IN) et la suite (|| fn||Lrqo,77,x,.) )neln est bornée,

3. % € LY(]0,T[,Y,) (pour tout n € IN) et la suite (|| dg; L1(10,T],Y,) JnelN est bornée,
alors il existe f € LP(]0, T, B) telle que, a une sous-suite prés, f, — f dans LP(]0,T|, B).
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Démonstration La preuve utilise la proposition 11 suffit de prouver la troisieme hypothese sur (f,,)nen de
la Proposition #.52] ¢’est-a-dire

T—h
/ || fn(- + h) = folly dt — 0 quand h — 0, uniformément par rapport a n € IN.
0

Pour tout n € IN, comme f,, € LP(]0,T][, B), on a fonh | fn( + h) = fuly dt — 0 lorsque h — 0. La seule
difficulté est de prouver 1’uniformité de cette convergence par rapport a n € IN. Ainsi, il suffit de prouver que pour
tout n > O il existe ng € IN et 0 < hg < T tel que

T—h
n2n0,0<h§h0:>/ 1ful+ 1) = full? dt < 1. .56)
0

Soit ¢ > 0; le lemma[4.55]donne I’existence de ng € IN et de C: € IR tel que

n>no, u€ Xy = |lullp <ellulx, +Ccflu

Y-

On adonc, pourn > ng, 0 < h <Tett e (0,7 —h),

[t +h) = fu(Dlz < ellfalt +h) = fu@)lx, + Cellfalt +h) = fu(D)ly,
<ellfnlt +h)llx, +ellfn®)llx, + Cell fult +h) = fult)

Yy
puis
[fn(t+h) = fa@ls < Ge)PIlfnlt+ M)k, + Be)’lfn(®lk, + BC)PILfult +h) — fu(t)

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ conduit a

P
Y-

T—h

T—h
L e 1) = 10 < 231l oy + B [ Il 1) = £ (0, e 45)

Rappelons (voir la remarque | que f, € C([0,T],Y,) et frn(t1) — fn(ta) = j;tf %(s)ds pour tous t1,ty €
[0, T]. On peut donc majorer le second terme du second membre de (#.37)) :

T—h T—h t+h df,, p
| m - g, a< | ( / |dt(5)llynds> a
T—h t+h
g/o -1 </t |CZc:(s)||ynds> dt

_— T—h T dfn
<M 1[t,t+h](5)||g(5)| v, ds | dt,
0 0

ot M est une borne de la norme L*(]0, T, Y,,) de %.
En utilisant 1 ;1 ](s) = 1[s—p,s(t) et le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

T—h
[ Ut 0) = futo)l e < e (4.58)
0
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Gréce a cette derniere inégalité, donne

T—h
/ 1t + 1) = Fu(8)% dt < 261 Fallh o 1, + (3C-PRM. (4.59)
0

On peut maintenant conclure. Soit n > 0; on choisit € > 0 de maniere a majorer par 7 le premier terme du second
membre de (indépendamment de n € IN). Ce choix de € impose ng et C.. Pour ce C. donné, il existe
ho €]0, T tel que le deuxigme terme du second membre de (@.39) est majoré par i (indépendamment de n € IN)
si 0 < h < hg. Enfin, on obtient

T—h
n2n0,0<h<h0:>/ || fn(t+Rh) — fu(t)|' dt < 2.
0
Ceci conclut la preuve du Théoreme .54 L]

Lemme 4.55 (Lions pour une suite de sous-espaces) Soient B un espace de Banach, (X,,)ncN une suite d’es-
paces de Banach inclus dans B et (Y;,)nc une suite d’espaces Banach. Supposons que la suite (X, Yy )neN
est compacte-continue dans B (voir définition £.53)); alors, pour tout € > 0, il existe ng € IN et C. tel que, pour
n>ngetw € X,,ona

[wils < ellwx, + Cellw]y, -

Démonstration. La preuve peut se faire par contradiction. Supposons qu’il existe € > 0, une fonction croissante
@ de IN a IN et, pour tout n € IN, Ug(n) € Xw(n) telles que

1= Hucp(n)HB > EHugo(n)HXn + n”“w(n)HYn'

Afin de définir u,, pour tout n, on pose u, = 0 pour n & Im(p). La suite (uy)nen est telle que uw,, € X,
(pour tout n € IN), la suite (||un||x, )newest bornée et ||uy, ||y, — 0 quand n — 400} la deuxieéme hypothése de
la définition donne que toute sous-suite (de la suite (u,,),enN) convergeant dans B converge (dans B) vers
0. Mais, comme (||u, || x,, )Jnenw est bornée, la premiere hypothése de la définition donne que la sous-suite
(U (n))nen admet une sous-suite convergeant dans 53. La limite de cette sous-suite doit étre 0 et sa norme dans B
doit étre égale a 1, ce qui est impossible. Ceci conclut la preuve du lemma ]

I est également possible de remplacer dans le Théoreme [.54]1a dérivée temporelle par une dérivée discrete. Ceci
est intéressant pour prouver la convergence de la solution approximative d’un probléme parabolique en utilisant un
schéma numérique. C’est le but du Théoréme [4.56|

Théoreme 4.56 (Aubin-Simon pour une suite de sous-espaces et une dérivée en temps discrete) Soir1l < p <
+00, soient B un espace de Banach, (X,,)nc une suite d’espaces de Banach inclus dans B et (Yy,)neN une suite
d’espaces de Banach. On suppose que la suite (X,,, Yy )ne est compacte-continue dans B (voir définition .
Soit T > 0 et (un,)new une suite de LP(]0, T, B) satisfaisant aux conditions suivantes
1. pour tout n € IN, il existe N € IN* et ki,..., ky dans R”, tel que Zfil ki = T et un(t) = v; pour
t € (ti—1,t;), i€ {l,....N}, to =0, t; = t;—1 + k;, v; € X,,. (Bien entendu, les valeurs N, k; et v;
dépendent de n).
La dérivée discréte en temps Ozu,, est définie p.p. par
V; —

$ pourt €Jt;_1,t;[.

2. La suite (un)neN est bornée dans L (]0, T, B),
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3. La suite (||un| £ro,7],x,.))neN est bornée.
4. La suite (||0sunl|£1(j0,7]y,) )nelN est bornée.
Alors, il existe w € LP(]0,T[, B) telle que, a une sous-suite pres, w, — u dans L?(]0,T[, B).

Démonstration.
Le début de la preuve suit de pres celle du Théoreme [4.54] Comme pour cette derniere, on utilise la proposition
4.52] et il ne reste qu’a prouver la troisieme hypothése sur (u, ),cw de cette proposition, ¢’est-a-dire

T—h
/ |tn (- + h) — uy ||’y dt — 0 quand h — 0, uniformément par rapport a n € IN.
0

Ici aussi, pour tout n € IN, puisque w,, € LP(]0,T[, B), on a fOT_h ltn (- + h) — uy||’y dt — 0 lorsque b — 0.
La seule difficulté est de prouver I’'uniformité de cette convergence par rapport a n € IN. Ainsi, il suffit de prouver
que pour tout > O il existe ng € IN et 0 < hg < T tels que

n2n0,0<h§h0:>/ lun (- + h) — uy, || dt <. (4.60)
0

Soit & > 0. le lemme .55 donne I’existence de ng € IN et C. € IR tel que
n>no, u€ Xy = |lullp <ellullx, + Ccllully,-
Pourn > ng, 0 < h<Tett € (0,7 —h),ona

[un(t +h) —un(t)lp < ellun(t +h) —un(t)llx, + Cellun(t +h) = un(®)]ly,
< ellun(t+h) (t) (t+h) —un(t)|

Y

et donc

[un(t +h) = un (B < (3e)°[lun(t + h)II%, + (36)7[|lun(t)

%, T BC)P[lun(t + h) — un ()5

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ conduit a

T—h T—h
/O i (t 4+ 1) — wn (|I% dt < 2(35)p||un||’£p(]07T[7Xn)—|—(3CE)”/O lan (£ + h) — un(B)[%, dt. (4.61)

La preuve differe maintenant de celle du Théoréme [4.54] car on a affaire a la dérivée discrete de u,, au lieu de la
dérivée de u,,. Nous remarquons que pour presque tout ¢ €]0, 7 — h[ (n et h sont fixes)

N—-1 N—-1

Vi — U;
up(t+h) —u,(t) = Z (Vig1 — Z Vit1 — Vi) L pyn)(ti) = Z %kwllﬁ,wh[(ti%
i3t €]t t+h[ i=1 i=1 i+1
ot 1y, qn(ti) = Lsit; €]t,t + h[etOsit; €t t + h.

Soit M une borne de la norme L*(]0,T[,Y;,) de dyu,, : M > ZZI\SI
alors

Vit1—V;
kit1

y, ki+1 pour tout n. On obtient

V; v;
[un(t+h) —un ()Y, < Z H?TIIY ki1 Ljeeni(t:)”
i=1 v
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N-1

B Vi — U

< MPY( E ||J;;T||Ynki+11]t,t+h[(ti))
i=1 ¢

L’intégration de cette inégalité par rapport a t € (0,7 — h) donne, puisque 1y, ;1 p(ti) = 1j¢,— e, (1),

T—h
/ e (t + ) — wn (£)[2, dt < hMP.
0

En utilisant cette inégalité dans (@.61)), on a

T—h
/ an (¢ 4+ 1) =t (8)35 dt < 2(3)2 [0l g0 01 x..) + (BCe)?MPh. “.62)
0

On peut alors conclure comme dans le Théoréme [4.54]: soit 7 > 0, on choisit € > 0 pour que le premier terme
du second membre de soit majoré par 7 (indépendamment de n € IN). Ce choix de £ impose ng et C..
Pour C. donné, il existe hy €]0, T tel que le deuxieme terme du second membre de ([@.62) soit borné par 7
(indépendamment de n € IN) si 0 < h < hg. Enfin, on obtient

T—h
>0, 0<h < hy= / i (t + ) — un ()], dt < 21.
0

Ceci conclut la preuve du Théoreme [4.56] [

Sous les hypotheses du théoreme [4.54] ou du théoreéme [.56] une autre question intéressante est de prouver une
régularité supplémentaire pour u,  savoir que u € LP(]0, T, X) ot X est un espace lié aux espaces X, (et inclus
dans B). La définition qui suit introduit la notion de suite B-limite-incluse, qui précise le lien entre 1’espace Xet
les espaces X,,. Le résultat de régularité pour une telle suite est énoncé dans le théoreme 4.58

Définition 4.57 (Suite B-limite-incluse) Soient B un espace Banach, (X,,)nc une suite d’espaces Banach in-
clus dans B et X un espace de Banach inclus dans B. La suite (X,,)neN est dite B-limite-incluse dans X s’il
existe C € R tel que si u est la limite dans B d’une sous-suite d’une suite (up)neN Vérifiant u, € X, et
lunllx, <1, alorsu € X et |Jul|x < C.

Théoreme 4.58 (Régularité de la limite) Soient 1 < p < +o0o, T' > 0, B un espace de Banach, X un espace
de Banach inclus dans B, et (X,,)neN une suite d’espaces de Banach inclus dans B et B-limite-incluse dans X
au sens de la déﬁnition Pour n € N, soit u, € LP(]0,T[, X,,) telle que la suite (||un | 1ro,7[,x,))neN est
bornée et que u,, — u dans L?(]0,T[, B) quand n — +o0. Alors uw € LP(]0, T, X).

Démonstration.
Puisque u,, — u dans L?(]0, T[, B) lorsque n — 400, nous pouvons Supposer, a une sous-suite pres, que u,, — u
dans B p.p.. Comme la suite (X, ),cn est B-limite-incluse dans X, on obtient, avec C' donné par la définition

.57

lullx < Climinf [luy||x, pp-
n—-+4oo

Par le lemme de Fatou, on a

T T T
| i ae < v [imint o1, < crtmint [ a0, ot

Enfin, puisque la suite (||, || z»(o,7],x,.))nel €st bornée, on a bien u € LP(]0, T[, X). ]
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4.6 Exercices

Exercice 4.1 (Solution classique en dimension 1) Corrigé en page Soit ug € L?(]0,1[). On s’intéresse ici
au probléme suivant :
Ou(x, t) — 02, u (z,t) =0, x €0,1[, t €0, +o0],
u(0,t) = u(l,t) =0, ¢ €]0, +o0], (4.63)
u(z,0) = up(z), z € [0, 1].
La notation d;u désigne la dérivée de u par rapport a ¢ et 92u désigne la dérivée seconde de u par rapport a 2. On
dit que u est une solution classique de (@.63) si u vérifie les trois conditions suivantes
(cl) u est de classe C? sur ]0,1[x]0,+o0[ et vérifie au sens classique d;u — &2u = 0 en tout point de
10, 1[x]0, +oc],
(c2) pour tout ¢t > 0, les fonctions u, 8, u et 92u sont continues sur [0, 1] x [¢t, +oo[ et u(0,t) = u(1,t) =0,
(c3) u(-,t) — ug dans L2(]0, 1[) quand t — 0 (¢ > 0).
1. Montrer que le probleme #.63) admet au plus une solution classique. [On pourra reprendre la méthode
développée a la section 4.1

2. Montrer que le probleme ([@.63) admet une solution classique. [On pourra reprendre la méthode développée
a la section[4.1]en explicitant une base hilbertienne convenable de L2(]0, 1[), voir Iexercice 2.2}]

Exercice 4.2 (Dual de L%,) Corrigé en page Soit (X, T, m) un espace mesuré, E un espace de Banach et

1 < p < +00.0npose p’ = p%l.

1. Soitv € L%,, (X,T,m) etw € LY (X, T, m). Montrer que I’application z — (v(x),u(z))g g est m-
mesurable de X dans IR puis que (v, u) g g € L (X, T, m) et

[ 110 werpl dim < ol g

2. Soitv € LY, (X, T,m).
(a) Montrer que I'application u — [(v,u) g g dm est bien définie, linéaire et continue de L%, (X, T, m)
dans IR.
On note T, cette application (on a donc T, € LY, (X, T, m)’.)
(b) Montrer que ”TUHL%(X,T,m)’ < ”UHL’;:/,(X,T,m)'

(¢) (Question plus difficile) Montrer que || T, |2 (x 7,m) = ||11||L1},2//(X,T7m).

Exercice 4.3 (Dérivée faible pour une union de domaines)

On suppose que €27 et 25 sont deux ouverts disjoints de RY (N > 1) et on note €2 I’intérieur de 1’adhérence de
Q1 U Qs (Pouvert € peut donc étre différent de Q1 U Q). Soit f € L?(]0, T[, L*(£2)). Pour i = 1,2, on note f;
la fonction obtenue en restreignant f a €2;, on a donc f; € L2(]0, T[, L*(€2;)). On identifie (comme d’habitude)

df;
L?(2) avec son dual et L?();) avec son dual (pour i = 1,2). On suppose que d—{f € L?()0,T[, H' (%)) (pour

i = 1,2). Montrer que fl—]; € L?()0,T[, H'(2)").
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Exercice 4.4 (Sur la continuité a valeurs L?) On pose T' > 0 et Q2 =|0, +o00[. On identifie, comme d’habitude,
L?(2) avec son dual. On suppose que u € L2(]0, T[, H(Q)) et dyu € L?(]0, T[, H*()).

On rappelle la définition de “dérivée par transposition de »”. C’est I’élément de qul(g), noté J;u, tel que, pour
tout ¢ € D(),

<atu7 S0>D*

H1(Q)

D= —/0 u(-, 1) (t) dt.

La notation u(-,?) désigne la fonction = — u(-, t)). Noter que fOT u(-, 1) (t) dt € H(Q).
On rappelle aussi que d;u € L?(]0,T[, H*()) signifie qu’il existe une fonction v (encore notée d;u et appelée
“dérivée faible de u”) appartenant a L2(]0, T[, H~1(2)) telle que

(375“7 W)D*

H

T T
o= [ a0 ae= [ oCe

Noter que fOTv(~,t)cp(t) dt € H71(Q).

Cette égalité a bien un sens car H(Q) C L*(Q) = L*(Q) ¢ H~1(Q).

On montre dans cet exercice que u € C([0, 7], L?(12)). Le lemme[4.26|ne s applique pas directement car H ()
n’est pas le dual de H*(92) (noté (H*(£2)"). On peut d’ailleurs remarquer que I’application qui a 7' élément de
H(Q) associe sa restriction a Hg (£2), qui est donc un élément de H ~1({2), n’est pas injective.

La méthode proposée ici consiste a se ramener au lemme (avec E = H'(R) et F = L*(IR)) en utilisant un
prolongement convenable de u.

On se donne trois nombres «, ( et -y strictement positifs vérifiant « — 8 = let (o + 1) — % = 0 (un exemple

possibleesta =2, 8 =1,~v = %). On définit u de IR x]0, T'[ par
a(x,t) = u(x,t)sixz >0,
a(x,t) = au(—x,t) — fu(—yx,t) siz < 0.
1. Montrer que @ € L%(]0, T[, H'(IR)).
2. Cette question donne une égalité essentielle pour calculer 9;a, ¢’est-a-dire fOT a(-,t)e'(t) dt.

Soit p € D(]0,T[) et € D(IR). Pour z > 0, on pose

B

- Cu

U(@) = ¥(2) + ay(~2) )-

T
v

(a) Montrer que

(/0 u(-, 1) (t) dt, ) g-1(r), H1 (R) :/0 (/O‘X’ u(z, ) (x) dz) @' (t)dt.

[Utiliser la proposition [4.24] puis des changements de variables.]
(b) Montrer que ¢» € H} (). En déduire que

T T B
</O a(-, )" (t) dt, ) g—1(m), 1 (R) :/ (1), V) 1), m @(t) dt,

0

ot v = dyu (etdonc v € L2(]0,T[, H1(Q))).
3. Montrer que ;4 € L2(]0, T[, H~'(IR))). En déduire que % € C ([0, T], L2(IR)) etque u € C([0,T], L*(R)).
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N.B. Par un argument de cartes locales, le résultat démontré dans cet exercice reste vrai si {2 est un ouvert borné
de RY, N > 1, a bord fortement lipschitzien (remarque- ) [23]].

Exercice 4.5 (Diffusion non homogene et non isotrope) ~ Corrigé en page 265] On reprend les hypotheses du
théoréme - Soit donc Q un ouvert borné de RY, T' > 0 et ug € L?(Q); on identifie L?(Q) avec son dual et
on suppose que f € L2(]0, T[, H~*(Q)).

On se donne aussi une application, notée A, de Q dans My (IR) (ensemble des matrices carrés a N lignes et
N colonnes, a coefficients dans IR). On suppose que les coefficients de A appartiennent a L™ () et qu’il existe
a>0tq.

A€ - € > al€)? p.p., pourtout & € RV,

En suivant la démonstration du théoréme théoreme .29 montrer qu’il existe une unique fonction u telle que

u € L2(J0,T[, H}(Q)), Oyu € L*(]0, T, (),

/0 < Opu(s),v(s) >g— m ds+/ /AVu ) - Vu(s) dz)ds = @.64)
fOT < f(s),v(s) >pg-1 g3 ds pour tout v € L*(]0, T[, Hg(2)),

u(0) = up p.p..

Exercice 4.6 (Existence par le théoreme de Schauder) Corrigé en page

Soit Q un ouvert borné de R et A : R — My (IR) (ot My (IR) désigne les matrices N x N a coefficients réels)
telle que

Vs € R, A(S) = (ai’j(s))m:l,wN ou aij € LDO<IR) n C(IRJR), (4.65)
Ja > 0; A(s)E - € > al¢]?, Ve e RV, Vs € IR, (4.66)
feL*(]0,T[, H *(Q)) etug € L*(Q). (4.67)

On identifie L?(£2) a L? (Q)/ comme d’habitude. On veut, dans cet exercice, montrer I’existence d’une solution au

probleme (4.42).
Soit 4 € L?(]0,T[, L*(£2)), on définit I'opérateur 7' de L?(]0, T'[, L*(€2)) dans L*(]0, T'[, L?(2)) par T'(ii) =

ot u est la solution (donnée par I’exercice [.5)) du probleme

u € L*(0,T[, H}(Q)), 0yu € L2(J0, T[, H1(2)),

/ (O, v) - 1 H dtJr/ / w)Vu - Vo de dt
0

:/0 (F.0) s gy dt, Yo € L2(0,T], HY (),
u(+,0) = up.

Montrer que T est continu de L?(]0, T'[, L?(€2)) dans L2(]0, T'[, L*(Q2)).

Montrer que T est compact de L?(]0, T'[, L?(£2)) dans L?(]0, T'[, L?(£2)).

Montrer qu’il existe R > 0 tel que ||7(a@) || 20,7, 2(0)) < R pour tout u € L*(]0,T'[, L*(£2)).
Montrer qu’il existe u solution de (4.42).

wook L=

On suppose maintenant de plus que a; ; est, pour tout ¢, j, une fonction lipschitzienne. Montrer que {#.42)
admet une unique solution.
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Exercice 4.7 (Exemple de suite compactement incluse)
Pour N € IN*, on pose h = +, z; = ih pouri € {1,...,N},

Xy ={u € L*(]0,1[), u(z) = u; € R pour tout z €]z;_1,z;[, 3 € {1,...,N}}

et pour u € Xy,
N-1 1
lullk, = Z E|Ui+1 — i+l F20,1p)-
i=1
En utilisant le théoréme |4.43] montrer que la suite (X x)new+ est compactement incluse dans L2(]0, 1[), c’est-
a-dire que toute suite (un)nen+ telle que uy € X et telle que la suite (||un]||xy )nen est bornée admet une
sous-suite convergente dans L?(]0, 1]).
Corrigé —  Soit (un)New~ une suite telle que un € X et telle que la suite (||un|| x5 ) Ne* est bornée. Pour montrer
que cette suite admet une sous-suite convergence il suffit de montrer que la famille A = {un, N € IN*} vérifie les trois
hypotheses du thé()rémeuve(: T=1,p=2e B=1R.
La premiere hypothése du thé(}rémeesl vérifiée car ||un||xy > |lunllp2qo,1p- La deuxiéme hypothése du théoréme
est vérifice car B = R et la suite (un)new= est bornée dans L*(]0, 1) et donc aussi dans L*(]0, 1). II reste a
montrer la troisieme hypothese.
Soit 0 < n < 1. On définit la fonction x; par xi(x) = 1 si z; €]z, x + n| et 0 sinon, de sorte que, pour x €]0,1 — n| et

u € Xn,
N-1

u(@+n) —ul@) = Y (wip1 — u)xi(x),
i=1
et donc, comme fol - XZ((L‘) dx = n, avec Cauchy-Schwarz,

N-1

1—n 5 ) N-—-1 1 )
/ u(e + 1) = u(@)|* de < (Y Juier —wil)* <1 Z 2 luin — i) < nllullxy-
0 - ,

1=1

1—
On a donc, pour tout N € IN*, [ lun(x + 1) — un(2)|* dz < n|un||x, et ceci donne la troisieme hypothése du
théoremeH.43|et donc que la suite (un) New+ admet une sous-suite comergenle dans L*(]0, 1[).

Exercice 4.8 (Existence pour le probleme de Stefan, par schéma numérique) On se propose, dans cet exercice,
de montrer I’existence d’une solution faible a un probleme parabolique non linéaire en passant a la limite sur une
solution approchée donnée par un schéma numérique. On considere le probleme suivant.

Btu( t) — 0z, ( )z, t) = v(z,t), x €]0,1], t €]0,T7, (4.68)
(1) (0, 1) = dup(u)(1,1) = 0, t €]0,T1, (4.69)
u(x, 0) = ugp(x ) €]0, 1], (4.70)
ou 9, (resp. 9., 2,,) désignent la dérivée d’ordre 1 par rapport a ¢ (resp. d’ordre 1 et d’ordre 2 par rapport a ), et
ol p, v, T, ug sont donnés et sont tels que
1. T >0,v e L>*(]0,1[x]0,T]),
2. (p croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. wug lipschitzienne de [0, 1] dans IR (et donc, en particulier, ug € L>°(]0, 1])).

Un exemple important est donné par ¢(s) = a1ssis <0, ¢(s) =0si0<s< Lety(s) =aa(s—L)sis > L,
avec o, avp et L donnés dans IR”_. Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur |0, L.
Les ensembles |0, 1] et |0, 1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette tribu.
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On appelle “solution faible” de @.68), {@.69), (@.70) une fonction u vérifiant

u e L]0, 1[x]0, T), @.71)
T r1
/0 / [z, 0 1) + (ulz, )02, (. 1) + vz, (e, 1)] da dt
1
+ /0 uo(2)Y(x,0) dz = 0, Vi) € CF(R?), 4.72)

ou O (]RQ) désigne I’espace des fonctions de IR? a valeurs dans IR de classe C™ et telles que
0,9(0,t) = 9,9(1,t) = 0 pour tout ¢ € [0,7] et ¢(x,T) = 0 pour tout z € [0, 1]. 4.73)

1. (Question indépendante des questions suivantes.) On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de
classe C2, v est continue sur [0, 1] x [0, 7] et ug € C?([0,1],TR). Soit w € C?(IR*, R) et u la restriction
de w a0, 1[x]0, T'[; montrer que u est solution de @.71)),[.72) si et seulement si u vérifie (4.68), (@.69)
et (770) au sens classique (c’est-a-dire pour tout (z,t) € [0, 1] x [0,T)).

Corrigé —  Comme w € C*(IR* ), on a bien u € L>=(]0,1[x]0,T|) ¢ est-a-dire @=TI).

On note D I’ensemble 0, 1[x]0, T'[.

Supposons que u satisfait [@68)-@69)-@T0) et montrons qu’alors u vérifie @T2). Soit b € C5°(R?). En
multipliant [E68) par 1 et en intégrant sur D, on obtient :

/Datu(x, t)(x,t) de dt — /Dazl.(go(u))(x, ty(x,t) de dt = /D v(x, t)p(z,t) do dt. (4.74)

Par intégration par parties, il vient :

/ Ou(z, t)(z,t) de dt = /‘1 u(x, T (z, T) do — / u(z,0)y(z,0) de — / u(x, t)Opb(x, t) dz dt.

0 Jo D
Comme ¢ € C(IR?) on a donc ¥(z,T) = 0 pour tout © € [0, 1] et comme u vérifie @10), on a u(z,0) =
uo(x). On en déduit que

1 .
/ Ovu(z, t)(x,t) de dt = f/ uo(x)(z,0) de — / O (z, t)u(x,t) dz dt. (4.75)
D 0 D
Intégrons par parties le deuxieéme terme de :

"1

/D O (p(w)) (2, ) (, £) da dt = / 192 () (1, (1, £) — B (()) (0, £)e6(0, £)]

f/ Oz (p(w))(x, t)0ptp(x, t) dz dt, (4.76)
D

et comme u vérifie @69), on a
02 () (0,8) = Du(p()(1,5) = 0 ¢ €]0, T

En tenant compte de ces relations et en ré—intégrant par parties, on obtient :
/ Oz ((w)) (m, t)¢p(x, t) d dt = — / o(u)(x, )05, (x, t) da dt. 4.77)
D D
En remplacant dans et dans T4, on obtient [E63).

Réciproquement, on suppose que u satisfait @72). Soit 1) € C° (D). En intégrant @12) par parties et en tenant
compte que 1) et toutes ses dérivées sont nulles au bord de D, on obtient :

/D [—Owu(z,t) + 92, (p(u))(z,t) — v(z,t)|Y(z,t) dz dt = 0,V € C°(D).
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Comme w est de classe C* sur D, ceci entraine que I'équation EBR) est satisfaite par u. On prend ensuite
e CF (IRQ) et on integre @) par parties; en tenant compte de m, on obtient :

—/ (2, 0)1(x, 0)dx —/ Ovu(z, t)(x,t) de df—/ Oz (p(w))(1,t)(1,t) dt

/ 0z ( )(0,t)1(0,t) dt +/ [02,0(u)(z,t) — v(z, )] (z, t) dz dt + / uo(z)1p(z,0) de = 0.

0
(4.78)
En regroupant et en utilisant le fait que v satisfait {E.68), on obtient :

/0. (uo(x) — u(x,0))p(z,0) doe — /0. Oz (e(u))(1,6)1p(1,t) dt + /0. 02 ((u))(0,t)1(0,t) dt = 0.

Comme ) peut étre pris arbitrairement comme la trace sur D d’une fonction appartenant a C°(]0,1[x] —

00, T')), on en déduit que w satisfait la condition initiale @10). Puis, 1) peut étre pris arbitrairement comme la
trace sur D d’une fonction appartenant a CZ° (]—oo, 1[x]0, T'[) ou d’une fonction appartenant a C°(]0, +o0[x 0, 1)
vérifiant @T3), on en déduit que w satisfait les conditions aux limites [{69), ce qui conclut la question.

2. (Passage a la limite sur une non linéarité)
Soit (ty, )nen une suite bornée de L>(]0, 1[x]0, T'[). Soient u € L>°(]0, 1[x]0, T[) et f € L*(]0, 1[x]0, T[).
On suppose que lorsque n — 4-00,
(a) up, — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T7),
() ¢(u,) — fdans L1(]0, 1[x]0, T).
(On rappelle que ¢(u,,) est la notation usuelle, mais incorrecte, de ¢ o w,,.)

Montrer que fOT fol o(up)u, dor dt — fOT fol fu dx dt lorsque n — +oo. En déduire que o(u) = f p.p.
sur |0, 1[x]0, 7.
[Indication : Utiliser I’astuce de Minty, décrite dans la section [3.2.2] page [I59) ou dans I’ exercice [3.8]]

Corrigé — On remarque que

|/OT/0l o (tn)un de dt— / / fudzdt] < |/ / (un) unda:dtH-\/ / f(un—u) dz dt|

< lunllzoego,11x10,7p [l9(un) = fllL1qo,1(x10.7) + |/ / fun —u) dz dt|.
0 0

Le premier terme du membre de droite de cette inégalité tend vers O car la suite (un)new est bornée dans
L>°(]0,1[x]0,T[) et o(un) — f dans L*(]0,1[x]0,T|). Le deuxiéme terme du membre de droite de cette
inégalité tend vers 0 car u, — u *-faiblement dans L>°(]0,1[x]0,T[) et f € L*(]0,1[x]0, T|). On a ainsi
montré

T T 1
/ / o(un)un do dt — / fu dx dt lorsque n — +oc. (4.79)
o Jo 0

Soitv € L*(]0,1[x]0, T[). Comme ¢ est croissante, pour tout n € N,

/OT ./Ol(sown) ()t — v) d dt > 0.

Quand n — +oo, cette inégalité devient, grace a [79)

/0 /0 (f — @) (u—v)dedt > 0. (4.80)

On choisit maintenant v = u — s1) (de sorte que v — v = sip) avec s > 0 et 1p € C°(D). En passant a la limite
dans @ER0) quand s — 0 on obtient, avec le théoréme de convergence dominée,

AT /Ol(f — () dz dt > 0.
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Comme ) est arbitraire dans CS° (D) ceci donne bien o(u) = f p.p. dans D.

On cherche maintenant une solution approchée de (#.63)),(@.69),@.70).

1 T
Soient N, M € IN*. Onpose h = i etk = i On va construire une solution approchée de (#.68)),#.69),@.70)
a partir de la famille {u?, i =1,...,N,n =0,..., M} vérifiant les équations suivantes

1 ih
0 = _/ wo(z) dz, i=1,...,N, (4.81)
(

h Ji-1yn

urtt B o(ull) = 20(uth) + @(U?ﬂl) —

k h? ‘
upt = uf “7\1111 =yt pourtoutn = 0,..., M — 1, (4.83)

k
3. (Existence et unicité de la solution approchée.)
Soitn € {0,..., M — 1}; on suppose connue la famille {u?, ¢ = 1,..., N}. On va prouver dans cette
question I’existence et I’unicité de la famille {u/*' i = 1,..., N} vérifiant (#82)-(@83) avec cette valeur
de n.
(a) Soita > 0, pour s € IR, on pose ¢,(s) = s + ap(s). Montrer que g, est une application strictement
croissante bijective de IR dans IR.

1 [+ pih
avecv?:—/ / v(x,t) dz dt, pourtouti = 1,..., N, pour toutn =0, ..., M.
kh J, (i—D)h

Corrigé — L'application s — s est strictement croissante, et par hypothese sur o, 'application s — ap(s)
est croissante; on en déduit que g, est strictement croissante, comme somme d’une fonction strictement
croissante et d’une fonction croissante. D’autre part, comme @ est croissante, on a p(s) < ¢(0), Vs < 0,
et donc lims_,_os go(s) = —oo. De méme, p(s) > p(0), Vs > 0, et donc lims_, 400 ga(s) = +oo.
La fonction g, est continue et prend donc toutes les valeurs de 'intervalle | — oo, +oo[; comme elle est
strictement croissante, elle est bijective.

(b) Soit W = (W;)i=1,..,.n € RY;on pose Wy = Wy et Wy 1 = Wwy. Montrer qu’il existe un et un seul
couple (u,w) € RY xRY,u = (w)i=1,... N, w = (w;)i=1,.. n tel que:

yer

o(u;) = w;, pourtouti € {1,..., N}, (4.84)
2k kE,_ _ . . .
ui + Wi = ﬁ(wi—l + Wit1) +ul’ + kv}, pourtouti =1,..., N. (4.85)

Corrigé— Posons a = 25 ; I'équation @83 s écrit alors :

k
ga(u;) = }—2(@1',1 + Wit1) + ui + kvg', pourtouri=1,...,N.
Y

Par la question précédente, il existe donc un unique w; qui vérifie cette équation; il suffit alors de poser

o(ui) = w; pour déterminer de maniere unique la solution de [ESA)-@33). On peut donc définir une
S N N o — X -

application F de R" dans R" parw — F(w) = w ot w est, avec u, solution de {@34)-E-83).
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(c) On munit IRY de la norme usuelle || - || . Montrer que I’application F est strictement contractante. [On
pourra utiliser la monotonie de ¢ et remarquer que, si a = () etb = (8), ona |a— B| > 7=|a—1b],
©
ol L, ne dépend que de ¢.]

Corrigé —  Soitw" etw® € RY et soit wh = F(w') et w? = F(w?). Par définition de F, on a :

2k .
ul —ul + ﬁ(wzl —wi) = hz ((wz 1+ wzﬂ) - (w2 1 —&—wlﬂ)) Vi=1,...,N. (4.86)
Comme o est monotone, le signe de w; — w? = p(u}) — p(u?) est le méme que celui de uj — u?, et donc
2k
lul — u? +}—2( 17w7)\—\u77u7|+ \w7 —w?l. (4.87)
Et comme ¢ est lipschitzienne, en notant L, une constante de Lipschztz de o (avec L, > 0), on a
lwi —wi| = |p(u;) = p(ui)| < Lolui —uil,
d’oun : |
luf —ui| > = |wi —wil. (4.88)
L,
On déduit donc de [E88), ER7) et@38) que
1 2k k - .
Zw\w,} —wi|+ ﬁ\w wi| < — 2 (\w | — Wiy |+ [Wiey — Efﬂ\) Vi=1,...,N.
On a donc
lwi —w?| < — j{laxN\Ei —w:| Vi=1,...,N.
I+ 2kL, 7
d’oix on déduit que ||w' — w?||s < C||w" —W?||0o avec C' = ﬁ < 1. L’application F' est donc bien
ZkL;';
strictement contractante.
(Noter que ’on a utilisé wo = W1 et Wn+1 = WnN pour obtenir la majoration de \wz - w?| pouri = 1et
i=N).
d) Soit {uf*! i = 0,...,N + 1} solution de - .On pose w = (w;)j=1.. N, avec w; =
p yeees
o(u "H) pour i € {1 ,N}. Montrer que w = F(w).

Corrigé — 1l suffit de remarquer que

n 2k " k n .
wi ™+ e = 5 (e(u; )+ p(ui)) + ui + ki, pourtouri=1,..., N,
et donc, en posant wy = o(u "+1) et wny1 = go(u}l\',+l), on obtient bien wy = w1, WN4+1 = wn (par
ES) o
n+1 2k k
—|—i— i =33 (wi—1 + wit1) + ui + kv, pourtouri=1,... N,
12
ce qui montre bien que F(w) = w et aussi que, pour tout i € {1,..., N}, u"t" est Uunique solution de
I’équation sur z.
2k — k P P P k, n
z+ ﬁ@(z) = ﬁ(wi,l + wit1) +ui + kvi'
(e) Soitw = (w;)i=1,....n tel que w = F'(w). Montrer qu’il existe {u?“, i=0,...,N + 1} solution de

[@382)-@83) avec w; = p(ul™) pour tout i € {1,..., N}.

Corrigé — Comme w = F(w), la définition de F' donne wo = w1, W1 = Wo,

p(ui) = w;, pourtouti € {1,...,N},

et I
o n n .
wi + ﬁwi = ﬁ(w,:_l + wiy1) +up + kv, pourtouti =1,...,N.
En prenant u}*' = w; pour touti € {1,...,N} et ug™' = upt!, u}(,t_ll = ult, la famille {u]™",

i=0,...,N + 1} solution de @32)-@II) avec w; = o(u*") pour touti € {1,...,N}.
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(f) Montrer qu’il existe une unique famille {u"™',i =0,..., N + 1} solution de (#82)-(@383).

Corrigé —  L'existence d’une famille {u] ™", i =0,..., N + 1} solution de 82)-F83) est donnée par la
quesri(m.(car F a un point fixe).

Pour montrer I'unicité, on remarque que si {u?*" i = 0,..., N+1} est solution de {-82)-[@=83) la question
montre que w est 'unique point fixe de F avec w; = p(u; n+1 ) pour touti =1,..., N.
On a donc par @E32)-[E33)
k .
u;"H = }—(wz 1= 2w; + wig1) + uy + kv, pourtouri=1,... N, (4.89)
)
et donc l'unicité de {u]',i=0,...,N +1}

Les trois questions suivantes donnent des estimations sur la solution approchée dont on vient de montrer
I’existence et I'unicité.
4. (Estimation L>°(]0, 1[x]0, T[) sur la solution approchée)
On pose A = (o.1p et B = [l 2= go,11x]0,7-
Montrer, par récurrence sur n, que u}' € [-A — nkB, A+ nkB] pour touti = 1,...,N et tout n =
0,..., M. [On pourra, par exemple, considérer (#.82) avec i tel que u/™' = min{u?"‘l, j=1,....,N}]

Corrigé — La relation a démontrer par récurrence est clairement vérifiée au rang n = 0, par définition de A.
Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au rang n, et démontrons—la au rang n+ 1. La relation {82)) s°écrit encore :

k k

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Wt =l S () — () + o (e — () + el

pouri=1,... . Netn=0,..., M — 1. Supposons que i est tel que u”+ = minj—1,.. . NU _;-”H. Comme p est

croissante, on a dans ce cas :
n+1 n+1 n+1 n+1
e(uilr) —e(u ) 20 et p(uiy) —p(ui ) 20,
et on en déduit que

d’ou, par hypothése de récurrence

j=1,...,N
1 41 .
Un raisonnement similaire en considérant maintenant i tel que u 7'+ = max;—1,... N u;’+ conduit a :
n+1 n
max wu;  <wu; +kB < A+nkB+kB.
j=1,...,N -

On a donc bien :
—A—(n+DkB<u!™ <A+ (n+1)kB Yi=1,...,N, ¥Yn=0,...,M —1.

n
u"|[Leoj0,1)) < Cug,v,T AVEC Cug v, = A+ BT.

On en déduit alors que, pour toutn =0, ..., M,

5. (Estimation L2(]0, T'[, H}) de ¢(u), ot H} est un équivalent discret de I’espace H')
Montrer qu’il existe C 4,4, (n€ dépendant que de T, ¢, v et ug) tel que, pour tout n =0, ..., M — 1,

n n h
(p(uif) = (i ™)* < Crp oy - (4.90)

[Indication : multiplier (#82) par u}" et sommer pouri = 1,..., Netn =0,...,M.]
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Corrigé — Comme @ est croissante et lipschitzienne,

N-1 N-1

- n+41 s n n __ A n+1 n( n+1 . n+1 oo+l

Z (puify) — o(u; )) < Lo X" avec X Z(P(ui+1 ) —e(ui )iy —ui ),

i=1 i=1
out L, désigne la constante de Lipschitz de @. On va maintenant montrer qu’il existe Cr .y v, (ne dépendant que
de T, v et ug) tel que X" < Cr g &t pour toutn = 0,..., M — 1. Multiplions @82) par u*" et sommons
pouri=1,...,N; on obtient

X1+ X5 = X3

avec

n & Uf“ - U4 n+l 1 . 1 n+l n 2 1 n—+1\2 1 n\2 on
xp =y T e LS Lt Lt - L) 2 8

N
- 1 ‘
avec X1 = % g [(u;”rl)2 — (u?)z}, (4.91)
—

N N-1
n 1 n+1 n 1 n+1 n 1 n n+1 n n+1
Xy = 2 Z(‘P(Uzi ) = 2p(ui ) + p(u ;++1 )ui ™ = 2 Z(‘P(“zrll) pui™ ))(“71++11 —uth)
=1 Ci=1
! X" (492
=52 (4.92)
(‘TX;:I _ ZN . Lnun+1
On déduit de E91), @) et de la question precedente que
n n 'n n+l
X7+ IQX <LZ;L <}B(A+(n+1)kB)
En sommant pour n = 0 a M — 1 et en remarquant que Z:: X7 = Zk ZZ l(u — E;\:l ﬁ(u?)% on
obtient que
RS h h
X" < ~BT(A+TB A%,

d’ou I’on déduit avec Cr,pwug = Lo(BT(A+TB) + A?).

6. (Estimation L?(]0, T'[, L?) d’un équivalent discret de 9;(u) et estimation L>(]0,T'[, H}) de ¢(u))
C’est pour ces estimations que 1’on utilise le fait que ug est lipschitzienne (les estimations précédentes
utilisaient uniquement ug € L°°(]0, 1]).

(a) Question préliminaire. Soit {w}",i = 0,...,N + 1,n = 0,..., M} une famille de réels tels que
wy = wy et wy = wir, 4, pour toutn = 0, ..., M. Montrer que

M—-1 N Nl N1

3> @uptt —wt —wr ) (WPt = w)) (w, —w}M 2] (4.93)
n=0 =1 z=1 z=1

I\/
l\DI»—l

[Indication : on pourra remarquer que cette formule est 1’équivalent discret, avec > au lieu de =, de
I’égalité

—/OT /01 Oppw(z,t) Opw(z,t) de dt = %(/01(8xw($,T))2 dr — /01 8x(w(x,0))2 dx)

pour des fonctions régulieres w vérifiant les conditions de Neumann homogene en O et en 1, et s’inspirer
de la démonstration de cette égalité.]
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Corrigé — On va écrire le pendant discret de 1’égalité suivante satisfaite par des fonctions régulieres w
vérifiant les conditions de Neumann homogéne en 0 et en 1. Par intégration par parties et par le théoreme de
Fubini-Tonelli,
T 1 T
7/ d2w(x,t) dyw(z,t) do dt = / dpw(x,t) O2w(x,t) de dt
o Jo

0 0

_ % (/0'1 (/O'T 0(Buw(z, 1)) de dt

1 1
= 3 [ [0u@ 7)) - e, 0)))] dr .
0
M—-1 N
Posons Y = 3 (2w — i —wiff) (i — i),
n=1 i=0

Par intégration par parties discréte et en tenant compte des égalités wy = wi et wx = wi 41, on obtient
M—-1 N
n+] n+1 n+1 n+1 n+1 n
Y = E E - 1)+ (Wi —wi ) [ (w T = w))
n=0 i=1
M—-1N-1

Z Z nH Z:Lll) [(w?H —wi') — (w?ff - w:tl+1)]
n=0 i=

=

1N—
=S S - - wta)
n=0 1=

En utilisant I'inégalité a(a — b) = 1 (a — b)* + 2a® — 2b° > La® — 1%, on obtient alors
M-1N-1
2 2
Y>f§:§: wi T =W’ = (] - wia)’]
n=0 i=1

ce qui donne bien I’inégalité @93).

(b) (Estimation L%(]0,T[, L?) de dyp(u))
Montrer qu’il existe C» (ne dépendant que de 7', ¢, v et ugp) t.q.

Z hz upth) — p(u))? < Cok. (4.94)

[Indication : multiplier (-82) par ¢(u}' ") —p(ul), sommer sur i et n et utiliser la question préliminaire
avec wl = @(ul).]

Corrigé —  Multiplions @32) par p(ul ™) — p(ul) et sommons sur i et n pour obtenir :

X+Y =2, (4.95)
avec
M—-1 N ’LLT-H—I u? )
X =33 T ) — p(ul)
n=0 i=1
M—-1 N +1 n+1 n+1
pui?y) = 20w ) +o(uily) n
D ID IR L (i) — ()
n=0 i=1
M—-1 N
Z= 3 3 vl o™ - elut)
n=0 i=1
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En notant L, une constante de Lipschitz de ¢ (L, > 0), on obtient la minoration suivante :

;] M1 N
X2 = D0 D (e(u™) — p(ui))”. (4.96)
PV n=0 i=1
En utilisant 'inégalité EI3) avec wi = p(ui') pour'Y, on obtient :
N N
1
Y 2 o [D (o) — e(ui)® = D (e(uln) — p(ul))’] 4.97)
i=1 i=1
Enfin, on majore Z grdce a I’inégalité de Young :
M-1 N M-1 N
'n,+1
Z2< gp g 30 (el — o))’ + 3Lok 30 SO
n=0 i=1 n=0 i=1
M-1 N 11
7L+1 ny\2 %) 2
4 ——B". 4.98
72“;”2); —(ui))’ + 5 (4.98)
En utilisant (P:_gS[) E&306), @97 er @I3), on obtient :
M-1 N ;X 1L
n+1 ny\\2 0 0\\2 %) 2
2o 0 Y (! S Lepe 4.99
2L ; ;}Z; p(ui))’ < 5 ;(@(um) p(u)) + 57 (4.99)
On en déduit que
M—-1 N 1N 1
Z hz ui ™) — p(ui))? < 2ka(ﬁ Z(‘P(U?ﬂ) —o(u))? + iquBz)-
i1
Or |Lp(u?+1) — o( 0))\ < Lycoh, ou co ne dépend que de uq (car ug est lipschitzienne), on a donc
M—1
1
77,+1 ny\2 2 272 2\
Z hz ou)? < 2L¢k(2h2L cih® + 5Ly B?) = Cak.
ce qui donne @

(c) (Estimation L>(]0,T[, H}) de ¢(u))
Montrer qu’il existe C's (ne dépendant que de T, o, v et ug) t.q., pourtout n =1,..., M

Z ulyy) — e(ul))? < Csh. (4.100)

=1
Cette estimation, intéressante, ne sera pas utilisée dans la suite de I’exercice.

Corrigé — Dans ’inégalité @FQ9), on a omis le terme positif de droite de EIT). Si on tient compte de ce

terme, @99) devient

| X M-1 N
e — ot + e S gt
i=1 n=0 i=1
N
Z o(uli 1) u?))2+1&82. (4.101)
2 2h
la multiplication @I01) par 2h L,k donne alors
L,k y
Z( () — p(ul)? < Ca

ce qui donne [{I00) pour n=M. La méme estimation pour n. < M s’obtient en sommant de 0 an — 1 au lieu
deO0a M — 1.
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Pour M € IN* et N € IN* donnés (et donc h et k sont donnés par h = + et M = M) on définit, presque partout
sur [0,1] x [0,T7, avec la famille {u}, ¢ € {1,...,N} n € {0,... M}} solution de {@-8T)-#.82)-(@-83), une
fonction w par

u(z,t) = u"Y (x), sit €]nk, (n + 1)k

et

u™ (z) = ul,siz €)(i—1)h,ih[,i=1,...,N,n=0,...,M

L’objectif est maintenant de passer a la limite sur les parametres de discrétisation pour obtenir une solution de
Soient (hy,, kn)new une suite de parametres de discrétisation (et donc N, h , M, = kl € IN™) telle que
lim,, s o0 Ny = limy, s 4 o b, = 0. On note u,, la solution @.81)-#.82)- m obtenue avec ces paramatres.

7. Montrer que la suite (4, ),cn admet une sous-suite x—faiblement convergente L>°(]0, 1[x]0, T'[) et que la
suite (¢(un))nen admet une sous-suite convergente L2(]0, 1[x]0, T[).

En déduire que 1’on peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que
(a) u, — u x-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T'[),
(b) o(un) — ¢(u) dans LP(]0, 1[x]0,T), pour tout p € [1, c0[.

Corrigé — nllLo0(0,1[x]0,7) < Cug,v,7- La suite (Un)new est donc
bornée dans L (]0, 1[x ]O7 TD et elle admet une A()us—suite *—faible convergente dans L*°(]0,1[x]0,T).
Comme ¢ est continue, la suite (p(un)new est aussi bornée dans L (]0,1[x]0,T[) et donc bornée dans
L?(]0, 1[x]0, T']) (que Uon identifie & L*(]0, T, L]0, 1])).

On va appliquer maintenant le theoremema la suite (¢(un))nen avec pour X, Uespace X n,, de l'exercice
EA Y. =B=1210,1) erp=2

On remarque tout d’abord que la suite d’espaces (X, Yy )new est compacte-continue dans B. En effet, le fait
que la suite (Xn)nEIN est compacte incluse dans B est montré a l’exercice ceci donne la propriété 1 de la
définition[F33] Puis, la propriété 2 de la définition 33 est immédiate car Yy, = B.

Puis, la fonction @(uy ) a bien la forme demandée par le Ihéoréme On a déja remarqué que I’hypothése 2 du
théoreme {50 est vérifiée. L’hypothése 3 du théoreme[30|est donnée par ’estimation @90). Enfin, I’hypothese
4 du théoreme est donnée par estimation [E94). Le thé()rémed()mle donc que la suite (p(un))nen
admet une sous-suite convergente dans L*(]0, T, L*(]0, 1]) (identifié & L*(]0, 1[x]0, T'[)).

De cette suite (un)new on peut donc extraire une sous-suite, encore notée (un)nenN, felle que

— upn — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T'[),

— o(un) — f dans L*(]0, 1[x]0, TY).

Comme la suite (¢(un))new est bornée dans L™, on a donc aussi ¢(u,) — f dans LP(]0,1[x]0,T), pour
tout p € [1,00].

Enfin, la questir)nIZlmontre que [ = o(u) p.p..

8. Montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de (. 71)),[@.72).

Corrigé — Pour h, k donnés, on note w la solution de {E81)-[@82)-@-83) obtenue avec ces paramétres. Soit
Y € CF(R?). On pose Y = (x4, (n + 1)k), on multiplie @32) par )] et somme sur i et n, on obtient
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M-1 N 1 1 1
T2 - *}Ik Z Z i ”+ _ 299( ”+ ) + w(u;jl ),wn+1
n 2 - )
n=0 i=1 h
M—-1 N ]
T3 = hk Z Z 'U?’L‘UZHLL.
n=0 1=1

Une intégration par parties discréte en temps donne

M—-1 N on N
Ti=hk Y Y up + Zhu M =37 hudy).
n=1 =1 i=1

On en déduit qu’il existe C ne dépendant que de cyy,v, T (borne surw), uo et P tel que

T 1
f/ / u(z, t)(x,t) de dt + Ri1 + Ri2 — / u(z,t)p(z,0) de + Ry 3,
0

0

avec ‘R111| < Cl(k‘ = h), et ‘RLB < (4 (k + h)
Une double intégration par parties discrete en temps donne, en posant 1y = (—h,nk) et Y3 = Y(1 +
8 par p D 14 0 ) N+1
h,nk),
M-1 N n+1 92 n+1 m+ M-1 541 M—-1 ;n+1 n+1
— 20T by q/; Y — Yy
o 7—1 7 7 1,+1 n+] Yo — 1 n+l N N+1 n+l
oy Y Y 3 U
n=0 i=1 n=0

On en déduit qu’il existe C ne dépendant que de cu, .o, T, ¢ et 1 tel que
T 1
TL:f/ AY(z,t)p(u)(z,t) de dt + Ra;1 + R22 + Ra 3,
o Jo

avec |Ro1| < Co(k + h),

La majoration de Rs.1 est due au caractere C? de . Pour la mu/'()mri(m de Ra 2 et R 3 il suffit de remarquer

que la condition de Neumann sur 1 donne une majoration en Ch*> (C' ne dépendant que 1)) de |u”+1 - 1/)17\‘,111

n+1 l/)?+l |

et [1){
Enfin,

T 1
Ty = / / v(z, t)(z, t) de dt + Rs
Jo Jo

et il existe C'3 ne dépendant que de v et ) tel que Rz < Cs(h + k).
11 suffit maintenant d’écrire T + To> = T3 avec la fonction u,, construite avec les paramétres h,, et k.

Quand n — 400, puisque lim, 400 hy, = limp sy kn = 0 ef que up, — u et p(un) — p(u) dans
L'(]0, 1[x]0, T[), on obtient @T2) (et on savait déja que u vérifie @T1)).

Remarque 4.59 On peut aussi montrer 1'unicité de la solution de @.71),{#.72). Une autre méthode pour mon-
trer I’existence de la solution au probleme (@.71),.72) en utilisant la solution approchée donnée par un schéma
numérique est décrite dans [18]]. Elle utilise seulement ug € L°°(]0, T'[) au lieu de ug lipschitzienne.

Exercice 4.9 (Existence pour le probleme de Stefan, par régularisation)

Soient © un ouvert borné de RY (N > 1), 0 < T < +oo, f € L*(|0,T[, (L*(Q)), up € L*(Q) et ¢ une
fonction lipschitzienne de IR de IR croissante (mais non nécessairement strictement croissante, la fonction ¢ peut
étre constante sur un intervalle de IR de mesure strictement positive).

Dans cet exercice, on donne une preuve alternative a la méthode classique de Alt et Lukhaus [2], de I’existence,
par une technique de régularisation, d’une solution (faible) a I’équation d;u — A(p(u)) = f (dans 2x]0, T[) avec
conditions aux limites de Dirichlet homogenes et 1y comme condition initiale. Plus précisément, la fonction u sera
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solution au sens suivant :
u € L*®(]0,T7], LQ(Q)),(')tu € L2(]0,T[, H 1(Q)),u € C([0,T], H~(£)),
p(u) € L*(J0, T, Hy(2)),
T
/ (Opu(s), v(s)) -1 H} ds+/ /ch u(zx, s)) - Vu(zx, s) de ds (4.102a)
0

/ / fz, s)v(z, s) dz ds, Vv € L*()0, T, Hi(Q)),
u(+,0) = uo, (4.102b)

On rappelle que L2(f2) est, comme d’habitude, identifié 2 L2(2)". Dans @102), u(s) (resp. v(s)) désigne la
fonction z — u(x,s) (resp. v(x, s)). Puisque L2(£2) est identifié 2 L2(92)’, on peut écrire HL(Q) C L%(Q) =
L2(Q) © H~1(Q). Lafonction d;u est la dérivée faible de v (définition}4.22). Le fait que u € L2(]0, T, H~1())
et dyu € L2(]0,T[, H (Q)) donne u € C([0,T], H (£2)) (lemme |4.25). La fonction u est définie pour tout
t € [0,T], ce qui donne un sens a la condition initiale u(0) = wuo.

Pour résoudre ce probleme, on introduit pour n > 0 la fonction ¢,, définie par ¢,,(s) = ¢(s) + (£ )s. On montre
I’existence d’une solution au probléme avec ¢,, au lieu de . Puis, on passe a la limite quand n — +o0.

1. Montrer que le résultat de I’exercice [4.6] donne I’existence de u,, solution de #@.102)) avec ,, au lieu de ¢,
avec la régularité supplémentaire u,, € L2(]0,T'[, H} (2)) (et donc u,, € C([0,T]), L*(9)).
[On rappelle que le lemme [4.34]donne Vip(v) = ¢/ (v)Vv p.p. siv € L2(10, T[, H¢ (2)).]

Corrigé —  Le résultat de l’e. wmice-a’onne [’existence de u,, solution de
un € L?(]0,T[, H3 (), Orun € L*(J0, T[, H *(2)),

/<WM)<mHlmm
/ / (un(z, 5) i)V“n(ﬂr-ﬂ)-Vv(m,s) dz ds (4.103)

/ / F(s,2)0(s,2) da) ds, o € L2(J0, T[, HA (),

un(0) =up a.e..

Grace au lemme B34 on obtient bien que u, est solution de FI02) avec pn au lieu de ¢, avec la régularité
supplémentaire u,, € L*(]0, T[, Hy(Q)) (et donc u,, € C(]0,T]), L*(Q)).

Dans les deux questions suivantes, on étudie cette suite (t,)nenNx-
2. Montrer que la suite ((uy,))nen+ est bornée dans L2(]0, T[, Hg (£2)), que la suite (O;u,, )nen+ est bornée
dans L2(]0, T[, H~1(Q)) et que la suite (uy ),en+ est bornée dans C(]0, T, L2(€2)).
[Le lemme[4.34] est encore utile ici.]

Corrigé —  Soit ® une primitive de . Comme u,, € L*(]0,T[, H3 () et Opu, € L*(]0,T[, H *(Q)), le
lemmed()nne que ®(uy) € C([0,T), L* () et, pour 0 < t; < t2 < T,

A@WﬁﬂW*A¢WﬁO®:/?@WU¢WXWH1m“

En prenant alors v = ¢(uy) dans@103), on obtient un contréle de ®(uy,) dans C ([0, T], L' (2)) et un contréle
de p(uy) in L*(]0, T[, H}(Q)), et plus précisément, lexistence de C' € TR+, ne dépendant que de f et de uy tel
que pour tout t € [0, 77,
[ @ (un ()1 () < C, (4.104)
et
H@(“n)HLZ(]O,’J‘[,H(,‘,(Q)) < Cand H“’”HLZ(][),’J'[A,HA @) < Cv/n. (4.105)
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En vertu de @103) et @I03), on obtient alors une estimation sur Oyun, in L*(]0, T[, H™(Q)) qui s’écrit
10cun | L2 o, v H-10)) < C- (4.106)

On va maintenant obtenir une estimation sur u,, dans C([0, T, L*(Q)) grace au fait que f € L*(]0,T[, L*(Q)).
Rappelons tout d’abord que u,, € C([0,T], L*(Q)); en prenant v = wu,, dans (EI03) on obtient (avec le lemme
, que pour tout t € [0, T,

1 2 1 2 '
lun(®)l22 () = 5 lluollz2 (o) < / f(@, s)un(z,s) dz ds
0 Ja

5
t

< / 17051 llm ()] 2ey s
JO

T ¢
S/ £ ()220 d3+/ l[un(5)11Z2 () ds,
0 0

qui donne une estimation Hun(t)Hiz(m par la technique classique de Gronwall. On peut alors encore supposer

que pour tout t € [0,7T],
[lwn (t)]| 120y < C. (4.107)

3. Montrer qu’il existe u et ¢ tels que (quitte a extraire une sous-suite, non renumérotée) p(u,) — ¢ faible-
ment dans L?(]0, T'[, H} (Q2)) et u,, — u dans L*(]0, T'[, H 1 (£2)) et faiblement dans L?(]0, T, L*(9)).
[Pour la convergence de u,,, utiliser le théoréme {.43]]

Corrigé —  L’estimation 102) nous permet de supposer qu’a une sous-suite prés, qu’on note toujours (tn )new,

on a (uy) — ¢ faiblement dans L*(]0,T[, H3(Q)). De plus, comme L*(Q) s’injecte compactement dans
H™(Q), on peut aussi supposer qu’d une sous-suite prés, toujours notée (un)new, on au, — win L*(]0, T[, H~*(Q)),
grace a EI00)-@T07)) et en appliquant le théoréme with B=Y = H™'(Q) and X = L*(Q).

En vertu de @I07), on a aussi w, — u faiblement dans L ()0, T[, L*(2)) et u € L=(]0,T[, L*(Q)).

Dans les questions suivantes, on montre que cette fonction u est la solution recherchée.
. T T
4. Montrer que lim,, 100 [y [ @(un)un dz dt = [ [ Cu dz dt.

Corrigé — La question |3| donne que @(u,) — ( faiblement dans L*(]0,T|[, H} () et que w, — u in
L2(J0,T[, H(Q)).
Comme u € L*(]0, T[, L*(Q)), on a aussi

/OT /s2 o(un(x,y))un(z, t) de dt = /0T<un(t)7 W(un(t»nayﬂé dt

—>/(;T<u(t),((t)>H_1,H(1) dt:/(;T/S;C(x7t)u(x,t) dx dt as n — +o0.

5. Utiliser I’astuce de Minty (voir par exemple au chapitre [3] la démonstration de (3.25)), pour montrer que
¢(u) = ¢ p.p.
Corrigé — Comme ¢ est croissante, on a pour tout v € L*(]0,T[, L*(Q)),

0< /0. /Q o(un(z,t)) — o(v(z, ) (un(z, t) —v(z,t)) dz dt

= [ [ (66 = ot ) i) — (a1 dr it e
et donc

/ / (C(z,t) — p(v(x, t)(u(x,t) — v(z,t)) de dt > 0. (4.108)

J0 Q
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Soit w € CF(Q2x]0,T]) et t > 0. En prenant v = u + 7w in @I08), il vient

/ / (z,t) (u(z,t) + Tw(z, t))w(z, t) de dt <0,

et par le théoréeme de convergence dominée (qui s’applique car @ est lipschitzienne, en faisant tendre T vers 0,

on obtient que
T
/ /(ﬁ(m, t) — p(u(z, t)w(z,t) de dt < 0.
o Jao

Comme w est arbitraire, ceci entraine que p(u) = C p.p..

6. Montrer que u € C([0,T], H™') et en déduire que u(0) = ug..
[Raisonner alors comme dans 1’étape 6 du théoréme.29] |
Corrigé —  Comme u,, € L*(0,T[, L*(Q)) C L*(10,T[, H ' (Q)) et Oyun, € L*(]0,T], H™*(Q)), la fonc-
tion uy, appartient a C([0, T], H™*(Q) ( et méme & Cz ([0, T), H=*(Q) par le lemme .
On montre que la suite (un)nc+ est relativement compacte dans C([0,T), H -1 (2)) par le théoreme d’Ascoli
(théoreme[[32) ; pour cela, il suffit de prouver que :

(a) Pourtoutt € [0,T), la suite (un(t))new+ est relativement compacte dans H ™" ().
(D) |Jun(t) — un(s)||g-1 — 0lorsque s — t, uniformément par rapport a n € IN* (et pour tout t € [0, T)).

Le deuxiéme point est une conséquence du fait que dyu, € L*([0,T], H™*(Q)) grdce au lemmequi donne
que pour tous t1,t2 € [0,T], t1 > to et tout n € IN*,

%mywdmzllmm$m

et donc

ty
l[un(tr) — un(t2)| -1 S/ 0ctin (s)]| -1 ds
to

r 1
S(/H@wwwé4®y¢m—m
0

< ||8t“nHL2(]0 -1Vt — to.

La suite (O¢un)new est bornée dans L2 (10, T[, H~(Q)), et donc

[[tun(t) = un(s)||g-1 — O, lorsque s — t, uniformément par rapport a n € IN* (et pour tout t € [0, T7).

Pour prouver le premier point, on utilise I"estimation @.107), qui implique que la suite (un (t))nen~ est bornée
dans L*(Q) pour tout t € [0, T)] et est donc relativement compacte dans H ™ () pour tout t € [0, T.

On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli (théoréme et obtenir, comme annoncé, que u(0) = uo.

7. Montrer que u est solution de (#.102)).

Corrigé —  Par lestimation @I00) et la linearité de I’ operateur Oy, on a yun, — Oyu faiblement dans L*(]0, T[, H~ (Q)).
L’estimation [{EI03) donne aussi que

1 /7
. /0 /Q YV (z,5) - Vo(z, s) dz ds| < f‘|v‘|L2 (10,1 HE(9))1
et donc

lim f/ /Vun z,8) - Vou(z,s) dz ds = 0.

n—oo M

1l est maintenant possible de passer & la limite dans @103) ; on obtient que pour tout v € L*(]0,T[, Hg (Q)), It
is now possible to pass to the limit in @I03), it gives, for all v € L*(]0,T[, Hy(2))

T T T
/ (Oru(s), U(S)>H—1YH(1) ds—l—/ V{(z,s) -Vu(z,s)drds = / (| f(s,z)v(s,z)dx)ds. (4.109)
0 0o Jo o Jo
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La quesriondonnc que ¢ = p(u) p.p. et la (/striondonne que u(0) = up. On a donc que u est solution de

Exercice 4.10 (Théoreme de Kolmogorov, avec B = IR) Corrigé en page Le but de cet exercice est de
refaire la démonstration du théoréme [£.43] dans le cas (plus simple) B = R et p = 1. Soit 7 > 0; dans la suite
on note L' I'espace L'(]0, T[,IR). Soit (uy,)nen une suite bornée de L* (on a donc sup,,cpy ||tn||1 < +00). On
suppose que pour tout & €]0, T ettout n € IN on a

T—h
/0 i+ B) — 1 (8)|dt < m(B),

ol 7 est une fonction croissante de ]0,T[ dans R, telle que lim;,_o+ n(h) = 0. L’objectif de 1’exercice est de
démontrer que la suite (u, )ne est relativement compacte dans L.

1. Soit §,h €]0,T[t.q. 6 + h < T'. Montrer que

é ) §
/|un(t)|dt§/ |un(t+h)|dt+/ |t (£ + R) — un (t)] dt. (4.110)
0 0 0

2. Soit hg €]0,T[et 6 €]0,T — ho[, montrer que
5
o [ Tun®)] ¢ < 8llualls + on(ho). @11
0

3. Montrer que fo(s |un(t)| dt — 0 quand 6 — O, uniformément par rapport a n.
4. Montrer que la suite (uy, )neN est relativement compacte dans L.
[Appliquer le théoreme de Kolmogorov, théoreme [#.42] en utilisant le prolongement de u,, par 0.]

4.7 Corrigés des exercices

Corrigé de ’exercice [4.1| (Solution classique en dimension 1)

1. Si u et @ sont deux solutions classiques de (@.63); la fonction (u — @) est alors une solution classique de
#.63) avec ug = 0 p.p. (sur |0, 1[). Pour montrer que u = 4, il suffit donc de montrer que la fonction nulle
est 'unique solution de (@.63)) lorsque ug = 0 p.p.. On suppose donc que u est une solution classique de
#63) avec ug = 0 p.p.. On va montrer que u(z,t) = 0 pour tout (z,t) € [0,1]x]0, 400

Soit ¢ > 0, les hypotheses (c1) et (c2) permettent de dire que

1

1 1/ , C1d, [t
/0 Ou(z, )u(z,t) de = 5/0 O (u”)(z,t) de = 5%(/0 u?(z,t) dz)

et

1 1
/ 2. u (z,t)u(x,t) do = —/ ug(x,t)? da.
0 0

Comme Qyuu — 92, u u = 0 sur |0, 1[x]0, +o0o(, on en déduit que
1 1
5%(/0 u*(z,t) dz) —|—/0 Opu(z,t)* dz = 0.
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Soit 0 < € < T < 400, en intégrant I’équation précédente entre € et 7', on obtient
1t T 1 1t
7/ u?(z,T) da +/ / Opu?(z,t) do dt = f/ u(z,€) dz,
2 Jo 0o Jo 2 Jo

1 1
/ u?(z,T) da < / u?(z,¢) du.
0 0

Lorsque ¢ — 0, le membre de droite de cette inégalité tend vers O (par (c3)), on a donc fol u? (z,T)dz =0,
ce qui donne u(-,T) = 0 p.p. et donc u(z,T) = 0 pour tout x € [0, 1] (car u(-,T) est supposée étre
continue sur [0, 1]). Comme 7' > 0 est arbitraire, on a bien montré que u(z,¢) = 0 pour tout (z,t) €

ce qui donne

[0, 1]x]0, 400
2. On utilise un résultat de l’exercice Pour n € IN*, on pose ¢, = 2 fol uo(t) sin(nmt)dt. L’exercice
donne que
luo — ZCP sin(pm-)|l2 — 0, quand n — 0.
p=1
(On rappelle que || - [|2 désigne || - || 2(jo,1p)- Comme |c,,| < 2||ugl|2 pour tout n € IN*, la suite (¢, )nen+

est bornée. On en déduit que la série
+o00
— 2.2 .
g e~V ™ e, sinnwx
n=1

est convergente (dans IR) pour tout z € IR et ¢ > 0. De plus, pour tout € > 0, les séries

= 2,2 = 2, 2
Zne*" T en et ane*" e
n=1

n=1
sont convergentes. Ceci montre que la fonction
—+o0
—n2n?t :
T, t— E e Cp SINNTT
n=1

est, pour tout € > 0, de classe C? sur IR x]e, +00] (elle est méme de classe C*°) et que la série peut étre
dérivée terme a terme, une fois en ¢ et deux fois en z. On pose donc, pour z €]0, 1[et¢ > 0

= 2_2
u(z,t) = E e " te, sinnmr.

n=1

La fonction u ainsi définie vérifie bien les conditions (c1) et (c2).

Il reste & montrer que w vérifie (c3). Soit € > 0. Pour toutt > Oetng > 0,on a

no

no
2,2
—n4t . .
-, 8) = uolla < Y el = e ) sin(nm)llz + 2ug — Y cnsin(nm) 2.
n=1 n=1
On commence par choisir ny pour que le deuxieéme terme du membre de droite de cette inégalité soit
inférieur a €. Puis, comme ng est maintenant fixé, on remarque qu’il existe ¢y > 0 tel que le premier terme

du membre de droite de cette inégalité est inférieur a € des que ¢ €]0, ¢p]. On en déduit bien que u vérifie
(c3).
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Corrigé de l’exercice (Dual de L%)

1. On choisit pour u et v des représentants, de sorte que v € E%/, (X, T,m)etu € LY (X,T,m). La m-
mesurabilité de I’application  — (u(z),v(z)) g g (notée (v, u) s g) est assez simple 2 montrer (et ne
dépend pas des représentants choisis pour u et v). Il suffit de remarquer qu’il existe deux suites de fonctions
étagées (vp)nenN €t (un)neN (v, est une fonction de X dans E’ et u,, de X dans F) telle que v,, — v p.p.
et u, — u p.p- (quand n — +00). Pour tout n € N, la fonction (v,,, u,) £/, E est alors une fonction étagée
de X dans IR. Quand n — 00, elle converge p.p. vers la fonction (v, u) g/ g qui est donc m-mesurable.

On remarque ensuite que |(v(z), u(z)) g g| < ||v(x)| g ||u(z)| £ pour tout z € X. En intégrant par rap-
port & la mesure m (on utilise ici la monotonie de I’intégrale pour les fonctions m-mesurables a valeurs dans
IR et I’inégalité de Holder), on obtient que (v, u) g g € Lz (X, T, m) (etdonc (v,u) g g € Liz (X, T, m)
avec la confusion habituelle entre £' et L') et

/I(v,wE',EI dm <€ t|jvlle |lull e dm < [lvl] o [lullLy -

(a) La question précédente donne bien que (v, u) g g € LL(X,T, m) pour tout u € LL,(X, T, m). L'ap-
plication u — [(v,u)p/ g dm est donc bien définie de L%,(X, T, m) dans IR. Elle est trivialement
linéaire. Sa continuité est une conséquence du fait que

| [ (0,0) 7 dim| <€ tlt0,) 7] < o] el
B/
(b) Par définition de la norme dans le dual d’un espace de Banach, on a
I Toll(zzy = sup{|Tu(u)l, u € L tq. ullpy, =1}
La question précédente donne que |15, (u)| < [|v||» si [|ul Lz =1, onadonc
ol

||TvHL’;J(X,T,m)’ < ||U||L1}’;/(X,T,m).

(¢) On pose ¢ = p’. On raisonne ici en deux étapes. On commence par montrer I’égalité demandée si v est
une fonction étagée. Puis, on traite le cas général.
Etape 1
On suppose, dans cette étape, que v est une fonction étagée non nulle. 11 existe donc n € IN*, une
famille Aq,..., A, d’éléments de la tribu T" et une famille b, ..., b,, d’éléments de E’, non nuls, t.q.

v = ibzlAl
i=1

Soit & > 0; de la définition de la norme dans E’, on déduit que, pour tout i € {1,...,n}, il existe
a; € E tel que
laille = 1et(bi,ai)pr.p > (1 —€)|[bi] &

On pose a; = ||b;||%, '@; pour touti € {1,...,n} et
n
u = ZailAw
i=1
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La fonction u est une fonction étagée (de X dans F) eton a
/<qufEdm Zm sy aidrs = (1= &)m(A) [bilG = (1= &) ol .

D’autre part, on a (comme p(q — 1) = q)

n n

-1
lullfy, = Y m(AdllbillE ™ = D m(An)billy = llvllf

=1 =1

On a donc
q
) Jols,.
e [ dm > (- 2 = (1= )l
||U||ijE vl
LE
En posant 4 = ﬁ on adonc ||ul|r =1 et J{v, @) g g dm > (1— E)HvHLqE . Ceci prouve que
u L% ’
ITollczyy = (1= e)llvllLe,-
Comme ¢ > 0 est arbitraire, on obtient donc, avec la question 2(b), || T, |(zz ) = ||| e,
Etape 2

On traite maintenant le cas général. Soit v € L%, non nulle (si v = 0 p.p. I'égalité demandée est
triviale). I existe une suite (v,,),en de fonctions étagée (de X dans E’) telle que v,, — v dans L%,
(cette suite peut se construire comme cela a été pour la définition de L', ¢’est-a-dire en construisant v,,
telle que ||vy, (z)|| g < 2||v(x)| g pour presque tout = € E’ et pour tout n € IN).

Soit € > 0, il existe donc w fonction étagée telle que ||w — v||» < e. Par I'étape 1, il existe u € LY,
B/
tq. [[uflz =1et

[tw e pdm > iz, <.
On a donc (avec la question 1)

[tz zdm = [tw,i)ppdn+ [0 wwpdn > o, - = = o= v,

Comme ||v — w||Lqu <cet ||w||L‘;E, > ||UHL%/ — ¢, on adonc

/<v,u>E,,Edm > ollgs, — 3e.

Comme € > 0 est arbitraire, ceci permet d’affirmer que ||Ty/(zz) > ||v]| r2,- Finalement, avec la
question 2(b), on a bien || Ty || (2 ) = HU”L‘}IS/-

Corrigé de I’exercice (Dérivée faible pour une union de domaines) Il s’agit de montrer qu’il existe u €
L2(]0,T[, H*()") tel que, pour tout ¢ € D(1),

T T
—/ f)¢'(t) dt = / u(t)(t) dt.
0 0
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Le terme de gauche de cette égalité est dans L?(12) et le terme de droite est dans H!(2)’. Comme on a identifié
L?(2) avec son dual et que H'(£2) est dense dans L?(Q2), on a L?(Q) C H'(£2) et montrer cette égalité consiste
donc & montrer que pour tout ¢) € H(Q) on a

T
/ / F(t)(t) dt) (@) (z) da = { / w(t)p(t) At ) sy a1t - “.112)

On cherche donc u € L*(]0,T[, H'(2)’) vérifiant (#112)) pour tout ¢ € D(2) et tout » € H ().

Pour i = 1,2, on sait que % € L?()0,T[, H'(£;)"), il existe donc u; € L*(]0,T[, H'(€;)") (qu on peut
() ettout ) € H(Q;) ona

/ (- / Fi(e(t) df) (@)i(z) de = ( / wi(O)(t) A0 i gy a1 (). 4.113)
Q; 0 0

Soient ¢ € D(Q) ety € H'(2). On note v); la restriction de ¢ a ;. On adonc ¢; € H' () et |97 o) <
2 1%3ll31 - En utilisant @IT3) (et la proposition ¢ i ona

T 2
| (- / FR0 @)@ dr =3 [ - [ 560 a@po) as
Z / t) dt, vi) i,y 11 (900) / Z ui () (t), Vi) mr (), 11 () At
B T
/ Z wi(t), Vi) g1,y m (00 @(t) dt = /o (u(t), ) m1 (), mr Qe (t) dt

T
= </0 u(t)e(t) dt, ) g (o), m1(Q)

ol u(t) est défini (pour presque tout t) par

2

(w(t), )y ) = D), ),y @u)-

i=1

Comme u; € L*(|0,T[, H'(:)') et [[¢]| 31 ) < Y 193|771 ,)» on @ bien w € L2(]0,T[, H'(Q)") et cela
termine la démonstration.

Corrigé de I’exercice 4.4) (Sur la continuité a valeurs L?)

1. La condition o — 8 = 1 donne que u(t) est continue au point x = 0 (pour presque tout ¢). Cette continuité
en 0 permet alors de montrer que % € L> (]O T[ H(R)).

2. (a) Comme u € L*(J0,T[, H}(R fo ot ) dt € H*(IR). Grace a I’identification de L?(IR) avec
son dual, H*(R) C LQ(]R) L2 (]R) C H1 (IR) = H~!(IR) (les inclusions étant avec continuité).

On calcule maintenant fOT a(-, 1)@’ (t) dt, ) g-1(r),m1 (r) en utilisant la proposition le fait que
a(-,t) € H '(IR) (par I'identification de L?(IR) avec son dual) et des changements de variables.
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T T
</o a(-, )" (t) dt, o) g1 (v, 11 (R) :/o (@, t)e" (), V) g-1(r), 11 (m)dt

- / (G 00 1y, y ()t = / ( /IR ae, () da) ! (1) dt

T 00 0 0
/0 (/0 u(z, t)y(x) de —|—/ ou(—z, t)(x) doe — [m Bu(—~vzx, t)(x) dx)(p (t)dt

—00

/OT (/000 u(z,t)(z) dz + /OOO au(z,t)p(—x) do — /OOO éu(x,t)qp(—

z
v gl

_ /OT (/OOO u(z, )i (x) do) ' (£)dt.

) dz) ' (t)dt

(b) La fonction 1) appartient 2 D(€2) (c’est-a-dire qu’elle est la restriction 2 Q2 d’un élément de D(IR)) et sa
trace en = = 0 est nulle grice au fait que (a+1) —% = 0. La fonction ¢ appartient donc & H} (€2) et il est
facile de montrer qu’il existe C', ne dépendant que de «, S et 7, tel que [|9[| g1 (o) < C|[¥| m1 (r)- Dans
1’égalité obtenue a la question précédente, on utilise le fait que u(-,¢t) € H~1(Q) (par I'identification
de L?(Q) avec son dual), de nouveau la propositionet le fait que Oyu = v € L2(]0, T[, H~1(Q)).
On obtient

T

T
= [0y e = [ 060,50 gt
T _ T B
= </ u, )" (1) dt, ) -1y, m () = <—/ v(, D)p(t)dt, V) m-1(9), 11 ()
0 0
T
= _/0 <U('7t)’@H—l(m,Hé(Q)@(t) dt.

3. Pour ¢ € D(]0,T[) et ) € D(IR), on note ¢ &  la fonction (x,t) — 1 (x)p(t).
On note S I'application de D(IR) x D(]0, T[) dans IR définie par

T —
SW® ) = / (00> 1), B) 111 e a1z ey 2(F)

ol 1) est définie comme 2 la question 2}
Par linéarité, .S se prolonge sur I’espace vectoriel, noté G, engendré par les fonctions ¥ ® ¢.
Sigp € G, p(x,t) =>"  aipi(t)i(x), avec n € IN, o € D(]0,TY) et 1; € D(IR) (pour tout %), et

T n
S(¢) = /0 <U('7t)a Zai@i(t)¢i>H—l(Q),Hg(Q) dt.
i=1
On a, pour tout ¢, avec C' donné a la question|7_5|,

| Zai@i(t)"zjz’”Hé(Q) <C| Zai%(t)?ﬁi\lm(m) = llo(, Ol 1 (r)-
i =1
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On en déduit que

1S(6)] < / oD | S st syt < C / oGy Ol -2 16 )l 22 ey
=1

< Clvlle2qorpa-1 @) 1l L2qo, Y (R))-

L application S se prolonge donc en une application linéaire continue de L?(]0, 7[, H*(IR)) dans IR (ce
prolongement est méme unique car G est dense dans L%(]0, 7], H!(IR))). Ceci montre qu’il existe w €
L2(]0,T[, (H'(IR)") (qui est le dual de L?(]0, T'[, H'(IR))) tel que

T
S(6) = / R —

En particulier ceci donne pour tout ¢ € D(]0,T]) et ¢ € D(IR),

T T
< / (- £)¢! (8) dt, ) 1 oy prs ) = —S () ® ) = — / (0 £), (00 11 (.

0 0

T
= <—/0 w(t)p(t)dt, ) g-1(r),H (R)-

On a donc fOT (-t f () (t)dt pour tout » € D(]0,T),
cestadlreatu—weLQ(]O T[, (H*(IR)").
Le lemme [4.26|donne alors @ € C([0, 7], L*(IR)) et donc u € C([0, T, L*(12)).

Corrigé de I’exercice (Diffusion non homogene et non isotrope) Si A est symétrique, le plus simple
consiste 2 utiliser une base hilbertienne de L?(£2) formée de fonctions propres de 1’opérateur u — —div(AVu)
(avec condition de Dirichlet, ¢’est-a-dire u = 0 sur 9€2). On considere donc une famille {e,,n € IN*} telle que
en, est (pour tout n) une solution faible de

—divAVe, = \,e, dans (,
en, =0 sur 09,

avec A\, € IR. (On a vu dans la section qu’une telle base existait.) La démontration de I’existence (et de
I’unicité) d’une solution de (4.64) est alors trés voisine de celle donnée pour le cas ot A est la matrice identité.

Le cas ol A est non symétrique est plus difficile car on n’a pas nécessairement une base hilbertienne de L?(2)
formée de fonctions propres de I’opérateur u — —div(AVw). Il faut alors modifier légérement la démonstration.
On considere alors la base hilbertienne {e,,,n € IN*} associée au laplacien (avec condition de Dirichlet). Pour
n € IN*, la fonction e,, est donc solution faible (non nulle) de

—Ae, = \,e, dans €,
e, = 0 sur 09).

On rappelle que e, | z2) = 1, Ay > 0 etlim, 40 Ay = +00. On a aussi ||enHHé(Q) = /), et la famille

{ \/ej\lf, n € IN*} est une base hilbertienne de H} (2). C’était I’étape 1 de la démonstration du théoreme |4.29).
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Remarque 4.60 (Famille orthonormée) Compte tenu de la maniére dont Hi(SY) s’injecte dans H=*(S)) (par
Pidentification de L2(Q) avec L2()) et de la définition du produit scalaire dans H=(Q) (& partir du produit
scalaire dans HZ (S2)), on peut aussi remarquer que

(enlem) -1 = 0sin # m,
(enlem) -1 = /\1n sin =m.

4.114)

La famille {\/ nen,n € IN*} est donc une famille orthonormée de H—1(Q) (c’est méme une base hilbertienne
de H=(Q)). Pour montrer @114), on rappelle tout d’abord la définition du produit scalaire dans H~'(Q2). Si
u € HE(Q), on définit T, dans H=*(Q) par

(Tur @ rs. = (ul0) sy = /Q Vu- Ve da.

L’application T est bijective de H}(Q) dans H=1(Q). Pour u,v € H}(Q), on définit alors le produit scalaire
dans H=Y(Q) par

(TulTo) a-1() = (ulv) gr(a) = / Vu - Vo de.
Q

Soit n € IN*, compte tenu de la maniére dont HX(Q) s’injecte dans H="(Q) (par I'identification de L*(Q)" avec
L3(Q)), on a, pour tout o € H}(Q),

)\n<en,go>H_17Hé = )\n/ epp dr = / Ve, - Vo dz,
Q Q

ce qui montre que T,,, = A\pe,. On a donc, pour n, m € IN*¥,

)\n>\m(6n‘em)H*1(Q) = (Ten TCWL)H—I(Q) = (en|em)Hé(Q) = /QVen . Vem dz = )\nén,m.

On en déduit bien @114).

On construit maintenant une solution approchée (étape 2 de la démonstration du théoreme .29).
Pour n € IN*, on pose E,, = ev{e,, p = 1,...n}, et on cherche une solution approchée u,, sous la forme
un(t) = S0 a;(t)e; avec o € C([0,T],R). Le calcul formel fait dans la démonstration du théoréme
donne ici (en supposant que les a; sont dérivables pour tout t), pour tout ¢ € H} () et presque tout ¢ €]0, 7,

(up (t) = div(AVu, (1) = f(), 0) g1 (), 11 ()

n

=3 (aé(t) /Q eip do + ai(t) /Q AVe; -V dx) = (f(t), Oy rr-1(0), 12 ()

1

K2

On souhaite alors choisir les fonctions a; pour que (uy, () — div(AVu,)(t) — f(1), @) 1r-1(0), 12 (@) = 0 pour tout
pe b,

On pose fi(t) = (f(t),€)r-1(q),mi() et on note F(t) le vecteur donc les composantes sont les f;(t), i =
1,...,n. On définit aussi la matrice n x n (a coefficients réels) M en posant M; ; = fQ AVe; - Ve; do (M, ;
est le coefficient de M en ligne i et colonne 7). en notant «(t) le vecteur donc les composantes sont les o (t),

i =1,...,n, on souhaite donc avoir
o (t) + Ma(t) = F(t).
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(0)

En tenant compte de la condition initiale et en posant ;' = (ug|e; )2 et a!?) le vecteur donc les composantes sont

(0)

les o, ”,i=1,...,n, ceci suggere donc de prendre

t
a(t):e*Mta“’M/ e M=) P (s)ds. (4.115)
0

Les fonctions «; ainsi définies appartiennent 2 C([0, 7], IR) et on a donc u,, € C([0,T}], E,,) C C([0,T], H}(£2))
avec up (t) = Y i a;(t)e;.

Nous avons ici raisonné a n fixé. La matrice M et les fonctions F' et o dépendent donc de n.

Adaptons maintenant I’étape 3 du théoréme Soit n € IN* et u,, la solution approchée donnée par 1’étape
précédente. On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par transposition) de u,,. Cette dérivée est notée O;u,,. Par
définition de la dérivation par transposition, 9;u,, est un élément de D, avec E = H}(Q). Soit ¢ € D(]0,T[) ona

T
(Ortn Q) 0 = — / un (1) (1) dt € B, € H(9).
0

n
Comme u, = Y, ; a;€;, on adonc

n T T
(Optin,)pyp == | at)ed () dt ==Y (| a(t)¢(t) dt)e;.
i=170 i— 0

On utilise maintenant (@.113)),
T
/ a;(t)e’ dt =T; + S;,
0

avec

T T
Ti= / (e M) (t)dt = / (Me= M0 @)p(t)dt.
0 0

T t
e e ME=5) P (s)ds) .o .
s= [ (f P(s)ds) (1) di

0
Pour transformer S; on utilise le théoreme de Fubini et on obtient

T t T
o efAl(tfs) s));ds _ S .
5, / ( / (M F(s))ids) p(t)dt / FiHe(t)dt
On en déduit que T; + S; = [ (Ma(t))ip(t) dt — [ fi(t)(t) dt, et donc
(Otun, p)prp = _;/0 (Ma(t))iesp(t) dt‘*‘?_}/() fi()eip(t)dt.

Comme ¢ est arbitraire dans D(]0, T'[), on a donc (p.p. en t)

n

Oy, = —Z(Moz)iei + zn:fiei c L*(J0,T[, E,).

=1 i=1
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Le premier terme du membre de droite de cette égalité est méme continu de [0, T'] & valeurs dans E,,. En reprenant
la définition de M, cette égalité donne (p.p. en t)

Oy, = — / AVu,, - Ve; dx ez + Z fi€i. (4.116)

i=1

La situation est 1égérement différente de celle du théoreme [4.29] Mais on a toujours
dwun € L*(10, T, E,) € L*(10,T[, Hy()) € L*(J0, T[, H1(Q)).

Compte tenu de la maniére dont H} () s’injecte dans H () (par I'identification de L2()" avec L2(£2)) on a
pour tout v € L2(]0, T[, H} (2)),

/0T<8tun(t)7v(t)> —1(q),HL (At = / / Z (Ma(t))ev dz dt+Z/ / fieiv dz dt.

Ceci est intéressant surtout lorsque v € L?(]0, T, E,,) car en reprenant la définition de M on obtient

T T n T
/ (Orun(t), v(0)) g1 (), mp ()t = —/ / AVu,, - Vv dz dt + Z/ / fie;v dzx dt.
0 0o Jo —Jo Ja

Ceci donne, en revenant 2 la définition de f;, toujours pour v € L2(]0, T, E,,),

T
/ <8tun( ) ( )> 71(9)7[{&(9)(# +/ / AVu,, - Vo dx dt
o Ja
n T
Z/ H-1(Q), Hl(m(/Q ejv dx) dt =/ (f(8)s0) -1 (), 2 (o) AL
i=1 0

On rapelle aussi que u,, € C([0,T], H}(Q)) et u,(0) = P,up ot P, est I'opérateur de projection orthogonale
dans L2(2) surle s.e.v. E,.

4.117)

On cherche maintenant (étape 4) des estimations sur la solution approchée. Pour n € IN*, on a
un € C([0,T], Hy () € L*(10,T[, Hy () et dyuy, € L*(0,T[, E,) € L*(10, T, H(42)).
D’apres la section 4.2} on a donc

1 2 1 2 T
ST = Slwolld = | @eten, wn) s sy .
0

En prenant v = u,, dans @117), on en déduit

1 1 T T
§||Un(T)H§_§HUOH§+/O /QAVun.Vun dacdt:/0 (fyun)g— gadt,

et donc . .
1
O‘”“ﬂ“iq]O,T[,Hé(Q)) < /O /QAVUTL -Vuy, dz dt < 5”“0”% JF/O (fs un>H*1,Hédt'
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On en déduit -
1
04||Un||2L2(]o,T[,H(}(Q)) < §HUOH§ +/0 <faun>H*1,Hédt

< *HU()H% + 1 lz2go. 2,51 @) llwnll L2 o, 71, H2 ()
1 «
< Slluoll3 + %0 ”f”%?(]O,T[,H*l(Q)) + §||Un|\2Lz(}0,T[,Hg(Q))-

[\)

On a donc 1
O‘Hun‘I%Q(]O,T[,Hé(Q)) < luoll3 + E”f”%%]o,T[,H*l(Q))'

Ce qui donne une borne sur u,, dans L2(]0, T[, H} (2)).

Pour obtenir la borne sur dyu,,, on utilise (#.116). Pour presque tout ¢ on a

Opun (1) Zn: / AVu,(t) - Ve, dx 6, + Z fi(®)
i=1 —

Soitv € H}(2),onav = > 77 (v|e;)2€; et cette série est convergente dans L?(§2) et dans H{ (€2). En posant
Po(v) =320, (vlei) pzei ona || Povl| gy oy < [[v]l g (o). Comme

(Orun(t), Pav) -1 gy = (Opun(t),v) g1 my = / Opup (t)v do

= —Z (/ AVu,(t) - Ve, d:c (v]e;) e +Zfz vles)r,

(4.118)

on en déduit que

10¢un ()| -1(2) = sup{{Qrun(t), v) =1,135 v € En, [[vllmye) <1}

Or, pour v € E,,, on obtient avec (.118)

(Orun(t),v) g1 my = /QAVun(t) ~Vodz + (f(t),0) g1 m-

En utilisant le fait que les coefficients de A sont dans L>°((2), on en déduit I’existence de 3 , ne dépendant que de
A, t.q. pour presque tout ¢,

[0sun ()| -1(0) < BllunOlaa ) + 1f Ol z-10)-

La suite (uy)new+ est bornée dans L2(]0, T[, H}(2)), la suite (Oytn)nen+ est donc bornée dans L?(]0, T,
H1(5).

Il s’agit maintenant (étape 5) de passer a la limite quand n — 4o00. Grice aux estimations obtenues a 1’étape
précédente, on peut supposer, apres extraction éventuelle d’une sous-suite, que, quand n — 400,

u,, — u faiblement dans L*(]0, T'[, Hg (Q2)),

O, — w faiblement dans L?(]0, T[, H~*(Q2)).

Comme nous I’avons dans la démonstration du théoréme .29} on a w = d;u.
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Soit v € L?(]0,T[, H}(£2)). Soit n € IN*. On pose v, (t) = P,(v(t)), de sorte que, par convergence dominée,
vn, — v dans L2(]0, T'[, H} (£2)). On utilise alors @.117) avec v,, au lieu de v. On obtient

T T T
/ (Orun, vn) -1 gadt + / / AVuy, - Vo, dz dz dt = / (fsvon)g— madt.
0 0o Ja 0

Les trois termes de cette égalité passent a limite quand n — 400 grace aux convergences de uy,, v, et Oiu,. On
obtient ainsi

T T T
/ <3tu,v>H717Hédt+/ AVuy - Vo dz dt:/ (fsv)g—1 mdt.
0 0 0
Ce qui est bien ce qui était souhaité.

Comme u € L%(]0,T[, H}(Q)) et dyu € L*(J0,T[, H~1(£2)), on sait que u € C([0,T], L*(Q2)). Pour terminer la
démonstration du fait que u est solution de (4.64), il reste donc seulement & montrer que u(0) = ug p.p. (¢c’est-a-
dire u(0) = ug dans L*(Q2)). La démonstration de ce point est identique a celle donnée dans la démonstration du
théoreme[.29] Cela termine la démonstration de I’existence d’une solution a (4.64).

On montre maintenant 1"unicité de la solution de (#.64). La démonstration est trés proche de celle donnée pour le
théoréme [4.29] Soit u1, up deux solutions de {#.64). On pose u = u; — uy. En faisant la différence des équations
satisfaites par u; et ug et en prenant, pour t € [0,T], v = u1]07t[ comme fonction test, on obtient

/0 t<atu(s),u(s)>ﬂ,1ﬂol ds + /0 t /Q AVu(s) - Vau(s) duds = 0.
Comme u € L2(]0,T[, H3 () et dyu € L*(]0, T[, H~1(2)), on a, d’apres la section 4.2}
%(Ilu(t)llg — ([lu(0)[3) = /Ot<atu(5)vu(5)>H1,H§d5'
On en déduit, pour tout ¢ € [0, 7],
(@13 - (1) +2 [ [ 4vuts) - Vats) arat =o.

Enfin, comme u(0) = 0 et AVu - Vu > 0 p.p., on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans €, pour tout
t € [0,T7]. On a ainsi terminé la démonstration de 1’unicité de la solution de (@.64).

Corrigé de ’exercice 4.6| (Existence par le théoreme de Schauder)
1. Soit (@, )nen une suite de L2(]0, T'[, L*(Q)) et u € L2(]0, T[, L*(Q2)) telles que i,, — @ dans L?(]0, T,

L?(2)) quand n — +00. On pose u,, = T'(u,) etu = T'(u). Pour montrer que u,, — u dans L?(]0, T'[, L?(2))

quand n — +oc , on raisonne par I’absurde. Si u,, 4 u dans L?(]0, T'[, L*(12)), il existe € > 0 et une sous-
suite, encore notée (un)new, telle que

1w — wl|L2qo,77,22()) = € pour tout n € IN. (4.119)

Pour n € IN, u,, est la solution de {.6)) avec @,, au lieu de @. En prenant v = u,, comme fonction test, on
en déduit, grice & [@.67), que la suite (u, ), e est bornée dans L2(]0, T'[, H(€2)). Puis, comme

Oyuy, = div(A(t,)Vuy) + f
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dans L2(]0, T[, H=1(£2)), on en déduit que la suite (Jyuy,)ne est bornée dans L2(]0, T'[, H1(Q)). Apres
extraction éventuelle de sous-suite, on peut donc supposer qu’il existe w € L2(]0,T[, Hi(Q2)) et ¢ €
L?(]0,T[, H~1(Q)) telles que

u,, — w faiblement dans L?(]0, T[, H} (Q2)) lorsque n — +o00,
Oyup, — ( faiblement dans L2(]0, T[, H~1(12)) lorsque n — +oo.

Par le théoréme [4.45| on a aussi u,, — u dans L?(]0,T[, L?(©2)). Comme cela a été montré dans la dé-
monstration du théoréme [4.29on a nécessairement ( = Jyw.

On peut également supposer, toujours apres extraction de sous-suite, que u,, — % p.p. lorsque n — +o0,
de sorte que A(&,,) — A(@) p.p. (grice a la continuité des a; ;).

Soitv € L2(]0, T[, HZ(£2)), on peut alors passer a la limite quand n — +oo0, dans (.6) écrit avec ,, et u,,
(au lieu de @ et u). On obtient que w est la solution de (@.6), c’est-a-dire que w = w = T'(@). On a donc
up, — wdans L2(]0, T[, L?(£2)), en contradiction avec {.1T9).

On a bien ainsi montré la continuité de 7".

2. Le début du raisonnement de la question précédente montre que Im(7") est bornée dans L2(]0, T, H} (Q2))
et que {O;u, u € Im(T')} est une partie bornée de L*(]0, T'[, H~1(2)). Le lemme de compacité donne
alors que Im(7T") est relativement compacte dans L?(]0, T'[, L?(2)), ce qui donne la compacité de 7.

3. Ici encore, ceci découle du raisonnement fait a la premiére question. En effet, on sait que Im(7T") est bornée
dans L2(]0, T, H}(9)) et donc aussi dans L?(]0, T[, L?(£2)).

4. Onnote Bg laboule de L?(]0, T'[, L*(2)) de centre 0 et de rayon R, avec R donné a la question précédente.
L’ opérateur T est continu et compact de By dans Bg. Le théoreme de Schauder donne alors I’existence de
u € Bg (etdonc u € L?(]0,T[, L?(£2))) telle que u = T'(u), qui est donc solution de (#.42).

5. La démonstration est ici trés proche de celle faite pour montrer I’unicité de la solution de @.43).
Soit uy, us deux solutions de (#.42)) ; posons u = u; — ug et montrons que u = 0 p.p..
Pour £ > 0 on définit la fonction T, de IR dans IR par 7. (s) = max{—e, min{s,e}}. On note aussi ¢, la

primitive de T, s’annulant en 0. En prenant v = T.(u) dans les formulations faibles satisfaites par u; et
Uug, On obtient

T
/<8tuT()>H1H1dt+/ /Au1Vu VT, (u) dx dt
0
/ / (u2) u1))Vug - VI (u) dz dt.
Comme VT (u) = Vulyc|y|<c P.p., on en déduit que
T
de(u(x, T))dzx — | ¢e(u(z,0)) dz + a/ Vu - Vuloc)y<cdr dt
Q Q 0o Ja (4.120)
< [ [ 16Aw) = Awa)) Vel Tultocyupecds dt.
0o Ja

Comme les a; ; sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q., pour tout 4,j € {1,...,N} et s,
s2 € R,
lai,j(s1) — ai,j(s2)] < Lfs1 — s2],
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On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢. > 0 pour déduire de @.I20), avec A, = {0 < |u| < £} et
y = (.’I;, t)’

T )
a/ VT (u)|? da dt§N2L5</ Vs |? dy) (/
0o Ja A, 0

On adonc af/| VT.(u) |||L2(g) < ace, avec Q =]0, T[xQ et

e = NQL(/A |Vuy|? dy)%.

Comme N¢s9A. = 0 la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N + 1
dimensionnelle) de A, tend vers 0 quand ¢ — 0; comme Vuy € L?*(Q)", (noter que L?(Q) peut étre
identifié 2 L2(]0,T'[, L*(©2))), on a donc

r !
VT (w)[? dz dt) .
Q

e—0

lim |Vug|? dy = 0,
Ae

ce qui donne lim._,g a. = 0. Il nous reste maintenant a utiliser, par exemple, 1’injection de VVO1 o1 (Q) dans
LY () elle donne que pour ¢ €]0, T,

1T (u() 1+ 0y < NVT(u®)[Lr(@)- (4.121)
En désignant par “mes” le mesure de le Lebesgue dans IR”, on remarque maintenant que pour ¢ €]0,T]
lu(t) = e} < ([ Tl d)
On a donc, avec @.121),
edn{lult)] > e} < ||| VT(u(?)) 1) = /Q VT (u(z,1))| dz,

et, en intégrant par rapport a ¢, sachant que 1% = Ng,l) et utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz,

S [ awllu) = e e < [ [ 19T (ula )] de de < 9T 10y (P ()
0 0 Q

L (Mw@)?

On a donc

N1 TAn(Q))2
2 g DV

T
/ A {Ju()] > e}
0

quand € — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme lim._,¢ a. = 0)

T
/ An{|u(t)] >0}~ dt <0.
0

Ce qui donne Ay {|u(t)] > 0} = 0 p.p.ent €]0,T[ et donc u = O p.p., ce qui termine cette preuve
d’unicité.
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Corrigé de I’exercice (Théoréme de Kolmogorov, avec B = IR)

1.

3.

Pour tout ¢ €]0,0[ on a |u, ()| < |un(t + )| + |un(t + ) — uy,(t)]. En intégrant cette inégalité entre 0 et
d, on obtient bien (#.110).

Comme d’habitude, on choisit pour u,, I'un de représentants, de sorte que u,, € L (10,7[, B(]0,T7), \)
(pour tout n € IN).

L’inégalité {@.110) est vraie pour tout h €]0, ho[. En intégrant @.110) entre 0 et hg et en remarquant que
f0§ |twn(t+ h) — u, ()| dt <n(h) < n(hg) (carh < hgetd < T — hy < T — h) on obtient

5 ho 8 ho 9
ho/o |un(t)|dt§/0 (/O |un(t+h)|dt)dh+/0 (/0 [un (t + h) — up(t)] dt)dh
ho )
g/o (/0 lun (t + k)| dt)dh + hon(ho).

La mesure de Lebesgue est o -finie et I’application (¢, h) — u, (t + h) est borélienne de ]0, §[x]0, ho[ dans
IR (car c’est la composée de (t,h) — ¢ + h qui est continue donc borélienne et de s — uy(s) qui est
borélienne). On peut donc appliquer le théoréeme de Fubini-Tonelli pour obtenir que

ho 5 5 rho 5§ T
Lt mnagan = ([ e miany ae< [(f unolds) < st
On en déduit @.ITI).

Soit € > 0. On choisit d’abord hg €]0, T tel que n(ho) < . Puis, avec C' = sup,,cqy [|un||1, on pose
0 = min{T — hy, s%} On obtient alors, pour tout n € IN,

6
ogdggss/ lun (t)| dt < 2e.
0

On a donc foé |un (t)| dt — 0 quand § — 07, uniformément par rapport a n.

Une démonstration analogue donne aussi que fTT_ s |un(t)] dt — 0 quand 6 — 0T, uniformément par
rapport a n (il suffit de raisonner avec v, (t) = u, (T — t)).

On prolonge w,, par 0 hors de |0, 7' (et on note toujours u, la fonction prolongée). Pour appliquer le
théoreme [4.43] il suffit de montrer que

/ |y, (t + h) — u,(t)| dt — 0 quand h — 07, uniformément par rapport a n € IN.
R

Pour cela, on remarque que pour h > Oetn € IN,

/ [tn (t 4+ h) — un(t)] dt
R

0 T—h
S/h|un(t+h)|dt+/0 |un(t+h)—un(t)|dt+/ [un (¢)| dt

T—h

h T—h T
:/0 |un(t)|dt+/0 |un(t+h)fun(t)|dt+/ | ()| dlt.

T—h
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Soit e > 0. Il existe hy > 0 tel que n(h;) < €. Puis, avec la question précédente, il existe hy > 0 tel que
(pour tout n € IN)

h T
0<h<hs= / lun(8)] dt < ¢ et / fu (£)]d < .
0 T—h
Avec hy = min{hy, ha}, on a donc (pour tout n € IN)
0<h<hs= / [tn (t + h) — up ()| dt < 3e.
R

Ceci termine la question.
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Chapitre 5

Problemes hyperboliques

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser tout d’abord aux équations hyperboliques scalaires, et nous allons
démontrer le théoreme d’existence et d’unicité de la solution entropique, dii a Kruzhkov[ﬂ Nous étudierons le cas
unidimensionnel (section [5.1)) puis multidimensionnel (section[5.2)). Dans la section [5.3]nous donnerons quelques
éléments pour 1’étude des systemes hyperboliques.

5.1 Le cas unidimensionnel

Les équations de type hyperbolique interviennent par exemple en mécanique des fluides (aéronautique, écoule-
ments diphasiques, modélisation de rupture de barrage et d’avalanches). Elles sont souvent obtenues en négligeant
les phénomenes de diffusion (parce qu’ils sont faibles a 1’échelle considérée) dans les équations de conservation
de la mécanique. L’exemple le plus classique d’équation hyperbolique linéaire est I’équation de transport (ou d’ad-
vection).

Ou —cO,u=0,t € Ry, z € R, 5.1

ol c est la vitesse de transport avec condition initiale :
u(x,0) = up(x). (5.2)
Dans le cas ol la condition initiale uq est suffisamment réguliere, il est facile de voir que la fonction :
u(z,t) = up(z + ct),

est solution de (5.1)-(5.2)). Si up est non réguliere (par exemple discontinue), nous verrons qu’il y a encore moyen
de montrer que la fonction ainsi définie est solution en un sens que nous qualifierons de “faible”.
Si I’équation est non linéaire, i.e.

Opu + ab(f(u)) =0,t¢€ ]R+, z € R,

avec par exemple f(u) = u2, et condition initiale @, on peut encore définir des solutions faibles, mais leur
calcul demande plus de travail, comme nous le verrons par la suite.

On se donne f € CY(IR,IR) et ug € C(IR) et on considére maintenant le probleéme de Cauchy suivant, constitué
d’une équation hyperbolique non linéaire et d’une condition initiale :

Bu+0,(f(uw) =0, (z,t) € R x Ry, (5.3a)

1. Stanislav Nikolaevich Kruzhkov (1936-1997), mathématicien russe, spécialiste de I’analyse des EDP non linéaires.
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u(z,0) = up(x). (5.3b)

5.1.1 Solutions classiques et courbes caractéristiques

Commencons par donner la définition de solution classique de ce probleme méme si, comme nous le verrons apres,
le probleme (5.3) n’a pas, en général, de solution classique.

Notations. Soit () une partie de IR” (p > 1) et k € IN. On dit que u € C*(Q) si u est la restriction 2 () d’une
fonction de classe C* sur IRP. Ceci est équivalent a la définition usuelle si & = 0. On utilisera aussi la notation
u € CF(Q) qui signifie que u € C*(Q) et qu’il existe K C @, K compact tel que u = 0 sur K°. Cette notation
sera utilisée par exemple pour @ =IR x Ry ou @ =R x [0,T].

Définition 5.1 (Solution classique) On suppose que ug € C1(IR) et f € CY(IR,IR). Alors u est solution clas-
sique de (5.3) siu € C*(IR x R4, R) et u vérifie

{ Opu(w,t) + 05(f(u))(z,t) =0, V(x,t) € R xR,
u(z,0) = uo(x), Vo € R.

Avant de donner un résultat de non existence d’une solution classique (proposition [5.4), nous rappelons le résultat
classique d’existence et d’unicité locale de solutions pour une équation différentielle non linéaire (théoréeme de
Cauchy-Lipschitz), avec une fonction a localement lipschitzienne de R x IR dans R et zg € IR,

{ ;’((Ot)): ;zo(.;v(t)J), te R, 5.4)

Pour tout 7' > 0, le probleme (5.4) admet au plus une solution (classique) définie sur [0, T'[. Il existe Typax > 0
(éventuellement égal a +00) et une fonction = continue sur [0, Tiax[, de classe C! sur ]0, Tinax[, solution (clas-
sique) de (5.4). De plus, si Tyax < +00 alors |z(t)| — +oo lorsque ¢ — Tryax.

Soit u une solution classique de (5.3)). On définit alors

aeC(R xR, R)
(z,t) = a(z,t) = f (u(z,t)). (5.5)

Il est clair que la fonction u est alors une solution classique du probléme suivant :

{ Owu(x,t) + a(x, t)0,u(z,t) =0, (z,t) € R xR, 5.6)

u(z,0) = up(x).

Nous donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques pour I’équation (3.6), qui permet le lien entre
les équations hyperboliques linéaires et les équations différentielles ordinaires.

Définition 5.2 (Courbe caractéristique) On suppose que la fonction a définie par (5.3) est localement lipschit-
zienne de R x R dans R. Soit g € R. On appelle courbe caractéristique du probleme (5.0)) issue de xy € R,
la courbe définie par le probléme de Cauchy suivant :

(5.7)
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Proposition 5.3 (Solutions classiques et courbes caractéristiques) Soir f € C?(IR,R), ug € C'(IR) et u une
solution classique de (3.3). Alors, pour tout ©o € IR et tout t € Ry, on a u(zo + f'(uo(xo))t,t) = wuo(zo).
Autrement dit, pour tout ©o € R, la fonction u est constante sur la droite t — x(t) = xo + f'(uo(xo))t. (Cette

droite est la courbe caractéristique du probléeme (5.6) issue de o € R avec a(z,t) = f'(u(z,t)).)

Démonstration On pose a(z,t) = f'(u(z,t)). Comme f € C*(IR,IR) et que u € C*(IR x R4, IR), la fonction
a est bien localement lipschitzienne de IR x IR} dans IR. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique donc pour
le probleme (5.6). Soit g € IR, le probleme (5.6) admet alors une solution maximale z(¢) définie sur [0, Tiyax],
et |z(t)| tend vers I’infini lorsque ¢ tend vers Tiyax Si Tmax < +00. Les trois étapes de la démonstration sont les
suivantes :

1. Comme v est solution classique, on a u(x(t),t) = ug(zg), Vt € [0, Tiyax|, et donc u (solution de (5.3)) est
constante sur la droite caractéristique issue de x. En effet, soit ¢ définie par p(t) = u(xz(t),t); en dérivant
¢, on obtient : ¢’ (t) = dwu(x(t),t) + Ozu(x(t),t)a’(t). Comme la fonction x vérifie (5.7), ceci entraine :
O (t) = Owu(x(t),t) + f'(u(z(t),t))0zu(x(t),t), et donc

¢'(t) = pu(a(t),t) + Oou(f (w))(x(t),t) = 0.
La fonction ¢ est donc constante, et on a :

u(x(t), t) = ¢(t) = (0) = u(z(0),0) = u(xo,0) = uo(20), Vt € [0, Trmax[-

2. Les courbes caractéristiques sont des droites, car u(x(t),t) = wug(zg),Vt € [0, Tmax|, €t donc z’(t) =
f'(uo(x0)). En intégrant, on obtient que le systeme (5.7) décrit la droite d’équation :
z(t) = f'(uo(z0))t + zo. (5.8)

3. Tmax = oo etdonc u(z,t) = ug(zg) Vt € [0, +o00[.
En effet, puisque z vérifie (5.8)), on a donc, si Tipax < 00,

h%n |z(t)| < +00. On en déduit que Tyax = +00.
t—Tmax .
La notion de courbe caractéristique permet de se rendre compte facilement que les solutions classiques n’existent
pas toujours, méme si 1’on part d’une donnée wug réguliere. En effet, nous allons montrer que deux courbes carac-
téristiques peuvent se croiser. Comme on vient de montrer qu’une solution classique est constante le long d’une
caractéristique, on en déduit la non existence d’une solution classique.

Proposition 5.4 (Non existence d’une solution classique) Soir f € C?(IR,IR), on suppose que f' n’est pas
constante, alors il existe uy € C°(IR) telle que (3.3) n’admette pas de solution classique.

Démonstration Comme f’ est non constante, il existe vg, v tel que f'(vg) > f’(v1), et on peut construire ug €
D(R) telle que ug(zg) = vg et ug(x1) = v1, ot 2o et z1 sont donnés et o < x1, voir ﬁgure Supposons que
u soit solution classique avec cette donnée initiale. Alors, par la proposition[5.3]:

u(zo + f'(up(z0))t,t) = ug(xo) = vo et u(zy + f'(uo(x1))t,t) = ug(xy) = v1.
Soit T tel que zg + f'(vo)T = z1 + f'(v1)T = &, ¢’est-a-dire

1 — To

f'(vo) = f'(v1)”

On a alors :
U("E,T) = UO(IE()) = Vg = ’U,()(Lvl) =1,

ce qui est impossible. On en conclut que (5.3) n’admet pas de solution classique pour cette donnée initiale.
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1)t
z(t) = zo + f'(vo)t

Vo

FIGURE 5.1 — Droites caractéristiques, cas non linéaire

5.1.2 Solutions faibles

Il n’existe donc pas toujours de solution au sens classique au probleme (3.3). On va donc affaiblir le sens des
solutions, et définir des solutions dites faibles. On donne cette définition dans un cadre 1égerement plus général
consistant a supposer que f est localement lipschitzienne (au lieu d’étre de classe C'). On note Lip,,.(IR,R)
I’ensemble des fonctions localement lipschitziennes de IR dans IR. On rappelle que si f € Lip,,.(IR,IR), la
fonction f est alors derivable p.p., sa dérivée est localement bornée et on a f(d) — f(c) = fcd f'(t)dt pour tout
¢, d € R.

Définition 5.5 (Solution faible) Soir uy € L>(IR) et f € Lip,,.(IR,IR), On appelle solution faible de (3.3)) une
Sfonction u € L=®(IR x R ) telle que

// [w(z, t)Orp(x, t)+ f (u(z, t))Orp(x, t)]dx dt+/ uo(z)p(z,0) dz = 0,Vp € CHIR xR, ,R). (5.9)
RxR R

Notons que la condition initiale est bien prise en compte dans ces conditions. En effet, le fait que ¢ € C}(IR x
R ., IR) entaine que ¢(x,0) peut prendre n’importe quelle valeur, puisque ¢ est a support compact sur R, =
[0, 4+00[. Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 5.6 Soient f € C'(R,R) et ug € L= (IR).
1. Si u est solution classique de (33)) (et donc uy € C*(IR,R)) alors u est solution faible de (5.3).

2. Siu € CYR x Ry) est solution faible de (5.3) alors ug € C*(IR,IR) (au sens oii la classe de fonctions
ug admet un représentant de classe C et est alors identifiée a ce représentant) et u est solution classique

de (3.3).

3. Soitoc € R, Dy = {(x,t) e R x R ;2 < ot} et Dy = {(z,t) € R x R ;2 > ot}.

(a) On suppose que u € C(R x RY), que u|p, € C*(D;,R), i = 1,2, que Iéquation est vérifide
pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (5.3b) est satisfaite p.p.. Alors u est solution
faible de (5.3).

(b) Plus généralement, on suppose que wp, € C'(D;,R) (i = 1,2), que I'équation (53a) est vérifiée
pour tout (z,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (5.3b) est satisfaite p.p.. Pour t € R, on
pose

uq(ot,t) = lim u(z,t) et u_(ot, t) = lim u(x,t),
xlot xtot

[u](ot,t) = uy(ot,t) — u_(ot,t),
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[f(u)](ot7 t) = f(U+(Ut, t)) - f(u* (Utv t))

Alors w est solution faible de (3.3)) si et seulement si
olu](ot,t) = [f(u)](ot,t) pour tout t € R 4. (5.10)

Cette condition s’appelle relation de RankineH»Hugoniotﬂ

Démonstration

1. Supposons que u est solution classique de (3.3), ¢’est-a-dire de :

{ Ou+0y(f(u) =0, (z,t) e RxIRY,
u(z,0) =up(z), z€lR.

Soit p € C}(R x IR, IR). Multiplions (5.3) par ¢ et intégrons sur IR, x IR . On obtient :
/ dyu(w, (@, ) dt de + / 0, (F(u)) (), 1) dt dz = 0.
R JR, R JR,

L’ application du théoréme de Fubini et une intégration par parties donnent alors :

—/]R u(z, 0)p(z, 0) clg;—/m/IR+ w(z, (@, 1)t dx—A+Af(u)(x,t)8x¢(x,t) dz dt =0,

(car le support de ¢ est un compact de IR x IR ;). On obtient donc bien la relation (3.9), grace a la condition
initiale u(xz,0) = ug(x).

. Soit u une solution faible de (5.3), qui vérifie de plus u € C*(IR x [0, +0oc[). On a donc suffisamment de
régularité pour intégrer par parties dans (3.9).

Commencons par prendre ¢ a support compact dans IR x]0, +o0c[. On a donc p(x,0) = 0, et une intégration
par parties dans (5.9) donne :

- /]R - ou(z, t)p(x,t) dt do — /]R+ /]R Ox(f(w))(x,t)p(x,t) de dt = 0.
On a donc :
/IR /IR (Dyu(, £) + 0o (f (1)), 8)) (1) dt dax = 0, ¥ € CM (R x]0, +00]).

Comme dyu + O,(f(u)) est continue sur IR x IR’ on en déduit que dyu + 9,(f(u)) = 0. En effet,
on rappelle que si h € Lj (IR x]0,+00[) et [, f]R+ h(x,t))e(z,t) dt dz = 0 pour toute fonction ¢
appartenant 2 C'} (IR x]0, +00[), alors f = 0 p.p.; si de plus & est continue sur IR x]0, +ocl, alors f = 0
partout sur IR x]0, +oo].

On prend alors ¢ € C(IR x IR ). Dans ce cas, une intégration par parties dans (5.9) donne

/]R u(z,0)p(x,0) doe — /IR /]R+ (Opu(z,t) + 0x(f(w))(z, 1)) o(x,t) dt do — /IR uo(x)p(z,0) de = 0.

2. William John Macquorn Rankine (1820-1872), ingénieur écossais qui contribua aussi en physique et mathématiques.

3. Pierre-Henri Hugoniot (1851-1887), inventeur, mathématicien et physicien francais spécialiste de mécanique des fluides, en particulier

des chocs.
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Mais on vient de montrer que J;u + 0 (f(u)) = 0. On en déduit que

/]R(uo(x) — ulx,0))p(x,0) dz = 0,Y € CL(IR x R.).

Ceci donne wg = u(-,0) p.p.. Comme u est continue, on a donc ug continue (au sens ol on identifie ug et
u(+,0)) et u est solution classique de (5.3).

3. On montre directement I’item (b) (qui contient I’item (a)). On suppose que u|p, € CY(D;,R) (i = 1,2),
que la premiére équation de (3.3)) est vérifiée pour tout (z,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale
(de (3.3)) est satisfaite p.p. sur IR. Nous allons montrer que u est solution faible de (5.3) si et seulement si
(310} est vérifiée. Pour cela, on pose

X = / /]R+ x,t)Orp(x, t) dtdx+/ /]Rf(u)(x,t)awgo(x,t) dz dt.

On adonc X = X + X5, avec

X = / / u(z, t)Opp(z, t) dt do et Xy = / / )0 p(z,t) da dt.
R R

Calculons X;. Comme u n’est de classe C'* que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit d’intégrer
par parties sur IR x IR entier. On va donc décomposer I’intégrale sur D, et Dj; supposons par exemple
o < 0, voir figure[5.2] (Le cas o > 0 se traite de fagon similaire et le cas o = 0 est plut6t plus simple). On
aalors D1 = {(z,t);z € R_et0<t< Z}etDy =Ry xRy U{(z,t);x € R_etZ <t < +oo}.

D1 D2

FIGURE 5.2 — Les domaines D; et Do

On a donc :

& +oo
X1 = / / u(z,t)0pp(x, t) dt dx—i—/ / u(z, t)0pp(z,t) dt dx—l—/ / u(z,t)0pp(x, t) dt de.
R_ Jo R_Jz R, JRy

Comme w est de classe C'* sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne :
x x G
X = / u_(z, =)p(z, =) de — / u(z, 0)p(x,0) da — / / Opu(z, t)p(x, t) dt dz
R_ g g R_ R_Jo
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_/ u+(m,§)<p(x,§)dx—/m_ /;matu(as,t)gp(x,t) dt dz

—/ u(z,0)p(x,0) dx—/ Opu(z, t)p(x,t) dt de.  (5.11)
R Ry JIRy

En regroupant, il vient :

popu /R u(z, 0)p(x,0) da / | e 0ge, ) dedo - / drula, t)p(a, ) dt du

Do
- [ b Dot D) a

Dans la derniere intégrale, on effectue le changement de varaible ¢ = Z. On obtient

X = —/]Ru(:c,O)cp(z,O) dzx —/ i Opu(z, t)p(x, t) dt do — //D du(z, t)p(z,t) dt do
+0/ [u](at, t)p(ot,t) dt.
R+

On décompose de méme X5 sur D1 UD5, en remarquant maintenant que Dy = {(z,t) € RxR7;x < ot}
et Dy = {(z,t) e R x R’ ;2 > ot} :

X, = /]R+ /[:; f(u)(z,t)0:p(z,t) do dt + /]R+ /U:OO fu)(x,t)0pp(z,t) do dt.

La fonction u est de classe C! sur chacun des domaines, on peut 1a encore intégrer par parties. Comme ¢
est a support compact sur IR x IRy, on obtient :

Yo=— [ [ os@@ieended= [ [ oo e
- ZR (ot (ot )

Comme 9yu + 9, (f(u)) = 0 sur Dy et Dy, on a donc :

X:X1+X2:—/

u(z,0)p(z,0) dw+/ (o[u](ot,t) = [f(w)](at, 1))p(ot, 1) dt.
R

R

On en déduit bien que u est solution faible de (5.3) si et seulement si (5.10) est vérifiée.
"

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. La notion de solution entropique nous permettra d’obtenir
I’unicité. Donnons tout d’abord un exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer une
équation modele, appelée équation de Burgersﬂ qui s’écrit

Opu + 0y (u?) =0, (5.12)

et des données initiales particulieres, sous la forme

o () = ug siz <0,
7 wgsiz >0,

4. Johannes Martinus Burgers (1895-1981), physicien néerlandais.
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avec ug, ug € IR. Ces données initiales définissent un probleéme de Cauchy particulier, qu’on appelle probleme de
RiemannP|

Nous considérons maintenant I’exemple simple obtenu avec v, = —1 et uq = 1. Le probleme considéré est donc
le probleme suivant, avec f(u) = u?, uy = —1,ug =1:

Opu+ 0,(f(u)) =0,
| ugsiz <O, (5.13)
uo(w) = { ug siz > 0.

On cherche tout d’abord une solution faible de la forme :

ug siz < ot,
Ug Six > ot.

Cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation = = ot dans le plan (x,t). On remplace
u(z, t) par ces valeurs dans (3.9). D’apres la propositionon sait que u est solution faible si la condition suivante
(condition de Rankine-Hugoniot) est vérifiée :

o (ua —ug) = (f(ua) — f(ug)), (5.15)

ce qui avec la condition initiale particuliere choisie ici, donne 20 = 12 — (—1)% = 0.

Mais on peut trouver d’autres solutions faibles. Si u est solution réguliére, on sait que sur les courbes caracté-
ristiques, qui ont pour équation z(t) = o + f'(uo(xo))t, la fonction u est constante. Comme f'(u) = 2u, les
courbes caractéristiques sont donc des droites de pente -2 si xg < 0, et de pente 2 si zp > 0. Construisons ces
caractéristiques sur la figure[5.3: Dans la zone du milieu, ot I’on a représenté un point d’interrogation, on cherche

T =z T =0 5 =&

u(z, th =44 =|-1 (%, 1) = pa =

|

-

Lo}
~d

FIGURE 5.3 — Probléme de Riemann pour I’équation de Burgers
u sous la forme u(x,t) = ¢ (%) et telle que u soit continue sur IR x IR” . La fonction u suivante convient :
—1sixz < —2t,
u(z,t) = 2% Si— 2t < <2, (5.16)

1siz > 2t.

5. Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), mathématicien allemand qui a apporté de nombreuses contributions importantes en
particulier en topologie, analyse, et géométrie différentielle
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5.1.3 Solution entropique

On vient de voir qu’il peut y avoir non unicité des solutions faibles. Comment choisir la “bonne” solution faible,
entre et (3.16) ? Comme les problemes hyperboliques sont souvent obtenus en négligeant les termes de
diffusion dans des équations paraboliques, une technique pour choisir la solution est de chercher la limite du
probléme de diffusion associé qui s’écrit :

Ou~+ 0x(f (w)) — edppu = 0, 5.17)

lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c’est-a-dire lorsque ¢ tend vers 0. Soit u. la solution de
avec la condition initiale u. (-, 0) = wuo(-) (on admet pour I’instant I’existence et I’unicité de . ). On peut montrer
que u. tend vers u (en un sens convenable) lorsque € tend vers 0, ol u est la “solution faible entropique” de (5.3)),
définie comme suit.

Remarque 5.7 Le fait que la solution entropique de (5.3) est la limite (en un sens convenable) de la solution de
(5.17) permet aussi de montrer des propriétés intéressantes sur cette solution. C’est, par exemple, un moyen de
montrer le principe du maximum, proposition [5.19}

Définition 5.8 (Solution entropique) Soit vy € L>®°(IR) et f € Lip,..(IR,IR). Soit u € L>*(IR x IR ). On dit
que u est solution faible entropique de (5.3)) si pour toute fonction n de R dans IR, convexe, appelée “entropie”,
et pour ® définie par ®(s) = fg f(m)' (r)dr (pour s € RR), appelé “flux d’entropie”, on a :

/ / (n(w)Orp + ®(u)dypp)(z,t) de dt + / n(uo(x))p(z,0) dz > 0,Ve € CHIR x Ry, R,). (5.18)
R JR R

On rappelle que si la fonction 7 (de IR dans IR) est convexe, elle est localement lipschitzienne (ce qui permet
de remarquer que ® est bien définie). Il est intéressant aussi de remarquer que dans la définition [5.8] on peut se
limiter 2 des fonctions 7 de classe C? (il suffit de régulariser 7 avec une famille de noyaux régularisants pour s’en
convaincre). Si f et 17 sont des fonctions de classe C!, la fonction ® est simplement une fonction de classe C! telle
que @' = 7’ f’. Enfin, bien sir, si u est solution faible entropique alors u est solution faible (proposition .

Remarque 5.9 (Condition initiale) Noter que dans la définition on prend une fois de plus p € CH(IR x
R,,IR.) de maniere a bien prendre en compte la condition initiale, formulation introduite dans [19]; ceci n’est
pas toujours fait de cette maniere dans les travaux plus anciens sur le sujet, ou la condition initiale était assurée
par la condition supplémentaire, u(t) — ug dans L. . quand ¢ — 0 (voir par exemple [12 Definition 5.11]). Si
la condition initiale est prise en compte seulement dans la définition de solution faible (et n’est pas reprise dans la
condition d’entropie), le choix de I’espace fonctionnel dans lequel on recherche la solution devient crucial pour ne
pas perdre I'unicité de la solution entropique. Un exemple est donné dans 1’exercice On peut remarquer que
si u est solution entropique au sens de la déﬁnition alors u € C([0,4o0[, Ll .(IR)) et u(t) — uo dans L] _
quand ¢ — 0.

Nous démontrerons plus loin le théoréme[5.25]dans le cadre multidimensionnel (mais avec la variable spatiale dans
un domaine borné plutdt que dans tout I’espace). Ce théoreme affirme que si ug € L*°(IR) et f € Lip,..(IR,IR)
alors il existe une unique solution entropique de (5.3)) au sens de la définition[5.8] Voyons maintenant les liens entre
solution classique, solution faible et solution entropique.

Proposition 5.10 (Solution classique et solution faible entropique) Soir f € C'(IR,IR) et uy € L*(IR) N
CLH(IR,R). Si u est solution classique de (5.3), alors u est solution (faible) entropique.
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Démonstration Soit u une solution classique de (5.3). Soit n € C*(IR) (la convexité de 7 est inutile ici) et P tel
que &’ = f'n’ (P est la fonction flux associée a ). Multiplions (3.3) par n’(u) :

' (w)dpu + f(u)dpun’ (u) = 0
Soit encore, puisque &' = 7/,
O(n(u)) + @' (u)dyu =0

On a donc finalement :
Or(n(u)) 4 0x(®(u)) =0 (5.19)

De plus, comme u(z,0) = ug(z), on a aussi : n(u(x,0)) = n(ug(x)). Soit p € CH(R x R, IR), on multiplie
(5.19) par ¢, on intégre sur IR x IR et on obtient (5.18) (avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas d’une
solution classique, 1’inégalité d’entropie est une égalité. |

Une solution faible entropique est solution faible :

Proposition 5.11 Soit f € Lip,,.(IR,R) et ug € L°(IR). Si u est solution faible entropique de (53.3), alors u est
solution faible de (5.3).
Démonstration 11 suffit de prendre n(u) = u et n(u) = —u dans (5.18) pour se convaincre du résultat. L]

On déduit de la proposition [5.10] et du théoréme [5.25] de Kruzhkov que si on a plusieurs solutions faibles au
probleme (5.3) et que 'une d’entre elles est réguliere, alors cette derniere est forcément la solution entropique. La
caractérisation suivante, que I’on admettra, est souvent utilisée en pratique :

Proposition 5.12 (Entropies de Kruzhkov) Soit uy € L>*(IR) et f € Lip,,.(IR,IR). Soit u € L>°(IR x R ).
La fonction u est solution entropique de (5.3) (au sens de la définition si et seulement si pour tout k € TR
(518) est vérifiée avec n définie par n(s) = |s — k|, et ®, flux d’entropie associé, défini par :

O(u) = f(max(u, k)) — f(min(u, k)).
Notons que la fonction 0, dite “entropie de Kruzhkov”, n’est pas de classe C.

Nous examinons maintenant le cas particulier des solutions ayant une ligne de discontinuité, comme dans la der-
niére partie de la proposition 5.6

Proposition 5.13 Soient f € C'(R,R) et ug € L>=(IR). Soit 0 € R, Dy = {(z,t) € R x R} ;z < ot} et
Dy = {(z,t) € R x R;2 > ot}. On suppose que ujp, € C*(D;,R) (i = 1,2), que la premiére équation
de (03] est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (de (5.3)) est satisfaite p.p.. Pour
t € R4, on pose
ug(ot,t) = lim u(z,t) et u_(ot,t) = im u(z,t),
zlot zTot

[u](ot,t) = uy(ot,t) — u_(ot,t),
[f(w](ot, t) = fuy(ot,t)) — fu_(ot, ).

Alors u est solution faible entropique de (5.3)) si et seulement si
olul(ot,t) = [f(u)](ot,t) pour tourt € R4 (5.20)
et, pour toute fonction n € C*(IR) convexe et ® € C* telle que ' = f'1/,

on(w)](ot,t) > [®(u)](ot,t) pourtoutt € R . (5.21)
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Démonstration La proposition [5.6] montre que w est solution faible si et seulement si (5.20) est satisfaite. En
reprenant la démonstration de la proposition [5.6] on montre que w est solution faible entropique si et seulement si

(5:20) et (5.21) sont satisfaites. Ceci fait I’objet de 1’exercice[5.13] m

Dans le cas ou la fonction f est strictement convexe, la proposition peut étre précisée. Ceci est fait dans la
proposition [5.15]donnée ci apres, dont la démonstration repose sur le petit lemme technique suivant.

Lemme 5.14 (Un résultat pour des fonctions convexes) Soient f et 1 deux fonctions convexes de R dans IR.
Soient a,b € R, a < b, et o = W. Soit © défini par O(s) = ()Sn’(t)f’(t)dt pour s € IR (de sorte que
' =9 f' p.p. sur R). Alors,

1. o(n(b) — n(a)) < (2(b) — ©(a)),

2. sin est strictement convexe et f est convexe et non affine entre a et b, alors o(n(b) —n(a)) < (®(b) —P(a)).

Démonstration Rappelons d’abord que si ¢ est une fonction convexe de IR dans IR, alors c’est une fonction
localement lipschitzienne. Elle est donc dérivable presque partout, sa dérivée est localement bornée et p(«) —

o(B) = ff ¢’ (t)dt pour tout (o, 3) € R Pour tout y € IR,

b b
(@(b) — @(a)) — o(n(b) —nla)) = / ' (O(f'(t) — o)dt = / (n'(t) = )(f'(t) — o)dt (5.22)

Puisque f est convexe, la fonction f’ est croissante. Puisque o est la valeur moyenne de f’ sur |a, b[, il existe
¢ €la, b[ tel que

f'(t) < o pour presque tout ¢ €]a, c|, 1'(t) > o pour presque tout ¢ E€|c, b].

Soit maintenant v = sup{n’(s),s < c} dans (5.22) de sorte que 1’(s) < ysis < cetn'(s) > v sis > c. Bien
siir, si 7’ est continu, on a v = 7’(c)). Comme (1’ (¢) — v)(f’(t) — o) > 0 pour presque tout ¢ €]a, b[, on obtient

b
(@(b) — ®(a)) —o(n(b) —nla)) = / (' (t) = )(f'(t) = o)dt = 0,

ce qui donne le premier point du lemme.

Pour le deuxi®me point, on remarque que o(n(b) —n(a)) = ((b) — ®(a)) donne (' (t) —v)(f'(t) — ) = 0 p.p.
sur ]a, b[. Puisque 7 est strictement convexe, on a (" — ) # 0 p.p. sur ]a, b[. On a alors f' = o p.p. sur ]a, b et
cela donne que f est affine sur ]a, b[, ce qui contredit I"hypothese. ]

Proposition 5.15 (Solution entropique, cas strictement convexe) Sous les hypothéses de la proposition|5.13} on
suppose que u est solution faible de (5.3). On suppose de plus que f est strictement convexe, les trois conditions
suivantes sont alors équivalentes :

1. u est solution faible entropique,

2. u_(ot,t) > uy (at,t) pour tourt € RT,

3. il existe n) strictement convexe (de IR dans R) tel que (3.21)) est vérifiée (avec  telle que ' = f'n/).
Démonstration Prouvons d’abord 1’équivalence entre les deux premiers points.
Si u est une solution faible entropique, on a (5.21)) pour tout ¢ et pour toute fonction C'! convexe 7. En prenant pour

7 une fonction strictement convexe, le lemme donne nécessairement, grace au fait que f est aussi strictement
convexe, u_(ot,t) > uy (ot,t) pourt € RT.
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Réciproquement, si u satisfait u_(ot,t) > uy (ot,t) pourt € R, alors le lemmedonne (3.21) pour tout ¢ et
toute fonction C'* convexe 7 (et c’est également vrai si f n’est qu’une fonction convexe). Ceci conclut I’équivalence
entre les points 1 et 2.

Pour conclure la preuve de la proposition [5.15] on remarque que le premier point implique bien sfir le troisieéme.
Réciproquement, si u satisfait le troisieme point, le lemme donne nécessairement, grace au fait que f est
également strictement convexe, que u_ (ot,t) > uy (ot,t) pourt € IR, et u est donc une solution faible entro-
pique. (]

Remarque 5.16 (Contre-exemple si f n’est pas strictement convexe)

L’équivalence entre les deux premiers points de la proposition est fausse si I’on remplace 1’hypotheése “f
strictement convexe" par “f convexe". Bien siir, cela est évident si ug prend ses valeurs dans un intervalle ou f
est une fonction affine mais c’est aussi le cas pour les ug plus généraux. On commence par donner un exemple
qui apparait dans certains articles concernant la modélisation de la circulation routiere. Ensuite, nous adaptons
légerement cet exemple afin d’étre exactement dans les hypothéses de la proposition [5.15]

Soitaw > 0,8 < Oeta = —%iﬂ (noter que a €]0,1[ et aw = B(a — 1)). On définit f par f(s) = as pour
s €[0,al, f(s) = B(s — 1) s €]a, 1]. Soit uy €la, 1] et ug €]0,al et ug = ug en IR_, ug = uq en IR;. Dans ce
cas, il est assez facile de prouver que la solution faible entropique de est la fonction w définie par

ug if x < ft,
u(z,t) =< a if Bt <z < at,
ug if x > at.

Puisque uy, > a (et aussi @ > ug) et puisque f est concave, cette solution semble en contradiction avec la

proposition[5.13]
Dans cet exemple, la fonction f est lipschitzienne et la solution comporte deux lignes de discontinuités. En modi-

tiant 1égérement cet exemple, on va obtenir une fonction f € C''(IR) et une seule discontinuité. On prend a = %

2
et f(s) = aspours € [0,a], f(s) = Bs —ys*+ daveca =y = 4, 8= 15,6 = —%. Lafonction f est de la
classe C', strictement concave sur [a, 1], affine sur [0, a]. Comme précédemment, on prend u, €]a, 1 et uq €]0, a|

et ug = ug dans IR_, ug = ug dans IR .. Alors la solution faible entropique de est la fonction u définie par
(puisque f'(a) = @)
u(z,t) = uy if z < f'(uy)t,
u(e,t) = & i f(ug)t <@ < fl@)t et (€)= T, § elau,l,
uw(z,t) = ug ifz > f'(a)t = at.

Ici aussi, puisque a > ug4 et f est concave, cette solution semble en contradiction avec la proposition (mais
en fait non, puisque les hypotheses de la proposition ne sont pas respectées).

Les propositions [5.13]et[5. 15| peuvent étre généralisées aux cas de courbes de discontinuité.
Proposition 5.17 (Rankine-Hugoniot, cas courbe) Soient f € C'(IR,IR) et ug € L*®(IR). On suppose qu'’il
existe un nombre fini d’ouverts a frontiere lipschitzienne, D;, 1 = 1,..., N, tels que
I. RxIR, =UY, D,
2. Pouri # j, D; N D; = {(0(t),t), t € I;;} o I, ; est un intervalle de R et o; ; une fonction
lipschitzienne de I; ; dans IR.

3. Pour tout i, wp, appartient a C*(D;,IR) et est solution (classique) de la premiére équation de (5.3) et
satisfait (p.p.) la condition initiale (de (5.3)) lorsque D; rencontre ’axe t = 0.
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Pouri,j € {1,...,N}ett €I, ;, on pose

welos (0. = lim () eru(oy; (0. = lim (1)

[u](0ij(t), 1) = us(04,;(t),t) —u_(0i;(t),1),
[f(w)](0i,5(t),t) = flug(oi;(t), 1) — f(u_(0os;(t)t)).

Alors u est solution faible entropique de (5.3)) si et seulement si

U§7j(t)[u](ai7j(t),t) = [f(w)](04;(t),t) pour presque tout t € I; ;, (5.23)

et, pour toute fonction n € C*(IR) convexe et ® € C* telle que ®' = f'1/,

o, () [nw)](e: ()L, t) > [@(u)](o; ;(t), t) pour presque tout t € I, ;. (5.24)

,J
Démonstration La démonstration peut se faire en utilisant la formule de Stokes (espace temps) sur chaque D;. En
notant u; le prolongement par continuité de u sur D;, la formule de Stokes fait apparaitre pour tout couple (4, 5),

i # j (lorsque I; ; est non vide),
.
/jv . |: ui(l‘,t) nl,_]d’}/(x’t)7
ij

ol y désigne la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur I; ; et n; ; est le vecteur normal a I; ; extérieur a D;.
Pour que u soit solution faible, il faut et il suffit que le terme correspondant a ¢ sur I; ; se compense avec le terme

correspondant a j. Comme n; ; (0, j(t), t) est colinéaire au vecteur L,_ ( t)] (et que n; j; = —n;;), on obtient la
i,J
condition (53.23).
. D(u; -
Un raisonnement analogue avec le vecteur [ ((ul)> } donne la condition (5.24). L]
3

Dans le cas ol f est strictement convexe ou concave, on peut vérifier qu’une solution faible est entropique grice
a la condition de Lax [24] : cette condition énonce qu’une solution faible discontinue est entropique si les carac-
téristiques issues de part et d’autre d’une courbe de discontinuité rencontrent la ligne de discontinuité. Elle s’écrit
de la maniere suivante :

Théoreme 5.18 (Condition de Lax, équation scalaire) On se place sous les hypothéses et notations de la pro-
position et on suppose de plus que f est strictement convexe ou strictement concave; une solution faible u
(c’est-a-dire satisfaisant (5.23)) est entropique si et seulement si elle vérifie la condition de Lax, qui s’écrit

fu_(0o;(t),t) > oi ;(t) > f'(uy(0i;(t),t)) pour presque tout t € I; j, ¥i,j =1,...,N. (5.25)

Pour une discontinuité le long d’une droite v = ot séparant un état constant ug4 et uq, cette condition s’écrit
simplement : f'(ug) > o > f'(uq). Si la condition de Lax est vérifiée, on dit que la ligne de discontinuité est un
choc (ou une discontinuité entropique).

La démonstration du fait qu’une solution faible vérifiant la condition de Lax est une solution faible entropique fait
I’objet de I’exercice[5.2] Attention, il est fondamental de supposer que la solution est faible. Si tel n’est pas le cas,
la condition de Lax n’implique pas que la solution soit entropique, voir la question 3 de 1’exercice sus-mentionné.
Remarquons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution initiale.

Proposition 5.19 (Principe du maximum) Soit uy € L>=(IR) et soient A et B € R tels que A < ug < B p.p..
Soit f € Lipy,.(IR,IR), alors la solution entropique u € L (IR x R,) de (3.3) vérifie : A < u(x) < B p.p.
dans R x IR .
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Cette propriété se démontre en passant a la limite soit sur les solutions de 1’équation visqueuse associée, équation
(3.17) (remarque [5.7), soit sur les solutions approchées par schéma numérique; il faut pour cela avoir pris soin
de mettre au point un schéma qui respecte les bornes, mais ceci est de toutes fagon souhaitable pour respecter les
bornes naturelles pour ce probleme.

Remarque 5.20 (Domaine borné) Que faire si le domaine spatial est différent de IR, par exemple si le probleme
(5.3) est posé pour x € I ott I est un intervalle de IR.. Si f’ ne change pas de signe, il est assez facile de donner une
bonne définition de solution entropique et de montrer un théoréme d’existence et d’unicité de la solution entro-
pique. Dans le cas ot f/ change de signe (et ce cas est trés intéressant pour de nombreux problémes), le probleéme
est beaucoup plus difficile. Le premier résultat sur la question est celui de Bardos-Leroux-Nedelec (1979). Dans sa
these (1996), Otto donne une tres jolie formulation pour les conditions aux limites, dont I'intérét considérable est
qu’elle est treés pratique pour montrer la convergence des schémas numériques. Dans le cas multidimensionnel de
la section suivante, on s’intéressera a un probléme similaire a (5.3) posé dans un domaine borné de R™ (N > 1)
mais sans aborder vraiment ce délicat probleme des conditions aux limites (car dans le théoreme[5.25on considere
un champ de vecteurs b nul sur le bord du domaine considéré).

LEINNT3

On termine ce paragraphe en introduisant les notions de “discontinuité de contact”, “onde de choc” et “onde de
détente”.

Si f est linéaire (ou affine, ce qui revient au méme car on peut supposer f(0) = 0) et si ug € L>°(IR), la solution
faible de est unique (voir I’exercice|5.4), c’est donc la solution entropique. On peut aussi montrer dans ce cas
que les inégalités d’entropie (5.18) sont des égalités. Si la solution u a une courbe de discontinuité (nécessairement
une demi droite en fait), on parle alors de “discontinuité de contact”.

Si f est strictement convexe ( ou concave) et que la solution faible entropique u de (3.3) a une courbe de dis-
continuité, on parle d’un choc ou d’une onde de choc. On peut montrer dans ce cas que les inégalités d’entropie
sont strictes pour certains 7 et ¢. Toujours dans le cas f ou est strictement convexe ou concave, si ug a une
discontinuité en un point mais que cette discontinuité ne se propage pas dans la solution faible entropique, on parle
d’une détente” ou d’une onde de détente.

5.1.4 Conditions limites

On donne maintenant un résultat d’existence et d’unicité pour une équation hyperbolique avec conditions aux
limites en utilisant la formulation due a Otto [29]].
On s’intéresse donc au probleme :

Ou+ 0 (f(u)) =0, (z,t) €]0,1[xRy, (5.26a)
u(z,0) = up(z), = €]0,1], (5.26b)
w(0,t) = a(t), u(l,t) =a(t), teRy. (5.26¢)

Mais, comme nous le verrons, les conditions aux limites ne sont que partiellement prises en compte dans la
formulation faible entropique du probleme.

Définition 5.21 (Solution entropique avec conditions aux limites, Otto) Soientuy € L ([0, 1]), u,w € L*>(]0, +o0l)
et f € Lip,.(IR,R). Soient A, B tels que A < ug, @, © < B p.p.. On dit que u € L>°(]0, 1[xIR 1) est solution
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entropique de (5.26)) si il existe M > 0 tel que
+o0 1
/ / u(z,t))0pp(z, t) do dt—|—/ n(uo(x))e(x,0) dz
0

/+°<>/ VOpp(x,t) doe dt + M ©(0,t)n(a(t)) dt (5.27)

Ry

“+o0 N
M / (1, (@) di > 0,

pour tout p € C([0,1] x R, ]R+) et pour toute fonction 7) convexe positive telle qu’il existe sp € [A, B] avec
n(so) = 0, et ® telle que P(s f 7' ( ) dt. (On rappelle qu’une fonction convexe de IR dans IR est
localement lipschitzienne et donc derlvable p p )

Théoréme 5.22 (Existence and unicité, avec conditions limites) Soient uy € L>([0,1]), @, u € L*(]0, +o0[)
et f € Lipy,.(R,R). Soit A, B tels que A < ug < Bp.p.et A < 4,7 < B p.p.. Soit M > max,c(a,p|f(s)|-
Alors il existe une et une seule fonction u € L (IR x IR ) solution entropique de (5.26). De plus,

A <u(z,t) < Bpp. (z,t) €)0,1[xRy.

La démonstration de I’existence de solution dans le théoréme s’obtient en prenant M > maxc(a,p] | ()]
(la solution u prend ses valeurs dans [A4, B]). Un moyen assez simple de prouver cette existence est de passer
a la limite sur des schémas numériques a flux monotone, voir la démonstration du théoreme @] dans le cas
multidimensionnel. L’unicité est vraie pour toute valeur de M (mais, évidemment, n’est intéressante que si il y a
existence) et la solution (qui existe donc si M > max,¢(4, 51 |f'(s)|) ne dépend pas de M.

Si la solution est de classe C'!, cette solution est solution entropique sur ]0, 1], ¢’est-a-dire est solution de (5.27)
pour tout p € C(]0, 1[xIR 4, IR ) et pour toute fonction 7 convexe, et vérifie les conditions aux limites au sens
donné par [6].

Ceci est encore vrai si la solution est encore de classe BV (on dit aussi a variation bornée) en espace pour tout ¢,
de sorte a ce que la solution ait, pour tout ¢, une limite en 2 = 0 et x = 1). On rappelle que I’espace BV ([0, 1])
est défini de la maniere suivante, avec Q =]0, 1[.

Définition 5.23 (Fonction a variation bornée, espace BV') Soir §) un ouvert de RY, N > 1. On dit qu'une
fonction v : Q — R est a variation bornée, ce qu’on note v € BV (Q), siv € L*() et si vl gy (@) < +oo, avec

lvlv o) = SUP{/ vdive dz, ¢ € CX(RY,RY), |l¢ll (o) < 1} (5.28)
Q

Bien sir, si u € L°(]0,1[xIR ;) est solution de comme dans la définition la fonction u est aussi
solution de avec les entropies de Kruzhkov, c’est-a-dire 7 définie (pour k& € [A, B]) par n(s) = |s — k|
(et donc @, flux d’entropie associé, définie par ®(s) = f(max(s,k)) — f(min(s, k))). Par contre, le fait que
u € L®(IR x R) vérifie (5.27) pour toutes les entropies de Kruzhkov n’est pas suffisant pour assurer ’unicité
(alors que c’était suffisant dans le cas du probleme posé sur tout IR, sans conditions aux limites). Un exemple de
non unicité est donné dans la remarque On obtient toutefois I"unicité si u € L (IR x IR ) vérifie pour
toutes les “semi-entropies de Kruzhkov”, ¢’est-a-dire les fonctions 7 définies (pour k € [A, B]) parn(s) = (s—k)™
(et donc ®(s) = f(s) — f(k)sis > ket0sinon) et n(s) = (s — k)~ (etdonc ®(s) = f(k) — f(s)sis < ketO
sinon).

Remarque 5.24 (Contre exemple a ’unicité avec les entropies de Kruzhkov)
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Nous donnons dans cette remarque un exemple de non unicité si on se limite dans la definition[5.2T]aux entropies
de Kruzhkov, ¢’est-a-dire aux fonctions 7 définies (pour k € [A, B]) par n(s) = |s — k| (et donc @, flux d’entropie
associé, défini par ®(s) = f(max(s, k)) — f(min(s, k))).

Pour cet exemple, f(s) = s%, ug = 1 p.p. dans |0,1[,w = —1 p.p. sur Ry etw = 1 p.p. sur IR.. Il est donc
possible de prendre A = —1, B = 1 et M = 2. Le théoréme [5.22] nous donne une solution entropique de (5.26)
avec ces valeurs de A, B and M. On peut vérifier que cette solution est la fonction u définie par

u(z,t) = % six < 2t,u(z,t) =1, siz > 2t.

Elle corespond a une onde de détente. Cette solution reste donc aussi solution de en se limitant aux entropies
de Kruzhkov.

On considére maintenant la fonction constante u = 1 p.p. dans |0, 1[xIR . Cette fonction constante est aussi
solution de si on se limite dans cette définition aux entropies de Kruzhkov. Cette solution consiste en fait a
propager une discontinuité non entropique au point z = 0.

On a ainsi deux fonctions qui vérifient si on se limite dans cette définition aux entropies de Kruzhkov.

5.2 Cas multidimensionnel

SoitQ c RN, N=2,3,T>0,be C*(Q2x[0,T])"N et f € C'(IR,IR) (mais on pourrait aussi considérer le cas
f € Lip;,. (IR, IR)). On étudie maintenant le probléme suivant :

Oyu + div(bf(u)) = 0 dans Qx]0, T,
u(z,0) = up(x) dans 2. (5.29)

Plus précisément, nous allons démontrer, avec des hypotheses convenables sur les données, le théoréme d’existence
et d’unicité des solutions entropiques de ce probleme, d’abord dans le cas sans conditions limites (Sect.[5.2.T)), puis
dans le cas d’un probléeme avec conditions limites (Sect.[5.2.2).

5.2.1 Cas sans condition limite
On suppose ici que b = 0 sur 9 x [0, T, et donc on n’a pas besoin de conditions aux limites sur 9.

Théoréme 5.25 (Kruzhkov, en domaine borné) Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) a frontiére lipschit-
zienne. Soit T > 0etb € CH(Q x [0,T))N t.q. b = 0 sur 02 x [0,T] et divb = 0 dans Q x [0,T). Soit
ug € L>®(Q) et f € CL(IR,IR). Alors il existe une unique solution entropique de (5.29), ¢’est-a-dire solution de

u € L°(Qx]0, T)),

/ [ e+ 9 b- V) ot [ nlun(@)pta.0) do >0,
Q
Yo € C°(Q x [0, T[,R),¥n € C*(IR,R) convexe et ® tel que &' = n' f'. (5.30)
De plus, si A < 0et B> 0sonttq. A<wuy<Bp.p. sur, onaalors A<u < B p.p. sur 2x]0,T].

Démonstration
Etape 1 Construction d’une solution approchée. Soient n € IN* et u(") solution de
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u™ e L2(]0,T[, H (Q)),
T T T
1
/ (”)at@da:dt—// bf(u(”))~V<pdxdt+—/ Vu™ Vo dz dt
0JQ 0JQ nJoJa

— / uo(x)p(x,0) de = 0,Yp € C°(2 x [0,4+00). (5.31)
Q

On connait I’existence et I"unicité de u(™) par I’étude de 1’équation de convection-diffusion faite au chapitre@ (Le
fait d’av01r au lieu de 1 ne pose aucune difficulté dans cette étude.)
On avu au551 au chapitre ] que cette formulation est équivalente au probleme suivant :

u™ e L2()0,T[, H: (), du'™ e L2(J0, T[, H (), u™ (0) = uy,

T
/@u(” V) g 1H1dt—// bf(u™) - Vudedt + — // Vu™ - Vo dz dt = 0,
0

Yo € L*()0,T[, H3 (Q)). (5.32)
On va se servir fortement de cette équivalence.

Etape 2 Estimations sur la solution approchée.

Soitug € L (), ilexiste Aet B € R, A <0 < B, telsque A < ug < B p.p. (A et B sont donc indépendants de
n). On en déduit (remarque“du chap1treE]) que pour tout ¢ € [0,7], A < u(™) < B p.p.. La suite(u(" ))nE]N est
donc bornée dans L (£2x]0, T'[). On prend maintenant v = u(™ dans (5.32), on obtient, en utilisant Jo bf(u ().

Vu™ dx = 0 p.p. (grace a divb = 0, voir (3:12)) :

1 ( " ; i 1 /T/ P
u\"™ (T Ug ) + u\™|* dx dt = 0.
B | ( )||L2(Q) l HL?(Q) n o Q| |

On en déduit que

17 . 1
ﬁ/o /Q|Vu( )12 dz dt < 5Huouiz(m < 400 (5.33)

ce qui donne une estimation L?(£2x 10, T[)? sur (ﬁVu("))ne]N. Cette estimation ne donne rien pour la compa-
cité, mais elle est utile pour passer a la limite (quand n — +00).

Gréce 2 la premire estimation (I’estimation de «(™) dans L>(Q2x]0,T7)), aprés extraction d’une sous-suite, on
peut supposer que u(™) — u x-faiblement dans L> (92 x]0,7T[).

Si f(u) = u, on montre assez facilement que u est solution faible de (5.29) (c’est-a-dire solution de [5.30] avec
seulement 7(s) = s mais avec tout ¢ dans C°(Q2 x [0,T[,IR) et avec = au lieu de >). Puis on peut montrer
(un peu moins facilement) que u est solution de (5.30) et cela termine la partie “existence” du théoreme [5.25] Si
la fonction f’ est non constante, la situation est beaucoup plus difficile, méme pour montrer seulement que u est
solution faible de (5.29), car la convergence de u(™ vers u n’est que faible et donc on ne sait pas si f (u(”)) tend
vers f(u) (et, plus généralement, on ne sait pas si 77(u(")) tend vers 77(u) et ®(u(™)) tend vers ®(u)). Pour résoudre
cette difficulté, deux méthodes ont été développées.

Une premiere méthode, essentuellement due a Kruzhkov (pour le cas 2 = RY ), suppose, dans un premier temps,
que la donnée initiale u( appartient a I’espace BV () (c’est-a-dire que ug est “a variation bornée”, définition
5.23)), on rappelle que ceci signifie que ug € L*(9) et que [uo| gy (q) < +00, ot [ug| gy (q) désigne la semi-norme
BV définie par (5.28). On démontre alors que la suite (u(™),,cy est bornée dans BV (Q x [0, T']). L’idée, pour
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montrer cette borne sur u(™), est de dériver la premigre équation de (5.29) par rapport a z; et de multiplier par
sign(9;u). Gréce a cette estimation sur u(™), on peut appliquer ensuite le théoreme de HellyE] donné ci apres.

Théoréme 5.26 (Helly) Soient d > 1 et (uy,)new une suite bornée dans L*(Q) et bornée dans BV (Q) ol Q est
un compact de RY, alors (u,)new est relativement compact dans L*(Q).

On applique donc le théoreme de Helly avec Q = Q x [0,7T] (et d = N + 1). Puisque u(™) — u dans L*(Q),
a une sous-suite pres, on a u(™ — u dans LP?(Q) pour tout p < +oo et on peut aussi supposer (toujours apres
extraction éventuelle d’une sous-suite) que u(™) — w p.p.. On peut alors montrer que u est solution de
(ce qu’on fera a 1’étape 3 plus loin), ce qui donne 1’existence d’une solution a (5:30) si ug € BV (). Si ug
n’est que dans L™ () (et c’est probablement ici I’apport majeur de Kruzhkov), on peut approcher g par une
suite d’éléments de L>°(2) N BV (Q) et montrer que la suite des solutions entropiques associées converge (en un
sens convenable, apres extraction d’une sous-suite) vers une solution entropique associée a ug. On peut également
montrer ’unicité de la solution de (étape 4 ci apres). L'inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle
ne semble pas marcher pour montrer la convergence des schémas numériques car méme si la condition initiale
est supposée étre dans BV (2), la solution approchée obtenue par un schéma numérique n’est pas bornée dans
BV (Q x [0,T]) indépendamment des parametres de discrétisation (sauf dans le cas des maillages cartésiens).
C’est pour cela qu’on peut lui préférer la deuxieme méthode, qui ne passe pas par I’estimation BV. On prend
uniquement ug dans L°°(2), et on ne cherche pas a montrer directement une compacité de la suite u(™ dans
L'(22x]0, T[). Grace a I’estimation de u(™) dans L>(£2x]0,T'[), on montre que (aprés extraction d’une sous-
suite) (™ — @, en un sens convenable, ol i dépend d’une variable supplémentaire. (I s’agit donc d’un théoréme
de compacité un peu inhabituel donnant une convergence que nous appelons “convergence non linéaire faible-x").
Puis, on montre que @ est une solution du probléme en un sens plus général que (5.30), que nous appelons “sens
processus”. Cette preuve est tres voisine de celle de I’étape 3 ci apres. On démontre ensuite 1’unicité de la solution
au sens processus et que la solution processus est solution entropique (c’est-a-dire solution de (5.30)). Cette preuve
d’unicité est tres voisine de celle donnée dans 1’étape 4 ci apres. Ceci termine la démonstration de I’existence d’une
solution a (5.30) (directement avec ug dans L>°(£2)). (L’ unicité est toujours donnée par 1’étape 4.) Un sous produit
de cette démonstration est la convergence (forte) de u(™) vers u dans tout les espaces LP(2x]0,T[), p < 400, y
compris si f est linéaire (ou est linéaire sur des intervalles de IR). L’idée essentielle a donc été de remplacer le
théoreme de compacité (forte) de Helly par un théoréme de compacité plus faible combiné avec un résulat d’unicité
de la solution “au sens processus” de (5.29) (voir, par exemple, [18])).

Etape 3. On reprend ici la méthode 1, et on va effectuer le passage a la limite, quand n — +00, en supposant que

ug € BV et donc que u(™) — u p.p. (pour une sous-suite). On admet donc la partie “estimation BV de u(™)”.

1. Montrons que u est solution faible. Soit o € C'°(£2 x [0, 400[), on a

/OT/Q(W)@W +bf(u™) - V) de dt + /

1 T
uo(x)p(x,0) de — — // Vu™ - Vo dzdt =0
Q nJoJa

On remarque tout d’abord que le dernier terme du membre de gauche tend vers 0, grace a I’estimation
(5.33) et a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, en effet

1 [T 11
|E/o . Vul™ . Vo do dt| < ﬁ”ﬁ |VU(n)| 2 @xj0,7p | Vol | L2 (@x0,77)

6. Eduard Helly (1884-1943), mathématicien autrichien, prisonnier en Sibérie pendant et apres la premiere guerre mondiale, il n’obtient
pas de poste universitaire en raison de sa judéité et il s’exile aux USA aprés I’ Anschluss en 1938. Il a donné de nombreuses contributions en
Analyse fonctionnelle.
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et|\f|Vu "Nl p2@xjorp < == Hu0||L2(Q par (5:33) etdonc L [ [ Vu(™ -V — 0lorsque n — 0. Les
autres termes convergent par convergence dominée, et donc en passant a la limite, on obtient

/OT/Q(u&ggo +bf(u) Vo) de dt + /Q uo(x)e(x,0) de = 0. (5.34)
2. Montrons que u est solution entropique. Comme (™) est solution faible de
W™ 4 div(bf (™)) — % Au™ =0, (5.35)
on peut montrer (on I’admettra) que u(™) € C?(Q2x]0, T[) (c’est ce que 1’on appelle I’effet régularisant pour
une équation parabolique). La fonction u(™) est donc solution classique de (3:33). On peut alors multiplier
cette équation par 7/ (u(™) avec € C?(IR,IR) convexe. Comme divb = 0, on obtient
B, (n(u™)) + b (W™ (™) - Vi, — %n’(u("))Au(") — 0 sur 2x]0, 7.
On en déduit :
2u(n(u™)) + b+ F(@(u) — L div( (W) Tu™) + Ly (W) Tu =0

Mais L7 (u(™)|Vu(™|?> > 0, on a donc

Oun(u™)) + b~ V(™) — div(ey (u)Vu)) <0
En multipliant cette équation par ¢, avec ¢ € C°(€2 x [0,T[,IR ), on obtient, toujours sur £2x]0, T'[,

PO (1(™)) + b - V(@) — Lpdiv(yf () Vul™)) < 0

On integre sur [e, T[xQ avec ¢ > 0 et, apres intégration par parties, on obtient :

/ / ))Oyo— /Q (™ (2))p(a, €) da— / T/Q (b@(u(”))-V<p+%n'(u("))Vu(")-V<p) dz dt < 0.

Mais on a, quand £ — 0, u(™ (¢) — u(™(0) = ug dans L?(Q) et n(u™ (¢)) — n(uo) dans L?(Q) et donc

// )0k — / n(uo)w(z,0) dx—// (b2 (u'™) Ve + 77( (”))Vu(”)-Vgo) dz dt <0.

Lorsque n — 00, on a n(u(™) — n(u) et ®(u™) — ®(u) dans L?(Q2x]0,T]) et, avec C,y 45 =
max{|n'(s)], A < 5 < B},

1 T n n
o | [ A )T T da dt) < Gy b | =V oy Tl sy 0

lorsque n — +o00.
On obtient ainsi, finalement,

// NOp+b-d(u ("))V<pdxdt+/ n(uo)p(x,0) dz > 0

Q
pour tout ¢ € C°(92 x [0,T[,IR4), ce qui termine la preuve de I’existence.
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Etape 4. Unicité

Soit u une solution de (5.30). On montre tout d’abord que I’on peut prendre ¢ € C°(IRY x [0, T[,IR, ) dans
(3.30). C’est ici que I’hypothese b = 0 sur le bord de  est utile.

On admet ici que 1’on peut construire une suite (¢, ),eN appartenant a D(S2) et telle que ,, = 1 sur K,, = {z €
Q;d(x,00) > %} 0 <, <let|Vp,| < Caon,ou Cq ne dépend que de 2 (la régularité lipschitzienne de (2 est
importante ici). Soit ¢ € C°(IRY x [0,T[,IR;), on prend alors ¢(z, ), (x) comme fonction test dans (5.30),
on obtient

T T
// ((p,m(u)@tgo + ©n®(u)b - V(p) dz dt + / N(uo(x))en(x)e(x,0) dz + / b®(u)p - Vi, de dt > 0.
0J9 Q 0/

Les premiers termes convergent par convergence dominée. Appelons I?,, le dernier terme. On va montrer sa conver-
gence assez facilement grace au fait qu’on a supposé b nul sur le bord.

T T
R, = // bo(u)p - Vo, do dt = / / bP(u)p - Vi,
0JQ 0 JCn
ou C,, = Q\ K,.Onadonc

[Bn| < T|bl| Lo (c,,)Cu.al#llocCan mes(C),

ot Cy,e = max{|®(s)], s € [~,7]}, avec v = |[u|| L x]o,r[)- Comme b = 0 sur IQ x [0, 77 (et b continue),
ona ||b|| (¢, ) —+ 0 quand n — +-o0. Enfin, la suite (n mes(C),))ne est bornée. On a donc lim,, ;o Ry, = 0
et on obtient donc

T
// n(u)0rp + b®(u) - Vo da dt +/ n(uo)p(z,0) dz >0 Vo € CX(RYN x [0,T[,R),
oo Q

pour tout € C%(IR, IR), 1) convexe.

Par un procédé de régularisation, il est alors assez facile de montrer que 1’hypothese de régularité sur 7 (c’est-a-dire
7 de classe C?) peut étre remplacée par 1’hypothése plus faible “7 localement lipschitzienne”, ce qui a 1’intérét de
pouvoir utiliser les entropies de Kruzhkov.

On peut maintenant montrer 1’unicité de la solution de (5.30). Soient u et v deux solutions de (5.30). On va utiliser
en prenant pour 7 une entropie de Kruzhkov et des fonctions ¢ € C°(R”Y x [0, T[,IR) (on vient de
montrer que cela est possible). On reprend ici une idée de Kruzhkov, dite de dédoublement de variables. Elle
consiste tout d’abord a choisir, dans 3.30), k = v(y, s) et a prendre p(x,t) = ¥ (t)pn(z — y)p, (t — s) avec
€ C2([0,T[,IRy), pn(z) = nN p(nz) et p,(t) = np(nt), ol p et p sont des noyaux régularisants, et 2 intégrer
par rapport a y et s. La fonction p est a valeurs positives, elle est de classe C'*° sur RY, elle a son support dans la
boule de rayon 1 et son intégrale sur IRY vaut 1. De méme, la fonction p est a valeurs positives, elle est de classe
C*° sur IR, elle a son support dans la boule de rayon 1 et son intégrale sur IR vaut 1. De plus, on choisit p de
maniere a ce que son support soit dans IR _. Avec ce choix de fonction test (et n assez grand pour que la fonction
test soit admissible dans (5.30)) écrit avec des éléments ¢ € C2°(IRY x [0, T[,IR), on obtient :

Al,n + A2,n + A3,n + A4,n > 07 (536)

avec

A= | ' [/ ' [ ) = o ) W = )7t = ) dr e dy s,
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T T

Ay, = / /Q / /Q [u(, ) — v(y, $)[6(E)pn (@ — )7, (¢ — 5) da dt dy ds,

A = / / / / (1)) — £(0(y, 3))(sign(u(z, ) — v(y, $)}P()b - Vpn(x — y)u(t — 5) dz dt dy ds,
T

App = / /Q [ Jua(2) = 000 5)10(0)pn (0 = 1) (=) dr dys

On passe maintenant 2 limite quand n — +oo dans (3.36). Il n’est pas difficile de montrer que

lim AM:/O /Q|u(m,t)—v(:c,t))\1p’(t) dz dt.

n—-+4oo

On montre ensuite que As ,, + A3z, < 0. Pour cela, on considére la formulation entropique pour v, écrite avec y et
s comme variables. On choisit I’entropie de Kruzhkov associée a k = u(x,t) et o(y, s) = ¥(t)pn(x—1y)p,, (t—$).
Enfin, en intégrant par rapport a z € Q ett € IR, on obtient

T T
- / / / / 0(y, 8) — u(@, 1) (t) pn(x — y)p,(t — 5) dy ds dz dt
0 QJ0 Q
_/0 /Q/O /Q(f(v(y,8))—f(u(x,t))(sign(v(y,s)—u(g;,t))qp(t)b.vpn(x_y)ﬁn(t_s) dy ds dz dt > 0.

Ce qui donne A, ,, + A3 ,, < 0. On notera que le terme associé 2 la condition initiale est nul car p,,(t) = 0sit > 0.

11 suffit maintenant de montrer que lim,,_, ; o A4, = 0 pour conclure en passant a limite dans (5.36) que

T
/ / lula, £) — v(a, ) () de dt > 0. (537)

0o Jo
Pour montrer que lim, 4 A4, = 0, on reprend la formulation entropique pour v écrite avec y et s comme
variables. On choisit I’entropie de Kruzhkov associée a k = ug(z) et ¢(y,s) = ¢(0)pn(x — y) [ P, (—7)dr

(avec n assez grand pour que cette fonction test ¢ soit admissible). Enfin, on intégre par rapport a x € 2. On
obtient

T oo
A / /Q /Q (F(o(y, 5))— F o () (sign(v(y, s)—uo(@) ) (0)b- Vou (2—y)( / pul(—r)dr) dy ds dz
+ /Q /Q o () — (@) $(0)pn(z — ) dz dy > 0.

On a donc
0 S A4,n S A5,n + AG,nv

T )
Asp = - / /Q /Q (F(0(y ) — £(uo(2))(sign(v(y, s) — uo(2))b(O)b - Vou ( — y)( / pn(—7)dr) dy ds da,
Agn = /Q /Q o) — 10(x) $(0)puz — ) dz dy.
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I n’est pas difficile de montrer que lim,,—, oo A5 5, = lim;,, s 4 o0 A6,» = 0. On en déduit que lim,,_, 4 o A4, =0
et, finalement, on obtient (53.37).

On peut maintenant conclure. Soit 0 < ¢ < T, on choisit ¢ € C°([0, T[,R+) telle que ¢’ < 0 sur ]0,T — €.
L’inégalité (3.37) donne alors u = v p.p. sur x]0,T — ¢[. Comme ¢ est arbitrairement petit, on en conclut que
u = v p.p. sur 2x]0, T, ce qui termine la preuve de Iunicité. =

Remarque 5.27 (Pour le cas ou €2 est non borné) Dans la partie “unicité” (Etape 4) de la démonstration précé-
dente, il aurait été possible de prendre une fonction i) dépendant aussi de z. On aurait alors obtenu

T T
// = vty da dt+/ B(F (1) — f(v)sign(u—v) - Ve dz dt > 0¥ € (RN x 0, T, R4 ). (5.38)
0JQ 0JQ

Ceci est intéressant pour montrer alors 1'unicité dans le cas ot I’ouvert 2 est non borné (par exemple, 2 = R™)
en profitant de la propriété de “propagation a vitesse finie”” pour les problemes hyperboliques. Plus précisément,

on prend dans (5.38)
P(z,t) = r(t)pq (|| + wt) avec w = L¢||b|| o,

ot Ly est un majorant de | f’| sur I'intervalle [—~, 7], avec

v = max{||ullco; [0]loc}, 7(t) = %(T —t)"

vq € C(]0,00[,IR4), avec ¢, = 1 sur [0, a] avec a > 0 donné et ¢, décroissante ;

on peut remarquer qu’un argument simple de régularisation autorise a prendre une telle fonction ¢ dans (5.38). On
obtient alors

T T
*%/O/IRN v = vlpa(lz] + wit) do d”/o /IRN Ju— vlr(t)g) (2] + wt)w dz dt
T
[0 b F@)sientu = 0@ el + ot Zde e > 0
0 Iy Tl
Mais

[ o = st = or@giel + o0 5 <= [ [ 10l lr(00 ol +0)
< - // lu — v|r(t), (|z| + wt)wdzdt,

car w = L||b||. On a donc

1 T
f—/ / |u — v|a(|z] + wt) dz dt > 0.
T 0 RN

On en déduit, avec B, ; = {z t.q. |z| + wt < a} que fOT(fB , [u—v| dz)dt = 0. On fait tendre maintenant a vers

~+00. On obtient, par convergence monotone, fOT Jo lu—v| dz dt = 0 et donc u = v p.p. sur 2x]0, T7.

Remarque 5.28 (hypothéses sur b)
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1. On a utilisé la régularité C'* de b pour obtenir I’estimation BV sur les solutions approchées. Si on n’uti-
lise pas 1’estimation BV, on utilise quand méme la régularité C'' de b pour 1’unicité. En fait, on peut
remarquer que les démonstrations de 1’estimation BV et de I’unicité restent justes dés que b est localement
lipschitzienne.

2. On a supposé divb = 0. On pourrait remplacer cette hypothese par divb € L a condition de supposer
que f soit lipschitzienne. On a aussi supposé que b = 0 sur 02 (pour ne pas traiter le cas, difficile, des
conditions aux limites) mais on pourrait remplacer cette condition par b - n = 0 sans grande difficulté
supplémentaire. Le probleme des conditions aux limites interviendrait si b - nn # 0.

5.2.2 Cas des conditions aux limites

Cette section est consacrée a une généralisation du théoreme[5.22]dans le cas scalaire multidimensionnel ainsi qu’a
une esquisse de preuve. Nous considérons le probleme (5.29) et ne supposons plus que b = 0 sur la frontiere.

Définition 5.29 (Solution faible entropique, avec conditions limites, [29]) Soit ) un sous-ensemble ouvert bor-
né de R™ (N > 1) avec une frontiere de Lipschitz. Soit T > 0, f € C* (R,R) (ou f : IR — IR lipschitzienne)
etb € CH(Q x [0, T)N. Soit ug € L>®(Q) et u € L>=(9Q2x]0,T]). Soient A, B € R tels que A < ug < B p.p.
surQet A <u < B p.p. sur 9Q2x]0,T].

Une fonction u : Qx]0,T[— R est une solution entropique faible de (5.29) satisfaisant (faiblement) la condition
limite u si

u € L>®(2x]0,T[) and Vr € [A, B], Vo € CL(Q x [0,T),IR,),

/ / [(u— &) EDrp + signy (u — w)(f(u) — f(x))b - gradp] dz dt (5.39)
— k)t x
+M/ /m (a:,t)dw(w)dt—i—/g(uo (2, 0) dz > 0,

ou dvy(z) représente l'intégration par rapport & la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle sur la frontiére
de Y introduite au paragraphe([1.5] et M est tel que ||b||o| f(s1) — f(52)| < M|s1 — s2| pour tous sy, s5 € [A, B],
oit ||bllso = sup(, pyeaxo,r) 10(x,t)| (et | - | désigne ici la norme euclidienne dans R?).

Remarque 5.30
1. Si u satisfait la famille d’inégalités (5.39)), on peut prouver que u est une solution d’une forme faible de
(B:29) et qu’elle satisfait certaines inégalités d’entropie dans 2x]0,T'], a savoir

|lu — &l + div(b(f(max(u, k) — f(min(u, k)))) < 0 pour tout k € R,

mais aussi sur la frontiére OX) et au temps t = 0. La solution faible entropique u satisfait la condition
initiale (u(-,0) = uq) et satisfait partiellement les conditions aux limites. Par exemple, si f' > 0 et si u et
) sont suffisamment réguliers, alors u(x,t) = u(x,t) siz € 0, t €]0,T[ et b(x,t) - n(x,t) < 0, o n
est le vecteur normal extérieur a OS).

2. Soit M > 1. Il est intéressant de remarquer que u est une solution de (5.39) si et seulement si u est solution
de (5:39) ot le terme [, (uo — k) (x,0) dx est remplacé par M [, (uo — k)Fp(z,0) da.

Théoreme 5.31 (Existence et unicité, Otto, 1996) Sous les hypothéses de la définition supposons que divb =
0 dans Q x [0,T; alors il existe une solution entropique unique w € L (IR x R ) satisfaisant (3.39). De plus,

A < wu(z,t) < Bp.p. (x,t) €0, 1[xR.
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Démonstration Nous ne donnons ici qu’une esquisse de la preuve dans le cas ou € est un sous-ensemble ouvert
borné polygonal (ou polyédrique) de RY; cette preuve est basée sur la convergence des approximations numé-
riques [36].
ETAPE 1 : SOLUTIONS APPROCHEES. En considérant un maillage assez général de € (avec des triangles, par
exemple dans le cas bidimensionnel), noté 7, et un pas de temps &, une solution approchée uy j, du probleme
(5:29) peut étre définie en utilisant des flux numériques a deux points (sur les bords des mailles) construits avec
une fonction de flux numérique g telle que

* g est croissante par rapport a son premier argument et décroissante par rapport a son second argument,

* g(s,s) = f(s), pourtout s € [A, B],

* g est localement lipschitzienne (ou localement “Lip-diag”, voir [21} Définition 3.1]).
On note h la borne supérieure des diametres des éléments du maillage. Sous une condition dite de CFL, du type
k < (1—¢)% avec ¢ > 0, il est facile de prouver que

A <wry < Bp.p.sur 2x]0,T7.

Malheureusement, il ne semble pas facile d’obtenir directement un résultat de compacité sur la famille des solutions
approchées (bien que ce résultat de compacité soit vrai, comme nous le verrons plus loin).

ETAPE 2 : COMPACITE FAIBLE. En utilisant seulement cette borne L™ sur U7k, ON peut supposer (a une sous-
suite pres) que u7 ), — u, lorsque le pas du maillage tend vers O (avec la condition CFL), dans un "sens non
linéaire faible" (similaire a la convergence vers une mesure de Young, voir [[18| Section 30] par exemple), c’est-a-
dire u € L>(Qx]0,T[x(0,1)) et

/ / (ur k(z,t))e(x, t) dxdt%// / u(z, t, @))p(z,t) de dt de,

Vo € Ll(Qx]O,T[L Ve € C(R, R).

ETAPE 3 : PASSAGE A LA LIMITE. En utilisant la monotonie des flux numériques, les solutions approchées satis-
font certaines inégalités d’entropie discrete. En passant a la limite sur ces inégalités, on obtient que v (définie a
I’étape 2) satisfait certaines inégalités trés similaires a (5.39), a savoir :

u € L (Qx]0,T[x(0,1)),
/ / / (u — K)E0up + signy (u — k)(f(u) — f(x))b - grady] dz dt da

M / /a ) £ (2, 1) dy(a) dt (5.40)
/ (w0 — 1) ¥ p(,0) da > 0,

Vk € [A,B], Vo € CLQ x [0,T),R,),

Nous choisissons ici M non seulement plus grand que la constante de Lipschitz de ||b|| f sur [A, B], mais aussi
plus grand que la constante de Lipschitz (sur [4, B]?) des flux numériques associés aux bords des mailles. Ce
choix de M est possible car la solution unique de (5.39) ne dépend pas de M a condition que M soit supérieur
a la constante de Lipschitz de ||b|| f sur [A, B] et car la fonction de flux numérique peut étre choisie avec une
constante de Lipschitz bornée par la constante de Lipschitz de ||b]| f (le flux de Godunov par exemple). Cette
méthode conduit & un résultat d’existence avec M seulement supérieur a la constante de Lipschitz de ||b|o f sur
s € [A, B], en passant & la limite sur les solutions approchées données avec ces flux numériques.

ETAPE 4 : UNICITE DE LA SOLUTION DE (5.40). Dans cette étape, la méthode de "dédoublement de variables"
de Krushkov est utilisée pour prouver I’unicité de la solution de (5.40). En effet, si u et w sont deux solutions de
(5.40), la méthode de dédoublement de variables conduit a :
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/1/1/T/ lu(z,t,a) — w(x,t, B)|0pp de dt do dB

/ / / / (max(u, w)) — f(min(u,w)))b - grade dz dt da df >0
Vo € CHQ % [0,T),Ry),

(5.41)

En prenant ¢(z,t) = (T — t)* dans (5.41) (ce qui est en effet possible), on obtient que u ne dépend pas de o, w
ne dépend pas de § et u = w p.p. sur 2x]0, T'[. Par conséquent, u est également la solution unique de (5.39).

ETAPE 5 : CONCLUSION. I étape 4 donne, en particulier, I’unicité de la solution de . Elle donne également
que la limite faible-x non linéaire des suites de solutions approchées est solution de (5.39) et, par conséquent,
I’existence de la solution de (5.39).

De plus, puisque la limite faible non linéaire des suites de solutions approchées ne dépend pas de «, il est assez
facile de déduire que cette limite est “forte” dans LP(Q2x]0,T[) pour tout p € [1,00) (voir [18], par exemple);
grace a ’unicité de la limite, la convergence a lieu sans extraction de sous-suite.

5.3 Systemes hyperboliques
5.3.1 Définitions

On s’intéresse dans ce paragraphe aux systémes hyperboliques dans le cas unidimensionnel, c’est-a-dire que la
variable dite “d’espace”, généralement notée x, appartient a IR (et la variable dite “de temps”, notée ¢, appartient
alR ) et référons a [8] pour I’étude des systemes multidimensionnels.

Soit p € IN le nombre d’équations (scalaires) aux dérivées partielles du systeme considéré (p = 1 dans le cas des
équations scalaires considérées dans les paragraphes précédents) et soit D le domaine des valeurs admissibles,
défini comme le sous-ensemble de IR? dans lequel I’inconnue vectorielle de ce systeéme de p équations prend ses
valeurs. Soient F' € C1(D,IRP) et Uy € (L*°(IR))P, & valeurs dans D, ce que noterons parfois L>°(IR; D) ; on
cherche une fonction vectorielle U : IR x IR — D solution, en un sens a définir, du systeéme

AU + 8, (F(U) =0, z € R,t € Ry, (5.42a)
U(x,0) = Up(z), = € R. (5.42b)

Par exemple, dans le cas des équations d’Euler pour un écoulement compressible isentropique, on a p = 2,

U= L)pu } ou p est la masse volumique (p > 0) et u la vitesse (pu est donc la quantité de mouvement) et donc le

domaine des valeurs admissibles est D = IR, x IR C IR?. La fonction F est donnée par F’ (U) = [( pugljr p)} ’
avec p = p7, oll v > 1 est un nombre réel donné.
Le systeme (5.42)) n’est pas toujours bien posé, et sa nature hyperbolique dépend des valeurs propres de la matrice

jacobienne de F', ce que I’on précise dans la définition qui suit.

Définition 5.32 (Systéme hyperbolique et strictement hyperbolique) Soient p > 1, D un domaine de IR? et
F € CY(D,RP). Le systeme (5.424) est dit :
— “hyperbolique” (plus précisément “hyperbolique dans D") si, pour tout U € D, la matrice jacobienne
Jr(U) € M,(IR) de I'application F au point U est diagonalisable dans IR (rappelons que les coefficients
de la matrice jacobienne de F' sont (Jp(U)); ; = 0,F;(U));
“strictement hyperbolique" si, pour tout U € D, la matrice jacobienne Jr(U) admet p valeurs propres
réelles distinctes.
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L’exemple le plus simple de fonction F est le cas linéaire : F(U) = AU ou A € M,(IR) et D = IR”. D’apres la
définition[5.32] le systeme est alors hyperbolique si A est diagonalisable dans IR, c’est-a-dire s’il existe une
base (¢1, ..., pp) de IRP et une famille (Aq, ..., A,) € IRP telles que Ap; = A\;p; pourtouti =1,...,p. Dans ce
cas, on peut décomposer la condition initiale Uy sur la base (¢1, ..., ¢p); en notant a1, . . ., ¢y, les composantes

de Uy dans cette base, on a donc :
p

Uo(z) = Y ai(@)eps

i=1
et 'unique solution faible du systeme (5.42)) s’écrit alors

P

Ulz,t) =Y iz — Ait)gi,

=1

voir a ce sujet I’exercice[5.3]

5.3.2 Solutions faibles, solutions entropiques

On se place dans ce paragraphe dans le cadre de la definition [5.32] Comme dans le cas scalaire (qui en est de fait
un exemple particulier), le probleme (5.42) n’admet en général pas de solution classique (c’est-a-dire une fonction
réguliere qui satisfait la condition initiale (5.42D) et le systeme (5.42a)). On définit donc la notion de solution
faible, qui revient, comme dans le cas scalaire (voir définition @, a porter les dérivées sur les fonctions test.

Définition 5.33 (Solution faible d’un systéeme hyperbolique) Soient p > 1, Uy € (L*°(IR))? une fonction (vec-
torielle) de R, a valeurs dans le domaine D de R” et F € C'(D,IRP). On dit que U est solution faible du systeme
(342) 5i U € (L°(IR x R4; D)) et vérifie

//IRx]R+ U(z,t)0rp(z,t) do dtJr//]RXIR+ F(U(x,t))0.0(z,t) do dt

+/ Uo(x)e(x,0) dz =0, Vo € CHIR x R;IR).
R
Considérons par exemple le cas d’un probléme de Riemann, c¢’est-a-dire le systeme (5.42) avec comme condition

initiale
U,pourz <0
Uy = { 9P ’ (5.43)
U, pour z > 0,
avec Uy, Ug € D. Comme dans le cas scalaire (p = 1), on peut montrer qu’une fonction de la forme suivante, avec
oc€lR,
Uz, 1) U, pour x < ot,
z,t) =
Uy pour z > ot,

est solution faible si et seulement si la relation de Rankine-Hugoniot est vérifée, c’est-a-dire si et seulement si

(on rappelle que [U] = Uy — U, désigne le saut de U). La démonstration de cette équivalence utilise la preuve du
méme résultat dans le cas p = 1, pour chacune des p équations scalaires du systeme (indépendamment des autres
équations).
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Voyons maintenant le cas du probleéme de Riemann pour un systeme hyperbolique linéaire, c’est-a-dire pour le
systeme (3.42) avec F(U) = AU, ol A est une matrice diagonalisable dans IR, et avec une condition initiale de
la forme (5.43). Soient A1, ..., A, les valeurs propres (réelles) de A et ¢1, ..., ¢, une base (de IR”) de vecteurs
propres associés. On décompose Uy sur la base des vecteurs propres :

o 0
Qg ; pour x < 0,

Uo = E Q;p; aved o =
= aq,; pour x > 0.

On peut alors montrer (voir exercice[5.3)) que la fonction U définie par

p
U(z,t) = Z a;(z — A\it)p;
i=1
est 'unique solution faible. Examinons un peu la structure de cette solution : elle est formée de p états constants,
et on change d’état a chaque fois que I’on traverse une droite z = \;t, puisque

Qg pour > Agt.

Revenons au cas général du systeme (5.42). Comme dans le cas scalaire, pour un systéme non linéaire, on n’a pas
unicité des solutions faibles. On imite le cas scalaire et on introduit la notion de solution entropique. Pour cela, on
commence par définir la notion d’entropie pour un systeme hyperbolique.

Définition 5.34 (Entropie et flux d’entropie) Soient p > 1, D un domaine de R* et F € C'(D,IRP). Une
fonction n de D dans IR est une entropie pour le systeme (5.42) si

1. n € CY(D,R) et n est convexe;
2. il existe une fonction ® € C1(D,R), appelée flux d’entropie, telle que, pour tout U € D,

Vo(U) = Jp(U)" V(U),

ce qui s’écrit encore, composante par composante :
P
ai®(U) =Y 0:F;(U)am(U).
j=1

Existe-t-il des entropies ? La réponse est évidemment oui, il suffit de prendre 7 et & constantes (ce qui ne donne
pas beaucoup d’information sur les solutions), ou encore n(U) = U; et ®(U) = F;(U) (ce qui nous raméne aux
solutions faibles). Ce sont des entropies dites “triviales”. En existe-t-il des non triviales ? La réponse est différente
selon la valeur de p :
— p = 1 (cas scalaire). Toute fonction 7 convexe est une entropie, et le flux associé est une primitive de n' F”.
— p = 2. Des entropies non triviales existent (voir, par exemple, [31]).
— p > 3. Pour un systéme hyperbolique quelconque, il n’existe pas en général pas d’entropie (autre que les
entropies triviales). Toutefois, de nombreux systemes modélisant des phénomenes physiques posseédent une
entropie, bien connue de la physicienne (qui I’'indique généreusement a la mathématicienne).

Définition 5.35 (Solution entropique d’un systeme hyperbolique) Soir Uy € (L*°(IR))P une fonction (vecto-
rielle) de R, a valeurs dans D C RP. On dit que U est solution entropique du systeme (5.42) si U € L*(IR x
R, ; D) et vérifie
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//]RX]R+ n(U(x,t))0rp(x,t) dz dt+// O(U(z,1))0pp(x,t) dz dt

R xR

+/ n(Uo(x))p(z,0) de > 0, Vo € CHIR x R ;R ), pour (1, ®) entropie et flux d’entropie associé.
R

Notons qu’une solution entropique est forcément une solution faible. 11 suffit pour s’en convaincre de prendre 7
linéaire.
Comme dans le cas p = 1, on peut montrer qu’une solution de la forme, avec Uy, Ug € D, 0 € IR,

Ulx, ) U,y pour x < ot,
x,t) =
Uy pour x > ot.

est solution entropique si et seulement si, pour toute entropie 1 de flux associé ®, les conditions de Rankine-
Hugoniot

(i) olU]=[FU)],
(i) o)) = [@U)];

sont vérifiées (on rappelle que [V] = Vy — V;). Notons que (i7) = (7). La démonstration de cette équivalence est
ici aussi identique a cette faite pour p = 1 car (i¢) est une équation scalaire (et (7) est équivalent a dire que U est
solution faible).

A t-on existence et unicité de la solution entropique? On a vu le théoréme de Kruzhkov qui nous permet de
répondre par I’affirmative dans le cas p = 1. Dans le cas p > 1 la situation est plus complexe parce qu’un systeéme
strictement hyperbolique n’admet pas toujours une entropie (non triviale). On utilise alors, en particulier lors de
I’étude du probleme de Riemann (section [5.3.3), la condition d’entropie de Lax déja vue dans le cas scalaire
(condition (5.23))). Rappelons que dans le cas p = 1 et si F est strictement convexe ou strictement concave, cette
condition énonce qu’une solution faible discontinue présente un choc (c’est-a-dire une discontinuité entropique)
si les caractéristiques issues de part et d’autre d’une courbe de discontinuité, rencontrent cette courbe, voir le
théoreéme [5.18] Toujours dans ce cas, la condition de Lax est équivalente a la condition d’entropie, voir I’exercice
[5.2] Cette équivalence est encore vraie pour certains cas avec p > 1. Ceci est démontré dans I’exercice [5.20| pour
les équations de Saint-Venantﬂ La démonstration est faite dans le cas d’une ligne de discontinuité de la solution
autosimilaire du probleme de Riemann mais se généralise au cas d’une courbe réguliere de discontinuité.

5.3.3 Résolution du probléme de Riemann

La résolution du probleme de Riemann pour certains problémes issus de la physique est intéressante d’une part
parce qu’elle permet de comprendre la structure des solutions entropiques, et d’autre part parce que certains sché-
mas numériques d’approximation de ces systemes sont fondés sur cette résolution. Dans ce paragraphe, on se place
dans le cadre des systemes hyperboliques décrits dans définition [5.32]

Définitions

On rappelle que le probléme de Riemann s’écrit

O.U + 0,(F(U)) =0, z € R, t € Ry, (5.44a)
Uz, 0) = 4 Yo Poure <0, (5.44b)
U, pour z > 0,

7. Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886), ingénieur et mathématicien spécialiste de mécanique des fluides.
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avec F € CY(D,IR?) et U,,Uq € D. La solution en est connue lorsque F(U) = AU (et D = R?, voir le
paragraphe précédent). On cherche une solution “autosimilaire” c’est-a-dire une solution de la forme U (z,t) =
V' (%). On rappelle qu’une telle solution définie par zone est solution faible si et seulement si

1. elle est solution classique sur chaque zone

2. elle satisfait les conditions de Rankine-Hugoniot au passage de chaque discontinuité = ot entre deux
zones : o[U] = [F(U)].

A cette notion de solution faible, il faut ajouter une condition d’entropie. Si le systéme contient une entropie (ou
des entropies) non triviale(s) naturelle(s), la solution faible est entropique si et seulement si elle vérifie o[n(U)] >
[®(U)] pour toute entropie et flux associé au passage de chaque discontinuité = ot. En pratique, on utilise aussi
la condition d’entropie de Lax, condition (3.43) (qui ne demande pas I’existence d’une entropie). Le lien entre ces
deux conditions d’entropie est étudié dans 1’exercice[5.20] pour les équations de Saint-Venant.
Dans la suite de ce paragraphe sur 1’étude du probleme de Riemann, nous considérerons des systémes strictement
hyperboliques, au sens de la définition
Nous nous placerons sous les hypotheses et notations suivantes :

F e C*(D,RP).
Le probleme (5.44) est strictement hyperbolique, et on note A, (U) < ... < A,(U) les valeurs (5.45)
propres de Jp(U) et (¢1(U),. .., ¢p(U)) une base de IR? formée de vecteurs propres associés.

On admettra que pour touti = 1,...,p, \;(U) € CY(D,R), et qu’il est possible de choisir la fonction ¢; pour
que p; € C1(D,RP).

Définition 5.36 (Champ vraiment non linéaire, champ linéairement dégénéré)
Sous les hypothéses (5.45), on dit que le i-éme champ associé a la fonction non linéaire F est
— “vraiment non linéaire" (VNL) si

VAi(U) - i(U) #0, VU € D,

et on normalise alors @;(U) de maniére a ce que VA, (U) - p;(U) = 1,
— “linéairement dégénéré" (LD) si

VAU) - i (U) =0, VU € D.
(On admet ici aussi qu’il est possible de choisir ¢; € C*(D,IRP).)

Pour I’étude du probleme de Riemann, nous utiliserons fortement le fait que le systeme étudié est strictement
hyperbolique et que tous les champs soient VNL ou LD. Remarquons que dans le cas d’un systeme linéaire, les
valeurs propres \; ne dépendent pas de U et tous les champs sont linéairement dégénérés.

Dans le cas scalaire p = 1, il n’y a qu’une seule valeur propre A1 (U) = F'(U), on peut choisir @1 (U) = 1, et

— le cas VNL correspond au cas ol F ne s’annule jamais, auquel cas F est strictement convexe ou concave

(et c’est alors cette hypothese un peu plus générale qui est importante).

— le cas LD correspond au cas F”'(u) = 0 pour tout u, auquel cas la fonction F est linéaire.
Ce ne sont évidemment pas les seuls cas possibles. Un exemple est donné par 1’équation de Buckley-Leverett
(exercice . Un exemple plus simple, avec p = 1 et D = IR, consiste a prendre F'(s) = s%sign(s). Le probleme
dans cet exemple est que F’(0) = 0 (Le systeme est strictement hyperbolique mais le champ n’est ni VNL ni LD).
Comme dans le cas de I’équation de Buckley-Leverett, la solution du probleéme de Riemann avec € non nul comme
donnée initiale sur | — oo, 0] et —¢ sur |0, +-o00[ est formée d’une partie “choc” et d’une partie “détente”.
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Il est intéressant aussi de remarquer que pour p > 2, il est possible que tous les champs soient VNL ou LD sans
que le systeme soit strictement hyperbolique, voir exercice[5.16

Un exemple intéressant est le systeme des équations d’Euler pour 1’écoulement des fluides compressibles. Pour le
systeme complet (conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie) avec la loi d’état des gaz
parfaits, on peut montrer qu’on a deux champs VNL et un champ LD. Le cas des équations d’Euler barotrope (la
pression ne dépend que de p) est un peu plus simple. Pour ce systtme, ona D = IR’ x IR et le systeme s’ écrit :
Orp + 0 (pu) =0, (5.46a)
d:(pu) + 0z (pu® 4+ p) = 0, (5.46b)
ol p est relié a p par une fonction donnée P strictement croissante convexe dérivable de IR’} dans IR, ¢’est-a-dire

p = P(p). Notons que les équations de Saint-Venant pour les écoulements en eau peu profonde rentrent dans ce
cadre, avec p la hauteur d’eau, et p = ap?, avec a > 0 (voir exercice (5.17)).

Posons ¢ = pu (la quantité de mouvement); le systéme (5.40) s’écrit alors :

U + 0, (F(U)) =0, avec U = [Z] , F(U) =

) q
L 1+P(p))

On pose ¢ = \/P’(p). La matrice jacobienne de F est alors :

Jr(U) =

0 Ly 0 1
—Z—z +P'(p) 27‘1 T -ut 4+ 2u
Le polyndme caractéristique de Jz(U) sécrit donc
2 q ¢
P (X) =X - QZX + 2 P'(p)
= X% - 2uX +u?-¢?

Les valeurs propres et des vecteurs propres associés (non normalisés) sont donc
M) =u=e, o) =ute, @) = | L | e) =]
1 =Uu C, A2 =1Uu C, V1 = U_C,QOQ = w4 .

On a donc, pour tout U € D = {(p,q)*; p > 0},

VA(0) 1 (V) = = - Po)

P"(p)
2c

<0, VAQ(U)~<,02(U):§+ >0,

car P’ > 0 et P” > 0. Les deux champs sont donc vraiment non linéaires.

Etude d’un systeme découplé

L’étude d’un systeme découplé strictement hyperbolique dont tous les champs sont soit LD soit VNL est facile et
instructif, donc nous n’allons pas nous en priver. .. Un systeéme découplé s’écrit sous la forme

Opu; + O (fi(ui(z,t))) =0,z e Ryt € Ry, i=1,...,p (5.47a)
ui(x,0) =u;(0), x e R,i=1,...,p, (5.47b)
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ol chaque composante f; de la fonction F' ne dépend donc que de la composante u; de I’inconnue. Le domaine D

dans lequel I'inconnue vectorielle U (dont les composantes sont u1, . .., u,) est ici égal a IRP.
Pour U = (uy,...,up)" € IRP les valeurs propres de la matrice jacobienne de F au point U (notée Jp(U)) sont
fl(u;), i =1,...,p. Comme le systéme est strictement hyperbolique et que D = IR”, on a donc, pour tout i # j

ettoutu,v € R, fj(u) # f;(v). Quitte a changer I’ordre des équations on peut donc supposer f;(u) < f;j(v) pour
tout ¢ # j et tout u # v (avec u, v € IR).

Comme tous les champs sont soit VNL soit LD, chaque fonction f; est soit strictement convexe, soit strictement
concave, soit linéaire.

Prenons par exemple le cas p = 2 et f; et fo strictement convexes. Considérons le probleme de Riemann associé,
c’est-a-dire

Uy pour z < 0, Ug 1 < Ud,1
, avec

U(x,0) =
(2,0) Uy pour z > 0. Ug 2 < Ud,2.

Nous avons donc pour chaque composante de U un probléme de Riemann scalaire. Ces deux problemes de Rie-
mann correspondent a des détentes. En notant u; et uy les composantes d’un vecteur U de IR?, les valeurs propres
de la matrice jacobienne du flux de ce systéme sont fi(uy) et f5(us2). On rappelle que la stricte hyperbolicité du
systéme nous permet alors d’affirmer (quitte a changer I’ordre des équations) que

fi(u1) = M\ (U) < Xa(U) = fi(usz), pour tout ui, us € RR. (5.48)

En particulier f{(ug,1) < f3(ug,2), et donc les zones de détentes (dans le plan IR x IR”) pour les inconnues u; et
ug sont completement séparées, la solution du probleme de Riemann, dans le plan IR x IR, apparait comme la
superposition des solutions des deux problemes de Riemann sur u; et us.

On peut noter que sans la condition de stricte hyperbolicité, les ondes de détente ne sont plus séparées. (On peut
toutefois construire la solution du probléme de Riemann en profitant du fait que les deux équations du systeme
sont découplées, ceci sera moins facile pour les systemes ou les équations sont couplées.)

Les autres cas des positions relatives entre ug 1, Ug,1 €t Ug 2, Uq,2 S€ traitent de maniere similaire. Par exemple,

sl ug1 > ugq et ugo < ugz2, la solution est formée (dans le plan IR X IRi) d’un choc, que I’on appellera
% (correspondant a la premiere équation), et d’une
détente, que 1’on appellera “2-détente”, située entre les droites z = fo(ug o)t et = f3(uq2)t (correspondant a la
deuxieme équation). Le 1-choc n’est pas dans la zone de 2-détente car o €] f{(uq,1), fi(ug,1)] et, grace a (5.48),
Filug) < f3lug2).

Attention, ici encore, sans la condition de stricte hyperbolicité, les ondes ne sont pas forcément séparées (voir
exercice[5.16).

Dans le cas d’un systéme non découplé, on se sert des relations de Rankine-Hugoniot pour construire les solu-
tions discontinues, appelées “ondes de choc”, correspondant aux champs VNL, comme dans le cas scalaire. Pour
déterminer les solutions continues correspondant aux champs VNL, qui sont les “ondes de détente” (on dit aussi
“ondes de raréfaction”), on va se servir des invariants de Riemann qui sont définis ci-apres. Enfin pour déterminer
les “ondes de contact”, qui correspondent aux champs LD et sont discontinues, on se servira soit des relations de
Rankine-Hugoniot soit des invariants de Riemann (car une onde de contact peut étre vue comme le cas limite d’une

onde de détente ou d’une onde de choc).

“1-choc”, situé sur la droite x = ot, avec o0 =

Invariants de Riemann et ondes de détente
On rappelle que 1’on se place toujours dans le cadre des systemes hyperboliques (definition [5.32) avec les hypo-
theses et notations [5.43

Définition 5.37 (Invariant de Riemann) Soit 1 < ¢ < p, on appelle i-invariant de Riemann pour le systéme
(5.424) une application r € C*(D,1R) non constante telle que Vr(U) - ¢;(U) = 0 pour tout U € D.
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La notion d’invariant de Riemann n’a d’intérét que pour p > 2. En effet pour p = 1, 1 (U) est n’importe quel réel
non nul. Il n’y a pas d’invariant de Riemann.

Dans le cas du systeéme découplé vu précédemment, on a A\;(U) = f/(u;) et ¢; est colinéaire au i-eme vecteur de
la base canonique. Donc toutes les applications U — u;, j # 4, sont des i-invariants de Riemann. On a ainsi pour
chaque champ (p — 1) invariants de Riemann indépendants (au sens que ces (p — 1) applications sont linéairement
indépendantes). On peut montrer que cette situation se généralise de la maniere suivante (voir, par exemple, [31]]) :
pour tout Uy € D, il existe un voisinage V de Uy et (p — 1) i-invariants de Riemann définis sur V et linéairement
indépendants, ce qui est équivalent a dire que leurs gradients sont indépendants.

Calculons les invariants de Riemann pour les équations d’Euler barotrope (5.46). On rappelle que les valeurs
propres et des vecteurs propres (non normalisés) de la jacobienne Jx (U) sont

M) =u—c, Xo(U) = ute, or(U) = {uic] () = [uic} .

Cherchons un 1-invariant de Riemann sous la forme r(U) = % + h(p). On a alors

vrw) =[5
et donc ¢ " .
Vr(U) - ¢1(U) = —E‘Fh (P)‘F;(; —c) =h'(p) T

La fonction 7 est donc un 1-invariant de Riemann si (et seulement si) &’(p) = <.

11 suffit donc de prendre pour h une primitive de la fonction p +— 7”7;(’)) Dans le cas du systeme des équations
de Saint-Venant (pour lequel P(p) = ap?, o > 0), on a ¢ = /2ap, et un l-invariant de Riemann est 1 (U) =
% + 2¢ = u 4+ 2¢, voir aussi I’exercice

De la méme maniére, on calcule un 2-invariant de Riemann : ro(U) =

VP (p)
p

— h(p), avec pour h une primitive de

RSS!

la fonction p —
u — 2c.

Sous des hypotheses de régularité, pour un systeme de p équations, un invariant de Riemann commun a p — 1 ondes
satisfait une équation particulierement simple, comme le montre la proposition suivante (voir aussi, par exemple,

[31).

Proposition 5.38 (Equation d’évolution pour un invariant de Riemann) Soit p > 1; on considére un systéme
strictement hyperbolique (définition de la forme (5.42). On note \;(U), i = 1,...,p, les p valeurs propres
réelles distinctes de la matrice jacobienne de F au point U € D. Soiti € {1,...,p}; on suppose qu’il existe
une application r € CY(D,R) qui soit un j-invariant de Riemann pour tout j # i. Alors, pour toute fonction

U € C*(R x Ry, D) satisfaisant (5.424), on a
O (r(U)) + Xi(U)0.(r(U)) = 0.

. Dans le cas des équations de Saint-Venant, ce 2-invariant de Riemann s’écrit : 7o(U) =

Démonstration : Pour simplifier les notations, on note A = Jp. Pour tout V' € D, on note {¢1(V), ..., ¢, (V)}
une base de IR” telle que A(V)p; (V) = X, (V) pour tout j € {1,...,n}. Comme les valeurs propres de A(V)*
sont les mémes que celles de A(V), il existe aussi {¢1(V),...,1,(V)} base de R” telle que A(V)';(V) =
Aj; (V) pour tout j € {1,...,n}.

Soit k # j, comme A, (V) # A;(V),ona

Aj (V)i (V) - or(V) = AV)' %5 (V) - ou(V) = 15(V) - A(V) (V) = M (V)1 (V) - 1 (V),
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etdonc (A; (V) — A (V)¥;(V) - (V) = 0. Ceci entraine que 1 (V') - (V) = 0.

On en déduit aussi, comme {p1(V),...,p,(V)} et {¢1(V),...,1,(V)} sont des bases de R", que ¢;(V) -
(V) #0pourtoutj € {1,...,n}.

On utilise maintenant la régularité de 7, et on décompose Vr(V') dans la base {i1(V),..., ¥, (V)}, Vr(V) =
>orey (V)¢ (V). Comme r est un j-invariant de Riemann pour j # 7, on a, pour tout j # i,

n

0=Vr(V)-;(V) =Y ar(V)u(V) - 0;(V) = a; (V)5 (V) - 05 (V),
k=1

et donc o (V) = 0, ce qui prouve que V7 (V) = a; (V) (V).
On utilise enfin la régularité de la fonction U,

Byr(U) = Vr(U) - 9,U = as(U) (U) 19, U
= —aZ(U)in(U)tA(U)(%U = —Oéi(U (8$U)tA(U)t’L/J1(U) = —aZ(U))\Z(U)((?IU)th(U)
= -XNi(0)(0:0) (i (U)s(U)) = =Xi(U)Vr(U) - 8,U = = Xi(U) 0, (V).

O

La proposition permet en quelque sorte d’obtenir un systéme diagonal avec les fonctions r;(U) comme in-
connues (ol 7; est un j-invariant de Riemann pour tout j # 7).

Supposons par exemple p = 2 dans la proposition I’application 1 est un 1-invariant de Riemann et I’appli-
cation ry est un 2-invariant de Riemann. La proposition donne, si U est réguliere,

0 (r(U)) + A2(U)8:(r1(U)) = 0,
O (r2(U)) + M (U) 0 (r2(U)) = 0.

Si I'application U — R(U) = [:1533] est un difféomorphisme (de D dans son image), on note s son application
2
réciproque, de sorte que U = s(R). Les fonctions (z,t) — r1(U(z,t)) et (x,t) — ro(U(x,t)), que 1’on note 7;

et 7o ci apres, sont alors solution du probleme de transport suivant :
0 (1) + A2 (s(RR))a(

’Fl) =0,
0(72) + A1 (s(R))0x(T2) = 0,
ou R est la fonction vectorielle dont les composantes sont 71 et 7.
Ceci permet par exemple d’obtenir des estimations sur les invariants de Riemann en les considérant comme solution
de ce probleme de transport.

Les invariants de Riemann vont nous permettre de construire les ondes de détente, qui sont des solutions continues
sur IR x IR’} et autosimilaires du probleme de Riemann, c’est-a-dire qu’il existe —oo < a < b < 400 tels que
U= Ugsur D; = {(z,t), x < at}, U(z,t) = V(F) sur Dy = {(z,1), at < = < bt}, U(x,t) = Uy sur
D3 = {(z,t), z > bt} et U solution classique dans D,. La continuité de U impose donc que V(a) = Uy et
V(b) = Uy.

On fixe a et b (a < b). On cherche donc V € C([a, b]) N C(]a, b)) tels que V(a) = Uy, V(b) = Uy, et U solution

classique de dans D5 avec U(x,t) = V(%). On a, dans Do,
T, 1 T, T
QU (r,1) =~ 5V'(2) et 0, (F(U 1)) = T (U, 0)0u(Uw, 1)) = 1 Te (VIV'(5)
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Donc, dans Do,

1 T T T
QU (2,1) + 0. (F(U(,1) = 7 (Te(V (D) = D)v'(D).
Si on se limite & chercher une solution avec V' # 0 sur ]a, b, pour que 0;U + 0, (F(U)) = 0 dans D, il faut donc

que, pour tout ¥ €]a, b],

% soit valeur propre de Jp (V(%

), et V’(%) soit vecteur propre associé non nul.

Il existe donc ¢ € [1,p] tel que § = X;(V(§)). On est stir que i ne dépend pas de ¥, parce qu’on a supposé V'
continue et que le systeme est strictement hyperbolique.

Noter que I’existence et 1’unicité de 7 est encore valable si V'’ s’annule en un point entre ]a, b[ (toujours grice au fait
que le systeme est strictement hyperbolique). Par contre si V"’ est nul sur tout un intervalle [c,d], a < ¢ < d < b, i
peut étre différent sur ]a, c[ et sur |d, b[. Cette situation apparaitra lorsque le probléme de Riemann considéré aura
une solution formée de deux détentes (chaque détente correspondant & une valeur de ¢).

Finalement, sous cette condition V' # 0 (ou si V’ ne s’annule qu’en des points isolés), pour que la fonction V
recherchée convienne, il faut et il suffit qu’il existe ¢ € [1, p] tel que

Vs €la,b], \i(V(s)) = setV'(s) = a(s)pi(V(s)), avec a(s) € R, (5.49)
V(a) = Uy, V(b) = Ua. (5.50)

On rappelle que I’on cherche V' € C([a,b]) N C*(]a, b]). Noter que la condition (5.50) et le fait que \;(V (s)) = s
(pour s €la, b[ et donc aussi s € [a, b]) donne \;(Uy) = a et A;(Uy) = b.

La condition (5.49) implique que le champ i est VNL. En effet, comme I’application U — X;(U) est dérivable et
que I’on cherche V de classe C? sur ]a, b], les égalités précédentes donnent que

1=VXN(V(s)) - V'(s) = a(s)VAi(V(s)) - ¢i(V(s)), Vs €]a, b]. (5.51)

Ceci prouve que VA;(V (s)) - ¢;(V(s)) # 0 (et aussi a(s) # 0) et donc que le champ ¢ est VNL. Enfin, en
normalisant ¢;(U) par la condition V;(U) - ¢;(U) = 1, I’égalité (5.51) donne a(s) = 1 et V'(s) = ¢;(V(s))
pour tout s €]a, bl.

La condition nécessaire et suffisante sur V' est donc que V' soit solution de I’équation différentielle (avec condition
initiale et finale) suivante :

V € C(la,b], D) N C'(Ja, b], D), (5.52)
V'(s) = ¢;(V(s)), pour tout s €a, b, (5.53)
V(a) = Uy, \i(U,) = a, V(b) = Uy (5.54)

En effet, on vient de montrer que cette condition est bien nécessaire. Pour voir qu’elle est suffisante, il suffit de
remarquer que si V' est solution de cette équation différentielle, on a bien A;(V(s)) = s pour tout s €]a, b[ car
Ai(V(a)) = i(Ug) = aet \i(V(s)) = VA (V(s))-V'(s) = VAN(V(s)) - pi(V(s)) = 1 pour tout s €a, b[. En
particulier, on rappelle que ceci donne A;(Uy) = A;(V (b)) = b.
Définition 5.39 (Onde de détente) Une i-onde de détente du systeme (5.44) est une solution de (5.44) telle que
1. Uz, t) = Ugsiz < X\(Ug)t,
2. U(z,t) =Ugsiz > \j(Uq)t (on a donc X\;(Ug) > X;(Uyg)),
3. Uz, t) = V() si \i(Ug)t <z < X\i(Ua)t, avec 3 = X\i(V(F)),
4 Ve C([)‘i(Ug)a /\i(Ud)]a R), V(/\i(Ug)) =Uget V(Ai(Ua)) = Ua.
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5.V e CH(INi(Uyg), \s(Ua)[, D), V'(£) = i (V(£)) pour X;(Ug)t < & < X\i(Ug)t.
On dit alors que Uy est reliable a U, par une i-détente (noter que cette relation est non symétrique car \;(Uy) <

Ai(Ua)).
(On rappelle que ©;(U) est normalisé par la condition V) ;(U) - ¢;(U) = 1.)

Le calcul précédent montre donc que Uy est reliable a U, par une i-détente si et seulement si

Ug € Ti(Ug) ={V(s), s > a, V solution de (5.53)-(5.56), avec a = X;(U,)},

V'(s) = @i(V(s)),s > a, (5.55)
V(a) = Uj. (5.56)

En effet, si Uy est reliable a U, par une i-détente, la fonction V' donnée par la définition @] est solution de
(3.33)-(5.56) sur I'intervalle [a,b] avec b = X;(Uq) et Ug = V(\i(Uq)) = V(b) € I';(Uy). Réciproquement si
Ug € T4(Uy), il existe bt.q Uy = V() avec V solution de (3.53)-(5.56) sur I'intervalle [a, b] et donc V" est solution
(5.32)-(5.54), ce qui donne bien que Uy est reliable a U, par une i-détente.

Comme la fonction ¢; est de classe C'', I’équation différentielle (5.53) admet avec la condition initiale (5.56))
une unique solution locale. L’ensemble I';(U,) est donc la trajectoire (dans IR”) de la solution de cette équation
différentielle. Le vecteur ¢;(U,) est un vecteur tangent a cette trajectoire au point U,. Ceci est résumé dans le
théoreme [5.400

Théoréme 5.40 (Courbe de détente) Soient i un champ VNL et U, € D. Alors T';(U,) est une courbe (dans
Iespace IR?) partant de Uy et le vecteur ¢;(U,) est un vecteur tangent a cette trajectoire au point Ul

Lorqu’on veut résoudre le probleéme de Riemann, on veut déterminer s’il existe des ondes de détente, et si un état
Uq a droite est reliable a un état U, a gauche par une onde de détente, c’est-a-dire si Uy € r;(U, g). Pour cela,
un moyen assez simple est de faire intervenir les invariants de Riemann. Supposons que U soit une ¢-onde de
détente. En reprenant les notations de la déﬁnition U(z,t) = V(F) poura = \i(Ug) < § < Xi(Ua) =0,
V € C*(Ja,b[) N C([a, b]). Soit r un i-invariant de Riemann, alors r(U,) = r(Uy), puisque r(U) est constant dans
la zone de détente : en effet, pour tout £ €]a, b,

r(V(€)) = Vr(V(§)) - V'(§) = 0car V'(§) = ¢i(V(£))-
Ceci montre que
I'i(Uy) C Ty(U,) = {Uq € D : r(Uy) = r(Uy), pour tout r invariant de Riemann}.

Comme on a en général p — 1 i-invariants de Riemann indépendants, T'; (Ug) est une courbe de IR? passant par Uqy
etU,.
D’autre part si Uy € I';(U,), on a nécessairement A\;(Uy) < A;(Ug). L'ensemble I';(U,) correspond donc a “la

2

moitié” de la courbe I';(Uy). Plus précisément,
Li(Uy) € {Ua € T4(Uy) tel que Xi(Uy) < Xi(Ua)} = Ti(Uy).

On aen général I';(U,) = f‘i(Ug) (siil y a bien p — 1 i-invariants de Riemann indépendants).
Résoudre un probleme de Riemann passe donc par la construction des courbes I';(Uy). En pratique, on construit
I’ensemble I';(Uy), et on ne conserve que la partie telle que \;(Uy,) < A;(Uy).

Commencons par I’exemple simple d’un systeéme découplé, avec p = 2. Dans ce cas on a vu qu’un 1-invariant
de Riemann est uo, et donc I’ensemble Fi(Ug) est la droite up = ug4 2. Si fi est strictement convexe, la condition
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)\1(Ug) < A1 (Uy) donne que Ug,1 < Ugq,1, ce qui donne une demi droite. L’ensemble des points Uy reliables a U,
sont les points tel que ug2 = ug 2 €t ug1 > ug 1. La solution U est alors une fonction dont la seconde composante
est constante (et égale a u, o) et dont la premiere composante correspond a une détente pour une équation scalaire.

Considérons maintenant le cas du systeme des équations d’Euler barotrope (5.46). On a vu qu’un 1-invariant de
Riemann est 1 (U) = u+h(p), ol h est une primitive de p — 7”)/)([))

ap?, a > 0,onadonc 71 (U) = u+2c (on rappelle que ¢ = \/2ap); on peut tracer la courbe ' (U,) = {Uy € D :
r(Uq) = r(Uy) pour tout  l-invariant de Riemann}; dans les variables p,u, en posant 8, = ug + 2,/2ap,,
r1(Uq) = r2(Uy) revient a écrire que u + 24/2ap = 3, soit encore

. Pour les équations de Saint-Venant P(p) =

u = fy 72\/£\/ﬁ.

On obtient alors la demi courbe I'; (U,) en imposant que A\ (U,) < A1 (Uy), ¢’est-a-dire u, — ¢, < u— c ou encore

Z—z —/2apg < T —2ap.

Ondes de choc, discontinuités de contact

On s’intéresse toujours au probleme de Riemann (5.44). Comme pour 1’étude des ondes de détentes, on fixe U, et
on cherche une éventuelle solution autosimilaire reliant U, et Uy avec une discontinuité, ¢’est-a-dire qu’il existe
o € IR tel que la fonction U définie par U(z,t) = Uy siz < ot et U(z,t) = Ug si z > ot soit solution de (5.44).
On a déja vu que pour qu’une telle fonction U soit solution faible de (5.44) il faut et il suffit que

o[U] = o(Us — U,) = (F(Ug) — F(U,)) = [F(U)]. (5.57)

La relation (5.57) donne de nombreux couples (U, Uq) possibles, et en particulier des couples pour lesquels il
existe une valeur propre A; de la matrice jacobienne vérifiant \;(U,) < A;(Uy) avec un certain ¢ correspondant a
un champ VNL; dans ce cas, il y a une solution sous forme de détente et il n’y a pas unicité de la solution faible. Le
probléme est le méme que dans le cas scalaire, il faut ajouter une condition supplémentaire pour tenter d’assurer
I’unicité. Dans le cas général des systemes étudiés ici, il n’existe pas toujours d’entropie au sens de la définition
(53:44) ; I’idée, due a Lax [24]], est d’utiliser condition d’entropie de Lax déja introduite pour les équations scalaires,
voir Théoreme 5.18]

Définition 5.41 (Condition de Lax, cas systéme) Soir U une solution faible du probleme (5.13) ; on se place sous
les hypotheses (5.43)). On dit que U vérifie la condition de Lax s’il existe i € 1,...,p t.q.

Xi(Ug) > o > X;(Uyg) si le champ i est VNL, (5.58)
Ai(Ug) = 0 = Xi(Uq) sile champ i est LD. (5.59)

Pour un systeme comme celui de Saint-Venant, cette condition de Lax est équivalente a la condition d’entropie de
la definition (5.33)). Ceci est démontré dans I’exercice [5.20]

En éliminant o par ’'une des équations et en le remplagant dans les autres, on obtient (p — 1) équations sur
U,. Les solutions de ces p — 1 équations donnent en général, au moins dans un voisinage de U,, p courbes dans
le plan IRY. (Ceci n’est pas démontré dans ce cours mais un exemple est donné dans I’exercice ) On peut
alors déterminer comment ces courbes se comportent au point Uy. Soit V' : [0, &[— (IRd)* une application telle
que lim,_,o V(s) = 0 et telle que, pour tout s € [0,&[, Us = Uy + V(s) est reliable a U, par une discontinuité,
c’est-a-dire que (5.37) est vérifiée pour un certain o = o (s).
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On considere une suite (s,)nen de 0, €[ telle que lim,, 1 oo 8, = 0. Quitte & extraire une sous-suite, on peut
SUPpOSET que
lim V(sn)

ey
n=-too ||V (sn)]|

avec ¢ € R (et ||| = 1). On écrit la relation de Rankine-Hugoniot (5.57) avec Uy = U, + V (s,,) ; en utilisant
le caractére C'! de F', on obtient donc

o(sn)V(sn) = F(Ug + V(sn)) = F(Uy)) = DF(Ug)(V(sn)) + [V (sn)llen,
avec lim,,_, 4 o €, = 0, et donc

V(sn) V(sn)

Wil ~ P F Vo e o

Ceci montre que la suite (0(s,,))nen @ une limite, que I’on note A et que Ap = DF(U,)p. Comme ¢ # 0, il existe
donci € {1,...,p}telque A = \;(U,) et g est colinéaire a ¢, (U,) (et non nul). Les vecteurs @1 (Uy), . . ., p(Uy)
sont donc des vecteurs tangents (au point U,) aux p courbes de vecteurs Uy reliables a U, par une discontinuité.
Onnote I'; (U,) 1a courbe associée au champ ¢ (c’est-a-dire que le vecteur ; (U, ) est tangent a cette courbe au point
U,) et on suppose que ce champ est VNL. La condition de Lax (5.58) nous donne alors A\;(Ug) > o(sn) > Ai(Uq)
au moins pour n assez grand et pour ||U,—Uy|| assez petit (pour assurer, grice a la condition de stricte hyperbolicité
et au fait que o (s,) — A;(Uy), que cette condition de Lax ne puisse pas étre vérifiée pour une autre valeur de 7).
En utilisant le caractere C'! de )\;, cette condition de Lax donne alors

Ai(Ua) = Xi(Ug) + VAi(Uyg) - V(sn) + IV (sn)llen < o(sn) < Ai(Uy),

o(sn)

avec lim,,_, o, €, = 0, et donc

Visn)
IV (sn)ll
Quand n — 400 on en déduit VA;(Uy) - ¢ < 0, ce qui prouve que ¢ = ayp;(Uy) avec oo < 0 (car o;(Uy) est
normalisé par V;(Uy) - ¢;(Uy) = 1 et ¢ est non nul colinéaire a ¢, (U,)).
La courbe I';(U,) a donc la méme tangente au point U, que la courbe I';(U,) vue dans le cas des détentes mais
ces deux courbes partent de U, dans des directions opposées.

VA(U,) - +e, <0.

Dans le cas des équations de Saint-Venant, P(p) = ap? avec @ = % l’exercicemdonne I’ensemble des états U
reliable a U, par un 1-choc (resp. 2-choc) Avec les inconnues (k, u), ¢’est I’ensemble des couples (h, u) tels que
h > hg (rtesp. h < hg)etu =uy, — 5,8 = \/(h — hg)(h? — h2)/(2hgh). Etant donnés deux états U, et Uy, on
peut alors constuire, pour les équations de Saint-Venant, tous les états reliables a U, par un 1-choc ou une 1-détente
et tous les états reliables a U, par un 2-choc ou une 2-détente. On obtient ainsi deux courbes (I’'une passant par
U, et I'autre par Uy). L'intersection de ces deux courbes donne un état, appelé état intermédiaire, qui permet de
construire la solution du probléme de Riemann. Celle ci est formée d’une 1-onde reliant U, a I’état intermédiaire

suivie par une 2-onde reliant I’état intermédiaire a Uy. La figure[5.4]donnent ces courbes avec un choix particulier
de Uy et Ug.

A partir de cette étude (ondes de choc, ondes de détentes et discontinuités de contact), il est possible de démontrer
le théoreme [5.42] dii a P. D. Lax, voir [24] Theorem 5.4] pour I’énoncé initial et la démonstration.

Théoreme 5.42 (Solution du probléme de Riemann, Lax) On considere un systéme strictement hyperbolique,
avec des champs VNL ou LD et Uy € D. Alors il existe € > 0 tel que si |Uy — Ug| < ¢, il existe une solution au
probleme de Riemann (5.44] formee d’au plus p+ 1 états constants reliés par p ondes (détentes, discontinuités de
contact ou chocs) et verzﬁant la condition de Lax.
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Courbes detentes (b} et chocs (r), ug=ud=1.5 hg=1 hd=2

15

10

0.5

0.0

FIGURE 5.4 — La vitesse (u) est en abscisse et la hauteur (h) en ordonnée. L’état intermédiaire est donné par
I’intersection de la courbe rouge partant de Uy et de la courbe bleue partant de Uy

5.4 Exercices

Exercice 5.1 (L*(IR) N BV (IR) C L (IR)) Corrigé en page[327}
Pour v € L (IR) on pose

loc
lulpy = Sup{/Q w@)¢'(z) dz, ¢ € C° (R, R), [loll (o) < 1},

et on rappelle que v € BV (IR) si |u|py < +0o0.
Soit u € L*(IR) N BV (IR). Montrer que u € L>°(IR) et

[ulloo < |ulBy

Exercice 5.2 (Condition de Lax) Corrigé en page Soit f une fonction strictement convexe ; on considére
le probléme de Riemann

Ou+ 0x(f(uw)) =0sur IR x R,

(2,0) ug siz <0,
u(x,0) =
’ Ug sinon.

On considere une solution faible de la forme

iz < ot,
w(a,t) =497 (5.60)
Uq sinon.

1. Exprimer o en fonction de f, ug, uq.

2. Montrer que cette solution est entropique si et seulement si la condition de Lax f'(ugy) > o > f'(uq) est
vérifiée.

3. On suppose toujours que la solution est de la forme (5.60), mais on ne suppose plus que ¢’est une solution

faible. Montrer par un contre-exemple que dans ce cas on n’a plus équivalence entre solution entropique et
condition de Lax.
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Exercice 5.3 (Systeme hyperbolique linéaire) Corrigé en page Soient A € M, (IR) et ug € L>*(IR)™.
On suppose A diagonalisable dans IR et on cherche © € L>°(IR x IR )™ solution faible du probleme suivant :

Opu(x,t) + Adyu(x,t) =0, x € R, t €]0, +o0], (5.61a)
u(z,0) = up(x), z € R. (5.61b)
Soit {v;, i € {1,...,n}} une base de IR" formée de vecteurs propres de A. On a donc Av; = A;v; pour tout

i € {i,...,n}avec \; € R. Pour z € IR, on décompose uy(x) sur la base {v;, i € {i,...,n}}. On a donc
up = Y i, a;v; p.p. avec a; € L>°(IR) Montrer que u défini presque partout par u(z,t) = > ., a;i(x — Nit)v;
est solution faible de (5.61).

Exercice 5.4 (Unicité de la solution faible du probléme linéaire par dualité) Soient ¢ € R et ug € L®°(IR).
L’ objet de cet exercice est de prouver 1’unicité de la solution faible u (dans L*°(IR, x IR, )) du probleme de
transport suivant :

Opu(z, t) + coyu(z,t) =0, 2 € R, t €]0,400], (5.62a)
u(z,0) =up(z), z € R. (5.62b)

1. Montrer qu’il suffit de prouver 1’unicité de la solution pour uy = 0 p.p..
On suppose des lors que u est une solution faible de (5.62) avec ug = 0 p.p..
2. Soit ) € C.(IR x R). Pour z € R et ¢t € IR on pose ¢(z,t) = — ;roo (x —c(t —s),s)ds.
(a) Montrer que ¢ € CH(IR x [0, +00[) et que Dy + cdrp = Y in R x [0, +00]).
(b) Montrer que f0+°° S w(z, t)p(z,t) dz dt = 0.
3. Montrer que u = 0 p.p..
4. En déduire que la solution faible du probleme (5.62)) est unique, ainsi que que celle du systeme (3.61)) de
I’exercice 5.3

Exercice 5.5 (Construction d’une solution faible entropique, I) Corrigé en page[329
On considere dans cet exercice 1’équation de Burgers avec une condition initiale :

{ du+ 05(u?) =0dans R x R7,

u(+,0) = up dans IR. (5.63)

Construire une solution faible de (5.63)) pour u( définie par :

1 six <0,
up(z) =<¢ 1—z si0<z <1, (5.64)
0 six > 1.

Exercice 5.6 (Non unicité des solutions faibles) On considére 1’équation

Ou+ 0, (u?) =0
(0, 2) = ug SiT < 0 (5.65)
uqg six >0

avec ug < uq.
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1. Montrer qu’il existe o € IR tel que si (pour ¢ > Oetx € R)
{ u(z,t) =uy siz < ot,
u(z,t) =uq six> ot,
alors u est solution faible de (3.63)). Vérifier que u n’est pas solution entropique de (5.63).

Corrigé —
Soit o € IR. On définit u presque partout sur R x IR par u(z,t) = ug si x < ot et u(x,t) = uq si x > ot.
Onnote D1 = {(z,t) € R x R,z < ot} et D2 = {(,t) € R x R}, > ot}. La fonction u)p, €
ok (Di,R) (c’est-a-dire restriction a D; d’une fonction C* sur ]RQ) et est solution classique dans les domaines
D, i = 1,2 et vérifie (presque partout) la condition initiale. Elle est discontinue sur la droite x = ot. D’aprés
la proposition 0.0] (question BD) elle est solution faible de (5.63) si et seulement si elle vérifie la relation de
Rankine-Hugoniot sur la droite x = ot. Cette relation s’écrit ici

2 2 .

Uy — Uy = o(Uqg — Ug).

On prend donc o = (ug + uq), la fonction w est alors solution faible de [B.63).

Comme la fonction s — s> est strictement convexe, d’aprés la proposirianla fonction u n’est pas solution
entropique car g < Uq.

2. Montrer que w définie (sur R x IR ) par :

w(z,t) =uy stz < 2ugt,
u(r,t) = 57 si2ugt < < 2ugt, (5.66)
u(z,t) =uqg  six > 2ugt,

est solution faible entropique de (5.63).
Corrigé — Onnote D1 = {(x,t) € R x R%, x < 2ugt}, D2 = {(z,t) € R x RY, 2ugt < = < 2uqt}

et D3 = {(z,t) € R x RY, z > 2uqt}. La fonction ujp, € C*(D;,IR) et est solution classique dans les
domaines D;, i = 1,2, 3. Elle vérifie (presque partout) la condition initiale.

Elle est continue sur les droites © = 2ugt et x = 2ugqt. La proposition mdonne alors qu’elle est solution
entropique.

Exercice 5.7 (Construction d’une solution faible entropique, II) Corrigé en page[330}
On considere dans cet exercice 1’équation de Burgers avec une condition initiale :

2 _ *
{ O+ 0, (u?) = 0dans R x IR* (5.67)

u(+,0) = up dans IR.

Construire la solution entropique de (5.67) pour ug définie par :

0 sixz <0,
u(x)=¢ 1—az si0<z<l,
1 siz > 1.

Exercice 5.8 (Probleme de Riemann (1)) Soient ug4 et u, des nombres réels et f une fonction de IR dans IR de
classe C'1.

1. On suppose que f est strictement convexe.

(a) Calculer la solution entropique du probléme de Riemann (5.13) avec données ugq et ug, ug < ug. pour
cette question on supposera que f est de classe C? et f”(s) > 0 pour tout s € IR.
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Corrigé — Comme f' est strictement croissante, f'(ug) < f'(uq) et donc les courbes caractéristiques
issues de I’axe t = 0 ne se rencontrent pas
On définit alors les zones Dy, i = 1,2,3, par D1 = {(z,t) € R x R}, x < f'(ug)t}, D2 = {(x,t) €
R x RY, f(ug)t < x < f'(ua)t} et Ds = {(z,t) € R x R, x> f'(uq)t}.
Comme cela est suggéré par les courbes caractéristiques issues de I’axe t = 0, on définit u dans Dy par
u(z) = ug et u dans D3 par u(z) = uq. On a alors, pour i = 1,3, up, € C'(D;,R) et est solution
classique (de I’équation du probléme de Riemann (5.13) dans le domaine D;. La fonction w vérifie aussi
(presque partout) la condition initiale de [F-13)) (quelquesoit la valeur de w dans Ds).
On cherche maintenant w dans Dz sous la forme u(x,t) = ¢(7). Si ¢ est de classe CY, pour que u soit
solution classique de I’équation du probleme de Riemann (Q.13) il faut et il suffit que

(G + £ BN ) =0 pour tour(z, 1) € D*.
ceci suggere donc de prendre  telle que f'(u(xz,t)) = £ pour tout (x,t) € D?. La fonction f' est stricte-
ment croissante continue de R, sur son image Im(f"). Elle est donc inversible et d’inverse continue. On note
g cette fonction inverse et on choisit alors u(z,t) = g(%) pour tout (z,t) € D
Comme on a supposé f est de classe C? et f"'(s) > 0 pour tout s € R, la fonction g est de classe C'*. Pour
le voir, il suffit de remarquer que, pour s € Imf’ et h € R* tel que s + h € Imf’,

gls+h)—g(s) _ g(s+h)—g(s) e(h)

h T FlaGs ) = f(g(s)  Fi(g(s) +e(h) — f(g(s))

avec limy,_,0 £(h) = 0 (car g est continue). On en déduit que g est dérivable au point s et g'(s) = T

Ceci donne bien que g est de classe C* (de Imf' dans IR).

On en déduit que w|p, € Cl(ﬁz, R) et est solution classique (de I’équation du probléeme de Riemann
@13)) dans le domaine Ds.

Enfin, on remarque que w est continu sur les droites x = f'(ug)t (ce qui donne ug = g(%)) et . = f'(uq)t
(ce qui donne uwq = g(%)). La propositiondonne alors qu’elle est la solution entropique de [B-13) et
elle est continue de R x IR 4 dans IR.

N.B. On a supposé f est de classe C* et f"(s) > 0 pour tout s € IR pour obtenir dans Do une solution
classique. Si f est seulement de classe C*, un raisonnement par régularisation permet de montrer que le
méme choix de w dans Ds (u(x,t) = g(F)) donne une solution faible dans D3 et donne donc aussi finalement
la solution entropique de ([F-13).

(b) Calculer la solution entropique du probléeme de Riemann (3.13)) avec données ug et ug, ug > uq.

s ’ . . ! / P
Corrigé — Comme [ est strictement croissante, f'(ug) > f'(uq) et donc les courbes caractéristiques
issues de I’axe t = O se rencontrent. On va alors chercher une solution avec une discontinuité.

Soit o € TR. On définit u presque partout sur IR X R par u(x,t) = ug si x < ot et u(z,t) = uq si
T > ot.

On note D1 = {(z,t) € R xR}, z < ot} et Dy = {(z,t) € R x RY, z > ot}. La fonction
u|p,; € ct (Dy, R) (c’est-a-dire restriction a D; d’une fonction C' sur R?) et est solution classique dans
les domaines D;, © = 1,2 et vérifie (presque partout) la condition initiale. Elle est discontinue sur la droite
x = ot. D’apres la pmpositi()n@( question elle est solution faible de (3.63) si et seulement si elle vérifie
la relation de Rankine-Hugoniot sur la droite x = ot. Cette relation s’écrit ici

fua) = flug) = o(ua = ug).
On prend donc o = LD =1) 1 fonction w est alors solution faible de G63).

Ug—Ug

Comme la fonction f est strictement convexe, d’apres la proposition5.13la fonction w est la solution entro-
pique car ug < Uq.
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2. On suppose que f est strictement concave. Peut-on se ramener au cas de la premiére question pour calculer
la solution entropique du probléme de Riemann (5.13)) avec données uq et u, ?

Corrigé — On peut effectivement se ramener au cas de la premiére question.

Avec la fonction u de IR, X R 4 dans IR, on définit la fonction v par v(x,t) = u(—x,t). la fonction u est alors
solution entropique du probléme de Riemann (T13) avec données uq et ug si et seulement si la fonction v est
alors solution entropique du probleme de Riemann (0.13) avec données uq pour x < 0 et ug pour x > 0 et avec
—f au lieu de f. On est ramené au cas de la premiére question car — f est strictement convexe.

Le probleme de Riemann (m aura donc une solution continue si uq < ug et une solution discontinue si
Ud > Ug.

Exercice 5.9 (Equation de Buckley-Leverett) Corrigé en page[331|

On s’intéresse au probléme de Riemann

Buu+ 0, (f(u)) = 0sur R x Ry, (5.68)
u(x,0) = uy pour z < 0, u(z,0) = uq pour z > 0. (5.69)

On suppose ici que la fonction f de IR dans IR est convexe puis concave : plus précisément, on considere f €
C?*(R,IR) avec
() f(0)=0, f/(0)=f'(1)=0
(i) Ja €]0, 1], tel que f est strictement convexe sur |0, a[, f est strictement concave sur |a, 1].
On suppose de plus que ugy = 1, uqg = 0.
1. Montrer qu’il existe un unique point b de I’intervalle ]a, 1] tel que @ = f'(b). Puis, montrer qu’il existe
un unique point ¢ de |0, b[ tel que f'(c) = f(b).
On conserve dans la suite cette notation des points b et c.
2. On définit (p.p.) la fonction v de R x IR dans IR par :

u(z,t)=1 siz <0
u(z,t) =€ six=f'(t, b<i<1
u(z,t) =0 six > f(b)t

Montrer que  est la solution faible entropique de (3.13).
[Pour montrer que la condition d’entropie est satisfaite, on pourra commencer par remarquer que pour toute
fonction 1) (de IR dans IR) de classe C'* et convexe, on a f;(f’(b) — 1 (2)(7' (x) — n'(c)) dx < 0.]

On peut ainsi construire la solution entropique du probléme de Riemann dans le cas intéressant pour I’ingénierie
pétroliere, celui de 1’équation de Buckley-Leverett, ¢’est-a-dire pour

2

u
f(u) = W et Ug, Uqg € [0, ].]
w2 4 U=

Pour cela, on distingue les cas ol la fonction f est convexe-concave ou convexe ou concave entre u, et ug, selon
les valeurs de ug et ugq.
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Exercice 5.10 (Construction d’une solution faible entropique, III) Corrigé en page[332]
Construire la solution entropique du probleme

Ou+ 0, (u?) =0

0 siz<0
w(z,0) =ug(z) =¢ = size]0,1]
0 si>1

Vérifier que pour tout ¢ > 0 on a bien [, u(x,t) dz = [ uo(x) dz.

Exercice 5.11 (Construction d’une solution faible entropique, IV) Corrigé en page|333
Construire la solution entropique du probléme

O+ 0, (u?) =0

1 siz<—1,

0 si—1<z<0,
u(2,0) = uo(x) = 2 si0<zxz<l1

0 siz>1.

Exercice 5.12 (Solution non entropique) Corrigé en page
On s’intéresse a 1’équation de Burgers.
Opu(x,t) + 0, (u?)(z,t) =0, x € R, t € Ry, (5.70)
u(z,0) =0, z € R. 5.71)

1. Ecrire le sens de “u solution faible de (5.70)-(5.71)" et le sens de “u solution entropique de (5.70)-(5.71)".
On définit v de IR x IR dans IR par :

Opourz € R, t € IRy, x < —/1,

%pourzE]R,tEIRi, —Vt <z <,

Opourz € R, t € Ry, = > /1.

u(z,t) =

2. Montrer que u? € LL (R x Ry)etu € LL (IR x IR, ). (On rappelle qu’une fonction v de R x IR ;.

loc loc

dans IR appartienta L}, (R x Ry ) sivlg € L'(IR x Ry) pourtout K C R x Ry =R x [0,00[, K
compact.)

3. (Solution faible (1)) Montrer que u vérifie :
/IR /]R(u(x,t)(")t@(x,t) + u?(2, 1) dpp(2, 1)) dz dt = 0, Y € CL(RY x R, R). (5.72)
+
4. (Solution faible (2)) Montrer que u est solution faible de (3.70)-(5.71), ¢’est-a-dire que u vérifie :
/]R /]R(u(x,t)at(x,t) +u?(2,t)0pp(x,t)) do dt = 0, Yo € C}(IR4 x R, R). (5.73)
+

5. (Solution entropique ?) Soit 77 une fonction convexe de IR dans IR, de classe C'. On définit ® de IR dans
IR par : ®(s) = [~ 1/ (£)2€dE, pour tout s € IR. Montrer que u Vérifie :

/]R /R(n(u)(x,t)atcp(:c,t) + O(u)(x,t)0rp(x,t)) de dt > 0, Vo € C’cl(IR xR, R4).  (5.74)

[On pourra commencer par étudier, grice a la convexité de 7, le signe de ®(s) — s(n(s) — 1(0)).]
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6. Montrer que la fonction u n’est pas la solution entropique de (5.70)-(5.71).

N.B:La questlonlmontre que 9¢n(u)+ 0y <I>( ) < 0 au sens des dérivées par transposition dans IR x IR} . Mais on
ne peut pas montrer (5.74) (en ajoutant [, 7(0)¢(x,0) dz sin(0) # 0) pour tout ¢ € CH(IR x ]R+, R.), méme
en se limitant & considérer les entropies de Krushkov. Ceci est dii au fait que u(-,t) # 0 dans Llo (IR) quand
t — 0 (cette convergence dans LIOC(]R) serait d’ailleurs vraie si u était solution entropique de (5.70)-(5.71)). On a
seulement u(-,t) — 0 dans D*(IR) et ¢’est ce qui a été utilisé dans la questlonEIpour demontrer que u est solutlon
faible.

Exercice 5.13 (Discontinuité et entropie) Dans cet exercice, on démontre la proposition|5.13
Soient f € C}(IR,IR) et ug € L>(IR). On s’intéresse 2 la solution entropique du probleéme suivant :

{ Ou+ 0y (f(u) =0, (x,t) e R x Ry, (5.75)

u(zx,0) = ug(x).

Soient 0 € R, Dy = {(x,1) € R x R%;z < ot} et Dy = {(z,t) € R x R};2 > ot}. On suppose que
u;p, € C'(D;,IR) (i = 1,2) et que u est solution faible de (5.73). En particulier, on a donc (voir la proposition
D.6)

olul(ot,t) = [f(u)](ot,t) pour toutt € IR ;. (5.76)

Montrer que u est solution entropique de (5.73) si et seulement si

on(uw)](et,t) > [®(u)](ot,t) pour tout t € R4, (5.77)

pour toute fonction n € C*(IR,IR) convexe et ® € C1(IR,R) telle que &' = f'n’

Corrigé —  Selon la définition de solution entrapique@ u est solution entropique si pour toute fonction n de IR dans

R, convexe et pour ® définie par ®(s) = ]0 7)dT (pour s € IR)
/ / (n(uw)dep + P(u)0zp)(z,t) de dt + / n(uo(x))e(x,0) dz > 0,Ve € Co(R x Ry, Ry).
R, /R JR

Comme cela a été dit lors de la définition de solution entropique, on peut se limiter a considérer n de classe C".

Pour démontrer que cette condition sur u est équivalente a B.T1), on reprend la preuve de la question de la la
proposition[5.0]

Soitn € C*(R,IR) et ® définie par ®(s) = =[f 7)dr. Soit p € CH(IR. x R4, Ry). On pose (noter que grdce
au théoreme de Fubini on peut intégrer par }app()rt ax puls t ou par rapport a t puis x)

X = / / n(u(z,t))orp(x,t) dt dz,
R JR

Xo :/IR+ /]R D(u(x,t))0zp(x, t) dz dt.

On suppose par exemple o > 0 (un raisonnement anlogue traite les cas o < 0 et 0 = 0). Comme u|p, € C ! (Dl, R)
(v = 1,2), u est solution classique de (5.73) dans D;, i = 1,2 et on peut faire des intégrations par parties dans D;
(i=1,2).

Comme

z

X = /H X /U " n(ulz, £)dp(a, ) dt) de + /H L /f% 0wz, 1) D, ) dt) da

- ./;L (,/H;+ n(u(z, t))Orp(x, t) dt) dz,

Les intégrations par parties donnent
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X1=/R+77(u+( T Vola, )dx—/]R+((acO x()da:—/Ir{+/ ) du(z, ) (x, £) dt da

+oo
—/IR+ n(u_(z, = ))QO( )dx—/]R+/w 0 (u(z,t))Ou(z, t)p(x, t) dt dz

f/ n(u(z,0))e dex—/ /}R+ )Owu(x, t)p(z, t) dt da.

En regroupant, il vient :

X1:—/ n(u(z,0))p(z,0) dx—// t))Ovu(x, t)p(x,t) dt do
Dy
// )0z, t)p(x, t) dt dx+/ (W) (z, Z)p(z, 2) da.
Dy R g g
Dans la derniére intégrale, on effectue le changement de variable t = Z. On obtient
Xlzf/ n(u(z,0))p dezf// t)Oeu(z, t)p(z,t) dt dz
D,
—// 0 (u(z,t)0u(x, t)p(z,t) dt dx—l—a/ [u](at, t)p(ot, t) dt.
Do Ry

Le calcul pour X est plutot plus simple
oo

Xo :/m(/m O (u(w,t))0sp(z,t) dz) dt+/}R+(/U du(z, t)dup(x, 1)) dz dt.

t

Les intégrations par parties donnent

// w)Ozu(z, ) xtdxdt—// u)Opu(z,t))p(z,t) dz dt
- / [®(w)] (o, £)p(ort, 1) dit.
Ry
Comme 1’ (u)Oyu + @' (u)0zu = 0 sur Dy et D2, on a donc :
Xo 4+ Xa == [ n(u(e,0)p(@ 0 do+ [ (olnwl(ont) - [t n)plot.t) dr,
R R

n
c’est-a-dire , pour tout o € CH(IR x R.,Ry),

/m/ u)0rp + 2(w):¢) (2, t)dde/ n(uo(z))¢(x,0) dz

- /}R (oln(w)](ot,t) - [(w)](ot,)p(ot,t) dt. (5.78)

Si BT7) est vérifiée, le second membre de [B.T3) est positif et u est donc solution entropique.
Réciproquement, si u est solution entropique, (3.73) donne

/IR (oln(w))(ot, t) — [B(w)](ot,1)p(ot,t) dt > 0

pour toute fonction ¢ € CL(IR x Ry, IRy). La fonction t — o(ot,t) est une fonction arbitraire de C} (R4, R),
Comme la fonction t — ([n(u)](ot, t) — [®(u)](ot,t)) est continue, on en déduit que [n(u)](ct,t) — [P(u)](ot,t)) >0
pour toutt > 0.

On rappelle que u (ot,t) = limy o u(x,t), u_(ot,t) = limg4y u(z, t), [u](ot,t) = uy(ot, t) —u_(ot, t) et
[g(w)](ot,t) = g(uy(ot,t)) — g(u_(ot,t)) pour g = f, n ou P.
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Exercice 5.14 (Effet Landau) Corrigé en page[336]

Soit f une fonction borélienne bornée et périodique de IR dans IR (pour simplifier, on peut supposer que f est
continue périodique de IR dans IR). On s’intéresse dans cet exercice a la limite quand ¢ — +oo de la solution
(faible) du probléme suivant :

ou ou N
E(Ca:%t)—"_yaix(xvyat) =0, !E,yEIR, tEIRJra (5793)
u(r,y,0) = f(z), v,y € R. (5.79b)

1. Donner explicitement en fonction de f I’'unique solution faible de (5.79).

Dans la suite, on note u cette solution faible.
On remarquera que u est continue de IR dans LfOC(IRQ) pour tout p < oo.

On note aussi m la moyenne de f sur une période. Enfin, pour tout y € IR et » > 0, on pose

y+r
F(y,r)= 1 / f(z) dz.

=5 -
2. (Question liminaire) Montrer que lim,_, ; o F'(y,r) = m, uniformément par rapport a y € IR..

3. Soient a,b € IR et § > 0. Montrer que

b+8  pa+d
lim / u(z,y,t) de dy = 46°m.
a—9

t—+oo [

[On pourra remarquer que fbbj; f(x —yt) dy = 20 F(x — bt, 6t).]

4. Montrer que u(-, -, t) — m *-faiblement dans L>(IR?), quand ¢ — +oo.

o) 0
5. Montrer que le résultat de la question 4 reste vrai si on remplace dans ya—u par a(y)a—u olla €
x x

CYR,IR) et a/(y) # 0 pour tout y € IR. (Plus généralement, ce résultat reste vrai sous 1’hypothese plus
faible demandant que 1’ensemble des points ou a’ s’annule soit de mesure nulle.)

N.B. Cet exercice montre que les oscillations de w a I’instant 0 disparaissent quand ¢ — +o00. On ne peut donc pas
retrouver avec cette limite a I’infini la fonction v a I’instant O alors que la connaissance de » a un instant £ > 0
permet de retrouver u A I'instant 0 (grice a I’équation (5.79a)). Ceci fait partie de ce qui est appelé I’effet Landau[f]

Exercice 5.15 (Principe du maximum et positivité) Soit v € C'(IR,IR) telle que v est bornée et soit ug €
Cy(R,IR). On s’intéresse aux deux problémes suivants :

au 8’& *

@t tva(2,t) =0, z e R, t€RE, (5.80)
u(x,0) = up(x), x € R.

au 8”UU *

@)+ 5-(@t) =0, zeR, t e RY, (5.81)

u(z,0) = up(x), z € IR.
8. Lev Davidovitch Landau (1908-1968), physicien théoricien soviétique, lauréat du prix Nobel de physique de 1962.
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1. Soient A, B € R tel que A < ug(z) < B pour tout z € IR. Soitu € C'(IR x IR, IR) solution de (5.80),
montrer que A < u(x,t) < B pour tout € IR et ¢t € IR,. Montrer (en donnant un exemple) que cette
propriété peut étre fausse si u est solution de (5.8T).

[On pourra considérer, pour tout ¢ € IR, I’équation différentielle 2’(t) = wv(x(t)) avec donnée initiale

z(0) = a.]
Corrigé — Soit a € IR, on considere I’équation différentielle
@' () = v(x(1)), (5.82)
z(0) = a. (5.83)

Comme v est une fonction lipschitzienne de IR dans IR, cette équation différentielle admet une solution maximale
et celle ci est définie pour tout t > 0. on note x cette solution maximale (et donc x, € ok ([0, —|—OOD, ]R)

On définit maintenant ¢, € C* (R4, R) par @q(t) = u(xq(t),t) de sorte que, pour tout t > 0,
0n(t) = Opu(a(t), ) (t) + Ou(za(t), t) = Opu(wa(t), t) + v(wa (t))Oxu(za(t), t) = 0.

La fonction @, est donc constante et donc pq(t) = pa(0) = u(a,0) = uo(a).

Ceci prouve que A < u(x4(t),t) < B pour tout t > 0 et tout a € R.

Il reste a prouver que {(xq(t),t),t € Ry, a € R} =Ry x IR.

Soit t > 0. La solution de I’équation differentielle (3.82) dépend continiiment de la donnée initiale, I’application
Yy définie par i(a) = mq(t) est donc continue de R dans R. D’autre part limg— oo Ta(t) = 400 car
Ta(t) > a—||v||oot etlimgs oo To(t) = —00 car xq(t) < a+||v'||cot. Le théoreme des valeurs intermédiaires
donne alors ITm(3p;) = TR.

On a donc bien {(z4(t),t),t € Ry, a € R} = Ry x R erdonc A < u(x,t) < B pour tout x € IR et
te R4

Cette propriété est en général fausse si w est solution de 0.81) dés que v' # 0. Il suffit de considérer par exemple
uo(z) = 1 pour tout x € R et prendre A = B = 1. La fonction u(x,t) = 1 pour tout x € R et tout t € R4
n’est pas solution de G81) car v’ # 0.

2. On suppose que ug(z) > 0 pour tout z € R. Soit u € C1(IR x R, R) solution de (5.8T)), montrer que
u(z,t) > Opourtoutz € Rett € Ry.

Corrigé —  L’équation 3.81) s écrit aussi

O ,0) o) 2% 1) 0/ (), 1) =
Soit a € IR. Avec les mémes fonctions x, et @q que dans la question précédente, on obtient maintenant
0n(t) = Opu(a(t), t)ah () + Oru(wa(t), t) = Opu(wa(t),t) + v(za(t))Opulza(t), t)
/() u(za(t), ) =~ (@a(t))Pa(t).

En posant g(t) = —v'(x4(t)) (de sorte que g € C(R+,IR)), la fonction @, est donc solution de

Calt) = g(t)pa(t),

£a(0) = uo(a).
En notant G la primitive de g s’annulant en 0, on a donc 0o (t) = uo(a)e®Y pour tout t > 0. Comme uo(a) > 0,
on en déduit p,(t) > 0 pour tout t > 0.
On a donc, finalement 0 < u(xq(t),t) pour tout t > 0 et tout a € RR.

Comme a la question précédente {(z.(t),t),t € R4, a € R} = IRy x IR et donc 0 < w(zx,t) pour tout
reRett € ]R+.
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Exercice 5.16 (Exemple de systeme non strictement hyperbolique) Corrigé en page

Soient p = 2, D = R Pour U = (uy, uz)?, on définit F = (fy, f2)! par f1(U) = u?, fo(U) = (ug + 1)%.
1. Montrer que le systeme 0;U + 9, (F(U)) = 0 est hyperbolique mais non strictement hyperbolique, et qu’il
existe existe deux champs VNL associée a la fonction F.

2. On considere maintenant le probleme de Riemann avec comme données initiales U, = (—1,—1)" pour
r < 0etUy = (0,—2)% pour x > 0. Montrer que la solution est alors constituée par une onde de choc
(pour la 2eme équation) située dans une onde de détente (pour la lere équation).

Exercice 5.17 (Equations de Saint-Venant) Corrigé en page

On considere, dans cet exercice, le systeme des équations de Saint-Venant a une dimension d’espace, c’est-a-dire
le systéme suivant :

Oph(z,t) + 0p(hu)(z,t) =0, z € R, t € Ry, (5.84)
Oy (hu) (1) + Oy (hu® + ghQ)(x,t) =0, z€R, te Ry, (5.85)

ot1 g est un nombre réel donné, g > 0. Le systeme (5.86) est une modélisation simple du probleme de 1’écoulement
d’un fluide en eau peu profonde. L’inconnue h(x, t) est la hauteur de la colonne d’eau située au point z a I'instant
t. L’inconnue u(z, t) est la vitesse de cette colonne d’eau (située au point x a I'instant ¢). Le nombre g correspond
a I’intensité de la gravité.
La fonction h prend ses valeurs dans IR} et la fonction  prend ses valeurs dans IR.
On introduit deux nouvelles inconnues :
— la quantité de mouvement, ¢ : IR x IR — IR définie par ¢ = hu,
— la célérité des ondes, c: IR x R4 — IRi, définie par ¢ = v/gh.
On note également
h u gh2 h 2
U= , V= , p="—etD = eRh>0}.
LI] {20] "7 o }
1. (Forme équivalente) En définissant F' : D — IR? convenablement, montrer que le systeme (5.84)-(5-85)
s’écrit aussi
U (x,t) + 0 (F(U))(z,t) =0, z € R, t € Ry. (5.86)

Dans toute la suite de I’exercice, I est la fonction définie dans cette premiére question.
2. (Hyperbolicité) Pour tout U € D, calculer les valeurs propres de la matrice jacobienne de F' au point U
et donner une base de IR? formée de vecteurs propres de cette matrice jacobienne. Montrer que le systeéme
(5:86) est strictement hyperbolique dans le domaine D.
Dans la suite, on note A1 (U) et A\2(U) (avec A1 (U) < A2(U)) les deux valeurs propres de la matrice jacobienne
de F au point U.

3. (Nature des champs) Montrer que les deux champs du systeme (5.86) sont VNL (c’est-a-dire vraiment non
linéaires, au sens de la definition [5.36)) dans tout le domaine D.

4. (Invariants) Calculer des invariants de Riemann (non triviaux) associés a chacun des deux champs du sys-

téme (voir définition[5.37). On pourra les chercher de la forme u + 1 (h).

2
2
Montrer que 7(U) est une entropie du systeme, c’est-a-dire que 7 est convexe et qu’il existe une fonction

P telle que 9;n(U) + 9, (®(U)) = 0 pour toute solution réguliere de (5.84)-(5.83) (et donc de (5.36)).

1
5. (Entropie) Pour tout U = [Z} € D, on pose n(U) = ihu2 + p (on rappelle que ¢ = huetp = g
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N.B. On peut remarquer que pour le systtme de Saint-Venant (5.86)), la quantité n(U(z,t)) est I’énergie
totale de cette colonne d’eau située au point x a ’instant ¢, c’est-a-dire la somme de I’énergie cinétique et
de I’énergie potentielle.

6. (Limite de solutions visqueuses.) On ajoute des termes de régularisation dans le systeme (5.84)-(3.83), plus
précisément —cd2h dans la premiére équation et —92q dans la deuxieéme équation (avec € > 0). On note
he et u. (et donc ¢ = h.u,) les solutions de ce nouveau systeme. On suppose que ce sont des fonctions
régulieres, bornées dans L (IR x IR ;) indépendamment de €, et qu’elles convergent dans L, . (IR x R),
quand ¢ — 0 vers des fonctions h et u respectivement (avec h > 0). On suppose aussi que /£0,.h et

V20,q sont bornées dans L7 (IR x IR ). Montrer que le couple (h, u) est solution de (5.84)-(5.83) et
vérifie, au sens de la négativité d’un élément de D* (définition [T.4),

In(U) + 0, 2(U) < 0.

7. (Forme équivalente de (3.84)-(5.83) pour des solutions régulieres). Soit (h,u) une solution réguliere de
(5-84)-(5-85). Montrer que V = [;{J est solution du systeme

0V (x,t) + B(V)d,V(2,t) =0, z € R, t € Ry, avec B(V) = {Z ﬂ . (5.87)

On s’intéresse maintenant au probleéme de Riemann, ¢’est-a-dire au systeme (5.84)-(5.83) (équivalent a (5.86))
avec la condition initiale

h(z,0) = hy, u(z,0) =uy, <0, (5.88)
h(x,0) = hq, u(z,0) = ug, >0, (5.89)

ol hg, hq € IRi et ug, ug € IR sont donnés. On pose q; = hgug, @ = hqug, ¢g = \/ghg, ca = /gha.
On suppose que ug — uy < 2(cq + ¢q) (cette condition est nécessaire pour que le probleme (5.86), (5-88)-(5.89)
ait une solution prenant ses valeurs dans D, c’est la condition de “non apparition du vide”).

8. (Deux détentes) On suppose, dans cette question, que 2|c; — ¢4 < ug — ug. Construire la solution du
probleme de Riemann (3.86), (5.38)-(5.89). [Cette solution est formée de 2 détentes reliées par un état dit
intermédiaire, noté (hy, uy ), avec h, > 0. On pourra chercher la solution dans les zones de détente avec u
et ¢ sous la forme de fonctions affines de %.]

9. (Détente-choc, choc-détente et choc-choc) On suppose, dans cette question, que 2|cy — cq| > ug — ug et
on pose

o [athy —hanz —h)
2hyha '

(a) (Calcul d’un choc) On suppose dans cette question qu’il existe o € IR, tel que
Uz,t) =Ugsixz < at, U(z,t) =Ugsiz > ot.

i. Montrer que U est solution faible de (5.86)), (5.88)-(5-89) si et seulement si uq = uy + S et o(hq —
hg) = (Qd - Qg)-

Définition 5.43 (Condition de Lax) Cette solution faible est un 1-choc si \1(Uy) > o > A\ (Uy)
et ¢’est un 2-choc si \o(Ug) > 0 > Xa(Uy).
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Montrer que U est un 1-choc si et seulement si ug = ug — S et hy < hg. Montrer que U est un
2-choc si et seulement si uqg = uy — Set hy > hy.

[On pourra commencer par montrer que la condition de Lax et la valeur de o imposent uq < u.]

— 2_
Pour z > 1, on pose ¢(x) = (””1);&71"1)
ii. Montrer que ¢ est strictement croissante.
Montrer que pour tout ug, hg et hq, avec hq > hg, il existe un seul u4 tel que U soit un 1-choc.
(b) (Détente-choc) On suppose dans cette question que ug, — uq < S et hgy < hy. Montrer qu’on peut
construire une solution de (5.86)), (5.88)-(5.89) formée d’une 1-détente et d’un 2-choc reliés par un état
dit intermédiaire, noté (hy, uy ).

[Remarquer qu’on cherche (h., u,) tel que u, + 2¢, = ug + 2¢4, Uy = ug + ghd/QgD(Z—;), he > hy
et qu’il faut uy — ¢y < uy — ¢, < 0 ol o est la vitesse du 2-choc.]

(c) (Choc-détente) On suppose dans cette question que uy, — uqg < S et hq > hy,. Montrer qu’on peut
construire une solution de (5.86)), (5.88)-(5.89) formée d’un 1-choc et d’une 2-détente.

(d) (Choc-choc) On suppose dans cette question que ug, — ug > S. Montrer qu’on peut construire une
solution de (5.86), (5.88)-(5.89) formée d’un 1-choc et d’un 2-choc.

10. (Probléme de Riemann linéarisé) On pose V = [;J s = (ug +wug)/2etc = (cqg+cq)/2.
On remplace dans le probleme de Riemann (5.86), (5.88)-(5.89), 1’équation (5.86) par I’équation suivante :

0V (x,t)+ BV)9,V(x,t) =0, s € R, t € Ry (5.90)

ol B est définie par (5.87). Construire la solution du probleme de Riemann linéarisé (5.90), (5.88)-(5.89).
N.B. : On remarque que, grice a la condition ug — ug < 2(cq + ¢4), ce nouveau probleme de Riemann
admet une solution avec un état intermédiaire (uy, 2¢,) tel que ¢, > 0, et donc ¢, = V/gh, avecun h, > 0.
(Cecin’est pas le cas si ug —ug > 2(cq + ¢q).) Le fait que h, > 0 est important lorsque que I’on remplace
dans le schéma de Godunov la résolution du probleme de Riemann par la résolution de ce probleme de
Riemann linéarisé.

Exercice 5.18 (Entropie pour les équations de Saint-Venant avec gradient de fond) Corrigé page

On s’intéresse dans cet exercice au systeme d’équations (a une dimension d’espace) modélisant un écoulement
d’eau sur un fond non plat. On note z la fonction réguliere de IR dans IR ;. donnant la cote du fond et g I’intensité
de la gravité. Le systeme considéré sécrit alors

Och(z,t) + 0z (hu)(z,t) =0, z € R, t € R, (5.91)
2
Or(hu)(z,t) + 0y (hu? + g%)(az,t) +ghz'(z) =0, 2 € R, t € Ry, (5.92)

On reprend ici les questions [5 et[6] de I’exercice[5.17]
1. (Entropie) Pour tout U = [Z] € D, onpose n(U) = %hu2 +p + ghz (avec ¢ = hu et p = gh?/2).

Montrer que n(U) est une entropie du systeéme, c’est-a-dire que 7 est convexe et qu’il existe une fonction
D telle que On(U) + 9, (P(U)) = 0 pour toute solution réguliere de (5.91)-(5.92).

N.B. Comme dans Iexercice[5.17} question[5] la quantité n(U (z, t)) est I’énergie totale de la colonne d’eau
située au point = a I’instant ¢ (c’est-a-dire la somme de I’énergie cinétique et de 1’énergie potentielle).
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2. (Limite de solutions visqueuses) On ajoute des termes de régularisation dans le systeme (5.91)-(5.92),
c’est-a-dire —ed2h pour la premiere équation et —ed2q pour la deuxieéme équation (avec € > 0). On note
he et u. (et donc g = h.u,) les solutions de ce nouveau systeéme. On suppose que ce sont des fonctions
régulieres bornées dans L™ (IR x IR ;) indépendamment de , et qu’elles convergent dans L. (R x R.),
quand € — 0, vers des fonctions h et u (avec h > 0). On suppose aussi que €0,h et £0,¢ sont bornées
dans L? (IR x IR ). Montrer que le couple (h, u) est solution de (5.91)-(5.92) et vérifie, au sens de la

négativité d’un élément de D* (définition[I.4),
om(U) + 0,2(U) <0.

Exercice 5.19 (Solutions stationnaires réguliéres pour les équations de Saint-Venant) Corrigé en page
On cherche a construire, dans cet exercice, des solutions stationnaires régulieres au systeme d’équations (a une
dimension d’espace) modélisant un écoulement d’eau sur un fond non plat. On note z la fonction réguliere de IR
dans IR | donnant la cote du fond et g I’intensité de la gravité. Le systéme considéré sécrit alors

Och(z,t) + 0z (hu)(z,t) =0, z € R, t € R, (5.93)
2
O(hu)(z,t) + 0y (hu® + g%)(m, t)+ghz' () =0, z € R, t € Ry, (5.94)

2
Dans la suite de cet exercice, on note g la fonction hu et ¢ la fonction % + gh + gz.
Dans la suite, on appelle “solution stationnaire réguliere” un couple de fonctions de classe C, notée (h,u), de IR
dans IR’ x IR, solution stationnaire de (5.93)-(5.94) (noter que i(x) > 0 pour tout € IR). On suppose aussi que
z est de classe C'L.

1. Montrer que le couple (h, u) (de IR dans IR’ x IR) est une solution stationnaire réguliere de (5.93)-(5.94)
si et seulement si les fonctions g et ¢ sont des fonctions constantes.

On se donne donc deux nombres positifs « et 5 et on cherche un couple de fonctions (h,u) tel que g(z) = « et
(x) = B pour tout x € IR.
On note z,,, le maximum de la fonction z, et on suppose (bien siir) que z,, < +00.

2. (Lac au repos) On suppose, dans cette question, que o = 0. Montrer qu’il n’y a pas de solution stationnaire
réguliere si 5 < gz, (on rappelle que la fonction h doit étre a valeurs strictement positives) et que la seule
solution stationnaire réguliere est donnée par h(x) = /g — z(x) (pour tout x € R) si 8 > gzp,.

Dans la suite de 1’exercice, on suppose o > 0 et on pose B, = g2m + (3/2)(ag)?/3.
3. Montrer que :

() Si S < B, iln’y pas de solution stationnaire réguliére associée au couple (o, 3),

(b) Sif > Bm, ily a (exactement) deux solutions stationnaires régulieres associées au couple («, ),
4. On suppose, dans cette question, que 5 = 3,,,. Montrer que :

(a) si z est une fonction constante, il y a (exactement) une solution stationnaire réguliere associée au couple
(a’ 5) 9

(b) siz(x) # z, pour tout x (et donc z est non constante), il y a (exactement) deux solutions stationnaires
régulieres associées au couple (o, 3).

Dans la suite de I’exercice, on fixe v et 8 avec > 0 et 8 > S,,,. On note (h;, u;), 2 = 1,2, les deux couples de
solutions stationnaires régulieres.
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5. Montrer que hy — ho a un signe constant. On peut donc supposer hj (x) < ha(x) pour tout . Montrer qu’il
existe des fonctions régulieres ¢, et oo telle que h;(z) = ¢;(2(x)) pour tout .

Montrer que ho + z est décroissante quand z est croissante (et croissante quand z est décroissante)
Montrer que hy + z est croissante quand z est décroissante (et croissante quand z est décroissante)

6. Pour i = 1, 2, donner le signe de u; — /gh;. (on rappelle que o > O et 8 > 5,,).

N.B. Si u; > +/gh;, on dit que 1’écoulement est supersonique. Si u; < +/gh;, on dit que I’écoulement est
subsonique.

Exercice 5.20 (Equations de Saint-Venant, entropie au sens de Lax)
On considere une nouvelle fois le systeme des équations de Saint-Venant a une dimension d’espace, c’est-a-dire le
systéme suivant :

Oh(z,t) 4+ 0x(hu)(x,t) =0, x €e R, t € Ry, (5.93)
Oy (hu) (z,t) + O, (i + gfﬂ)(m) =0, z€R, teR,, (5.96)

ou g est un nombre réel donné, g > 0. On pose ¢ = hu.
Soient ug, ug € R, hy, hg € R* et o € IR. On pose g5 = hgug, ga = hquq. On définit la fonction U = {Z} de
R x IR dans R’ x IR par

U(z,t) = [ZZ] siz < ot, (5.97)
Ulzx,t) = [ZZ] siz > ot. (5.98)

On suppose que U est solution faible discontinue de (5.93)-(5.96)) avec la condition initiale Uy = [ g } siz <0,
9

Uy = |:hd:| siz > 0.
dd

1. Montrer que U est solution entropique au sens de la définition avec ’entropie n(U) = hu?/2+ gh?/2
si et seulement si ug < ug.

2. En utilisant I’exercice question[9a] montrer que U est solution entropique au sens de la définition [5.33]
avec I’entropie n(U) = hu?/2 + gh?/2 si et seulement si U vérifie la condition de Laxm

Exercice 5.21 (Equation linéaire avec terme source singulier) Corrigé en page
Soient a, b, ¢, ug, ug € IR. On définit la mesure p sur IR x IR | par:

+o00
/ wdp = b/ o(ct, t)dt pour tout ¢ € C°(IR x R4, R). (5.99)
]R><IR+ 0

La mesure 4 est donc une mesure portée par la demi-droite I'. = {(ct, t), t € IR }. On définit ug par ug(x) = ug
siz < 0etug(xr) =wugsiz > 0.0ns’intéresse au probleme

Oy + a0,u = ppdans IR X R4, (5.100)
u(+,0) = up dans IR. (5.101)

326



5.5. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

Une solution faible de (3.100)-(5.10T)) est une fonction u € L= (IR x R ) telle que

+oo
/}RX]R+ w(Orp + adypp)d(z, t) —I—/ uo(z)p(z,0) dz = —b/O (et t)dt

R
pour tout p € C°(R x R4+, R).

(5.102)

1. Unicité Montrer que (5.100)-(3-101)) a au plus une solution faible. [On pourra se ramener a I’exercice[5.4}]
2. Existence On suppose dans cette question que ¢ # a. Montrer que (5.100)-(5.101)) a une (unique) solution

faible et la construire.

3. Non existence On suppose dans cette question que ¢ = a et b # 0. Montrer que (5.100)-(5.101) n’a pas de

solution faible.

5.5 Corrigés des exercices

Exercice[5.1] page[312[ (L' (R) N BV(R) C L*(IR))

Soient z, y des points de Lebesgue de u, x < y. Pour n tel que 2/n < y — z, on choisit ¢ continue et telle que

1

2

gp(z)zlsizgx—l—%nouzgx—%n,
1

o affine sur [z — in,z + inlet [y — In,y + Linin].

o(z)=0siz<z-— nouzgx—%n,

Ona| [u(2)¢'(z) dz| < |u|gy.
En faisant tendre n — 400, on obtient |u(z) — u(y)| < |u|pv et donc

u(@)| < fulpv + |u(y)];

pour tous x, y points de Lebesgue.

Mais comme u € L'(IR), pour tout £ > 0, il existe y point de Lebesgue tel que |u(y)| < e (sinon [ |u(y

g(+00) = 4+00). On en déduit que |u(z)| < |u|py pour tout  point de Lebesgue et donc

[ulloo < JulBv

Exercice 5.2 page 312] (Condition de Lax)

1. La condition de Rankine-Hugoniot donne o = M.
Ug — Ud

dy >

2. D’apres la relation de Rankine-Hugoniot, il existe £ combinaison convexe de u, et uq tel que f'(§) = o.

Si la condition de Lax est vérifiée, on a donc en particulier f'(ug) > f’(uq) Comme f est strictement
convexe, f’ est strictement croissante, ce qui entraine que u, > uq; la proposition permet alors de

conclure que u est solution entropique.

Réciproquement, supposons u est solution entropique, alors ug > ug4 et donc d’apres la relation de Rankine-
Hugoniot, il existe & €]ug, u,y[ f'(§) = 0. Comme [’ est strictement croissante, on a bien f'(ugy) > o >

f'(ua).
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3. Considérons 1’équation de Burgers f(u) = u?, et la fonction

Isix <t,
u(x,t)—{ x

—1siz >t.
Cette fonction vérifie bien la condition de Lax, car f'(1) = 2 et f/(—1) = —2, mais ce n’est pas la

solution entropique ; ce n’est d’ailleurs pas une solution faible, car elle ne vérifie pas la relation de Rankine-
Hugoniot. La solution entropique de ce probléme est la fonction stationnaire

1siz <0,
u(x,t):{ SI?

—1six > 0.

Exercice 5.3 page (Systéme hyperbolique linéaire)

Soitu € L>°(IR x IR4)™; décomposons u sur la base des vecteurs propres {v;,i € {1,...,n}:
u(z, Zuzxtvl, et donc Qyu(x,t) = Z@tulxt)vletAauxt Zx\aulxt
=1 i=1
On en déduit que u = Y-, u;(x, t)v; est solution faible de (3.61) si et seulement si pour touti = 1,...,n,
Opui(z,t) + NiOpui(z,t) =0, z € R, t €]0, +00], (5.103a)
ui(x,0) = a;(z), z € R. (5.103b)

Montrons que la fonction u; € L (IR x IR ) définie par u;(z,t) = a;(x — At) est une solution faible de (5.103).
Remarquons d’abord que si a; est une fonction réguliere, alors u; ainsi définie est solution classique, donc faible
et on a terminé. Maintenant si a; est seulement L>°, on a bien u; € L (IR x IR ) et il nous reste 2 montrer que
pour toute fonction ¢ € C}(IR x R, IR ), la fonction u; satisfait :

// [ui(x, t)Orp(z,t) + Nui(x, t)Opp(z,t)] do dt + / a;(z)p(z,0) dz = 0.
IR xR ¢

R

Posons

X = //]R><1R+ [wi(x, t)Orp(z,t) + Aui(z, t)O0pp(z, t)] da dt.

Puisque w;(x,t) = a;(x — ct), on adonc :
X = // [uo(x — ct)Orp(x,t) + cug(x — ct)Opp(x, t)] da dt.
IRXIR+
En appliquant le changement de variable y =  — ;¢ et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :
X = / (Ii(y)/ [Oep(y + Nit, 1) + XiOep(y + Nit, )] dt dy.
R Ry

Posons alors
Yy () = (y + \it, 1).
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Xzé(ww;m%wm)w

et comme 1) est & support compact sur [0, +00], on a

On a donc :

X=—Am@%@®=—4m@mwﬂy

On a ainsi démontré que la fonction u définie par u(z,t) = a;(x — A;t) est solution faible de I’équation (5.103).
On en déduit que la fonction u : (z,t) — > | a;(z — A;t) est solution faible du systeme (5-61).

Exercice 5.4 page 313] (Unicité de la solution faible du probléme linéaire par dualit¢)

1. Soient u; et uy des solutions faibles de (5.62)), alors u; — us est solution faible de (5.62) avec ug = 0; on
en déduit qu’il est équivalent de montrer qu’il existe une unique solution a (5.62) que de montrer que la
fonction nulle est I'unique solution faible de (5.62) avec ug = 0.

2. (a) Montrer que ¢ € CH(IR x [0, +00) et que Dy + cdrp = ¢ dans R x [0, +00]).

Exercice 5.5 (Construction d’une solution faible entropique, I)

On commence par construire, pour chaque xg, la courbe caractéristique issue de z.
— Pour 2y < 0, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo + 2t,t), ¢ > 0}.
— Pour 0 < zy < 1, lacourbe caractéristique est la demi-droite { (zo+2(1—x0)t, t), ¢t > 0}, car f'(up(zo)) =
2(1 — JC()).
— Pour 2y > 1, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo,t), t > 0}.

t

(N (.’E)

FIGURE 5.5 — Exercice[5.5| page[313] En haut : Droites caractéristiques pour 1’équation de Burgers avec condition
initiale (5.64) En rouge la ligne de choc, en noir les lignes de discontinuité C''. — En bas : allure de la condition
initiale wug.
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Pour 0 <t < %, les courbes caractéristiques ne se rencontrent pas, comme indiqué sur la figure La solution
est donc continue pour 0 < ¢t < % et elle est constante sur chaque courbe caractéristique.

Par exemple, si 0 < ¢ < % etz = zo + 2(1 — zo)t avec zo € [0,1], on a u(z,t) = up(zg) = 1 — ¢ =
(1—2)/(1—2t) car zo(1 — 2t) = = — 2t.

Ent = % les courbes caractéristiques issues des points xq de U'intervalle [0, 1] se rencontrent (au point x = 1) ; une
discontinuité apparait et se propage a une vitesse conforme a la relation de Rankine-Hugoniot. Ceci nous permet

de construire la solution u(x, t) pour tout (x,t) € IR X R, de la maniére suivante. On pose :

1 1 1
u(z,t) =1 si (x,t)eDlz{(x,t),O<t§§,x<2t}U{(x,t),t>§,x<t+ 5}, (5.104)
1-— 1
u(z,t) = 1_; si (1) € Dy = {(2,0),0 < t < 3,2t <z <1}, (5.105)
1 1 1
u(z,t) =0 si (x7t)€D3:{(x,t)70<t§5,1<I}U{(x,t)7t>§,t+§<w}. (5.106)

La fonction u est bien solution faible de (5.63). Cette solution est méme entropique (voir la proposition [5.15).

Exercice (Construction d’une solution faible entropique, II)

Comme dans le corrigé de I’exercice[5.5} on commence par construire, pour tout zo € IR, la courbe caractéristique
issue de x.

— Pour 2y < 0, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo,t), t > 0}.

— Pour 0 < ¢ < 1, 1a courbe caractéristique est la demi-droite {(xo+2(1—x¢)t,t), ¢t > 0}, car f'(up(xo)) =

2(1 — 1’0).

— Pour zy > 1, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo + 2¢,¢),t > 0}.
Pour 0 < t < %, les courbes caractéristiques ne se rencontrent pas, comme indiqué sur la figure La solution
est donc continue pour 0 < ¢t < % et elle est constante sur chaque courbe caractéristique.
Comme dans le corrigé de l’exercice on a, par exemple, si 0 <t < % etz = xo+ 2(1 — xo)t avec zo € [0, 1],
u(z,t) = up(xo) =1 —20 = (1 —2)/(1 — 2t) car xo(1 — 2t) = x — 2t.
La différence avec I’exercice [5.5] est que la solution comporte maintenant deux détentes prenant leur origine aux
points O et 1.
Dans la zone de détente issue du point 0, on a u(x,t) = £ pour x = 2t et £ € [0, 1] (et donc u(x,t) = x/(2t)
Dans la zone de détente issue du point 1, on a u(z,t) = £ pour & = 26t + 1 et £ € [0,1] (et donc u(x,t
(x — 1)/(21).
Puis, en ¢t = 5, un choc apparait. En utilisant la relation de Rankine-Hugoniot, on montre (avec le calcul de la
solution sur les caractéristiques de 1’équation, voir ci apres) que ce choc se propage a vitesse 1. La solution est bien
entropique (grace a la proposition [5.15).
En résumé, ceci donne la solution suivante :

).
) =

u(z,t) =0 sur D1 = {(z,t),0 < ¢,z < 0},

u(z,t) :2% sur Dy = {(x,t),0 <t < %,O<x<2t}u{(x,t),t> %,O<x<t+%},
u(m,t)zll__;t sungz{(x,t),0<t<%,2t<x<l},

w(a, ) = ‘"”2;1 sur Dy = {(2,1),0 < t < %,1 <z <1420U{(2,0),t> %,t+%<x< 1421,
u(z,t) =1 sur Dy = {(z,t),0 < t,1+ 2t < z}.
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FIGURE 5.6 —[5.7] - En haut : Droites caractéristiques pour I’équation de Burgers avec condition initiale ug; en
rouge la ligne de choc, en noir les lignes de discontinuité C'* — En bas : allure de la condition initiale .

La fonction u est discontinue sur I’ensemble {(z,t), ¢t > 3, x =t + 3} (ligne de choc, en rouge sur la figure).
On vérifie que la relation de Rankine-Hugoniot est satisfaite en tout point de cet ensemble. En effet, soit £ > % et
r=t+ % Avec les notations de la proposition , on a

x
u_(z,t) = 5%

U+(.T,t) = ot

rz—1

t+1 1 1
2t2 =5+ E(on utilise ici D),
t—% 1 1

— 2t2 =5~ @( on utilise ici Dy).

Ceci donne u_(x,t) + uy (x,t) = 1 et la relation de Rankine-Hugoniot est bien vérifiée. D’autre part, la solution

contruite est bien entropique car u_ > u.

Exercice 5.9 (Equation de Buckley-Leverett)

1. On remarque tout d’abord que f” est strictement croissante sur [0, a] puis strictement décroissante sur [a, 1].
On adonc f'(z) > Oet f(x) > 0 pour tout z €]0, 1].
Comme la fonction f est strictement convexe sur |0, a[ (et de classe C'* sur IR),

0> f(x)+ (0 —x)f'(z), pour tout z €]0, al,

etdonc f'(x) > f(x)/x pour tout z €]0, a]. En particulier f'(a) > f(a)/a.

Pour = € [a, 1], on pose h(z) = f(z) — zf'(x), de sorte que h(a) < 0 et h(1) = f(1) > 0. Puis, comme
K (xz) = —zf"(x), la fonction h est strictement croissante sur [a, 1]. Il existe donc un et un seul point
b €]a, 1] tel que h(b) = 0, c’est-a-dire f'(b) = f(b)/b.

Enfin comme la fonction f’ est strictement croissante de 0 a f’a) sur [0, a] puis strictement décroissante de
f'(a) a0 sur [a, 1], il existe un unique point ¢ €]0, a[ tel que f'(c) = f'(b) (car b €]a, 1]).
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2. On décompose le demi-plan IR x IR en 3 zones,

Dy = {(z,t),t >0, z < 0},
Dy ={(x,t),t >0,z = f'(E)t,b< £ < 1},
D3 = {(z,t), t >0, x > f'(b)t}.

Dans chacune de ces trois zones, la fonction u est une solution classique de (3.68)) (et vérifie bien (5.69)).
La fonction u est continue 2 la frontiere entre D, et Do (elle vaut 1, on rappelle que f'(1) = 0). La fonction
u est discontinue a la frontiére entre Do et D3. Du coté de Do, elle vaut b et elle vaut O dans Ds. La frontiere
entre D5 et D3 est la demi-droite d’équation z = f/(b)t. Comme f/(b) = f(b)/b = (f(b) — f(0))/(b—0),
la relation de Rankine-Hugoniot est bien vérifiée a la frontiere entre Do et D3. Ceci montre que u est

solution faible de (5.68)-(5.69).

Il reste a vérifier la condition d’entropie a la frontiere entre D5 et Ds.

Soit 77 une fonction de IR dans IR de classe C* et convexe. Comme ( f/(b) — f/(z))(n'(z) —n'(c)) < 0 pour
presque tout z € [0, b] (pour le voir, il suffit de distinguer les cas © < cetx > cetd’utiliser f'(b) = f'(c)),

onabien [ (f'(b) — f'(x))(n'(x) — '(c)) dz < 0.
En notant ® la primitive de ' f’, ceci donne
F ) () —n(0)) = £ ()1’ ()b = (2(b) — 2(0)) + f(b)n'(c) < 0.

Comme bf’(b) = f(b), on en déduit (®(0) — ®(b)) < f/(b)(n(0) — n(b)), ce qui est bien la condition
d’entropie a la frontiere entre D5 et Ds.

Exercice (Construction d’une solution faible entropique, III)

Au vu de la condition initiale, on peut se douter que la solution entropique contient une discontinuité issue du
point z = 1. On cherche donc la solution sous la forme d’une fonction continue a gauche et a droite d’une ligne de
discontinuité notée L (en rouge sur la figure[5.7), définie par L = {(z,t), ¢ > 0, z = o(t)}, ot o est une fonction
de classe C'! croissante telle que o(0) = 1 et o’(t) < 2 pour tout ¢ > 0.

On pose (voir figure :

Dy = {(=,1t),0 < t,x < 0},

Dy = {(,t),0 <t,0 <z <o(t)},

D3 = {(z,t),0 < t,0(t) < z}.
On prend u(z,t) = 0si (z,t) € Dy. Dans Do, u est construite en utilisant les caractéristiques, ce qui donne
u(z,t) = x/(1 4 2t) si (x,t) € Ds. Enfin, on pose u(x,t) = 0si (z,t) € Ds.
Pour que u soit solution faible du probleme considéré, il suffit de vérifer la relation de Rankine-Hugoniot sur L,
c’est-a-dire (avec les notations de la proposition [5.13) que

o'(t) = u_(z,t) + uy(z,t) pour tout (z,t) € L.

Soientt > 0etx = o(t), onau_(z,t) + uy(z,t) = o(t)/(1 + 2t). I suffit donc que

o'(t) = a(t)/(1 + 2t) pour tout ¢ > 0,
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| /

uo(x)

FIGURE 5.7 — En haut : Droites caractéristiques pour 1’équation de Burgers avec condition initiale ug ; en rouge la
ligne de choc, en noir les lignes de discontinuité C' — En bas : allure de la condition initiale ug.

La solution de cette équation différentielle est o'(¢) = +/1 + 2t (pour tout ¢ > 0). Avec ce choix de la fonction o, la
fonction u ainsi construite est solution faible du probléme considéré. Cette fonction est méme solution entropique
car u— > uy sur L (voir la proposition [5.13]).

Pour ¢t > 0, f]R u(z,t) doe = fO“ 12t lf% dt = % - f]R uo(z) dz.

Exercice (Construction d’une solution faible entropique, IV)

L allure de la solution entropique est donnée sur la figure [5.8] La discontinuité de ug en = —1, commence par
se propager a la vitesse 1 (c’est-a-dire sur la droite z = —1 + t), c’est une onde de choc; elle sépare les régions
Dy et D, sur la figure. Noter que, conformément a la théorie, les caractéristiques “rentrent” dans la ligne de choc.
La discontinuité de ug en x = 1, commence par se propager a la vitesse 2 (c’est-a-dire sur la droite x = 1 4 2t),
c’est aussi une onde de choc. La discontinuité de ug en x = 0 disparait, elle donne une onde de détente (région
Ds). Dans cette onde de détente, on a u(x,t) = x/(2t).

Puis,en t = %, la “t€te” de ’onde détente rattrape 1’onde de choc de droite (au point = 2) qui alors “ralentit”
et continue sur une courbe que nous notons Ly, avec L1 = {(z,t),t > 4,z = o1(t)}. En t = 1, 'onde de
choc de gauche rattrape le “pied” de 1’onde de détente (au point = 0). L’onde de choc “ralentit” et continue sur
une courbe que notons Lo, avec Ly = {(z,t), ¢ > 1, z = o1(t)}. Les fonctions o7 et o2 se calculent grice aux
relations de Rankine-Hugoniot.

1. Calcul de oy. Soit (x,t) € L;. L'ensemble L; sépare I’onde de détente D5 de la zone D5 dans laquelle
u = (0. On a donc, avec la relation de Rankine-Hugoniot,

o4 0) = u(a,0) + s (a,0) = 2 = T,

Comme 01 (%) = 2, la résolution de cette équation différentielle donne oy (t) = 2v/2t pour tout ¢ > 1.
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t //

X

FIGURE 5.8 — En haut : Droites caractéristiques pour 1’équation de Burgers avec condition initiale uq ; en rouge la
ligne de choc, en noir les lignes de discontinuité C'' — En bas : allure de la condition initiale w.

2. Calcul de 03. Soit (z,t) € Lo. L’ensemble Lo sépare la zone D, dans laquelle u = 1 de ’onde de détente
D5. On a donc, avec la relation de Rankine-Hugoniot,

21+ 2(t)

oh(t) = u_(x,t) +us(z,t) =1+ 5 5

Comme 03(1) = 0, la résolution de cette équation différentielle donne o5 (t) = 2(t — +/t) pour tout ¢ > 1.

Les courbes L1 et Ly se rencontrent pour en ¢ tel que 1+ ‘722(;) = ”lz(tt) ,ead t = 3+2V2, pour donner naissance
a une seule discontinuité qui se propage a la vitesse 1, car cette discontinuité sépare la zone 1), dans laquelle u = 1
de la zone Ds5 dans laquelle u = 0.

La solution ainsi construite est bien entropique car sur chaque courbe de discontinuité on a u4 > ug4, or la fonction

flux s —+ s2 de I’équation de Burgers est bien convexe.

334



5.5. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

Exercice 5.12|(Solution non entropique)

1. voir cours.

2. Comme L}

L. C L2 il suffit de montrer que u? € L (R x Ry).

Soit T > 0.Pour0 <t < T,
Vtoo2
1
/uz(x,t)dx:/ T de = -,
R 7\/{4?‘/‘2 6t2

T T 4
/ (/ u?(x,t) dz) dt = / - dt < +o00.
0o JR o 6t2

Ce qui prouve que u? € L (R x R ).

et donc

. Une démonstration (rapide) de cette question consiste a utiliser la proposition avec, pour tout € > 0,
IR X [g, 400 au lieu de R x IR ;. Nous donnons ici une autre démonstration, plus proche de celle donnée

dans la proposition
Soit p € CL(IR x IR”,IR). En utilisant une intégration par parties, on obtient, pour tout z € IR,

+oo

o B x 1 9
| ua i@ napa= [ et at- gt

En notant que les deux termes de droite sont intégrables (car ¢(x,t) = 0 pour ¢ proche de 0),

o0 1
/ / u(z, t)(x, t)0pp(x, t) dt = / / (x,t) dt dacf/ —(x,2?) d. (5.107)
R 2%

De méme, avec une intégration par parties, on obtient, pour tout ¢ € IR,

/ 20, )0 0(x, ) d ——/ﬁd+ (VE 1) — (\ft)
lRu z,t)0p(x,t) doe = 2P T+ —p

Ici encore les termes de droite sont intégrables (car ¢(z,t) = 0 pour ¢ proche de 0),

+oo +oo too 1 \[
/ / (x,t)0pp(z,t) / /\/2t2 dz dt—l—/o i(cp(\/%,t) — p(—Vt,t))dt.
(5.108)
+oo g

Le théoréme de Fubini nous donne [, [ 5™ 5% ¢(x,t) dt do = 0+Oo f_ /i 3 da dt. Puis le changement
de variable t = z* donne

“+o0 1 \/» +oo 1 9 +oo 1 )
—o(Vt,t)dt = — 2x dz = — 2)d
| e [ ewaede = [ Sotea®) aa

+oo 1 0 1 9 0 1 9
/0 @go(—\/i, t)dt = — [m @w(x,x )2z dz = —/ %go(a:,x ) d.

— 0o
En additionnant (5.107) et (5.108) on obtient (5.72).
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4. On se donne une fonction ¥ € C*(IR,IR) telle que ¢ (¢t) = 0 pour ¢t €] — 0o,1] et ¢(t) = 1 pour
t € [2,400l. Puis, pour n € IN*, on pose 1, (t) = (nt).
Soit ¢ € C}(IR x R4, R). Comme la fonction (z,t) — ¢(z, )1, (t) est un élément de D(R x RY), la
question précédente donne

/ / (ur, )0r (016 (., £) + 62 (2, 1) (9 (2, ) da dlt = 0,
R. JR

et donc
2/n
/Ilh/ﬂ{u(ac,t)atgp(x,t)wn(x,t) dx dt—i—n/}z /]Ru(w,t)ga(x,t)w'(nt) dx dt
2(z,)0p0(z, )y (2, t) dz dt = 0. (5.109
# o e 00Ot da (5.109)

La question donne udpp, u?0p € L' (IR x R4 ). On en déduit, par le théoréme de convergence dominée,

lim /IR+/Ru(ar,t)8tcp(x,t)1/)n(az,t) dz dt:/lRJr/ﬂ)Lu(x,t)atgp(x,t) dz dt,

n—-+oo

: ) - )
lim /Im/]Ru (z,t)0p0(x, t)n (2, 1) d dt_/nﬁ/mu (2, 1)0p(x, ) da dt.

n—-+oo

Puis,

o o [ wteoe 0! )zt < o / Y nt) — (e ) t) d
% R ) (P ) - % 0 2t 90 ) @ Y *

En notant par M un majorant de 1)’ 9,., on obtient

2/n 2/n /T 22 2/n
{n/ / u(z, t)p(x, t)y' (nt) dz dt| < nM/ / —dr dt <nM Vidt < M\/2/n.
1 R 1 0 1

En passant a limite quand n — +o0o dans (5.109), on en déduit (3.73).

5. On peut supposer 1(0) = 0, cela ne change pas les termes de (3.74). On pose 1(s) = ®(s) — sn(s) de
sorte que ¥’(s) = sn'(s) — n(s). La convexité de 7 donne alors ¢’'(s) > 0 pour s > 0 et donc ¥(s) > 0
pour s > 0.

Pour démontrer (3.74)), on peut alors utiliser la proposition[5.17|avec, pour tout e > 0, IR X [, +0o0[ au lieu
de R x IR ou reprendre la démontration de la question emplagant u par n(u) et u? par ®(u).

6. La solution entropique de (5.70)-(5.71) est la fonction identiquement nulle sur IR x IR . La fonction u
n’est pas la solution entropique de (5.70)-(5.71).

Exercice 5.14] (Effet Landau)

0 0
1. La premiere équation de (5.79) peut s’écrire 8—1;(33, y,t) + %(m, y,t) = 0. La notion de solution faible
T

pour cette équation est donc parfaitement définie.

Etape 1, construction d’une solution
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Le probleme (5.79) correspond a une équation de transport dans la direction z, la vitesse du transport
dépendant de la variable y (que I’on peut voir ici comme un parametre). Le début du chapitre [5] nous
suggere alors la forme de la solution faible. Pour (x,y,t) € IR X IR x IR, on pose

u(x,y,t) = f(l‘ - yt)'

La fonction v ainsi définie appartient bien 2 L>°(IR x IR x IR ;). On montre maintenant que v est solution

faible de (5.79).
Soit p € C}(IR? x Ry, TR). On va montrer que

/ //U(%y,t)(@tcp(w,yi)+y3ws0(w7y,t))dwdydt=—/ f(@)p(z,y,0) dz dy. (5.110)
R, /R JR R

Ceci montrera bien que u est solution faible de (5.79). On considere de terme de gauche de (3.110) en
remplacant u(z, y, t) par f(z — yt) et on utilise dans I’intégrale par rapport a = le changement de variable
x — yt = z (pour y et t fixés, on profite aussi ici du théoreéme de Fubini). On obtient

/ / / fla—yt)(Orp(z,y,t) + yOrp(x,y,t)) de dy dt
R, /R /R

= / [(2)(Owp(z + yt,y, t) + yOap(z + yt,y,t)) dz dy dt.
R /R JR

(Noter que 0,0 désigne toujours la dérivée de ¢ par rapport a sa premiere variable et 9, désigne toujours
la dérivée de  par rapport a sa troisieme variable.)

Pour z, y € Rett € Ry, on pose ¥(z,y,t) = ¢(z + yt,y,t), de sorte que ¥4 (z,y,t) = yO.p(z +
yt,y,t) + 0wp(z + yt, y,t). On obtient ainsi

/]R+/]R/1Rf(I—yt)(at@(I,y,t)+yax§0(x,y,t)) da dydt_/]R+/]R/]Rf(z)¢t(z,y,t) dz dy dt.

On peut maintenant intégrer le terme de droite d’abord par rapport a ¢ (grace au théoréme de Fubini), on
obtient

/ﬂh/]R/]Rf(x—yt)(at@(x,y,t)+y3x<,0(m,y,t)) dxdydt:—AAf(z)w(z,y,O) dz dy.

Ce qui donne

/1R+ /IR /IR flx—yt)(Orp(z,y,t) + yOrp(x,y,t)) de dy dt = — /lR /]R f(2)e(z,y,0) dz dy.

On a bien montré (3.110). La fonction u est donc bien une solution faible de (5.79).

Unicité de la solution faible de (5.79)

Gréce a la linéarité de la premiere équation de (5.79), il suffit de montrer que si u est solution de (5.110)
(pour tout ¢ € Ccl(lR2 x IRy,IR)) avec f = 0 p.p., alors u = 0 p.p.. On suppose donc que u appartient a
L>(IR? x IR ) et vérifie

/ / / u(z,y, t)(9ep(x,y, t) + ydop(@, y,t)) dz dy dt = 0 pour tout ¢ € Cz (R x R4, R).
R, JRJR
(5.111)
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On va montrer que u = 0 p.p..

Soit¢ € CH(IR? x R4, R). Pour z, y € Rett € R, on pose

—+o0

o(z,y,t) = — t vz —y(t—s),y,s) ds.

On a aussi p € C} (]R2 x R4, IR) et on remarque que pour tout , y € IR et tout¢ > O on a
—+o0
at‘ﬁ(xvyﬂf) + yaw@(xa:% t) = ’(/J(Z‘,y,t) + y/ wx(ﬂﬁ - y(t - S)vya 3) ds
t
“+o0

-y \ ww(x_y(t_s)7y73) ds

et donc
6“0(117 Y, t) + yaISD(xa Y, t) = ¢(177 Y, t)
En prenant cette fonction ¢ dans (3.111)) on obtient

/ / / u(z,y,t)Y(z,y,t) de dy dt = 0 pour tout 1 € C}(IR? x R, IR).
R, JRJR

On en déduit que v = 0 p.p..

N.B. La méthode que nous venons d’utiliser est une méthode classique pour obtenir 1’unicité d’un probleme

par la résolution du probleme adjoint (qui est ici O, + YO, = 1 avec ¢ = 0 comme donnée “finale”.)
2. Soit T > 0 tel que f(z+T) = f(z) pour tout z € IR (la fonction f est donc de période T').

Soity € Retr >T.llexistep, g€ Z telque (p— )T <y—r<pT' <qT <y+r<(¢+1)T.Ona

alors

pT qT y+r pT y+r
2rF(y,r):/yrf(z)dz+/pT f(z)dz—i—/qT f(z)dz:/yTf(z)dz+(q—p)mT+/qT £(2) ds.
Ceci donne

_ pT y+r
F(y,r):m—}—(w—l)m—l-i/ f(z) dz—&—i/ f(z) dz.

2r 2r J,_, 2r J,r

Comme 0 < 2r — (¢ — p)T < 2T et que, avec M = max{|f(z)|, z € R},

]/ypif(z) dz’ S/yp::|f(z)dz§MT, \/;Tf(z) dz] S/qi+r|f(z)|dz§MT,

on a donc AT
Py —m| < PEADT

ce qui prouve bien que lim,_, ;o F'(y,7) = m, uniformément par rapport a y € IR..

3. Soit z € R et ¢t > 0. En utilisant le changement de variable z = = — yt, c’est-a-dire y = (z — 2)/t, on

obtient

b+ x—bt+dt

flxz —yt) dy:/ ﬁdz:2(5F(:r—bt,5t).

b—6 r—bt—0t
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Soit maintenant £ > 0. On sait que u(z,y,t) = f(x —yt), on adonc

b+5 b+8
/ / u(z,y,t dmdy*/ / f(z —yt) do dy.
b a—§ b

Avec le théoréme de Fubini, on a donc
b+4o

b+d a+d a+o
/ / u(z,y,t) de dy = / ( flx —yt) dy) dx = 26/ F(x — bt,t) da.
b a—9§ b—4§ a—9§

La deuxiéme question donne lim;_,, F'(z — bt, 6t) = m, uniformément par rapport a z, on a donc bien

b+6
lim / u(z,y,t) de dy = 46°m
t—+oo

4. On remarque d’abord que (avec M = max{|f(z)|, z€R})
lu(-, 5 )|l Loe (m2) < M pour tout ¢ > 0.

On pose
C = {1lja—s,a+6[x]b—s,d+s[» @b € R, & > 0}.
La question précédente montre que pour tout ¢ € C on a

lim / / u(z,y, t)p(z,y) de dy = m/ / o(z,y) dz dy. (5.112)
=0 Jr JR R JR
On note maintenant F I’espace vectoriel engendré par C. Par linéarité de I’intégrale, on a alors (5.112)) pour

tout p € E.

L’espace vectoriel E est dense dans L' (IR?) (pour la mesure de Lebesgue). Pour montrer ceci, il suffit,
par exemple, d’utiliser la densité de C,(IR*,R) dans L'(IR?) puis de remarquer que tout élément de
C.(IR%,TR) peut étre approché d’aussi pres que I’on veut pour la norme de L' (IR?) par un élément de E.
On en déduit bien que F est dense dans L' (IR?). Grace  cette densité et 2 la borne L>(IR?) sur u(-, -, t),
on conclut facilement que (5.112) est vrai pour tout u € L'(IR?). Ceci donne bien que u(.,.,t) — m
x-faiblement dans L (IR?), quand ¢ — 4o00.

Exercice [5.16/ (Exemple de systeme non strictement hyperbolique)

1. La jacobienne Jp(U) est une matrice diagonale et ses valeurs propres sont fi(u;) = 2uy et fi(uz) =
2(u2 + 1), qui sont réelles, donc le systéme est bien hyperbolique. Ces valeurs propres sont égales pour
u1 = uz+ 1, ce qui montre que le systéme n’est pas strictement hyperbolique (méme si on a fi (u) < f4(u)
pour tout u € IR).

De plus, avec les notations de la définition[5.36, ona V ;- ¢; = 2 pour 7 = 1, 2 et donc les champs associés
a F'sont VNL.

2. Le systeme est constituée de deux équations scalaires dont le flux non linéaire est strictement convexe. Pour
la premiere, on a u; 4 = —1 < u3 g = 0 et donc la solution est une détente, comprise entre les droites
z = fl(ug)t = —2tetz = f{(u1,q4)t = 0. Pour la deuxieme, on a us gy = 1 > ugq = —2 (choix 1)
ouug g = —1 > uyq = —2 (choix 2) donc on a un choc, dont la vitesse o est donnée par la relation de
Rankine-Hugoniot :

_ 1—4 1-0
_ fa(uz,a) = foluzg) 1(choizl)ou
U2, d — U2g ECE

Uy —1(choiz2)

Pour que le choc soit au milieu de la détente, il me semble qu’il faut donc prendre le choix 2. Yes ?
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Exercice 5.17 (Equations de Saint-Venant)

q
1. La fonction F est définie (sur D) par F'(U) = | ¢2 L 92|
h 2
2. La matrice jacobienne de F' au point U est
0 1
DF(U) = [—u2 +gh 2u} ’

Le polynome caractéristique de cette matrice est Pyr(A) = A2 — 2u\ + u? — gh = (u — \)? — gh. Les
valeurs propres de DF(U) sont donc Ay (U) = u — cet A\o(U) = u + c. Elles sont réelles et distinctes, et
le systeme est donc strictement hyperbolique. Une base de IR? formée de vecteurs propres de cette matrice
jacobienne est alors {1 (U), p2(U)} avec

1 1
a0 =[,L ] aeo=,1]
3. Soit U € D. Par la question précédente, on a A1 (U) = u — ¢ = q/h — y/gh et donc
q g U g
2
va@) = | PRV Ry 20
h h
ce qui donne, avec les notations précédentes :
_ v, 9, uv=c_ 9
V)q(U) (pl(U) = n + 2% + h 2% 0.

Comme A\2(U) =u+c,ona

u u—+c
VA (U) = hl 2c etV/\2(U)'<P1(U):—E—%+ i :%7&0.

Les deux champs sont donc VNL.

4. Un l-invariant de Riemann est une fonction r; de D dans IR de classe C* telle que Vr1(U) - p1(U) = 0
pour tout U dans D. Si on cherche 71 sous la forme r1 (U) = u+1(h) (parce que ¢a marche !), la condition
sur r; devient

_%Jrz//(h) { 1 ]

u , ¢ , c
=—— h)+———=4'(h)— - =
1 u—-c h+¢()+h h v(R) h 0,
h
Une solution consiste & prendre i(h) = 2¢, ceci donne bien ¢’ (h) = - % On choisit donc 7 (U) =
c

u + 2c.
De maniere analogue, un 2-invariant de Riemann est 75(U) = v — 2c.
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5. On considere une solution réguliere de (5.84)-(5.83). On multiplie (5.84) par gh et (5.83) par u, on obtient

2 2
at(%) + gh*0,u + u@x(%) =0

2
hat(%) U2,k + 120, (hu) + hu,u + udyp = 0.

On additionne ces deux équations. En utilisant (5.84) et p = gh?/2, on obtient

2
Oip + h@t(%) + hu?,u + 2pdyu + 2udyp = 0.

En utilisant encore (3.84), h&t(“;) = 8t(h“72) — “;&h = at(h“;) + “;E)w(hu) et I’égalité précédente
donne

2
omU) + %Bx(hu) + hu?0,u + 0, (2pu) = 0.
En posant ®(U) = (3)hu® + 2pu, I’égalité précédente s’ écrit
O (U) + 0,@(U) = 0. (5.113)

Un autre moyen d’obtenir ce résultat (et nous prendrons cette méthode plus générale dans la question
suivante) est de remarquer que

de sorte que

u

On multiplie alors (3.84) par d,n(U) = + gh et (5.83) par 9;n(U) = wu et par des manipulations

semblables aux précédentes on obtient aussi (]%lﬁ[)

Noter que 9,1 et 041 désignent les dérivées partielles de la fonction 1), ¢’est-a-dire de la fonction U +— n(U)
(de D dans IR) et donc que 9,n(U) et 9;n(U) sont ces dérivées partielles prises au point U (appartenant
a D), alors que 9;n(U) et 9,n(U) désignent les dérivées partielles de la fonction 7 o U, ¢’est-a-dire de la
fonction (z,t) — n(U(z,t)) (de R x R} dans IR).

Il reste a vérifier que 7 est une fonction convexe de D dans IR, ce qui est équivalent a montrer que sa
matrice hessienne H (U) est positive pour tout U € D, ou encore que &' H(U)E > 0 pour tout U € D et

¢ e R%
< +gh u—z +g = 2
Comme Vn(U) = 2h2q g ,ona H(U) = | h u lh ,etdonctrH(U):%+g+%>0
h “h o h
w2 g ur g . . .
etdetH(U) = — + = — — = = > 0. Ceci montre que H (U) est bien positive pour tout U € D.

R B2 h
6. Comme h, et u. convergent vers h et u dans L. (IR x R4), les dérivées 02h. et O2u. convergent vers
02h et 9?u au moins au sens de la convergence dans D* et donc €92h, et e92u. convergent vers () au sens
de la convergence dans D*. Ceci prouve que (h, u) est solution faible de (5.84)-(5.83).

Onnote U, = [21 . On remarque tout d’abord que n(U,) et ®(U..) convergent dans L{, (IR x IRy ), quand

€

e — 0, vers n(U) et ®(U) respectivement.
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En reprenant la méthode de la question précédente, ¢’est-a-dire la multiplication de (5.84) par 9,1 (U.) et

(5-83) par 9,m(U.), on obtient
On(Us) + 0,2(U:) + R = 0, (5.114)

avec R, = —0pn(U.)02he — edyn(U:)0%q. = S + T, et

Se = _\/gaz(ahn(UE)\/gazhs) - \ﬁaw(aqn(Us)\/gaxQE)a
1. = Eaaz(ahna]a))aa:he + Ear(aqn(Ue))amQE

D’une part, S. — 0 au sens de la convergence dans D* quand ¢ — 0 car 9,n(Uc)) et 9,n(Us)) sont
bornées dans L>(IR x IR ) et /20, h et /20, q sont bornées dans L{ (R x R ).
D’autre part 7. = (0,U.)'H(U.)d,U., ou H(U.) désigne la matrice hessienne de 7 au point U.. Or, on
a montré a la question précédente que cette matrice hessienne est positive, on a donc 7. > 0 et donc, en
passant 2 la limite dans (5.114) quand ¢ — 0, on obtient qu’au sens de la négativité dans D* (definition
[[4] U vérifie,

n(U) + 8, 2(U) < 0.

7. L’équation (5.83) donne
hoyu + udeh + w0y (hu) + hud,u + ghd,h = 0.
En utilisant (3.84) et en divisant par & (on rappelle que h > 0),
Ozt + ud,u + g0, h = 0.
Comme 0, (2c) = 70.h ona gd,h = %81(26) = ¢0,(2¢) et donc
Opu + udu + 0, (2¢) = 0.

L’équation (5.84) donne
goth + g(0:h)u + ghd,u = 0.

On a déja vu que g0, h = 0, (2¢). De méme gOih = cO;(2¢). On en déduit
cd(2¢) + cud,(2¢) + c*dpu = 0.

Ce qui donne, en divisant par c,
0¢(2¢) + udy(2¢) + cpu = 0,

et donc (3.87).

8. On cherche une solution sous la forme d’une 1-détente et d’une 2-détente séparées par un état intermédiaire
noté (hy, uy). On note Uy, Uq et U, les états constants de cette solution.
On sait qu’un i-invariant de Riemann est constant dans une i-détente. On a donc ug + 2¢4 = uy + 2¢, et
Ug — 2cq = Uy — 2¢,. Ceci permet de calculer h, et c,,

Ug + Ug
Uy = 24— 4+ ¢, —ca,
2
. _ Ug — Ug Cg +Cq
. = .
4 2

On a bien ¢, > 0 car ug — uy < 2(cq + ¢4) (qui est justement la condition de non apparition du vide).
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Pour construire la solution, on sait que la 1-détente correspond a la zone {\ (Uy)t < = < A (U,)t} et que
la 2-détente correspond a la zone { A2 (U, )t < x < A2(Uy)}. La construction de cette solution formée de
deux détentes est donc possible si et seulement si

AM(Ug) = ug —cg < uyp — ¢ = M (Uy) (5.115)
Ao (Uy) = uy + ¢ < ug+cqg = A2 (Uyg) (5.116)

La condition (5.1T3) est équivalente a uy — ug < 2(cy — ¢q) et la condition (5.1T6) est équivalente a
ug — uq < 2(cq — ¢g). Ces deux conditions sont satisfaites grice a la condition 2|cy — ¢4 < ug — ug.

La solution du probléme de Riemann (5.86), (5.88)-(5.89) est donc bien formée de deux détentes. On la
construit en distinguant cinq zones D;, 7 = 1,...,5; avec

Dy = {z < (ug — )t}
Dy = {(ug — cg)t < x < (Us — Ci)t},
D3 = {(uy — )t < & < (Us + ci)t},
Dy = {(ux + )t < & < (uqg + ca)t},
Ds = {(ug + ca)t < x}.
— Sur Dy,onaU = Uj,.
— Sur D3,ona U = U,.
— Sur Ds,ona U = Uy.
— Sur Dy, on a affaire a une 1-détente. On cherche la solution sous la forme U(z,t) = V(%) Donc sur

. . . €
la droite z = at avec (ug — ¢g) < a < (ux — ¢4), la solution U(x,t) est donnée par & = — =

A1(V(a)) = u — c. En écrivant de plus I’invariance du I-invariant de Riemann, on obtient la solution
en résolvant le systeme

u—c=aq,
U+ 2¢ = ug + 2¢y,

ce qui donne 3u = 2a + uy + 2¢4, 3¢ = uy + 2¢4 — .

— Enfin sur Dy, on a affaire & une 2-détente. Donc pour x = ot avec (u, + ¢) < a < (uqg + cq), la
solution U (z, t) est donnée par o = % = X2(V()), et par invariance du 2-invariant de Riemann, on
obtient donc la solution en résolvant le systéme

uU—+c=a,

U — 2¢c = ug — 2¢q,

ce qui donne 3u = 2a + ug — 2¢q, 3¢ = —ug + 2¢cq + .

9. (Détente-choc, choc-détente et choc-choc) Dans cette question on suppose que 2|cg — ¢q| > ug — ug. Si
U est solution faible on a donc hy # hg (en effet, si hy = hy, la relation de Rankine-Hugoniot sur la
droite © = ot donne, avec les notations du cours, o[h] = [hu] et donc uy = ug en contradiction avec
2lcg — ca| > uq — ug).

(a) (Calcul d’un choc)

i. La fonction U est solution faible si et seulement si les conditions de Rankine-Hugoniot sont sa-
tisfaites sur la droite © = ot, c’est-a-dire, avec les notations du cours, o[h] = [hu] et olhu] =
[hu? + p), ce qui est equivalent a [hu)? = [h][hu? + p] et o[h] = [hu].
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Comme
[hu]? = (haua — hguy)? = h3u3 + hgug — 2hghqugug et
[h][hu? + p] = hjud + hou? — hahg(u} + u3) + [h][p],
la fonction U est solution faible si et seulement si hqhg(ug — uq)? = [h][p] et o[h] = [hu]. Ceci

correspond bien & (uy — uq)* = S et o[h] = [hul.
On montre maintenant que U est un 1-choc si et seulement si ug = uy — Set hy < hg.

Condition nécessaire. On suppose que U est un 1-choc. La condition de Lax donne alors, en utilisant
olh] = [hul,

h - h _
ug*Cg>G:ug+M:ud+M

—Cq. 5.117
hy — ha Ty — > uq — €4 ( )

La premiere inégalité donne que ug — ug et hgy — hg sont non nuls et de signe contraire (car ¢ > 0).
Comme uy — ¢4 > uqg — ¢4, On a aussi ug — ug > ¢4 — ¢q. Comme ¢4 — ¢4 a le méme signe que
hg — ha, et donc le signe contraire de celui de ug — ug, on en déduit ug —ug > 0 > hy — hg. Ceci
donne bien ug = uy — Sethy < hq.

Condition suffisante. On suppose maintenant que uq = ugy — S et hg < hq et on veut montrer que
U est un 1-choc, c¢’est-a-dire que (3.117) est vérifiée. La premiére inégalité est vraie si

oh < Ml —ua)® WG g b gy ha)( ) hahy+ha
! (hg = ha)? (hg = ha)? (hg = ha)? 2hgha hyg 2

Ceci est vrai car hy < hg.

La deuxieme inégalité est vraie si

h2(ug — uq)? h2 h2 g(hg — ha)(h — h7) _ hghg+hg

h . 2 _ _
ha > G T g = b (hg = ha)? Shyhy Iha ™ 2

Ceci est vrai car hg > hy.
De maniére analogue on montre que U est un 2-choc si et seulement si ug = ug — S et hg > hg.
La condition de Lax (qui est (3.117) pour les 1-choc) devient

ha(ug — uq)

hg(ug —u
ug+cg>a:ug+7h T :ud—i-ig}(l gihdd)
g g

> ug + Cq. (5.118)
La deuxi¢me inégalité donne que uy — uq €t hy — hq sont non nuls et de méme signe (car cq > 0).
Comme ug + ¢4 > ug + ¢4, On a aussi ug — ug > ¢4 — ¢q. Comme ¢4 — ¢4 a le méme signe que
hq — hg et donc le signe contraire de celui de ug — uq, on en déduit ug — uqg > 0 > hg — hy. Ceci
donne bien uq = uy — S et hy > hy. Ceci montre que la condition uq = ug — S et hy > hg est
nécessaire pour avoir un 2-choc.

On montre maintenant que cette condition est suffisante. On suppose donc que ug = ugy — S et
hg > hgq et on veut montrer (5.118).

Montrer la premiére inégalité est équivalent 2 montrer que

oh s M —w® b o g glhy - ha) (hi — h3) _ ghahy+ha
g (hg — ha)? (hg — ha)? (hg — ha)? 2hghg hg 2
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Ceci est vrai car hg > hg.
Montrer la deuxieme inégalité est équivalent a montrer que
hg(“g — ug)? hz 5 h; g(hg — hd)(h?; - h?}) . @ hg + hd.

h _ 52— _
IS T T h)E T (g —ha)2” (hy = ha)? Shyhy Iha ™ 2

Ceci est vrai car hg < hy.

ii. La fonction x + (1 — 1/z)(2? — 1) est strictement croissante sur [1,4+oo[ (comme produit de
fonctions strictement croissantes positives); la fonction x — \/x étant strictement croissante sur
R, on en déduit que ¢ est strictement croissante.

Soient u, € IR, hy, hq € ]Ri avec hg > hg. Pour que U soit un 1-choc, il faut et il suffit que
ug = ug — S (et o = [hu]/[h]), c’est-a-dire

w9ty —ha)(hG —hG) - [ghg (hay
4= Y hgha ~ Y 2 “\n, )

Bien sir le raisonnement est complétement semblable pour un 2-choc. Soient ugy € IR, hy, hq €
IR? avec hy < hy. Pour que U soit un 2-choc, il faut et il suffit que ug = uy — S (et o = [hu]/[h]),

c’est-a-dire
ug =y — | W T IVBG D ot b
4= Y 2hgha g 2 “\hy

(b) (Détente-choc) On note U la solution recherchée. Dans la zone D1 = {z < (uy — ¢4)t},ona U = U,.
La zone Dy = {(ug — ¢g)t < & < (u, — cx)t} correspond a la 1-détente, la solution peut étre calculée
comme cela a été fait dans la question [§] L’invariance des 1-invariants de Riemann dans cette zone
donne uy + 2¢4 = uy + 2¢,. Dans la zone D3 = {(uy — ex)t < x < ot}, la solution est U = U,.
Dans la zone Dy = {z > ot}, la solution est U = Uy et la question [9a] montre que la condition

nécessaire et suffisante pour qu’il s’agisse bien d’un 2-choc est que hy > hg, ug = Uy — %cp(ﬂ)

ha
eto = (hdud — h*u*)/(hd — h*)
En résumé, la construction d’une solution formée d’une 1-détente et d’'un 2-choc reliés par un état
intermédiaire (h., u, ), est possible si et seulement si

Ug — Cg < Ug — Cyy (5.119)
Ug + 2¢4 = Uy + 2¢4, (5.120)
hy > hy, (5.121)
gha  hs
L= (20, 122
Us = Ud + ([ =5 @(hd) (5.122)
haug — hyu
Uy — Cp < 0 = dth (5.123)

Pour h € [hq, hy], on pose F'(h) = uq+ 1/ %gp(h—hd) +2+/gh. La fonction F est continue, strictement
croissante, F'(hq) = uq+2cq et F'(hy) = uqg+.5+2c4 > ug+2c,. Comme u, +2c, > ug+2cq (car
2(cg —ca) = 2|cg — ca| > uqg —uy), il existe donc un (unique) h, €lhqg, byl tel que F'(hy) = ug + 2¢,.
On pose alors u, = ug + 1/ %cp(%) et les équations (5.120), (5.121)) et (5.122)) sont bien vérifiées.
Compte tenu de (5.120), I’inégalité (5.119) est équivalente a ¢, < cg4, ce qui est bien vrai car h, < hy.
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(©)

11 reste & montrer (3.123). Comme

h*u* — hdud hd
= = Ut
h* - hd h* - hd

(U* - ud)7

la condition (5.123) est vérifiée car ¢, > 0, hy > hq et u, > ugq (par (5.122)).

(Choc-détente) Le raisonnement est ici trés voisin du précédent. On note U la solution recherchée et
(hy, uy ) I’état intermédiaire.
Dans la zone Dy = {z < ot},ona U = U, et la question montre que la condition nécessaire

et suivante pour qu’il s’agisse bien d’un 1-choc est que hy < hy, u, = ug — %gﬁ(%) eto =
9

(hgug — hyuy)/(hg — hy). Dans la zone Dy = {0t < © < (u, + ¢,)t}, lasolution est U = U,. La
zone D3 = {(uy + ci)t < & < (ug + cq)t} correspond a la 2-détente, la solution peut étre calculée
comme cela été fait dans la question [§] (zone Dy de la question [8). L’invariance des 2-invariants de
Riemann dans cette zone donne ug — 2¢q = uy — 2¢4. Dans la zone Dy = {(ug+cq)t < x}, la solution
estU = Uy.

En résumé, la construction d’une solution formée d’une 1-choc et d’un 2-détente reliés par un état
intermédiaire noté (h,, u, ) est possible si et seulement si

h, > hy, (5.124)
gh hy,
Uy = Uy — 7%(@)7 (5.125)
hgtg — hyu,
= =" < Uy + Cy, 5.126)
hg — ha (

Uy + C < Uq + Cq, (5.127)

Ug — 2Cq = Uy — 2C4, (5.128)

Pour h € [hg, hql, on pose F'(h) = ug — g}%gp(h—hg) —24/gh. La fonction F est continue, strictement

décroissante, F'(hy) = ug — 2¢4 et F'(hg) = ug — S — 2¢q < uq — 2¢4. Comme ug — 2¢cq < ug — 2¢q4
(car 2(cqg — ¢4) = 2|cg — cq| > uq — ug), il existe un (unique) h, €lhgy, hq[ tel que F(hy) = ug — 2¢4.
On pose alors u, = ug — %cp(ﬁ—*) et les équations (5.123)), (5.124) et (3.123)) sont bien vérifiées.
Compte tenu de (5.128), I'inégalité est équivalente 2 ¢, < cq, ce qui est bien vrai car h, < hg.
Il reste & montrer (5.126). Comme

hituy — hgu h
o= *hi_hz 5 :U*+h*jh9(u*_ug)a

la condition (5.126)) est vérifiée car ¢, > 0, hy > hy et u, < ug (par (3.123)).

(d) (Choc-choc) Pour que la solution U soit formée de deux chocs séparés par un état intermédiaire noté

(hy, uy), il faut et il suffit, d’apres la question d’avoir les conditions suivantes

he  hy
Up = Ug — @w(), hg < hs, (5.129)
g

h
ha s
Uy = ug + | 220 (1), ha < hs, (5.130)
2 hq
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hgtg — hyuy - hqug — hyuy,
hg — hy hag — hy

(5.131)

La condition (3.131)) indique que la vitesse du 1-choc est inférieure a vitesse du 2-choc.

On note h,,, = min(hg, hy). Pour b > hy,, on pose G(h) = gthgo(h%) + %cp(h’—z) Les condi-

tions (5.129)-(5.130) donnent
ug — ug = G(hy).

La fonction G est continue et strictement croissante sur 'intervalle [h,,, +oo[. Comme G(h,,) = S,
ug — uqg > S et que limy,_,o G(h) = +o0, il existe un (unique) h, €|h,,+oo[ tel que G(hy) =
ug — uq. On définit alors u, avec les conditions (5.129)-(5.130) (qui sont identiques avec ce choix de
hy). Il reste a vérifier (5.131)). Ceci découle de h, > max(hg, hq), ug — ux > 0etug — u, < 0 car

hgtg — Rty Ug — Uy Ug — Uy haug — huy
—_ = = = h h =
Ty Ly S

NB. Si uy — uqg = S, on trouve une solution de (5.86), (5.88)-(5.89) contenant seulement un 1-choc
dans le cas hy < hg et contenant seulement un 2-choc dans le cas hg > hg.

10. (Probleme de Riemann linéarisé) Les valeurs propres de la matrice B(V) sont \; = @ — cet Ay = @+ ¢C.

. 1 1 .
Une base de IR? de vecteurs propres associés est ¢; = [_1] , P2 = [J . La décomposition du vecteur

V= [Quc] dans la base {¢1, p2} est

u—2¢ u+ 2¢
V:
5 A1t

®2;

La solution de ce nouveau probléme de Riemann est donc (u, c) = (ug, ¢g) pour z < (4 — &)t, (u,c) =
(ug,cq) pour x > (@ + &)t et (u,c) = (uy, cx) pour (@ — &)t < x < (u + )t avec

Uy + 2¢, = ug + 2c¢4,

Uy — 2Cx = Ug — 2C4,

Ug—Ud + cgtca

s NPT _ ugtug —
c’est-a-dire u, = ~5—* + (¢g — cq), Cx = ~45

Exercice (Entropie pour les équations de Saint-Venant avec gradient de fond)

1. (Entropie)

Comme n(U) = 3hu® 4+ p+ ghz = % 4—9%2 + ghz,ona

u2
Vn(U) = [_2 +5h+gz] :

On multiplie (3.91)) par —% + gh + gz et (53.92) par u. On obtient

2 2 3 2 2
—(%)ath n at(%) + g20,h — (%)&Ch - h%@mu + gh%0,u + uaz(%) + 928, (hu) = 0
et
u? gh?
h(?t(?) + u0ih + vw20,h + uPhd,u + hu?du + u@x(T) + ghuz = 0.
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En additionnant ces deux équations, on obtient
8t77(U) + 8mq)(U) = Oa

avec ®(U) = Lhu® + guh? + ghuz = u(3hu? + 2p + ghz).

La démonstration du fait que 7 est une fonction convexe de D dans IR est identique a celle de I’exercice
question [5] car la fonction n définie ici est la méme que celle de I’exercice [5.17] au terme ghz pres,
qui, étant linéaire, est lui-m&me convexe.

2. Les termes de diffusion ajoutés sont les mémes que ceux de la question[6]de I’exercice[5.17] Cette question
se fait donc de maniére identique a la question[6]de I’exercice[5.17]

Exercice (Solutions stationnaires réguliéres pour les équations de Saint-Venant)

1. Soit (h,u) un couple de fonctions de classe C' de R dans IR’ x IR. Le couple (h,u) est une solution
stationnaire réguliere si et seulement si g est une fonction constante et

u(z)q () + h(x)u(z)u' () + gh(x)h' (z) + gh(x)z' (x) = 0, pour tout z € TR..

Comme ¢ est une fonction constante et h(x) > 0 pour tout z, cette derniere équation est équivalente a
Y’ (x) = 0 pour tout z, ¢’est-a-dire a 1) constante.

2. Soit (h, u) une solution stationnaire réguliére avec v = 0. On a donc u(z) = 0 pour tout x (car h(z) > 0)
et donc gh(z) =  — gz(x) pour tout x. Ceci n’est possible que si 8 > gz, et la solution stationnaire
correspondante est alors donnée par u(z) = 0 et h(x) = /g — z(z) pour tout .

N.B. Si on autorise h a prendre la valeur 0 et a étre éventuellement une fonction non réguliére, on peut
construire, dans le cas ou z est une fonction non constante, une infinité d’autres solutions stationnaires avec
u=0.

3. Soit (h, u) une solution stationnaire réguliere associée au couple («, ). On a donc u(x) = «/h(x) pour
tout z (on rappelle que h(x) > 0). Comme ¢ (z) = 3 pour tout z, on a donc a?/(2h?) + gh + gz = 3,
c’est-a-dire

gh®(x) + h*(x)(g2(z) — B) + a*/2 = 0, pour tout = € TR. (5.132)

Comme h(z) > 0, I’équation (5.132)) est impossible si § < gz(x). Une premiére condition nécessaire
(pour avoir une solution stationnaire réguliére) est donc 3 > gz, (ce qui donne 5 > gz(z) pour tout x).
Pour ga < 3, on définit le polynéme P, par P, (y) = gy* + y*(ga — B) + o2 /2 de sorte que (5.132) sécrit
Comme P! (y) = 3gy* + 2y(ga — B3), le polyndme P, a un maximum local (strictement positif) en 0 et un
minimum local au point y, donné par y, = (2/(3¢9))(8 — ga). La valeur de ce minimum local est

2 2 4
Paa: “N\3 _ 3 _ (. 2\2 _ 3 22:_7 _ 3 22.
(1) = 958 = 90)° = (5P (8 — g0)® +0/2 = ~(5)(8 = 90)° + a?/

On adonc P, (y,) > 05si0 < (8 — ga) < (3/2)(ag)?? et P,(ya) < 0si (8 — ga) > (3/2)(ag)?/3. Ceci
explique I’introduction de 8,, = gz, + (3/2)(ag)?/?.

(a) On suppose 3 < B3,,. Dans ce cas, il existe des points 2 de IR pour lesquels 5 — gz(z) < (3/2)(ag)?/?.
Pour tous ces points, P,,)(y) > 0 pour y > 0. On ne peut donc pas avoir P,,)(h(x)) = 0. Ceci
prouve qu’il n’y a pas de solution stationnaire réguliere associée au couple (a, ).

348



5.5. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

(b) On suppose 3 > f3,,,. Dans ce cas, pour tout a < z,,, I’équation P, (y) = 0 a deux solutions strictement
positives notées o1 (a) et p2(a) avec ¢1(a) < yo = (2/(39))(8 — ga) < p2(a). Pour tout z € IR, on
ah(z) € {p1(z(x)), p2(2(z))}. Comme h est continue, on doit donc avoir h(x) = ¢1(z(x)) pour tout
x € R ou h(x) = p2(z(x)) pour tout z € IR.

Ceci suggere deux solutions stationnaires (h1,uy) et (ha, ug) avec, pour i = 1,2, h;(x) = p;(2(z)) et
u;(x) = a/h;(x). Pour montrer que ces deux solutions sont bien des solutions stationnaires régulires,
il reste & vérifier que h; et hy sont des fonctions de classe C'!. Ceci est une conséquence du fait que ¢,
et ¢, sont des fonctions de classe C'! au voisinage du point a pour a tel que (8 — ga) > (3/2)(ag)?/3.
En effet, on pose F(a,y) = P,(y) et on remarque que 9, F(a,y) = 3gy* + 2y(ga — B) # 0 pour
y = pi(a) (@ = 1ou?2, (8—ga) > (3/2)(ag)??). Le théoréme des fonctions implicites appliqué a
1’équation F'(a,y) = 0 au voisinage des points (a, ©;(a)) donne alors le caractere C'* des fonctions ;.
Comme on a supposé que z était de classe C'', on en déduit bien que les fonctions h; sont de classe C'*
(et donc les fonctions u; le sont aussi).

Enfin, comme on a raisonné par condition nécessaire, il y a bien seulement deux solutions stationnaires
régulieres. La figure[5.9donne un exemple de solutions stationnaires réguliéres.

0.4
03

0.2

0.1

0.0

FIGURE 5.9 — Solutions stationnaires pour 3 = f3,,, + 0.001 et & = 0.1. Solution surcritique (v > ¢) en rouge et
souscritique (u < ¢) en bleu. Le fond est en noir

4. Comme dans la questionet avec les mémes notations, pour tout a < z,, 1’équation P, (y) a deux solutions
strictement positives notées ¢1(a) et p2(a) avec p1(a) < ya = (2/(39))(8 — ga) < ¢2(a). Mais pour
a = zm,onapi(a) =y, = (2/(39))(8 — ga) = p2(a). Les deux solutions données dans la question [3]
semblent exister encore ici et sont d’ailleurs confondues si z est une fonction constante. la seule question
restante est sur la régularité des fonctions h;.

(a) Si z est une fonction constante (donc z = z,,), il y a une solution unique qui est h(z) = y,, =
(2/(39))(Bm — gzm) pour tout .

(b) Siz(x) # z, pour tout z, il y a exactement deux solutions stationnaires réguliéres associées au couple
(a, B). Ce sont celles calculées pour le cas 8 > (3, (et la preuve est identique).

Si z est une fonction non constante et qu’il existe x tel que z(x) = z,, (et toujours 8 = f3,,,) la situation est
un peu plus complexe. Le probleme est dil ici au fait que les fonctions ¢; ne sont pas dérivables au point
Zm. Plus précisément lim,_,, .« |©;(2)| = +oo. Toutefois, si le maximum de =z est atteint en un point
unique noté x,, et que z”(x,,) < 0, on peut montrer qu’il y a (exactement) deux solutions stationnaires
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régulieres associées au couple (v, (), obtenues en prenant 4 différent selon que © < z,,, et & > z,,,. Ce cas
n’est pas détaillé ici.

5. La premiere partie de cette question a été résolue a la question [3b} Avec les notations de la question[3b] on
a bien, pour ¢ = 1,2, h;(z) = p;(2(z)) pour tout z € R et les fonctions ; sont régulieres. Enfin, on a
bien h1 < hs.

Pour la seconde partie de la question on remarque que h;(z) + z(x) = ¥;(z(x)) avec ¥;(a) = p;(a) + a
(noter que 1;(a) est définie, comme ¢;(a), pour tout a tel que ga < B — (3/2)(ag)?/?).
Comme hl(x) + 2/ (x) = ¥}(2(z))z’'(z), la seconde partie de la question est une conséquence du fait que
Yh(a) < 0ete))(a) > 0pourtouta < z,. Pour montrer ce fait, soita < z,,. Onaga < 3—(3/2)(ag)?/3}
et

9¢i(a) + ¢} (a)(ga — B) +a?/2 = 0.
Cette premiere égalité donne en particulier go;(a) + (ga — 5) < 0. D’autre part, en dérivant cette équation
par rapport a a, on obtient

gi(a)pi(a)(3gpi(a) +2(ga — B)) = —g; (a). (5.133)

Pour i = 2, on utilise gpa(a) + ga — 8 < Oety, = (2/(39))(8 — ga) < gpz(a), cela donne 0 <
(3gp2(a) + 2(ga — B)) < gpa(a). On en déduit, avec (5.133)), ¢4 (a) < —1 et donc 15(a) < 0.
Pour ¢ = 1, on utilise y, = (2/(39))(8 — ga) > ¢1(a), cela donne (3g¢1(a) + 2(ga — 5)) < 0. On en
déduit, avec (5.133), ¢/ (a) > 0 et donc 9j(a) > 1 > 0.
6. On reprend les notations des corrigés des questions précédentes. Pour i = 1 ou 2, u? = o?/h?, ce qui
donne avec (5.132))
2gh;i(z) + 2(gz(x) — B) +u?(x) = 0, pour tout v € IR,
et donc
3ghi(z) + 2(gz(x) — B) = ghi(z) — u?(z), pour tout x € IR. (5.134)

On rappelle que le choix de 1 et @3 est tel que v1(a) < (2/(39))(8 — ga) < p2(a) pour tout a < zy,.
Pour i = 2, ceci donne, avec a = z(z), u3(z) < gha(z) et donc 0 < ug(x) < /gha(z) pour tout z € IR.
L’écoulement est ici subsonique (on rappelle que /gh est, pour ce systéme, la “vitesse du son”).

Pour i = 1, ceci donne, avec a = 2(x), u3(z) > ghi(x) et donc u;(z) > +/ghi(z) pour tout z € RR.
L’écoulement est ici supersonique.

Corrigé de I’exercice (Equations de Saint-Venant, entropie au sens de Lax)

1. La fonction U est solution faible si et seulement les conditions de Rankine-Hugoniot sont satisfaites sur la

droite z = ot, ¢’est-a-dire, avec les notations du cours, o[h] = [hu] et o[hu] = [hu?+ p]. On remarque tout
d’abord que hg # hyg, sinon o[h] = [hu] donne u, = u4 en contradiction avec le fait que U est discontinue.
On a alors aussi u, # ug car uy; = ug donne 0 = ugy et olhu] = [hu?® + p] donne alors [p] = 0 et donc

hg = hq, en contradiction avec le fait que U est discontinue.

On suppose, par simple souci de lisibilité, que g = 1 et on pose vy = ¥, vg = v pour v = h, u et p
(p = h?/2). Les conditions de Rankine-Hugoniot s’écrivent

o(h —h) = (hu — ha)
o(hu — ha) = (hu® + p — ha® — p).
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On multiplie la lere équation par (h + h)/2 — (u + @)?/8, la 2eme par (u -+ )/2 et on additionne, on
obtient ) h ) \
olp-+ gho?] — o u 1) = [Lhu? + 2pu) — P~y — Bl
2 8 2 8
1 1

et donc, comme o[h] = [hu), avec n(U) = $hu® + pet ®(U) = L hu® + 2pu,

Ceci prouve que est solution entropique au sens de la déﬁnition avec I’entropie n(U) = hu?/2+gh?/2
si et seulement si [u] < 0, ¢’est-a-dire uy < ug (car on sait déja que ug # ug).

2. Si U est solution entropique au sens de la définition avec I'entropie n(U) = hu?/2 + gh?/2, la
question précedente nous montre que uq < ug4, ¢’est-a-dire, avec les notations de 1’exercice question
Pa que ug = ug — S (ona S > 0). La question Pa] de I’exercice [5.17] donne alors que U est 1-choc si
hg < hg etun 2-choc si hq < hy. La fonction U vérifie donc la condition de Lax.

Réciproquement, si U est une solution faible qui vérifie la condition de Lax, on a nécessairement ug < g,
c’est la premidre étape de la démonstration de la question Da]de I’exercice [5.17] (et on montre ensuite dans
cet exercice que c’est un 1-choc si hy < hg et un 2-choc si hy > hg). La question précédente nous donne

alors ]
U
oln(U)] = [@@)] - T > [2O)],
ce qui prouve que U est solution entropique au sens de la définition avec I’entropie n(U) = hu?/2 +
gh?/2.

Exercice (Equation linéaire avec terme source singulier)

1. Soient u, v deux solutions faibles de (5.100)-(5.101)). On pose w = u — v. La fonction w est alors solution
faible de (5.100)-(3-101) avec b = 0 et ug = 0. L’exercice[5.4]donne alors w = 0 p.p.. Ceci prouve I'unicié

de la solution faible (3.100)-(5-10T).

2. On suppose ¢ > a (le cas ¢ < a est similaire). On pose Dy = {(z,t), ¢t > 0,x < at}, Dy = {(x,t),t > 0,
at < x < ct} et D3 = {(z,t),t > 0,z > ct}. On va chercher la solution faible u de (5.100)-(5.101) sous
la forme :

u = ug dans Dy, u = u dans D3, u = uq dans D3, (5.135)
avec u € IR. On cherche donc @ pour que u défini par (5.133)) vérifie (5.102).
Soit ¢ € C°(IR x R4, IR). On pose

+oo
P = [ MOtz ) + [ w0y dr+n [ ptetar

On cherche donc % (indépendant de ) pour que E(y) = 0.

a L. . . ) .
1l On note n; le vecteur normal extérieur au domaine D;, div I’opérateur divergence dans

leplan IR x IR et y le point (x,t); on a alors

On pose v =

3

/| Moo D)ty ) = /| o, MR =3 / e mi) (),
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ou ~y désigne la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur 9D; (qui est le bord de D;) et la valeur de u
dans I’intégrale sur 9 D; est prise du coté de D;. En posant ', = {(at,t), t € IR}, on en déduit que

/ w(Brp + adi)d(z, ) + / o () (i, 0) dar = / (g — Wp(g)v - ma (9) dr(w)
RxIR R

F(I

+ [ @ vew)o- naly) dr(o)
Te
On remarque maintenant que n; = (1/v/1 + a2) [ ] etny = (1/v1+¢?) {_16} - On a donc

1
—a

+oo
B(g) = / (@ — ua) o(ct,t)(a — c) dy(y) + b / (et 1)t

1
. V1+¢e?
En paramétrant I, par ¢ (ce qui correspond a un changement de variable), I’élément d’intégration dv(y)
devient v/1 + ¢2dt. On obtient donc

+o0 +oo
E(p) = /0 (T — ug)(a — c)p(ct, t)dt + b/o w(ct, t)dt.

b

c—a”

On en déduit que E(p) = 0 en prenant T tel que & = ug +

3. Si ¢ = a, on a, avec les notations de la question précédente, Do = (. Le raisonnement d’unicité de
I’exercice permet alors de montrer que u = ug sur Dy et u = ug sur Ds. Le raisonnement de la
question précédente donne alors, pour tout p € C°(IR x IR, IR),

+oo
B(g) = b /0 olet, t)dt.

Si b # 0, on en déduit qu’il existe ¢ € C°(IR x R4, R) tel que E(y) # 0. Le probleme (5.100)-(5.107)
n’a donc pas de solution faible.
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Abréviations

e.v. espace vectoriel
s.e.v.  sous-espace vectoriel
p-p. presque partout

t.q. tel(le)(s) que

CL conditions aux limites

EDP  équation aux dérivées partielles

LD  linéairement dégénéré (Définition S.36)
539

VNL vraiment non linéaire (Définition

Notations
Lp ensemble des (classes de) fonctions mesurables de puissance p-ieme intégrable
x -y  produit scalaire de x et y dans RY
R ensemble des nombres réels
R+ ensemble des nombres réels positifs ou nuls
R* ensemble des nombres réels non nuls
¥ mesure sur le bord d’un ouvert
A mesure de Lebesgue sur les boréliens de (ou d’un sous-ensemble de) IR
AN mesure de Lebesgue sur les boréliens de (ou d’un sous-ensemble de) RY
(‘| ) produit scalaire dans un espace de Hilbert £
14 fonction caractéristique d’un ensemble A

Oip dérivée partielle de la fonction ( par rapport a sa ¢ — me variable (d’espace, si ¢’est uen fonction d’espace et du temps)
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