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Introduction

Ce cours décrit quelques outils pour 1’étude mathématique des équations aux dérivées partielles (EDP).

Une équation différentielle aux dérivées partielles est une équation mathématique dont 1I’inconnue est une fonction
de plusieurs variables qui fait intervenir les dérivées partielles de cette fonction par rapport a ces variables.

Les équations aux dérivées partielles interviennent dans de nombreux modeles de physique, d’ingénierie ou de
biologie, par exemple tels que la propagation de la chaleur ou du son, I’écoulement des fluides, 1’électrodynamique,
les épidémies. Elles peuvent étre linéaires, c’est le cas de 1’équation de la chaleur par exemple, ou non linéaires,
comme les équations de Barré de Saint-Venant qui décrivent le mouvement d’un fluide de faible épaisseur.

Les outils que nous développons dans ce livre ont comme objectif d’obtenir des résultats d’existence (et souvent
d’unicité) pour quelques exemples de problemes d’EDP de nature diverse (elliptique, parabolique ou hyperbo-
lique). Plusieurs exemples de problemes non linéaires sont étudiés, avec des outils récents permettant de montrer
I’existence et éventuellement I’ unicité de la solution.

Le contenu de ce livre est issu de plusieurs cours de master 2¢me année que les auteurs ont enseigné a I’univer-
sité d’ Aix-Marseille, a '’ENS Lyon et a I’université de Savoie; nous tenons a remercier nos étudiants pour leur
intérét et leurs remarques. Méme si nous rappelons la plupart des notions avancées que nous utilisons, il va de soi
qu’une lecture profitable de ce livre nécessite de bonnes connaissances d’analyse réelle, de théorie d’intégration
de Lebesgue et d’analyse fonctionnelle.

L’ouvrage comporte de trées nombreux exercices et problemes, la plupart sont résolus. Certains de ces problemes
ont pour objet la démonstration de résultats relativement récents.

Nous rappelons au chapitre 1 la définition des espaces fonctionnels de Sobolev nécessaires pour écrire les équa-
tions considérées, a partir des notions de dérivée faible et dérivée par transposition. Quelques résultats d’analyse
fonctionnelle sont ensuite énoncés, ainsi que des théorémes classiques de densité, de trace et de compacité, et les
fameuses injections de Sobolev.

Le chapitre 2 est consacré aux opérateurs elliptiques linéaires, dont un exemple type est 1’equation de la chaleur en
régime stationnaire, qui fait intervenir les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction inconnue (la température) par
rapport aux variables d’espace. On étudie leur formulation faible ou variationnelle, ainsi que la régularité de leurs
solutions. Les exercices de ce chapitre permettent d’approfondir des résultats d’analyse spectrale, d’introduire les
espaces de Sobolev a poids, ou encore de prouver I’existence des solutions au probleme de Stokes ou aux équations
de Schrodinger.

Les opérateurs elliptiques non linéaires sont étudiés au chapitre 3. On distingue deux types de méthodes pour
montrer 1’existence des solutions : les méthodes de compacité, soit par point fixe, soit par degré topologique, et
les méthodes de monotonie. On donne des exemples d’application de ces méthodes sur plusieurs problemes non
linéaires, dans le texte de cours et dans les exercices : en particulier par point fixe de Schauder pour un opérateur
de diffusion semi-linéaire, par degré topologique pour un opérateur de diffusion convection réaction non linéaire,
et par monotonie pour des opérateurs de type Leray-Lions.

Le chapitre 4 est consacré aux équations de type parabolique, dont un exemple type est I’équation de la chaleur en
régime transitoire, qui fait intervenir la dérivée partielle d’ordre 1 de la fonction inconnue par rapport au temps et les
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dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux variables d’espace. On commence par un apercu des méthodes utilisées
pour leur étude théorique. Elles nécessitent 1’intégration a valeur dans un espace de Banach, dont les principes sont
rappelés au second paragraphe, ainsi que I’extension des notions de dérivée faible et par transposition dans ces
espaces. L’existence, unicité et régularité des solutions de I’équation de la chaleur est ensuite abordée. On donne
également la démonstration de 1’équivalence de deux formulations faibles classiquement utilisées en analyse et
analyse numérique. Les méthodes de point fixe, de degré topologique et de monotonie sont appliquées a plusieurs
exemples d’équations paraboliques non linéaires dans le texte du cours (diffusion, convection-diffusion—réaction,
opérateurs de Leray—Lions) et dans les exercices (Stefan). Les résultats de compacité de type Aubin-Simon sont
généralisés a des suites d’espace, pour permet leur utilisation dans le cadre de I’étude de convergence de schémas
numériques.

Enfin, le dernier chapitre s’intéresse aux lois de conservation hyperboliques (équations et systemes), qui font in-
tervenir les dérivées d’ordre 1 de la fonction inconnue. Les solutions de ces équations ont un comportement tres
différent de celles des équations paraboliques, car, méme en partant de données initiales régulieres, les solutions
peuvent devenir discontinues et donc ne pas avoir de sens classique. On étudie d’abord le cas scalaire, avec un
probleme de Cauchy unidimensionnel, c.a.d. d’une équation hyperbolique faisant intervenir une fonction inconnue
d’une variable d’espace et de la variable temps, avec une condition initiale et posée sur tout IR. On introduit la
notion de solution entropique, qui permet de déterminer une solution unique. Le cas des conditions limites est
succinctement exposé et repris plus en détails dans le cadre multidimensionnel. On étudie ensuite le cas des sys-
temes hyperboliques dans le cas unidimensionnel avec la variable spatiale dans IR tout entier. Le cas des systémes
hyperboliques avec condition aux limites et le cas multidimensionnel ne sont pas abordés sans ce cours, la théo-
rie mathématique des systémes hyperboliques étant d’ailleurs encore tres incomplete. Les systeémes hyperboliques
interviennent souvent en mécanique des fluides, et leur résolution numérique fait intervenir le probleme de Rie-
mann (probleme de Cauchy avec donnée constante a gauche et a droite). Nous donnons une étude approfondie
du probleme de Riemann, avec, en particulier en exercice, la solution complete du probleéme de Riemann pour les
équations de Barré de St-Venant.

Nous donnons en fin de ce livre une bibliographie des articles phares relatifs aux résultats exposés, ainsi que de
quelques ouvrages de référence. Il va de soi que cette bibliographie est loin d’étre exhaustive.



Chapitre 1

Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev[]_-] sont des espaces fonctionnels, c’est-a-dire des espaces dont les élements sont des fonc-
tions, et ces fonctions sont telles que leurs puissances et les puissances de leurs dérivées (au sens de la transposition,
ou au sens faible, que nous allons préciser) sont intégrables au sens de Lebesgueﬂ Tout comme les espaces de Le-
besgue, ces espaces sont des espaces de Banach . Le fait que les espaces de Sobolev sont complets est tres
important pour démontrer 1’existence de solutions a de nombreuses équations aux dérivées partielles.

Les résultats concernant les espaces de Sobolev ainsi que les rappels d’analyse fonctionnelle et de théorie de I’in-
tégration ne sont que pour la plupart énoncés dans ce chapitre. On pourra trouver les démonstrations et approfondir
le sujet dans les ouvrages [I1],[8]] et [[15] par exemple.

1.1 Dérivées faibles

La notion de dérivée faible apparait déja dans un article célebre de Jean LerayE] paru en 1934, sur les équations
deE]-Stokes; dans cet article, elle apparait sous le nom de “quasi-dérivée”([20] page 205). Cette notion est fonda-

mentale pour I’étude de 1’existence de solution pour beaucoup d’équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, 2 désigne un ouvert de RY, N > 1, et on note C°(2) I'ensemble des fonctions de classe
C™ et a support compact sur €2 c’est-a-dire

CX(Q) ={ue C>®(Q);3IK C Q, K compact ;u = 0 sur K}.

De plus, I’ouvert € sera toujours muni de la tribu de Borel (ou tribu borélienne), notée B((2), et de la mesure de
Lebesgue, notée A si N = 1let Ay si N > 1. Les intégrales seront toujours par rapport a cette mesure de Lebesgue,
sauf indication contraire.

Le lemme suivant est absolument fondamental, car il permet de confondre une fonction localement intégrable
f € Li,. () avec I'application linéaire T’ : C2°(€2) — IR définie par ¢ € C2°(Q2) — T (¢) = [, f(2)p(z) dz.

loc

. Serguei Lvovitch Sobolev, (1908-1989) est un mathématicien et physicien russe.

. Henri-Léon Lebesgue (1875-1941), mathématicien francais, reconnu pour sa théorie d’intégration

. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

. Stefan Banach (1892-1945), mathématicien polonais, fondateur de 1’analyse fonctionnelle moderne.

. Jean Leray, 1906 -1998, est un mathématicien francais ; il a travaillé sur les équations aux dérivées partielles et sur la topologie algébrique.
6. Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836), ingénieur, mathématicien et économiste francais du XIXe siecle, qui établit les équations

décrivant le mouvement des fluides.
7. George Gabriel Stokes (1819-1903) physicien et mathématicien irlandais, professeur a 1I’Université de Cambridge, Angleterre.

AW =



1.1. DERIVEES FAIBLES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

On rappelle que f € L] () si, pour tout sous—ensemble compact K de €, la restriction f|x de f a K est un
élément de L' (K).

Lemme 1.1 (Egalité presque partout dans L) Soit Q un ouvert de R™, N > 1, et soient f et g € L], .(Q).
Alors :

e e @), [ faeta) do = [ atorpte)as| = =g pp.

Démonstration : La démonstration de ce lemme utilise la régularisation d’une fonction intégrable par la convolu-
tion avec une suite de noyaux régularisants : voir [[15, Exercice 8.7 page 480]. g

On note D(Q2) I'espace C'°(Q2) et D*(§2) I'ensemble des formes linéaires sur D(£2) : on dit que D* () est le
dual algébrique de D(Q).SiT € D*(N2) et ¢ € D(N), le réel T'(¢) s’appelle I'“action de T sur ¢” et sera noté
(T, ) p+(),p(02) Ou (T, )p+(),p(2)- Le lemme nous permet de définir la dérivée par transposition d’une
fonction L] de la maniére suivante :

Définition 1.2 (Dérivée par transposition) Soit Q un ouvert de R”™, N > 1; soit D(Q) = C>°(Q) et D*(Q) son
dual algébrique, c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires sur D(Q));

e Soit f € Li (), on appelle dérivée par transposition de [ par rapport & sa i-éme variable la forme linéaire

D, f sur C°(Q2) définie par :

<sz, (}9>D* (Q),D(Q) = — /Q f 81@ dz.

ont 0;p désigne la dérivée partielle classique de @ par rapport a sa i-eme variable. Donc D; f est un élément
de D*(Q) Noter que si f € C'(Q), alors D;f n’est autre que 0;f car on confond O;f et Ty, s (qui est
I’élément de D*(QY) induit par 0; f). Il s’agit donc bien d’une généralisation de la notion de dérivée.

Si la forme linéaire D; f peut étre confondue avec une fonction localement intégrable au sens du lemme|l.1
on dit que f admet une dérivée faible.

e Soit T € D*(Q); on définit la dérivée par transposition D;T de T par :
(DiT', @) p+(),p) = (T, 0ip)p-(2),D(), Vo € C(Q).

La notion de dérivée au sens des distributions est un peu plus délicate a définir car elle demande la définition d’une
topologie sur C2°(£2). Nous n’en aurons pas besoin dans le cadre de ce cours. Cependant lorsque C°(€2) est muni
de cette topologie, les deux définitions coincident.

Voici un exemple de dérivée par transposition. La fonction de Heavisideﬂ définie par

lifz>0
H(z) = - 1.1
@) {O ifx <0, (D
est localement intégrable. Elle admet donc une dérivée par transposition. Pour calculer cette dérivée, notée DH,
on remarque, pour ¢ € C°(IR),ona:

8. Dans le cadre de la théorie des distributions, I’espace D(£2) est munie d’une topologie (assez compliquée, et dont on n’a pas besoin
ici); 'espace dual topologique de D(£2) est le sous-espace de D* (£2) constitué des formes linéaires continues pour cette topologie, on le note
D’ (). Ici et dans toute la suite de ce cours, nous n’utiliserons pas les distributions, et donc nous ne munissons pas D(2) d’une topologie.

9. Oliver Heaviside (1850 - 1925) physicien britannique autodidacte.



1.2. DEFINITION ET PROPRIETES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

+oo
- / H(x)! () dz = — / o/ (2) dz = (0),
R 0

et donc DH est la forme linéaire qui a ¢ associe sa valeur en 0, qu’on appelle aussi “mesure de Dirac en 0" :
DH = ). Par contre, cette dérivée n’est pas une dérivée faible, car g ne peut pas étre assimilée a une fonction de
Li,.. au sens ol il n’existe pas de fonction g € Lj, (IR) telle que do(¢) = [z g da: pour tout ¢ € C°(IR) (voir

exercice [I.T)).

La définition|1.2| permet de définir des dérivées par transposition d’une fonction L{ . (ou d’un élément de D*(£2))

a tous les ordres. Par I'identification d’une fonction L] avec I’élément de D*(£2) qu’elle représente, on peut

aussi définir la notion de dérivée faible a tous les ordres. Plus précisément, pour « = («q,...an) € NV , et
u € L (RY), on définit la dérivée faible D ... DN u € LL (IRY), si elle existe, par

loc loc

/D‘fl DN u(x) p(x) dz = (=1)l / u(x) O ... 0N p(x) dx, Yo € C°(RY),
]R,N RN

ol |af = aq + ...+ an et 97" ¢ désigne la dérivée partielle (classique) d’ordre c; par rapport a la i-eme variable.

Remarque 1.3 (Convergence dans D*) Soit {2 un ouvert de RrRY (N > 1), (Ty)new une suite déléments de
D*(Q) et T € D*(2). On dit que T;, — T dans D*(§2), quand n — +o00, si

(T, &) (), p(2) = (T, &) D+ (), p(2) Pour tout ¢ € C°(€2). (1.2)

11 s’agit donc de la convergence simple dans 1’ensemble des applications de C'°(€2) dans IR..

Lorsque I’on s’intéresse aux distributions, on ajoute une structure topologique a I’espace C2°(£2) (non décrite
dans ce livre) et, au lieu de travailler avec D*(€), on travaille avec 1’espace strictement plus petit des applications
linéaires continues de C2°(Q2) dans IR, espace qu’on note D’'(2). Toutefois, méme lorsque 1’on travaille avec
I’espace D’(2), la notion de convergence est toujours donnée par (I.2).

1.2 Définition et propriétés

Définition 1.4 (Espaces de Sobolev) Soit Q2 un ouvert de RY, N> 1.
1. L’espace H'(Q) est défini par :

HY(Q) ={uec L*Q) tq Djuc L*(Q), Vi=1,...,N}.
Dans cette définition, lorsqu’on écrit D;u € LQ(Q), on sous-entend
S € L) (Dif, )pe iy pcy = — /Q gp dz, Vi € C2(Q).
2. L’espace H™ () est défini pour m € IN par :
H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q)Ya € NV;|a| < m}.
3. L’espace W™P(Q) est défini pour 1 < p < oo et m € IN, par
W™P(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), Ya € NV ; |a| < m.}

4. Noter que pour m = 0, espace W™ P(Q) est I’espace de Lebesgue LP(f).



1.2. DEFINITION ET PROPRIETES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

On note (- | )2 le produit scalaire dans L?(£), i.e.

(u|v)pe = / uv dz,
Q
et - ||z» la norme dans L?(€2)., i.e.
1
Jullr = ([ Jul” dz).
Q

Proposition 1.5 (Structure d’espace vectoriel) Les espaces H™ () sont des espaces de Hilbertm lorqu’on
les munit du produit scalaire

(u]v)gm = Z (D%u | D).

o] <m
Noter que W™2(Q2) = H™(Q).
Une norme naturelle sur WP (Q) est définie par :
1p
> ID%ullf, ), sil<p<+oo;
0<al<
[ullwm> = alsm (1.3)
max ||D%u|poe, sip = —4o0.
0<|al<m
Muni de cette norme WP () est un espace de Banach. On peut montrer que la norme :
> IP%ullLe, 1< p < oo
0<|al<m
[wllm,p = (1.4)
" > IP%ullpes, p = +oc.
o< |al<m

est une norme équivalente & la norme définie par (1.3) : ceci est une conséquence de I’ équivalence entre les normes
dans R? oit ¢ = card({a € N |a| < m}). Les deux normes sont notées indifféremment || - || m.p 0wt || - |[yym.v.
L’intérét principal de la norme est que dans le cas p = 2 elle confere a H™ une structure hilbertienne, ce
qui n’est pas le cas avec la norme définie par (1.4)

Remarque 1.6 (Espaces de Sobolev et continuité) En une dimension d’espace (N = 1), avec a,b € IR, a < b,
1 < p < +0o0, tout élément de WP (]a, b[) (qui est donc une classe de fonctions) peut étre assimilé a une fonction
continue, au sens ou il existe un représentant de la classe qui est continu (ce représentant continu est unique, voir
a ce propos I’exercice . Ceci tient au fait qu’en dimension 1, toute (classe de) fonction(s) de W' (]a, b[) peut
s’écrire comme I’intégrale de sa dérivée.

u € WhP(Ja, b)) <= {311 € C([a,b]) etv € LP(]a,b]); u = @ p.p. et u(z) = a(a) + /xv(s) ds} .

En dimension strictement supérieure a 1, ceci est faux. En particulier H'(2) ¢ C(£2), comme le prouve I’exemple
suivant : soit @ = {z = (21,22)'! € R, |z;] < 1,i = 1,2}, et u la fonction définie sur Q par u(z) =
(—1In(|z|))”, avec v €]0,1/2[. Alors u € H'(Q) mais u ¢ L>(£) (voir exercice |1.5), et donc en particulier,
u ¢ C(Q).

10. David Hilbert (1862-1943), mathématicien allemand, connu pour ses travaux dans de nombreuseuses branches des mathématiques. Il

énonga en 1900 23 problemes, dont certains ne sont toujours pas résolus.
11. On rappelle qu’un espace Hilbert est un espace vectoriel normé complet dont la norme est induite par un produit scalaire.




1.3. RAPPELS D’ANALYSE CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Proposition 1.7 (Séparabilité) Soir Q un ouvert de RN (N > 1), m € Wet1 < p < 400, 'espace W™P (1)
is espace séparable ( c’est-a-dire un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable dense).

La preuve de cette proposition fait 1’objet de ’exercice [I.9] ot I’on montre aussi par un contre-exemple que le
résultat de séparabilité n’est pas vrai pour p = +o0.

La notion de séparabilité est importante, car elle permet d’approcher aussi prés que 1’on veut n’importe quel
élément de I’espace par un élément d’une famille dénombrable : dans le cadre d’un espace de Hilbert, on peut
montrer que cette propriété est équivalente a I’existence d’une base hilbertienne (voir par exemple[15, Proposition
6.62]).

Nous rappelons maintenant la notion importante d’espace réflexif.

Définition 1.8 (Espace réflexif) Soit E un espace vectoriel normé réel. On note E' son dual topologique, c’est-
a-dire U'ensemble des formes linéaires continues de E dans R muni de sa norme naturelle (E' est un espace de
Banach). Pour tout x € E, on définit I’application J,, de E' dans R par J,(T) = T(x) pour tout T € E'. On a

[Jo(T) = T (@) < Tzl =

et donc J, est une forme linéaire continue sur E', ce qu’on note J,, € E" oi E" est le bidual de E, c’est-a-dire le
dual topologique de E'. On peut montrer par le théoréme de HahnE]—Banach qu’on rappelle dans le paragraphe
suivant, que || J;||gr = ||| &

L’application J, définie de E dans E" par J(x) = J, pour tout x € E, est donc une isométrie linéaire de E sur
son image, notée ITm(J), et on a évidemment Im(J) C E".

On dit que E est un espace réflexif si Im(J) = E”, ce qui revient a dire que J est surjective.

Notons que tout espace réflexif IV est forcément complet puisque le dual d’un espace vectoriel normé quelconque
est toujours complet.

Proposition 1.9 (Réflexivité) Soit Q un ouvert de RN, N > 1, et m € IN. Pour tout p €]1, 40|, I’espace
W™P(Q) est un espace réflexif.

La preuve de ce résultat fait 1’objet de I’exercice[I.10]

1.3 Rappels d’analyse fonctionnelle

Commencons par un théoreme fondamental (voir par exemple [8]) :

Théoreme 1.10 (Hahn-Banach) Soit E un espace vectoriel sur IR et p une fonction convexe définie de E dans
IR. Soit F un sous-espace vectoriel de E, et T une forme linéaire sur F' qui vérifie T'(x) < p(x) pour tout x € F.
1l existe alors un une forme linéaire de E dans R, égale a T sur F, qui prolonge T sur I’espace E tout entier, et
qui vérifie encore la condition : T'(x) < p(x) pour tout x € E.

Le corollaire suivant est essentiel :

Corollaire 1.11 (Prolongement d’une application linéaire) Soitr E un espace normé, F un sous-espace de E et
T une forme linéaire continue sur F. On peut alors prolonger T en une application continue définie sur E, de
méme norme que T

Un résultat bien connu sur les espaces de dimension finie est donné dans le théoréme suivant :

12. Hans Hahn (1879-1934) mathématicien et philosophe autrichien, connu pour ses contributions en analyse fonctionnelle, topologie,
théorie des ensembles et analyse réelle



1.4. THEOREMES DE DENSITE CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Théoreme 1.12 (CNS sur la dimension) Un espace de Banach E est de dimension finie si et seulement si sa
boule unité fermée est compacte.

Les notions de convergence faible et faible-x seront fondamentales pour la suite.

Définition 1.13 (Convergence faible et faible-x) Soit £/ un espace de Banach.
1. Convergence faible Soient (u,,),cn C E et u € E. On dit que u,, — u faiblement dans E lorsque n — o0
si T(un) — T(u) pour tout T € E'.

2. Convergence faible-x Soient (T,,)newy C E' et u € E'. On dit que T,, — T dans E’ faible-x si T,,(z) —
T(x) pour tout x € E.

Théoreme 1.14 (Compacité faible-x des bornés du dual d’un espace séparable) Soit E un espace de Banach
séparable, et soit (T),)neN une suite bornée de E' ( ¢’est-a-dire telle qu’il existe C € R, tel que (| Ty, ||pr < C
pour tout n € IN). Alors il existe une sous-suite, encore notée (T,,)neN, et T € FE' telle que T,, — T dans E’
faible-x.

Une application importante de ce théoréme est la suivante : si Q est un ouvert de R” et (Un)neN est une suite
bornée de L (), alors il existe une sous suite encore notée (i, )nen et u € L(Q) tels que [, upp dz —
Jo, ug da pour tout p € L (). Ceci découle du fait qu’il existe une isométrie naturelle entre L> () et le dual de
L(Q) et que L!(Q) est séparable.

Théoreme 1.15 (Compacité faible des bornés d’un espace réflexif) Soit FE un espace de Banach réflexif, et soit
(Un)nem une suite bornée de E ( ¢’est-a-dire telle qu’il existe C € R4 t.q. (||un||g < C pour tout n. € IN). Alors
il existe une sous-suite, encore notée (u,)nenN, et u € E telle que u,, — u dans E faiblement.

Noter qu’un espace de Hilbert est toujours un espace de Banach réflexif.

1.4 Théoremes de densité

Définition 1.16 (Frontiére lipschitzienne) Un ouvert borné Q de R™ est dit & frontiére lipschitzienne s’il existe
n € IN et des ouverts (o, Q1,...,Qy,) de RY ainsi que des applications (¢g, P1, . . . , Pn) telles que :

1. QC Uiy Qiet Qy C

2. ¢o: Qo — Biny = {x € RN 1.q. ||z|| < 1} est bijective et ¢y et ¢y * sont lipschitziennes,

3. Pourtouti > 1,¢; : Q; — By n est bijective et ¢; et (/5;1 sont lipschitziennes, et ¢;(; Q) = By n ﬂIRf
et ¢;(QNAN) = By vy N{(0,y),y € RV} (o ]Rf ={(z,y) e RY;z e R,z >0ety c RV '},

Remarque 1.17 (Frontiére fortement lipschitzienne) Un ouvert borné € de IR est dit 2 frontidre fortement
lipschitzienne si le bord de 2 est localement le graphe d’une fonction lipschitzienne et que €2 est (localement) d’un
seul coté de ce graphe. Un ouvert (borné) a frontiere fortement lipschitzienne est un ouvert a frontiere lipschitzienne
mais la réciproque est fausse comme le montre 1’exercice[I.13] voir aussi [12]].

Théoreme 1.18 (Densité et prolongement) Soit 2 est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < +00,
alors :

1. Sip < 400, l'ensemble C>°(Q) des restrictions a Q des fonctions C° (RN ) est dense dans WP (Q).
2. Il existe une application linéaire continue P : W'P(Q) — WIP(R™N) telle que

Yu € WHP(Q), P(u) = u p.p. dans Q.
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1.5. THEOREMES DE TRACE CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Des résultats analogues sont vrais avec WP (Q) (m > 1) au lieu de W1 () mais demandent plus de régularité
sur €2 (voir [[1]]). La démonstration se fait par troncature et régularisation ; un cas particulier fait I’objet de 1’exercice

L8l

On peut montrer aussi que C2°(IR™) est dense dans W™P(R™) si N > 1,m € Net1 < p < +o0. Mais ceci
est faux si on remplace IR par 2 avec Q2 ouvert borné et m > 0. Par exemple, si {2 est un ouvert borné, Iespace
C2°(£2) n’est pas dense dans H!(£2). Son adhérence est un sous espace strict de H'(£2), qu’on note H2 ().

Définition 1.19 (L’espace H& (2)) Soit Q un ouvert de RY, N> 1.

1
1. On appelle Hi(Y) I'adhérence de C2°(S2) dans H' (Q2), ce qu’on note aussi : H}(Q) = C° (Q)H (Q).

2. Pourm > 0etl < p < +oo, on définit le sous espace W"'""(Q) de W™ (Q) comme I’adhérence de

C(Q) dans W™P(Q) :
W) = ce)” .

Comme cela a été dit précédemment, si @ = R on a H}(Q) = H'(Q) alors que I'inclusion est stricte si {2 est
un ouvert borné.

Remarque 1.20 (Espace C*(€2)) Soit Q un ouvert de R™, N > 1, et k € IN* U {+o00}. Soit ¢ une fonction de
Q dans IR. On dit que ¢ € C*(Q) s’il existe une fonction ¢ de IRY dans IR, de classe C* telle que ¥ = ¢ dans
Q. Si Q) est borné, il est bien siir possible de demander que la fonction 1 soit a support compact dans RY, comme
cela a été fait dans le théoréme II est intéressant de noter qu’il est possible de prendre la méme définition

pour k = 0. En effet, si o est continue de Q dans IR, il existe alors ¢ continue de IR™ dans IR telle que 1) = ¢
dans (Q, voir I’exercice

1.5 Théoremes de trace

Théoréme 1.21 (Trace, demi-espace) Soit (2 = IRf ={(z,y) e RY;z € R,z > 0ery € RN}, Pour tour
ptel que 1 < p < +oo, il existe une unique application linéaire continue ~ de WP (Q) dans LP (IR 1) telle que
yu = u(0,-) p.p sur RN " (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle) siu € C°(IRY).
Remarque 1.22 (Lien avec la trace classique.) On suppose que §2 = ]Rf . Alors :

1. Siu € HY(Q)NC(Q), on a alors yu = u p.p sur IS (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimension-
nelle).

2. Kery = Wy P(RY).
Voir a ce propos I’exercice

Théoreme 1.23 (Trace, ouvert borné) Soit 2 un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < +o0. Alors,
il existe une unique application v (linéaire continue) définie de W' () dans LP (09) et tel que

yu = u p.p. sur O siu € WHP(Q) N C(Q).

Ici encore, p.p. est a prendre au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur Of).
De plus Ker v = Wy P (Q).

Remarquons que si p > N, on peut montrer (voir théoreme [1.28) que WP () C C(Q) et yu est alors la valeur
de u au bord au sens classique.

Le théoreme suivant généralise la propriété d’intégration par parties des fonctions régulieres.

11



1.6. THEOREMES DE COMPACITE CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Théoreme 1.24 (Intégration par parties)

o SiQ=RY(={z=(z1,...,2n)" € RY;21 > 0}), alors

Si2<i<N, [ uDwdr=— | Dyuvdz, Y(u,v) € (H(Q))?
Q

Q
Sii= 1,/ u Dyvde = —/ Dyuvde +/ yu(y) yo(y) dy(y), Y(u,v) € (H'(Q))?,
Q Q o0
o si () est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne, alors, pour touti =1,..., N,
[ubwde=- [ Duvdes | qulw) yelnly) ), Yuv) < H @),
Q Q o0

ou yu désigne la trace de u sur la frontiere O) et dvy(y) désigne 'intégration par rapport & la mesure adéquate
sur 00 ( ¢’est-a-dire la mesure de HausdorﬂE] sur 02 qu’on peut voir comme une mesure de Lebesque (N — 1)
dimensionnelle), et n = (ny,...,ny)" est la normale a 9) extérieure a ).

1.6 Théoremes de compacité

Le théoréeme de compacité de Rellich et ses généralisations sont une conséquence du théoreme de compacité de
KolmogorovE] (voir [[15} chapitre 8]).

Théoreme 1.25 (Rellich) Soir Q2 un ouvert borné de RY (N > 1)etl < p < +o0. Toute partie bornée de
WyP(Q) est relativement compacte dans LP(SY). Ceci revient a dire que de toute suite bornée de Wy™* (), on
peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

Le théoréme précédent reste vrai avec W1P(£2) a condition de supposer la frontiere lipschitzienne.

Théoréme 1.26 (Compacité des bornés de WP (Q) dans LP(Q2)) Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1), a
frontiere lipschitzienne, et 1 < p < +oc. Toute partie bornée de WP (Q) est relativement compacte dans LP ().
Ceci revient a dire que de toute suite bornée de WP (), on peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

Nous aurons aussi besoin d’une version du théoreme dans les espaces duaux de L” et WOLP . Comme, pour
p < 400, le dual de L? est identifié a I’espace L? avec ¢ = p/(p — 1), et que le dual de Wol’p est noté W14, on
obtient le théoreme [[L27]

Théoréeme 1.27 (Compacité des bornés de L () dans W —19(Q)) Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1)
et 1 < g < +oo. Toute partie bornée de L1(Q) est relativement compacte dans W ~14(Q).

En particulier, pour ¢ = 2, I'espace W ~12(Q) est aussi noté H='(Q). Toute partie bornée de L?(Y) est donc
relativement compacte dans H~*().

Démonstration Ce résultat est une conséquence du théoreme de Rellich|1.23] voir I’exercice [

13. Felix Hausdorff, mathématicien allemand (1868,1942), également écrivain et philosophe, connu pour ses travaux en topologie et théorie
des ensembles. Il se suicida en famille en 1942 pour éviter la déportation en camp de concentration.

14. Franz Rellich (1906-1955) mathématician autrichien-allemand, spécialiste de physique mathématique et d’équations aux dérivées par-
tielles.

15. Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903— 1987) mathématician soviétique connu pour ses contributions en probabilités, topologie, lo-
gique, turbulence, mécanique, théorie de I’information et complexité.
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1.7. INJECTIONS DE SOBOLEV CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

1.7 Injections de Sobolev

Le théoréeme suivant concerne les injections de Sobolev; ces injections établissent le fait qu’une fonction dont
une certaine puissance d’elle-méme et de sa dérivée est intégrable ( c’est-a-dire u € W''P) est en fait dans un
“meilleur” espace (en terme d’intégration ou de régularité). On distingue trois cas différents, selon que la puissance
est inférieure strictement, égale, ou supérieure strictement a la dimension de I’espace N.

Théoréme 1.28 (Injections de Sobolev) Soit  un ouvert de RY, N > 1 qui est soit borné a frontiere lipschit-
zienne, soit égal a RY.

1. Sil1<p< N, alors WHP(Q) C v (Q), avec p* = NN—_pp, et Uinjection est continue, c’est-a-dire qu’il

existe C € Ry (ne dépendant que de p, N et ) tel que
Vu € WHP(Q), ||ull o < Cllullwrre ce qu’on note WP(Q) — LP" (Q);
on a en particulier
Wh(Q) — Lv1(Q).
Pour N =1, le cas p = N est autorisé. On a donc aussi
Whi(Q) — L®(Q)si N = 1.
2. Sip> N, alors
Whe(Q) c O (Q)

o, pour a >0, C®%(Q) est I’ensemble des fonctions holdériennes d’exposant o défini par
C%(Q) = {u € C(QR) | 3k € R; |u(w) — u(y)| < kl|lz —y||*,V(z,y) € Q%}. (1.5)

La démonstration de ce résultat fait I’objet de I’exercice

3. Dans le cas o §) est borné a frontiere lipschitzienne, W (Q) < L%()) pour tout q tel que 1 < q < +o0
(et le cas q = oo est autorisé si N = 1). Ce résultat est faux dans le cas o Q) = IR, voir un contre exemple
a Dexercice

Si Q est un ouvert borné sans hypothése de régularité sur la frontiere, les trois assertions précédentes restent vraies
si 'on remplace I'espace W P(Q) par I'espace W, ().

Remarque 1.29 (Compacité de I’injection de W, °?(£2) dans L4(£2)) Soit  un ouvert borné de IR . Une consé-

quence simple du théoréme d’injection de Sobolev (théoreme [I.28) et du théoréme de compacité de Rellich (théo-

réme | est que Iapplication u — u est compacte de W, (Q) dans LI(Q) si1 < p < Netq < p* = %~

Sip > N, une conséquence simple de théoréme d’injection de Sobolev (théoreme1.28) et du théoreme (classique)
d’ Ascoli est que I"application u — u est compacte de W, *(€2) dans C(€).

1.8 Exercices

Exercice 1.1 (Exemple de dérivée) Soient N > 1,Q = {z = (z1,...,2y) € RV, |z;| < 1,i=1,...,N}

etw:RY — IR définie par u(z) =1 siz € Q etu(z) =0 siz & Q.

1. Pouri={1,...,N}etp € C(IRY), montrer que S~ u(z)dip(x) do ne dépend que des valeurs prises par
 sur le bord de €.

13
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2. Montrer que u ¢ W1 1(IRY).

Corrigé —

1. On prend, par exemple, i = 1 (les autres valeurs de i se traitent de maniére similaire). Pour tout o € C>°(IR™) on a
1

Oy / Oy / Op.
— dz = dz = d d
‘/]RN U(ZE) d$1 ( ) v -1 1[N 81‘1 (l) e ]_171[1\771 ( 1 da: (xl’ ) 171> Y

B
/ u(z )dso( )d:c=/ w(L,y) dy*/ o(—1,y) dy.
RN T1 J—1,1[N 1 J—1,1[N -1

Ceci montre bien que f]RN u(x) a—;’; (z) dz ne dépend que des valeurs prises par o sur le bord de .

et donc

2. On raisonne par I"absurde. On suppose que v € W' (RN). Il existe alors (en particulier) g € L' (RY) t.q.

/ u(w)a—@( )dx = / g(x)p(x) dz pour tout p € C°(RM).
RN 811 RN
Pourn € IN*, onpose A, =]1 — L 1+ 1[x] — 1, 1[N~

On choisit uneﬁ)nction 0 € C(RY) t.q. p(z) > 0 pour tout v € RN, p(z) = 0siz & Ay et o(x) = 1si
z = (1,y) avecy €] — %, 1[N (une telle fonction p existe). Pourn € IN*, on définit alors ¢, par ¢n(1421,y)) =
©(1 + nx1,y) pour tout x1 € R ety € RN ™! (de sorte que 0, = 0 hors de A,,).

Pour n € IN*, on a bien ¢,, € C° (IRN) et le choix de ,, donne

Opn
[ @@ a= [ e[ el
RN i =11Vt =11Vt

‘/mw g(x)pn(x) dz| S/A lg(x)| dz.

n

et

Onadonc [, |g(x)|dz > 1 pourtoutn € IN*, ce qui est impossible car la mesure de Lebesgue (N-dimensionnelle)
de A,, tend vers 0 quand n — +oo.

Exercice 1.2 (Une fonction a dérivée nulle est constante p.p.) Soitu € L _(]0,1]) telle que Du = 0. Montrer que

Ja € R;u = ap.p.

Corrigé —  On se donne o € C°(]0,1]) r.q. j(] wo(z)dz =1.
Pour ¢ € C°(]0, 1]), on définit la fonction o par

) :/jw(t) dt — (/Olw(t)dt) /O o(t)dt. pour z €]0, 1].

Avec ce choix de p on a p € C2°(]0,1[) et donc, comme Du = 0,

0= (Du, p)p+,cec = —/0 w(z)p (z) dz.

Comme ¢’ = fo t)dt)po, on a donc
1 1 1
/ w(@)(a) dz — ( w(t)dt> ( / u(z)po(z) dw) =0.
0 0 0
On pose a = fo x)o(x) dz, on a ainsi

/0 u(x)(x) de = A ap(z) da pour tout 1p € CZ°(]0,1[).
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Le lemme[I I donne alors u = a p.p..

Une autre méthode consiste & considérer d’abord le cas u € L* (]0, 1)) et procéder, par exemple, par densité. La fonction
u peut étre approchée par convolution par des noyaux régularisants p, qu’on prend a support dans | — %, %[ En
prolongeant u par 0 en dehors de [0, 1], on pose w, = u * pp. On a alors u;, = u  pj,. On montre alors que u,,(x) =
— < Du, pn(z — -) > pour tout x €]2,1 — L[ et on conclut que u, (x) = 0 pour tout z €]2,1 — L.

On termine le raisonnement en utilisant le fait que unl] 11 tend vers u dans L*.

Dans le cas u € L,.(]0, 1[) on considére d’abord la fonction ue = ul(. _.) avec & > 0.

L’intérét de cette deuxiéme méthode est qu’elle se généralise au cas multidimensionnel (voir I’exercice[T3).

Exercice 1.3 (Espace de Sobolev en 1d) Soit 1 < p < coetu € WHP(]0, 1]).
1. Soit u € WHP(]0, 1[).

(a) Montrer qu’il existe C' € R tq. u(z) = C + [, Du(t)dt, pour presque tout z €0, 1[. En déduire que
u € C([0,1],IR) (au sens ot il existe v € C([0,1],R) t.q. u = v p.p. sur 0, 1[; en identifiant u et v, on peut
donc dire que W?(]0,1[) c C([0,1],IR)).

(b) Montrer que [|ulloo < [lullwrrqo,p-

(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — (1/p).

2. Soitu € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe w € L?(]0, 1[) t.q. u(z) = u(0) + f; w(t)dt, pour tout z €]0, 1.
Montrer que u € W1?(]0,1[) et Du = w.

Corrigé —

1.(a) Pour z € [0,1], on pose F(z) = [} Du(t)dt. Comme Du € L'(]0,1[), ona F € C([0,1],IR). On peut aussi
montrer que F est dérivable p.p. et que F' = Du, p.p. mais cela est inutile ici. On s’intéresse plutbt a la dérivée par
transposition de F', c’est-a-dire a DF' et on va montrer que DF = Du.

Soit p € C(]0,1]), ona

(DF,p)p+ . co0 = — /0.1 F(z)¢'(z) doz = — /Ol (/01 Ljo,2((t) Du(t) dt) ¢’ (x) da.

En remarquant que 1)o ((t) = 1j,1((x) pour tout t, x €0, 1| et en utilisant le théoréme de Fubini, on a donc
1

(DF, )b+ ¢ = / | / () (0) do) Du(t) dt = / p(t)Dult) dt,

0 0 0
ce qui prouve que DF = Du.

Onadonc D(u— F) =0et l’exerciced()nne alors lexistence de C € R t.q. u — F' = C p.p. c’est-a-dire
u(z) =C + / Du(t)dt pour presque tout x €]0, 1].
0

(b) On choisit maintenant pour v (qui est une classe de fonctions) son représentant continu; on a alors pour tout
z € [0,1]
x
u(z) = u(0) +/ Du(t)dt.
0
On a alors aussi pour tout x,y € [0, 1], u(z) = u(y) + fUT Du(t)dt, et on en déduit que
1
lu(@)| < lu(y)l+ [ [Du(t)] dt.
0
En intégrant cette inégalité sur 0, 1] (par rapport a y), on obtient pour tout x € [0, 1]
lu(@)| < llullzr +|
et donc, en prenant le max sur x et en utilisant 'inégalité de Holder,
lullee < lullzr + [|Dullpr < flullr + [[Dullr = [lullwre.

Dullpr = |luflwra,
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(c) On choisit toujours pour u son représentant continu. Soient x,y € [0,1], y > x, ona
u(y) —u(z) = /y Du(t)dt
et donc, en utilisant I’inégalité de Holder, o
Ju(y) - u(@)| < ( / |Du<t>\”dt)ﬁ|y — 27 <lullwioly — 277
Ja

2. Il est clair que u € LP(]0, 1[). Pour montrer que v € W ()0, 1[) il suffit de montrer que Du = w ¢ est-a-dire que
(Du, @) p+,coo = fol w(t)(t)dt pour tout ¢ € C°(]0, 1[).

Soit p € C(]0,1[), ona
1 1, 1,
(Du, p)yp+ coe = f/ u(t) (t)dt = f/ (/ w(x) (1:1;) o' (t)dt = — (/ Lo (@)w(x) d;]f) o' (t)dt.
0 o “Jo 0 0

En utilisant une nouvelle fois le théoréme de Fubini et le fait que 1y ,((x) = 1j5,1((t) (pour tout x,t €]0,1[), on
obtient

(Du, p)p+ 20 = — / ( / (09 ()t u(o) do = / N / ¢/ (t)dt ) w(w) dr = / ' pl@yulz) da,

ce qui donne bien Du = w.

Exercice 1.4 (Une fonction a gradient nul est constante p.p.) / Soient N > 1, B = {z € R", |z| < 1} et
u E LIIOC('B)'
1. On suppose que D;u = 0 pour tout ¢ € {1,..., N}. Montrer qu’il existe a € IR t.q. v = a p.p.. (u est donc la
fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :
Soit e €]0,1/2[ et (p,,)nen+ une suite de noyaux régularisants, c¢’est-a-dire :
peCERYR), [ pde=1.p2 0 pla) = 0sifs] 2 1,
IRN
et, pourn € IN*, 2 € R", p, () = n™p(nx).
On pose u(x) = usi |z| < 1 — € et u. = 0 sinon. Puis, on pose u. ,, = U * .

Montrer que u. ., € CEO(IRN ,IR) et que, si 1/n < &, e,y est constante sur la boule de centre 0 et de rayon
1 — 2¢. Puis, conclure. .. .]

2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1, ..., N'}. Montrer que u € C*(B,R) (au sens
“il existe v € C(B,R) t.q. u = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre 1’indication de la 1&re question et
raisonner ainsi : Montrer que pour tout z,y € IR™ on a

Uen (Y) = Uen (@) = /01 Ve n(ty + (1 —t)z) - (y — x) dt,
et que pour z dans la boule de centre O et rayon 1 — 2ceti € {1,..., N} ona
(Dutp /O3 (2) = /B Diu(Z)pu( — 3)d5.
En déduire que pour presque tout x,y € B, on a, avec Du = {Dyu, ..., Dyu}?,

1
u(y) —u(z) = /0 Du(ty + (1 —t)z) - (y — z) dt.

Montrer alors que u est continue et que la formule précédente est vraie pour tout z,y € B. Conclure enfin que
u € CY(B,R).]
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3. On reprend ici la 1ére question en remplagant B par un ouvert quelconque de R™. Montrer que u est constante
sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, « constante signifie qu’il existe a € R t.q. u = a

p.p..)

Corrigé —

1. Onaue € L*(RN). Pour tout n € IN*, la fonction ue,p est donc bien définie sur tout R”. Le fait que uc y, soit de
classe C'* est classique et les dérivées de u. ,, sont égales a la convolution de u. avec les dérivées de p.,. 1 est facile
aussi de voir que u. , est une fonction a support compact car u. et p,, sontdes fonctions a support compact.

Oue,n

ox;

On note B, la boule de centre 0 et de rayon r. On montre maintenant que pour tout i la fonction est nulle sur

Bl_zg kY2 1/TL < e.
Soiti € {1,...,NYetz €¢ RY, ona
O

0z, F) = (U * git ) (z) = /}RN ue(y) gﬁ: (z — y)dy.

Sil/n < eetx € Bi—a., la fonction pn(x — -) appartient a C°(B) et est nulle hors de Bi—.. On remarque aussi
que

(La notation 9/0zx; désigne la dérivée par rapport a la i-eme variable, a ne pas confondre avec la i-éme composante
de x dans la formule précédente. . ..) On obtient ainsi

8u6.'n apn
Oz, (z) = /B u(y) oy (x —y)dy = (Diu, pn(x — -))p*(B),co(B) = 0.

.. p . Buenm . . .
On a ainsi montré que pour 1/n < ¢, la fonction g—a est, pour tout i, nulle sur B1_2.. On en déduit que la fonction

@

Ue,n €St constante sur By _o.. En effet, il suffit de remarquer que pour tout x € B1_2. ona

1
Us,n(x) - us,n(o) = / V’U/g)n(tl‘) -xdt =0.
0

Comme u. € L' (IRN), la suite (Ue.n)new converge dans L (]RN) vers us. En considérant les restrictions de ces
Sonctions a la boule B1—_2- (sur la laquelle u. = ), la suite (Uen)nec converge dans LI(B1,25) vers u. Comme
Ue,n est une fonction constante sur Bi_s. (pour 1/n < €) sa limite (dans Ll) est donc aussi une fonction constante.
Ceci montre que la fonction u est constante sur Bi_o., c’est-a-dire qu’il existe a. € IR t.q. u = a- p.p. sur Bi_2-.
Comme € > 0 est arbitraire, on en déduit que a. ne dépend pas de ¢ et que u est constante sur B.

2. Soite > 0. La fonction u. ,, est de classe C°°. On a donc bien, pour tout x,y € RY,
1
Ue i (Y) — Uen(z) = Vuen(ty + (1 —t)z) - (y — ) dt. (1.6)
0
Dans cette formule Vu. ,, désigne la fonction vectorielle définie par les dérivées classiques de uc r.

Pourz € RN eti € {1,...,N}ona

Oue n B . Opn =
Tazl(z) _/]RN ug(z)a - (2 — Z)dz.

X
Si z € Bi—2: et 1/n < g, la fonction p,(z — -) appartient a CZ°(B) et est nulle hors de Bi_c (et sur Bi_. on a
Ue = u). On en déduit
OUe n _ e
O (2) = (Diu, pr(z = )= (B),co0(B) = / Diu(Z)pn(z — 2)dz.
T 5
Comme D;(u) est uniformément continue sur B1—_., on déduit de la formule précédente que Ouc n /Ox; converge vers

Diu uniformément sur B1_2.. On a donc, pour tout x,y € B1_2¢
1 1
lim Ve n(ty+ (1 —t)z) - (y —x) dt. = / Du(ty + (1 —t)z) - (y — x) dt.
0

n——+oo 0
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La suite (e n)neN+ converge dans Lt (]RN) vers ue. Apreés extraction éventuelle d’une sous suite, on peut donc
supposer que cette suite converge p.p. vers ue et donc p.p. vers u sur la boule B1_.. En passant a la limite quand
n — +oo dans ’égalité [T6), on obtient pour presque tout x,y dans B1_ 2.

1
u(y) —u(z) = / Du(ty + (1 — t)x) - (y — x) dt. (L.7)
0
Comme € > 0 est arbitraire, la formule [[1) est valable pour presque tout z,y € B.

Pour conclure, on fixe un point x € B pour lequel {I7) est vraie pour presque tout y € B et on pose
1
v(y) = u(z) + / Du(ty + (1 — t)z) - (y — =) dt pour tout y € B.
0

La fonction v est de classe C* (car Du est une fonction continue et donc v est dérivable sur tout B et Vv = Du).
Comme u = v p.p., ceci termine la question.

3. On note S 'ouvert remplacant B. Le raisonnement précédent montre que sur toute boule incluse dans €, u est p.p.
égale a une constante. Pour que 1’égalité soit vraie sur toute la boule (et non seulement p.p.), il suffit de définir v sur
Q par

. 1
v(z) = h_}(lfr}ll>0 B /Bmh) u(y)dy pour tout x € Q,
out B(x, h) désigne la boule de centre x et de rayon h et \a(B(x, h)) la mesure de Lebesgue d-dimensionelle de cette
boule. On a alors u = v p.p. (v est donc un représentant de la classe u) et sur toute boule incluse dans €, v est égale
a une constante.

La fonction v est donc localement constante. On en déduit que v est constante sur chaque composante connexe de ).
En effet, soit x € Q et U la composante connexe de ) contenant x. On pose a = v(x). L’ensemble {y € U; v(y) = a}
est un ouvert non vide de U et I’ensemble {y € U; v(y) # a} est aussi un ouvert de U disjoint du précédent. Par
connexité de U ce dernier ensemble est donc vide, ce qui prouve que v = a sur tout U.

Exercice 1.5 (Une fonction H* n’est pas forcément continue, d > 1)
Soit Q = {z = (21,22)" € R?, || < 5,1 =1,2}, v €]0,1/2].
Soit u :  — IR définie par u(x) = (—In(|z|))”. Montrer que u € H'(£2). En déduire que H'(Q) ¢ C ().

Corrigé —  La fonction u est de classe C°° sur Q \ {0} (en remarquant que |x| < +/2/2 < 1 pour tout x € Q). Les
dérivées classiques de u sont pour x = (z1,22)" # 0
ou

— _~(— y-1 Li .
Sota) = —2(- (e T i = 12

1l est facile de voir que u € L*(2) (et méme u € LF(Q) pour tout 1 < p < +o0). Comme v < 1/2, on peut aussi
montrer que les dérivées classiques de w sont dans L* (Q). 1l suffit pour cela de remarquer que, pour a > 0,

/a ;Ch" < 400
o TI(F0 |

Pour montrer que u € H* (), il suffit donc de montrer que les dérivées par transposition de u sont représentées par les
dérivées classiques, c¢’est-a-dire que pour tout € CS°(Q2) et pouri = 1,2, ona

dy ou

de=— [ — dx. 1.8

[ @) g2 @ e == [ F@pla) ds (18

On montre maintenant (I8) pour i = 1 (bien siir, i = 2 se traite de maniére semblable). Soit ¢ € C°(Q) et 0 < e < 1/2.

On pose L. = [—¢,€| x [—1/2,1/2]. En intégrant par parties, on a

) ) 1/2

/ u() 2 (x) dz = — / S (@)p(a) do — / u(e, v2) (e, @2) — (—2,12)) dza.  (1.9)
Q\L. Oz1 O\L. Ory —1/2

(On a utilisé ici le fait que u(e, r2) = u(—¢, z2).)
Par convergence dominée, on a

. dp / dp . ou ou
1 —(z)dzr = —(z)dx et 1 =— de = [ — d
lim - u(z) o1 (z) dz ' Qu(ar:) ot () dz et lim oz, 021 (z)p() dx rs (z)p(x) dx
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1l reste a montrer que le deuxieme terme du membre de droite de (I9) tend vers 0. Ceci se fait en remarquant que la
Sfonction @ est réguliere, il existe donc C' ne dépendant que de ¢ t.q.

1/2

| / ul(e, 22) (e, 32) — p(—2, 32)) daz| < |In(e)|"Ce.
—1/2

On en déduit bien que

1/2
1111[1) / u(e, z2)(p(e, x2) — p(—e,x2)) dza =0,
e—=0 —1/2

ce qui termine la démonstration de (I8) pour i = 1. Finalement, on a bien ainsi montré que les dérivées par transposition
de u sont représentées par les dérivées classiques et que u € H*(Q).

Exercice 1.6 (Laplacien d’un élément de H] (£2))
Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) etu € HA(Q).

1. Montrer que, pour tout ¢ € C°(2), on a
(B )@ ez = [ ul@)Ap(@) do =~ [ Vu(a) - Vole) do.
Q

2. On rappelle que Hg (€2) est un s.e.v. fermé de H'(£2). Muni de la norme de H*' (), 'espace H} () est donc
un espace de Hilbert. On note H~*(2) le dual (topologique) de H (£2). Déduire de la question précédente que
Au € H71(Q) ( ¢’est-a-dire que I’élément de D*(12), noté Au, se prolonge de maniére unique en un élément
de H=1(Q), encore notée Au) et que

AUl -1y < [[1Vull[L2(0)-

NB. En fait, on montrera au chapitre 2 que sur H¢ (£2) la norme H*(€2) est équivalente a la norme notée || - || H(Q)
définie par [|u| g1 () = || [Vul || 22 (o) Avec ce choix de norme sur Hg(€2) on obtient || Aul|g-1(a) = [|ull g (a)-

Corrigé —

1. Par définition de la dérivée par transposition, on a
N

N .
<A711~,99>D*(sz),(7gc(sz) = Z(Dy‘,Dm,WD*(Q)(},?C(Q) = Z / 71(7’)(912»9(7’) dz.
JQ

i=1 i=1
Puis, comme u € Hy (), la forme linéaire (sur C2°(2)) Diu est représentée par un élément de L=()) encore noté
Djiuetona, pourtouti € {1,...,N},

/ u(2)0; p(z) do = —(Diu, 0ip) pr (0,0 Q) = 7/ Diu(z)0;p(x) dx.
Q Q
Comme Y est I’élément de L* (Q)N dont les composantes sont les D;u, on obtient bien
(Au, 9)p+ ()00 Q) = 7/ Vu(z) - Ve(z) dz.
Q
2. Pour tout ¢ € CZ°(Q2) on a, en utilisant I'inégalité de CauchyIﬂSchwarzEl

[(Au, 9)pr(@),000 ()] < / IVu(@)|[Ve()| do < [[[Vulll 20 IIVelllLz@) < llulla@)llell ag)-
Ja

16. Augustin Louis, baron Cauchy, (1789-1857) est un mathématicien francais a qui 1’on doit en particulier de nombreux résultats en analyse.
Il a malheureusement négligé, en tant que membre de I’ Académie des sciences, les travaux d’Evariste Galois et Niels Abel, redécouverts plus
tard, et qui ont profondément marqué les mathématiques du 20eme siecle.

17. Hermann Schwarz (1843—1921) est un mathématicien allemand, connu pour ses travaux en analyse complexe. (A ne pas confondre avec
Laurent Schwartz, mathématicien francais du 20éme siécle).
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Ceci montre que 'application ¢ — (Au, @) p+(Q),cee (o) est linéaire continue de O (§2), muni de la norme H'(Q),
dans R. Comme D* () est dense dans Hg (Q2) cette application se prolonge donc, par densité, de maniére unique en
une application linéaire continue de H} () dans TR ( ¢’est-a-dire en un élément de H " (Q)). Cet élément de H*(£2)
est encore noté Au et le prolongement par densité donne, pour tout v € HE(Q),

(Au, v) g-1(0), 11 (Q) = —/ Vu(z) - Vo(z) dz.
Q
On a donc, pour tout v € HE(Q),
[{Au, ’U>H*1(S'2),H(1)(S'2)‘ S/ [Vu(z)||Vu(z)| do < HUHHl(m
i Q

L'espace Hg () est muni de la norme H* (), ce qui donne

o

(Au, 17>H*1(Q).H3(Q)

HAU|‘H*1(S2) = sup -
vEH (), v#£0 H7«H111(sz>

on déduit alors de (I.10) que
HAUHH*%Q) < H“HHl(Q)~

Exercice 1.7 (Petits pieges) Pour z € IR? \ {0}, on pose G(z) = In(|z|).

1. Montrer que G € C°(IR?\ {0}) et AG = 0 (au sens classique) dans IR? \ {0}. En déduire que AG = 0 dans
D*(IR?) \ {0}. Que vaut AG dans D*(IR?)?

2. Montrer que G € L (IR?) pour tout p < +oo et VG € LP (IR?) pour p < 2.

3. On prend dans cette question 2 =]0, 1[2. Montrer que
ue L*(Q), Aue H Q) % u e H(Q).
Montrer que
v e (H1(N))?, div(v) = 0 dans D*(Q) et rot(v) = 0 dans D*(Q) % v € (L2(Q))%

4. (Singularité éliminable) Soit € un ouvert de IR? contenant 0. On suppose ici que u € H' () et que Au = 0
dans D*(Q2 \ {0}). Montrer que Au = 0 dans D*(£2).

Exercice 1.8 (Trois applications de Hahn-Banach) Soit E un espace de Banach réel.

1. Soitxz € E, x # 0. Montrer qu’il existe T € E’' t.q. T(z) = ||z||g et ||T|| g = 1.

2. Soient F un s.e.vde E et z € E. Montrer que = ¢ F si et seulement si il existe T € E’ t.q. T'(x) # 0 et
T(y) = 0 pour touty € F.

3. Pour x € E, on définit J,, de E’ dans IR par J,,(T') = T'(z) pour tout T' € E’. Montrer que J,, € E” pour tout
x € E et que I’application J : x — J, est une isométrie de E sur J(E) C E”. (Définition : On dit que E est
réflexif si J(FE) = E”.)

Indication —

1. Définir T’ sur la droite engendrée par x et prolonger I" par Hahn Banach.

2. Sens “si” : Sens facile.
Sens “seulement si” : Construire 'application linéaire T sur Rz @& F par T'(x) = 1 et T(y) = 0 pour tout y € F';
montrer que 'I" est continue et conclure par Hahn Banach. La continuité de T est le point le plus technique : on peut par
exemple remarquer que si x ¢ F, alors il existe € > 0 tel que B(0,¢) N F = (), et montrer ensuite que T'(z) < %||z||
pour tout z € G = IRz @& I, ce qui montre la continuité de T sur G. )
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3. La linéarité et la continuité de J sont faciles. Il reste a montrer le caractére isométrique. Soit x € E. Il est facile de
voir que |J ()| < ||x||g. Pour montrer I’égalité, considérer 'application T de la premiére question.

Exercice 1.9 (Séparabilité de LP) On désigne par L? I'espace Li; (IR, B(IR), A).
1. Soit 1 < p < oo. Montrer que L? est séparable.
2. Montrer que L>°(IR)) n’est pas séparable.

Indication —

1. On pourra onstruire une famille dénombrable dense de C.(IR) en considérant pour n € IN, I’ensemble A,, des fonc-
tions qui sont nulles sur [—n, n|® et qui sont constantes par morceaux et a valeur rationnelles sur tous les intervalles
de la forme H 'ng [ i € Z . Vérifier que les ensembles A,, sont dénombrables et montrer ensuite que A = UnpeNAp
est dense dans LP.

2. Soit B I’ensemble des fonctions constantes sur les intervalles [i,1 + 1], i € Z, et qui ne prenent que les valeurs 0
ou 1. Vérifier que B est une partie non dénombrable de L™ et que si A est une partie dense de L™ (IR) il existe une
injection de A dans B.

Exercice 1.10 (Réflexivité de LP si1 < p < 00)

Soient (X, T, m) un espace mesuré o -fini et 1 < p < oo, montrer que L”(X,T,m) est un espace de Banach
réflexif.

Exercice 1.11 (Séparabilité et réflexivité d’un s.e.v. fermé)

Soient F un espace de Banach (réel) et F' un s.e.v. fermé de £. Montrer que :

1. E séparable = F' séparable.
2. E réflexif = F réflexif.

Exercice 1.12 (Fonctions lipschitziennes) Soit €2 un ouvert borné de RY a frontiere lipschitzienne.
1. Soit u :  — IR une fonction lipschitzienne. Montrer que u € W (Q).

2. Soit u € W1°°(2). Montrer que u est lipschitzienne (au sens : il existe v : Q@ — IR lipschitzienne t.q. u = v
p-p.)-

Exercice 1.13 (Exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien) On appelle ouvert lipschitzien un
ouvert a frontiére lipschitzienne (définition [T.16) et ouvert fortement lipschitzien un ouvert a frontiére fortement
lipschitzienne (remarque [T.17)).

Pour construire un exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien, 1’idée est de construire un ouvert qui
ne vérifie pas la propriété du segment.

Définition 1.30 (Propriété du segment) On dit qu'un ouvert Q de RY satisfait la propriété du segment si que
pour tout z € 9Q, il existed € R™, d #0ett € R* t.q. {z + sd, s €]0,t]} C €.

Un ouvert fortement lipschitzien de RN vérifie la propriété du segment : il suffit pour s’en convaincre de considérer
(sans restriction de généralité) que la frontiere est localement alignée avec 1’axe x1 en coordonnées cartésiennes
et de choisir d = (0, ...,0,1) Pour construire un ouvert qui ne vérifie pas la propriété du segment, 1’idée utilisée
ici (due, semble-t-il a Zerner, voir [17]]) est de prendre pour ouvert une “route” allant vers le point (0, 0) avec une
infinité de virages, sans changer le rayon de courbure des virages (ce qui donne que 1’ouvert est lipschitzien) mais
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(bien siir) en faisant en sorte que la largeur des virages tende vers 0 quand on se rapproche de (0, 0). A cause des
virages, I’ouvert ne vérifie pas la propriété du segment et donc n’est pas fortement lipschitzien.

Construction de I’ouvert 2 - Soit ¢ une fonction continue de [0, 1] dans IR, nulle en 0 et 1. On suppose que

P() > 1. (1.11)

La fonction @ peut étre, par exemple, une fonction “chapeau” ou une fonction de classe C'*° a support compact
dans ]0, 1[. On pose a,, = 1/2™ pour n € IN et et on définit ¢ de [0, 1] dans IR en posant

T — an,

o(x) = an—19( ) six €lay, an—1]etn > 1.

An—1

La fonction ¢ est donc lipschitzienne de [0, 1] dans IR (en ajoutant ¢(0) = 0). On remarque aussi que ¢(a,,) = 0.
On pose alors 2 = {(z,y) € R*; 2 €]0,1[, p(z) —x <y < ¢(x)}.

0.4 /’/ \\ // \
N\ / \ / \
OO’M;/'/\“\\¥/ / / \\ \\/ //\ \\

/ \
\

0.4 \ / \\\
L \

FIGURE 1.1 — L’ouvert 2

1. L’ouvert €) n’est pas fortement lipschitzien - Montrer que la propriété du segment n’est pas vérifiée pour 2
et z = 0 et en déduire que 2 n’est pas fortement lipschitzien.

2. L’ouvert (2 est faiblement lipschitzien - On pose T = {(z,y),  €]0,1], —x < y < x}. On définit une
bijection 7 de 2 dans le triangle 7" en posant

Y(r,y) = (2,7 +2(y — ¢(2))).

Montrer que v est lipschitzienne ainsi que son inverse et en déduire que €2 est un ouvert lipschitzien.

Corrigé —

1. Soitd = (dy,d2) € R? d # Oett € R%. On va montrer que le segment {sd, s €]0,t]} rencontre le complémentaire
de Q. On pose S = {sd, s €]0,t]}. Comme Q C R} x IR, on a, bien siar, S C Q° si di < 0. On suppose donc
di1 > 0 et (comme t est arbitraire) il suffit de considérer le cas d1 = 1.

Sids > 0,0onaand € Spourntq. a, <tetandgQcarands > p(an) = 0. Donc, S rencontre Q°.
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Sidy <0, ona(an+ %)d € S pourntg. an+ % < t. Mais en utilisant (TII), on a

Ju—

a77, — (l/n
99((17: + ,i) - (1/717199(,7) 2 an—1 2 ap + —.
2 4 2
A A, [ N . . . L . L
On a donc @(an + %*) — (an + %) > 0 et, comme (an + 3 )d2 < 0, ceci montre que (a, + %4-)d ¢ . On a ainsi
montré que S rencontre 2°.
Finalement, on a bien montré que $) n’est pas fortement lipschitzien.
2. La fonction ¥ est lipschitzienne (car o [’est) et son inverse aussi car son inverse est [’application 1) définie par

P(z,y) = (z, 0(z) + %('y — p(x)))-

Comme le triangle T' est fortement lipschitzien, on en déduit (assez facilement) que € est lipschitzien.

Exercice l.lfl (Prolongement d’une fonction continue) Soient {2 un ouvert de RrRY , N > 1, et f une fonction
continue de ) dans IR. Le but de I’exercice est de montrer qu’il existe g continue de R” dans R telle queg = f
dans .

Siz € Q, onpose g(x) = f(z).
Siz ¢ Q, on pose d, = inf{|z — y|, y € Q} (onadonc d, > 0), B, = {z € RY, |z — 2| < 2d,} et
- fﬂmb f(z)dz

9lw) = meBz dz

Montrer que g est bien définie et est continue de IR dans IR.

Exercice 1.15 (Inégalités de Sobolev pour p > NN)

L’objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour p > N.

Siz e RY (N > 1),onnote z = (x1,%),avec z; € Retz € RY ™ Onnote H = {(t,(1— |t|)a),t €] —1,1],
a € By_1},00 By 1 = {z € RN, |z < 1}. (On rappelle que | - | désigne toujours la norme euclidienne.)
Soit N < p < oc.

1. Soit u € C*(RY,IR). Montrer qu’il existe C; € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

u(1,0) —u(=1,0)| < Co[[(IVullLrm)- (1.12)

[On pourra commencer par écrire u(1, 0) —u(0, a) comme une intégrale utilisant convenablement Vu(¢, (1—t)a)
pour ¢ €]0, 1], et intégrer pour a € By _; pour comparer u(1,0) et sa moyenne sur By _1. On pourra se limiter
au cas N = 2, pour éviter des complications inutiles.]

2. Soit u € CH(IR™,IR). Montrer qu’il existe Cy € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

u(z) —u(y)| < Coll((Vul)ll byl —y1' =7 . (1.13)

[Apres, éventuellement, une rotation et une translation, on peut supposer que z = (b,0) et y = (—b,0). Se

ramener alors a (T.12).]

Pour a €]0, 1] et K sous ensemble fermé de IR, on note

CO(K) = {u € CUE,R), Jullpeqiey < oot sup 14D =20y
z,yeK, xty |z — vy
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et, siu € C%(K),
u(z) —u(y
lllos = Julpmy +  sup 1@ =uO)]
cyeK, a2y [T — Y|

Noter que CO*"(K ), muni de cette norme, est un espace de Banach.
3. Soit u € C1(IR™ IR ). Montrer qu’il existe C5 € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[ull oo @y < Csllullwrmary)- (1.14)

[Cette question est plus délicate. .. Il faut utiliser (T.T3) et le fait que u € LP(IR™).]

4. (Injection de Sobolev dans IR™.) Montrer que W1P(IR™) ¢ C%*(RY), avec v = 1 — %, et qu’il existe
C4 € R, ne dépendant que de IV et p, t.q.

[ull co.e(mry < Callullwrp @y (1.15)

5. (Injection de Sobolev dans 2.) Soient 2 un ouvert borné de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne.
Montrer que W1?(Q2) ¢ C%%(Q), aveca = 1 — %, et qu’il existe C5 € IR, ne dépendant que de 2, N et p, t.q.

[ullco.a(y < Csllullwie@)- (1.16)
Exercice 1.16 (Inégalités de Sobolev pour p < IN) L’objet de cet exercice est de démontrer 1’injection de So-
bolev pour 1 < p < N.

La démonstration proposée ici est due a L. Nirenberg[ﬂ Elle consiste a faire d’abord le cas p = 1, puis a en déduire
lecas 1 < p < N. Historiquement, lacas 1 < p < N a été démontré avant le cas p = 1 (et le cas p = 1 est
longtemps resté un probléme ouvert).

1. Soitu € CH(IRM).

(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||u|loc < ||t/||1-

(b) Par récurrence sur N, montrer que ||u||n/(n—1) < ||§—JZ||%/N | 8‘1“; ||1/N.

(¢) Montrer que ||ul|n/(v—1) < || [Vul |1
(d) Soit 1 < p < N. Montrer qu’il existe Cn, ne dépendant que N et p t.q. ||ull,x < Cnpll|Vulllp, avec
p* = (Np)/(N —p).
2. Soit 1 < p < N. Montrer que ||ull, < C |l [Vul|,, pour tout u € WHP(IRN) (Cy, et p* sont donnés a la
question précédente). En déduire que Iinjection de W17 (IR™) dans L(IR™) est continue pour tout g € [p, p*].

3. Soit p = N. Montrer que I'injection de WV (IR") dans L4(IR™) est continue pour tout ¢ € [N, oo[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).

4. On suppose maintenant que 2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer que
Iinjection de W1P(2) dans L9() est continue pour tout ¢ € [p,p*] (p* = (Np)/(N — p)). Montrer que
Iinjection de W (Q) dans L?() est continue pour tout ¢ € [N, oo (Pour N = 1, le cas ¢ = oo est autorisé).

Corrigé —

18. Louis Nirenberg (1925-2020), mathématicien canadien, spécialiste de I’analyse des équations aux dérivées partielles
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1.(a) Comme u € C:(R) on a, pour x € R, u(z) = [*__ u/(t)dt et donc

()] < / )] de < .

— 00
On en déduit bien ||ul|o < ||u/]]1.

a question précédente permet d’initialiser la récurrence, on a pour tout toute fonction u appartenant a C.. ,
(b) L . eéd Linitialiser la ré . s OCYR
l[ulloo < flu/fls-
Soit maintenant N > 1. On suppose que pour toute fonction u appartenant acCl (]RN ), ona
1/N 1/N
lullv/v-1) < ||—|\ AR —

Soitu € C} (IRN'H). Pour z € RN on note x = (z1,y)" avec 1 € IR ety € RY. Pour 1 € IR, linégalité

de Holder donne
N41 1
[ty = [ uCor)luten )l Fdy
IRN N

g 1
< (/]RN |U(x1,y)|%dy> N (/IRN ‘u(m’y)‘dy)N

On applique I’hypothése de récurrence a la fonction y — u(x1,y) (qui est bien dans CL(IR™)), on obtient

(1.17)

ou 1/N Ju 1/N
I TR AR b el CATR] NS

D’autre part, en appliquant le cas N = 1 (démontré a la question (a)) a la fonctton Z > w(2,y) (qui est bien dans
CX(R)), on a pour tout y € RY

ou
[u(z1,y)| < ||8Th('ay)||Ll(na)-

et donc, en intégrant par rapport a vy,

[t dy < 155 v,
RN
En reportant ces majorations dans [I.17) on obtient pour tout z1 € R
N+1 ou 1/N ou 1/N ou L
/IRN e, )N dy < g @) e -+ gy = @ Gy g @1 ) v

En intégrant cette inégalité par rapport a x1 et en utilisant une nouvelle fois 'inégalité de Holder (avec le produit
deN fonctions dans LY, on obtient bien | ’ine’galité désirée, c’est-a‘—dire

NNl 1/N 1/N
el 2 <|I7H llgr || ;
ou encore
lull g < I 177

Ce qui termine la récurrence.

(c) La moyenne géométrique de N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmétique de ces mémes nombres.
(Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité de la fonction exponentielle.)

On en déduit que
N
1/N Ju 1 /N Z ou

<||=— .. —
[y P P ol

ou

Comme || 52 |lv < || [Vul [|x pour tout i, on a bien

l[ullny v -1y < 1Vl [l

(d) Pour p =1, on a vu que Cn,, = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < N.
p(N - 1)

N _  x o a—1
N _p (de sorte que a5~ = p*)etv = |[u|* u

On pose o« =
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Comme o > 1 etu € CH(RYN), on a aussiv € CE(IRN). On peut donc appliquer le résultat de la question (c) &
la fonction v. On obtient

(/. u@l) T = (/. w@IP ) T < (vl .

Comme |Vv| = a|u|* "' |Vul|, l'inégalité de Hilder (avec p et ¢ = p/(p — 1)) donne
a—1 a—1
Vol = elllul™ [Val [[n < elllul™ g Vel [lp-

Comme (o« — 1)q = (o — 1)p/(p — 1) = p*, on a donc

P (N-1) o Y p*(p=1)
e ™ = ([ @P") T <alully 1Vl
RN

p(N —1)
N-—-p '’
l[ullpr < Cnpll [Vl [lp-

2. Soitu € WYP(IRYN), il existe une suite (u,)ne de fonctions appartenant & CH(IR™) t.q. w — u dans WP (IR™)
quand n — +00. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy dans L” . Par unicité de la limite (par exemple
dans Llloc(]RN )) cette limite est nécessairement égale & u. On peut alors passer a la limite quand n — +oo dans
linégalité ||un||px < Cnpll |Vun|||p et on obtient ainsi

lullps < Cnpll [Vul |, pour tout u € WP (IRN).
Ceci donne Uinjection continue de W (IRN) dans L*" (RN).

Linjection continue de WP (R™) dans LP(R™N) est immédiate car ||ullp < ||ul|w1.» pour tout u € WP (RY).

Ce qui donne, avec Cnp = o =

Soit maintenant q €]p,p*|. Pour montrer que W P(IRY) s’injecte continiment dans L9(IR™) il suffit d’utiliser

I’inégalité classique suivante (qui se démontre avec I'inégalité de Holder) avec p < q < r = p*.

0, 1 11—0
l[ullg < flullpllell"" (1.18)

— p(r=aq)
avec § = =1 €]0,1[.

3. Le cas N = 1 est facile. La question 2 donne Uinjection continue de W' (IR) dans L>(IR). Comme W**(IR)
s’injecte aussi continfiment dans L*(IR), on obtient aussi une injection continu de W"'(R) dans L(IR.) pour tout
q €]1, 400| (en utilisant (II8) avec r = 400, p=1et = 1/q).

On suppose maintenant N > 1. On a bien une injection continue de W~ (R) dans L™ (R). Le seul cas a considérer
est donc N < q < 4o00. Plusieurs démonstration sont possibles. Une premiére démonstration consiste a utiliser pour
|u|®, avec u € CLH(IRN), 'inégalité démontrée & la question 1 (c), puis a utiliser 'inégalité de Holder (pour faire
apparitre |NVu|N) et Uinégalité (TI8). Enfin, on conclut avec la densité de C(IR™) dans WY (RN). On donne ci
dessous une démonstration probablement plus longue mais qui utilise de maniere intéressante le caractére homogene
de la norme. de la norme.

Soit N < q < 4o0. Il existe alors p €]1, N[ t.q. p* = Np/(N —p) = q. On va utiliser la question 1 avec cette valeur
de p.
On définit ¢ de IR dans R, de classe C*, par :
o(s) =0sils| <1,
o(s) = L(Is| — 1) si1 < |s| <2,
p(s) =|s| — 3 si2 < |s].
Onalp(u)| < let|o'(s)| <1 pourtout s € R.
Soitu € CHIR™) t.q |ullyr.v = 1. Ona p(u) € CL(RYN). Par question 1 (et la définition @) on obtient
el < Cnpll [Ve(u) [llp < CN,p/
{lu[>1}
OnaXa({|lul >1} < [~ lu(z)|™Y dz < 1 et S |Vu(z)|N dz < 1. On en déduit
le()llg < Cnop-

V()] do < Cwﬁp(/m V()Y dx)%xd({|u| Sk

26



1.8. EXERCICES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Comme |u|? < 2% (u)? + 29, on a donc
jIR\ |u(z)|?de = f{\u\gu |u(z)|?da + f{\u\>1} |u(z)|dx ,
< Jruw [0(@)[Y da+27 [y [o(u(@))|? do + 200a({Jul > 1}) < 1+ 29CF, +21.

1l existe donc D4 ne dépendant que N et q t.q ||ullq < Dn,g siu € CE(IRN) et ||ul| 1.y = 1 Grace au caractere

homogene de la norme, on a en déduit que ||ullq < Dn glu|ly1.n gy pour tout u € C; (IR N, Enfin, par densité
de CLMR™) dans W N (RN) on obtient que W'Y (IRY) ¢ LYRYN) et
llully < D gllullyrn qry pour tout u € l’i"’LNURN).

. . . S . SN (o N N
Ce qui montre bien qu’il y a une injection continue de W= (IR"") dans L(IR").
. . NP . s P L . -1, -1, N
4. Cette question consiste seulement a utiliser I’existence d’un opérateur P linéaire continu de W** (Q2) dans WP (IR™)
t.q. Pu = wu p.p. dans Q) (opérateur dit de “prolongement” dont I’existence est donnée par le théoréme m) En effet,
grdce a cette opérateur, la question 4 est une conséquence des questions précédentes (et de I’inégalité ([[I3)).

Exercice 1.17 (Noyau de I’opérateur trace)
Soient 2 = ]Rf, 1<p<ooety: WhP(Q) — LP(OQ) I’opérateur trace défini au théoreme [1.21

1. Montrer que Kery = Wy *(Q).

2. Soit u € W1P(Q) N C(Q). Montrer que yu = u p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle sur
o0N).

Exercice 1.18 (Prolongement H 2)
Soient N > 1, Q2 = RY etp € [1, o0].

1. Montrer que C*°(Q) est dense dans WP () [On pourra s’inspirer de la démonstration de la densité de C>°(£2)
dans WP (Q)].

2. Montrer qu’il existe un opérateur P linéaire continu de W27 () dans W27 (IRY) tel que Pu = u p.p. dans Q,
pour tout u € W?2P(2) [On pourra chercher P sous la forme Pu(x1,y) = au(—x1,y) + fu(—2x1,y), pour
r1 €R_ety€ ]RN_l].

3. On prend maintenant p = oco. A-t-on C>°(£) est dense dans W?2:°°(Q) ? Existe-t-il un opérateur P linéaire
continu de W2 (Q) dans W2>°(IR™) tel que Pu = u p.p. dans 2, pour tout u € W?2P(2)? (justifier vos
réponses. .. ).

Exercice 1.19 (Convergence faible et opérateur continu) Soit £ et I’ deux espaces de Banach et 7" une applica-
tion linéaire continue de E dans F'. Soit (uy, ),cn une suite d’éléments de E et v dans E. On suppose que u,, — u
faiblement dans E quand n — +o00. Montrer que T (u,,) — T'(u) faiblement dans F'. On donne maintenant deux
applications de ce résultat.

1. Soit E et F' deux espaces de Banach. On suppose que E s’injecte continlment dans F', c’est-a-dire que & C F
et que I"application u — w est continue de E dans F'. Soit (uy,),en une suite d’éléments de E' et u dans E. On
suppose que u,, — u faiblement dans E quand n — +oo. Montrer que u,, — u faiblement dans F'.

2. Soit © est un ouvert borné de R, N > 1, (u,)nen une suite d’éléments de Hg () et u dans H}(£2). On

suppose que u, — u faiblement dans H¢(£2) quand n — +oo. Montrer que D;u,, — D;u faiblement dans
L?(Q) quand n — +o0.

Exercice 1.20 (Fonction non continue appartenant 3 H*(IR?) N L°° (IR?)) Dans cet exercice, on construit
vtgq.v € H'(R*) NL>®(R?) etv ¢ C(IR? R) ( c’est-a-dire qu’il n’existe pas w € C(IR?, R) t.q. v = w p.p.).
Pour cela, on reprend la fonction de 1’exercice

Soit v €]0, 1/2[ et u définie par u(x) = (—In(|z|))7 si |z] < 1etwu(z) =0si |z > 1.

Pour chaque n € IN*, on définit u,, en posant u,, () = u(z) —nsin < u(z) < n+ 1 etu,(z) = 0 sinon.
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1. Montrer que u,, € H'(IR?) pour tout n € IN* et que

oo
Z [ Vsl H%?(]RZ) < too.
n=1
[Utiliser I’exercice[I.3}]
2. Montrer que u,, prend ses valeurs entre 0 et 1 et que le support de u,, est une boule dont le diametre tend vers 0
quand n — 4-00.

Pour n € IN*, on pose z,, = (1/n,0) € IR? et on choisit m,, t.q. le support de w,, soit une boule de diametre
plus petit que (1/2)(1/n —1/(n+ 1)) et t.q. la suite (m,, )peN+ SOit strictement croissante. Puis on pose, pour
€ R, vp(2) = U, (T — 2,,).

3. Montrer que toutes les fonctions v,, ont des supports disjoints.

4.0npose v =Y -+ Up. Montrer que la fonction v appartient 2 ! (IR?)NL>(IR?). Montrer que v est continue
sur IR? \ {0} mais n’est pas continue en 0.

Exercice 1.21 (Sur P’injection de W* dans L") Soit Q un ouvert borné connexe de RY (N > 1) a fron-
tiere lipschitzienne. Soit w une partie borélienne de ) de mesure de Lebesgue strictement positive, c¢’est-a-
dire Ay (w) > 0 en désignant par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RY.

On définit I’ensemble W, par

W, = {u € W"(Q) tel que u = 0 p.p. dans w}.

le but de cet exercice est de montrer, par deux méthodes différentes, qu’il existe C, dépendant seulement de € et
w, tel que

ull v () < C| IVul || 1 (o) pour tout u € W, et pour tout 1 < p < (1.19)

N-1
I- Premiere méthode (méthode directe)

1. On suppose qu’il existe une suite (u,)nen+ d’éléments de W, t.q. |[un|| L1 () = 1 pour tout n € IN* et
llun L1 (0) = nll [Vun| |1 (o) pour tout n € IN*.

En utilisant un théoreme de compacité du cours (chapitre 1), montrer qu’on peut supposer, aprés extraction d’une
sous suite, que u, — u dans L' (Q) quand n — +oc0. Montrer alors que u = 0 p.p. et que [|ul| 1oy = 1 (ce qui
est impossible. . .).

2. Déduire de la question précédente qu’il existe C7, dépendant seulement de (2 et w, tel que
llullL1) < Cill |Vul || 1 (q) pour tout u € W,,. (1.20)

3. On rappelle (théoreme [1.28)) qu’il existe C5, dépendant seulement de €2, tel que, en posant 1* = N/(N — 1),
[ullLix () < Callullw1i(q) pour tout u € W11(Q). Avec la question précédente, en déduire qu’il existe C,
dépendant seulement de 2 et w, vérifiant (T.19).

I1- Deuxieme méthode (en passant par la moyenne de w)

1. Soit H = {u € W"(Q) t.q. [, u(z) dz = 0}. Montrer qu’il existe C's ne dépendant que de Q t.q. [|ul| 110y <
Csl| [Vul || 1 (q) pour tout u € H.
En utilisant le rappel de la question 3 de la premiere partie, en déduire qu’il existe Cy ne dépendant que de 2
t.q.
[ = ml| iy < Call [Vul || L1(e) pour tout u € WHH(Q),

avec mAy () = [, u(z) dz. [On pourra remarquer que u — m € H.]
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2. Soit u € W, et m tel que mAn(Q) = [, u(x) dz. Montrer que

C.
il < 5o 19l s

et en déduire que
An ()3 1/1°
e < (14 (S5)) T Vel

Exercice 1.22 (Partition de I’unité)
Soit K un compact de RY (N >1)etQy,...,Q,, n € IN*, une famille finie d’ouverts tels que K C U ;;. On
va montrer ici qu’il existe des fonctions ¢, ..., @, telles que

(p1) Pour touti € {1,...,n}, p; € C(RN R), S; € Q; avec S; = {xz € RY, p;(x) # 0},
(P2) Y i =1lsur K.
Poure > 0eti € {1,...,n},onpose Q; . = {z € Q;, d(z,Qf) > e} ot d(x, Q) =inf{|z —y|,y & X}
1. Montrer qu’il existe € > 0 tel que K C UJ ), .
Soit maintenant ¢ donné par la question [I]
2. Montrer qu’il existe n fonctions f1, ..., f, telles que, pour tout ¢, f; = 0 on €2f _ et Z?zl fi=lonUl Q..

3. Par une méthode de regularisation, montrer I’existence de n functions ¢, . .., @, satisfaisant (p1) et (p2).

Corrigé —
1. Pouri € {1,...,n}, ona Q; = Us0Qi,c et donc K C Uj—; Ueso Q4. Comme K est compact et §; o est ouvert
(pour tout i ete), il existe €1, . . . ,&n tels que €; > 0 pour tout i et K C Uj—1$; ,. En prenant ¢ = min{e1,...,en},

ona K C Uj—1Q; ..
2. Pour touti € {1,...,n}, on pose
fi(z) =1ifz € (e \Uj<ife),
fi(z) =0ifz & (e \Uj<ife).
Avec cette définition, on obtient f; = 0 on §25
fi(x) =0ifj # i Donc ! | fi(z) =1
3. Comme K est compact et (Uj—1$2; 2 )¢ est fermé, on a d(K, (Uj=1Q:.c)) =6 > 0.
On prendn tel que 0 < n < min{d,e}. Soit p € C°(R™,R) tel que p(x) = Osi|z| > nettel que [, p(x)dz = 1.
Pouri € {1,...,n} onprend p; = fixp. Ona p; € CZ(IR"™,R) et comme f; = 0 sur Q5 . etn < ¢, la fonction @;
satisfait (p1).
Comme Y 7 pi = (D i, fi) * petn < 9, les fonctions ; satisfont (p2).

7

.. De plus, sixz € Uj—1Qic.eti =min{j; x € Qj ., ona fi(z) =1et

Exercice 1.23 (Opérateur transposé, continuité et compacité)
Soient F, F deux espaces de Banach (réels) et T € L(E, F).Pour g € F’ on définit T'g € E' par (T g, u) g g =
(9, Tu)pr F.

1. Vérifier que T g est bien un élément de E’ pour tout g € F’ et que T € L(F', E").
Corrigé — Soit g € F'. L'application u v (g, Tu) g p est linéaire et
Kg, Tuw)r r| < || Tllce,mllgllFllulle.

Ceci prouve que T g est un élément de E' et que ||T"g|| g < Tz, mllgllF. On a donc aussi T' € L(F',E') et

1T ecrr.mry < T llece.F).
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2. Montrer que ||Tt||£(F,)E,) = T|lz(z,p)-

Corrigé — Soit u € E. Une conséquence du théoreme de Hahn-Banach (voir exercicelE question 1) donne [’exis-
tence de g € F' tel que ||g||pr = 1 et |[Tullr = (g, Tu)rr p. En effet, en posant v = Tu € F et en supposant
v A (le cas v = 0 est trivial), on choisit g : Rv — IR linéaire et telle que g(v) = ||v||. On a donc ||g|| = 1.
Far le théoréeme de Hahn-Banach, on peut prolonger g en g € F' avec ||g||pr = 1 et (g,v)rr r = ||v||F, ou encore
HTUHF = <97T“’>F’,F~

Onadonc || Tullr < || (e )

g. Ceciprouve que ||T|| oz, 7y < |T||c(r, 51 et donc finalement | T|| 2,7y =
HTtHL(FﬂE’)‘

On suppose maintenant que 7' est un opérateur compact, c’est-a-dire que de toute suite bornée de E on peut
extraire une sous suite dont I’image par 7" converge dans F'.
Onnote By = {u € E, ||lul|g < 1}.

3. Montrer que T'(Bg) est précompacte, c.a.d. que pour tout € > 0, il existe I C Bp tel que card(I) < +oo et
T(BE) = {T(u)v u € BE} - UuEIBF(Tu75)7

ol Bp(Tu,e) ={v € F, ||lv—Tul|lr <e}.

Corrigé —  Par hypothése, la boule T(Bg) est relativement compacte donc précompacte. En effet, soit £ > 0, sup-
posons par I’absurde qu’il n’existe pas de recouvrement fini de T(Bg) par des boules de la forme Bp(Tu, ). Soit
ug € Bg, on a donc T(BE) ¢ Br (T’LL(], 5) Puis, par récurrence, on suppose ug, . .., Un choisis dans Bg. Comme
T(Bg) ¢ Ui—oBr(Tui, ), on choisit unt1 € Bg tel que T (un+1) & Ui—oBr(T'us, €). On construit ainsi une suite
(un)nen de Bg telle que la suite (T (un))nen n’admet aucune sous suite convergente (car || T (uyn) — T (um)||F > €
sin # m), ce qui est en contradiction avec I’hypothése de compacité de T.

Pour p € IN*, on choisit I, conformément a la question avec ¢ = 1/p et on pose I = Upe+I, (de sorte que I
est dénombrable). Soit (g, ),cn une suite bornée de F”.

4. Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (g, )ne telle que pour cette sous suite, encore notée (g, )new, la
suite ((T" gy, u) B, E)nen converge pour tout u € I. [Utiliser le procédé diagonal.]
Corrigé — Pour tout u € 1, la suite (<Ttg7,,7 u)E/,E)nelN est bornée dans IR.. Elle admet donc une sous suite conver-
gente. Comme I est dénombrable, le procédé diagonal, décrit par exemple dans la preuve de la proposition 8.19 de

[I3]], permet d’extraire une sous suite telle que la suite ((Ttg”,7 U) g/ g )nelN est convergente pour tout u € I. Dans la
suite on note f, cette limite.

Noter que, pour cette question, il suffit que I, soit fini ou dénombrable.

Pour les deux questions suivantes on considere cette sous suite.

5. Montrer que la suite ((T" gy, u) g/, 5)nen converge pour tout u € E.

Corrigé — Soit u € Bg. On remarque alors que la suite ({T"gn,u)gr g)nen est de Cauchy. En effet, Soit € > 0.
On choisit p € IN* tel que 1/p < e. Il existe v € I, tel que || Tv — T'u||p < €. On a alors, pour tout n, m € IN, avec
C = sup, |lgall .
(T gnsw)pr o = (T gy w) 6| < UT gy 0) 0 = (T gy 0) 5|
+ [{gn,Tv —Tu)pr 5| + |{gm, Tv — Tu) pr |
<UT g, 0) 2 — (T" g, V) g1 p| + 2Ce.

Puis, comme v € I,, C I, il existe ng tel que |(T" gn, Vg — (T gm, V) pr gl < € pourn, m > ng. On a donc, pour
n, m > no,

{T' gny w5 — (T gm,u)pr 5| < (2C + 1)e. (121)
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Ceci montre bien que la suite ({T"gn,u) g' g)nen est de Cauchy.

Siu € E, u # 0, on se raméne au cas précédent en divisant u par sa norme. On obtient bien ainsi la convergence de
la suite ((Ttgn7 U) ', B )nelN pour tout u € E et nous notons encore [, cette limite.

L’application u v+ f,, est trivialement linéaire (de E dans IR.) car limite d’applications linéraires. Mais elle est aussi
continue car | fu| < C||T| z(g,p||ull & Il existe donc f € E' tel que f. = (f,u)ps g pour tout u € E.

Cette question montre que T g,, — f *-faiblement dans E' quand n — +oo.

6. Montrer qu’il existe f € E’ tel que T'g,, — f dans E’.

Corrigé — C’est pour cette question que l’on va utiliser que I,, est fini. On reprend la méthode de la question précé-
dente.
Soit £ > 0. On choisit p € IN* tel que 1/p < e.
Soit u € Bg. Il existe v € I, tel que || Tv — Tu||r < e. L’inégalité ([2T) donne alors

UT gnsw . — (T gm,u) 5 5| < (2C + 1)e, (1.22)
pour n, m > ng. Mais, comme I, est fini, ng peut étre choisit inépendamment de v (et donc de u). On obtient ainsi,
quand m — +oo dans ([22), pour tout n. > ng et tout v € B,

(T gn,u)pr = (fru)pr 6] < (2C + 1)e,

et donc, pour tout n. > no, |T gn — fllzr < (2C + 1)e.
On a bien montré que T"g,, — f dans E'.

7. Déduire des questions précédentes que T est un opérateur compact.

Corrigé —  On a montré que de toute suite bornée de F' on peut extraire une sous suite dont ’image par T converge
/ . . t P
dans E'. Ceci montre bien que T est un opérateur compact.

8. Démontrer le résultat de compacité des bornés de L4(2) dans W ~19(£2) énoncé dans le théoreme

Corrigé —  Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < q < 4o0. Le théoréme|1.25| montre que Uapplication
T :u v ude Wy (Q) dans LP(Q) est compacte. L'opérateur T* de LP () dans Wy *(Q) est donc compact.
L'espace LP(Q) est identifié & L9 () avec q = p/(p — 1) et WP (Q) est noté W~19(Q).
Pouru € (LP)' () etv € Wy P (Q), comme LP ()" est identifié a L(Q),
(Ttu,z))W,l,q’Wol,,, = (u, Tv)(Lry,Lr = / u(z)v(x) dz,
Q
c’est-a-dire que T est identifié & u. L’application u — u est donc compacte de L(Q) dans W~ 7(Q).
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Chapitre 2

Problemes elliptiques linéaires

2.1 Formulation faible

Soit Q un ouvert borné de R™ (IV > 1) de frontiere 9Q = Q \ Q. Soient a; ; € L>(Q), pouri,j = 1,...

suppose que les fonctions a; ; vérifient I’hypothese d’ellipticité uniforme, c’est-a-dire :

N
Ja > 05 V€= (&,...,&n) € RN, ) 0,68 > al¢]* pp. dans Q.

4,g=1

On se donne f € L%(Q) et g : 9Q — IR, et on cherche une solution au probleéme :

N N
=) 0ilai j(@)05u)(x) = f(x), x € Q,

i=1 j=1
u(r) = g(x), x € 909,

ol O;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-éme variable.

,N.On

2.1)

(2.2a)

(2.2b)

Exemple 2.1 (Le Laplacien) Si on prend a; ; = 0; j ( ¢’est-a-dire 1 si i = j, 0 si i # j), alors le probleme (2.2)

devient

—Au = f surQ,
u = g sur 0N).

Définition 2.2 (Solution classique) On suppose que a;j € C YQ) pour tout i,j = 1,.. ., N. On suppose que
feC(Q)etge C(OQ). On appelle alors solution classique de [2.2)) une fonction u € C%(2) vérifiant 2.2).

On rappelle que pour tout & € INU{+o00}, C*(Q) désigne I’ensemble des restrictions €2 des fonctions appartenant

a CF(RYM).

Il n’existe pas forcément de solution classique a (2.2). Mais il existe des solutions en un sens plus faible que I’on va
définir ci-apres. Pour comprendre leur nature, considérons d’abord le cas g = 0, avec a; ; € C1(Q) et f € C(Q),

et supposons qu’il existe une solution classique u € C(). Par définition, celle ci vérifie :

N N
3% duas(@)d5u) (@) = f(x), Yo € Q.

i=1 j=1
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Soit ¢ € C° () ; multiplions 1’équation précédente par ¢(x) et intégrons sur 2 :

-/ S5 0y(an (2)0,0)(2) o) o= [ J@eta) e, Vo € (@),

=1 j=1

Une intégration par parties donne alors :

/ ZZ“W x)0;(x dx—/f ) dz, Vo € C°(). (2.3)
Q

i=1 j=1

Comme u € C%(Q), onad;u € CH(Q) C C(Q) C L*(Q), et Dju = d;u p.p (come cela a été vu au Chapitre|1)).
De plus u € C(2) C L?(2) et donc u € H*(Q). Enfin, comme u = 0 sur J2, on a finalement u € Hg () (voir
I’exercice|1.17).

Soit v € H}(Q), par densité de C°(Q2) dans H}(Q), il existe une suite (0 )nen C C°(Q) telle que v, — v
dans H'(Q), c’est-a-dire ¢, — v dans L?(Q2) et ;¢,, — D;v dans L*(Q) pour i = 1,..., N. En écrivant (2.3)
avec ¢ = @,, on obtient :

/ ZZa” x)0;pn (x dx—/f x)on(z) da,

=1 j=1

et en passant a la limite, on obtient que w satisfait le probleme suivant, qu’on appelle formulation faible du probleme
(2.2) (on rappelle que I’on considere ici le cas g = 0)

uGH&(Q)
/ ZZQH x)Dv(x dx—/f ) dw, Vv € HY (). 24)
=1 j=1

On vient ainsi de montrer que toute solution classique du probleme (2.2) (lorsque g = 0) est solution faible,
c’est-a-dire vérifie (2.4).

Remarque 2.3 (Cas symétrique, formulation variationnelle) Dans le cas ol a; ; = a; ; p.p. pour 7 # j, u est
solution de (2.4)) si et seulement si u est solution du probléme suivant, qu’on appelle formulation variationnelle :

u € Hy(Q),
J(u) < J(v),Yv € HE (), (2.5)

N N

1
ol la fonctionnelle J est définie par : J(v) = 3 / Z Z a; ; DivDjv | dz— | f(x)v(z)dz
o \iog = Q

La démonstration de I’existence et de I’unicité des solutions des problemes (2.4) et (2.5) utilise le lemme de Lax-
Milgramﬂ que nous rappelons ici :

Lemme 2.4 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-/-), de norme
associée notée || - ||, et a(-, ) une application bilinéaire de H x H dans R qui est

1. Arthur Norton Milgram (1912-1961), mathématicien américain, qui a travaillé analyse fonctionnelle, en combinatoire, en géométrie
différentielle, en topologie générale, en théorie des équations aux dérivées partielles et en théorie de Galois.
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— continue, ce qui équivalent a dire qu’il existe ¢ > 0 t.q., pour tout (u,v) € H?, ona |a(u,v)| < c|ul||v],

— coercive sur H (certains auteurs disent plutot H-elliptique), c’est-a-dire qu’il existe o > 0, t.q., pour tout
u € H, alu,u) > alul?
et soit T une forme linéaire continue sur H.
Alors il existe un unique u de H tel que I’équation a(u,v) = T(v) soit vérifiée pour tout v de H :

Nue H YweH, aluv)=Tw).

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est 'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle
J : H — IR définie par J(v) = 2a(v,v) — T(v) pour tout v de H, c’est-a-dire :

J(u) =min J(v) et J(u) < J(v) siu#v.

veEH

Notons que dans le cas ol la forme bilinéaire a est symétrique, elle définit un produit scalaire sur H équivalent
au produit scalaire initial. Dans ce cas, le lemme de Lax-Milgram est une conséquence directe du théoreme de
représentationE] de RieszE] dans un espace de Hilbert.

Pour appliquer le lemme de Lax-Milgram au probléme (2.4)), nous aurons besoin de 1’inégalité de PoincaréE] :

Lemme 2.5 (Inégalité de Poincaré) Soir Q2 un ouvert borné de RY, N >1(ou qui est au moins borné dans une
direction), alors il existe Cq ne dépendant que de () tel que

[ull2() < Call IVul |l 2(0), Yu € Hg(S). (2.6)

N.B. On désigne toujours par | - | la norme euclidienne dans IR™. On a donc

N
119 220 :/§2|Vu(x)\2dx:Z/QDiu(x)2 dz.
1=1

Démonstration Par hypothése sur €, il existe a > 0 tel que Q C] — a, a[xIR 1. Soit u € C2°(Q2), on prolonge
u par 0 en dehors de €2, on a donc :

ue CF(RY),u = 0sur Q°.
Soitz = (z1,...,2n)" = (21,y)" € Q, avec x1 €] — a,a[ety = (v2,...,2N) € RY ' Ona:

T

u(:thy) = alu(tvy) dt?

et donc, par I’inégalité de Cauchy—Schwarz,
a 2 a
o) < ([ ot a) <2a [ @ute)? o
En intégrant entre —a et a, on obtient :

/ (s, y)|? day < da® / (Orult,y))? dt,

—a —a

2. Théoréme de représentation de Riesz : Soient H un espace de Hilbert muni de son produit scalaire noté (- | -) et T € H une forme
linéaire continue sur H. Alors il existe un unique y € H tel que pour tout € H onait T'(z) = (y | x).

3. Frigyes Riesz (1880-1956), mathématicien hongrois. Il est I'un des fondateurs de 1’analyse fonctionnelle.

4. Henri Poincaré (1854-1912) mathématicien, physicien théoricien et philosophe des sciences francais, auteur de résultat important en
optique et en calcul infinitésimal, et précurseur de la théorie des systémes dynamiques.
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et donc, en intégrant par rapport a y,
/ lu(z)|? do < 4a® / (O1u(x))? do, Yu € C°(Q) 2.7
Q Q

On procéde ensuite par densité; pour u € H} (), il existe une suite (uy)nenw C C2°(9) telle que u,, — u dans
H{(£2). On a donc u,, — u dans L?() et O;u — D;u dans L*(2). On écrit alors (2.7) pour u,, et en passant a la
limite lorsque n — 400, on obtient :

N
lullfz() < 4a°(ID1ullZs(o) < 4a® Y [ DiullZag) = 40|l [Vul [72(q)
i=1

Théoréme 2.6 (Existence et unicité de la solution de Z-4)) Soit Q un ouvert borné de R”, f € L*(Q), et soient
(@j)ij=1,...n C L>®(Q) et a > 0 tels que 1)) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de (Z.4).

Démonstration Pour appliquer le lemme de Lax-Milgram (lemme , on écrit le probleme (2:4) sous la forme :
u € H; a(u,v) = T(v) pour tout v € H, avec H = H} () (qui est bien un espace de Hilbert, muni de la norme
définie par [|ul| 1 () = ([[ullF2q) + [ [Vul ||%2(Q))% ), et avec a et T' définies par

a(u,v) = -/Q ZZ(L” z)Dv(x) | dz et T(v /f

=1 j=1
On remarque tout d’abord que la forme linéaire 7" est bien continue. En effet,
IT(v)] < |vllz2@ll fllz2) < ollar @)l fllL2@)-

Quant a la forme a, elle est évidemment bilinéaire, et elle vérifie :

N

la(u, )] < > Nl @I Diull 2@y [ Divll 29y < Cllulla @) lvllm @),
ij=1

avec C' = Zﬁ;zl llai,j|| o (0)- Elle est donc continue.

Voyons si a est coercive : il faut montrer qu’il existe § € IR tel que a(u,u) > B||u||%,1(ﬂ)7 pour tout u € H} ().
Par hypothese sur a, on a :

N
a(u,u) = / ZZQU x)Du(z) | dz > a/ (Z |D,u(a:)2> dz = a/ |Vu(z)|? dz.
Q \i=1j=1 Q \i=1 Q

On applique alors I'inégalité de Poincaré (2:6) :

HU”Hl(Q) = ||U||L2 @ Z 1D UHLz(Q) (Cq+1) Z D u”L?(Q)v

=1 =1

d’ou on obtient que :

Z [ D; u”L?(Q) 02 T1 ”u”Hl Q)
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et donc
N

2 - 2
a(u,u) > az IDiull7z0) = ~3 lwllF (@)
i=1 Cotl
ce qui démontre la coercivité de a. Par le lemme [2.4] de Lax-Milgram, on a donc bien existence et unicité de la
solution du probleme (2.4). L]

Remarque 2.7 Le lemme @] est encore vrai avec 1 < p < +o0 au lieu de p = 2. Si ) est un ouvert borné de
IRN, N >1,etl < p < 400, il existe C), o ne dépendant que de p et €2 tel que

lull o) < Call [Vl | Lo (), Yu € Wo™(R).

Ceci permet de définir une norme sur W, () équivalente  la norme W12 (Q), voir la déﬁnition (Pour p = 2,
cette équivalence de norme est en fait démontrée dans la démonstration du théoréme [2.6])

Définition 2.8 Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < p < +o0. Pouu € Wol’p, on pose

1
||UHW01,p(Q) = (/Q |Vu(z)[? dz)*.

Selon la remarque c’est donc, sur WP (), une norme équivalente a la norme de W' ().
Pour p = 2, 'espace W, (2) est aussi noté HL () et la norme || - ||W01.,2(Q) est lanorme || - || g1 ().

Par le lemme de Lax-Milgram, on démontre de maniere similaire 1’existence et 1’unicité dans le cas ol le second
membre de (2.4) est donné par un élément de H~1(Q) (dual de H}(2), c’est-a-dire 'ensemble des formes
linéaires continues sur H} (12)).

Théoréme 2.9 (Existence et unicité, T € H 1) Soient  un ouvert borné de R”, (@i j)ij=1,..n C L>®(Q) et
a > 0 tels que 2.1)) soit vérifiée. Soit T € H (), il existe alors une unique solution u de :

u € H(} (),
N N

/Q >3 ai () Diju(x)Dyv(x) | de = T(v),Yo € Hj(9Q). (2.8)
i=1 j=1

Soit © un ouvert borné de R™ et f € L'(). Il est intéressant de savoir si I"application ¢ — Jo f(x)p(z) dz
(définie, par exemple, pour p € C°()) se prolonge en un élément de H ~1(2) (et dans ce cas, le prolongement
sera unique par densité de C°(€2) dans H}(€2)). En dimension N = 1, 'hypothése f € L!({2) est suffisante. En
dimension N > 3, I’hypothese f € LI(Q2), avec ¢ = 2N /(N +2) est suffisante. En dimension N = 2, I’hypothése
f € LYQ), avec ¢ > 1 est suffisante. Un résultat plus précis (pour N = 2) est donné dans I’exercice[2.11

Nous n’avons traité ici que le cas de la condition aux limites de Dirichletﬂ homogene ( c’est-a-dire g = 0 dans le
probleme [2.2). Le cas de la condition aux limites de Dirichlet non homogene est traité dans la section [2.3]

L’existence et I'unicité de solutions faibles est possible avec d’autres conditions aux limites. L’exercice[2.6]traite le
cas des conditions de Neumannﬁet l’exerciceles conditions dites de Fourierm(ou de Robinﬂ selon les auteurs).

5. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), mathématicien prussien spécialiste en particulier de théorie des nombres et d’ana-
lyse mathématique

6. Carl Gottfried Neumann (1832-1925), mathématicien allemand qui a notamment travaillé sur le principe de Dirichlet et sur la théorie
des équations intégrales.

7. Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), mathématicien et physicien frangais, connu en particulier pour avoir déterminé, par le calcul,
la diffusion de la chaleur en utilisant la décomposition d’une fonction quelconque en une série trigonométrique convergente (série de Fourier).

8. Victor Gustave Robin (1855-1897), mathématicien francais, spécialiste de thermodynamique et en théorie du potentiel
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La résolution du probléme de Neumann permet d’ailleurs de montrer une décomposition utile d’un élément de
L?(2)N, appelée décomposition de Hodgeﬂ exercice L’exercice s’intéresse a des conditions aux limites
apparaissant en mécanique du solide. Il est possible aussi de coupler un probleme elliptique sur un ouvert 2 de IR?
avec un probleme elliptique unidimensionel sur le frontiere de €2, ceci est 1’objet de I’exercice[2.14]

Les exercices [2.13] [2.15] et [2.10] montrent I’existence (et ’unicité ou une “unicité partielle”) pour des systémes
elliptiques (probleme des Stokes et équation de Schrbdinger[ﬂ

Enfin, il est possible de traiter des problemes elliptiques avec des coefficients a; ; non bornés. On introduit alors
des espaces de Sobolev dit “a poids”, exercice [2.4]

2.2 Analyse spectrale

Soit F un espace de Banach réel, et T" une application linéaire continue de £ dans E. On note :
o o(T) ={X € R; T — A\Id est non bijective} I’ensemble des valeurs singulieres de T’
o p(T)={X € R;T — Ald est bijective} = IR \ o(T) I’ensemble des valeurs régulieres de T,
e VP(T) = {X € R;T — AlId est non injective} I’ensemble des valeurs propres de T

Ici et dans toute la suite de cet ouvrage, Id désigne 1’application identité d’un ensemble dans lui-méme. Lorsque
dim E < +o00, 0ona VP(T) = o(T). On a un résultat similaire en dimension infinie, a condition que 1’opérateur
T soit linéaire continu et compact. Plus précisément, dans ce cas on a: VP(T) \ {0} = o(T') \ {0}. Le théoreme
suivant donne ce résultat dans les espaces de Hilbert séparables et pour un opérateur autoadjoint

Proposition 2.10 (Opérateur linéaire continu compact autoajoint) Soit E un espace de Hilbert séparable muni
du produit scalaire (-, -) g, et soit T un opérateur linéaire continu compact autoadjoint dont le noyau N(T') = {u €
E; T(u) = 0} est réduit a {0}. Alors il existe une base hilbertienne de E formée de vecteurs propres de T, c’est-
a-dire d’éléments de E, notés e,,, n € IN, vérifiant (e, em)Eg = On,m et tels que si w € E, alors u peut s’écrire
u = Zn c ~ (U, en) gey, (cette série étant convergente dans E), et les valeurs propres A, € IR associées, i.e. telles
que Te,, = \pey, sont telles que N\, — 0 lorsque n — +oc.

On va maintenant considérer, pour simplifier, le cas du Laplacien. Soit €2 un ouvert borné de R”.On rappelle que

N . . 2 . ) 2 os .
Au = Y"." | O?u si u est une fonction réguliere. Pour étendre cette définition aux fonctions seulement localement

intégrables, on pose, si u € LL (), Au = S D?u. On définit maintenant un opérateur A d’une partie de

L?(2) dans L?(Q) en définissant d’abord son domaine D(A) :
D(A) ={u € Hy(Q) ; Au € L*(Q)},
Puis on pose Au = —Aw si u € D(A). On a ainsi définit un opérateur linéaire A : D(A) C L?(Q) — L*(9).

On a vu dans les paragraphes précédents que si f € L2(2), il existe une unique solution au probleme Z.4) qui

s’écrit, pour le Laplacien, c’est-a-dire avec les valeurs a; j = d; j,%,j = 1,..., N :
u € Hy(Q),
/ Vu(z)Vo(z) de = / f(x)v(z) dz, Yo € HY(Q). (2.9)
Q Q

9. William Vallance Douglas Hodge (1903 —1975), mathématicien britanique spécialisé en géometrie
10. Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887—1961), physicien austro-irlandais a qui I’on doit de nombreux résultats de mécanique
quantique.
11. On rappelle qu’un opérateur linéaire T d’un espace de Hilbert muni du produit scalaire (- | -) i dans lui méme est autoadjoint s’il est
identique a son opérateur adjoint 7*, défini par (T*x | y) g = (« | Ty) . Dans le cas d’un espace de Hilbert réel, on dit aussi que 1’opérateur
es symétrique
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Gréce a la densité de C°(2) dans H{ (€2), la fonction u est solution de (Z.9) si et seulement si u € D(A) et
—Au = f p.p. (c’est-a-dire —Au = f dans L?(Q)). L’opérateur A est donc inversible. Son inverse, I’opérateur
A~ est défini de L%(€2) dans L?(Q2) par A~ f = u ol u est solution de (2.9). Cet opérateur est injectif mais non
surjectif. Les deux opérateurs sont linéaires.

Pour montrer qu’il existe une base hilbertienne formée des vecteurs propres de A~', on va démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme 2.11 Soit Q un ouvert borné de R™ . Pour f € L?(Q), on note T f I'unique solution de 2.9). L’ opéra-
teur T est linéaire continu compact et autoadjoint de L?(Q) dans L*(Q). De plus N(T) = {f € L*(Q), Tf =0

p.p-} = {0}
Démonstration Il est immédiat de voir que T est linéaire. On remarque tout d’abord que N(T') = {f € E,
Tf =0p.p.} = {0}. En effet, soit f € L?() telle que T'f = 0 p.p.. On a donc, d’apres (2.9),
/ fvdz = 0 pour tout v € H} ().
Q

Comme H} () est dense dans L?(£2) (on a méme C'°(€2) dense dans L?(£2)), on en déduit f = 0 p.p..
On montre maintenant la continuité de 7. Soit f € L?(f2) et w = T'f. En prenant v = u dans (2.9), on obtient

||u\|§,é(m:/Qvu-vudx:/gfudxg 1o e el -

2

Par ’inégalité de Poincaré, il existe C'p € IR ne dépendant que de 2 tel que HUH%Q(Q) < Cq ”“HH[% () etdonc:

N
HUH%(Q) = IDiulZ20) < 1fllz2 ) lull 2y < Call fllz2 @) lull o)
i=1

On en déduit que [[u| g3 () < Call fllL2(q) et donc:

ITfl1Z2 () = lullZ2 () < Callulli ) < CallFIZ2(q)
ce qui démontre la continuité de 7T'.

Montrons maintenant que I’opérateur T' est compact, c’est-a-dire que I'image 7'(B) d’un ensemble B borné
de L?(92) est relativement compact dans L?(£2). On peut écrire T sous la forme 7" = I o T o [ est I'injection
canonique de H} () dans L2(2), définie par I : v € H}(Q) — v € L?(2), et Ty est’application qui a f € L?(Q)
associe u = T'f € Hg(Q2). L'application Ty est continue de L*(2) dans H(Q) (car || T f|| g3 o) < CallfllL2(0)
etI’injection I est compacte par le théoréme de Rellich (théoréme[I.25|page[12)), et donc I’opérateur T est compact.

Montrons maintenant que 1’opérateur 7" est auto-adjoint, c’est-a-dire que

(Tf,9)1200 = (£, T9)12(0), Vf, 9 € L*(Q). (2.10)

Soient donc f et g € L?(£2), u I'unique solution de (2.9), et v I'unique solution de (2.9) ol on a remplacé f par g
dans le second membre. On a, comme v est solution de (2.9) ot on a remplacé f par g :

(Tfa9>L2(Q):/ngd.%’:/ugdx:/Vu-Vde.
Q Q Q

On montre de méme que (f, Tg)r2(q) = [, Vu - Vo dz, ce qui démontre (Z.10). L]

Voici maintenant la conséquence du théoréme [2.11] et de la proposition [2.10] pour I’opérateur “Laplacien” avec
condition de Dirichlet homogene.
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Théoréme 2.12 (Base hilbertienne de L2 (2) formée de fonctions propres de —A)

Soit Q un ouvert borné de RY, Au = —Au avec D(A) = {u € H}(Q); Au € L*(Q)}. Il existe alors une base
hilbertienne (dénombrable) de L? (Q), notée (en)new+, formée de vecteurs propres de A, associés aux valeurs
propres () neN+. On peut ordonner les i, dans ’ordre croissant ( ¢’est-a-dire i, < pi,4+1 pour tout n € IN¥)
etlonap; >0etlimy, o by = +00.

Démonstration Pour f € L?((2), on note 7'f I'unique solution de (2.9). D’apres le théoreme et la proposition
2.10} il existe donc une base hilbertienne (e,,)ncn+de L2(2) formées de fonctions propres de T'. Les valeurs
propres associées sont toutes strictement positives. En effet, si f € L?(Q) et f # 0, alorsu = T f # 0 et

(Tf, ez = (u, flrze) = /QVU -Vudr = ||u||?q3(g) > 0.
Si A\, est une valeur propre de T est associée au vecteur propre e, # 0, on a T'e,, = A, e,, et donc, comme e,, # 0,

)\n(ena en)LQ(Q) = (/\nevw 6n)LQ(Q) = (Tena en)LZ(Q) > 0.
La suite (A,,)nen est donc formée de nombres strictement positifs. Quitte a changer ’ordre des \,,, on peut
supposer que cette suite est décroissance. Enfin, la proposition donne que lim,,_, 4 0o A, = 0.
Remarquons que les valeurs propres de A sont donc les valeurs u,, = )\i pour tout n € IN*, avec i, > 0 pour

tout n € IN* et 1, — +oo lorsque . — +o0. [

En reprenant les notations du théoréme [2.12] on peut alors caractériser le domaine de 1’opérateur Laplacien (avec
condition de Dirichlet homogene) D(A) de la fagon suivante :

Soitu € L*(Q), [u € D(A)] <= Z 12 (u, en)QLz(Q) < 4o00.
nelN

De plus si u € D(A), alors Au = Z:g pin (U, €r) £2(0)€n- On peut ainsi définir les puissances de I’opérateur A :

Définition 2.13 (Puissance de ’opérateur) Soir 2 un ouvert borné de RY, Au = —Au avec D(A) = {u €
H}(Q); Au € L*(Q)}. On note (en)new+ une base hilbertienne de L?(Y) formée de vecteurs propres de A,
associés aux valeurs propres (lin ) ne+. Soit s > 0. On définit

D(A®) = {u € L*(Q ZN (u, €n)72(q) < +00}.

Et pour uw € D(A®), on peut alors définir A*u par :

—+o0
A’y = Zuz(u, €n)L2(Q)Cn-
n=1

Cette série étant convergente dans L* ().

Pour s = 0,ona D(AY) = L2(Q2) et A%u = u : A° est I’opérateur identité.
Pour s = 1 on retrouve I’ opérateur A.
00 1
Pour s = 3, ona D(A2) = {u € L*(Q); 37 pn (u, €n)72(q) < +00}. On peut montrer que D(Az) = Hy(9),

JF

etona Azu = 1V (U, €n) L2(0)en-

Pourlecas N =1, Q :]O7 1], Le théoreme de décomposition spectrale est détaillé dans 1’exercice
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2.3 Régularité des solutions faibles

Soit Q un ouvert borné de R™ et f € L?(Q). Sous les hypothéses (2-1), on sait par les résultats précédents qu’il
existe une unique solution au probleme (2.4), et on se demande quelle est la régularité de cette solution en fonction
des données du probleme. Le probleme est assez simple en dimension N = 1, voir I’exercice 2.1} mais beaucoup
plus difficile en dimension N > 1. La réponse dépend de la régularité des coefficients de 1’opérateur et de la
régularité de la frontiere de 1’ouvert (on dit que la frontiere de €2 est de classe C* si elle est localement le graphe
d’une fonction de classe C*).

Théoreme 2.14 (Régularité de la solution du probleme de Dirichlet)
Soit Q un ouvert borné de RN et f € L?(Q). Sous les hypothéses @.1), soit u € H}(Q) la solution de Z-3).

1. Sia; j € CYQ)pouri,j=1,...,N et Qestafronticre C?, alors, pour tout f € L*(Q), onau € H*(Q).

2. Sia;; € C®(Q) pouri,j = 1,...,N, si Q est a frontiere C=, et si f € H™(Q) avec m > 0, alors
u € H™T2(Q).

En conséquence, si f € C*(R), alors u € C*(Q) et donc u est solution classique. De méme, si f € H™(L2)
avec m > g alors u € C?(Q) et donc u est encore solution classique.

Remarque 2.15 (Optimalité des hypotheses) Notons que la partie 1. du théoréme précédent est fausse sans les
hypotheses a; ; € C*(Q) et Q est a frontiere C2.
Par contre dans le cas du Laplacien, c’est-a-dire a; j = d; ;, si { est convexe, alors u € H?({2) dés que f € L?(€2).

Idée de démonstration du théoréme 2.14} premiére partie
On se ramene par la technique dite des “cartes locales” au cas Q = RY = {(z1,y),y € RV ', z; > 0}, etau
probléme suivant :

u € H&(Q),

/Vu-Vvdw:/fvdeveH(}(Q).
Q Q

et on applique ensuite le théoréme Ce théoréme montre que la solution de ce probleme appartient & H2 (]Rf ).
|

La démonstration du théoréme [2.18] due a Nirenberg que nous énongons un peu plus loin nécessite les lemmes
techniques suivants, que nous enongons pour N = 2, pour simplifier :

Ifemme 2.16\SoitQ zllRi = {(/xl,.y), x1 >0,y € R}. Soit g € L*(Q) et, pour h > 0, V;,g défini par :Vj,g =
7(gn — g), ot g, € Hy(S2) est définie par gn(x) = g(x1, 22 + h). Alors |Vhgllg—1(0) < |9ll2(0)-

Démonstration Soit g € L?((2), par définition,
[nglin-si) = sup{ | Wagvdo, v € B, ol o) < 1)
Q
et donc, par densité de C=°(§2) dans H (9),

(27 pap—— /Q Uhg v dz, ve CX(Q), ol < 1}.
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Soit v € C°(Q) tel que ||[v][ g1 () < 1.
1
/ Vg vde = E/ / (9(x1,22 + h) — g(x1, 22)) v(21, 22) dory das
Q Ry JR

1 ot ~ ~
= E/ / g(x1,Z2)v(x1, T2 — h) day dZs 7/ / g(z1, 22)v(21, 22) day das
Ry /R R, /R

= _/ / 9(961,962)0(331’%2 — ) —vlwn, va) dzq das.
R, /R

—h
Donc, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

U(-,-—h)—’l)(~,~)
[ hgodal < gllzaoy 12 e < lalezco ol < lolooco

On en déduit que H\IlthH—l(Q) < lgllz2()- n

Lemme 2.17 Sous les hypotheéses du lemme soitu € L (), alors Vyu — Dou dans D* lorsque h — 0.

loc

Démonstration On pose D = C°(2). Soit ¢ € D; on veut montrer que

/ Vpu pde — —/ udap do = (Dau, p)p+ p lorsque h — 0.
Q Q

h _
/ Uy da :/ / u(xy, oy + h) u(xhxz)(p(th) ey das
Q R: /R h

_h) —
= 7/ / u(:vl,:vg)sp(xl’x2 ) — (@1, 7) dzy dzs.
R; JR —h

Mais “"('”1’“_}1)}: e@re2) 9, uniformément lorsque h — 0, et le support de cette fonction est inclus dans un
compact K de €2, indépendant de h si |h| < 1. Donc limy_o [, Upu ¢ dz = — [, udoyp da. m

Théoréme 2.18 (Nirenberg) Soir @ = RY = {(z1,y),y € RV "' 21 > 0} er f € L*(Q), et soit u € HY(Q)
solution du probleme suivant :

u € Hy (%),

/Vu'Vvdo::/fvd:r,VUEHé(Q). (2.11)
Q Q

Alors u € HZ(]Rf).

Démonstration On va effectuer la démonstration dans le cas N = 2. Soit u € H{ () solution de Z:TT), u vérifie
donc :

/Vu~Vvdac+/uvdx:/gvdx,VveH&(Q), olg=u+ feL*N).
Q Q Q
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On a donc
(um)Hé(Q) = / gvdz < |gllg-1 @ llvlla @), (2.12)
RY
puisque, par définition, ||g|| -1 (q) = sup{[r2 g v dz, v € H}(Q), |v]l g1 @) < 1}, o, comme d’habitude, on
+
confond I"application T}, qui a v € H}(12) associe [ gv dz, qui est donc un élement de H (), avec la (classe
de) fonction(s) g € L?(£2). On prend v = u dans (2.12). On obtient ||u|| 1 (o) < [|g]lz-1(0)-

Pour montrer la régularité sur Dou, on introduit la fonction Wju = +(uj, — u) ol u;, € Hg(€2) est définie par

up(x) = u(xy, xa+h). Comme v vérifie Z.TI)), uy vérifie [, Vun-Vode = [, frodzob fr(z) = f(x1, x2+h),

etdonc Wyu = 7 (up — u) appartient 2 H} () et vérifie

/ VU,u-Vode = / Uy, fv da pour tout v € Hy ().
Q Q

On en déduit que (Vpu, v) g1 (q) = [ Yagv dz, et donc que || Wyul| 10y < [[Wagllm-1(q)- Par le lemme
comme g € L*(Q2), on a donc
Irull ) < llgllze)-

Prenons maintenant h = % et faisons n — +o0. Par ce qui précéde, la suite (¥ 1 u),cN est bornée dans H{ (),
il existe donc une sous-suite encore notée (V1 u),en, et w € HL(Q) telle qug U.u — w dans HE(Q) faible
( c’est-a-dire S(¥1u) — S(w) pour tout S € H~1(Q)). Donc Wiu — wdans D*. Mais par le lemme ,
U1y — Dou dans D*. Donc Dou = w € Hg(2), et par conséquent, D1 Dou € L2(2) et DaDou € L#(2).
Po%r conclure, il ne reste plus qu’a montrer que Dy Dyu € L?(2). Pour cela, on utilise I’équation satisfaite par .

En effet, comme u est solution faible de (2.4), on a —Awu = f dans D*, et donc Dy Diju = —f — Do Dou ce qui
prouve que Dy Diu € L?(9). Ceci termine la preuve. [

Remarque 2.19 (Plus de régularité...)
Soit € un ouvert borné de R” et f € L?(2). Sous les hypotheses (Z.1), soit u € Hg () la solution de (Z.4).
1. Supposons que a; ; € C1(Q) et que 2 est  frontiere C2. On a déjé vu que si f € L?(2) alors u € H?(Q).
On peut montrer que si f € LP(Q) alors u € W2P(Q) (2 < p < +00).
2. Supposons maintenant qu’on ait seulement a; ; € L>(2). On peut montrer [23] qu’il existe p* > 2 tel que
sif e LP(Q)avec?2 <p<p*, alorsu € WOIP(Q)
3. Toujours dans le cas a; ; € L°°(2), on peut montrer (ce résultat est dfi a Stampacchia[ﬂ) quesi f € LP(Q),
avec p > &, alors u € L=(Q).

4. 11 est possible aussi de démontrer des résultat de régularité pour d’autres conditions aux limites. L’exercice
donne un exemple avec les conditions de Neumann, I’exercice [2.9|un exemple avec conditions de Fou-
rier et I’exercice [2.10] traite I’exemple du systeme elliptique induit par 1’équation de Schrédinger (qui est
d’habitude présenté comme une équation dont I’inconnue prend ses valeurs dans C).

2.4 Positivité de la solution faible

Question. (Positivité de la solution faible.) Soit Q un ouvert borné de R™, N > 1, a;; € L*>(Q), pour i,j =
1,...,N. On suppose que les fonctions a; ; vérifient 2-I). Soit f € L?*(9) et u la solution de (2:4). On suppose
que f > 0p.p.. A-t-onwu > 0 p.p.?

12. Guido Stampacchia, mathématicien italien (1922-1978), spécialiste de calcul des variations et des équations aux dérivées partielles,
entre autres.
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Remarque 2.20 Soit 2 un ouvert borné de IRN, N > 1. On suppose que u € CQ(Q), —Au= fdans Qetu=0
sur le bord de Q2 (la fonction u est donc une solution classique avec a; ; = 0sii # jeta;; = 1sii = j). On
suppose aussi que f > 0 dans €. On va montrer que v > 0 dans 2. Pour cela, on raisonne par 1’absurde. On
suppose qu’il existe a € €2 t.q. u(a) < 0. On choisit alors z € Q t.q. u(z) = min{u(y), y € Q} (un tel = existe
car Q) est compact, u continue et v = 0 sur le bord de €2). On a alors

dyu(x) = 0 et d?u(z) > 0 pour touti € {1,...,N}.

Ceci donne Au(x) > 0 en contradiction avec Au(x) = —f(z) < 0. On obtient donc finalement que u(z) > 0
pour tout x € (). Un argument supplémentaire permet de remplacer I’hypothése f > 0 par f > 0. En effet,
supposons seulement f > 0. Pour € > 0, on pose u.(z) = u(x) — ex? de sorte que —Au. = f + 2 > 0 dans
Q. Soitz € Q t.q. u(x) = min{u.(y), y € Q}. Si z € Q, le raisonnement précédent montre que Au.(x) > 0 en
contraction avec —Au.(z) = f(z) + 2¢ > 0. On a donc x € I On en déduit que

ue(y) > ue(z) > —e max x2 pour tout y € Q.
TEIN
En faisant ¢ — 0, on obtient le résultat désiré, c’est-a-dire v > 0 dans (.

La question posée au début de ce paragraphe consiste donc a étendre cette propriété de positivité aux solutions
faibles.

Nous donnons maintenant deux petits lemmes, diis a G. Stampacchia.

Lemme 2.21 Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et o € CHIR,IR). On suppose que ©' est bornée et
©(0) = 0. Soit u € HE(Q), alors o(u) € HY(Q) et Dip(u) = ¢'(u)D;u p.p. (pour touti € {1,...,N}). (La
notation @(u) désigne la fonction @ o u.)

Démonstration Il existe une suite (u, ),en de fonctions appartenant & C2°(€2) t.q. u,, — u dans Hg (€2) (quand
n — +00), c’est-a-dire

U, — u dans L2(€2),
Dju,, — D;u dans L?(Q), pour touti € {1,...,N}.

Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut méme supposer qu’il existe ' € L?(Q) et, pour tout i €
{1,...,N}, F; € L*(Q) tq.

Uy — u p.p. et |u,| < F p.p. et pour tout n € IN|
Dj;u, — Dyup.p.et|Dju,| < F;p.p.etpourtoutn € N, i € {1,...,N}.

On a alors p(u,) € C(Q) et pour tout n € IN et tout s € {1,..., N},
Dip(u,) = 0ip(uy,) = W/(un)aiun-
On pose M = sup{|¢’(s)|, s € R}, de sorte que |p(s)| < M]|s|, pour tout s € IR. On a donc
©(un) = ©(u) p.p. et |p(uy,)| < MF p.p. et pour tout n € IN.

Comme M F € L?(Q), le théoréme de convergence dominée (dans L?(Q2)) donne ¢(u,,) — ¢(u) dans L2(£2). On
a donc aussi D;p(un,) — D;e(u) dans D*(€2). On rappelle maintenant que D;p(uy,) = ¢’ (uy,)0;uy,. Comme

@' (un) = ¢'(u) p.p-,

Biun — D;u pP-p-,
|©" (un)Oiun| < MF; p.p. et pour tout n € IN.
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Le théoreme de convergence dominée donne ¢’ (u,,)0;u, — ¢’ (u)D;u dans L?(§2) et donc aussi dans D*(£2). Par
unicité de la limite dans D*(Q2) on a donc D;p(u) = ¢'(u)D;u p.p. (et pour tout ¢). Finalement, on obtient donc
que ¢(u) € HE(Q) (comme limite, pour la norme de H(Q), de fonctions de H}(Q)) et D;p(u) = ¢ (u)D;u
p-p-, pour tout . ]

Lemme 2.22 Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1). Soitu € H} (). On définit ut par u* (z) = max{u(z), 0}
Pour x € Q. Alors, ut € H}(Q) et Diut™ = 1,>0D;u = ly~oDsup.p. (pourtouti € {1,..., N}). En particulier
on a D;u = 0 p.p. (pour tout i) sur ’ensemble {u = 0}.

Démonstration Pour n € IN*, on définit ¢,, € C*(IR,IR) par

on(s) =0sis <0,
on(s) = 25 Sli0~<18 <4
Pn(s) =5—5-si= <s.

On a donc ¢, (s) — s™ pour tout s € IR (quand n — +00) et |/, (s)| < 1 pour tout s et pour tout n € IN*. Le
lemme donne @, (u) € H}(Q) et D;(pn(u)) = ¢, (u)Dsu p.p. (et pour tout i € {1,..., N}). D autre part,
ona

on(u) = ut p.p., |on(u)| < |u| p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne donc ¢, (u) — u™ dans L?(Q) (et donc que D;p,,(u) — D;u* dans
D*(£2)). Puis, on remarque que ¢;, (u) — 1{,>0} p-p- et donc

@ (w)Diu = 1501 Diu p.p., @), (u)Diu| < |Djul p.p. et pour tout n € IN,

ce qui (toujours par le théoréme de convergence dominée) donne ¢/, (u)D;ju — 1¢,50yDsu dans L?(£2) (et donc

dans D*(Q2)). Comme D; (¢, (u)) = ¢, (u)D;u on en déduit (par unicité de la limite dans D*(Q)) que D;u™ =

L{y>03Diu p.p.. La suite (¢, (u))nen est donc une suite de H (€2), elle converge dans H™* () vers u™. On a bien

montré, finalement, que v € Hj () et Diu = 1,0y Diu p.p. (et pour tout ).

En considérant la suite (¢, (u))nen avec 1, définie par ¢, (s) = ¢(s+1/n)—1/(2n), un raisonnement analogue

montre que D;u™ = 1y,>0yD;u (la différence essentielle entre ¢y, et ¥, est que ¢, (0) = 0 alors que ¢;,(0) = 1).
L]

Remarque 2.23 Le lemme [2.22] peut se généraliser a toute fonction lipschitzienne s’annulant en 0, on obtient
ainsi le résultat suivant : Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) et ¢ une fonction lipschitzienne de IR dans
IR, s’annulant en 0. Soit u € H}(Q). On a alors p(u) € HL(Q) et Dyp(u) = ¢'(u)D;u p.p. (pour tout i €
{1,..., N}). Un exemple important consiste & prendre ¢(s) = (s — k) pour tout s € IR, avec k donné dans IR ;..
On obtient ainsi, pour u € Hg (), (u — k)* € Hg(Q) et Dip(u) = 1yspy Div = 1iy>ky Diw p.p..

On peut maintenant répondre a la question posée au début de ce paragraphe.

Théoréme 2.24 (Positivité de la solution faible) Soit Q un ouvert borné de RN, N > 1, a;; € L>®(Q), pour
i,j =1,...,N. On suppose que les a; j vérifient @.1). Soit f € L*(Y) et u la solution de Z4). On suppose que
f>0p.p.Onaalorsu > 0p.p..

Démonstration On suppose que f < 0 p.p. et on va montrer que u < 0 p.p. (en changeant f en —f et u et —u on
obtient le résultat désiré). Comme w est solution de (2.4)), on a

/Q Z a; j(x)Dju(z)Div(z) do = i f(z)v(z) dz pour tout v € HJ ().

ij=1
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On choisit, dans cette égalité, v = ut et on obtient

/|Vu 2)[* 10y (2 dx</2a” )Dju(x)Djut( dx—/f )dz <0.

i,j=1

On en déduit que a||u+||§{01(9) = o [, |Vut(z)Pdz < [, f(z)uT(z) dz < 0, et donc u™ = 0 p.p., C’est-a-
dire v < 0 p.p.. =

2.5 Condition de Dirichlet non homogene

Nous n’avons considéré jusqu’ici que les problemes elliptiques (linéaires) avec condition aux limites homogene
(c.a.d que la solution est nulle au bord du domaine). On souhaite maintenant remplacer la condition “u = 0 sur
le bord de 2 par “u = ¢” sur le bord de €2. Ceci va étre possible en se ramenant au probleéme de Dirichlet avec
une condition aux limites homogene (c’est-a-dire en se ramenant aux théorémes[2.6]et[2.9) a condition que €2 soit
assez régulier pour que I’opérateur trace, noté ~y et introduit au chapitre [T} voir théoreme [I.23] soit bien défini et
que g soit dans I’image de 7 ( ¢’est-a-dire g = (G) avec G € H(Q)).

Plus préciseément, soit {2 un ouvert borné de RY (N > 1) a frontiere lipschitzienne. On note 0f) cette frontiere.
Soient a; ; € L>(Q), pour ¢, j = 1,..., N,vérifiant I'hypothese d’ellipticité uniforme (2.1)). Soit f une fonction
de Q2 dans IR et g une fonction de I dans IR. On cherche une solution au probleme (2.2). Le théoréme [2.6| permet
de démontrer le théoréme suivant, ot (2.13) est la formulation faible du probleme (2.2).

Théoreme 2.25 (Condition de Dirichlet non homogene (1)) Soit Q) un ouvert borné de RY (N > 1) afrontiere
lipschitzienne, f € L*(Q), g € Im(v) (oit v désigne I’opérateur trace de H*(Y) dans L*(Q) vu au théoreme
. Soient (a; ;)i j=1,.n C L®(Q) et a > 0 tels que 2.1) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de

u€ Hl(Q) V(u) =g,

/ ZZ&U x)D;v( dx = / f(z)v(z) dz, Yo € Hi(Q). (2.13)

=1 j=1

La démonstration fait partie de I’exercice[2.21] Elle consiste a chercher u— G comme solution faible d’un probleme
elliptique posé dans H (£2) avec un second membre dans L?(Q) et G € H'(Q) t.q. 7(G) = g. Il est possible aussi
de remplacer le second membre de (2.13) par T'(v) ou T € H (). On obtient alors le théoreme qui se
démontre aussi en cherchant u — G' comme solution faible d’un probléme elliptique posé dans H () avec un
second membre dans H~1(Q) (voir I'exercice[2.21).

Théoreme 2.26 (Condition de Dirichlet non homogene (2)) Soit 2 un ouvert borné de RY (N > 1) afrontiere
lipschitzienne, T € H~1(Q), g € Im(y) (o y désigne I'opérateur trace de H*(Y) dans L*()) vu au théoreme
. Soient (a; ;)i j=1,..n C L>(Q) et a > 0 tels que 2.1)) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de

ue Hl(Q) Y(u) =g,
/ Z Z a; j Dw(m) dx = T(U),VU c H& (Q) (2.14)

Remarque 2.27 Sous les hypothéses du théoréme [2.25] on peut aussi montrer, par une méthode voisine de celle
donnée dans le théoréme2.24} que, si f = 0et A < g < B p.p., avec A, B € R (p.p. est a prendre ici au sens de
la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 092), on a alors A < u < B p.p.,o it u est la solution de (2.13).
C’est ce résultat que ’on appelle “principe du maximum”.
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La suite de cette section donne quelques compléments sur I'image de 1’opérateur trace (noté ) défini sur H'(2)
lorque € est un ouvert borné de IR a frontiére lipschitzienne.

Définition 2.28 (Espace H'/2(9R)) Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) a frontiere lipschitzienne. On note
H'Y2(99) Iensemble des traces des fonctions H'(SY), c’est-a-dire H'/?(0Q) = Imry oit vy est l'opérateur trace
de H'(Q) dans L*(9SY) vu au théoreme On définit sur H/?(99) une norme en posant

[ullfr172(00) = Wt{{[Tll 1), ¥(@) = u}-

La proposition montre que H'/? (0Q) est alors un espace de Hilbert et que I’application w +— u est conti-
nue de H'/2(0Q) dans L*(00). (On dit alors que HY?(0SY) s’injecte continiiment dans L*(9S).) On note
H=Y2(09Q) I'espace dual de H'/?(0Q) (c’est donc aussi un espace de Hilbert).

Remarque 2.29 (Compacité de H'/2(9$2) dans L?(9£2)) Dans le cadre de la définition[2.28] on peut montrer
(mais ceci n’est pas fait dans ce cours) la compacité de 1’application u + u de H'/2(952) dans L?(992).

Proposition 2.30 (Propriétés de 'espace H'/2(8Q)) Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) a frontiére lip-
schitzienne. On note ~y ’opérateur trace déH'/?(02)fini sur H(Q).

1. Soitu € HY?(9Q). Alors 1wl /200y = |l 1 () ot @ est I'unique solution faible de —Au = 0 dans €2 avec
~v(@) = u, c’est-a-dire 'unique solution de

€ H'(Q),y(a) = u,

/ Via(z)Vo(z) dz = 0,Yv € HY(Q).
Q

2. L’espace est un espace de Hilbert.
3. L’espace H'/2(0R) s’injecte continiiment dans L*(99).

La démonstration de cette proposition fait I’object de 1’exercice|2.22

Soit  un ouvert borné de R (IV > 1) a frontiére lipschitzienne. Avec la définition (et la proposition ,
on voit que L’ opérateur trace défini sur H' () est un opérateur linéaire continu de H'(£2) dans H'/2(09) (et sa
norme est égale a 1). Si maintenant v € H*(Q)", on peut définir la trace de u encore notée v(u) en prenant la
trace de chacune des composantes de u. On a donc v(u) € H'/2(9Q)N < L?(0Q)"N. On note n(z) le vecteur
normal & 92, extérieur a 2. Comme (2 est a frontiére lipschitzienne, le vecteur n(z) est défini p.p. en z € 9 (p.p.
signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue (N — 1)-dimensionnelle sur 9€2) et la fonction
x + n(z) définit un élément de L>°(9N2). On obtient ainsi v(u)-n € L?(99). Cette (classe de) fonction(s) y(u)-n

est appelée “trace normale de u sur 92".

L exercice montre qu’on peut définir () - n comme un élément de H~'/2(2) sous I’hypothése u € L?(R)
avec div(u) € L%(Q) (cette hypothése est donc plus faible que u € H'(Q)™N). Il est toutefois intéressant de noter
que, sous cette hypothese, v(u) - n n’est pas toujours représenté par une fonction sur 92 et ceci induit une difficulté

lorsque I’on souhaite considérer la restriction de y(u) - n 2 une partie du bord de (2, voir a ce propos I’exercice
2.24

N

2.6 Exercices

Exercice 2.1 (Régularité en dimension 1) f € L?(]0,1[). On rappelle (cf. cours) qu’il existe un et un seul u
solution de

46



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

u € H}(]0, 1)),
2.1
/ Du(t) Do(t) dt — / FOo(t) dt, Vo € HA(0, 1)), .15)
On suppose maintenant que f € C([0,1],IR)(C L*(]0,1[). On pose F(x) = [, f(t) dt, pour tout z € [0, 1]. Soit

u la solution de (2Z:13)). Montrer que, pour tout ¢ € C([0,1],IR), on a

1 1
/ (Du(t) + F(t))p(t) dt = / co(t) dt
0 0

avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ).
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continiment dérivable sur |0, 1] et —u”(z) = f(z)
pour tout z €]0, 1] (et que u(0) = u(1) = 0).

Corrigé —
Soit ¢ € C([0,1],IR). Pour = € [0, 1] on pose
x 1
v@) = [etwit -z [ o
JOo J0

On a donc vy € C*([0,1]), ¥(0) = (1) = 0 et la dérivée faible de 1) est égale p.p. & sa dérivée classique (voir la
Définition[I.2), ¢’est-a-dire

1
Dyp(z) = ' (z) = o(z) — / (s)ds pour presque tout x €]0, 1].
Jo

On a donc i € L*(Q) et DY € L*(Q), ce qui prouve que ¢ € (|0, 1[). Comme 1(0) = (1) = 0, on a méme
W € HE(Q) (voir la seclion.) On peut donc prendre v = 1) dans Z13)), on obtient

/‘ Du(t df—/ df/ Du(t)dt = / Fla)b(x

Comme F est de classe C* et F' = f, on a (en utilisant aussi 1(0) = (1) = 0)

/0 F@)y() dq;:/ F'(2)¢(z) do = f/ Fa) (z) dz = 7/0'1 F(z)p(z) d.1;+/01 F(z) (1.1;/; o(t)dt.

En posant ¢ = fol Du(t)dt + fo t)dt, on a donc
1

/(; (Du(t) + F(t))e(t) dt = c/ p(t)dt pour tout ¢ € C([0,1]).

0
Comme Du + F — ¢ € L*(]0,1]) et que C(]0,1]) est dense dans L*(]0, 1[), on en déduit
Du = —F + cp.p. dans |0, 1[.

On pose maintenant .
w(z) = / (—F(t) + ¢)dt pour x € [0, 1].
0

Comme w est de classe C(la fonction w est méme de classe C?) la dérivée par transposition de w est une dérivée faible
et est égale p.p. a la dérivée classique de w. On a donc Dw = w' = —F + ¢ p.p.. On a donc Dw = Du p.p. et on en
déduit que w — u est une fonction presque partout égale a une constante (voir [’exercice @) En identifiant la (classe
de) fonction(s) w a son représentant continu, on a donc w de classe C*, v = —F + cet v = —F' = f. On a aussi
w(0) = u(1) (caru € Hy(]0,1]) et donc le représentant continu de u vérifie u(0) = u(1) = 0).

Exercice 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1)
On reprend ’exercice précédent. On pose E = L?(]0, 1) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on rappelle qu’il
existe un et un seul u solution de (2.15).
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On note T ’application de F dans E qui & f associe u (solution de 2.13), noter que H¢ (]0,1]) C E). On rappelle
que T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de £ dans E.

1. Soit A € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0, 1], IR) N C?(]0, 1[,IR), u # 0, tel que —Au" = u, sur |0, 1|
etu(0) = u(l) = 0.
2. Montrer que VP(T) = {2, k € N*} et o(T) = VP(T) U{0}.

3. Soit f € E.Pourn € IN*, on pose ¢,, = 2 f01 f(t) sin(nnt)dt. Montrer que :

n
If— Zcp sin(pm-)|l2 = 0, quand n — oo.
p=1
(Comparer avec les séries de Fourier. )

4. Soit ¢ € IR*. En utilisant le fait que T" est compact, donner une C.N.S. sur f € FE pour que le probleme
suivant ait une solution :

uGHO(]O 1)),
/ Du(t)Du(t )dt—l—,u/ t)dt = / ft)w(t)dt, Yo € HA(]0,1]).

Corrigé —

1. Onavuau théorémeque N(T)={f € E, Tf =0p.p.} = {0}, que les valeurs propres de T sont toutes
strictement positives et qu’il existe une base hilbertienne de L*(]0, 1]) formée de fonctions propres de T (théoréme
BI2). On cherche ici une telle base hilbertienne. Pour cela, on trouve tout d’abord les valeurs propres de T.

On rappelle que, pour f € E, OnaTf € H}(]0, 1] et, en posant u = T'f,

/l Du(t)Do(t) dt = /‘1 F(®)v(t)dt pour tout v € Hy (]0, 1[).

Soit \ une valeur propre de T'. On sait déja que \ > 0. Il existe f € E, f # 0t.q. Tf = \f. En posant uw = T f,
onadoncu € H5(]0,1]), u # O et f =u/\ ce qui donne
"1 »1
1

/ Du(t)Dv(t) dt = X / u(t)v(t)dt pour tout v € Hy (]0, 1[).

Jo Jo
Comme u € Hg (]0, 1]), on a u continu sur [0, 1] (plus précisément, v admet un représentant continu et on identifie
w a ce représentant) et u(0) = u(1) = 0. L’exercicemontre alors que u est de classe C* et que

— 2 (z) = u(x) pour tout x €]0, 1. (2.16)

2. Pour chercher les valeurs propres, la question précédente nous a ramené a la résolution d’une équation différentielle
linéaire classique. Il est bien connu (c’est, par exemple, une conséquence du théoréme d’existence et d’unicité de
Cauchy-LipschitzEl) que I’ensemble de solutions de [-10) est un espace vectoriel de dimension 2, engendré par le

fonctions x — sin(z/v/\) et z — cos(z/V/A).

Si X est valeur propre de T, il existe donc (par la question précédente) u # 0 t.q. Tu = \u, u de classe C?, u
continu sur [0, 1], w(0) = u(1) = 0 e u solution de 2I6). Il existe donc A, B € R t.q.

u(x) = ASIH(\/X)+BCOS(\/X

Comme u(0) = 0, on a nécessairement B = 0. Puis, comme u # 0, on a nécessairement A # 0. Enfin, comme
u(1) = 0, on a nécessairement sin(1/v/X) = 0, ce qui donne Iexistence de k € Z t.q. 1/x/\ = km. Comme

) pour tout = € [0, 1].

13. Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), mathématicien allemand connu en particulier pour ses travaux en analyse, équations
différentielles et théorie des nombres.
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X > 0, onadonck € N*, 1/X\ = k*7” et u(x) = Asin(knx) pour tout x € [0,1] avec A # 0 (la fonction u
vérifie bien T'u = \u, ce qu’on peut vérifier facilement en remarquant qu’il suffit d’écrire la formulation faible en
prenant des fonctions v dans C2° (10, 1]), car C2°(]0, 1]) est dense dans H{ (|0, 1[)).

On a ainsi trouvé toutes les valeurs propres de T, VP(T) = {;z==, k € IN*}. La sectiondanne alors que
o(T)\{0} = VP(T)\{0}. Enfin comme T n’est pas surjectif (ce qui est toujours le cas pour un opérateur linéaire
compact en dimension infinie), on a 0 € o(T) et donc o(T) = VP(T) U {0}.

3. La question précédente nous a donné les valeurs propres de I" mais aussi les sous espaces propres correspondants.
Cette question est alors une application immédiate des résultats de la section Pourn € IN*, on pose e, (x) =
V2sin(prz) pour tout x € [0,1]. La famille {e,, n € IN*} est une base hilbertienne de L*(]0,1]). On a donc,
pour tout f € L*(]0,1]),

n
IIf— Z cpsin(pm-)||2 — 0, quand n — oo,
p=1

c’est-a-dire f =3 77 | cpsin(pm-), la convergence de la série étant a prendre dans I’espace L2(]0, 1]).

Cette série n’est pas la série de Fourier de f. En effet, la série de Fourier de f est obtenue avec les fonctions
sin(2pm-) et cos(2pm) (p € Z ). La décomposition de f en série de Fourier correspond aussi a I’opérateur
w— u”, mais avec des conditions périodiques (u(0) = u(1) et w'(0) = v’ (1)) au lieu des conditions de Dirichlet
(u(0) = u(1) = 0).

4. Soit f € E. La fonction u est solution du probleme @X7) si et seulement si T'(f — pu) = u, c’est-a-dire

1 T
T(u)+ —u= ﬁ (2.17)
H H
Comme T' est compact, ce probléme a une solution si et seulement si  est orthogonal (dans E) au sous espace

propre de T associé a (—1/p).

Ceci peut se redémontrer a partir des questions précédentes. En effet, on pose b, = (f/en)E (la famille {en,
n e ]N*} étant la base hilbertienne de E donnée la question 3), de sorte que f = Z;C:I bnen (cette série étant

convergente dans F). On a alors aussi
+ o0

b'VL
T(f) = Z Zaz o
n=1
Cette série étant aussi convergente dans E.
Soit u € E. On pose an = (u/en) g, on a ainsi
+oo 2_2
1 +n T
T(u)+ —u= Z an BT e,
H n=1 pnm? ’

Cette série étant convergente dans E. La fonction w est donc solution de ZT7) si et seulement si
an(p+ 7127T2) = pby, pour toutn € IN*.

Si p # —n*n? pour tout n € IN*, il existe une et une seule solution & TTT).

Si il existe p € IN* t.q. p = p*n°, I"équation @TIT) a une solution si et seulement si b, = 0, c’est-a-dire si et

seulement si f est orthogonal (dans E) a ep. Ce qui est équivalent a dire que f est orthogonal au sous espace
propre de T associé a la valeur propre (—1/ ).

Exercice 2.3 (1ere valeur propre de —A)

On reprend les notations du théoréme Soit donc € un ouvert borné de RY, Au = —Aw avec D(A) =
{u € H}(Q); Au € L*(Q)}. On note (e, ) e+ une base hilbertienne de L2(£2) formée de vecteurs propres de
A, associés aux valeurs propres (ti, )nem- Les i, sont ordonnées dans 1’ordre croissant ( ¢’est-a-dire i, < 41
pour tout n € IN*) et 'ona p; > 0 et lim,, s 1 o0 ftn, = +00.
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Pour u € H}(Q) \ {0}, on pose
B fQ |Vu(z)]? do

@) = Jou?(x) dz
1. Montrer que
1= min  Q(v).
veHG()\{0}

2. Soitu € H}(Q) \ {0} tel que Q(u) = p1, montrer que u € D(A) et Au = pyu p.p..

3. On suppose maintenant que {2 est connexe. Montrer que y; est une valeur propre simple et que les fonctions
propres associées a (47 ont un signe constant ( ¢’est-a-dire que Au = pqu implique v > 0 p.p. ou u < 0 p.p.).
[On rappelle que si u € HJ () ona aussi u™, u™ € H}(Q), lemme On pourra alors comparer Q(u) avec
Q(ut)etQ(u~) siu™ et u™ sont des fonctions non nulles p.p..]

Exercice 2.4 (Probleme elliptique a coefficients non bornés)
Soit 2 un ouvert borné de R™, N > 1, et p: Q — IR une fonction mesurable t.q. inf{p(z), z € Q} = a > 0. On
pose H'(p,Q) = {u € L*(Q) t.q. D;u € L () et p Dyu € L?(Q) pour touti € {1,..., N}}.

loc
On rappelle que D;u désigne la dérivée, au sens des dérivées par transposition, de « dans la direction x;, la variable
de RY étant notée = = (1,...,zx)".

N
Pour u € H(p, ), on définit |u] par lu[2 = u]3 + > llp Doull3, avec || - 2 = | - 2.
i=1
1. (Etude de I’espace fonctionnel.)
(a) Montrer que H'(p, Q) C H(Q).

(b) Montrer que H*(p, ), muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert. [On pourra remarquer qu’une suite
de Cauchy dans H*(p, ) est aussi de Cauchy dans H'((2).]

On pose Hi (p, Q) = H'(p,Q) N HE (D).
2. (Espace fonctionnel, suite.) Montrer que H} (p, ) est un s.e.v. fermé de H*(p, Q).

3. (solution faible.) Soit h € L?(£2), montrer qu’il existe un et un seul v t.q.

u € Hy(p, Q) (2.18)

/Q p?(x)Vu(z) - Vo(r) de = A h(z)v(x) dz, Yo € Hy(p, Q). (2.19)

4. (Précisions. . .)

(a) On suppose ici que p? € L (©2). Montrer que C°(Q2) C Hi (p, Q).
(b) On prend maintenant N = 1 et  =]0, 1[. Donner un exemple de fonction p (avec p :  — IR mesurable et

t.q. inf{p(z), z € Q} > 0) pour lequel C2°(2) N H (p, ) = {0} (cette question est plus difficile).

Exercice 2.5 (Deux problémes elliptiques emboités)
Soit  un ouvert borné de ]Rd, d > 1,et M et N deux matrices de taille d x d a coefficients dans L*°(£2). On
suppose qu’il existe o > 0 t.q. pour presque tout z € €2 et pour tout £ € IRd, on a

M(2)€ - € > al¢* et N(2)§- &> al¢l.
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1. Soit f € L?(£2). Montrer qu’il existe un unique v t.q.

u € HO
/ N ) Vo(z) dz = / (M(z) + N(z))Vw(z) - Vo(z) dz pour tout v € Hy (), (2.20)
Q
avec w solution de
S H0
/ M(z)Vuw(z) - Vo(z) do = / f(x)v(x) dz pour tout v € H{ (). 2.21)

pour les questions suivantes, on note 7'( f) cette unique solution de (2.20) avec w solution de (Z.21).

2. Montrer que T est une application linéaire compacte de L?(£2) dans L?(Q2) ( c’est-a-dire que 7T est linéaire,
continue et transforme les parties bornées de L?(2) en parties relativement compactes de L?(£2)).

3. On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) qu’il existe A € IR t.q. M = AN. Montrer
qu’il existe une matrice A, ne dépendant que de M et A, tel que, si u = T'(f),

/ A(x)Vu(z) - Vo(z) de = / f(z)v(z) dz pour tout v € Hy (). (2.22)

Donner I’expression de A en fonction de M et .

4. On suppose dans cette question que d = 2 et 1 < p < +o0o0. Montrer que pour tout f € LP(f) il existe un
unique u solution de (2.20) avec w solution de (2.21).
Montrer que I’application qui & f associe u (solution de (2.20) avec w solution de (2:21)) est compacte de L (2)
dans L9(2) pour 1 < ¢ < +00

5. On suppose dans cette question que d = 3 et p = 6/5. Montrer que pour tout f € LP(Q) il existe un unique u
solution de avec w solution de (2:27).

Montrer que 1’application qui & f associe u (solution de avec w solution de (2.21))) est continue de L? ()
dans L%(2) et compacte de LP(2) dans LI(Q2) pour 1 < g < 6.

Corrigé —
PR . L . 1
1. Le théoréme[2-6ldonne I'existence et 'unicité de w solution de TZI). Pour v € H}(S2), on pose alors

/(ﬂ[(T + N(z))Vw(z) - Vo(x) d:

L’application S est linéaire continue de H}(Q) dans R, c’est donc un élément de H (). Le rhénréme@d(mne
alors Uexistence et l'unicité de u solution de 2.20). Ce qui est bien le résultat demandé.

2. La solution w de TZ1) dépend linéairement de f. Puis, la solution u de @20) dépend linéairement de w. On en déduit
que u, dépend linéairement de f et donc que I’application T est lindaire de L* () dans Hg () et donc aussi linéaire
de L*(Q) dans L* ().

Si w est la solution de m, on a, en prenant v = w dans m,
2
“H’“/’HHl(Q) <[ flle s’z)H“’HL?(s’z)-
En utilisant I’inégalité de Poincaré (Lemme , il existe Cq, ne dépendant que (), tel que ||w|| 2oy < Callw|| ()
On a donc, avec C1 = Co/a,

lwll g ) < Crllfllezo)- (2.23)
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Comme M et N sont a coefficients dans L™ (Q2), il existe B € IR (ne dépendant que de M et N) tel que, pour tout
¢ e RY,
|(M + N)E| < BIE| pop..
On a donc, pour tout v € HE(Q) et S définie dans la premiére question,
|S(v)| < BHwHH(%(Q)HvHHé(Q)'
Siw="T(f), on en déduit, en prenant v = u dans [Z.20),

2
O‘HUHH(%(Q) < Bl

w”Hé(Q)Hu”Hé(Q)a

et donc, avec Z23) et Co = BC1/
HUHHé(KZ) < C2||fHL2(Q)-

Ceci prouve que Uapplication f +— w est lindire continue de L*(Q) dans Hy (). Comme application u +— u est
compacte de Hg () dans L*(Q) (théoréme , on en déduit que T est une une application linéaire compacte de
L?(Q) dans L*(Q).

3. On commence par remarquer que les hypothéses sur M et N imposent X > 0. Puis, si uw = T(f), @20) er @2T)
donnent, pour tout v € H} (),

/ M (z)Vu(z) - Vo(z) dz = / A+ 1)M(z)Vw(z) - Vo(z) de = (A + 1)/ f(x)v(x) dz.
Q Q Q

Ce qui donne bien que u est solution de Z22) avec A = M /(X + 1).

4. Soit f € LP(2). On note p' 'exposant conjugué de p, c’est-a-dire p' = p/(p — 1). Le théoréme d’injection de
Sobole\i (théoréme donne existence de C), (ne dépendant en fait que de p) tel que, pour tout v € H§ (), on a
ve Ll (Q)er

1ol @y < Collollag -

Avec l'inégalité de Holder, on en déduit que I'application v — [, f(x)v(x) dw est un élément H™' () et que

| #ata) del < Coll o oy
On peut alors reprendre (en les adaptant légerement) les démonstrations des deux premieres questions.

Le théoreme [2.9 donne Iexistence et I'unicité de w solution de @21) et on a allwllgy @) < Cpllfllr (o). Puis, le
théoreme|2.9donne alors Iexistence et ['unicité de u solution de [2.20) et, avec B défini a la question 2, on obtient

sC

a; (11l (o)

w2 @) <

Ceci donne que I'application f v w est linéaire continue de L¥ (Q) dans I} (). Puis, comme ’application u v+ u
est compacte de H} (Q) dans L9 () pour 1 < q < o0 (voir la remarque, on en déduit que I’application f — u
est une une application linéaire compacte de LP(Q2) dans L (Q2) pour 1 < q < +o0.

5. La démonstration est ici trés voisine de la précédente. On a ici p = 6/5 et donc le conjugué de p est p’ = 6 = 2*. Soit
fe L6/5(Q). Le théoreme d’injection de Sobolev (théoréme donne existence de C (ne dépendant de rien) tel
que, pour tout v € H} (), onav € L5(Q) et

[ollzs@) < Cllvllmg )
Avec l'inégalité de Holder, on en déduit que I'application v — [, f(z)v(x) dz est un élément H™' () et que

I/ f(@)v(z) dz| < Cllflless o vl a3 (0)-
Q
Le théoreme 2.9 donne I’existence et I’unicité de w solution de @Z21)) et on a allwllgi ) < CllfllLessq)- Puis, le
théoreme onne alors [’existence et ['unicité de v solution de et, avec (3 défini a la question 2, on obtient
BC
lJull g o) < guf“m‘/sm)-

Ceci donne que Uapplication [ — w est linéaire continue de L%/ () dans HE (Q). Puis, comme Uapplication w — u
est continue de Hy(Q) dans L°(2) (théoréme et est compacte de Hy(Q) dans L9() pour 1 < ¢ < 6 = 2*
(voir la remarque , on en déduit que I’application f — wu est une application linéaire continue de L6/5(Q) dans
L5(Q) et linéaire compacte de L5/ () dans L (Q) pour 1 < q < 6.
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Exercice 2.6 (Probléeme de Neumann)

Soient © un ouvert borné connexe de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne. On pose H = {u € H'(Q),
fQ u(z) dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L] . dont les dérivées (au sens des dérivées par
transposition) sont nulles est nécessairement constante ( c’est-a-dire qu’il existe C' € IR t.q. cette fonction soit
égale a C' p.p.), voir I’exercice|1.4
1. (Inégalité de “Poincaré moyenne”.) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H*(2) et que, sur H, lanorme H' est
équivalente a la norme || - ||,,, définie par |[ull,, = [|(|Vul)| z2)-
[On pourra montrer, en raisonnant par 1’absurde, qu’il existe C, ne dépendant que 2, t.q. ||u|z2() < C|lu||m.
pour tout u € H.]
2. (Caractérisation de (H'(2))".) Soit T' € (H'(2))’, Montrer qu’il existe « € R et F € (L?(Q))N tq.

(T, w)(m1 () HY (Q) = a/ u(z) do —|—/ F(x) - Vu(z) dz, Yu € H'(Q). (2.24)
Q

Q
[On pourra considérer 77, et utiliser une injection convenable de H dans L*(2)" ]

Pour tout 2 € €2, on se donne une matrice, notée A(z), dont les coefficients sont notés a; ;(z),4,j =1,..., N.
On suppose que a; ; € L> () pour touti,j = 1,..., N et qu’il existe & > 0 t.q A(x)& - € > al€]?, pour tout
¢eRY etpp.enz e Q. Soienta € R et F € (L2(Q))N. On cherche v solution de

ue HY(Q),
/QA(x)Vu(x) -Vo(z) de = a/

Q

v(z) do +/QF(;U) - Vo(z) dz, Yo € HI(Q), (2.25)

3. (Existence et unicité.)

(a) Si a # 0, montrer que (2.25) n’a pas de solution.

(b) Sia = 0, montrer que (2.25) a une solution et que cette solution est unique sil’on demande qu’elle appartienne
aH.

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a; j € C>(Q,R) pour touti,j =1,..., N, F € C>=(9Q, IRN),
2 est de classe C*° et que la solution (appartenant & H) de (2.25) est aussi dans C°° (€2, IR), montrer que
—div(AVu) = —divF, dans Q, et que AVu -n = F - n sur 99, ol n est la normale a 012, extérieure a ().

4. (Dépendance par rapport aux parametres.) On suppose a = 0 et on note u la solution (appartenant a H) de
(2:23)). On suppose que, pour tout n € IN, u,, € H est la solution de (2.23)) avec A,, au lieu de A et F), au lieu
de F' (et a = 0). On suppose que

— A, = (ag?)i, j=1,...,N Vérifie, pour tout n, les mémes hypothéses que A avec un a indépendant de n,

— (ag)’;))nem est bornée dans L>°(2), pour touti,j = 1,..., N,
(n)
irj

— F, — F dans L*(Q)", quand n — oc.

Montrer que (u,)neN €st bornée dans H, puis que u,, — u faiblement dans H'(Q) (quand n — o) et enfin
que u,, — u dans H'(Q).

—a, 7 — a;; p.p.,quand n — oo, pour toutz,j =1,..., N,

5. (Régularité H? par la technique des réflexions, cette question est indépendante de la précédente.). On suppose
que a = O et qu'il existe f € L*(Q) t.q. [, F(x) - Vu(z) dz = [, f(z) - v(z) d, pour tout v € H'(£2). On
note u la solution (appartenant & H) de (2.25) et on suppose que N = 2 et que §2 =]0, 1[x]0, 1[. On pose 2, =
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| —1,1[x]0, 1[. On définit A, f et u sur Q, en posant a; ;(z1,z2) = a; ;(—x1,x2) si (z1,22) €] — 1,0[x]0,1[
eti = j, a; (w1, %2) = —a;;(—w1,22) si (x1,22) €] — 1,0[x]0, [et i # J, flar,w2) = f(—z1,22) si
(x1,22) €] —1,0[x]0, 1[ et u(z1, x2) = u(—x1,x2) si (z1,22) €] —1,0[x]0, 1[. Montrer que u est solution de

([2:23), avec Q au lieu de Q.

En utilisant ainsi plusieurs réflexions, montrer que u € H?({2) dans le cas A(z) = Id pour tout z € Q.

Corrigé —

1. Pour uw € H' (), on pose S(u) = [, u(z) dx. L'application S est bien définie sur H' () (car H' () C L*(2) C
L' (Q)). Elle est linéaire. Enfin, elle est connnue car

1 1
S(u) < lullzray < llullpz@ymes(2)2 < lullgymes(€)2,
ou mes(§2) est la mesure de Lebesgue (N -dimensionnelle) de Q. Comme H = Ker(S), on en déduit que H est s.e.v.
fermé de H*(€2).

Pour toutw € H'(Q), ona || [Vul [ 22(q) < | IVul [ Z2(q) + lullZ20) = lull o) Onadone [[ullm < lull g
pour tout w € H. Pour montrer que || - ||, est équivalente dans H & || - || g1 (), il suffit donc de montrer qu’il existe
C > 0 (ne dépendant que de §2) t.q.

HuHLz(Q < C||ul|m pour tout uw € H. (2.26)
(On aura alors HuHHl(Q) (C*+1)

2 pourtoutu € H.)
Pour montrer @ on raisonne par [’absurde. On suppose qu’il existe une suite déléments de H, (un)nen telle que
lunll L2 () > nllun|lm pour tout n € IN.

En remplagant u,, par , on peut supposer |[un||2(qy = 1. On a alors aussi ||un||lm < 1/n, ce qui prouve

Un

[[un HL2 (Q)
. s 1 )3 N . s . .
que la suite (un)new est bornée dans H(Y). Par les théorémes de compacité vus au chapttre(sectlon , on en
déduit que la suite (un)nen est relativement compacte dans L* (). On peut supposer (aprés extraction d’une sous
suite) qu’il existe u € L*(Q) t.q. un — u dans L*(Q), quand n — +oc. Comme llunll 2y = 1 pour tout n € IN,
on a aussi ||ul| r2(Q) = 1. On remarque aussi que les dérivées (par transposition) de w,, convergent vers les dérivées
de u dans D*. Or, de ||un||m < 1/n on déduit Vu, — 0 dans L*(Q)N. Comme la convergence L* entraine la
cnnvergence dans D*, on a donc Vu = 0. Ceci montre que u est constanle sur ) ( exercice-) Comme u, — u dans
HY(Q) et que u,, € H pour tout n € IN, on a aussi uw € H et donc fQ ) dz = 0. On en déduit que v = 0 p.p., ce
qui est impossible car ||ul| 2 q) = 1.

2. Pourv = (v, ...,un)" € L*(Q)Y, on pose lv]l2yy = fsz [v( )\ dz, de sorte que L* ()Y muni de cette norme
est un espace de Hilbert. Pour w € H, on pose J(u) = = (D .., Dyu)t. L'application J est alors une
isométrie de H (muni de la norme || - || ) dans une partie de L2( w, notee Im(J).

Soit v € Tm(J), il existe un unique v € H t.q. v = J(u). On pose S(v) = (T, u) y1(qyy, ut (). Comme J est une
isométrie et que la norme || - || g1 () est équivalente dans H a la norme || - ||m, U'application S est linéaire continue
de ITm(J), s.e.v. de L*(Q)Y, dans IR. Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut donc prolonger S en S, élément du
dual topologique de L*(Q)™. Par le théoréme de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert, il existe alors
F e L*(Q)" q.

S(v) = / F(z)-v(z) dz.
On a donc, pour tout v € H, ’
(T, w) (1 0y, 12 (@) = /QF(‘%')'VU(‘T) da
On pose maintenant
= ﬁ(m@? 1o) (1)), 1)

(ou 1o désigne la fonction constante égale a 1 dans ().
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Pouru € H* (Q) onau=u—m+ m (ou, plus rigoureusement, u = v — mlq + mlq p.p.) avec

m/s;u(x) dz.

Comme w —m € H et V(u—m) = Vup.p. ona (T, u) gy m@ = [ F(x) Vu(z) de et donc

(T, u>(H1(S2))’,H1(SZ) = <T7U—m>(H1(52))aHl(sz)+m<T7 1Q>(H1(sz))/,H1(sz) = / F(x)-Vu(z) dz+a / u(z) dz.
Ja Ja

3.(a) On suppose que w est solution de 23). En prenant v = 1q dans Z.23), on a alors
0 = ames(Q) + 0.
Ce qui prouve que a = 0.

(b) On applique le lemme de Lax-Milgram (lemme dans espace de Hilbert H (muni de la norme || - ||m ) avec

a(u,v) = / A(z)Vu(z)Vo(x) dz,
et

T(v) = /QF(&P) -Vo(z) dz.

La continuité de a vient du fait que a; ; € L% () pour tout i, j. La coercivité de a vient de ’existence de o > 0
donnée dans les hypothéses sur A. Enfin, la continuité de T vient du fait que F' € L? (Q)N

On obtient ainsi un unique w € H t.q. €23) soit vrai pour tout v € H. Comme (Z23) est aussi vrai si v est une
Jfonction constante, on obtient aussi Iexistence et 'unicité de v € H t.q. €223) soit vrai pour tout v € H LQ).

(¢) On prend tout d’abord v € CZ°(Q)) dans @ (avec a = 0). La régularité de A, F, u et v nous permet d’intégrer
par parties (la régularité de §2 ne sert a rien pour cette étape). On obtient

/ (—div(A(z)Vu(z)) + div(F(x)))v(z) dz = 0 pour tout v € C° ().

Q

On en déduit que —div(A(z)Vu(z)) + div(F (z)) = 0 p.p. (par le lemme fondamental[[ 1) puis, par continuité de
la fonction —div(AVu) + div(F), que —div(A(z)Vu(zx)) + div(F(x)) = 0 pour tout x € Q.

On prend maintenant des fonctions v € C°°(Q) dans @23). On peut ici aussi intégrer par parties (on utilise ici la
régularité de §2). On obtient

/OQ(A(;E)Vu(z) — F(2)) - n(z)v(x)dy(x) = 0 pour tout v € C*°(£2),

ou 98 est le bord de ) et dy(x) désigne I'intégration par rapport a la mesure (N — 1)-dimensionnelle sur OS).

Par une technique de “cartes locales”, on peut se ramener au cas du lemme fondamental (lemme m} pour en
déduire que (AVu — F) -n = 0 p.p. sur O puis partout sur 9S). Mais il est plus rapide de voir qu’il est possible
de choisir v t.q. v = (AVu — F) - n sur OS2 On obtient ainsi directement (ANw — F) - n = 0 sur 0.

Exercice 2.7 (Norme H? sur RY )

Soit N > 1. Cet exercice montre que dans R" la norme H? est équivalente 2 la somme de la norme L? de
la fonction et de la norme L2 de son laplacien. Cette équivalence est utilisée pour étudier un probléme avec le
bilaplacien.

1. Soit f € L(R™)
(a) Soitu € HY(IR™) eti € {1,..., N}. Montrer que Au — u = g—i dans D*(IR™Y) si et seulement si u vérifie

dv
6.’51‘

/Vu(x) -Vo(z) dz + /u(x)v(a:) dz = /f(x) dz pour tout v € H'(R™Y). (2.27)
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(b) Montrer qu’il existe un et un seul u € H'(IR™) solution de etque |lul| g1 < || fllL2.
2. Soitu € H? (IRN ). Montrer qu’il existe Cy et Cs strictement positifs, ne dépendant (éventuellement) que de N,
tels que
Cr(l[ullez + 1AullL2) < [lullz> < Collullze + [[Aullz2).
3. On note H2(IR™) le dual (topologique) de H2(IR™). Soit f € H 2(R") et A > 0.
(a) Soit u € H2(IR™). Montrer que A(A)u + Mu = f dans D*(IR™Y) si et seulement si u est vérifie

/Au(az)Av(m) dz + )\/u(x)v(ac) de = (f,v)g-2 m>. (2.28)

(b) Montrer qu’il existe un et un seul v € H2(IR™) solution de (Z.28)

Exercice 2.8 (Modélisation d’un probleme de contact)
On pose B = {z € R?, |z| < 2}, T =] — 1,1[(C R), et Q@ = B\ [-1,1] x {0} (Q est donc un ouvert de IR?).
On note 9B = B — B. On rappelle que |x| désigne la norme euclidienne de = € IR? et z - y le produit scalaire

correspondant de = et y (€ R?).
Soient f € L?(Q) etg € L>°(I) t.q. g > 0 p.p. (sur I). On s’intéresse au probleéme suivant.

—Au(z) = f(z),z€Q, (2.29)
u(z) = 0,z€dB, (2.30)

ou o Ou _

6—y(x70 ) = a—y(m,o ), z €1, 2.31)

00 = g@)(u0") < (w0 ) s e L (232)

1. (Recherche d’une formulation faible)
On suppose, dans cette question, que f est une fonction continue sur {2 et ¢ une fonction continue sur I. On
note Oy = QN {(z,y), y > 0}et Q- = QN {(z,y), y < 0}. Soitu € C*(Q,R) t.q. u,, € C*(Qy)
etuy, € C?(Q_). Noter alors que toutes les expressions dans (2:29)-(2:32) ont bien un sens. On a, par
exemple, u(x,0") = limy_, >0 u(z, y).

Montrer que u est solution “classique” de (2.29)-(2.32) (c’est-a-dire vérifie (2.29) pour tout z € €2, (2.30)
pour tout z € 9B et (2.31)),(2.32) pour tout = € I) si et seulement si u vérifie :

u(z) =0, Vo € OB,
/QVu(x) -Vou(z) dz+

/g(x)(U(l“,(ﬁ) —u(z,07))(v(z,07) —v(x,07)) dz = / f(@)o(z) de,
Q

I

(2.33)

pour tout v € C?(2, R) t.q. Vg, € C?(Q4), v, € C*(Q_)etv(x) =0 pourtout z € dB. Noter que dz
désigne I’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue (1 ou 2 dimensionnelle).

2. (Construction de I’espace fonctionnel) On se donne une fonction p € C®°(IR* R.) t.q. p(z) = 0, si
|z| > 1, et d’intégrale 1 (sur IR?). Pour n € IN, on définit p,, par p,,(z) = n?p(nz), pour tout 2 € IR?.
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(a) (Trace sur OB, sans “cartes locales”) Soit u € H*(Q2). Pour n > 5, on pose un, () = [, u(y)pn(x(1—
<

1y —y)dy, pour 2 € D, avec D = {z € B,2 < |z| < 2}. Montrer que u, € C*°(D), et que

Zn — uj,, dans HY(D), quand n — oo.
En déduire qu’il existe un opérateur linéaire continu  de H'(£2) dans L*(]0,27[) t.q. y(u)(0) =
u(2cos®,2sinf) p.p.end €]0,2n[siu € H* () et u est continue sur B \ [—-1,1] x {0}.

(b) Montrer qu’il existe v [resp. y_] linéaire continu de H'(Q2) dans L*(I) t.q. v4 (u)(x) = u(x,04)
[resp. 7—(u)(z) = u(z,0—)] p.p.enz € I siu € H(Q) et u,, estcontinue sur {2 [resp. u, est
continue sur Q_].

3. (Coerci(ti)vité)
On pose H = Ker~ (ou ~y est défini a la question précédente).
Montrer qu’il existe C' t.q. ||ul| 2 (o) < C|||Vul||12(q) pour tout u € H. [On pourra, par exemple, remarquer
quewy, €H'(Q)etu, €H(Q)]
4. (Existence et unicité de solutions faibles)
On rappelle que H = Kery. Montrer qu’il existe un et un seul u solution de (2.34).

u € H,
[ Vu@) ol do+ [ g@)nute) - ru@) o) < vo@)de g5y
= /Qf(m)v(x) dz, Vv € H.

5. Pour n € IN, on note u,, la solution de (2.34) avec g t.q. g(y) = n, pour tout y € I. Montrer que u,, — u
(en un sens a préciser), quand n — oo, ol u est la (unique) solution (faible) de —Aw = f dans B, u = 0 sur
OB.
Exercice 2.9 (De Fourier a Dirichlet...)
Soient & > 0, f € L2(RY) et g € L*(IR"""). On s’intéresse au probléme suivant :
—Au(z) +u(z) = f(z), z € RY,
—01u(0,y) + ou(0,y) = g(y), y € RV~L.
1. Donner une définition de solution “classique” de (2.33)) et de solution “faible” de (2.33).
2. Montrer I’existence et "unicité de la solution faible de (2.33).

(2.35)

3. Montrer que si g = 0 presque partout, la solution faible de (2.35)) (trouvée a la question précédente) appar-
cant 3y 2 RN
tienta H*(RY).

4. Toujours lorsque g = 0 presque partout, on note u,, la solution forte associée a ¢ = n. Montrer que u,,
converge dans H'(IRY) vers u solution faible de :

—Au(z) +u(z) = f(z), z € RY,

2.
u(0,y) =0, ye RV-L (2.36)

Exercice 2.10 (Equation de Schrodinger)

Soit N > 1. On note 2 la boule unité de RrRY (en fait, les résultats de cet exercice restent vrais si {2 un ouvert borné
“assez régulier” de R™M).

Pour f1, fo € L*(92), on s’intéresse au systeéme :
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—Auy + up = f1 dans Q,

—AUQ — Uy = f2 dans Q, (237)
avec diverses conditions aux limites.
1. On considere dans cette premiere question la condition aux limites :
up = 0, ug = 0 sur 0€2. (2.38)
Soit f1, fo € L*(£2), on dit que (u1, us) est solution faible du probleme (2:37)-(2.38) si
uy € H&(Q), Ug € Hol(Q)
Vui(z) -V dm+/ dx—/f x) dx, Yo € Hy(Q
o ( ) ( ) 1 0( ) (2_39)
/ Vug(z) - Vo(x) dxf/ up(z)p(x )dxf/ o(x)p(x) dz, Yo € H(Q).
Q Q Q

(a) Montrer que le probleme (2.39) admet une et une seule solution. [Utiliser Pespace V = H}(Q2) x
Hy(Q).]

(b) Montrer que le probleme (2.37)-(2.38) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H?(Q)N
HY(Q), ug € HX(Q)NHE () et les équations sont satisfaites p.p. sur §2. [Utiliser, en particulier,
la question précédente et un théoréme de régularité 2.14] Ne pas oublier de montrer aussi I’unicité.]
On suppose maintenant que f1, f € C°°(£2). Montrer que uy, ug € C*°(Q).

(c) Pour f = (f1,f2) € L3(2) x L*(Q), soit u = (u,u2) la solution de (2:39), on note u = T'(f).
Montrer que I’opérateur 7' : f — u est un opérateur linéaire continu et compact de L?(Q) x L?(Q)
dans lui-méme.

2. On considere dans cette deuxieme question la condition aux limites :

(’9u1 - 8UQ o
37 = O7 % =0 sur 697 (240)

ol n désigne le vecteur normal a 052, extérieure a (2.

Pour résoudre le probleme ([2.37)-(2:40), on va introduire un parametre, n € IN*, destiné a tendre vers
I’infini.

Soit f1, fo € L%(2). Pour n € IN*, on s’intéresse au systéme :

1
—Auy +us + —up = f1 dans €,
n

; 241
—Aug —uy + —ug = fo dans 2,
n
avec la condition aux limites (2.40).
On dit que (u1, us) est solution faible du probleme [2.41)-(2:40) si
U € 1{1(9)7 Ug € Hl(Q>,
/Vul(:v)~ch(x) dIE+/( 2(x )+ u1 dxf/fl ) dz, Vo € HY(Q), 2.42)
Q . :
Vus(z) - Vep(z) dz + [ (uz(z) — ui(2))p(z)de / (2)e(w) dz, Vo € H'(Q).
Q Q Q
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Noter aussi que (u1, uz) est solution faible du probleme (237)-(2:40) si (u1, usg) est solution de (2:42) en
remplagant - par 0.

Soit f1, f» € L2(Q).

(a) Soitn € IN*.
Montrer que le probléme (2.42) admet une et une seule solution, que 1’on note (u§">, ug")) dans la
suite.

(b) Montrer que :
{1220 + 1S 122y < 1113200 + 1212 0)-

En déduire que les suites (uﬁ"))nem*, et (ué"))nem* sont bornées dans H'(12).

(c) Montrer qu’il existe une et une seule solution au probleme (2:42)) obtenu en remplagant 1/n par 0,
c’est a dire une et une solution faible au probleme (2.37)-(2.40). [Pour I’existence, utiliser les suites
(u&"))nem*, et (ug"))nem* de la question précédente et faire tendre n vers +oco. Montrer ensuite
I’unicité. ]

(d) Montrer que le probleme (2.37)-(2.40) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H?(12),

ug € H%(Q), les équations (2.37) sont satisfaites p.p. sur 2 et les équations (2.40) sont satisfaites p.p.

(pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle) sur O en utilisant I’opérateur trace de H' (1)

dans L?(99) pour donner un sens a %“1 et 6“2.

On suppose maintenant que f1, fo € C°°(£2). Montrer que u1, uz € C*°(Q).

(e) Pour f = (f1,f2) € L*(Q) x L*(), soit u = (uy,uz) la solution faible de (2:37)-([2-40), on note
u = T(f). Montrer que I"opérateur T : f — wu est un opérateur linéaire continu et compact de
LQ(Q) x L*(€) dans lui-méme.

3. De maniére similaire, résoudre le probleme (2.37) avec la condition aux limites :
Ous
uy = 0, = 0 sur 02.
on

Exercice 2.11 (A la limite de H 1)

Partie I, décomposition dans H ()

Soit © un ouvert de R, N > 1.

1. Soit p € C'(R,R) t.q. ¢’ € L®(IR) et <p( ) = 0. Soit u € H(2). On note ¢(u) la fonction (de € dans

R)  — ¢(u(z)). Montrer que ¢(u) € Hg(2) et que D;p(u) = ¢ (u)D;u p.p. pour touti € {1,..., N} (ol
¢’ (u) désigne la fonction x — ¢’ (u(x))). [Reprendre la méthode vue en cours.]

On définit maintenant ¢ de IR dans IR par

p(s) = s, pour0<s<1
o(s) = —f—|—2$ 2, pourl < s<2
p(s) = 2, pour 2 < s

p(s) = ﬂp( s), pour s < 0.
Pour k& € IN*, On définit ¢, de IR dans IR par ¢ (s) = ko(3) pour s € IR.
2. Montrer que, pour tout s € IR, ¢ (s) = set ¢} (s) — 1 quand k — oo et que |pg(s)| < |s], ¢} (s) < 1.
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3. Soit u € H{ (). Montrer que px(u) € H(Q), pour tout k € N*, et que @i (u) — u dans H}(Q2), quand
k — oo.

4. En déduire que, pour tout u € HJ (£2) et pour tout e > 0, il existe u; € L>(Q) etus € H}(Q) t.q. u = ug +us
et lug|lgp <e.

Partie II, Inégalité de Trudinger-Moser
Soit € un ouvert borné de IR*. On admet qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de €, t.q.

[ull Loy < CVallulluy ), Yu € Hy(Q), Vg € [1,00[.

1. Soit u € H(Q) tq. [ull 12 () < 1. Montrer qu’il existe ¢ > 0 et @ > 0, ne dépendant que de C' (donné ci
dessus) t.q. 7" € L1(Q) et [|e”™’ L1 () < a. [Développer e® en puissances de s.. . ..]

2. En utilisant la partie I (et la question précédente), Montrer que e’ € LY (Q) pour tout u € H}(Q) et tout
o > 0. En déduire que 7" € LP(Q) pour tout u € HZ (L), tout & > 0 et tout p € [1,00].

Partie III, sur la résolution du probleme de Dirichlet

Soit Q2 un ouvert borné de IR?. Soit f € LY(Q) t.q. f/|In ([f])] € L*(Q).

1. (Préliminaire.) Soit o > 0. Montrer qu’il existe 3,y € IR, ne dépendant que de o, t.q.

st < e + Bty/[Int] + 41, Vs,t € R™.

[On pourra, par exemple, remarquer que st < max{Sty/|Int|, 56(32/52)} pour tout 8 > 0 (et tous s, > 0).
Puis, choisir 3 (en fonction de ¢ ) et conclure.]

2. Montrer que fu € L'(€2) pour tout u € H{(Q2) et que 'application T : u — [, f(x)u(z) dz est un élément
de H~Y(9).

3. Montrer qu’il existe un et un seul u € H}(Q) t.q. —Au = f dans D*(Q).

Partie IV, contre-exemple

Soit Q un ouvert borné de IR? et 6 €]0, 1]. On suppose que 0 € €2 et on se donne § €]0, 5[ t.q. Bas = {z € R?,

|z| <28} C Q.

1. Soit  €]0, 1[. Montrer qu’il existe une fonction u € Hg (1) telle que u(z) = (In|z[)? p.p. sur Bs. [On pose
v(z) = (In(|z|)”. On rappelle (voir exercice que v € H'(Ba;).

2. Montrer qu’il existe une fonction f € L'(Q) telle que f(In|f|)? € LY(Q) et fu ¢ L'(Q) pour certains
u € HYH Q).

3. Montrer qu’il existe une fonction f € L(Q) telle que f(In |f])? € L*(Q) et telle qu’il n’existe pas u € Hg ()
vérifiant —Au = f dans D*().

Exercice 2.12 (Décomposition de Hodge)

Soient £ un ouvert borné connexe 2 frontizre lipschitzienne de IR™Y (N > 1) et f e (L2(Q))N.

Montrer qu’il existe une fonction u € H(Q) telle que
/ Vu(z) - Vo(z) de = / f(z) - Vo(z)dz, Yo e H(Q).
Q Q

En déduire qu’il existe u € H'(Q) et g € (L*(Q))V telle que f = Vu+g, p.p. dans Qet [, g(z)- Vi(z) dz =0
pour tout p € H(Q).

On suppose maintenant que g € C1(Q2) et que = (]0, 1[)"V. Montrer que divg = 0 sur Q et que g - 7 = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur 9€, oll n est un vecteur normal a 9.
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Corrigé — L’exercice (Corrigé)@donne existence d’une fonction u € H*(Q) telle que

. Vu(z) - Ve(z)dr = /; f(z) - Ve(x)dz, Yo e H(Q).

Ja
On peut aussi ajouter la condition /sz u(z) dz = 0 et on a alors existence et unicité de u (voir I’exercice @)

On pose alors g = f — Vu. Les fonctions u et g vérifient les conditions demandées.

On suppose maintenant que g € C*(Q) et que Q = (]0,1). On a
/ g(x) - V(z) dz = 0 pour tout ¢ € H'(Q).
Q

On raisonne comme dans I’exercice |2.6) En prenant ¢ € CZ°(Q), le lemme fondamental ( lemme nous permet de

. . 176 L . R .
montrer que div(g) = 0 partout dans ). Puis, en prenant p € C" (), une intégration par parties (plutot plus facile que
dans | ’exercicem) donne

g(x) - n(z)p(z)dy(x) = 0 pour tout o € C*(Q).
Joo

De cette égalité, on déduit que g - n = 0 p.p. sur 0.

Ceci peut se démontrer si N = 2 de la maniére suivante : dvy(x) = dx1 ou dxa, selon les parties de 02 (avec © =
(w1,22)"). Avec g = (g1, g2)", on en déduit que g1(x) = 0 partout sur {0} x [0,1] U {1} x [0, 1] et g2(x) = O partout
sur [0,1] x {0} U [0,1] x {1}. (Ce qui donne bien g - n. = 0 p.p. sur 95.)

La généralisation au cas N > 1 ne pose pas de difficulté.

Exercice 2.13 (Probléme de Stokes, vitesse)

Soient Q un ouvert borné de RY (N > 1) et f = (f1,..., fn)' € (L*(Q))N. Onpose H = {u € (H(Q))V;
divu = 0 p.p. dans ©2}. On rappelle que u est solution du probleme de Stokes si :

N
u=(u,...,un)" € H, Z/QVul(x)sz(x) dz = /Qf(x)v(x) dz, Yo = (vy,...,o5)" € H. (2.43)
i=1

On se propose ici de montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.43) par une méthode de pénalisation. Soit
n € IN*, on considere le probléme suivant :

u=(u1,...,un)" € (Hy(Q)",

/Q (Vus(z) - Vo(z) + n(divu(z)) Div(z)) dz = /Q Fi(@)o(@) dz, Yo = HL(Q), Vi e {1,...,N}. @)

1. Montrer que (2:43)) admet au plus une solution.

2. Montrer qu’il existe une et une seule solution a (2:44). [Utiliser le lemme de Lax-Milgram sur (H2(€2))".] On
note, dans la suite, u(™ cette solution.

3. Montrer que la suite (u(™), v est bornée dans (HJ(Q2))V et que la suite (v/n divu(™), e est bornée dans
L?(Q).
4. Montrer que, aprés extraction éventuelle d’une sous suite, u(™) — u faiblement dans (HJ ())", quand n — oo,

ol u est solution de (2:43). En déduire (avec la question 1) que (2:43) admet une unique solution, notée u, et
que u(™) — v faiblement dans (H¢ (Q2))", quand n — oo (sans extraction de sous suite).

Exercice 2.14 (Conditions aux limites de Wentzel)
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Notations et Rappels du cours
On note H,)(0,27) = {u € H'(]0,2x(); u(0) = u(27)} (on rappelle que, si u € H'(]0, 2x[), u admet toujours
un représentant continu sur [0, 27| et on identifie u avec ce représentant continu).
Soit B = {(z,y)! € R? 22 + 42 < 1}. On rappelle qu’il existe une application y : H'(Q) — L?*(9B), linéaire,
continue et telle que y(u) = u p.p. sur B siu € H(Q) N C(B,R).
Siw € L?(dB), on définit j(w) € L%(]0,2x]) par j(w)(#) = w(cosf,sinf), pour § € [0, 2x[. L application
j est donc une isométrie de L?(0B) sur L*(]0, 27[), de sorte que § = joy est linéaire continue de H'(f2) dans
L2(]0, 27[).
Onpose H = {u € H'(Q); g(u) € H}(0,2r)}. On munit H du produit scalaire (u/v)g = (u/v)m1 (o) +
(G(w)/g(v)) 11 (0,27)-
Partie I (Préliminaire d’analyse fontionnelle)

1. Montrer que H} (0, 27) est une espace de Hilbert.

2. Montrer que H est une espace de Hilbert.
Partie II (Conditions aux limites de Wentzel)
Pour (z,y) € R?, (z,y) # (0,0), on définit r et @ par r = ( et @ € [0,2n] tels que x = rcos@ et
y = rsinf. Pouru € C1(IRN\(0,0), R), on pose u, (, y)f U (z, y)+%g—;‘(x, y) etug(z,y) = —y 2% (z,y)+
xg—;‘(:c, y). (Dans la suite, on pose ugg = (ug)g, si u € C*(B,R).)
Pour f et g données, on s’intéresse au probleme :

ur(2,y) —uge(z,y) +ulz,y) = g(x,y), (z,y) € OB. (2.46)

Soient f € L*(B) etg € L*(0B), on appelle “solution faible” de (2.45)-(2.46) une solution du probleme suivant :

ue H, (2.47)

27
/(ZDW(Z)DW(Z)+u(Z)U(Z))dZ+/ (Dg(u)(0)Dg(v)(0) +g(u)(0)g(v)(0))do
B 0 (2.48)

- / F(2o(z)dz + / " J(@)(0)i(+(0))(6)db, Vo < H.
B 0

1. Soient f € L%(B) et g € L?(0B). Montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.47)-(2.48).

2. (Question plus difficile) On retire, dans cette question, “uv” dans la 1&re intégrale de (2.48)). Soient f € L?(B)
et g € L?(0B). Montrer qu’il existe encore une et une seule solution de (2.47)-(2.48)).

3. Soient f € C(B,R)etg € CiBB, IR). Soit u € C2?(B, IR). Montrer que u est solution au sens “classique” de
(2.45

(2.45)-(2.46) (cad. vérifie ) pour tout (z,y) € B et (2.46) pour tout (z,y) € OB) si et seulement si u est
solution faible de (2:43)-(2.46)

4.Pour f € L*(B) et g € L*(0B), on note T(f,g) = (u,v(u)) € L*(B) x L*(dB), ou est I'unique solution
faible de (2.45)-(2.46). Montrer que 7" est un opérateur linéaire compact autoadjoint de L?(B) x L?(9B) dans
lui-méme.

Exercice 2.15 (probleme de Stokes, vitesse et pression)
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Soient 2 un ouvert borné connexe de IR™Y (N > 1) a frontiere lipschitzienne et f = (f1,..., fx)' € (L2(Q))V.
On s’intéresse ici au probleéme de Stokes, c’est-a-dire a trouver u = (u1, ..., uy)" et p solution de

—Au+ Vp = f dans Q,
div(u) = 0 dans Q, (2.49)
u = 0 sur 9f.

Noter que la premiere équation de (2.49) est vectorielle.
On pose H = {u € (H}(Q))Y; divu = 0 p.p. dans Q}. On appelle solution faible de (Z.49) un couple (u,p)

solution de
u=(u,...,un)t € H, pe€ L?(Q),

N
Z/ Vui(z) - Vi (z) doe — /p(:lc)div v(z)de = / f(z)-v(z) de (2.50)
=179 Q
pour tout v = (v1,...,vNn)" € (HE ()N,
On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (2.49) est solution de (2.50).

Partie I, existence et unicité de u
Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (2.49), u est alors solution de

N
u=(uy,...,un)" € H, Z/QVu,(m) -Vou(z) de = /Qf(a:) ~v(z) dz, Yo = (vy,...,oN)' € H. (2.51)
i=1

On montre dans cette pemiére partie que (2.531)) a une et une seule solution et que si (u, p) est solution de (2.50), u
est alors 1’unique solution de (Z.51).

1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (H}(Q))V.
2. Montrer que (2.51)) admet une et une seule solution. [Utiliser le lemme de Lax-Milgram.]
3. Soit (u, p) une solution de (2.50). Montrer que u est I’'unique solution de (2.5T).

Soit u la solution de (2.5T). La suite de I’exercice consiste a trouver p pour que (u, p) soit solution de (2:50).

Partie I1, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit F et F' deux espaces de Hilbert (réels). On note (-|-) g (resp. (+|-) ) le produit scalaire dans F (resp. F'). Soit
A un opérateur linéaire continu de F dans F. On note A* I’opérateur adjoint de A. L’opérateur A* est un opérateur
linéaire continu de F’ dans E. Pour tout g € F', A*g est ’'unique élément de F défini par

(A*glu)E = (9] Au) F pour tout u € E.

(Noter que I’existence et ’unicité de A*g est donnée par le théoreme de représentation de Riesz.)

1. Montrer que KerA = (ImA*)*.
(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (u|v)g = 0 pour tout v € G}.)
2. Montrer que (KerA)* = ImA*.

Partie II1, Existence et unicité partielle de p
Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. Necas, 1965) que nous admettons.
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Lemme 2.31 Soient Q) un ouvert borné connexe de R (N > 1) a frontiére lipschitzienne et q € L*(Q) telle que
Jo a(@) dz = 0. Il existe alors v € (H ()™ telle que div(v) = q p.p. dans ) et

[vllz2@)v < Cllallzz().
ot C' ne dépend que de ).

On prend ici E = H}(Q)N et F = L*(Q). Pour u € F on pose Au = div u, de sorte que A est un opérateur
linéaire continu de £ dans F.

1. Soit (py,)neN une suite de F' et v € E telle que A*p,, — v dans E quand n — +o0. Pour n € IN, on pose
Gn = Dn — Gy, OU a,, est la moyenne de p,, dans €.

(a) Montrer que A*p,, = A*q,.
(b) Montrer que la suite (g, )nen est bornée dans F. [Utiliser le lemme ]
(c) Montrer que v € ImA*.

2. Montrer que (KerA)t = ImA* et que Ker4 = H.

3. On rappelle que le produit scalaire dans F est défini par

N
(u/v)p = ; /Q Vui(x) - Vi (x) de.

On définit Ty € E par (Ty|v)p = [ f(z) - v(x) dx pour tout v € E. Soit u la solution de (2:3T).
(a) Montrer que u — Ty € H*. En déduire que u — Ty € ImA*.
(b) Montrer qu’il existe une fonction p € F telle que (u, p) est solution de (Z.30).

4. Soit (uy,p1) et (ug,p2) deux solutions de (2.50). Montrer que u; = us = u (ol u est ’unique solution de
(2:37)) et qu’il existe a € IR tel que p; — p2 = a p.p..

Corrigé —

Partie I, existence et unicité de u

Soit (u,p) est une solution classique de [2-39). On remarque tout d’abord que w € H. Puis, pour v € H, on multiplie la
premiere équation de ZA9) par v et on integre sur ). Le fonctions u et v sont suffisamment réguliéres pour intégrer par
parties et obtient ainsi Iéquation Z3]). Ceci montre que w est alors solution de [Z3]).

1. Pour u € HS(Q)N, on pose d(u) = div(u). L’application d est linéaire continue de H&(Q)N dans L*(Q). Comme
H = Kerd, on en déduit que H est un s.e.v. fermé de H} (0)\
2. 1l suffit ici d’appliquer le lemme de Lax-Milgram, lemme(()u le théoreme de Riesz dans les espaces de Hilbert) en

remarquant que H est un espace de Hilbert (H est muni de la norme naturelle de Hy(Q)" ), avec a et T définis ainsi :

a(u,v) = Z /(; Vu;(z) - Vo (z) dz,

et

T(v) = . f(z) - v(z) da.

Q
3. Pourv € H, onadiv(v) = 0 p.p. dans Q et donc [, pdiv(v) dz = 0. On en déduit que w est solution de @31). Par

la question précédente, la fonction (vectorielle) u est donc 'unique solution de [Z31).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

64



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

1. Soit u € KerA (on a donc Au = 0). Pour v € ImA*, il existe g € F tel que v = A*g, on a donc
(vlu)e = (A"glu)e = (9]Au)r = 0.
Ce qui montre que u € (ImA*)*. On a donc KerA C (ImA*)*.

Récirpoquement, soit u € (ImA*)L. On a alors, en posant f = Au,
(Au|Au)p = (fl[Au)r = (A" flu)E = 0,
car A* f € ImA*. Donc, Au = 0, c’est-a-dire u € KerA. Ceci donne (ImA*)J‘ C KerA.

Finalement, on a bien montré que (ImA*)* = KerA.
2. 8i F est un s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert H, on a toujours H = F & F*. D’autre part, si G C H, on a
G+ =Gt
Si F est un s.e.v. d’un espace de Hilbert H, on a donc
H=F®F" et H=F" & (F")*.
Ceci permet de prouver que (F+)* = F.
On applique ici ce résutat avec F = ImA”*, on obtient (avec la question précédente)
ImA* = (ImA*)") = (Kerd)™ .

Partie III, Existence et unicité partielle de p

1.(a) Soitv € E. Ona
mmmm:@mMn:/m%me

et

(Agn|v)E = (gn]Av)F = / gndiv(v) doz = / pndiv(v) doe — an/ div(v) dz.
Q Q

Q

Comme v € Hg (Q)N, on a (en intégrant par parties) fQ div(v) dz = 0 et donc

(A"pn|v)E = (A%gn|v) E pour tout v € H&(Q)N

Ceci montre bien que A*p,, = A" qn.

(b) Par le lemme il existe vy, € H&(Q)N t.q. div(vn) = qn p.p. dans Q et ||on|| g1 oyn < Cllgnllr2(0)- On
obtient alors

(m%mm:/%%@awz/ﬁm:mw%
Q Q

La question précédente donne A*p, = A*q,. On a donc
2 * * *
lgnllr = (A"palon) B < [[A"pnll&llonllz < CllA Pl llgnllF,
et donc
lgnll e < CllA™pnlle.

L”hypothése de convergence de A*p,, donne que la suite (A*pn)new est bornée (dans E). On en déduit que la
suite (qn)neN est bornée dans F.

(c¢) Comme la suite (qn)nem est bornée dans l’espace de Hilbert F', on peut supposer, aprés extraction éventuelle d’une
sous suite, que cette suite converge faiblement dans F'. Il existe donc q € F t.q. ¢, — q faiblement dans F, quand
n — +00. On va montrer que v = A*q.
Soit w € E, On alim, 4o (gn|Aw)r = (q|Aw)r. Mais
(gn]Aw)r = (A" qu|w)E = (A"pulw)E.
Comme A*p,, — v dans E, on a donc aussi imy,_, 1 oo (¢n|Aw) p = (v|w) g. On obtient donc
(¢|Aw)r = (v|w)E pour tout w € E.

Ceci donne (A*qlw)g = (v|w) g pour tout w € E, et donc v = A*q. On a bien montré que v € ImA*.
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2. La question précédente montre que ImA* est fermé (dans E). Avec la partie II, on a donc (KerA)* = Im(A*). On a
déja vu que Ker A = H. On a donc H- = Tm(A*).

3(a) On a (ulv)p = [, fode = (T}
u—Tf € ImA*.

(b) Comme u — Ty € ImA*, il existe p € F = L*(Q) t.q. u — Ty = A*p. On a donc pour tout v € Hg ()
(ulv)g — / fodr = (u—Tsv)e = (A"plv)e = (p|Av)F = /pdiv(v) da.
JQ JQ

Ce qui signifie bien que (u,p) est solution de [Z:30).

v)E pour tout v € H. Ceci signifie bien que uw — Ty € H* et done que

N
’

4. On a déja montré a la question 3 de la partie I que uy = uz = u ot u est I'unique solution de [Z31).

On obtient alors que [, p1div(v) dz = [, p2div(v) da pour tout v € Hg (Q)N. En prenant v = (v1,...,vn)"

avec v € C°(Q) et v; = 0 pour i > 2, on en déduit que D1(p1 — p2) = 0 (dans D*). De maniére analogue on a
Di(p1 — p2) = 0 pour tout i € {1,...,N}. Ceci permet d’affirmer qu’il existe a € IR t.q. pr — p2 = a p.p. (voir
[’exercice .

Exercice 2.16 (Continuité séquentielle de L*-faible dans Hy)

Soit  un ouvert borné de R™ (N > 1). Pour tout z € £, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ;(z), i, j = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>(§2) pour tout 7,5 = 1,..., N et qu’il
existe a > 0 t.q A(x)¢ - € > alé[?, pour tout & € RY et p.p.enz € Q.

Pour f € L?(2), on sait qu’il existe une unique solution au probléme suivant :

u € Hy (%),

/ A(x)Vu(z) - Vu(z) dr = / f(z)v(x) dz, pour tout v € HJ(RQ). 2.52)
Q Q

Soit (fn)nen une suite bornée de L2(Q) et f € L?(£2). On note u la solution de (2:32) et, pour n € IN, on note
uy, la solution de (2:52) avec f,, au lieu de f. On suppose que f,, — f faiblement dans L?((2).

1. Montrer que la suite (u,,),eN est bornée dans H} (Q).
2. Montrer que u,, — u faiblement dans H{ (2) et que u,, — u dans L?(Q) (quand n — +00).
3. Montrer que, quand n — 400,

/ A(z)Vuy(x) - Vuy(z) de — / A(x)Vu(z) - Vu(z) dz.
Q Q

[Utiliser le fait que [, A(2)Vun(z) - Vuy(z) do = [ fu(z)un(z) do et passer a la limite sur le terme de
droite de cette égalité.]

4. Montrer que u,, — u dans H{(€2). [On pourra considérer [, A(x)V (un, — u)(2) - V(up — u)(x) dz.]

Corrigé —

1. En prenant v = u,, dans @ (avec fn, et u, au lieu de f et u), on obtient

2
“H“nHH'l)(Q) < waHLZ(m H“’”HLQ(SZ) < anHLZ(sz) Co
ou Cq est donné par 'inégalité de Poincaré. On a donc, pour tout n € N,

|tn HH% Q)

Ca
< 2oy ; — M < +o0,
[|u HH%(Q) = ;lelnr\)I(HfIHLz(Sl)) +o00,

la suite (fn)new étant bornée dans L? ().
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2. Siun # u faiblement dans Hy (Q), il existee >0, ¢ € H! (2) et une sous suite, encore notée (un)nen, t.q.
[(¢, un — w) -1 (Q),Hé(9)| > € pour tout n € IN. (2.53)
Aprés une nouvelle extraction éventuelle, on peut supposer que wu, — 1 faiblement dans H} ().

Soitv € H5(Q). Ona

/ AVu, -Vodx = fnvdx,
Ja Ja

et donc, quand n — oo,

/AVE-Vvdx:/fvda:.
Q Jo

On en déduit que i = w, ce qui est en contradiction avec [Z53).
On a donc bien montré que u,, — u faiblement dans Hg () et, par le théoréme de Rellich, que u, — u dans L*(Q).

/ AVu, - Vu, doe = / frntn do — / fudx = / AVu - Vu dz,
Q Ja

Ja
car un — u dans L*(Q) et fn — f faiblement dans L*(S2).
4. Ona
A(Vun —Vu)- (Vu, —Vu) dz = AVu, -Vu,dz— [ AVu,-Vu— | AVu-Vu,+ | AVu-Vudz.
Q Q Q Q Q

Les quatre termes de droite de cette égalité tendent vers fQ Vu - Vu dz quand n — +o00. Le terme de gauche (qui est
positif) tend donc vers 0. Ceci donne ||w, — ul|%, (@) — 0(quand n. — +00) et donc, quand n — +00,
0

Un —u  dans Hy(S2).

Remarque sur la topologie faible : L’application f — u (oul u est solution de ) est donc séquentiellement continue
de L*(Q)-faible dans H} (Q) (fort), c’est-a-dire qu’elle transforme les suites faiblement convergentes de L*(§2) en suites
(fortement) convergentes de Hg (). Elle est donc aussi séquentiellement continue de L*(Q)-faible dans L*(Q) (fort).
Apreés avoir définie la topologie faible de L*(Q) (ce que nous ne faisons dans ce polycopié), on peut toutefois remarquer
que cette application n’est pas continue de L*(Q)-faible ( ¢’est-a-dire L*(Q) muni de la topologie faible) dans L*($2) (
c’est-a-dire L* () muni de la topologie associée & sa norme).

Exercice 2.17 (Exercice liminaire a ’exercice [2.18)
Soit ¢ une fonction décroissante de IR 4 dans IR ;. On suppose qu’il existe C' > Oet 5 > 1 t.q.

B
x
0<a<y= oy < @) (2.54)
y—x
Montrer qu’il existe a € R4 t.q. ¢(a) = 0. [On pourra montrer I’existence d’une suite strictement croissante
(ak)ken+ t.q- o(ag) < 2% pour tout & € IN* et limy,_, o ar < +00. Pour cela, on pourra montrer qu’il existe ag
1

. P Jr- C _ _1
t.q. ¢(ap) < 1 puis, par récurrence, définir ay,1 par aiar 3 = zeeTe

Corrigé —  En prenant x = 0 dans [Z34), on obtient lim ¢(y) = 0. Il existe donc ao t.q. ¢(ao) < 1.
y—>00

On définit maintenant, par récurrence, une suite (ar)rew par

o C (1N 1
ap+1 — ar \ 2F T k41

1
271‘:.
<1

on a alors, par récurrence, o(ay) <

En effet pour k = 0 on a bien ¢(ao)
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1
Puis, pour k > 0, si p(ar) < ok ona
C 3 C 1 1
v (ak < ——plar) < ——— 0= = /.
Y( k+1) T Qk41 — Ak Y( A) T Qg1 — ag 2kB 2k+1

On montre maintenant que limy_, . ay < 0o. Pour cela, on remarque que

L2k , 1 ok 1
Ak4+1 — A = 2(2]‘—3 = 26m = 206" avec b = 251"
On a donc
k—1
(ka(erZOZ(Vb <(10+2('Z(]b —(m+ b
p P

1-b
0 < ¢(a) < ¢(ax) pour tout k € IN,

et on a, comme  est décroissante,

carb = 2,% < 1car > 1. On prend donc| a = aop +

et donc L
0<y(a)< o pour tout k € IN.

Ce qui donne p(a) = 0.

Exercice 2.18 (Solutions bornées d’un probléme elliptique)

Soit  un ouvert borné de RY (N > 1). Pour tout z € £, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), i, j = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>(2) pour tout 4,5 = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(z)¢ - € > alé|?, pour tout € € R etp.p.enz € Q.

Si B est une partie borélienne de IR”, on note mes(B) le mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de A ( c’est-a-
dire la “surface” si N = 2 et le volume si N = 3).

1. Soit F € L2(Q)™. Montrer qu’il existe un et un seul u solution de

u € H (D

/A ) - Vo(x) dx—/F ) - Vo(x) dz, pour tout v € HJ (). (2.55)

Soit p > N. On suppose pour la suite de I’exercice que F' € LP(2)™V (On rappelle que LP(Q)N c L2(2)N car
p > 2) et on note u I'unique solution de (2.533).
Pour k € IR, on définit la fonction S;, de IR dans IR par

Sp(s)=0si —k<s<k,
Sk(s) =s—ksis >k,
Sk(s) =s+ksis < —k.

On rappelle que si v € H}(Q) on a Si(v) € HE(Q) et VS (v) = 14,V p.p., avec Ay = {|v| > k} (voir la
remarque [2.23).
2. Soit k € IR, Montrer que

1

2 11
al|[VSk(u)|llz2 (o) = « </A Vu(z) - Vu(x) dx) <mes(Ar)2 7 [[|F|[| e (q)-
k
[On pourra prendre v = Sy (u) dans ([2.55) et utiliser I'inégalité de Holder.]
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3. On pose 1* = % On rappelle qu’il existe C; ne dépendant que de [V t.q.
[wl[pi+ @) < Crllwllyr1q) = Cill[Vwll| L1 () pour tout w € W' ().

Soit k,h € R4 t.q. K < h. Montrer que

N—-1

(h — k)mes(Ap) ~

<( /A 1S (u(@)|* dz) ™ < C1|||VSk(w)|]| L1y < Cill|VSk(w)|]| L2 (ymes(Ax) 2.
h

En déduire qu’il existe C5 ne dépendant que de C1, «, F et p t.q.

N-1 11

(h— k)mes(Ap) ™ < Comes(Ag) 7.

4. Montrer que u € L*(Q) ( c’est-a-dire qu’il existe a € R, t.q. mes(A,) = 0). [On pourra poser p(k) =
mes(Ay) “5 et utiliser I’exercice ]
5. Montrer qu’il existe C's ne dépendant que de 2, a et p t.q.

[ull @) < Gl Flllr (-

Corrigé —
1. Pour u,v € H(Q) on pose
a(u,v) = / AVu-Vodz et T(v) = / F-Vvdz.
Q Q
Comme cela a été vu dans ce chapitre, la forme a est une forme bilinéaire continue coercive sur H&(Q). Puis, pour
v € HF (), ona
T(v) < /sz |F - Vol de < H‘FlHLQ(Q)Hlvv‘HLz(Q) = H|FH|L2(Q)HUHH(§(52)~
On en déduit que T € (H$ ()" et donc qu’il existe un et un seul u solution de [Z33).
2. En prenant v = Sy (u) dans @32 on obtient
aH|V(Sk(u))Hig(m = (x/;‘ Vu-Vudr = . F-Vudx
k

J Ay

< H‘FH‘L?(M)HW(Sk(U))H\LZ(Q)

Nl=

_1
< E M (o) (mes(Ax)) 27 [[[V(Sk (@)l L2(0)

2
b p 2
car/ |F|2de < (/ \F|pdz) mes(Ag)' ™ ?. On obtient ainsi
J Ay Q

1
P,

1
af[IV(Sk(u)lll2) < 1F]llLeymes(Ax)?

3. Pour h >k, on a|Si(u)| > (h — k) sur Ap. On a donc

(h— k) (mes(An) ™" < (/9

1* i
Sk (u)] d:z)
< CIHWSk(U)WLl(Q)

<c / VS ()| dz < O [I[V Sk ()] 2 ymes(Ax)
J Ay
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Avec la question 2, on obtient

11

1P|l Lpmes(Ax) "7,

(h — k?)(mes(Ah))%* < %

et donc, avec Cy = % IF| e (),
N—
(h— k‘)mes(Ah)T1 < Cgmes(Ak.)l_i.

N-—1

4. Pour k € R, on pose (k) = (mes(Ax)) N . Onaalors, pour h > k > 0,

p—1

(h — k)p(h) < Cop(k) ™1 5.

N -1
On pose 8 = ﬁL
- p

p—1

On remarque que 3 > 1 carp > N (en effet, on a —— >1< Np— N > Np—p).
p

N
N -1
On peut alors appliquerl’exercice il donne Uexistence de a € Ry t.q. p(a) = 0 et donc| ||ul| Lo (o) < a|

. . . C
5. On suppose tout d’abord que ||| F ||| Lr o) = 1, ce qui donne, avec les notations des questions précédentes, Co = !

On reprend alors le corrigé de | ’exercice Le choix de ag est t.q. p(ag) < 1. Comme
N—-1 p-—

N1 1
»(0) < mes(Q) ¥ , 8 N ) et Cy = C1 /a,

il suffit donc de prendre ag t.q.
—1
Cimes(Q) 5 -

<1
aao
Cimes() "7
;)
On peut donc choisir ay = % On a alors ||[u|| oo (o) < a avec
o
a=a +—202 = a g72
SISy T a1 23%]

C 2
On a donc ||ul| oo () < Cs, avec C3 = ag + =L T

a 1— 28—1 ’
On remarque bien que C3 ne dépend que €2, c et p (noter que N est implicitement dans ().

On peut maintenant supposer que F est quelconque dans LP ()Y (la fonction u est toujours la solution de Z33)).
Pour v > 0 la fonction u/~ est solution de Z33) avec F/v au lieu de F. Si |[|F|||Lp(q) > 0, en choisissant
v = IF|||lr () (de sorte que ||| F'/y|||Lv(q) = 1) on a donc ||u/~||<Cs ce qui donne

lullLoe @) < Cll|Fll|Lr (-

(Noter aussi que I'inégalité est évidente si ||| F||| Lr (o) = 0.)

Exercice 2.19 (Solutions bornées d’un probleme elliptique, suite)
On reprend les premieres hypotheses de I’exercice[2.18]

Soit  un ouvert borné de RY (N > 1). Pour tout € €, on se donne une matrice, notée A(z), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), ¢,7 = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(€2) pour tout 7,5 = 1,..., N et qu’il
existe v > 0t.q A(z)€ - € > alé]?, pour tout ¢ € RY etp.p.enz € Q.

1. Soit f € LP(Q) avecp > 1si N = 2etp = 2N/(IN+2) si N > 3. Montrer qu’il existe un et un seul « solution

de
u € Hy(Q),

/ A(x)Vu(z) - Vo(z) do = / f(x)v(z) dz, pour tout v € H(Q). (2.56)
Q Q
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2.Soitp > N/2 et f € LP(Q). Montrer qu’il existe un unique u solution de (2.36). [Se ramener 2 la question
précédente.]

Montrer que u € L () et qu’il existe C ne dépendant que de €2, a et p t.q.
lull @) < CllfllLe@)-
[Se ramener a I’exercice [2.18} ]

Exercice 2.20 (Diffusion évanescente et convection)

Partie I

Soient © un ouvert borné de RY (N > 1) etw = (wy,...,wy) € (L®°(Q))N t.q. div(w) = 0 dans D*(2) (On

rappelle que div(w) = Zf\il D;w;). Soitu € H}(Q).

1. Montrer que u? € W, (Q) et que D;(u?) = 2uD;u, pour tout i € 1,..., N. [Utiliser la densité de C2°(£2)
dans H}(2).]

2. Montrer que/ w(z) - Vo(z) dz = 0, pour tout ¢ € W, " (). [Utiliser la densité de C2°(€2) dans W, " (Q).]
Q

3. Montrer que / w(z) - V(u?)(z) dz = 2/ uw(z)w(x) - Vu(z) dz = 0 (on rappelle que w - V(u?) = Zf\il
Q Q
wiDi (UQ))

Partie IT
Soit £ un ouvert borné de IRY, a frontiére lipschiztienne (cette hypothese donne I’existence de I’opérateur trace,
noté v, linéaire continu de H*(£2) dans L2(99) et t.q. y(u) = usur IQ si u € C(Q) N H(Q) et Ker(y) =
H{ (). Soient a € RY et w € (L*°(Q))V t.q. div(w) = 0 dans D*(Q). Soient f € L?(Q) et g € Im 7. On
cherche u solution du probléme suivant :

u € HY(Q), v(u) = g (dans L?(99)),

/aVu(:c)-V()dz+/ u(z)w(z) - Vo(z dx—/f ) dz, Vv € H} ().

Q

1. Soit G € H(Q) t.q. v(G) = g (dans L*(92)). Montrer que u est solution de (2.57) si et seulement si u = G+
avec U solution de (2.58).

(2.57)

u e HH(Q),
aViu(x) - Vo(z) dz + / w(x)w(x) - Vo(z) de =
[ avt)- [ au(e) - o .59)
/ f(z dm—/aVG( ) - Vou(z) dx—/ G(x)w(z) - Vo(x) dz, Yo € Hy(Q).
2. Montrer que (2.57) admet une et une seule solution.
On note u cette solution dans la suite de cette partie.
3. On suppose, dans cette question, que g = 0 (de sorte que u € H}(2)). Montrer que a||u||§lé < / f(z)u(z) dz.
Q

4. Soit b € IR. On suppose, dans cette question, que f < 0 p.p. dans 2 et que g < b p.p. sur OS2 (pour la mesure
N — 1-dimensionnelle sur 952). Montrer que u < b p.p. dans €. [On pourra admettre que (u — b) € HE () et
que V(u — b)T = 1,5, Vu p.p. (ce résultat est semblable a celui du lemme , utiliser (2 et la partie 1.]
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Partie I11

Dans cette partie on prend N = 2, Q =]0,1[?, w = (—1,0) et g = 0. On suppose aussi que f € L> () et que
f > 0p.p. sur . On note u, la solution de 2.57) pour a = 1/n (n € IN*) et on s’intéresse a la limite de u,, quand
n — oQ.

1. Soit n € IN*. Montrer que u,, > 0 p.p..[Utiliser la Partie II, question 4.]

2. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C1, ne dépendant que de f, t.q. ||t (o) < C1. [On pourra, par exemple,
chercher de quel probleme de type est solution la fonction u,, + 81, avec 1 (z) = x1 et 8 convenablement
choisi, et utiliser la Partie II, question 4.]

3. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe Cs, ne dépendant que de f, t.q. unll 1) < C2v/n.
4. En utilisant la remarque |[2.15} montrer que u,, € H?({2) pour tout n € IN*.

_ ouy, Ouy,
5. Soit n € IN*. Si u,, € C1(Q2), déduire de la question 1 de la partie III que a%(o, x2) > 0et — o —(1,15) <
1 Ty

%(xl,O) > 0et %(Il, 1) < 0 pour tout z; €]0, 1]). On admettra,

8:1:2 8:52
dans la suite, que ce résultat est encore vrai, avec seulement u,, € H?({), au sens y(Dqu,)(0,22) > 0
et y(Dyun)(1,z2) < 0 p.p. en x5 €]0, 1] (de méme ~v(Dauy)(x1,0) > 0 et y(Dauy)(x1,1) < 0 p.p. en
X1 E]O, 1[)

6. En utilisant la question 2 de la partie III, montrer qu’on peut supposer (a une sous suite pres) que u, — U
*-faiblement dans L>°(€2) quand n — 400, c’est a dire :

0 pour tout z €]0, 1] (de méme,

/ n(@)p(z) de — / ) d, pour tout p € L' ().

Montrer que © > 0 p.p..

On cherche, dans la suite, I’équation et les conditions aux limites satisfaites par u.
7. Montrer que Dyu = f dans D*(92).
8. Soitn € IN* et ¢ € C'(£2), montrer que

1

/ Y(Drun ) (1, z2)p(1, z2) dze
0
1

Y(Dauy)(z1,1)@(x1,1) day

1 1 [t
o [ Funo)Veta) dot [ (D1 0,22)0(0,20) s -
nJjo n 0,

1
+g/ Y(Daun)(z1,0)¢(21,0) dog —
0

- [ @5 @) dr = [ f@pla) .

3\H3\H
h

‘G

9. Soit p € C1(Q) t.q. > 0 sur O Montrer que

i
—/Qu(x)a—xl(x) dxg/ﬂf(x)ga(x) dz. (2.59)

— — 0
10. On suppose, dans cette question, que u € C1(Q) et que f € C(£2). Montrer que a—u = f partout dans 2 et que
T
u(0, z2) = 0 pour tout x5 €]0, 1].
La fonction u est-elle alors entierement déterminée par f ?

11. On remplace w = (—1,0) par w € IR? \ {0}.... De quel probleme, dépendant de w, u est elle solution?
[distinguer les signes des 2 composantes de w.]
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Corrigé —

Partie I

1. Soit u, € C°(Q) t.q. un — u dans H(Q). On a donc, quand n — 400, un, — u dans L*(Q) et djun, — Dju
dans L* () pour touti € {1,..., N}. (On rappelle que O;u,, désigne la dérivée partielle classique de u,, par rapport
a sa i-eme variable.) On peut aussi supposer (apres extraction éventuelle d’une sous suite) que wu, — u p.p. et qu’il
existe F € L*(Q) t.q. |un| < F pour tout n € IN. On en déduit, par convergence dominée, que u? — u® dans L* ()
(quand n — +00).
Soit p € CF () eti €{1,...,N}, onaalors

(Di(u?), p)pr (), D) = —/ u?0ipdr = — lim up ¢ da. (2.60)
Q

n——+oo Q

Comme u, et @ appartiennent a D(QQ), on a, en intégrant par parties

/ ui@iap dz = —2/ PUROi Uy, dx.
Q Q

Comme u, — u dans L? (Q) et iun — D;u dans LQ(Q), on a u,O0iu, — uD;u dans LI(Q) et donc (comme
p € L*(Q),

lim PUROity dr = / pud;u dx.
Q Q

n——+oo

En revenant a Z.60), on en déduit que
<Di(u2),§0>’D*(Q),D(Q) = —/ w00 dax = 2/ puD;iu dzx.
Q Q

Ce qui prouve bien que D; (u2) = 2uD;u p.p. (les dérivées par transposition de w et u> sont en fait des dérivées
Jaibles et donc identifiées a des fonctions).

La démonstration précédente donne aussi que w2 — u? dans LI(Q) et Bl(u%) = 2u, 0iup — 2uD;u = Di(u2)
dans Ll(Q). On a donc v? — u? dans W“(Q), ce qui donne, comme u,, € C (), que u? e WOM(Q)

2. Soit o € Wyt (Q). il existe une suite (on)new d'éléments de C°(Q) t.q. pn — @ dans W (Q). Comme div(w) =
0 dans D*(Q2), on a, pour tout n € IN

N
0 = (div(w), n)D*(),D(2) = — Z/ w;0iprn dx.
i=179

Comme 0;pn, — D, dans Ll(Q) (et que w € LOO(Q)N), on en déduit, quand n — +oo,

N .
Z/ w;Dip dr =0,
i=179

c’est-a-dire [, w(z) - V() dz = 0.

3. On utilise le résulat de la question précédente avec ¢ = u? et le fait que D;(u?) = 2uD;u, on obtient
N
0= / w‘V(UQ)dZC:Z/ QwiuDiudx:Q/ uw - Vu dz.
Q /o Q

Partie I1

1. On suppose que u est solution de 237) et on pose w = u — G. On a alors @ € HY(Q) et, comme  est un opérateur
linéaire, y(w) = y(u) —(G) = g — g = 0 (dans L*(00Q)), ce qui prouve que @ € Hy(Q). Puis, siv € Hy(Q), en
remplagant v par u + G dans Z57), on montre bien que u est solution de [Z.53).

Réciproquement, on suppose que U est solution de [Z38). On pose alors v = u + G, on a bien w € H 1(Q) et
y(u) = y(@) +v(G) = 0+ g = g (dans L*(0)). Puis, siv € Hy(Q), en remplagant 1 par u — G dans @38), on
montre bien que w est solution de 7).

On a bien ainsi montré 1’équivalence désirée.
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2. En utilisant la lemme de Lax-Milgram (lemme[24) on va montrer que (Z58) admet une et une seule solution (grdce a

la question précédente, on en déduit que Z37) admet une et une seule solution).
Le probleme [Z33) peut s’écrire

w e H, (2.61a)

a(u,v) = T(v) pour toutv € H, (2.61b)
avec H = H§(Q),

a(u,v) = / aVu(z) - Vo(z) de + / u(z)w(x) - Vo(z) de
Q

Q
et

/f dm—/aVG() Vou(z) dw—/G (z) - Vo(z) do

L’espace H est bien un espace de Hilbert (avec sa norme naturelle). L’application T est bien linéaire de H dans IR et,
en utilisant I'inégalité de Holder, on voit que T est continue (on utilise ici le fait que f € L*(Q), G € H (Q) et w €
L°°(Q)d). L’application a est bien bilinéaire de H X H dans R et continue (grdce encore au fait que w € L™ (Q)d).
Pour montrer la coercivité de a, on utilise la question 3 de la partie I, elle donne, pour tout v € H,

a(u,u) = /QaVu(m) -Vu(z) de + /Q u(z)w(z) - Vu(z) de = /QaVu(a:) -Vu(z) dz = aHuHH%(Q).

Comme a > 0, on en déduit bien que a est coercive. On peut donc appliquer le lemme il donne [’existence et
l'unicité de u solution de Z38). Grace a la question précédente, on en déduit I’existence et I'unicité de u solution de
€37

Petite précision : Noter que la non unicité de G n’est pas un probleme pour I'unicité de de la solution de Z.37). En
effet, on fixe G et on note u l'unique solution de Z33). Si u est solution de @37), u — G est solution de [Z33) et donc
u=1u+ G. La fonctionu + G est donc I'unique solution de TX). En fait, la fonction © dépend du choix de G mais
la fonction w + G ne dépend pas de G.

3. 1l sufffit de prendre v = u dans @37). Avec la question 3 de la partie I on obtient

allulligo) = | f@)ula) da

4. Comme (u—b)" € H}(Q), on peut prendre v = (u—b)™ dans @ST), on obtient, en utilisant ¥V (u—b)" = 1,5, Vu
pp-et [ <O0pp,
/ aVu(z) - Vu(x) dz + / u(z)w(x) - V(u—b)" () de = / f(z)(u—b)T(z)dz < 0. (2.62)
u>b Q
On remarque maintenant que |, _, aVu(zx) - Vu(z) dz = fQ aV(u—b"1 -V(u—b)" =al(u— )+||H%(Q) et que

u(z)w(z) - V(u —b)*(x) dz =
J J

Q
= /(u(:r) —b) T w(x)  V(u—b)"(z) de + b/ w(z) - V(u—b)*(x)da.
Q Q
La question 3 de la partie I donne [, (u(x) — b)*w(z) - V(u — b)" (z) do = 0. D’autre part, comme div(w) = 0
dans D*(Q), ona [,w- Ve dz =0 pour tout ¢ € C(). Par densité de C2°(Q) dans Hg(Q) on a aussi (on
utilise ici seulement le fait que w € L*(Q)V) fﬂ w - Vo do = 0 pour tout ¢ € H} () et donc, en particulier pour
@ = (u—b)". On en déduit que

(u(x) — b)yw(zx) - V(u —b)*(x) dz + b/ w(x) - V(u—b)"(x) dz

Q

/Qu(m)w(x) -V(u—b)*(x)dz =0.

Revenant & @62), on obtient finalement al|(u — b)™ HHé(Q) < 0etdonc (u—b)" =0p.p., cest-a-direu < bp.p.
dans Q.

Remarque : On suppose maintenant g = 0 et on note u la solution de @31). La démonstration précédente montre
donc que uw < 0 p.p. dans Q si f < 0 p.p. dans Q. Si maintenant on suppose f > 0 On remarque que (—u) est la
solution de @37) avec (— f) au liew de f. On a donc (—u) < 0 p.p., c’est-a-dire u > 0 p.p..
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Partie II1

1.

Le fait que u,, > 0 p.p. dans § est une conséquence directe de la remarque a la fin de la démonstration de la question
4 de la partie I1.

. La fonction u,, vérfie

UHEHO )

/Vun -Vo(z )dm—/gun( YD1v(x) dx—/f (z) dz, Yo € Hy(Q).

On pose i, = un, + B (de sorte que Vi, = YVun, + B(1,0)"). Les formules d’intégration par parties dans H*(£2)
(théoreme donnent que, pour une fonction v € Hg(S2), on a

/Dlvdx:O, /levdx:f/valwdx:f/vdx.
Q Q Q Q

On en déduit que la fonction U, est solution de

Un € H (), v(un) = Bz1 (dans L*(99)),

/ Vi, (z) - Vo(z) do — /Qﬂn(x)Dw(:c) dxr = /(f(x) + B)v(z) dz, Vv € Hy ().

Q
On choisit B = —||f||Loc (). On a alors f + § < 0 p.p. dans Q et Bx1 < 0 sur Q. On peut donc appliquer la
question 4 de la partie 2, elle donne i, < 0 p.p. dans S et donc u, < || f||Loo(q) p.p. dans Q. Avec la question
précédente, ceci donne 0 < w,, < || f|Loo(q) p.p. dans Q. On peut donc choisir C1 = || f|| Loo (0)-

. La question 3 de la partie 1l donne

1 2
ol < | fun da.
Comme (avec C donné a la question précédente) [, fun dz < An(Q)|[tunllool| flleo < AN (Q)C1]|f|lco, on a donc
||Un|\?13<n> < nAN(Q)C1 | f]foo-
On peut donc prendre Co = \/An(Q)C1|| f|]co-

. Soit n € IN*. La fonction ., est la solution faible de —Au,, = f — Diuy,. Comme § est convexe et que f — Dyu,, €

L2(Q) (car u, € HY(Q)), la remarquedonne que u € H?(Q).

. Comme u,, € C*(Q) et que u,, = 0 sur 9Q, on a, pour tout x2 €)0, 1],

Otin . U (w1, @2)

—(0,22) = lim ———~,

oz (0, 22) 21 —0+ T
La question 1 de la partie 11l donne que up, (xl, :rg) > 0 pour tout (Jcl, 1’2) € Q (comme u., est continue, le fait que
Un > 0 p.p. dans Q implique que u,, > 0 partout dans 2). On en déduit que % 8"" (0, x2) > 0 pour tout x2 €)0, 1].

Les trois autres propriétés demandées se montrent de maniére analogue.

. La question 2 de la partie Il donne que la suite (un)new est borné dans L°° (). 1l existe donc une sous suite de

la suite (un)new, encore notée (un)new, et il existe w € L™ (Q) t.q. un, — u x-faiblement dans L™ () quand
n — 4o0.

En prenant ¢ = 1,<0, on remarque que fQ un do > 0 (car un, > 0 p.p.) et donc fﬂ up dz > 0, c’est-a-dire

/ u(x) dx > 0.
u<0

Ceci donne bien u > 0 p.p..

. Soit ¢ € CZ° (). Pour toutn € IN* ona

/Vun -Ve(z )dx—/ﬁun( x)ovp(z) d:c—/f (z) dz. (2.63)

Comme ||un | g3 () < Cav/n, ona

1 1 Co
|g ; Vun(x) - Vo(r) dz| < EH“nHHé(Q)H‘PHHé(Q) < ﬁ”ﬂOHHg)(Q)-
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On a donc lim,, s 4 oo % fQ Vun(x) - Vo(z) dz = 0.
D’autre part, on a un, — u *-faiblement dans L°°(2), on en déduit que
lim Un (2)O1p(x) do = / u(z)01p(z) du.
n—-+oo Q Q

Quand n — +o0 dans [2:63), on obtient donc
~ [ w@ore@) do = [ j@)e) da.
Q Q

ce qui donne bien Diu = f dans D* ().
8. Comme u,, € H*(Q), la dérivée par transposition —Auy, est un élément de L*(Q) et [T63) donne

1
—EAun + Diuyn, = f p.p..
En multipliant cette équation par o (on utilise ici uniquement le fait que p € L? (Q2)) on a donc

oL Aupp dr + / pDiu, de = | fodax. (2.64)
nJo Q Q

Comme les fonctions Diuy et Dauy, sont dans H 1@), on peut maintenant utiliser les formules d’intégration par
parties (théoréme . On obtient (comme p € C*(Q))

1

1 1/t
77/(D1D1un)go dx = f/ Diund1p dx+f/ Y(D1un)(0,22)(0, x2) dze
nJa nJa n Jo

1 1

o [ D) W)l a2 da.
0

et

1 1 I
—= / (D2Dsuyn)p da = f/ Dauyn 02 dz + f/ ¥(D2un)(z1,0)¢(x1,0) dzt
nJa nJa nJo

1

_E/o Y(Douy)(z1,1)p(z1,1) da;.

Une intégration par parties donne aussi (comme w,, € H ()

/ eDiu, doe = 7/ un 01 da.
Q Q

En utilisant ces trois intégrations par parties dans [Z:64), on obtient I’égalité demandée.

9. Comme ¢ > 0 sur 9%, la question 5 et I’égalité de la question 8 donnent, pour tout n € IN*,

l/ Vun(z)Ve(x) de — / un(x)a—w(x) dz < / f(@)p(z) dz.

nJao Q Oz Q
On peut alors passer a la limite quand n — +o0o, comme a la question 7, et on obtient bien (2.39).

10. La question 7 donne Diu = f dans D*(Q2). Comme wu est de classe CY, Dyu est représenté par la dérivée classique
de u. Puis, comme O1u et [ sont continues sur ), on en déduit que Dru = [ partout dans 2. Comme O1u et [ sont
continues sur ), on a méme d1u = [ partout dans Q.

On prend maintenant ¢ € C*(Q) t.q. o > 0sur 9, p(z) = 0si x = (z1,x2) € O, 1 # 0.. Une intégration par
parties dans Z39) donne alors

1
/ u(0,22)p(0,z2) dze < 0.
0

Dans cette inégalité, la fonction ©(0,-) peut étre égale (par exemple) a n’'importe quelle fonction appartenant a
Ce°(]0, 1)) et prenant ses valeurs dans R. Comme u(0,-) est une fonction continue sur ]0,1[, On déduit donc
de cette inégalité que u(0, z2) < 0 pour tout x2 €]0, 1].

La question 6 donne u > 0 p.p. sur €. Comme wu est continue sur Q, on a donc u > 0 partout sur Q0. On obtient donc
Sfinalement u(0, x2) = 0 pour tout xo €)0, 1] (et méme [0, 1]).

La fonction u est bien entiérement déterminée par f, on a
x

1
u(x1,x2) = f(t,z2) dt.
0
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11. On pose w = («, ), avec a, 3 # 0. En reprenant la méme méthode que celle développée ci dessus pour le cas
w = (—1,0), la question équivalente a la question 10 donnera que u est solution du probléeme suivant :

—w - Vu = f dans (Q,
u(0, z2) = 0 pour tout z2 €]0, 1] si o < 0 et u(1, x2) = 0 pour tout T2 €]0, 1 si v > 0.
u(x1,0) = 0 pour tout x1 €)0,1[si B < 0 et u(x1,1) = 0 pour tout x1 €]0,1[si § > 0.

Exercice 2.21 (Condition de Dirichlet non homogene) Soit Q) un ouvert borné de IR” a frontiére lipschitzienne
et g € Im(v) (ol v désigne I’opérateur trace vu au théoreme (1.23). Soient (a; ;)i j=1,...8v C L(Q) et > 0 tels
que 2:I) soit vérifiée.

1. Soit f € L?(92). Montrer que (2.13) admet une unique solution.

2. Soit T' € H~'(©). Montrer que (2.14) admet une unique solution.

3. On suppose dans cette question que N = 2 et 1 < p < +oo. Montrer que pour tout f € LP((Q) il existe une
unique solution au probleme (2.13).

4. On suppose dans cette question que N > 3 et p = 2N /(N + 2). Montrer que pour tout f € LP(£) il existe une
unique solution au probleme 2:13).

Exercice 2.22 (Espace H'/2 (8€2)) Soit © un ouvert borné de RY (N > 1) a frontiere lipschitzienne. On note
7 I’ opérateur trace défini sur H!(2).
On rappelle que H'/2(99) = Imry et que 1wl g2 00y = f{[@] g1 (@), 7(@) = u}.

1. Soit u € H/?(982). Montrer que [l 717200y = |1l 1() ob @ est I'unique solution faible de —Au = 0 dans
Q avec y(u) = u, c’est-a-dire I’'unique solution de

€ HY(Q),y(a) = u,

/ Vi(z)Vo(z) dz = 0,Vv € H} ().
Q

2. Montrer que I’espace H'/?(9€2) est un espace de Hilbert.
3. Montrer que I’espace H'/2(92) s’injecte continiment dans L?(02).

Exercice 2.23 (trace normale d’un élément de Hg;,,) Soit 2 un ouvert borné de IR? a frontiere lipschitzienne.
On pose Haiy () = {v = (v1,v2) € L3(Q)? t.q. div(v) € L*(Q)} et, pour v € Hy;y (),
. 1
[0/l e ) = (0] 72 () + [[div(v) [ Z2(0y) 2 (2.65)

1. Montrer que Hgiy (£2), muni de la norme définie par (2.63)), est un espace de Hilbert.
2. Soitwv € Hdiv(Q)-

(a) Montrer que
/ Vga'vdz+/ pdiv(v) dz =0,
Q Q

Pour tout ¢ € C2°(Q), puis pour tout ¢ € H ().
(b) Soit uy,us € HY(Q) t.q. v(u1) = y(uz) (ol 7 est I’opérateur trace défini sur H*(£2)). Montrer que

/ Vuy -vde +/ uy div(v) dz = / Vuy - v de +/ ug div(v) dez.
Q Q Q

Q
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On rappelle que H'/2(992) = Tmry et que H'/2(9Q) est un espace de Hilbert avec la norme définie dans
I’exercice On note H~'/2(98) I’espace dual de H'/2(99) ( c’est-a-dire 1’ensemble des applications
linéaires continues de H'/2(9Q) dans IR).

3. Soit v € Hgiy(£2). Montrer que I’on peut définir un élément de H~1/2(92), noté T'(v), en posant, pour u €
H1/2(Q),

<T(’U), u>H*1/2(8Q),H1/2(89) = / Vu-vde + / ﬂdiV(’U) d(E, (266)
Q Q

avecu € H'(Q) t.q. 7(%) = u. (En particulier, le terme de droite de est bien défini et ne dépend pas de u
sizwe HY Q) ety(u) = u.)
On a ainsi défini une application T de Hy;, (Q2) dans H~/2(99).

4. Montrer que I’application 7 est linéaire continue de Hg;, () dans H~1/2(99Q).

5. On suppose dans cette question que v € H'(£2)? (on a donc aussi v € Hg;,(2)). On note (v) la fonction
obtenue sur 9 en prenant la trace de chacune des composantes de v. (On a donc y(v) € HY2(0Q)? C
L2(09)2.) On note n(x) le vecteur normal a 92, extérieur a (2. Comme () est a frontiere lipschitzienne, le
vecteur n(x) est défini p.p. en x € 9 (p.p. signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue
1-dimensionnelle sur 99) et la fonction x — n(x) définit un élément de L>°(9S2). On obtient ainsi y(v) - n €

L?(09)). Cette (classe de) fonction(s) v(u) - n est appelée “trace normale de u sur 9€2". Montrer que

<T(U), u>H*1/2(6Q),H1/2(6Q) = /8Q U’Y(U) . nd)\(x) (267)

N.B. Cette question explique pourquoi I’application 7'(v) est souvent notée v - n méme si v € Hgjy (o) (et non
a H'(2)?). On peut aussi montrer que H'/2(9Q) est dense dans L?(9S2). Ceci permet de montrer que, lorsque
v € HYQ), v(v) - n est I'unique élément de L?(9S?) vérifiant (2.67)).

Exercice 2.24 (Pas de trace normale sur une partie du bord) On reprend ici les notations de 1’exercice [2.23
Soit maintenant I une partie du bord de €. Il semble naturel de poser

HY?(I) = {utq.u = (@) p.p.sur I avecw € H'(Q)}. (2.68)
(ol p.p. signifie p.p. pour \.) La norme sur H'/2(I) est alors
el g1z (ry = inf{[[@]| g1 (), ¥(@) = up.p.sur I}. (2.69)

H'/2(I) est alors un espace de Hilbert et on note H~/2(I) son dual. L’objectif de cet exercice est de remarquer
qu’en général il n’existe pas d’opérateur T linéaire continu de Hg;, () dans H~'/2(I) t.q.

T, s = [ wv-nd),
I

pour tout u € H'/2(I) etv € C*(Q,IR?). Autrement dit on ne peut pas prolonger continiment I’opérateur naturel
v — v - n (bien défini si v est réguliere) a I’espace Hg;y (2). Nous donnons dans cet exercice un exemple pour
lequel ce prolongement est effectivement impossible.

Noter aussi que la définition de F/'/2(I) (donnée par (2.68)) et de sa norme (donnée par (2.69)) dépend de 2 (et
pas seulement de 7). Cette dépendance est sans importance. Plus précisément, soit {2; et {2, deux ouverts bornés de
IR? a frontieres lipschitziennes. On suppose que I est une partie de Q; et une partie de 9. Par un argument de
cartes locales, permettant de ramener I’étude des traces de H'(€2;), i = 1,2, a celles de H'(IR? ), on peut montrer
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que I’espace H'/?(I) ne dépend pas du fait que 1’on considére I comme une partie de 9 ou une partie de 9.
De plus, les deux normes obtenues alors pour 1’espace H /(I ) sont équivalentes.

Pour construire notre exemple, on prend Q =0, a[?, avec a > 0 t.q. av/2 < 1, et I =)0, a[x{0}. L’ objectif est de
montrer qu’il n’existe pas d’opérateur T linéaire continu de Hy;, () dans H~'/2(I) t.q.

(T(), u) gr=1/2(1y, m1/2(1) = /uv -nd(x), pour tout u € HY/2(I) etv € C1(Q,IR?). (2.70)
I

Pour cela, on va raisonner par 1’absurde. On suppose donc qu’il existe 7" linéaire continu de Hg;,(£2) dans
H~'/2(I) vérifiant (Z.70).
Soit 0 < 8 < 1/2. Pour x € €, on pose (| - | désignant la norme euclidienne classique de IR?)

u(z) = (= In(|z]))”.

Onau € C*(N) et on sait que u € H'(Q) (voir exerc1ce. La trace de u sur I est égale (p.p. pour \) a la trace
classique. On note 1, x2 les composantes de x € R2. On prend maintenant v = (v1, v2) avec

ou ou

V)= ————, Uy = —.
8.%2’ 83?1

1. Montrer que div(v) = ggi + 8”2 = 0 et donc que v € Hg; (2).

On définit v(™), pour n t.q. (a + 1/n)v/2 < 1, par
v(”)(xl,xg) =v(x + E,$2).

2. Montrer que v(™ € C*°(Q) et v(™ — v dans Hg;, (Q) quand n — +oc0.

On note x la fonction identiquement égale a 1 sur 9Q (cette fonction est bien dans H'/ 2(I) car c’est la trace de la
fonction qui vaut 1 sur tout €2).

3. Comme v - n = —vé") sur I, montrer que

(—In(zy + 1))8-1
<T(U(n))vX>H—1/2(I)7H1/2(1) :/XU ‘ndA(z / B : 1)) dzy.

Montrer que le terme de gauche de cette égalité tend vers (T'(v), X) gr-1/2(1y, gr1/2(p) (utiliser la continuité de 7))
et que le terme de droite tend vers oo (car 5 > 0). En déduire la contradiction souhaitée.

4. Avec v - n pris au sens de I’exercice [2.23] montrer que
(v- n7X>H*1/2(8Q),H1/2(8Q) =0,
et que limy, , o [50, X 0™ - ndA(z) = 0.

Exercice 2.25 (Petite généralisation du théoréeme de Liouville)
Le théoreme de Liouville[]s’énonce ainsi :

14. Joseph Liouville (1809-1882) est un mathématicien frangais, connu pour ses travaux en théorie des nombres et analyse complexe, et
fondateur du Journal de Mathématiques Pures et Appliquées.
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Théoreme 2.32 (Liouville) Si f est une fonction définie et holomorpheE] sur tout le plan complexe, alors | est
constante des lors qu’elle est bornée.

La démonstration de ce théoreme se fait en général en utilisant les estimées de Cauchy d’une fonction holomorphe
définie sur un voisinage d’un disque fermé, qui fournissent des bornes pour chacune des dérivées de cette fonction
au centre du disque.

On rappelle que si f = Re(f) + iZm(f) est une fonction holomorphe de € dans IR, alors elle ses parties réelle
Re(f) et imaginaire Zm( f) sont harmoniques. On montre ici le résultat suivant, qui généralise ce théoréme au
fonctions localement intégrables et bornées inférieurement de IR? dans IR : f est constante des lors qu’elle est

bornée.
Théoreme 2.33 (Liouville généralisé) Soientd > 1etu € Llloc(]Rd) une fonction harmonique ( ¢’est-a-dire Au =

0) bornée inférieurement. alors u est constante, c’est-a-dire qu’il existe C' € IR tel que uw = C p.p..
1. En régularisant v avec une suite de noyaux régularisants, montrer qu’il suffit de prouver le théoréme dans le cas
ue C® (IRd), et qu’en ajoutant éventuellement une constante a u, on peut supposer v > 0.

On suppose donc maintenant que . € C°°(IR%) et u > 0.
Pour > 0, on note B, = {z € R% |z| < r} et C, = {x € R |z| = r} et pour tout a € R?, on note
B, ={z € R% |z —a| < r}.

2. Soit 7 > 0. Montrer que I’intégration de Au sur B, donne
[ vut@) @iy =
Cr

olt n(x) est la normale extérieure & B, et 7y la mesure de Hausdorff d — 1 dimensionnelle sur C.
En se ramenant a C; et en utilisant une dérivation sous le signe [, en déduire que la quantité

[ u)

est indépendante de 7.

3. Soit 7 > 0. En utilisant le changement de variable = — (7, y) avec r = |z| et y € C1, montrer que la quantité

1

), u(x) dz

r

est indépendante de r. En déduire que, pour tout r > 0,

ﬁ/ﬁe u(x) de = u(0).

De maniéere analogue, montrer que, pour tout a € IR? et tout 7 > 0,

|B—1T| /B u(z) dz = u(a).

15. Une fonction holomorphe est une fonction a valeurs complexes, définie et dérivable en tout point d’un sous-ensemble ouvert du plan
complexe C.

80



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Noter que jusqu’a maintenant, seul le fait que u € LIIOC(IRd) a été utilisé. Le fait que u est bornée inférieurement
n’est utile que pour la derniere question.

4. Soit a € R?*. Comme u > 0, on a pour tout r > o = |al,

/Bra u(z) dz < /B u(z) doe < /BM& u(z) dz.

a,r

En déduire que

Conclure que u est constante.
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Chapitre 3

Problemes elliptiques non linéaires

On présente dans ce chapitre deux types de méthodes pour obtenir des résulats d’existence de solution pour des pro-
blemes elliptiques non linéaires : une méthode de compacité et une méthode de monotonie. On donnera également
une méthode pour obtenir un résultat d’unicité.

3.1 Méthodes de compacité

3.1.1 Degré topologique et théoréme de Schauder

Objectif. Soit €2 un ouvert borné de RY , N > 1, ou un ouvert borné d’un espace de Bgnach E. Soit f €
C(Q,RY) (ou f € C(Q,E)) ety € RY (ouy € E). On cherche 2 montrer qu’il existe z € Q t.q. f(z) = y.

On commence par donner I’existence (et I’unicité) d’une application, appelée degré topologique, en dimension

finie introduite en 1933 par Brouwerm puis en dimension infinie par Leray et Schauderﬂ Cette application nous
permet parfois d’obtenir le theoréme d’existence de solution recherché.

Théoréme 3.1 (Degré topologique de Brouwer) Soit N > 1. On note A I’ensemble des triplets (f,€2,y) ou
est un ouvert borné de RY, f € C(Q,RY) ery € RY tel que y & {f(x), z € ON}. Il existe une application d
de A dans 7ZZ , appelée “degré topologique”, vérifiant les trois propriétés suivantes :

(d1) (Normalisation) d(1d,Q,y) = 1 siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) Si 3 Uy C Q, QN Q= Dety & {f(x),z € Q\Q U}, alors

d(f7Q7y) = d(f,th) +d(f3927y)

(d3) (Invariance par homotopie) Si h € C([0,1] x QRY), y e c(]o, 1],IRN) et si, pour tout t € [0,1],
y(t) € {h(t,x), x € 00N}, alors

d(h(t,),Q,y(t)) = d(h(0,-),Q,y(0)) pour tout t € [0,1].

Remarque 3.2 (Propriétés importantes) Des propriétés du degré topologique (d1)-(d3) données dans le théo-
reme[3.1)), et plus particulierement de la propriété d’additivité (d2), on déduit les propriétés suivantes :

1. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicien et philosophe néerlandais, qui a travaillé en topologie, théorie des ensembles,
théorie de la mesure et analyse complexe.

2. Juliusz Pawel Schauder, 1899-1943 est un mathématicien polonais d’origine juive, connu pour ses travaux en analyse fonctionnelle,
équations aux dérivées partielles et physique mathématique. Assassiné par la Gestapo, apres dénonciation d’un collegue allemand.
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1. Si © = (), alors en prenant ; = 5 = () dans (d2), on obtient que d(f,{,y) = 0.

2.Si(f,Q,y) € Aetd(f,,y) # 0, alors il existe € Q tel que f(z) = y.
En effet, raisonnons par contraposée et supposons qu’il n’existe pas z € (2 tel que f () = y. En prenant
Qy = Qo = ), comme par hypothese y & {f(z), z € 90}, onay & {f(z), x € Q\ Q1 UQ} et donc par (d2)
et par 'item 1,
d(f7Q7y) = d(f7917y) +d(fvﬂ27y) =0.

3. Soient A une matrice N x N inversible, £2 un ouvert borné de R” et Yy E RY tel que A~y e Q; pour x € RY,
on pose f(x) = Ax. On aalors (f,§,y) € Aetle degré d(f,Q,y) est égal au signe du déterminant de A, on a
donc d(f,Q,y) # 0.

La remarque [3.2] donne une méthode, dite méthode du degré topologique, ou argument de degré pour trouver
desfsolutions a des problemes non linéaires, dont voici la teneur. Soit N > 1, Q un ouvert borné de RN , [ €
C(Q,RY)ety € RV, On cherche a montrer qu’il existe = € (2 telle que f(z) = y. Pour cela, on construit une
application & de [0, 1] x Q dans R™ t.q.

L.h(1,)=f,

2. h(0,-) = g ol g est une application linéaire inversible et telle que y € {g(z),z € Q}.

3. h(t,x) # y pour tout t € [0, 1] et tout x € O

On obtient alors d(f, Q2,y) = d(g,€,y) # 0 et donc qu’il existe z € Q t.q. f(z) = y.

Remarque 3.3 (Le cas N = 1) Dans le cas N = 1, la méthode du degré topologique que I’on vient de décrire
n’est pas vraiment intéressante, car elle n’apporte rien de plus que le théoréme des valeurs intermédiaires.

Une conséquence de cette méthode du degré topologique est le théoreme de point fixe de Brouwer que nous
rappelons maintenant (voir [9] pour I’article original en allemand, et [11}30] pour des versions plus modernes).

Théoréme 3.4 (Point fixe de Brouwer) Soit N > 1, R > Oet f € C(Bgr, Bg) avec Bg = {vr € R",||z| < R}

(oi RY est muni d’une norme notée || - ||). Alors f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe x € Bpg t.q.
flz) ==
Démonstration Si il existe z € IBpr ( ¢’est-a-dire t.q. ||z|| = R) t.q. f(z) = =, il n’y a plus rien & démontrer.

On suppose donc maintenant f(x) # x pour tout 2 € dBg. On pose alors Q = {z € RY, ||lz|| < R} (ce qui
donne Br = Q) et, pour t € [0,1] et & € Bg, h(t,x) = x — tf(x). Il est facile de voir que h(t,x) # 0 pour tout
z € Q= {zeR", |z|| = R}. On en déduit que d(h(1,-),Q,0) = d(h(0,-),Q,0) = d(Id, Q,0) = 1 et donc
qu'il existe x € Q t.q. f(z) = x. [

Le théoreme [3.1] a été généralisé des 1934 a la dimension infinie par Leray et Schauder [22] sous une hypothése
fondamentale de compacité que nous donnons maintenant.

Définition 3.5 (Compacité) Soient E un espace de Banach (réel), B une partie de E et f une application de B
dans E. On dit que f est compacte si f vérifie les deux propriétés suivantes :
1. f est continue,

2. {f(x), x € C} est relativement compacte (dans E) pour tout partie C bornée de B.

Notons que dans I’article original de Leray-Schauder [22], le terme “compacte” n’est pas employé, I’expression
“completement continue” est utilisée en lieu et place.

On peut remarquer, dans la définition précédente, que si f est linéaire (et B = F)) la deuxiéme condition entraine
la premiere. Mais ceci est faux pour des applications non linéaires.
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Définition 3.6 Soit E un espace de Banach (réel). On note A I’ensemble des triplets (Id — f,9Q,y) o Q est un
ouvert borné de E, [ est une application compacte de §) dans E (ce qui est équivalent a dire que f est continue et
{f(x), x € Q} est une partie relativement compacte de E) ety € E t.q. y & {z — f(z), z € 0Q}.

Théoreme 3.7 (Degré topologique de Leray-Schauder) Soit E un espace de Banach (réel) et A donné par la
définition Il existe alors une application d de A dans 7ZZ, appelée “degré topologique”, vérifiant les trois
propriétés suivantes :
(d1) (Normalisation) d(1d,Q,y) = 1 siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) d(Id — f,Q,y) = d(Id — f,Q1,y) +d(Id — f,Q2,y) si Q1 UQ2 CQ, QN Qs =0
ety & {x— f(z),z € A\ Q1 UQ}.
(d3) (Invariance par homotopie) Si h est une application compacte de [0,1] x Q dans E (ce qui est équivalent
a dire que h est continue et {h(t,z), t € [0,1], x € §} est une partie relativement compacte de E), y €
C([0,1], E) et y(t) € {x — h(t,z), z € OQ} (pour tout t € [0,1]), on a alors d(Id — h(t,-),Q,y(t)) =
d(Id — h(0,-), 2, y(0)) pour tout t € [0, 1].

Comme dans le cas de la dimension finie (voir la remarque[3.2)), des propriétés du degré topologique (données dans
le théoreme 3.7)), on déduit que d(Id — f, €, y) # 0 implique qu’il existe z € Q tel que z — f(x) = y. Pour donner
I’analogue de la seconde propriété de la remarque [3.2] nous avons besoin d’un deuxiéme théoréme dii a Leray et
Schauder que nous donnons maintenant.

Théoreme 3.8 (Application linéaire compacte) Soit E un espace de Banach (réel), L une application linéaire
compacte de E dans E et  un ouvert borné contenant 0. On suppose que

rE€FE, Lv=x=x & 0. 3.1

Alors (Id — L,Q,0) € A, ot A est donné par la définition[3.6] et d(1d — L, ,0) # 0.

Noter que, comme L est linéaire, I’hypothése (3.1)) est équivalente a dire (v € E, Lx = x) = x = 0, ce qui est
équivalent a dire que 1 n’est pas valeur propre de L.

On peut maintenant, comme en dimension finie, donner une méthode pour trouver des solutions a des problemes
non linéaires. Soit E un espace de Banach, 2 un ouvert borné de E contenant 0, f une application de Q dans E.
On cherche a montrer qu’il existe € Q t.q.  — f(x) = 0 (quitte & changer f, on peut toujours se ramener a cette
forme). Pour cela, on construit une application & de [0, 1] x 2 dans E, compacte et t.q.

1. A(1,)) = f,

2. h(0,-) = L avec L linéaire de E de E,

3. x — h(t,x) # 0 pour tout t € [0,1] et tout x € .

On obtient alors d(Id — f,Q,0) = d(Id — L, ,0) # 0 et donc qu’il existe x € Q t.q. x — f(x) = 0.

Bien siir, pour pouvoir construire une telle que fonction £, il faut que f soit une application compacte et que L soit
une application linéaire compacte.

Comme en dimension finie, une premiere conséquence de I’existence du degré topologique est 1’obtention d’un
théoréme de point fixe que nous donnons maintenant.

Théoréme 3.9 (Point fixe de Schauder) Soit E un espace de Banach, R > 0, Br = {x € E, ||z|| < R} et f une
application compacte de By, dans By, ( ¢’est-a-dire [ continue et {f(x), x € Bg} relativement compacte dans
E). Alors f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe x € By t.q. f(z) = .
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Démonstration La démonstration est trés voisine de celle du théoreme [3.4] Si il existe « € dBp ( ¢’est-a-dire t.q.
|z]| = R) t.q. f(x) = x,iln’y a plus rien & démontrer. On suppose donc maintenant f () # z pour tout € 9Bg.
On pose alors 2 = {x € E, ||z|| < R} (ce qui donne Br = Q) et, pour t € [0,1] et = € Bpg, h(t,z) = tf(z).
1l est facile de voir que = — h(t,z) # 0 pour tout z € dQ = {z € RY, ||z|| = R}. La compacité de h se déduit
de celle de f. On en déduit alors que d(Id — h(1,-),2,0) = d(Id — h(0,-),2,0) = d(Id, ©2,0) = 1 et donc qu’il
existez € Q t.q. f(x) = x. [

Le théoreme de Schauder est faux si on remplace I’hypothése de compacité de f par la simple hypothése de
continuité. Toutefois, la difficulté principale dans ’utilisation du théoréme de Schauder (ou, plus généralement,
dans I’utilisation du degré topologique) est souvent de montrer la continuité de f (ou, dans I’utilisation du degré
topologique, la continuité de 1’application notée h précédemment).

3.1.2 Existence par le théoreme de Schauder

On rappelle tout d’abord la définition de fonction de Carathéodory.

Définition 3.10 Soit N,p,q € IN* et Q un ouvert de RY. Soit a une application de Q0 x IR dans IRY. On dit
que a est fonction de Carathéodory si a(-, s) est borélienne pour tout s € R? et a(x, ) est continue pour presque
tout x € .

Remarque 3.11 Soit N, p,q € IN*, Q un ouvert de IRY et a une fonction de Carathéodory de 2 x IR? dans IRY.
La fonction a est alors borélienne de 2 x IR dans IR? (ce qui pourrait étre faux si a était seulement borélienne par
rapport a chacun de ses arguments). Si v est une fonction borélienne de {2 dans IR?, 1a fonction z — a(x, v(x)) est
alors borélienne de €2 dans IRY. Cette propriétéest plusieurs fois utilisée dans la suite (sans la rappeler) lorsque v
est dans L"(£2) (pour un r € [1,+00]) en choisissant un représentant (borélien) de v (la fonction z — a(z,v(z))
ne dépend pas du représentant choisi pour v, modulo la relation d’équivalence “= p.p.”).

On se place maintenant sous les hypotheses suivantes :

N > 1, Q est un ouvert borné de IR™Y, (3.2a)
a : 2 x IR — IR est une fonction de Carathéodory , (3.2b)
ilexistea >0et8 >0tq. a <a(,s) < Bp.p.etpourtouts € R, (3.2¢)
f QxR — IR est une fonction de Carathéodory et f € L>°(2 x R). (3.2d)

Sous les hypotheses on cherche a montrer 1’existence de u, solution du probléme suivant :

u € Hy (),

/ a(z,u(z))Vu(x) - Vo(z) doz = / f(x,u(zx))v(x) dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

(3.3)

Théoréme 3.12 (Existence, second membre borné) Sous les hypothéses (3.2)), il existe u solution de (3:3).

Démonstration Pour # € L2(Q), le chapitre sur les équations elliptiques linéaires nous donne I’existence et
I’unicité de u solution de
u € Hy(9),

/ a(z,u(z))Vu(x) - Vo(z) de = / f(x,@(x))v(x) dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

34

3. Constantin Carathéodory (1873 -1950) mathématicien allemand d’origine grecque, dont les recherches portent sur le calcul des varia-
tions, et les équations aux dérivées partielles.
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Plus précisément, pour montrer 1’existence et 1’unicité de u solution de (3.4), on applique le théoreme [2.6] Pour
cela, on met le probleme (3.4) sous la forme (2.4) en posant a; ; = 0si¢ # j, a;; = a(-,u) et f = f(-, ) (dans
cette derniere égalité, la fonction f du terme de gauche est celle de et la fonction f du terme de droite est
celle de (3.4)). Le théoreme 2.6 donne bien I'existence et I'unicité de u solution de (3.4).

On pose T'(u) = u; I’application T est donc une application de E dans E avec E = L?(2). Un point fixe de T est
une solution de (3.3). Pour démontrer I’existence d’un tel point fixe, on utilise le théoreme [3.9]

Tout d’abord, en utilisant «, ’inégalité de Poincaré et la borne L>° de f, on montre facilement que I’image de
T est dans un borné de Hg () et donc (par le théoréme de Rellich) dans un compact de L?(2). En prenant
R assez grand, I’application T envoie donc Br = {v € L?(Q2), ||[v|l2 < R} dans Bg et {T'(i), 4 € Bgr} est
relativement compacte dans L?(2). Pour utiliser le théoréme il reste & montrer la continuité de 7.

Soit (@, )nen une suite de F t.q. @,, — @ dans E, quand n — +oc0. On pose u,, = T'(uy, ). Apres extraction d’une
sous suite, on peut supposer que i, — % p.p. et qu’il existe w € H}(Q) t.q. u, — w faiblement dans Hg (£2) (et
donc aussi u,, — w dans L?(£2)). On va montrer que w est solution de (3:4). En effet, Soit v € HE(£2), on a

/ a(x, Un (x))Vuy(x) - Vo(z) dz = / f(z,t,(z))v(x) dz, pour toutv € Hj ().
Q Q

En passant a la limite quand n — 4-oo (en utilisant la convergence dominée et le passage a la limite sur le produit
d’une convergence faible et d’une convergence forte dans L?), on obtient

/ a(z,u(z))Vw(z) - Vu(z) de = / f(z,u(z))v(x) dz, pour toutv € Ha ().
Q Q

Ceci prouve que w = T'(). On a donc prouvé, apreés extraction d’une sous suite, que T'(#,,) — T'(%) dans L?(2).
Par un raisonnement classique par I’absurde on peut montrer que cette convergence reste vraie sans extraction de
sous suite (voir 1’exercice [3.1] pour un exemple de ce type de raisonnement). On a ainsi démontré la continuité
de T'. On peut donc appliquer le théoréme [3.9] et conclure a I’existence d’un point fixe de 7', ce qui termine cette
démonstration. ]

3.1.3 Existence par degré topologique

On reprend le méme probleme que dans le paragraphe[3.1.2]en supprimant I’hypothése f bornée qui permettait une
application simple du théoreme de Schauder. On considere 1’équation de diffusion-convection-réaction suivante :

u € Hi(Q)
/a(x,u(x))Vu(:v) -Vo(x) + /Q G(z)p(u(x)) - Vo(z) de = (3.5)
/Q e u(@)o(z) de, Vo € HHQ)

qui est la formulation faible du probléme suivant :

{ —div(a(z,uw)Vu) — div(G(x)p(u)) = f(z,u), v € Q,
(3.6)
u = 0 sur 992.

Notons que cette équation est non linéaire pour trois raisons : les termes de diffusion, convection et réaction sont
non linéaires. Le premier terme du membre de gauche est le terme de diffusion, le second terme du membre de
gauche est le terme de convection et le membre de droite est le terme de réaction.
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On se place sous les hypotheses suivantes :

Q) est un ouvert borné de RY, N > 1, (3.7a)
a est une fonction de Carathéodory (voir la définition [3.10)), (3.7b)
Ja, 8> 0a<a(z,s) <B VseR p-p-x € €, (3.7¢)
G e CHO,RY), divG =0, (3.7d)
p e C(R,R)etilexiste C; >0 : |p(s)] < Cyls] Vs € IR, (3.7¢)
[ estune fonction de Carathéodory, et 3Cy > Oetd € L*(Q) ; |f(z,s)| < d(x) + Csls|, (3.7f)

Remarque 3.13 (Alternative de Fredholm) Dansle casoiia = 1, ¢ = Oet f estde laforme f(z,s) = d(x)+ s
ol A est une valeur propre du Laplacien sur © avec condition de Dirichet ( ¢’est-a-dire qu’il existe w € HE(Q),
w # 0 tq. —Aw = \w dans D*(Q)) et d un élément de L?(2), le probleme (3.6) devient —Au = \u + d,
avec condition de Dirichlet. Ce probleme n’admet une solution que si d est orthogonal a I’espace propre associé
a X (et dans ce cas on n’a pas unicité). Cette propriété est connue sous le nom d’alternative de Fredholmﬂ voir
l’exercice C’est pour assurer I’existence pour tout d dans L?(2) qu’on ajoute I’hypothése de sous-linéarité sur

f (hypothese (3.7g)).

Remarque 3.14 (Coercivité) Lorsque div G # 0, le probleme peut se traiter de maniere similaire a celle donnée
dans la démonstration de théoréme a condition que div G < Ay p.p. out Ay est la premiere valeur propre de
u — —div(aVu) avec condition de Dirichlet (cette valeur propre est strictement positive). Sans cette condition,
le probleme devient plus difficile (voir 1’exercice , méme dans le cas linéaire, c’est-a-dire le cas ou a et f
ne dépendent pas de u et olt p(u) = w. La difficulté principale est due a 1’absence de coercivité de I’opérateur
u— —div(aVu) — div(Gu).

Théoréme 3.15 (Existence, second membre non borné) Sous les hypothéses (3.7), il existe une solution de (3.3).

Démonstration On donne ici une preuve par degré topologique. Cette méthode demande des estimations a priori
c’est a dire des estimations sur u, sans connaitre son existence. Supposons donc u solution de (3.3)), on peut (et on
va) montrer qu’il existe R > 0 tel que ||ul|z2 < R. On établit les estimations a partir du probléme non linéaire,
et non pas a partir du probléme linéarisé (ce qui serait le cas par Schauder, voir remarque [3.16]; ceci présente de
sérieux avantages. Par exemple dans le terme de convection non linéaire, on peut écrire (formellement)

/ Go(u)-Vu dz= / G -Vo(u)dz
Q Q
= 7/ div G ¢(u) dz
Q
=0 car div G =0,

ol ¢ est la primitive de ¢ s’annulant en 0. Notons que I’estimation ||u[| 2oy < R revient a montrer que toutes les
solutions sont dans la boule By (boule fermée de centre 0 et de rayon R), ce qui est une estimation uniforme sur
toutes les solutions.

4. Erik Ivar Fredholm (1866-1927) mathématicien suédois connu pour ses travaux sur les équations intégrales et la théorie spectrale.
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On réécrit le probleme sous la forme :
u € Ho(Q),

/ a(u)Vu - Vo dz = (F(u),v) g-1(0),m11(Q), TV € Hi(Q),
Q

ot F(u) est, pour u € L?(12), 1’élément de H~1(€2) défini par
(Pla). b0 o) = = [ Golw) - Vodat [ fupoda.

Comme G € L=(Q)N, |p(s)] < Cyls| et |f(-,s)] < d+ Cas|, il est facile de voir que I’application F' qui & u
associe F'(u) est continue de L?(§2) dans H~1(Q).

Pour S € H~1(Q), le probleme linéaire

w € Hy(%),
(3.8)
A a(u)Vw - Vo dz = (5,v) g-1(0), 11 Q)

admet une unique solution w € Hg (). On note B, 1’opérateur qui & S dans H ~1(Q) associe w solution de (3-8).
L opérateur B, est linéaire continu de H~*(Q) dans H} (Q2) et H}(Q) s’injecte compactement dans L?(€2). On en
déduit que I’opérateur B,, est compact de H ~1(Q) dans L?(2).

Le probleme (3.3) est équivalent a résoudre le probleme de point fixe u = By, (F (u)). On va donc montrer, par
degré topologique, que le probleme suivant admet une solution

{ u € L2(),
u = By(F(u)).

Pour ¢ € [0,1], on pose h(t,u) = B,(t F(u)) € L*(). L'application h est ainsi définie de [0, 1] x L?({2) dans
L?(£2). Pour R > 0, on pose Br = {u € L*(2) t.q. [|u||12(n) < R}. On va montrer que

1. il existe R > 0 tel que, pour tout ¢ € [0, 1] et tout u € L?(R), siu— h(t,u) = 0 alors |ul|2(q) < R. (C’est
cette estimation a priori qui est le point le plus difficile 2 montrer).

2. hest continue de [0, 1] x Bg dans Br;
3. L'ensemble {h(t,u), t € [0,1],u € Br} est relativement compact dans L?(2).

Si on suppose qu’on a démontré les itemset on n’a pas de solution a I’équation u — h(¢, ) = 0 sur le bord de
la boule Bp, et on peut donc définir le degré d(Id — h(t,.), Bg, 0). Ce degré ne dépend pas de ¢, on a donc :

d(Id_ h(ta')aBRaO) = d(Id_ h(oa')aBRvo)
= d(Id, Bg,0) = 1.

On en déduit ’existence de u € Bp tel que u — h(1,u) = 0, c’est a dire
u = By (F(u)).

Donc w est solution de (3.3) (et le théoréme [3.15] est démontré).
Il reste donc a montrer les items [I3] Commencons par démontrer I’item [3] (pour tout R > 0). Soit R > 0. On
suppose que ||ul|rz < R.Ona:

F(u) € B9, et (F(u).0)r-s(oy o) = = [ Golu) - Voda+ [ fujoda,
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Estimons (F'(u), v) g-1(q),m1(0) :
(F(u),v)a-1@.mi@) < G| lsollo(@)lLz@ vl @) + 1 f(@lz2@llvliz2 @)

<G oo Cullullzz@ vl g2 o) + Il 22 IvllL2 @) + Collull 2@ vl @)
< (I1Gllse C1 R+ Calld||r2(a) + C2 Ca R)||v| gy (o)

ot Cq ne dépend que de €2 (et est donnée par I’inégalité de Poincaré). Donc

tE@a- < 11G] loe C1R + Calldl|L2) + C2 Co R, Vit € [0, 1].
Posons h(t,u) = B, (tF(u)) = w et montrons qu’il existe R dépendant que de R, G, Cq, C1, Cs, o tel que
1At u) || a3 o) < R

Par définition, w est solution de
/ a(u)Vw - Vv = (t F(u),v)Hfl(Q)_’Hé(Q) Vv € Hy(Q),
Q 3.9)
w € HLQ).

En prenant v = w dans (3.9), on obtient :

allwlif ) < ItF@)la-1 @l @ < Rlwlu o),

avec R = 1G] lloc C1R 4+ Cal|d]|L2(q) + C2 Cq R. On a donc ||h(t,u)||Hé(Q) = Hw||Hé(Q) < g =R.

On en déduit par le théoreme de Rellich (théoreme [1.25) que I’ensemble {h(t,u),t € [0,1],u € Br} est relative-
ment compact dans L?(€2), ce qui montre bien I’item

Montrons maintenant 'item [2} Soit (¢,)new C [0,1] une suite telle que ¢, — ¢ lorsque n — 400 et soit
(un)new C L2(2) une suite telle que u,, — u dans L?(£2). On veut montrer que h(t,,u,) — h(t,u) dans
L?(Q). Soit w,, = h(t,,u,) et w = h(t,u). Pour montrer que w,, — w dans L*(£2), on cherche a passer a la
limite sur I’équation suivante :

a(un)Vwy, - Vode = —t, | Ge(uy) - Vode+t, | flu,)vde
Q Q Q (3.10)
wy, € H ().

On sait déja que (w,,)neN est bornée dans H} (), car la suite (tn)nen est bornée dans L?(Q) (c’est ce qu'on a
montré a I'étape précédente : si [|un[|r2(0) < R alors [|wy ) < R
La suite (w,, )nen est bornée dans Hy (€2), et & une sous suite pres, (on ne renumérote pas) on a donc

wy, — w dans H} faible et w, — w dans L*(Q),
up — u p.p-et IH € L*(Q); |u,| < H p.p..

Soit v € H}(Q); comme a(u,) — a(u) p.p. donc a(u,)Vv — a(v)Vo p.p., et |a(u,)Vo| < B|Vu|; on en
déduit que a(u,)Vv — a(u)Vv dans L%(Q). Mais Vw,, — Vw dans (L%(2))" faible. On a donc

/ a(un)Vwy, - Vodz = [ a(u)Vo - Vo dz lorsque n — +00.
Q Q
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On remarque ensuite que p(u,) — @(u) p.p. et que |o(u,)| < Ci| un| < ClH donc par le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue, ¢(u,) — ¢(u) dans L?( / Gy

dr — / Go(u) - Vo dz lorsque n — +00.
Q
Enfin pour le dernier terme, comme f(u,) — f(u) p.p. et |f(u,)| < |d| + C2H p.p., on a donc par convergence
dominée f(u,) — f(u). On en déduit que/ flug)vde — / f(uw)v dx lorsque n — +oo.
Q

Q
En passant a la limite dans (3.10), on obtient

/ a(u)Vw - Vv de = ft/ Go(u) - Vo dz + t/ fu)v de,
Q Q Q

etdonc w = h(t,u) =
En raisonnant par 1’absurde, on montre ensuite que (sans sous-suite) w,, — w dans H{ faible et w,, — w dans
L2(Q) ot wy, = h(tn, u,) et w = h(t,u); I'application & est donc continue. On a donc bien montré I’item 2}

11 reste maintenant 2 démontrer 1’item [I} On veut montrer qu’il existe R > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1] et tout
u € L*(Q), siu = h(t,u), alors ||ul|2(q) < R.Soitt € [0,1], et u = h(t,u) =t B,(F(u)), c’est a dire

/ a(u)Vu - Vo der = —t/ Go(u) - Vo dz + t/ fuw)vde, Yo e Hy(Q).

Q Q Q (3.11)
u e Hg(Q)

Pour s € IR, on pose P (s fo ©(&) d¢ (® est donc une primitive de ). Comme u € H}(Q), il n’est pas difficile

de montrer que ®(u) € WO1 1(Q) et que

Go(u)-Vudz = [ G-VP(u) dz.
Q Q

(Ceci est laissé en exercice, il suffit d’approcher u, dans Hg (£2), par une suite de fonctions appartenant 2 C2°(12).)
Comme div(G) = 0, on a alors

/ Go(u) - Vudz = / G-Vo(u)dr = / divG ®(u) dz = 0. (3.12)
Q Q Q

On choisit maintenant v = u dans (3.11). Par les hypotheses (3.7), on a donc :

lulfyyy < [ 1f ()l da

On va déduire de cette derniére inégalité qu’il existe R > 0 t.q |lu||z2() < R. C’est ici qu’on utilise I’hypothese

(3. 7g) ie. lims_ 1o f(x,8)/s =0.
Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’un tel R n’existe pas. Alors il existe une suite (4, )nen+ d’éléments de
H (D) telle que

Junll20) 2 0 et allunly < [ | Fun)un] da.
Q

Montrons que ceci est impossible. Posons v,, = ﬁ On adonc [|vn[|r2() = Let
Un || L2(Q)
, )
aonllzzy o) < /Q lunllzze) "
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Or |f(s)| < |d| 4+ Cs]s|, on a donc

A+ Colual g
Fonlls ™"

d||vn
S/ [lfon] dx+C’2/\vn|2dx
o llunllLe Q

< |df 2y + Coa.

a‘lvn”?qé(g) =

La suite (vy,)nemn+ est ainsi bornée dans H{ (€2), et donc, a une sous-suite pres, v, — v dans L?(€2). Par passage
a la limite on en déduit que |[v||z2 = 1 (ce qui donne v # 0). On a aussi (toujours a une sous-suite pres) :

Up =V PP
lon| <H avec H e L*(Q).

Enfin, en utilisant I’inégalité de Poincaré, il existe Cq, ne dépendant que de € t.q.

Un > ||V n dl‘
G = Gl < ol < [ Gl
On pose

1f (un)[Jvn]

X, =
2 Nunllzz(@)

dz,

et on montre maintenant que X,, — 0 lorsque n — 400, ce qui est impossible car X,, > —

l[unllL2(0)
X, — 0lorsque » — 4-o00. On montre tout d’abord la domination. On a

()l _ ld] + Colun)

lunllzz@) = llunllz2

> 0. Montrons que
CQ

— 0 p.p. avec domination (dans L'(£)); on aura alors par le théoréme de convergence dominée que

< ld) + Calou| < |d + CoH

et donc |M
l[un|| 2
On montre malntenant la convergence p.p.. On a v, — v p.p. et donc 3A; mes(A¢) = 0 et v, (z) — v(x) pour
tout z € A. Soitxz € A,
lercas: siv(x) > 0;v,(x) — v(z), mais liIJlrl lun |l 22 () = 400 donc uy, () = vy (2)[|un | L2 Q) — +oo.
n—-+oo

Par I’hypothese (3.7g), lim,—, 4 o0 fs) = 0, et donc
s

Fln(@) | f(un(@)um(a)

n

vl < (|d| + CoH)H € LY(Q).

M(vn(z)f — 0 quand n — oo.

vp(z) =

[unll 2o tn () ||un | 2 () un()
2emecas: siv(z) <0;onademéme lim Mvn(x) =0,car lim /) = 0.
n—+o00 HunHLQ(Q s—>—00 8§

3emecas: siv(z)=0,ona

f(un(2))

lunllL2(0)

|d(@)] + Caun ()]

unllL2(0)

< (ld(@)] + Cafon (@)[)|vn(2)|

—0 car w(z)=0.

|vn ()|

" ‘
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f(un)
lunllLe(a)
contradiction avec X,, > «/Cq pour tout n € IN™.

En résumé on a v, — 0 p.p. lorsque n — +o0. On a ainsi montré que lim,,_, ., X, = 0, en

On a donc montré qu’il existe R > 0 t.q. (u = h(t,u)) = ||u|12(n) < R, ce qui termine la démonstration de
On a ainsi montré ’exsitence de solution a (3.3)). Le théoréme [3.15]est donc démontré. L]

Remarque 3.16 (Preuve du théoreme d’existence par Schauder) La preuve du théoreme d’existence 3.15
par le théoréme de Schauder est nettement plus compliquée que dans le cas f bornée du théoréme Considerons
le probleme linéaire suivant :

/ a(@)Vu - Vo dz +/ Go(ua) - Vo dr = / f(a)v dz pour tout v € H} (). (3.13)
Q Q Q

Dans (3.13), on a noté, de maniére abrégée, a(u) et f(a) les fonctions z — a(z,u(z)) et x — f(z,u(x)). Cette
notation abrégée sera souvent utilisée par la suite.

Soit T 1’opérateur défini de L?(2) dans L?(2) par T'(4) = u ol u est solution de (3.13). Il est assez facile de
montrer que 7’ est continu et méme compact. Par contre il est difficile de montrer que 7" envoie une boule de L?(12)

dans elle-méme. Pour cela, il faut obtenir une estimation sur v en fonction de , et ce n’est pas gagné. Prenons
v = u dans (3.13), comme on a fait dans le paragraphe[3.1.2] On obtient, grice aux hypotheses (3.7)),

allullF oy < MG lsoCrllal ez lull @) + ldll 2y llull L2 (@) + Collall 2oy llull L2 (0)-

Montrons que le dernier terme a lui tout seul empéche d’avoir facilement des estimations. Supposons G = 0 et
d = 0, on a alors grace a I’inégalité de Poincaré :

« 2 2 _
CTZZ”UHL%Q) = O‘||“HH01(Q) < Coltf| 2o llull L2 (o)

CZ C?
c’est a dire ||ul|z2) < Ly |allp: < —2CyR si u est dans la boule de centre 0 et de rayon R de L?(9),
o !

¢’est-a-dire si [|u]|f2(q) < R. On ne peut pas en conclure que [|ul| 120y < R (sauf si C3Cs < a et dans ce cas la
seule solution de ne peut étre que u = 0. En effet, si u est solution de (3.3), le raisonnement précédent avec
@ = wdonne ||ul 20y < (CEC2/a)l|ul|L> et donc u = 0 car CGCh /o < 1).

La méthode ne fonctionne donc pas pas de maniere directe. Toutefois, elle fonctionne avec un peu de travail sup-
plémentaire en utilisant I’ hypothése de (3.7D). Une solution est, par exemple, de considérer une suite de problemes
avec second membre tronqué et de passer a la limite.

Il est maintenant naturel de se demander si, sous les hypotheses (3.7) (hypothéses du théoreme [3.15), on peut
montrer I’unicité de la solution. Dans le cas ou f ne dépend pas de u et ou I’équation est linéaire (c’est-a-dire que
a ne dépend pas de w et  est linéaire), il suffit de prendre la différence de deux solutions comme fonction test dans
les deux formulations faibles associées a ces deux solutions et de faire la différences des deux équations obtenues.
On montre ainsi que les deux solutions sont égales (p.p.). Dans le cas général, la situation est plus compliquée.

Remarque 3.17 (f lipschitzienne ne donne pas ’unicité) I/ est inutile de supposer f lipschitzienne pour le ré-
sultat d’unicité, il suffit pour s’en convaincre de considérer I’exemple suivant, ou f est lipchitzienne et pour lequel
on n’a pas unicité. Prenons par exemple a = 1, ¢ = 0 et f(u) = Au, out A est une valeur propre de (—A) avec
condition de Dirichlet. Le probléme est alors

Vu-Vvdx:)\/uvdx V€ Hy(Q),
Q Q
u € HHQ).
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Ce probléme admet deux solutions : u; = 0, et une fonction propre us # 0 associée a \. Evidemment f(u) = Au
ne satisfait pas la condition (3.7g) mais on peut modifier f légérement pour que cette condition soir vérifiée, tout
en gardant uy et uy comme solutions dés que us € L*°(Q) (le fait que uy € L (Q) est toujours vrai si N < 6;
ceci peut se démontrer, par exemple, a partir de l’exercice . En effet, en prenant fqui estégale a f sur]—~,7|
oy = |lug|| L et qui est raccordée a 0 ensuite, de telle sorte que f € C.(R,R), on a les mémes solutions pour
f € C.(IR,R), c’est-a-dire pour le probléme :

Vu - Vvda:—/f Ju dz
uEHO(Q)

on a ainsi 2 solutions avec limg_, 1+ o, f(s)/s = 0. Le fait que f soit lipschitzienne est donc inutile pour [’unicité.

Montrons "unicité dans le cas ol f ne dépend pas de s, i.e. f(x,s) = d(zx), sous les hypotheses d’existence (3.7)
et en supposant de plus que a et ¢ sont lipschitziennes, c’est-a-dire :

_ < _
305> 0 Vs, 5 € ]R,{ la(z, s1) — a(z, s2)| < Csls1 — sa| pp- z € R, (3.14)

lo(s1) — p(s2)| < Cals1 — sal.
Théoréme 3.18 (Existence et unicité) Sous les hypothéses (3.7) et (3.14), il existe une et une seule solution a

3B3).

Démonstration : La technique utilisée ici apparait pour la premiere fois dans un article d’Artola en 1986 [3].
Soient u; et up deux solutions de (3:3). On a:

/ a(u1)Vuy - Vo do +/ Go(up) -Vodz = / fvda, (3.15)
Q Q Q
et
/ a(ug)Vug - Vo dz +/ Go(ug) - Vo dz = / fvda. (3.16)
Q Q Q
L’idée est de prendre v = T.(u; — u2) dans (3.I3) et (3:16), ou ¢ > 0 et T; est la troncature au niveau e,
—e sis < —¢,
cest-a-dire T.(s) =< s si —e<s<e¢,
€ sis>e.

Siug etug € HY(RQ), alors T, (uy — ug) € Hg(Q) et VT (uy — u2) = V(U1 — u2)1{0<|uy—us|<e} (ceci est une
généralisation simple du lemme [2.22). En prenant v = T (u; — u2), et en faisant la différence de (3:13) et (3.16),
on obtient :

/Q (a(u1)Vuy - V(T (ur — uz))—  a(us)Vaus - V(T (uy — u))) da

/G (u2) — (1) - V(To(ug — us)) da,

soit encore, en posant A, = {0 < |u; — us| < €},

/ a(u1)V(uy —ug) - V(ug —ug)dx = / (a(ug) — a(u1))Vug - V(ug — ug) da
A Ac
+ [ Gletu) = plu)) - Vs —2) do
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Par hypothese, a(u1) > « p.p., et donc :

a/ |V (ur — U2)|2 dz < / Cslus — uq| |Vus| [V (ug — uy) | dx+/ Csluy — us| |G| |V (u1 — ug)| da.
A Ac Ac

€

On a |u; — ug| < e p.p. dans A.. En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwarz dans les deux dernieres intégrales,
on obtient donc :

a/ IV(up —ug)|*de < Cs ¢ (/ |Vug|? dx) (/ IV (ug — uy)|? dx)
A Ae A
1/2 1/2
+C5 ¢ (/ |G|? dx> (/ IV (uy — ug)|? dx) .
Ac A
On a donc

1/2 1/2 1/2
o[ -w)P)  <sanavee a= ([ jopas) k([ [Fura)
A. " N

ou €ncore

1/2
a (/ V(T (uy — uz))|? dx) = ol VT (u1 — u2)| [|r20) < C3 €ae
Q

donc, en désignant par m la mesure de Lebesgue sur RY,

(6]
o7l 19T = ) s @y < [V (ur = 2) 10 < s ae
Comme Hi(Q) C WOIJ(Q), onaT.(u; —ug) € H(Q) C Wol’l(Q) et I'inégalité de Sobolev donne
* N
IT= (= wo)l[ o < V(w1 = w2)| |20, avee 1 = =
et donc .
tmes a7z 1Te(u —u2)llre < Cs e ae.

Si N =1,ona N/(N —1) = +oo et conclut facilement que u; = ug p.p.. Le cas N > 2 demande un léger
développement supplémentaire. On remarque que

1
>

|Te(ur — )|l = </Q T2 (uy — ug) " dx)

1/1*
(/ et dx)
B.

v

Y2
)
2
oy}
N
2

ol B, = {z;|u1(z) — ua(x)| > e}. On a donc
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N-—1

et on en déduit que (m(B:))"~ < Cy a.. Prenons, pour n € IN*, ¢ = 1/n, on a Ay/(nq1) C Ay et
NnenA1/n = 0, donc m(Ay/,) — 0 lorsque n — o0 (par continuité décroissante d’une mesure). On rap-

pelle que
1/2 1/2
ai/m = / |G|? da + / |Vus|? dz .
Ai/n Ai/n

Comme G, |[Vusy| € L*(Q2), on en déduit que lim,,_, o a1/, = 0.

On a aussi By /(p41) O Bi/y et UnewBi/y, = {|u1 — u2| > 0}. Donc lim,, ¢ oo m(B1 /) = m{|uy — uz| > 0}
(par continuité croissante d’une mesure). Comme

N-1
(m(Bl/n)) 7L<y a1/n,

en passant a la limite lorsque n tend vers +oo, on obtient m{|u; — ua| > 0} < 0, et donc u; = uy p.p., ce qui
termine la démonstration. |

3.2 Méthodes de monotonie

3.2.1 Introduction

Pour le probleme (3.3), dans le cas ou f (le second membre) dépend de Vu, on sait encore prouver 1’existence
d’une solution avec le théoreme de Schauder, voir exercice La question est plus difficile dans le cas ol a
dépend de Vu. On se place sous les hypotheses suivantes :

Q ouvert borné de RY,

ac C(RY,R),
Ja, e Ri;a <a(§) < B,¥ € RY,
feL?).
On cherche a montrer I’existence d’une solution au probléme suivant :
u € Hy (),
/ a(Vu)Vu - Vo dz = / fvdz, Yo € H}(Q).
Q Q

Peut-on appliquer le théoréme de Schauder ? Pour I’appliquer, il faut I'utiliser dans H} () pour que a(Vu) ait un
sens. Soit @ € H} (1), par le lemme de Lax-Milgram, il existe un unique u € H} () solution de :

u € H(Q),

/ a(Vu)Vu - Vo de = / fudx, Yo € H3(Q). @17
Q Q
Soit 7' I’opérateur de Hg () dans H} (2) défini par T(@) = u solution de (3:17). L’ opérateur 7" est bien de H} (Q2)
dans H{ () et

(1) il existe B > 0 t..q. ||l g3 () < R pour tout @ € Hg (),

(2) I'application T est continue de Hi () dans Hi (). En effet, si @, — @ dans Hg (), on a Vi, — Vi

dans L2(Q)" et il n’est pas trés difficile de montrer que T'(@,,) — T(i) dans Hg (€2).

Mais 1’application T' n’est (en général) pas compacte (de HZ () dans H}(€2)). Si on était en dimension finie,
les points (1) et (2) suffiraient a montrer I’existence d’une solution. L’idée est donc de considérer des problemes
approchés en dimension finie et de passer a la limite en utilisant la monotonie de 1’opérateur (qui est vraie sous des
hypotheses données sur a ci-apres).
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3.2.2 Opérateurs de Leray-Lions

On considere ici un cas un peu simplifié des opérateurs de Leray—LionsEl, dont I’étude est exposée dans un célebre
article des auteurs en 1965 [21]]. On se place sous les hypotheses suivantes :

Qouvertbornéde RN, N > 1,1 < p < +00, (3.18a)
a: RY 5 RY continue, (3.18b)
(coercivité) 3o > 0 | a(€) - € > aléP, Ve € RY, (3.18¢)
(croissance) 3C' € R;|a(€)| < C(1+ [¢]P7Y), V€ € RN, (3.18d)
(monotonie) (a(€) —a(n)) - (€ —n) =0 V(& n) € (RY)?, (3.18¢)
o€ L*(Q);3o¢g >0;0 >00 pp-, (3.18f)
feLT(Q). (3.18g)

Ces hypotheses permettent en particulier de traiter certains modeles dits “LES” (Large Eddy Simulation) utilisés
en mécanique des fluides. On s’intéresse alors au probleme suivant :

{ —div(o(z)a(Vu(z))) = f(z) dans £,
u=0 suroQ.

(3.19)

Exemple 3.19 (p-laplacien et opérateur de Smagorinsky) Pour 0 = 1 et a(§) = [([P726 (1 < p < +0o0),
I’équation s’écrit —div(|Vu|P~2Vu) = f. L'opérateur u — —div(|Vu|P~2Vu) s’appelle le p-laplacien. Pour
p = 2, on retrouve le Laplacien classique. Le cas p = 3 donne I’opérateur de SmagorinskyE] qui apparait dans un
modele de LES.

Remarque 3.20 (Opérateur de Leray-Lions, cas général) Dans le cadre général des opérateurs dits de Leray—
Lions, le terme a(Vu) du probleme (3.19) considéré ici remplacé par un terme de la forme a(z,u, Vu), et la
fonction a est alors une fonction de trois variables.

Cherchons une forme faible adéquate de (3.19). Remarquons que si w € LP(2)Y, alors, I’hypothese (3.18d) de

croissance sur a donne
la(w)] < C(1+ |wP™1)

< C+ClwP~! € L71(Q)

car C € L% et |w|P~! € L7 1(Q) = L (Q) avec p/ = 57 (ou encore % + ﬁ = 1). Donc si u € W, ?(Q), ona
Vu € (LP(Q)N et a(Vu) € (LP (Q))V.
Prenons alors v € W, *(2), ona Vo € LP(Q)V. On a donc

N
a(Vu) - Vo = Zai(Vu)Div e L'(Q).

i=1

5. Jacques-Louis Lions (1928-2001) est un mathématicien frangais, membre de 1’ Académie des sciences, spécialiste la théorie des équations
aux dérivées partielles et de la la théorie du contrdle.

6. Joseph Smagorinsky (1924-2005) est un physicien américain spécialiste des modeles de turbulence, de la météorologie dynamique et de
la climatologie.
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11 est donc naturel de chercher u € W, () et de prendre les fonctions test dans W ? ().

On rappelle aussi que si f € L? (), I'application v — Jo f(z)v(x) da est linéaire continue de WP () dans
IR. C’est donc un élément du dual (topologique) de VVO1 ?(0)) (ce dual est noté W1 (Q)). Par abus de langage,
on note encore f cet élément de W1 (2), c¢’est-a-dire que pour f € L (2), on a

<f7v>W_1‘p/(Q)7W01,p(Q) = /Qf(x)v(:v) dz: pour tout v € W, P (Q).
La forme faible de (3.19) que I’on considere est donc :

u e WyP(Q),

/ oa(Vu) - Vo (3.20)
Q

dr =< f, v >W—1,p/(Q)7W01’p(Q)7vv € W()l,p(Q)

Remarque 3.21 (Second membre plus général) Le cadre “naturel” du probleme (3.20) n’est donc pas limité au
cas f € L? (). On peut remplacer dans (3.20) f par n’importe quel élément de W17 (€2). Par exemple, si F €
LP (Q)™, on peut remplacer, dans (3.20), (f, v)W,l,p/(Q)’Wol,p(Q) par [, F(x) - Vo(z) dx. Sous cette hypothese,
le théoreme d’existence et d’unicité donné ci apres (théoreme [3.22)) reste vrai.

Théoreme 3.22 (Existence et unicité) Sous les hypotheses (3.18)), il existe u € VVO1 P(Q) solution de (3:20). Si de

plus a est strictement monotone, c’est a dire si

(a(§) = a(n)) - (§ = n) > 0 pour tour (¢,n) € (RY)?, € £ 1) (3.21)
alors la solution est unique.

Pour la démonstration de ce théoreéme, nous aurons besoin de quelques lemmes (classiques) d’intégration que nous
rappelons ici. On pourra consulter I’ouvrage [15] pour leur démonstration :

Lemme 3.23 (Convergence forte contre convergence faible) Soir1 < p < +o00. On pose p’ = %. On suppose
que f,, — f dans L?(Q) et g, — g faiblement dans L (Q). Alors

/ fn gndx — / f gdz lorsque n — +oo.
Q Q

Par contre, on rappelle que si f,, — f dans LP? faible et g,, — g dans L* faible, onn’a pas en général convergence
de [, fn gn dx vers [, fg da.

Lemme 3.24 Si a € C(RY,RY) vérifie I’hypothese de croissance (B184) et si u,, — u dans Wy P (Q) alors
a(Vuy) = a(Vu) dans L ()N,

Le lemme [3.24]se démontre par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

On rappelle aussi que les espaces W, " (), LP() et L” (Q) sont réflexifs pour 1 < p < +o0, et donc pour
toute suite bornée d’un de ces espaces, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente dans cet espace. On
rappelle enfin que les espaces W, **(2), LP(2) et L?'(£2) sont séparables, i.e. ils contiennent une partie dénom-
brable dense, ce qui va nous permettre I’approximation du probléme par des problemes de dimension finie. On
aura également besoin du résultat suivant sur les opérateurs coercifs pour la démonstration théoreme |3.22|:
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Lemme 3.25 (Opérateur coercif dans RY) Soit T: RN — RY continue. On suppose que T' est coercif, c’est
a dire que
T(v) v

]

Soitb € RN, Alors, il existe v € R” t.q. T(v) = b. L’opérateur T est donc surjectif.

— +o00 quand |v| — +o0.

Démonstration On utilise le degré topologique de Brouwer (ce qui possible car on est en dimension finie). On
pose h(t,v) = tT(v)+ (1 —t)v. Pourt = 0,onah(0,v) = v (donc h(0,v) = I, ou I est’opérateur v — v). Pour
t =1onah(1,v) = T(v). Pour appliquer le degré, on remarque d’abord que I’application A : [0, 1] x R — RY
est continue (car 1’ est continue).

On veut ensuite montrer qu’il existe R > 0 t.q.
t€0,1],v € RN et h(t,v) = b= |v| < R. (3.22)

On suppose qu’on a démontré (3.22). Quitte & augmenter R, on peut aussi supposer que |b| < R. On pose Bg =
{z e RY tq. || < R}. Par invariance par homotopie du degré, on a donc que d(h(t, ), Br, b) ne dépend pas de
t, et donc :

d(T, Br,b) = d(Id, Bp, b).
Comme b € Bg, on a d(Id, Bg,b) = 1 et donc d(T, Bg,b) = 1. On en déduit I’existence de v € Bp tel que
T(v) =b.
Il reste & démontrer qu’il existe R > 0 vérifiant (3.22)).
Soitt € [0,1] etv € RN t.q. h(t,v) = b, c’est-a-dire tT(v) + (1 — t)v = b.
Onadonc tT(v) v+ (1 —t)v-v=">b-v < |b||v]| etdonc, siv # 0,

T(v)-v T(v)-v V-V
ti+(1—t)|v|:t¢+(l—t) < |b].
] o] el
Comme T(l'“lf})l'w — +oo lorsque |w| — 400, il existe R > 0 t.q.
T(w) -
|lw| > R = rnin((T))w7 lw|) > 1b].
w
On en déduit que |v| < R. Ceci termine la démonstration. [

Ce lemme se généralise a n’importe quel espace de dimension finie :

Lemme 3.26 (Opérateur coercif en dimension finie) Soit F un espace de dimension finie, et T : E — E' conti-
nue (noter que dim E' = dim E < +00). On suppose que T est coercif, ¢’est-a-dire :

T /
<(1|}|)’|1|)>E’E — o0 quand ||v||g — +o0.
VI\E

Alors, pour toutb € E' il existe v € E t.q. T(v) = b.

Démonstration On se raméne 2 IR” . Soit N = dim E. On choisit une base de E, notée (e1,...,en), et on note
(e,...,e%) labase duale de E’ ( c’est-a-dire t.q. (e, e;) g g = ;7). On définit une application I de IR™ dans
L et une application J de RY dans E' par

N N
I(a) = Zaiei et J(B) = Zﬁief pour o, 3 € R™.
i=1 i=1
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L’opérateur I est une bijection linéaire de RY dans E et I’opérateur J est une bijection linéaire de RY dans E'.
Soit T = J~ o T o I. Lopérateur T est continu de R” dans R” .

Soit @ € R”™. On pose v = I(a) et 8 = T(a) (donc B = J~*(T'(v))). On a donc

N N N
T()a=B-a=Y Bioi=(>_Bie},Y aie)p.r="(J(B),[(a)pr=1J Zazez = V) BB
i=1 j=1 i=1
En prenant comme norme sur IR, ||a|| = || I(a)]|| . I'hypothése de coercivité sur T’ donne alors
T(a) - a
m —— = 400.
lal—+oo ]

Par équivalence des normes en dimension finie, on a donc aussi

lim — 2~ = 4o0.
|| =400 |Oé|

On peut donc appliquer le lemme aT.

Soit b € E’. On pose 3 = J~1(b). Le lemme~ donne Iexistence de o € IRY t.q. T(a) = . On pose
v=1I(a)etonaalors T(v) =T oI(a) = JoT(a) = J(B) = b. On a ainsi montré I’existence de v dans E t.q.
T(v) = b. .

Démonstration du théoréme
Etape 1 Existence de la solution a un probleme en dimension finie
Lespace W,"*(2) est séparable. Il existe donc une famille dénombrable (f,)nen+ dense dans W, (). Soit
E, = Vect{f1...fn} I'espace vectoriel engendré par les n premleres fonctions de cette famille. On a donc
dimFE, <netE, C E,y1pourtoutn € N*etonaU,enE,, = Wo .Onen dedu1t que pour tout v € WO1 PQ)
il existe une suite (v, )nen+ telle que v, € E,, pour tout n € IN* et v, — v dans Wo P(Q) lorsque n — +o0.
Dans cette premiere étape, on fixe n € IN* et on cherche u,, solution du probléme suivant, posé en dimension
finie :

Up € Fy,

/ oa(Vuy) - Vo de =< f,v >, Wi Yo € E,,. (3.23)
Q ;

L application v < f,v >y, _1 ,/ y41.» €st une application linéaire I, dans IR (elle est donc aussi continue car
Vo
dim E,, < 4+00). On note b,, cette application. On a donc b,, € E/, et

<b”,U>El . =< f,l) > w1, Wlp .

Soit u € E,. On note T},(u) 'application de E, dans R qui a v € E, associe [,ca(Vu) - Vv dz. Cette
application est linéaire, c’est donc aussi un élément de E/, et on a

(Tn(u),v) By B, = / ca(Vu) - Vo dz.
Q

On a ainsi défini une application T de E,, dans E!,. On va montrer que 7" est continue et coercive. On pourra
ainsi en déduire, par le lemme [3.26] que T est surjectif, et donc qu’il existe u,, € F,, vérifiant T(u,) = by,
c’est-a-dire u,, solution du probleéme (3.23)).
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(a) Continuité de 7}, On rappelle que n est fixé. Pour simplifier les notations, on oublie ici I’indice n, c’est-a-
dire que ’on pose E = E,, et T = T,,. On munit E de la norme définie par || - ||z = || - ||W(}>P- Soit u,w € E. On
a:
IT(u) —T(@)|gr = max <T(u)—T(a@),v>p g
vEE, ||v||p=1
= max / o(a(Vu) —a(Va)) - Vo dz

veB, [vlly10=1Jo

< max / o(a(Vu) — a(Va)) - Vo dz.
veWy?, vl 1.p=1J0
On pose 3 = ||c|| (), on obtient alors
1T (u) = T(@)ler < eI Blla(Vu) = a(Va)llle @ [Vl e @)
v o s v W[Jl,p:

< Blla(Vu) — a(Va)| || o -

Donc si (uy, )nen est une suite de F t.q. u,, — @ dans F, on a
1T (un) = T(0)|[er < Bl a(Vuy) — a(VE)| || Lo (-

Par le lemme [3.24] on a a(Vu,) — a(Vi) dans (LP' (Q2))Y. On a ainsi montré que T'(u,,) — T'(i) dans E, et
donc que T est continue (de E dans E’).
(b) Coercivité de T;, On rappelle qu’on a posé E = E,, et T’ = T,,. On veut montrer que

<T(u),u>p g

— +oo lorsque ||ul]| g — +o0.
l[ull 2

Par définition, et grace aux hypotheses (3.18),

<T(u),u>p g= / oa(Vu) - Vu dz > og a/ [Vu|P dz.
Q

Q

On a donc

<T(u),u>p 5= Cllul,., = Cluly  avec C = 0o a.
0

Finalement,
<T >pr _
W > C|lul| " — +oc lorsque [|ul| g — 400,

ullg

car on a supposé p > 1 (le cas p = 1 est plus difficile et demande des outils supplémentaires, mais il est intéressant
en géométrie pour le probleme des surfaces minimales par exemple).

On a ainsi montré que 7" est coercive. On peut donc appliquer le lemme [3.26] 11 donne 1’ existence d’une solution au
probléme en dimension finie (3.23) (cette technique permet aussi par exemple de démontrer I’ existence de solution
pour le probleme (3.20) approché par éléments finis P1).

Etape 2 Existence de la solution a un probleme en dimension infinie On a montré 1’existence d’une solution au
probleéme (3.23). On va maintenant tenter (et réussir!) un passage a la limite sur ce probleme lorsque n — +oo
pour montrer I’existence d’une solution au probléme (3.20). Pour cela nous allons :

(a) obtenir une estimation sur u,,, qui nous permettra d’obtenir de la compacité, et donc d’effectuer

(b) un passage a la limite sur les problemes (3.23) de maniére a avoir 1’existence d’une solution « du probleme
(3:20) comme limite des solutions u,, des problémes (3.23)); pour cela, il nous faudra une
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(c) astuce pour montrer que la limite du terme non linéaire est bien le terme qu’on veut. ... .

(a) Estimation sur u,,
On prend v = u,, dans (3.23). On obtient :

70 [ [Funl? do < [l llunlg o
Q

par coercivité de a. On a donc : g aHunHIV’VOL,, < [ f by =10 lunlyp.r» 4ol

1
-1
ity € —[1F g1

(b) Passage a la limite

La suite (uy,)nen est donc bornée dans WO1 P(Q), qui est réflexif. On en déduit qu’il existe une sous-suite encore
notée (un,)nenN telle que u,, — u faiblement dans WO1 P(Q).

Par hypothese, |a(Vu,)| < C(1 + [Vu,[P~1), donc la suite (a(Vu,))new est bornée dans (L?'(€2))N, qui est
réflexif. Donc il existe ¢ € (L¥' (Q))Y telle que, 2 une sous-suite pres,

a(Vu,) — ¢ faiblement dans  (L¥' ().

Soitv € Wol’p(Q), on sait que U E, = Wol’p, donc il existe (vp )new t.q. v, € E,, pour tout n € IN* et
nelN

v, — v dans W,P(Q),
Vv, — Vo dans (LP(Q2))V.

On utilise alors (3.23) avec v = v,, on obtient :
/ ca(Vuy) - Vo, de =< fv, > .
Q

Mais < f,v,, >—< f,v >, car v,, converge faiblement vers v dans Wol’p(Q).
De plus a(Vu,) — ¢ faiblement dans (L? (€)Y et Vv,, — Vo (fortement) dans (L?(€2))". Donc par le lemme
B23 ona
1,
/QOC -Vodzr =< f,v >yt wihe Yo € Wy P (). (3.24)

On a ainsi prouvé I'existence de u € W, * () t.q. u est la limite faible dans W, * () de la suite (u,)nen et
t.q. la limite faible dans (L?'(€2))V de la suite (a(Vuy,))nen, notée ¢, vérifie (3:24). Si ¢ était égal 2 a(Vu), on
aurait terminé. Ceci serait facile a établir si a était linéaire. En effet, supposons qu’il existe une matrice carrée de
taille NV, notée A, telle que a(£) = A¢ pour tout &€ € RY (et donc p = p’). Comme u,, — u dans D*(2) on a
aussi D;u,, — D;u dans D*(Q) (pour tout 7). Comme la suite (D;u,,)n,cv est bornée dans L?(£2), on en déduit
que D;u,, — Dju faiblement dans L*(Q) (pour tout 7) et donc AVu,, — AVu faiblement dans L*(Q)". Ce qui
prouve que ¢ = a(Vu). Malheureusement, la situation est plus compliqués quand a est non linéaire.

(c) Limite du terme non linéaire Pour terminer, il reste 2 démontrer que
/ o -Vvdx = / o a(Vu) - Vo dz pour tout v € WP (). (3.25)
Q Q

On peut le démontrer par deux manieres différentes, selon les hypotheses :
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1. Par I’astuce de Minty['} , qui utilise uniquement la monotonie de a, ¢’est-a-dire (a(¢) —a(n)) - (£ —n) > 0.
On a dans ce cas uniquement u,, — u faiblement dans W, ().

2. Par la méthode de Leray-Lions, qui utilise la stricte monotonie de a, c’est-a-dire (a(§) —a(n))-(§—n) >0
pour tout &, 7, £ # 7. On a alors en plus u,, — u dans VVO1 "P(Q) ( ¢’est-a-dire une convergence forte et non
seulement faible).

(A) Etape commune a Minty et Leray-Lions.

Pour montrer (3.23)), on commence par étudier la limite de / o a(Vuy) - Vuy,
Q

dz. Lastuce consiste a utiliser I’équation! En effet [ o a(Vu,) - Vu, do =< f,u, >—=< f,u > caru, — u
Q

dans VVO1 P(§2) faible. Mais on sait (étape précédente) que u satisfait (3.24), et donc : < f,u >p/ p= / oC-Vu
Q
dx.

Donc lim o a(Vuy) - Vuy,
n—4o0o Q
dx =< f,u >E'E
= / o¢-Vu
Q
dx.

On distingue maintenant les méthodes de Minty et de Leray—Lions (qui sont toutefois tres voisines).
(B) Démonstration de (3.23)

e 1lére méthode : Astuce de Minty
Soit v € Wy (Q); il existe (v, )nen tel que v, € E,, pour tout n € IN et v, — v dans W, ?(£2) lorsque

n — 400. On va passer a la limite dans le terme / o a(Vuy,) - Vo,

dx grace a I’hypothése de monotonie. En effet,

0< /Qa(a(Vun) —a(Vuy,)) - (Vu, — Vu,) dz =

/ o a(Vuy) - Vuy, de — / o a(Vuy) - Vo, do — /
Q Q

oa(Vuy,) - Vu, dz + / o a(Vuy,) - Vo, dz
Q

Q

= Tl,n — Tg,n - T3,n + T47n'

On a vu que en (A) que T ,, — / 0¢ - Vu dx lorsque n — oo.
Q
Ona
lim TQW:/UC-Vde
n—-+oo Q

par produit d’une convergence forte dans (L?)N et d’une convergence faible dans (L?' (Q)Y) (lemme[3.23).
De méme,

lim T3, = / o a(Vv) - Vude
Q

n—-+oo

7. George James Minty Jr. (1929-1986) mathématicien américain, specialisé en analyse et mathématiques discretes.
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par produit d’une convergence forte dans (L?' ()™) et d’unc convergence faible dans (L?(€2))~ . Enfin, on
a aussi

lim T4n:/ o a(Vv) - Vo dz
Q

n—-+00

lorsque n — +o0 et ce dernier terme est le plus simple car on a le produit d’une convergence forte dans
(LP" (2)V) et d’une convergence forte dans (LP(Q2))™.

Le passage a la limite dans I’inégalité donne donc :

/ o(¢ — a(Vv)) - (Vu — Vo) dz > 0 pour tout v € W, P ().
Q

. . . . 1
On choisit maintenant astucieusement la fonction test v. On prend v = u + —w, avec w € WO1 P(Q) et
n
n € IN*. On obtient ainsi :

1/520<<a(w+71lvw)> Vwds >0

n

et donc

/ o <C —a(Vu + 1Vw)> - Vwdz <0.
Q n

1 1 /
Mais u + —w—u dans W, (), donc par le lemme|3.24] a <Vu + an) — a(Vu) dans (LP ()N,

En passant a la limite lorsque n — +00, on obtient alors
/ o(¢ —a(Vu)) - Vwdr <0 Yw € WyP(Q).
Q

Par linéarité (on peut changer w en —w), on adonc : [, 0(¢ — a(Vu)) - Vw dz =0, Vw € WP (€2). On
en déduit que

/0C~dex:/aa(Vu)~dex Yw € WyP (Q).
Q Q

On a donc bien démontré que u est solution de (3.20).

Notons que I’on a montré ce résultat par approximation, c’est a dire en montrant d’abord I’existence de
solution a un probleme approché qui se pose en dimension finie, puis en passant a la limite. Ceci est égale-
ment possible en utilisant un probléme approché obtenu avec des schémas numériques, par exemple avec un
schéma numérique utilisant des éléments finis P1.

e 2éme méthode : Astuce de Leray-Lions On suppose maintenant la stricte monotonie de a, c’est-a-dire :

(a(§) —a(n)-(E—=n) >0 si E#n.

On va montrer que u est solution de @P (on le sait déja, grice a la premiere méthode) mais aussi que
a(Vu) = ¢ et surtout que u,, — u dans W"" ().

Comme U,ew E), = W0 P il existe une suite (v, )nen telle que v, € E,, pour tout n € IN et v,, — u dans
I/VO1 P(Q). Par hypothese de monotonie, on a :

/Q o(a(Vu,) —a(Voy)) - (Vu, — Vu,) >0
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Avec le méme raisonnement que pour Minty (mais maintenant v,, — u au lieu de v,, — v),ona:

lim o(a(Vuy) — a(Vuy,)) - (Vu, — Vu,) de = / o(¢ —a(Vu)) - (Vu — Vu) dz,
n—+ Jq Q T

donc si on pose F,(x) = o(a(Vu,) —a(Vvy)) - (Vu, — Vuy),ona F, > 0p.p.et [, F, dz — 0 lorsque

n — +oc. Donc F,, — 0 dans L', et donc, aprés extraction d’une sous-suite, £, — 0 p.p.. On peut aussi

supposer, apres extraction d’une sous-suite, que Vv,, — Vu p.p..

Soitz € Qt.q. o(x) > 09, F,(x) — 0 (on a donc a(Vu,(z)) — a(Vu,(z)) - (Vu,(x) — Vo, (z)) — 0) et
Vun () = Vu(x) lorsque n — +o0.

Etape A : La suite (Vi (z))nen est bornée dans IRY . En effet, grace aux hypotheses (3.18b) (3.18d) de
coercivité et croissance sur a, on a

> Fu(@) > (a(Vun(z)) = a(Vou(2)) - (Vug(z) = Vo, (z))
> a|Vu, (2)|P — C(1 + |[Vu, (2)|P~H) |V, (2)] — C(1 + |V, (2) P71 |Vu,(x)] + | Vo, (z)[P.

On en déduit que la suite (F},(z))ren est non bornée si la suite (Vu, (2)),en est non bornée. Or F, (z) —
0 lorsque n — +o00. Donc il faut que la suite (Vu,,(x)),ecn soit bornée.

Etape B : Soit £ € R” limite d’une sous suite de la suite (Vi ())nen. On rappelle que 2 est fixé.
On a donc pour cette sous suite (encore notée (Vi (z))nen) limy—stoo a(Vun(z)) = a(§). Comme
limy, s 1 o0 Fr(z) = 0, on en déduit

(a(§) = a(Vu()) - (€ = Vu(z)) = 0.
Or, le ler terme de cette égalité est strictement positif si £ # Vu(z). On a donc donc £ = Vu(z). On a donc
(sans extraction de sous suite pour cette étape) Vu,,(z) — Vu(z) quand n — +o0.

En résumé, on a ainsi montré que Vu,, — Vu p.p. (2 une sous suite pres, car on extrait une sous suite pour
avoir F,, — 0 p.p. et Vv, — Vu p.p.). On en déduit que a(Vu,) — a(Vu) p.p.. Ceci est suffisant pour
montrer que ¢ = a(Vu). En effet, on sait déja que a(Vu,) — ¢ dans (L? )N (Q) faible. On en déduit alors
que ¢ = a(Vu) par le lemme d’intégration (voir [13, Exercice 6.18] pour la démonstration) suivant :

Lemme 3.27 (Convergence par norme dominée) Soir () un ouvert borné. On suppose que f,, — f p.p. et
que (fn)nen bornée dans L, q > 1. Alors f, — f dans L™ (Q) pour toutr t.q. 1 <r < q.

Du lemme [3.27] on déduit que la suite (a(Vu,,))nenw converge dans L"(Q)Y, pour 1 < r < p/, vers a(Vu).
Comme cette méme suite converge faiblement dans (LP )™ (Q) vers ¢, on peut conclure (par exemple en
utilisant 1’unicité de la limite faible dans L"(£2)") que les limites sont égales, c’est-a-dire

¢ = a(Vu) p.p..

11 reste & montrer que u, — u dans W, ?(€Q). On sait déja que u,, — u faiblement dans W, (€2) et donc
(fortement) dans L”(2). Comme, aprés extraction d’une sous suite, on a Vu,, — Vu p.p., le lemme
nous donne Vu, — Vu dans L"(Q)" pour tout 1 < r < p et donc u,, — u dans Wol’r(Q) pour tout
1 < r < p. En raisonnant par contradiction on a méme u,, — u dans VVO1 T(Q) pour tout 1 < r < p
sans extraction de sous suite. Mais ceci ne donne pas la convergence dans Wol’p (€2). Pour démontrer cette
convergence dans W(} "P(Q), on réutilise I’étape (A) commune 2 Minty et Leray—Lions. Cette étape a donné

lim ca(Vuy) - Vu, de = / oC - Vudzx.
n—+o0 Jo Q
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Mais on sait maintenant que ¢ = a(Vu) p.p., on a donc

lim ca(Vuy) - Vu, do = / ca(Vu) - Vu dz.
n—-+4oo Q Q

On rappelle maintenant un lemme classique d’intégration (encore. .. ), valable dans tout espace mesuré mais
que I’on donne ici dans le cas qui nous intéresse.

Lemme 3.28 (Convergence L' pour une suite de fonctions positives)

Soit  un ouvert borné de R” . Soit f € L'(Q). On suppose que la suite (f,)new de fonctions de L*(S2)
vérifie :

1. f, > 0 p.p., pour tout n € IN,

2. fn = f p.p. quand n — +oo,

3 limy, sy o0 [o fu(z) do = [, f(x) da.
Alors f,, — f dans L* ().

Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer Vu,, — Vu p.p.. On applique alors le lemme
21 la suite (f,,)new définie par f, = ca(Vu,) - Vu,. Le lemmedonne la convergence L!(Q) de
cette suite et donc I’équiintégrabilité de la suite ( f, ), e . Avec I’hypothese de coercivité sur a et I’hypothese
sur o , on obtient 1’équiintégrabilité de la suite (|Vu, |P),cn. Il reste a appliquer le théoréme de Vitali (voir
le poly d’intégration) pour conclure que Vu,, — Vu dans L?(2)" et donc que u,, — u dans I/VO1 P(Q).
Comme d’habitude, un argument par contradiction montre que cette convergence dans Wol’p (Q) alieu sans
extraction sous suite des que u,, converge faiblement vers u dans WO1 P (Q) (et pour avoir cette convergence,
on a dii extraire une sous suite). Dans 1’étape 3 ci dessous, on va démontrer 1’unicité de la solution de
si a est strictement monotone. Ceci permet de conclure que la suite (u,)neN converge (sans extraction de
sous suite) dans W, () vers I"unique solution de (3:20).

On a ainsi terminé la partie “existence” du théoréme [3.22]

Etape 3 : Unicité On suppose que a est strictement monotone. Soient u; et uz deux solutions.
/Qaa(Vui)-Vvdx=< o> i=1,2 Yoe WP Q).
On fait la différence des deux équations, et on prend v = u; — uz. On obtient :
/ch(a(Vul) —a(Vug)) - V(uy — ug)dz = 0.

OrY =o(a(Vui) — a(Vuz)) - V(us —u2) > 0,etY > 0si Vug # Vug;onadonc Vu; = Vug p.p. et
Lp
donc uy = ug car ug et ug € Wy (Q).

Remarque 3.29 Dans le cas des opérateurs de Leray—Lions, lorsque a dépend de x, Vu mais aussi de u, on
arrive encore a montrer des résulats d’unicité si p < 2.
L]
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3.3 Exercices

Exercice 3.1 (Continuité d’une application de L? dans L?)
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, o] et g une application continue de IR dans IR t.q. :

3C e RY; |g(s)| < Cls|7 + C, Vs € R. (3.26)

1. Soit w € L1 (E, T, m). Montrer que g o u € L (E, T, m).

Onpose L™ = L (E,T,m),pourr = petr = q. Pouru € L”, onpose G(u) = {h € LE (E,T,m); h = gov
p.p.}, avec v € u (de sorte que G(u) € L9).

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans w.

3. Soit (up)new C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — +o0, et qu’il existe F' € L? t.q. |u,| < F p.p.,
pour tout n € IN. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L9.

4. Montrer que G est continue de LP dans L9.

5. On considere ici (E,T,m) = ([0,1], B(IR), \) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas (3.26).
On va construire u € L' t.q. G(u) € L.

(a) Soit n € IN*, montrer qu’il existe o,, € IR tel que : [g(av,)| > nlay,| et |a,| > n.

(b) On choisit une suite (o, )N+ vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe
a > 0tq.

(¢) Soit (ay)new+ une suite définie par : a; = 1 et apy1 = ap — (ot v, et « sont définies dans les 2

| |n?

2 anlia,,, an(- Montrer que u € L' et G(u) ¢ L*.

questions précédentes). On pose u = ) )

Corrigé —

1. La fonction u est mesurable de E (muni de la tribu T) dans IR (muni de la tribu B(IR)) et g est borélienne ( ¢’est-a-
dire mesurable de R dans IR, muni de la tribu B(IR))). On en déduit, par composition, que g o u est mesurable (de E
dans IR).

Pour s € [—1,1], ona |g(s)| < 2C et donc |g(s)|? < 29CY. Pour s € R\ [—1,1], ona |g(s)| < 2C7|s\% et donc
lg(s)]? < 29C7|s|P. On a donc, pour tout s € R, |g(s)|? < 29C?T 4 29C?|s|P. On en déduit que, pour tout x € E,

lg ou(x)|? = |g(u(z))|? <21CT + 27Cu(x)|?, et donc :

/ |g o ulTdm < 29C7|u||p +27C'm(E),

ce qui donne gou € L (E, T, m).
2. Soient v,w € w. Il existe A € T t.q. m(A) = 0 et v = w sur A°. On a donc aussi g ov = g o w sur A° et donc
gov = gowp.p.. On en déduit que {h € L3 (E,T,m); h=govpp.}={he€LL(E,T,m);h=gowp.p.}.

G(u) ne dépend donc pas du choix de v dans u.

3. Pour tout n € IN, on choisit un représentant de ., encore notée u,. On choisit aussi des représentants de u et F,
notés toujours u et F. Comme u, — w p.p. quand n — +o< et que g est continu, il est facile de voir que gou,, — gou
p.p.. On a donc G(un) — G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o un| < Clup i 4+C< C\F|f7‘ + C p.p. et donc |G(un)| < C|F i+C p.p., pour tout

n € IN.
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Comme F' € L?, on a |F\§ € LY. Les fonctions constantes sont aussi dans L7 (car m(E) < oo). On a donc
C|F| i4+C € L% On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée dans LA, il donne que G(u,) — G(u)
dans L quand n — +o0.

4. On raisonne par I'absurde. On suppose que G n’est pas continue de L dans LY. Il existe donc u € LP et (un)nenw C
L? t.q. un, — wdans LP et G(uy,) /4 G(u) dans LY quand n — +oo.

Comme G(urn) # G(u), il existec > 0et p : IN = IN 1.q. p(n) — oo quand n — oo et :
|G (tupiny) — G(u)|lq > € pour tout n € IN. 3.27)

(La suite (G(uy(n)))neN est une sous suite de la suite (G(un))neN.)

Comme .,y — w dans LP, on peut appliquer la “réciproque partielle de la convergence dominée dans L¥”. On
obtient I'existence devp : IN — IN etde F' € L* t.q. 1)(n) — 0o quand n — 00, Ugoyp(n) — UP.P. €l [Upoypn)| < F
p-p., pour tout n. € IN. (La suite (Upoyp(n))nelN est une sous suite de la suite (Uy(n))neN ).

On peut maintenant appliquer la question 2 a la suite (Uyoyp(n))neN. Elle donne que G(ugoypny) — G(u) dans L?
quand n. — +oo. Ce qui est en contradiction avec B.Z7).

5.(a) On raisonne par I’absurde. On suppose que |g(s)| < nl|s| pour tout s t.q. |s| > n. On pose M = max{|g(s)|,
s € [-n,nl}. Ona M < oo car g est continue sur le compact [—n,n] (noter que n est fixé). en posant C' =
max{n, M}, on a donc :

lg(s)| < C|s|+ C, pourtout s € R,

en contradiction avec I’hypothése que g ne vérifie pas ([3-20).

Il existe donc s, t.q. |s| > n et |g(s)| > n|s|. Ceci prouve Iexistence de cu,.

< 7%3 et donc :

(b) Comme v, > n, ona ——
= lon [n? =

On choisit alors a = %
(¢) Pourmn > 2, onaa, = 1722;11 5
|ap‘p
Grdce au choix de «, on a donc a,, > 0 pour tout n € IN*, et a,, | 0, quand n — +o0.

«

La fonction u est bien mesurable et, par le théoréeme de convergence monotone, on obtient :
a
/\u|d/\ = E |an|(an — ang1) = E o < oo.
nEIN* nEN*

Donc, w € L' et aussiu € L' en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.

on remarque ensuite que g o u = ifl g(an)lia, 1 ,a,[- On adonc :
a
[lgouar=3 lgan)l(en —an) = 3 % =oc.
nelN* nelN*

ceci montre que g o u ¢ L' et donc G(u) ¢ L.

Exercice 3.2 (Existence par Schauder)
Soit © un ouvert borné de RY (N >1),g9 € LQ(Q), a une fonction continue de IR dans IR et A une fonction
continue de IR x IR dans IR. On suppose que

— 0 < a=infser a(s) < sup,er a(s) = B < +oo,
— ilexiste § € [0,1[ et C; € IR t.q. |h(s,&)| < C1(1 +|s|® + [€]°) pour tout (s,&) € R x RY.
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1. Soitw € Hg (). Montrer que h(u, V) € L*(£) et qu’il existe un unique u solution de
u € Hy (),
/ a(t(z))Vu(z) - Vo(x) dz + /
Q

Q

h(u(z), Vu(z))v(z) de = /Qg(;z;)v(x) da, Yo € HE(Q). (3.28)

Dans la suite, on note 7" ’application qui & @ associe u, unique solution de (3:28). L’application 7" est donc de
H{(€2) dans HJ ().
2. (Estimation sur u) Soitw € H{ () et u = T'(w). Montrer qu’il existe Cy ne dépendant que Q, «, g et C; t.q.

ull g o) < C2(1+ ||ﬂ||§13(9))~

[On pourra prendre v = u dans (3:28).]
En déduire qu’il existe R € R t.q.

[l ) < R = lullmio) < R

3. (Continuité de T') Soit (%, )nen une suite de H(Q) etw € HE (). On suppose que u, — u dans H} ()
(quand n — +00). On pose f,, = h(Uyn, Vu,), f = h(w, Va), u, = T(u,) etu = T(a).
(a) Montrer que f,, — f dans L?(£2).
(b) Montrer que u,, — u faiblement dans H{ (€2).

(c) Montrer que /Q a(tn(x))Vup(z) - Vuy(z) doe — /Qa(ﬂ(x))Vu(x) - Vu(z) da.

En déduire que u,, — u dans H} (). [On pourra s’inspirer de I’exercice ]

4. (Compacité de T) Soit (Uy)nen une suite bornée de H{ (€2). On pose f,, = h(uy,, Vu,) et u, = T(tuy).
Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (%, )neN, encore notée (U, )nen, et il existe f € L3(Q) et
be L>®(Q) tq.

fn — f faiblement dans L?(Q2),
a(uy) — bp.p..
Montrer que la suite (u,,)neN €st convergente dans H{ (€2). [On pourra raisonner comme dans 1’exercice ]

5. Montrer qu’il existe u € H} () t.q. w = T'(u) (et donc u solution de (3:28) avec w = u).

Corrigé —
1. On remarque que |h(a, V)| < C1(1 + |al® + |Val|®) € L3 () C L*(Q) car s < 1.
Pour u,v € H}(Q), on pose
A(u,v) = / a(u)Vu - Vo dz.
Q
Comme 0 < o < a(@) < B, il est facile de montrer de A est bilinéaire continue et coercive sur (Hg ()

2

On conclut alors qu’il existe bien une unique solution a (3:28).

2. En prenant v = u dans [B:28), on obtient

2 ~ 1/2 _\5 . _15
@HUHHé(sz) < HQHLZ(mH“HL?(sz) + C1|Q] / H’UHL2<Q) + <Cl H‘U"HLQ(Q) + C1|[Val HLQ(SZ)> H“HLZ(Q)-
Avec Cq donnée par ’inégalité de Poincaré, on en déduit

« ~11/2 —5 —10
(TZHUHH},(Q) < gl 20y + Ci <\52\ 4 l|a| l20) + IVl HLQ(SZ)> . (3.29)
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Mais en utilisant l'inégalité de Holder (ou 1’inégalité de Jensen pour la fonction (concave) de IR+ dans IR+ définie

par s — s°) on obtient
—1612 — 128 210~ 1-6
ol e = [ faldo < ( [ @I,
Q Q
et
—1812 — 126 —12\0 |y 1-8
198 ey = [ 1Valae < ( [ [7aP)lo) .
Q Q
(Si 6 € [1/2,1] ces deux inégalités correspondent & I'injection classique de L*(Q) dans L*°(2).)
De ces deux majorations (et avec I'inégalité de Poincaré), on déduit I’existence de C ne dépendant que de Q) et § t.q.
_16
Izl
En revenant a B:29), on obtient existence de C ne dépend que a, g, Q et C1 1.q.
"
lullimy ey < Ca (1+ g o ) -

Pour conclure, on remarque qu’il existe R € IR t.q. R > C>(1 + R®). En effet, on a
Ca

R—Cy—CyR’ = R(1— o CoLR°™H).

il suffit donc de prendre R > 2C'y et R > (QCz)ﬁ. (c’est ici que ’hypothese 6 < 1 est utilisée.)
On a alors

S 15 S
[L2(0) < C”“’HH&(Q) et [I[Va[| L2y < C||UHH3(Q)-

_ 5
HU‘HH&(SZ) <R= Hu”H(l)(Q) <Cx(1+R°) <R

3.(a) Si fn # f dans LQ(Q), il existe € > 0 et une sous suite, encore notée (fn)new .q.
lfn = fllL2(q) > € pour tout n € IN. (3.30)
Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer que
Un, — U p.p., avec un domination par une fonction G appartenant a L2(Q).
et

Vi, — Vu p.p., avec un domination par une fonction H appartenant a L? (Q).

On a alors f,, — f p.p. et |fu] < Ci(1 + |G|° + |H|®) p.p. (et pour tout n. € IN). Comme 0 < & < 1, on a

|GI° + |H|® € L*(Q). Le théoréme de convergence dominée (dans L*(Q)) donne alors fn — f dans L*(Q), en
contradiction avec [330).

(b) La question 2 donne que la suite (u,)new est bornée dans I (). Si un, # u faiblement dans Hg (Q), il existe
e >0, € H Q) et une sous suite, encore noté (un)nen, 1.q.

[(, up — U>H—1(Q)’Hé(ﬂ)‘ > e pour tout n € IN. (3.31)
Puis, apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer
Un — w  faiblement dans H{ (S2),
Up — U p.p.

Soitv € H§ (). Comme up, = T (i), on a

/a(ﬁn)Vun~V'u d:ch/fnv dx:/gvd:c.
Q Q Q

Comme a(tn) — a(u) p.p. et |a(t,)| < B p.p., on a, par convergence dominée, a(tn)Vv — a(u)Vv dans
L? (Q)N En passant a la limite quand n — +oo dans I’égalité précédente, on obtient donc

/ a(a)Vw - Vo dz +/ fode = / gv dz.
Q Q Q

Ce qui prouve que w = u, en contradiction avec B31). On a bien ainsi montré que w,, — u faiblement dans
H} () quand n — +oo.
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(c) Pour toutn € IN on a

/ a(tn)Vuy - Vu, doe = / gu, dr — / Sty do.
Q Q Q

Comme u,, — u dans L*(Q) et que f, — f dans L*(S2), on en déduit
lim a(tn )V, - Vu, de = / gu dx — / fudx.
n—+oo [ Q Q
et donc, comme u = T'(0),
lim a(tn)Vuy, - Vu, do = / a(u)Vu - Vu dz.
n—+oo o Q
On remarque maintenant que
ol|un, — uH?{é(ﬂ) < / a(tn)(Vun — Vu) - (Vu, — Vu) de.
Q
Pour montrer que u.,, — u dans Hé (82), il suffit donc de montrer que
lim a(tn)(Vun — Vu) - (Vu, — Vu) de = 0. (3.32)
n—-+oo Q
Pour montrer B32), on utilise le fait (facile & montrer en raisonnant par I’absurde) que

a(in)Vu — a(@)Vu dans L* (Q)N, quand n — +00.

On en déduit que (en utilisant le fait que Vu,, — Vu faiblement dans L2(Q)N)

lim a(tn)Vu - Vu, de = / a(2)Vu - Vu dz

n——+0o0 Q Q

et lim / a(tn)Vu - Vu dz = / a(2)Vu - Vu dz.

n—-+oo Q Q
Ceci permet de montrer (B:32)) et donc de conclure que u, — u dans HE(Q). Ce qui prouve la continuité de
Uopérateur T de Hy(Q) dans I} ().
4. La suite (fn)new est bornée dans L? (Q) et la suite (Un)new est bornée dans H} (Q2) et donc relativement compacte
dans L* (). On peut donc supposer, aprés extraction d’une sous suite, qu’il existe f € L*(Q) et ¢ € L*(Q) t.q.
fn — f faiblement dans L*(£2),

Un — C p.p. . (3.33)
En posant b = a(C), on a donc b € L*(Q) et a(un) — b p.p..
(On peut montrer que { € HE () mais il est faux de dire que f = h(¢, V) p.p..)
Comme o < b < (3 p.p., il existe un et un seul u solution de
u € Hy(Q),
(3.34)

bWu - Vodr = / (g — f)v dx pour tout v € Hé(Q)
Q Q

On va montrer que la suite (un )new converge dans H&(Q) vers u, solution de @ (on travaille ici avec la suite
extraite qui vérifie (3:33)).

On sait déja que la suite (uyn)necw est bornée dans H& (Q) En raisonnant par I’absurde, il est alors assez facile de
montrer que u, — u faiblement dans Hg (). En effet, supposons que (aprés extraction de sous suite) u, — w
faiblement dans HE (). On a alors, pour tout n, € IN et tout v € Hg (€2),

/ a(tn)Vuy, - Vodz = /(g — fn)v dz.
Q Q

En passant a la limite quand n. — +00 dans cette équation, grdce aux convergences données dans (333), on obtient

/QquwVvdx:/(gff)vdm.

Q

110



3.3. EXERCICES CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que w, — v faiblement dans H} () quand n — +oo. On a donc aussi
Un, — u (fortement) dans L*(Q).

11 reste & montrer la convergence (forte) de uy, vers u dans Hg (). Pour cela on remarque tout d’abord que

/ a(tin)Vuy - Vu, do = /(g — fo)un dz — /(g — fHudx quand n — +oo.
Q Q Q
Comme u est solution de @ on a donc

lim / a(tin)Vuy, - Vu, do = / bVu - Vu dz.
Q Ja

n—+oo

En utilisant cette convergence et (3.33) on montre alors que

lim / a(tn)V(un —u) - V(up —u) dz = 0.
Q

n—-+oo
Comme o||uy, — uHiI(‘](SZ) < o a(tin)V (un — ) - V(un — u) da on conclut bien que un, — u dans Hy (52).
5. 1l suffit ici d’appliquer le théoreme de Schauder. L’opérateur T" est continu et compact de H; (2) dans H} (Q). 1l existe
R > 01.q. T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de Hg (2)) dans elle-méme. Le théoréme de Schauder permet

alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans H(Q)) t.q. w = T(u). La fonction u ainsi trouvée est
solution de @) avec U = u.

Exercice 3.3 (Existence par Schauder, généralisation de I’exercice[3.2)
Soit  un ouvert borné de R (N > 1), a une fonction de Q x IR dans IR et f une fonction de Q x R x R
dans IR vérifiant :

— a est mesurable par rapport a x € €, pour tout s € IR, et continue par rapporta s € IR, p.p. en z € Q.
— Dlexiste o, f € RY t.q. a < a(w,s) < Spourtout s € Retp.p.enz € €.

— f est mesurable par rapport a - € 2, pour tout s, p € IR x IR, et continue par rapport 2 (s,p) € R x RY,
p.p.-enx € (.

— Dlexisted € L*(Q),C € Retd € [0,1[t.q. |f(-,5,p)| < C(d+]|s]®+]|p|®) p.p., pour tout s, p € R x RY.
Montrer qu’il existe un et un seul u solution du probléme suivant :
u € Hg(Q),

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z) de = / f(z,u(x), Vu(z))v(z) de, pour tout v € Hj ().
Q Q

(3.35)

[On pourra construire une application de Hg () dans Hg () et utiliser le théoréme de Schauder.]

Corrigé —

On suit la méme démarche que pour | ’exercice@( les modifications sont mineures). On construit un opérateur, noté T,
de Hg () dans H§(Q). On montre que, si R est bien choisi, T envoie la boule de centre 0 et de rayon R dans elle méme.
Enfin, on montre la continuité et la compacité de 'T" et on conclut alors par le théoréeme de Schauder.

Construction de T’

Soitw € H§ (). En choisissant un représentant de la classe de fonctions 1, la fonction x v+ a(x, u(x)) est borélienne et
ne change que sur un ensemble de mesure nulle si on change le représentant de 1, ceci est dii au fait que a est une fonction
de Carathéodory (ce qui est la premiére hypothese sur a). Avec la seconde hypotheése sur a, on a donc a(-,1) € L (Q)
eta<a(,a) < Bpp.

De méme, en choisissant des représentants de u et V', la fonction © — f(x, u(x), V) est borélienne et ne change que
sur un ensemble de mesure nulle si on change les représentants de u et NV, ceci est aussi dii au fait que f est une fonction

de Carathéodory (ce qui est la premiére hypotheése sur f). Avec la seconde hypothese sur f, on a

£ m, Va)| < C(d+ [al’ +|Val’) pp.
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et donc f(-,u,Va) € L*(Q) car d, @, |Vi| € L*(Q) et § < 1.
On peut maintenant appliquer le théoréme 2.0 il donne Iexistence et I'unicité de w solution de
1
u e HO (Q),

/ﬂa(aﬁ7 u(z))Vu(z) - Vo(z) de = /Q [z, a(z), Va(z))v(z) dz, pour tout v € H(S2).

(3.36)

On pose u = T(i@). On a ainsi construit une application T de T (Q) dans Hg (). Pour conclure, il suffit maintenant de
montrer que 'I" admet un point fixe.

Estimations sur 7'
Soitw € Hy(Q) et w = T'(w). En prenant v = u dans (B36), on obtient
allullia @y < CUldllc2 o) + Il 220y + CLlIVaEl |2 (o) l[ull L2 (o) -
Avec Cq donnée par ’inégalité de Poincaré, on en déduit
%‘|u|‘Hé(Q) < C(lldll 20y + Nal’ L2y + 1Vl [l 2ay)- (3.37)
Mais comme dans l’exercice@ on a (en utilisant I'inégalité de Holder)
1o < ([ @100 et VAl e < ([ [Va2)7 201",
On en déduit (avec I'inégalité de Poincaré) Iexistence de C ne dépendant que de Q et § 1.q.
17|20y < Cllallgg g e 11Vl | 2) < Cllal o)
Avec @ on obtient I’existence de Co ne dépend que o, ) et C t.q.
lull g ) < Co (1 + \WH?{&(Q)) : (3:38)
Pour conclure cette étape, on remarque qu’il existe R € R} t.q. R > Ca(1 + R‘s) (car § < 1) et donc
Hﬁ”Hg(sz) <R= ”uHHé(SZ) < Co(1+ Ra) <R
Ce qui montre que ' envoie Br dans Br ot Br est la boule (fermée) de centre 0 et de rayon R.
Continuité de T’

Soit (TWn)new une suite de H5(Q) et w € HE(Q). On suppose que @, — @ dans H{(Q) (quand n — +00). On
pose u, = T(Un) et u = T(W). On veut montrer que u, — wu dans H () quand n — +-oc. On pose aussi g, =
f(TUn, V), g = f(-,u, Va), A, = al-, 4n) et A= a(-,a).

On commence par remarquer que g, — g dans L*(Q) (quand n — +00). La démonstration est ici identique & celle de
fn — f dans l’exercice la seule modification est dans la domination de gy, qui ici est |gn| < C(d + |G|° + |H|°)
p.p. (au liew de | f,| < C1(1 + |G| + |H|%) p.p. dans | ’exercice.

On montre maintenant que w, — u faiblement dans Hg (2). On suit encore le méme raisonnement que dans [’exercice
L’inégalité B3T) donne que la suite (un)new est bornée dans Hy (Q). Si un, # u faiblement dans H{ (), il existe
e >0, € H Q) et une sous suite, encore noté (u,)nen, .q.

(s tn = ) g—1(0), 13 ()| = € pour tout n € IN. (3.39)
Puis, apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer
Un — w  faiblement dans Hg(€2),
Up — U p.p..
Soitv € H} (Q). Comme u,, = T (1), ona

A, Vu, -Vodzr = / gnv da. (3.40)
Q Q

Comme A, — A p.p. (puisque a est p.p. continue par rapport & son deuxieme argument) et |A,| < B p.p., on a, par
convergence dominée, A,Nv — AVv dans L? (Q)N En passant a la limite quand n — +oo dans [’égalité précédente,

on obtient donc
/AVquvdm:/gvdm.
Q Q
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Ce qui prouve que w = wu (grdce & 'unicité de la solution de B30)) et donc u,, — wu faiblement dans H (), en
contradiction avec B39). On a bien ainsi montré que u,, — u faiblement dans Hj (Q) quand n — +oo (sans extraction
de sous-suite).

on veut montrer maintenant que u, — u dans H¢ (Q2) (et pas seulement faiblement). En prenant v = uy, dans (3.40), on

a
/ ApVuy - Vu, de = / GnUn da.
Q Q
Comme u,, — u dans L*(Q2) et que gn, — g dans L*(Q), on en déduit

lim A,Vu, - Vu, doe = / gu dx.
Q Q

n—-+oo
et donc, comme v = T(u), B36) donne
lim A, Vu, - Vu, do = / AVu - Vu dz. (3.41)
n——+oo Q Q
On remarque maintenant que
allun — u||§13(9) < / An(Vun, — Vu) - (Vu, — Vu) dz. (3.42)
Q

Comme dans Iexercice[3.2] on utilise le fait que

AnVu — AVu dans LQ(Q)N, quand n. — +00
et que V', — Vu faiblement dans L* (). Ceci donne

lim A,Vu-Vu, dr= lim AVu - Vudx

n—-+oo Q n—-+oo Q

et lim A,Vu-Vudr = lim / AVu - Vudx,
Q

n—+oo n—-+oo Q

et donc, avec (BAT),

lim An(Vup, — Vu) - (Vu, — Vu) dz = 0.

n—+oo Q
On conclut bien, avec BA2), que u, — u dans H{ (). Ce qui prouve la continuité de I'opérateur T de Hy () dans
H(Q).
Compacité de T’
On suit toujours le raisonnement fait pour [’exercice Soit (Up)new une suite bornée de H&(Q). On pose g, =
FCTn, V) et uy = T(Un).
La suite (gn)nen est bornée dans L*(Q) et la suite (in)nen est bornée dans H(Q) et donc relativement compacte
dans L*(Q). On peut donc supposer, aprés extraction d’une sous suite, qu’il existe g € L*(Q2) et ¢ € L*(Q) t.q.

Gn — g faiblement dans L*(Q),

Un, — C p.p. . (3.43)
En posant b = a(-,(), on adonc b € L>(Q) et a(-,n) — bp.p..
Comme o < b < (8 p.p., il existe un et un seul u solution de
u € Hy (),
bVu-Vodx = / gv dx pour tout v € Hy (). (3.44)
Q Q

On va montrer que la suite (un)neN converge dans Hol (Q2) vers u, solution de @ (on travaille ici avec la suite extraite
qui vérifie 3 43)).
On sait déja que la suite (un )new est bornée dans H, 5 (). En raisonnant par I’absurde, il est alors assez facile de montrer

que u, — u faiblement dans Hg (). En effet, supposons que (apreés extraction de sous suite) u, — w faiblement dans
Hg(Q). On a alors, pour tout n € I et tout v € H (),

/ a(z,Un)Vu, - Vodz = / gnv dx.
Q Q
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En passant a la limite quand n — +oo dans cette équation, grdce aux convergences données dans 343), on obtient

/ bVw - Vo dx = / gv dx.
Q Q

Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que u, — u faiblement dans Hg () quand n — +oco. On a donc aussi
un — u (fortement) dans L*(Q).

1l reste & montrer la convergence (forte) de u, vers u dans Hg (). Pour cela on remarque tout d’abord que
/ a(z, Un )V, - Vuy, doe = / Gnp dx — / gu dx quand n. — +o00.
Q Q Q
Comme w est solution de -&4) on a donc

lim a(z, Un) Vi, - Vu, dz = / bVu - Vu dz.
Q

n—-+oo Q
En utilisant cette convergence et (3.43) on montre alors que
lim / a(z,Un)V(un —u) - V(un —u) dz = 0.
n—-+oo Jo
Comme a|u, — UH%WQ) < [y a(@, wn)V(un — u) - V(un — u) do on conclut bien que v, — u dans Hg (). (On
notera que la convergence est obtenue seulement pour la suite extraite qui vérifie 3:43).)

On a bien montré la compacité de T'.

Conclusion

11 suffit ici d’appliquer le théoréme de Schauder. L’opérateur T est continu et compact de H} (Q) dans HE (Q). 11 existe
R > 0t.q. T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de Hg(S2)) dans elle-méme. Le théoréme de Schauder permet
alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans Hg () t.q. w = T'(u). La fonction w ainsi trouvée est solution

de (B:33).

Exercice 3.4 (Degré d’une application affine)
Soit E un espace de Banach (réel). Pour R > 0, on pose B = {v € E t.q. |[v||g < R}.

1. Soit f une application constante de E dans E. Il existe donc a € F t.q. f(v) = a pour tout v € E. Soit R > 0
t.q. ||a||g # R. Montrer que d(Id — f, Br,0) est bien défini et que d(Id — f, Br,a) = 1si R > ||a|/g et
d(Id — f,Br,a) =0si R < ||a||g-

2. Soit L une application linéaire compact de E dans E. On suppose que 1 n’est pas valeur propre de L. Soit
a € E. On définit f de E dans E en posant f(v) = Lv 4 a pour tout v € E.

(a) Montrer que 1’équation « — f(u) = 0 a au plus une solution.

(b) Montrer que I’équation v — f(u) = 0 a une unique solution. On note b cette solution. Montrer que d(Id —
fiBr,0) #0si R > ||b||g etd(Id — f,Bgr,0) =0si R < ||b||g-

Corrigé —

1. 1l est clair que [ est continue et compacte et que w— f(u) = 0 si et seulement siw = a. Si ||a||p # R, d(Id— f, Br, a)
est donc bien défini.

SiR < ||a|

B, I'équation u — f(u) = 0 n’a pas de solution dans Br et donc d(I1d — f, Br,0) = 0.

Si R > ||a||g, on pose h(t,v) = tf(v). La fonction h est continue et compacte de [0,1] x E dans E et I’équation
u = tf(u) n’a pas de solution sur OBgr pour t € [0,1] (car 'unique solution de v = tf(u) est ta). On a donc
d(1d — f, Br,0) = d(Id — h(1,-), Br,0) = d(Id — h(0, ), Br,0) = d(Id, Bg,0) = 1.
2.(a) Soit u1,us € E t.q. ur — f(u1) = 0etuz — f(u2) = 0. En posant u = u1 — uz on a donc w — Lu = 0. Comme
1 n’est pas valeur propre de L, on a donc u = 0. Ce qui prouve bien que u — f(u) = 0 a au plus une solution.
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(b) On pose h(t,u) = Lu + ta. La fonction h est continue et compacte de [0, 1] X E dans E. Soit R > 0. L’équation
u = h(0,u) n’a pas de solution sur Br (car 1 n’est pas valeur propre de L).

Si I’équation uw = h(t,w) n’a pas de solution pour t €]0,1] sur Br, on a
d(Id — f, Br,0) = d(Id — h(1,0), Br,0) = d(Id — L, Br,0) # 0,
d’apres le llzéoréme Il existe donc u € Br t.q. uw — f(u) = 0.

D’autre part, si l’équation w = h(t,u) a une solution sur 0 Br pour un t dans |0, 1]. On note c cette solution et on
remarque (c/t) — f(c/t) = 0.

Dans tous les cas, on a donc montré qu’il existe u € E t.q. u — f(u) = 0.

Enfin, il est facile de voir que d(1d — f, Bg,0) = d(Id — L, Bg,0) # 0si R > ||b||g et d(Id — f, Br,0) = 0 si
R < ||b]|&-

Exercice 3.5 (Convection-diffusion, Dirichlet, existence)
Soit © un ouvert borné de RN, N = 2 ou 3,p>N,W € L”(Q)N , © une fonction lipschitzienne de IR dans IR,

tq. p(0) =0et f € L*(Q).
On s’intéresse ici au probleme suivant

{ —Au+ div(We(u)) = f dans , (3.45)

u = 0 sur 992.
Le but de cet exercice est de montrer I’existence de solution faible au probleme (3.43)). L unicité (et la positivité si
f > 0 p.p.) de la solution faible est montré dans I’exercice 3.6
1. Soit u € HE (), montrer que Wp(u) € L?(2)N. [Utiliser le théoréme d’injection de Sobolev, théoreme ]

Cette premiere question permet de définir la formulation faible du probleme (3.43). Elle consiste a chercher u

solution de (3:46).

u € Hy(Q),

/ Vau(z) - Vo(z) de — / o(u(z))W(z) - Vu(z) dz = / f(z)v(x) dz pour tout v € H} (). (3.46)
Q Q Q

Pour montrer I’existence d’une solution a (3.46) on va utiliser la méthode du degré topologique en construisant une
application h de [0, 1] x L4(€2) dans L(Q2) avec ¢ = 2p/(p — 2) (de sorte que 1/p + 1/q = 1/2). On pose donc
pour la suite ¢ = 2p/(p — 2). Si N = 3, on pose 2* = 6 et si N = 2, on choisit pour 2* un nombre strictement
supérieur 2 g (de sorte que, pour N = 2 ou 3, H}(Q) s’injecte continiment dans L (Q) et compactement dans

LI(Q)).

2. (Construction des opérateurs B et h) Soit & € L. Montrer qu’il existe un unique u solution de

u € H&(Q),
/ Vu(z) - Vu(x) do — / o(u(x))W(x) - Vo(z) de = / f(x)v(x) dx pour tout v € H&(Q)
“ : ¢ (3.47)

On note B I’opérateur qui & @ dans L7(2) associe u solution de (3:47). Puis, pour ¢ € [0,1] et @ € LI(£2), on pose
h(t, @) = B(ta).
3. Montrer que h est continu et compact de [0, 1] x L?(2) dans L%(2).
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4. (Estimations a priori) Soit u € L9(2) t.q. u = h(¢,u). On a donc

u € Hy(9),
/ Vu(z) - Vo(z) da — / o(tu(z))W(x) - Vo(z) dae = / f(x)v(x) dx pour tout v € H&(Q)
Q Q Q

(3.48)
Pour s € IR, on pose (s) = [, Wdf.

(a) Montrer que ¢(u) € Hg (). En prenant v = t(u) dans (3.48), montrer qu’il existe C; ne dépendant que 2,
W, pet ftq.
[ (1 + [ul)l[ 3 0) < Ci-

(b) Pour v € L?" (), montrer que pour tout A > 0 on a
/ lo(z)|%dz < (/ o(z)[2" dx)?)\N({|v| > AN 4 AN (Q).
Q Q

On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R .

(c) En utilisant (a) et (b), montrer qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de Q, W, p et f t.q. [|ul g1 (o) < C.

5. (Degré topologique) Montrer 1’existence d’une solution a (3.46).

6. On retire dans cette question I’hypothése (0) = 0 et on se donne un élément 7' de H (). Montrer qu’il
existe u solution de (3:46) avec [, f(x)v(x) da remplacé par (T’ v) g -1(q), 13 (02)-

Corrigé —

1. Le théorémedmme que uw € L%(Q) si N = 3 et que v € L" () pour tout v € [1,4+o00[ si N = 2. Comme ¢
est lipschitzienne et ¢(0) = 0, il existe C1 t.q. |¢(s)| < Ch|s| pour tout s € R. On a donc aussi p(u) € L°() si
N = 3etp(u) € L™(Q2) pour tout v € [1,+o0[ si N = 2.

Pour N =3, ona W € L*(Q)? et p(u) € LE(Q), ce qui donne Wp(u) € L*(Q)? car 1/6 +1/3 = 1/2.
Pour N =2, ona W € LP(Q)? et p(u) € L**/®=2(Q), ce qui donne Wp(u) € L*(Q)* car 1/p+ (p — 2)/2p =
1/2.

2. L'application v — [, p(i(z))W (z) - Vo(z) dz + [, f(z)v(x) dz est linéaire continue de Hg () dans IR. L’exis-

tence et ['unicité de u solution de BZT) est donc une conséquence du théoréme[2-9

3. On montre tout d’abord la continuité de h. Soit (tn, Un)new une suite de [0,1] x LY(Q) t.q. t, — t et U, —  dans
LY(Q) quand n — 4o00. On pose up, = h(tn,Un) et w = h(t,a). On veut montrer que u, — u dans L?(S2). On
raisonne par l’absurde. Si u,, /> u dans Lq(Q), il existe € > 0 et une sous suite, encore notée (un)nem, 1.q.

|tun — ul| L)y > € pour tout n € IN. (3.49)
Apres une éventuelle extraction de sous suite (ce qui ne change pas @) ), on peut aussi supposer que
Up, — U p.p. et |U,| < H p.p. pour tout n € N,

avec H € L9(Q). On en déduit (par convergence dominée dans L (Q2) car @ est continue et |p(s)| < Cils|) que
O(tniin) — @(ti) dans L9() et donc p(t,tin )W — o(ta)W dans L*(Q)Y (en remarquant que |HW| € L* (%),
car |[W| e LP(Q) et 1/p+1/q=1/2).

Comme la suite (@ (tniin )W )new est bornée dans L*(Q)N et que w,, est solution de BZD avec tniy, aulieu de @, on
montre (en prenant v = U, dans que la suite (un)new est bornée dans H(]] (). On peut donc supposer (toujours
apres extraction de sous suite) qu’il existe U t.q. un — U faiblement dans Hg (). On a donc aussi (par compacité de
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Pinjection de Hg (Q) dans L(Q)) un, — @ dans LY(Q). On montre alors que @ est solution de GZT) avec tii au lieu
de @ (et donc que i = ). Il suffit pour cela de passer a limite, pour tout v € HE(Q), dans I"équation suivante

/QVun(;t)~Vv(x) dx—/ggﬁ(tnﬁn( WW () - V(o dx—/f

Ce passage a limite découle facilement du fait que NVu,, — V7 faiblement dans L*(Q)Y et o(t, @)W — @(ti)W
dans L* ()N

On obtient ainsi que 4 = B(tu) = u, en contradiction avec GA9) (car un — @ dans L (Q)). On a ainsi montré que
un — wdans L4(Q). En fait, un raisonnement semblable par contradiction montrerait méme que w,, — u faiblement
dans HJ () mais ceci est inutile pour la suite.

On montre maintenant la compacité de h (ce qui est un peu plus facile). On suppose que t est quelconque dans [0, 1]
et que @ reste dans un borné de L(S2). On pose u = h(t, ). La fonction u est donc solution de BZT) avec tu au lieu
de 1. Grace |p(s)| < Cils], () reste dans un borné de L?(Y) et donc o(u)W reste dans un borné de
LA(Q)N. En prenant maintenant v = u dans BZD) (avec ta au lieu de @), on en déduit que  reste dans un borné de
H{ (). Comme H(Q) s’injecte compactement dans L2(Q), on en déduit que u reste dans un compact de L(€2). Ce
qui prouve bien la compacité de h.

Remarque : un moyen probablement un peu plus rapide pour montrer la continuité et la compacité de h est de remar-
quer que h est la composée de B, qui est un opérateur continu et compact et L(2) dans L?(2), avec I’application
(t,u) — tu qui est continue de [0, 1] x L9(82) dans L7 (<2).
4.(a) La fonction v (de R dans R) est de classe C* sur IR et est lipschitzienne (car |4 (s)| < 1 pour tout s € R).
Lemmedonne alors que (u) € H3(Q) et Vip(u) = (Vu)/(1 + |u|)?. On remarque aussi [1p(s)| < 1 pour
tout s.

En prenant v = v(u) dans B:43) et en utilisant | (s)| < C’1|s\ et |1(s)| < 1, on obtient

| s [ 1'+tTu VW @IIVala)| de -+ o)

(@)
<Cl/‘W N oo

En utilisant ab < “ + 2041 6% pour a,b € R, on obtient

dz + [ fllz2 @

L[ |Vu()P -
- A dr <2 ,
5 | G 4 < 2CH W e + 1o

On remarque maintenant que (toujours par le lemme In(1 + |u|) € HS(Q) et 'inégalité précédente donne
2 2 2
(1 A+ [uDlgp ) < 2QCTIWIIL2(0) + 1f1lL1@)-
Ce qui donne la majoration désirée avec C} = 2(2C3|||W| HQL?(Q) o))

(b) On a
/|v(x)|qdm:/ |v(yc)|qdm+/ |v(w)|qu§/ [v(z)|?dz + ATAN ().
Q {lv|=A} {lv]<A} {lv]=A}

Puis, ’inégalité de Holder (avec 2 /q et son conjugué) donne

a
[ @rtds = [ @M de < ([ 1@ de) Tl 2 4
{\UIZA}
Ce qui donne bien I'inégalité désirée.
(c) On prend v = u dans [B48), on obtient, avec I'inégalité de Holder,
lullfza ) < CullullLa@ [IWlLe@ lull 1 @) + 11122 Callull g o), (3.50)
o 0 0

oi Cq ne dépend que <) et est donné par 1’inégalité de Poincaré.

On commence par utiliser ’inégalité donnée dans 4(b) (élevée a la puissance 1/q). Pour tout A > 0 on a

1_ 1 1
[ullace) < 2l|ull o= An({[ul = A}) e 27 +2AANn (Q) 4
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Comme U'injection de Hg () dans L* (Q) est continue, il existe Cq ne dépendant que de ) t.q. lullp2x (@) <
Ca Hu||Hé(Q>. On a donc

_ 1 1 1
lullza(e) < 2Callull gy o) An({lul = A})a 72" + 248 (Q2) 7.
On utilise maintenant 4(a) (et I'inégalité de Poincaré). Pour tout A > 0 on a
1
In(1+ A)An({lu] = A})2 < [[In(1 + [u])][r2(0) < CollIn(1 + |[u])]| g @) < CaCl.

Comme lim a4 oo In(1 + A) = 400, il existe donc A ne dépendant (comme C}, noter aussi que p et q sont donnés
par W) que de Q0, W, p et f t.q.

1 1 1
by ul > A})a 27 < — ’
v ({lul > A}) = 4CoCr W[l e (e

Avec ce choix de A, (3.30) donne
1 1
lullbrg o) < S llullf @) + @ACHIIW [l @AN Q)7 + [ fllz2 @) Co)llull my (o) -
On en déduit .
lull g @) < 2CACHIWIl[Lr@ AN ()7 + [ fllz2(0) Co)-
Ce qui est une estimation sur Hu||Hé(Q) ne dépendant que Q, W, @ et f.

5. Comme H(Q) s’injecte continfiment dans L(Q), la question 4(c) R > 0 t.q.
te0,1], ue LYQ), u=h(t,u) = ||l < R.
La question 3 donne la continuité et la compacité de h de [0,1] x L(Q2) dans L(SY). On peut donc appliquer
Pinvariance par homotopie du degré topologique sur la boule (ouverte) de L”(SY) de centre 0 et de rayon R avec
comme point cible 0. On obtient
d(Id — h(1,-), Br,0) = d(Id — h(0,-), Br,0).

L’application @ — h(0, %) est constante (h(0,w) est, pour tout U, la solution faible de —Au = f dans Q avec u = 0
sur O). La solution de v = h(0, v) est unique et appartient & Br. Ceci suffit pour dire que d(1d — h(0,-), Br,0) # 0
(on peut ramener la constante a 0 par homotopie en remarquant, par exemple, que d(1d — th(0, -), Br, 0) ne dépend
pas de t € [0,1], voir I’exercice[3.4).

6. On commence par remplacer [, f(x)v(x) dx par (T, U>H—1(Q)7Hé(n) dans BA8). La démonstration est alors trés
semblable a la précédente. Les seuls points demandant une petite modification sont dans les questions 4(a) et 4(c).
Dans la question 4(a), On a majoré [, | f(u)|dz par || f| p1(q). Il faut maintenant majorer

(T, 9 (0) i-1(0), 12 (@
Cette majoration se fait en remarquant que

|
|<T7w(v)>H—1(Q),H})(Q)‘ < HT|‘H—1(Q)||¢(U)HH[1)(Q) < HTHH—l(Q)H (1 + [u])? ||L2(Q) <
|VU| 2 |Vu| 2
< ||T||H*1(52)H71 Tl l2c) < 4T -1y + Z” 1+ [u] [FERSE

Dans la question 4(c), on a majoré fﬂ | fu| dz par Cq Hf||L2(Q) Hu||Hé(Q). Il faut maintenant majorer
(T, w) -1y, 13 (o)
Ce qui est facile car
KT, w) -1y, m @)l < 1T a-1@)llull g @)

11 reste maintenant a retirer I’hypothése ©(0) = 0. Ceci est assez facile car il suffit de se ramener au cas précédent en

remplagant @ par p —¢(0) et en ajoutant au second membre de GAQ) — [, p(0)W (x)-Vu(x) dx. On se rameéne bien
au cas précédent car application v — [, (0)W (z)-Vv(z) dw est bien un élément de H~" () (car W € L? QM)
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Exercice 3.6 (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité)

On reprend ici les mémes hypotheses que dans I'exercice[3.5] c’est-a-dire :

Soit © un ouvert borné de RN, N =2ou3,p > N, W € LP(Q)N, » une fonction lipschitzienne de IR dans R
t.q. p(0) = 0et f € L3(9).

L exercice[3.5]a montré qu’il existait u solution faible de (3.43), c¢’est-a-dire u solution de

u € Hé(Q),

/Vu(x)-Vv(x) dx—/ p(u(z))W(z) - Vo(z dx—/f ) d pour tout v € Hj (). (35D
Q Q

L objectif de cet exercice est de montrer 1'unicité de la solution de (3.31)) et de montrer que u > 0 p.p. si f > 0
p.p-.

1. Montrer Iunicité de la solution de (3.37).

2. On retire dans cette question (et seulement dans cette question) l’hypothése ©(0) = 0 et on se donne un élément
T de H~*(£2). Montrer que le probleme (3.46) avec [, f(x)v(x) da remplacé par (T’ v)z H-1(Q),Hl(Q) @ une
unique solution (I’existence a ét€ montrée dans l’exercwe@

3. On suppose f < 0 p.p.. Soit u la solution de (3-51). Montrer que v < 0 p.p.. [Pour n € IN*, on pourra prendre
v = Sp(u) dans (3:31) avec S,, € C(IR,IR) définie par S, (s) = max(0, min(s,1/n)) et faire tendre n vers
+00.]

Corrigé —

1. La démonstration d’unicité faite pour le théoréme[318n’a pas utilisée ¢ ompletement les hypotheses sur G (qui étaient
G € CHQ,RY) er divG = 0). Elle a utilisé seulement le fait que G € L? (Q) . Ici nous avons W € LP(Q)V.

AT . . e N . ; ) ]
Comme p > N, ceci donne bien W € L*(Q)" et la démonstration faite pour le théoréme|3.18|est donc aussi valable
ici. Nous la rappelons rapidement.

Soient uy et us deux solutions de (3.51] - On a donc :

Vui - Vo dT—/ p(u)W - Vodr = / fode, (3.52)
Ja
et

Vuz‘Vvdx—/p

(u2)W - Vo dz = / fudz. (3.53)
JQ JQ

Ja
Pour n € IN* on définit T, € C(IR,IR) par T,,(s) = max(—1/n,min(s,1/n)). Le lemme (ou plutor sa
généralisation, voir la remarque donne Ty, (u1 — u2) € H; (Q) et VT (u1 — u2) = V(ur — u2)la, avec
Ap ={0 < |ur —u2| < 1/n}.

On prend v = T, (uy — uz) dans B32) et B33), on obtient
/ V(ui —u2) - VT (ur —uz) de = / (o(ur) — p(u2) )W - V(T (u1 — u2)) de.

Ja
Avec C1 t.q. |o(s1) — p(s2)| < Cils1 — s2| pour tout s1, s2 € R, ceci donne
/ |V (u1 — u2)|? dz < Chlur — uz| W] |V(u1 — ug)| dz.
Anp An

On a |u1 — ’llg| < l/n p.p. dans A,,. En appliquant I’inégalité de Cauchy Schwarz dans la derniére intégrale, on

obtient donc :
. C 1/2 ‘ 1/2
/ |V (w1 — us)|? dz < =+ (/ W2 d;v) (/ |V (u1 — uz)| dz:) .
JA, n An An
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On a donc
) 1/2
19T, = un)l oy = ([ (90— wa)) < S avecan = ([ P ac)
n An
On utilise maintenant [’inégalité de Sobolev et Holder pour obtenir, avec 1* = % et en désignant par m la mesure

de Lebesgue sur RrRY K

Cim(Q)Y?
(T =)o < VT = u2)] 2y < (@)Y VT ar = w2)] 2y < 7D,

On pose By, = {|u1 — uz| > 1/n}, de sorte que

1

e A R

n

On a donc N

(m(Bn)) ¥ < Cim(Q)'?a,. (3.54)
Pourn € IN*, ona Apt1 C An. Comme NpewsAyn = 0, la continuité décroissante de m donne que 1im,,_, 4
m(A,) = 0. Comme W € L? (Q)N on en déduit que limy,— o an = 0 et donc, grace a B3%), que lim,— 4o
m(B,) = 0.
On remarque enfin que Bp+1 D B, pour toutn € IN*, et Upnen Bn, = {|u1r — uz| > 0}. Donc limy,— oo m(B,,) =
m{|ur —uz| > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{|u1 —uz| > 0} = 0 et donc ur = us
p-p..

. La démonstration est identique a la précédente. Il suffit de remplacer, dans B32) et B33), [, f(x)v(x) dx par
(T, v>H*1(Q),Hé(Q)'

. La démonstration est voisine de celle de la premiére question. Pour n € IN*, on prend v = Sy, (u) dans @ avec
S, € C(IR,R) définie par Sy, (s) = max(0, min(s, 1/n)). Ceci est possible car S, (u) € Hg(Q). On sait aussi que
VSn(u) = 1g, Vuavec E, = {0 < u < 1/n} (voir la remarque. Comme Sy (u) > 0 p.p.et f <O0p.p., on
obtient

Vu-VSn(u)de — / (U)W - VS, (u) dz < 0. (3.55)

Q Q

On a donc
/ VS, (u)]* dz = / Vu- VS, (u)dz < / p(u)W - VS, (u) de.
Q Q Q

Il existe Cy > 0 t.q. |p(s1) — @(s2)| < Ci|s1 — sa| pour tout s1,s2 € R, ceci donne, avec I'inégalité de Cauchy
Schwarz dans la derniere intégrale

198l iz < S ([ WP az)*,

n

'l
On pose vn, = (fE” |W (z)|? dx) °.

On utilise maintenant ’inégalité de Sobolev et Holder pour obtenir, avec 1* = % et en désignant par m la mesure
de Lebesgue sur RY,
Cim(Q)Y/?
1/2 1
1Sn (@)l 1+ < NV Sa(@)] 1) < M) [VSn(w)] [[22(0) < — -

On pose D,, = {u > 1/n}, de sorte que

Lm0 < ([ Isul” dx)ll* < 180 () 1+

n

On a donc
N-—-1

m(Dn)) & < Crm()" . (3.56)

—~
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On conclut comme a la premiére question. Pour n € N*, on a E,,.1 C E,. Comme Npen+ B, = 0, la continuité
+ €

. . . ; 2 N 1. . -
décroissante de m donne que lim,,_, { m(E,/,) = 0. Comme W € L~ (Q) on en déduit que lim,,_, { o v, = 0 et
donc, grace a B36), que limy—, 4o m(Dy) = 0.

On remarque enfin que D11 D Dy, pour tout n € IN*, et Unew Dy = {u > 0}. Donc limp— 400 m(Dyp) =
m{u > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{u > 0} = 0 et donc u < 0 p.p..

Exercice 3.7 (Existence par minimisation)
Soit 2 un ouvert borné de R™ (N > 1), a une fonction de 2 dans IR et f une fonction de 2 x IR dans IR vérifiant :

— a € L>*(N).
— Ilexiste « € R% t.q. o < ap.p..
— f est mesurable par rapport & x € 2, pour tout s € IR, et continue par rapport a s € R, p.p. en x € .
— Dlexisted € L?(Q),C € Retd € [0,1[tq. |f(-,s)| < Cs|® + d p.p., pour tout 5 € IR.
Pour tout s € R et p.p. en = € €, on pose F(z,s) = fo f(z, t)dt.
1. Soit u € Hg(£2). Montrer que F(- u) € Ll(Q)
Pour u € H{ (), on pose E(u) = 3 [, a( ) - Vu(x) dz — [, F(z,u(z)) dz.
2. Montrer que E(u) — 400 quand ||uHH6(Q) — +o00.
3. Montrer qu’il existe u € H} () t.q. E(u) < E(v) pour tout v € H(Q).

4. Montrer qu’il existe u solution du probleme suivant :
u € Hy (%),

a(z)Vu(z) - Vo(z) dz = /Qf(x,u(x))v(x) dz, pour toutv € Hy (). (3.57)

Q

Exercice 3.8 (Minimisation avec contrainte)

Soit © un ouvert borné de R (N > 2) et p €]1, % [. On cherche une solution non nulle au probleme suivant :

—Au = |u[P~tu dans Q,
{ u = 0 sur 9Q. (3.58)
1. Pour v € H}(Q2), on pose E(v) = & [, |[Vv(z)|?dz et F(v) = [, [v|P*! dz. On pose aussi A = {v € H} (),

F(v) = 1}. Montrer qu’il ex1steu € Atq.u>0p.p.et E( ) < E(v) pour tout v € A.
2. Montrer qu’il existe « non nulle, u > 0 p.p., solution faible de (3.38).

Exercice 3.9 (Convergence faible et non linéarité) Remarque liminaire : Soit ¢ € C'(IR,IR). Lorsque qu’une
suite (4 )nen tend faiblement vers u dans un espace L? et que la suite ¢(u,,) tend faiblement vers f dans un
espace L, il est en général faux que f = ¢(u) p.p.. On ajoute I'hypotheése que [ u,¢(u,) converge vers [ uf. Si
( est croissante, ’astuce de Minty permet alors de montrer que f = (u) p.p.. Si ¢ est strictement croissante, on
obtient méme une convergence forte de u,, vers u (c’est I’““astuce de Leray-Lions”). Cet exercice détaille ces idées
dans le cadre p = ¢ = 2 avec une mesure finie.

Soit (X,T,m) un espace mesuré fini ( c’est-a-dire m(X) < +o0). On note L? I’espace L& (X, T, m). Soit
(tn)nen €t (Vn)nen deux suites bornées de L? et u,v € L?. On suppose que les suites (uy)nenN €t (Vn)neN
convergent faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim Upw dm = /uw dmet lim vpw dm = /vw dm pour tout w € L2
n—-+4oo n——+oo
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1. On suppose, dans cette question seulement, que v, = u,, p.p., pour tout n € IN (et donc © = v p.p.). Montrer
que u,, — u dans L? (quand n — +00) si et seulement si [u2dm — [u?dm (quand n — +00).

On suppose pour toute la suite de I’exercice que [ u,v, dm — [ wuvdm (quand n — +00) et qu’il existe une
fonction ¢ de IR dans IR t.q.

— ¢ continue et il existe C € R t.q. |¢(s) < C + C|s| pour tout s € IR.
— vy, = ©(uy) p.p., pour tout n € IN.

2. Soit w € L?, montrer que, quand n — 400,
/ (o) — 9(w)) (1t — w) dim > / (v — p(w))(u — w) dm. (3.59)

3. On suppose que ¢ est croissante.
(a) Soit w € L? ett € IR. Montrer que

/(v — ¢(u+tw))twdm < 0.

[Utiliser (3-39).] En déduire que [ (v — ¢(u))w dm = 0.
(b) Montrer que v = ¢(u) p.p..
4. On suppose que ¢ strictement croissante. Pour n € IN, on pose G,, = (p(uy,) — @(u))(u, — u).
(a) Montrer que G,, — 0 dans L' quand n — +oo (utiliser (3:39)).

(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (G, )new, notée (Gy(n))new (avec 9 strictement croissante de
IN dans IN) t.q. G(,,) — 0 p.p.. En déduire que uy,(,) — u p.p. (utiliser la croissance stricte de ).

(c) Montrer que u,, — u dans L? pour tout p € [1,2][.

Corrigé —
1. On remarque que

|un — uHﬁ = /uidm + /uzdm - 2/unudm. (3.60)

. 2 . . D) DU .
Comme un, — u faiblement dans L?, on a limp— 1o [unudm = [ w?dm. On déduit alors facilement de (B-60) que
Un — u dans L? si et seulement si limy,— 4 0o f uidm = f w?dm.

2. On commence par remarquer que (w) € L? (grdce aux hypothéses sur ¢ et m(X) < 4+00). On a alors
/((,D(IL,L) —o(w))(up —w) = /(’Un’u,n — vpw — @(w)u, + e(w)w)dm.
Les convergences faibles de ., et vy, vers u et v donnent

lim /un,up('w)d’m = /u(p(u')dm et lim /'Un’wdm = /vwdm.
n——+oo . n~>+0<3. .

Enfin on a, par hypothése, limy,_, o [ unvndm = [ uvdm. On en déduit que bien que

11111 (e(un) — p(w))(up —w)dm = /(v — p(w))(u —w)dm.
n——+oo
3.(a) On utilise ici @ avec w = u + tw. On obtient, quand n — o0,

/(go(u,,,) — o(u + tw))(up — u — tw) dm — — /('v — o(u + tw))tw dm.

Comme o est croissante, on a (¢(un) — @(u + tw)) (un —u — tw) > 0 p.p. et donc [((un) — p(u+ tw))(un —
w — tw)dm > 0. On en déduit, quand n — +oo, [(v — (u + t@))tw dm < 0.
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En prenant t = % (m € IN*), on a donc [(v — ¢(u+ 2))w < 0. En appliquant le théoréme de convergence
dominée (remarquer que |(v — @(u + 2))w| < F p.p. avec F = (Jv| + C + Clu| + C|w|)|w| € L"), on obtient,

quand m — oo,

= etwyain <o.

De méme, en prenant t = —-=, on montre [(v — ¢(u))wdm > 0. On a donc [(v — ¢(u))wdm = 0.

(b) On choisit @ = 1a — 1a¢, avec A = {v — p(u) > 0}. La question précédente donne alors [ |v — @(u)|dm = 0
et donc v = p(u) p.p..

4.(a) En prenant w = u dans @), on obtient limy,_s 4 f Gndm = 0. Comme ¢ est croissante, on a G, > 0 p.p.,
pour toutn € IN et donc ||Gn||1 = f Grndm. On en déduit bien que G,, — 0 dans L.

(b) Comme G, — 0 dans L*, il existe une sous suite de la suite (Gn)new, notée (Gyn))ne (avec  strictement

croissante de IN dans IN) t.q. G,y — 0 p.p. (c’est la réciproque partielle du théoreme de convergence dominée).
Il existe donc A € T't.q. m(A) = 0 et Gy(n)(x) = 0 (quand n — +o00) siz € A,
Soit x € A°. On pose a = u(s). Pour s € R, on pose f(s) = (¢(s) — ¢(a))|s — al. Comme ¢ est strictement
croissante continue, la fonction f est aussi strictement croissante continue. Elle admet donc une fonction réciproque,
notée g, qui est continue. Comme | f (ty(n)(x)| = Gym)(x) — 0, on a f(uym)(x)) = 0 et donc wyn)(x) =
9(f(uymy(x))) — g(0) = a. On a donc limy, ;| oo Uy n) (x) = u(x) pour tout x € A°. Ce qui prouve bien que
Up(n) —7 U P.P..

(c) On montre que u, — u dans LP pour tout p € [1, 2] en raisonnant pas l’absurde. On suppose qu’il existe p € [1,2[
t.q. (Un)new ne converge par vers u dans L. Il existe alors € > 0 et une sous suite de la suite (71,7,,)”6]1\1 qui reste
en dehors de la boule (de L) de centre u et de rayon e. Par le raisonnement de la question précédente, de cette sous
suite, un peut extraire une sous suite, notée (un),l/,(n) qui converge p.p. vers u. Comme la suite (U, )neN est bornée
dans L?, on peut alors montrer que cette sous suite converge dans LP vers u (c’est une conséquence du théoréme de
Vitali). En contradiction avec le fait que cette sous suite reste en dehors de la boule (de L?) de centre u et de rayon
e. On a ainsi montré que u,, — u dans L” pour tout p € [1,2].

Exercice 3.10 (Opérateur de Leray-Lions)
Soit 2 un ouvert borné de R™ (N > 1), a une fonction de 2 x IR x RY dans RY et p €]1, 4o0[ vérifiant (avec
P =p/lp—1)):
— a est mesurable par rapport a x € €2, pour tout s, £ € IR X RY, et continue par rapport a (s,&) € R x RY,
p-p.-enz € Q.

*

— (Coercivité) Il existe e € IR’ t.q. a(z, 5,£) - £ > al{|P pour tout (s,&) € IR x RY etpp.enz e Q.

— (Croissance) 1l existe d € L' (Q) et C € R tq. |a(-,s,&)| < C(d+ |s|P~* + [€]P~) p.p., pour tout
s, € R x RY.

— (Monotonie) (a(z,s,£) — a(z,s,m) - (€ —n) > 0 pour tout (s,£,7) € R x RY x RN, ¢ # 7, et p.p. en
x €.

Soit f € W~1%'(Q). Montrer qu’il existe  solution du probléme suivant :

ue WP (Q),

/ (@ u(z), Tu(e)) - Vo) do = (f,0) 1. (0 i cnys POUT tout v € WEP(Q). (3.6
Q 0

[Reprendre la démonstration du cours.]
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Chapitre 4

Problemes paraboliques

4.1 Apercu des méthodes

Equation de la chaleur dans IR", solutions classiques

Soit N > 1letug e C (IRN ,IR). On s’intéresse ici a chercher des solutions classiques au probléme suivant

oz, t) — Au(z,t) =0,z e RV, t € R%,

u(z,0) = uo(x), z € RY, 4.1

ol Oyu désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps ¢, et Au désigne le laplacien de . :

N
Ay = Z dtu,
i=1

ot O?u désigne la dérivée partielle seconde de u par rapport a la i-&me variable d’espace ;. Par “solution classi-
que”, on entend une fonction u € C2(RY x R*,R) N C(R" x R4, R) solution de @I) au sens classique de
la dérivation et de la condition initiale.

On commence par un petit calcul formel (le terme “formel” signifiant souvent en mathématiques “non nécessai-
rement justifi¢”’). On suppose qu’on peut utiliser pour la condition initiale et pour la solution la transformée de
Fourier (en espace). On retient comme formule pour la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur R

la formule suivante :

f —71 e f () da
fO = oy [ @ an

Si u est solution de (@.T)), on obtient ainsi (si on est autorisé a utiliser la transformée de Fourier)
Deul€, 1) + €7 a(€,t) = 0, pour € € R et > 0, eta(€,0) = o (€), pour & € RY,
ce qui donne
2
a(€,t) = eI g (€), pour € € RN ett > 0.

En choisissant g(t) € L'(R"Y) t.q. g/(t\)(g) = ¢ 1€ on a donc a(-, ) = g/(t\)ﬁo pour tout ¢ > 0 et donc (en
utilisant le fait que la transformée de Fourier transforme la convolution en produit),
(-, ) = (2m)~ % g(t) % uo pour ¢ > 0.
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ou encore N
u(+,t) = (2m)~ 2 g(t) x ug pour t > 0.

Il reste a calculer g(t). Comme g/(t\) e LY(RY) pour t > 0, le théoréme d’inversion de Fourier nous donne

g(t) = g(t)(—-), c’est-a-dire

1 .
g(t)(x) = < /e”'fe"g‘%df pour z € RN ett > 0.
(2m)=
Le changement de variable ¢ = 1/+/2t donne alors
1 1 i _Inl?
g(t)(z) = = — /e Ve~ dn pour z € RN ett > 0.
(2m)= (2t)
Finalement, on obtient
1 Sz )21 1 _l=l? N
g(t)(x) = —e Vil 2 = ~e 4 pourz € R” ett >0,
(20)% (2%
Ce qui donne
1 o —yl?
u(z,t) = 7N/e_‘ it uo(y)dy pour z € RV ett > 0. 4.2)
(4mt)=

Il est maintenant possible de donner des conditions sur wg pour lesquelles donne une solution classique de
(4.1). Voici deux exemples de conditions suffisantes pour lesquelles la fonction u donnée par (@.2)) est une solution
classique de @.1)) :

Exemple 1 :

ug € (LY(RN) + L*(RY)) nC(R"Y,R).
Exemple 2 :
ug € C(RYN,R) etil existe 3C' € R et p € IN t.q. |ug(x)| < C(1 + |2[P) pour tout 22 € R™. 4.3)

On a ainsi obtenu des résultats d’existence d’une solution classique pour (@.1)). A-t-on alors unicité de la solution ?
On n’a pas de résultat d’unicité si on ne met des hypotheses que sur ug. Plus précisément, on peut construire une
solution classique non nulle de (.1)) avec 1o = 0. Il n’y a donc jamais unicité de la solution classique de (@.I). Par
contre, si on rajoute une hypothese convenable de croissance sur la solution, on a un résultat d’unicité.

Théoréme 4.1 Sous I’hypothese [@.3), il existe une et une seule fonction v vérifiant :

1. w est solution classique de (&.1).
2. VT >0,3Cr € R, Pr € N t.q. [u(x,1)] < Cr(1+ |2|"7), Vo € RY, Vi € [0,T].

Comme nous 1’avons déja dit, sans la deuxieme condition sur u donnée dans le théoreme [4.1] il n’y a pas unicité
de la solution puisque I’on peut trouver u € C*°(IRY x [0, +oc]), u # 0 et t.q.

du — Au =0 dans RY x R,
u(z,0) =0 VYzeRY.

Un exemple est donné dans le livre de Smoller [29]. La démonstration de 1'unicité dans le théoreme [4.1] peut se
faire en utilisant la transformée Fourier dans I’espace S’ (ot &’ est le dual de I’ensemble S des fonctions C™° 2
décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées, muni de sa topologie naturelle). Pour cela, on remarque que,
sous I’hypothese de croissance donnée dans le théoréme onau € 8. Notons que ce raisonnement par analyse
de Fourier est limité 2 IR” et essentiellement au cas du laplacien.
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Solutions presque classiques, équation de diffusion, (2 ouvert borné
Soit © un ouvert borné de IR" . Pour uo donné, on s’intéresse maintenant au probleme

Ou—Au=0 dans QxIRY,
u(z,t) = 0pourz € I ett > 0, (4.4)
u(z,0) = ugp(z) pour z € Q.

Pour cela on définit un opérateur A d’une partie de L?(2), notée D(.A), dans L?(£2) en posant

D(A) = {u € Hj(Q); Au € L*(Q)}
et, pouru € D(A), Au = —Au. Dans la définition de D(.A), Au est une dérivée faible de u. Le fait que u € D(A)
signifie donc simplement que u € H{(Q) et qu’il existe f € L*(Q) tq. [, Vu- Vv dz = [, fv dz pour tout
v € C°(Q) (ou, de maniere équivalente, pour tout v € H}(Q)).

On suppose maintenant que uo € L?(€2) et va chercher une solution de (.4) au sens suivant :

u € C1(]0, +o0l, L*(2)) N C([0, +00], L*(2)),
u(t) € D(A) et (t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢ > 0, 4.5)
u(0) = up p-p-,

ol u(t) désigne la fonction z — wu(x,t). On rappelle (voir le chapitre [2) qu’il existe une base hilbertienne de
L?(2) (c’est a dire une famille orthonormale dense dans L?(£2)), notée (e, )nen+, formée de fonctions propres de
I’opérateur A. Pour tout n € IN*, la fonction e,, est une solution faible de

—Ae,, = \pe, dans 2,
en = 0 sur 99,

avec A, > 0 et A, T +oo lorsque n — +o0. Pour tout n € IN*, on a donc e,, € D(A) et Ae,, = \pen.
Soit ug € L?(€2). En notant (u|v)s le produit scalaire de u et v dans L?(2), on a

—+oo

ug = _(uolen)2en

n=1

(cette série étant convergente dans L2(2)).
—+oo

On a aussi Z(uo|en)§ = |Juo||3 < +oo.

n=1
On pose, pour ¢t > 0,
—+oo
u(t) = Z e~ M (uplen)aen,
n=1

qui est une série convergente dans L2(£2). On a donc ainsi u(t) € L2(IRY) pour tout £ > 0 et on a méme (comme
la suite (A, )nemn+ est bornée inférieurement par A\; avec Ay > 0) u € C([0,+o0[, L*(Q)) et u(0) = ug p.p--
D’autre part, comme \,, T +0o quand n — +00, il est facile de montrer que la fonction u est dérivable de |0, +00]
dans L%(9) et que la dérivée de u est obtenue est dérivant la série terme a terme (ceci est une conséquence du
fait que la série dérivée terme 2 terme est, sur |0, +ool, localement uniformément convergente dans L?(€2)). On a
donc, pour tout ¢t > 0,

du e
u'(t) = - = nz::l(—)\n)e (uolen)2en-
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(La série écrite dans le terme de droite est convergente dans L?((2)).
“+oo

On rappelle que (selon le chapitre i u(t) € D(A) pour tout ¢ > 0 car la série Z Ane 2 (uglen oy, est
n=1

convergente dans L?(€2). Le chapitre|2|donne aussi, pour tout ¢ > 0,

+oo
Aut) =D Ane (uglen)aen.

n=1

On a donc u € C*(]0, +oo[, L2(Q)) et u'(t) + A(u(t)) = 0 p.p. pour tout ¢ €]0,+oc[. On a ainsi trouvé une
solution au probleme (@.3).

On veut montrer maintenant que cette solution est unique. Pour cela, nous allons montrer que si « est solution du
probléme avec donnée initiale nulle, c¢’est-a-dire

u € C(]0, +oo, L*(2)) N C([0, +oo[, L*(2)),
u(t) € D(A) et/ (t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢ > 0,
u(0) = 0 p.p.,

alors u reste nulle pour tout temps, ¢’est-a-dire u(¢) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.
Soit t > 0. Comme u/(t) + Au(t) = 0 p.p., en prenant le produit scalaire avec u(t) € L?(f2), on obtient
(v (t)|u(t))y + (Au(t)|u(t), = 0. Comme (Au(t)|u(t)), = [, [Vu(t)|* dz, on a donc

(@), = = [ [Vulo)? dz <0

Soit ¢ I'application définie par ¢ — (t) = [ju(t)||7. (- Lapplication ¢ est continue sur IR, dérivable sur
R et ¢'(t) = 2(u/(t)|u(t))2 pour tout t > 0. On a donc ¢'(t) < 0 pour tout ¢t > 0. L’application ¢ est donc
décroissante sur IR ;. et, comme t(0) = 0, on en déduit que ¥(t) < 0 pour tout ¢ > 0. Donc t(t) = 0 pour tout
t > 0. On a bien finalement u(¢) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.

Nous avons ainsi montré I’existence et 1’unicité de la solution de (&.5). Cette solution est dite “presque classique”
car la dérivation en temps est prise au sens classique (puisque  est de classe C! a valeurs dans L?(£2)), la condition
intiale est prise au sens classique dans L?(£). Par contre le laplacien de u(t) est pris au sens des dérivées faibles.
Il faut un travail supplémentaire (sur la régularité des fonctions e, ) pour montrer que 1’équation O;u — Awu est
vérifiée au sens classique sur RY x IR”.. Ceci est fait pour N = 1 dans l’exercice

Remarque 4.2 (Généralisation) On peut aussi montrer I’existence et 1’unicité (pour ug € L?(£2)) de la solution
de @.5) en remplacant, dans la définition de A, Aw par ij:l Dj(a;;D;u), avec a;; € L>(), sous une hypo-
these de coercivité, c’est-a-dire si il existe o > 0 t.q. o|¢|> < > a;5&; & p.p. dans § et pour tout £ € RY. On
peut aussi remplacer v/ () + Au(t) = 0 par u/(t) + Au(t) = f(t) si f € C([0, 00, L*(Q2)).

Solutions presque classiques par semi-groupes

Soit E un espace de Banachréel et A : D(A) C E — E un opérateur linéaire. L’ensemble D(.A) est donc le s.e.v.
de E sur lequel A est défini.

Définition 4.3 (Opérateur m-accrétif) On dit que A est m-accrétif si A vérifie :
(i) D(A) est dense dans E,
(i) YA > 0, (Id + \A) est inversible, d’inverse continue et ||(I + A\A) || zp,p) < 1.
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On rappelle que L(E, E) désigne I’ensemble des opérateurs linéaires continus de F dans E, et que

T(u E
ITlemm = swp L@lE

, pourtout T' € L(E, E).
u€eFE,u#0 ||UHE

Remarque 4.4 (Opérateur maximal monotone) Soit E est un espace de Hilbert réel et A : D(A) C £ — E un
opérateur linéaire. L’ opérateur A est m-accrétif si et seulement si il vérifie :

(Aulu)g >0 Yu € D(A),
(Id 4 A) surjectif.

Dans ce cas, on dit que A est maximal monotone.

Exemple : Le laplacien Soit  est un ouvert borné de R, E = L?(Q) et A défini par D(A) = {u €
H(Q); Au € L2(Q)} et Au = —Ausiu € D(A). L opérateur A est alors un opérateur m-accrétif (ou maximal
monotone puisqu’on est dans le cas d’un Hilbert).

Remarque 4.5 (Graphe d’un opérateur m-accrétif) Le graphe d’un opérateur m-accrétif est fermé. En ce sens,
il est maximal, d’ou le “m” dans m-accrétif.

On admettra le théoréme suivant di a Hille et Yosida (voir par exemple [29] pour sa démonstration A
VERIFIER) :

Théoréme 4.6 (Hille-Yosida) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-accrétif
et ug € D(A). Alors il existe un unique v : R, — F tel que

u € CH([0, +o0[, E), (4.62)
u(t) € D(A),¥t > 0, (4.6b)
u'(t) + A(u(t)) =0 sur R, (4.6¢)
u(0) = up. (4.6d)

La démonstration de ce théoreme peut s’effectuer par une discrétisation en temps : on considére le probleme
Un+1—Un

elliptique =**5—" + Au, 1 = 0, qui s’écrit encore u,11 = (Id + 6tA )_1 Uy, OU 0t > 0 est le pas de la
discrétisation. On effectue ensuite un passage a la limite ¢ — 0.

Définition 4.7 (Semi-groupe) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-
accrétif. Pour ug € D(A) et t > 0, on pose S(t)ug = u(t), ont u est ['unique fonction vérifiant @.6). Alors
I’opérateur S(t) est un opérateur linéaire continu de D(A) C E dans E qui vérifie

S(t+s) = S(t) o S(s) pourt,s > 0;
S(0) =1d
15 )uolle < [luoll =,

On dit que {S(¢t), t > 0} est un semi-groupe de contraction.

1. Carl Einar Hille (1894-1980) américain d’originie suédoise, spécialiste d’analyse.
2. Kosaku Yosida (1909-1990), mathématicien japonais, spécialiste de 1I’analyse fonctionnelle.
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Soit t > 0, comme D(A) = E, I'opérateur S(¢) se prolonge de maniere unique a tout E en un opérateur S(t) et

S(t)dansL(E, E).

Définition 4.8 (Solution “mild”) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-
accrétif. Soit ug € FE, la fonction u(t) = S(t)uo, définie de maniére unique, s’appelle solution mild du probléme

Ou+ Au =0,
u(0) = uyg.

Dans le cas du laplacien, on peut se demander en quel sens la solution mild satisfait (@.4). On peut montrer que
la solution mild est solution en un sens faible que nous verrons dans la section [4.3] De plus, cette solution mild
est, dans ce cas particulier, I’'unique solution faible. Cependant, cette situation n’est pas completement générale.
La solution mild, obtenue par densité, est toujours unique (des que ug € E, quelque soit I’espace de Banach E et
I’ opérateur m-accrétif .A). Pour les problemes issus d’équations aux dérivées partielles, cette solution mild est en
général une solution faible du probleme que I’on veut résoudre ; toutefois le probleme de I'unicité de la solution
faible est beaucoup plus difficile. On peut avoir non unicité de la solution faible quand on prend une “solution
faible” dans un sens qui semble pourtant raisonnable. Il n’y a pas alors d’équivalence entre la notion de solution
mild et de solution faible, car la solution mild est unique et, malheureusement, il n’y a pas unicité de la solution
faible.

Pour essayer d’éclairer cette difficulté, nous nous intéressons, dans le paragraphe qui suit, a2 un probléme un peu
plus simple. Nous nous intéressons a un probleme elliptique pour lequel nous montrons que la solution obtenue
par densité, a la maniere de la solution mild introduite ci-dessus, est unique alors qu’on n’a pas unicité des so-
lutions faibles en prenant une définition “naturelle” de solution faible. Ceci montre en particulier que dans le cas
parabolique, il n’y a pas non plus d’équivalence entre solution mild et solution faible (par exemple en considérant
les solutions stationnaires).

Le Laplacien avec donnée L'  On considére un ouvert borné  de R , N > 2, des fonctions a;;, pour ¢,j =
1,..., N, appartenant a L°°((2) et satisfaisant I’hypothese de coercivité habituelle :

Ja>0; Y &g >alg’pp dans Q, VL€ RY.
.
On note A la fonction a valeurs matricielle donnée par les fonctions a;;, ¢, = 1,..., N. On sait (par le lemme de
Lax-Milgram) que pour tout f € L?(£), il existe un unique u solution de

u € Hy(9),
AVu - Vv .7
Q
dx = [ fv, Vv e Hj(Q).

On considere le méme probleme avec une donnée moins réguliere f € L(Q).

Etape 1 - Estimation, cas régulier. Pour tout 1 < ¢ < % on montre qu’il existe C; € IR tel que si u est

(I’'unique) solution de (@7) avec f € L*(Q) alors Hu||W01,q(Q) < Cyll fll L1 (- On pose alors Ty (f) = u.

Etape 2 - Solution mild Pour tout 1 < ¢ < -, I'application T, de L?({2) dans Wy %(£2) est continue de L?(0)
muni de la norme de L'(Q) dans I/Volq(Q) (muni de sa norme naturelle). On peut donc prolonger 7, de maniere
unique par densité sur tout L (2) (car L?(2) est dense dans L!(£2)). On appelle T, ce prolongement. On remarque

alors que Ty, f = Ty, f pour tout g1, g2 t.q. 1 < q1 < g2 < 2. On peut ainsi définir un opérateur (linéaire) 7' de
L' dans ﬂ1§q<% Wol"q(Q) par T(f) = T,(f) pour tout 1 < ¢ < %
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Définition 4.9 (Solution mild pour un probléme elliptique & donnée L) Sous les hypothéses précédentes sur
Qet A, soit f € LY (Q). La fonction T f est la solution mild de

{ —div(AVu) = f dans Q,

u = 0 sur Of). “8)

Etape 3 - Quel sens donner a la solution mild ? Il est naturel de se demander quel rapport il y a entre la solution
mild v = T'f et une solution faible du probleme de Dirichlet homogene. Il est assez facile de montrer que u est
solution faible dans le sens (naturel) suivant :

we () W9,

1<q< 5

/AVu~Vvdx:/fvda: voe | WyT(Q).
Q Q

r>N

(4.9)

Remarque : un résultat analogue d’existence de solution mild et donc d’existence de solution faible est encore
vrai si f est une mesure sur {2 (dans {@.9), on remplace alors fvdz par vdf). Pour montrer ce résultat, on utilise la
densité de L2(£2) dans I’ensemble des mesures sur 2 au sens de la convergence faible-x dans C(£2)’(car I’ensemble
des mesures sur ) peut étre vu comme une partie du dual de C'(€2)). Il faut aussi utiliser le fait que les éléments de
W,"(2) sont des fonctions continues pour 7 > N.

Etape 4 - Unicité mild, non unicité faible La solution mild est unique. La solution de (.9) est-elle unique? pas
toujours. . . . Montrons d’abord que si N = 2, la solution faible est unique. Ceci se montre par régularité sur le
probleéme dual, qui entraine 1’unicité sur le probleme primal. Soit u solution de

we () Wy(9Q),
1<g<2
/AVU-VU

dze=0 YvelJ

(4.10)
1,r
r>2vvb “))
On veut montrer que u = 0. On ne peut pas prendre comme fonction test v = « dans (@.9) ou (.10) , en raison du
manque de régularité de u. Pour contourner ce probléme, on va raisonner en utilisant la régularité des solutions du
probleme dual. On remarque d’abord que u est solution de {@.10) et que (.10) peut se re-écrire ainsi :

u€ ﬂ Wy,
1<g<2
/Ath -Vu @10
dr =0, Yve s Wy ().
Or on sait (par le lemme de Lax-Milgram) que si g € L?(€) il existe un unique v solution de
v e HY(Q),
(4.12)

/Ath-dex:/gwdx, Yw € Hy(Q).

(@E12) est le probleme dual de @.7).)

On aimerait pouvoir prendre w = u dans @I2), car on aurait alors, grace a @II), [, gu dz = 0 pour tout
g € L?(Q), ce qui permettrait de conclure que u = 0. Mais pour I’instant, on ne peut pas car u et v ne sont pas
dans les bons espaces. L’ astuce consiste a considérer un second membre g plus régulier dans (4.12) et d’utiliser le
résultat de régularité suivant [23].
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Théoréme 4.10 (Meyers) 1l existe p* > 2, ne dépendant que de A et Q, t.q. si g € L™(Q) et v solution de @.12)
alors v € Wy ().

Soit donc g € L>°(9) et v solution de @12). On a alors v € W, "” "(92) grice au théoréme de Meyers. On note

!

(p*)’ T’exposant conjugué de p*, de sorte que (p*)’ = pf’:l < 2. Par densité de C°(Q2) dans Wol’(p*),(Q), on
déduit de (4.12)) que

/Ath -Vwdx = /gw dx, Yw € Wol’(p*)/(Q). (4.13)

Or, comme (p*)’ = pf’:l < 2, toute solution u solution de @.IT) appartient a W, @7 (€2). On peut donc prendre
w = u dans @13). Mais comme v € Wy () avec p* > 2, on a également, par @11), [, A'Vov - Vu dz = 0.
On a donc fQ gu dz = 0, pour tout g € L°°(€2). On en déduit que u = 0 en prenant successivement g = 11,50}
puis g = 1{u<o}-

Pour N = 3, le théoreme de régularité de Meyers est encore vrai, la démonstration d’unicité est donc encore juste
si A est telle que p* > N = 3 (afin de pouvoir prendre v comme fonction test dans (¢.9)). Mais il existe des
fonctions matricielle A = (a;;); j=1,~ (& coefficients dans L°>°(2) et coercive) pour lesquelles p* < 3. L'unicité
n’est plus assuré et on peut effectivement construire des cas pour lesquels la solution de {@.9) n’est pas unique (voir
[250).

Etape 5 Que peut-on rajouter a solution faible pour avoir I’unicité ? Pour f € L' (), on montre qu’il existe une

et une solution a une nouvelle formulation, due a Ph. BénilanE] [6]. Cette nouvelle formulation (aussi appelée
formulation entropique), est la suivante :

u € V[/Ol’q(Q)7 pour tout 1 < ¢ < &, Ty.(u) € H}(Q), VE > 0,

(4.14)
/ AVu - VTi(u — @) dz = /ka(u —p)dx Ve e C(Q), Vk > 0.
Q

ol T}, est la fonction troncature, définie par : Tj(s) = max(min(k, s), —k). L’article de Ph. Bénilan ef al. démontre
qu’il existe une unique solution au probleme (@.14) (qui est donc la solution mild de (#.8)). Ph. Bénilan conjecturait
que le fait d’ajouter la condition T}, (u) € HE () (pour tout k > 0) a la formulation (@9) devait suffire a assurer
I'unicité. De fait, dans les articles de Serrin et Prignet [27, 23], le contre exemple consiste a construire une solution
non nulle de (#9) avec f = 0, mais cette solution ne vérifie pas Ty (u) € HE () pour k > 0. La conjecture de
Bénilan reste donc une conjecture. . .

Une autre question ouverte consiste & trouver une formulation semblable a (@.14) donnant 1"unicité lorsque f est
une mesure sur §2.

Remarque 4.11 (Limitation de la méthode semi-groupe) Une difficulté importante de cette méthode par semi-
groupe est sa généralisation au cas ot A dépend de t.

Méthode de Faedo-Galerkin (discrétisation en espace)

Soit € un ouvert borné de IRN, T > 0, ug une fonction de €2 dans R et f une fonction de 2x]0, 7’| dans IR. On
considere I’équation de la chaleur
Oyu — Au = f dans 2x]0,T7,
u = 0 sur 902x]0, T, (4.15)
u(.,0) = ug

3. Philippe Bénilan (1941-2001), mathématicien frangais, spéialiste des EDP, professeur a I’université de Besancon.
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Pour ug € L?(f2) et f dans un espace convenablement choisi, on va chercher u € L?(]0,T[, H}(2)) solution
faible de ce probléme. La méthode de FaedoﬂGalerkinE] consiste a construire par approximation une suite de
problémes dont la solution existe et de montrer la convergence des solutions des problemes approchées vers une
fonction qui satisfait une formulation faible de {@.15).

Comme H}(€2) est séparable, il existe une suite (E,,),en d’espaces inclus dans H}(€2), de dimension finie, par
exemple dim F,, = n, ettels que E,, C E, 4 et

U En=Hj(Q).

nelN

Soit {e; ...e,} une base de E,,. On cherche u,(t) = Z a;(t)e; t.q.

Z/ a(t)e; ep dr + Z/ a;(t)Ve; - Vepdr = / f(t)er dz, pourtout k = {1...n}ett >0,
=179 =179 Q

et les a;(0) sont choisis pour que u,,(0) = """ | ;(0)e; — ug dans L?(2) quand n — +oc0. Ceci donne, pour
tout n € IN*, un systéme de n équations différentielles avec condition initiale pour lequel on montre I’existence
d’une solution. On cherche alors des estimations sur la solution u,, qui permettent de passer a la limite quand
n — —+oo. Cette technique, qu’on va développer plus loin, permet de montrer que pour f € L2(]0,T[,H~!) la
limite u des wu,, satisfait :

u € L*(]0,T[, H} (), 0u € L*(J0,T[, H*(Q)),u € C([0,T], L*(R)),u(0) = ug p.p.,

T (4.16)
/<8tu,v>H717Hé dt —|—/ Vu - Vv dx) /(f, >H*1,H(} dt, Yo € L2(]O,T[, H&(Q))
0 o\Jo

Discrétisation en espace et en temps

On discrétise le probleme (@.13)) par un schéma numérique, par exemple par éléments finis P1 en espace et par un
schéma d’EulerE] implicite en temps. On obtient une solution approchée notée w,,. On obtient alors des estimations
sur u,,. On passe ensuite a la limite lorsque n — +-o0.

Pour f € L2(0,T,L%*(f)), on obtient ainsi pour le probleéme de la chaleur (#@.13) que la limite v du schéma
numérique satisfait :

u € L*()0,T[, H} (Q)),

/ / wpy dor dt + / / Vu -V drdt — / o(@)p(z,0) do (4.17)

; /fcpdxdt Yo € C5°([0, T[x)).

On démontrera plus loin le lemme suivant, qui donne 1’équivalence des formulations (.16)) et (d.17).

Lemme 4.12 (Equivalence des formulations faibles) Soit Q un ouvert borné de R™, T > 0, uy € L2(Q) et
[ € L?(0,T, L*(Q)). Alors, la fonction u est solution de (&.16) si et seulement si u est solution de @FI7).

4. Alessandro Faedo, 1913-2001 Mathématicien et homme politique italien, connu pour ses travaux en analyse numérique ; il a été 1’un des
éleves de Leonida Tonelli et, apres sa mort, il lui a succédé a la chaire d’analyse mathématique de 1’université de Pise

5. Boris Grigoryevich Galerkin, 1871-1945, mathématician et ingénieur soviétique, connu pour sa méthode d’intégration approchée et
spécialiste de mécanique des structures.

6. Leonhard Euler (1707-1783) mathématicien physicien, astronome, geographe et enginieur suisse qui fonda théorie des graphes et la
topology and fit des découvertes fondamentales dans de nombreuses branches des mathématiques
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Existence par degré topologique

Dans le cas de problemes non linéaires, plutot que d’approcher ou de discrétiser, on peut se ramener a un probleme
linéaire et appliquer un argument de type degré topologique, en utilisant les résultats connus dans le cas linéaire.
C’est ce qu’on fera par exemple sur le probleme (voir le probleme (@.33))

Opu + div(v(t, x) f(u)) — Au = 0 dans 2x]0, T7,
u = 0 sur 902x]0, T,
u(+,0) = ug.

4.2 Intégration de fonctions a valeurs vectorielles

On a utilisé dans les formulations faible de la section les espaces L?(]0,T[, L3(2)), L%(]0, T, H}(2)) et
L2(J0,T[, H=1(2)). Ce sont des espaces pour lesquels on utilise 1’intégration de fonctions a valeurs dans un
espace de Banach de dimension infinie (comme, par exemple, L?(£2)). Il nous faut donc préciser comment on
définit une telle intégrale. Rappelons d’abord comment on définit I’intégrale sur IR. On commence par définir la
notion de mesurabilité. On rappelle que si (X, T, m) est un espace mesuré, une fonction f : X — IR est mesurable
si f~Y(B) € T pour tout B € B(R). Une généralisation facile de cette notion de mesurabilité aux espaces de
Banach est donc la suivante : une fonction f de X dans E est mesurable si f~(B) € T pour tout B € B(E)
(ot B(E) est la tribu engendrée par les ouverts de E). En fait cette notion n’a aucun intérét du point de vue de
I’intégrale si F n’est pas séparable. Par ailleurs, une fonction réelle f : X — IR est mesurable si et seulement si f
est une limite simple de fonctions étagées, i.e. si et seulement si il existe une suite ( f,, ), de fonctions étagées t.q.
fn — f simplement (cette équivalence n’est plus vraie si f est a valeurs dans F ou est E est un espace de Banach
non séparable). C’est cette derniere notion (limite simple de fonctions étagées) qui est intéressante pour définir
I’intégrale. Plus précisément, comme I’intégrale ne voit pas les changements d’une fonction sur un ensemble de
mesure nulle, nous allons définir la notion de “m-mesurabilité” de la maniére suivante :

Définition 4.13 (Fonction m-mesurable) Soir (X, T, m) un espace mesuré. On dit qu’une fonction f, définie de
X avaleurs dans IR ou a valeurs dans un Banach E' est m- mesurable si elle est limite presque partout de fonctions
étagées.

Proposition 4.14 (Mesurabilité et m-mesurabilité) Soir (X, T, m) un espace mesuré.
1. Une fonction f de X a valeurs dans IR, est m-mesurable si et seulement si il existe g mesurable t.q. f = g p.p..

2. Soit E est un espace de Banah séparable et f une fonction de X dans E. Alors,

(a) f est mesurable au sens “f~1(B) € T pour tout B € B(E)” si et seulement si f est limite simple de
fonctions étagées.

(b) Comme dans le cas réel, la fonction f de X dans E est m-mesurable si et seulement si il existe g mesurable
tq. f =gp.p.

Soit (X, T, m) un ensemble mesuré, F un espace de Banach et f une fonction m-mesurable de X dans E. Il est
facile de voir que la fonction z +— || f(z)||g est m-mesurable de X dans IR . la quantité [ ||f(z)||gdm(z) est
donc parfaitement définie dans IRy U {+0o0}. Ceci permet de définir I’espace LL (X, T, m).

Définition 4.15 (L’espace L},(X, T, m)) Soit (X, T, m) un ensemble mesuré, E un espace de Banach et f une
fonction m-mesurable de X dans E. La fonction f appartient a L5(X, T, m) si

/ 1£(@) [ mdm(z) < +oo.
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On veut maintenant définir I’intégrale d’un élément de £ (X, T, m) o (X, T, m) est un espace mesuré et E un
espace de Banach. Soit f € L£LL(X, T, m). On ne peut pas utiliser la méme technique que pour £ = IR ( c’est-a-
dire décomposer f en fT et f~ et commencer par intégrer des fonctions mesurables positives). Par contre, comme
f est m-mesurable, on sait qu’il existe une suite (f,)ncn de fonctions étagées t.q. f,, — f p.p.. Il existe donc
AeTtq m(A®) =0et fr(x) — f(x) pour tout z € A. On pose alors

An ={z € A [[fu(@)lle < 2/f (@)} et gn = fn 14,

(le nombre 2 pourrait &tre remplacé ici par n’importe quel nombre > 1 et A pourrait étre remplacé par un autre
ensemble vérifiant les mémes propriétés. Cela ne changerait pas la définition de 1’intégrale donnée dans la défini-

tion ) La suite (g, )nen Vérifie :
gn, étagée pour tout n € IN,
gn = [ PP

llgn. — fllzdm — 0O par convergence dominée.

La définition de I'intégrale d’une fonction étagée est immédiate. On pose

I, = /gndm.

On peut alors montrer que (I,,)nen est une suite de Cauchy dans E. Cette suite converge donc dans E. On peut
aussi montrer que la limite de cette suite ne dépend que de f (et non du choix de f,, et de A). Il est donc naturel de
définir I'intégrale de f comme la limite de cette suite. C’est ce qui est fait dans la définition

Définition 4.16 (Intégrale a valeurs dans E) Soit f : X — FE oiu (X, T, m) est un espace mesuré et E un espace
de Banach.

1. (Rappel) f € LL(X,T,m) si f est m-mesurable et / Ifllzdm < +oc.

2. (Intégrale) Soit f € L1(X,T,m). Soit (fn)neN Suite de fonctions étagées t.q. f, — f p.p.. Soit A € T
t.q. m(A°) = 0 et fo(x) = f(x) pour tout © € A. On pose A, = {x € Atq. ||fn(@)|e < 2|f(z)||} et
gn = fn la,. On définit l'intégrale de f par :

/fdm: lim /gndeE.
n—-+oo

Avec la relation d’équivalence = p.p., on définit alors L (X, T, m). Il est alors facile aussi de deviner les dé-
finitions de £%(X,T,m) et LY,(X,T,m) pour tout 1 < p < +oo. Un élément de L% (X, T, m) est donc un
ensemble d’éléments de £, (X, T, m) (et deux fonctions appartenant a cet ensemble sont égales p.p.). Comme
d’habitude en intégration, si F' € L%, (X, T, m), on confond F et f si f € F (de sorte que I’on raisonne comme si
F e L(X,T,m)).

Proposition 4.17 Soit 1 < p < 400, (X, T, m) un espace mesuré o-fini et E un espace de Banach. Alors

1. L% (X, T, m) (avec sa norme naturelle) est complet. C’est donc un espace de Banach.

2. Sip < +o0 et E est séparable, LY, (X, T, m) est séparable.

3.Sip = 2 et E est un Hilbert, alors L%(X, T, m) est aussi un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est
défini par :

(o) 2 (x 2y = /X (u(@)|o(@)) pdm(z).

Par conséquent, de toute suite bornée de L% (X, T, m) on peut extraire une sous-suite faiblement convergente
dans L% (X, T, m).
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4.8i1 < p < 400 et si E est un espace de Banach réflexif séparable, I'espace L, (X, T, m) est alors un espace
de Banach réflexif séparable.

5. (Dualité dans L%, (X, T, m)) Soit1 < p < +oo, p' =p/(p—1)etv € L%,,(X, T, m). Pouru € L' (X, T, m),
Uapplication T, : u v~ [(v,u)p gdm est bien définie, linéaire et continue de L,(X, T, m) dans R. (On a
donc T, € (LB (X, T,m))’).

De plus, lapplication T' : v w— T, est une isométrie de L%,/(X, T, m) sur son image (qui est donc une partie
de LY(X, T, m)’).
Si E' est séparable et p < oo, I'image de T est (L, (X, T, m))" en entier.
6. (Convergence dominée) Soit 1 < p < +00 et (U )nen une suite de L%, (X, T, m). Si
(a) up, > u p.p.,
(b) lun|le < G p.p. pour tout n € IN avec G € Ll (X, T, m),

alors u,, — wdans L' (X, T, m).

Démonstration de la proposition [4.17]
Les propriétés 1-4 ne sont démontrées pas ici. La propriété 5 est partiellement démontrée dans I’exercice [d.2] La
propriété 6 est plus facile. Il suffit de remarquer que

e — ull < llualls + llulle < 26.

On a donc |lu,, — ully, < 2P|G|P € L (X, T, m). Par le théoréme de convergence dominée pour les fonctions a
valeurs dans IR, on en déduit que [ ||u, — ul/dm — 0 et donc que u,, — w dans L% (X, T, m). (]

Remarque 4.18 Soit E une espace de Banach. On dit que E est uniformément convexe si

Tty

v >0,3e>0tq. (felle =1L llylle = L, llz =yl 2 m) = [ —;

<1-—e

Les espaces LP(Q) avec 1 < p < + oo et Q ouvert de IRY sont uniformément convexes. Une conséquence
importante du fait que E soit un Banach uniformément convexe est que si (2, )new est une suite de E t.q. 2,, —
faiblement dans E et ||, ||g — ||z| g, alors 2,, — x dans E. Cette propriété permet éventuellement de simplifier
certaines démonstrations de la proposition (mais n’est pas nécessaire).

Différentes notions de dérivée pour une fonction a valeurs vectorielles.
Placons nous maintenant dans le cadre qui va nous intéresser pour les équations paraboliques, c’est a dire :

(X, T,m) = (]0,T[,B(0,T[), \).

On va d’abord définir proprement la dérivée par rapport au temps, d;u = du/dt, pour une fonction de ]0, 7’| dans
E qui n’est pas dérivable au sens classique ( c’est-a-dire au sens de ’existence de la limite, dans E, du quotient
différentiel habituel).

On note maintenant LY, (]0, T'[) ou LP(]0, T, E) I'espace LY (]0, T[, B(]0, T[), A) et L, ;,.(]0, T'[) ou Ly (]0, T,
E) ’ensemble des (classes de) fonctions a valeurs dans E localement intégrables sur |0, 7'[ (avec la mesure de

Lebesgue).

Lemme 4.19 Soit u € L, (]0,T[, E) on suppose que fOT u(t)p(t) dt = 0 pour tout ¢ € C°(]0,T[,R). Alors
u = 0 p.p.
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Démonstration : Semblable au cas £ = IR.
On peut ainsi définir la dérivée par transposition de u.

Définition 4.20 (Dérivée par transposition) Soit E un espace de Banach, 1 < p < +o0 et u € L4,(]0,T][). On
note D l’espace C°(]0,T[,IR) et D}, I’ensemble des applications linéaires de D dans E. On définit Oyu € D3,
par:

T
(Oru, )y, D = —/ u(t)y'(t) dt € E.
0

Remarque 4.21 Siu € C1(]0,T[,E) ona

—/ mw¢aw=/ W (1)p(t) = (O, )y -
0 0

On confond alors u’ (dérivée classique) avec d;u (dérivée par transposition), c’est a dire la fonction u’ qui appar-
tient a C([0,T], E)) avec I’application linéaire de D dans E notée d;u. (Grace au lemme la fonction v’ est
entierement déterminée par O;u, ce qui justifie la confusion entre u’ et 9;u.)

Définition 4.22 (Dérivée faible) Soit E et F' deux espaces de Banach et 1 < p,q < +o00. On suppose qu’il
existe un espace vectoriel G t.q. E C G et F C G. Soit uw € LY,(]0,T[) (on a donc dyu € D},). On dit que
dvu € L.(]0,T]) si il existe une fonction v € L%.(]0,T]) telle que

T T
Oy == [ ugwa= [ o .

(S} EF

Cette égalité n’a de sens que s’il existe un espace vectoriel G tel que £ C G et F' C G. Dans ce cas, on confond
dwu € Dy etv € L.(]0, 7). (Ici aussi le lemme est utile pour faire cette confusion car, grice au lemme[4.19]
si la fonction v existe elle est alors unique.)

En résumé, on a donc trois notions de dérivée d’une fonction u de |0, 7' & valeurs dans E (espace de Banach).

(1) Dérivée classique : u' :]0, T[— FE (existe rarement... ).
(2) Dérivée par transposition : d,u € D}, (existe des que u € L,(]0, T)).
(3) Dérivée faible : dyu € L%(]0,T]) ot F est un Banach tel que E C G et F' C G avec G espace vectoriel.
Exemples Soit  un ouvert borné de R .

1. E=H}Q), F=HYQ).0Onaalors E, F C G =D*(Q).

2. 1<p<+00,q=p/lp—1), E=WyP(Q), F=W14Q). Onaaussi E, F C G = D*(Q).

3. E=HY Q) F=(H"Q))". Pour cet exemple, on a F' ¢ D*(Q). En effet, on prend par exemple 7' définie,

pour v € H(Q), par
Tw) = / vdy(x).
19)

L application 7T est bien une application linéaire continue sur H'(Q2), donc 7' € H'(Q). Mais T' = 0 sur
D(Q), et donc, comme T n’est pas ’application nulle, F' ne s’injecte pas dans D*((2).

Dans cet exemple, pour injecter E et F' dans le méme espace G, on commence par identifier (L2(£2))’ (dual
topologique de L?(2)) avec L?(€2). Ceci est possible car si T' € L?(Q)’, par le théoréme de représentation
de Riesz, il existe une et une seul fonction u € L2() telle que T'(v) = (v/u)s pour tout v € L*(Q).
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On confond alors u et T. Par cette identification, on a donc L?(2)’ = L?(£2). On remarque maintenant
que, si £, H sont deux espaces de Banach tels que £ C H, et avec injection continue de F dans H et
densité de E dans H, on a alors H' C E’. On prend ici E = H*(2) et H = L?(Q) et on a donc (grace
a l'identification entre L?(Q2) et L2(Q2)') H' = L?(Q) c H'(Q)'. Finalement, on a donc E,F C G en
prenant G = (H'(£2))’. On a ainsi mis E et F' dans le méme espace G = (H'(£2))’ grice a I’identification
de L?(Q) avec (L*(Q))'.
4. Dans I’exemple précédent, on a deux espaces de Banach E et H avec & C H, injection continue de F

dans H et densité de E dans H. On a alors H' C E’. L’espace H est une espace de Hilbert. En identifiant
H avec H’, on a donc E C E’. Mais si I’objectif est seulement d’avoir £ C F’, il n’est pas nécessaire
d’avoir H' C F’ et on peut retirer I’hypothese de densité de E dans H. Plus précisément, soit E un espace
de Banach et H un espace de Hilbert avec £ C H et injection continue de E dans H. On identifie H avec
H’. Soit maintenant v € E, comme v € H, on a donc identification entre u et T, qui est I’application
v — (v|u)y de H dans IR. On peut alors aussi identifier « (qui est dans F) avec la restriction de T, & F
(qui est un élément de E’). Cette identification est 1égitime car si u; et us sont deux éléments différents de
E, les restrictions de Ty, et T,,, & F sont des applications différentes. On a ainsi £ C E’. Dans cet exemple,
il faut toutefois noter que (en I’absence de densité de F dans H) des éléments différents de H' ont la méme
restriction a E (et peuvent donc correspondre au méme élément de F)).
Un exemple intéressant de cette situation est obtenu en prenant H = L2(Q)" (avec €2 ouvert borné de RY,
N >1DetE = {ue H:div(u) = 0}.

Remarque 4.23 (Comparaison de L?(]0, T'[, L?(2)) et LP(Q2x]0, T[))

Soient T" > 0, 2 un ouvert de RY et1 <p < +oo.

Soit w € LP(]0,T[, LP(£2)). Il existe alors v € LP(Qx]0,T[) tel que u(t) = v(-,¢) p.p. (dans §2) et pour presque

tout ¢ €]0, T'[. (Noter que cette égalité est vraie quel que soit les représentants choisis pour u et v.)

Récripoquement, si v € LP(2x]0, T), il existe u € LP(]0, T[, LP(2)) tel que u(t) = v(-,t) p.p. (dans §2) et pour

presque tout ¢ €]0, 7.

En conservant ces notations, on peut alors comparer du/dt (qui s’applique & un élément de C2°(]0,T[,IR)) et

Ov /0t (qui s’applique a un élément de C'°(2x]0,T[,IR)). La réponse est que pour tout ¢ € C°(]0,T[,R) et

tout ¢ € C°(Q,IR) ona

du r /
|Gt == [ (| uo @i i

T
ov
- /Q / V@, O (P (@) dz dt = (G, ¢¥)p- @xiorp pxio.rp:
0

Proposition 4.24 (Commutation de I’action et intégrale) Soit E un espace de Banach, v € LL(]0,T]), v € E’
et € C(]0,TY). Alors,

T T
< ¢7/O u(t)g@(t) dt >Ep/ E= ‘/O < ’lﬁ,u(t) >E'\E gD(t) dt.

La preuve de la proposition [#.24] est laissée en exercice.

Lemme 4.25 Soit E un espace de Banach, 1 < p < +oo et u € LY,(]0,T[). On suppose que dyu € L%,(]0,T)
(on a alors u € WyP(10,T|). Alors, u € C([0,T), E), et méme u € CO'=1/?([0,T], E). Plus précisément, il
existea € Et.q. u(t) =a+ fot Oru(s)ds pour presque tout t €]0, T et u est alors identifié a la fonction (continue
sur [0,T]) t — a+ fot Oyu(s)ds.
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Démonstration La démonstration est semblable au cas £ = IR. On pose dyu = v € L4(]0,T) et on définit w

par w(t) = fot v(s)ds, de sorte que w € C([0,T], E). On montre assez facilement que w; = v = yu et donc
(w —u); = 0. On a donc

T
/ (w — u)ps dt = 0 pour tout ¢ € C°(]0, T[,IR). (4.18)
0

On choisit maintenant une fonction ¢y € C$°(]0, T[,IR) t.q. fOT wo(s)ds = 1. Pour ¢y € C°(]0,T[,IR) on définit
© par

o= [ (s)ds / " po(s)ds / " sy,

de sorte que ¢ € C°(]0, T[,IR) et on peut prendre ¢ dans (.18)). On en déduit (la preuve est laissée en exercice)
quiil existe ¢ € E t.q. w — u = a p.p. Donc u € C([0,T], E). Avec 'inégalité de Holder, on montre ensuite que
we COI-1/p, n

Nous allons maintenant montrer un lemme plus difficile donnant aussi la continuité de w. On suppose que E est
un espace de Banach et F' un espace de Hilbert t.q. E C F, avec injection continue, et £ dense dans F'. On a
donc aussi F/ C E’. Comme F est un espace de Hilbert, on peut identifier ' avec son dual par le théoréme de
représentation de Riesz, c’est-a-dire que 1’on identifie v € F avec I'application T,, : u — (v|u)p (qui est un
élément de F). L’application v — T, est une isométrie (bijective) de F' dans F’. Avec cette identification, on a
donc E C F = F' C E’. Donc, tout élément de E est alors un élément de E’. Pour u,v € E,on a

<V,u >p/ g= (U‘U)F,

c’est-a-dire < Ty,,u >p p= (v|u)p, out T, est I'élément de F’ identifié & v € F. Avec cette identification
de F avec F’, on va maintenant donner un résultat de continuité de u dans F si u € L%(]0,T[, E) et Qyu €
L?(]0, T[, E"). 1 faut faire trés attention que cette derniere hypothése n’a de sens que par I’identification de F avec
F’ (si on change d’espace F, on change le sens de d;u € L?(]0, T, E’), alors que E’ n’est pas changé!).

Lemme 4.26 (CS de Continuité) Soir E un espace de Banach et F un espace de Hilbert tels que E C F, avec
injection continue, et E dense dans F. On identifie F' avec F' (de sorte que E C F = F' C E’). Soit u €
L%(]0,T), on suppose que dyu € L%, (10, T|). Alors uw € C([0,T], F) et, pour tout t1,ts € [0,T) ona

t1
lut)|3 — [u(ta) 3 = 2 / < By u > g dt.
to

Démonstration On va montrer que u € C([0,T), F).
Soit p € C2°(] — 2,—1) tel que [i; pdz = 1et p > 0. Pour n € IN*, on pose p, = np(n-) de sorte que le

2 1
support de p,, est inclus dans | — —, ——[ et que / pn dx = 1. On définit u,, par convolution avec p,,, c’est-a-
n n

dire u,, = u * p, avec
a=wusur]0,T|
u=0sur]0,T[.

On a donc u,, — wdans L%(]0,T[), u, € C(IR, E) et ul, = @ * pl,.
Soitt € IR, on a

T
wnft) = [ o)t = s
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-1 1 2
On remarque maintenant que p,,(t —s) =0sit — s & } —,— [c’estédire s g_i}H— —t+ — [
n’n n n
Soite > 0ett € [0,T — £[. Pour n > ng avec ng t.q. n% <eonat+ 2 < Tetdonc
pn(t =) € C2(]0,TY).

On a alors
uy, (t) =< Ou, pr(t — ) >px,D

T
= / Owu(s)pn(t — s)ds € E', car dyu € L%, (]0,T)).
0

Donc, u,, = Oru* py, sur [0, T — €[, avec

= | Owsur]0,T]
Opu = { 0 sur ]0, T'[°.

Mais dyu * pp, — Oyu dans L*(IR, E'). Donc u, = d,u x p, — dyu dans L2, (]0, T — e]).
u, — udans L%(]0,T7)

u!, — Oyu dans L, (]0,T —¢[) Ve > 0.

On va maintenant montrer que (u,,(t))nen est une suite de Cauchy dans F pour tout ¢ € [0, 7], et méme, pour
tout £ > 0, uniformément si ¢ € [0,T — €.

Soite > O et p € C1([0,T],R) définie par ¢(t) = ||un(t) — U (t)]|%. On a donc, pour ¢ €]0, T,

@' (t) = 2((y, = ) () | (Un = um) (1)) -
S S

En résumé, {

Soient t1,t3 € [0, — €], on a

p(ta) —p(t1) = / 20 (5) — ey ()| ua(s) — i (5)) s

t1

= 2/ ’ < (un)e(s) — (um)e(8), un(s) — um(s) >/ g ds.

ty

T—e 1/2 T
o(t2) — olty) s2</0 ||<un>t<um>t||%/ds> (/ |unum%ds>

< 2|/ (un)e — (um)tHL%E, l|wn — UMHL"‘E-

Donc,
1/2

Soit > 0, comme u,, — u dans L%(]0, T[) et que la suite ((uy,)¢)nemn+ est bornée dans L%, (0, T — €[), il existe
no t.q.
@(t2) — p(t1) < npour m,n > ng.

On a donc
p(ta) < @(t1)+n pourn,m > ng.

On integre cette inégalité pour ¢, €]0,7 — £[. On obtient

T—¢e
T-plt) < [ un— unlfhdes + T

0
< Jun — um”%% +T1n
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En utilisant une nouvelle fois que u,, — u dans L% (]0, 7)), il existe n; t.q.
(T —€)p(ta) < (T + 1)n pour n,m > ny.

On a donc ¢(t) < % pour n,m > ny ett € [0,T — €]. On a ainsi montré que, pour tout t € [0,7 — &,

(T+1)77.

n,m > ny = ||u,(t) _um(t)”%7 < T _¢

Ceci montre bien que la suite (u,(t))nen est de Cauchy dans F' uniformément par rapport a ¢, sit € [0,T — ¢].
Il existe donc une fonction w de [0,7] dans F t.q. u,(t) — w(t) dans F pour tout ¢ € [0,7[. Comme cette
convergence est uniforme sur [0, 7" — ¢] pour tout € > 0, la fonction w est continue sur [0,T — ] pour tout € > 0.
Onadoncw € C([0, T, F).

Comme u,, — u dans L%(]0, T[) (et donc p.p. sur |0, T'[ aprés extraction éventuelle d’une sous suite), on a donc
u = w p.p., et donc uw € C([0,T[,F) (car on identifie, comme d’habitude, la classe de fonctions u avec son
représentant continu qui est justement w).

De maniére analogue, en décentrant les noyaux régularisants de 1’autre c6té, on montre que v € C(]0,7], F'). On
adoncu € C([0,T], F).

Enfin, on a aussi pour t1,t5 € [0,T],

lun ()13 — lun(t2)3 =2 / (u(5) n(s)) s

_ 2/ "< (un)e(s), un(s) > ds

to

en passant a la limite sur n, on obtient

t1
lut)lE = llult) |7 = 2/ < Oyu(s),u(s) >pr,p ds.
ta
Remarque 4.27 Un exemple classique du lemmeconsiste aprendre E = H}(Q) (ot  est un ouvert de RY,
N > 1), F = L*(Q), F’ identifié a F, et donc E' = H~'(Q). Le choix de E’ pour I’espace dans lequel est 9;u
est crucial dans la démonstration du lemme mais des généralisations de ce lemme sont possibles. L’exercice
montre que u € L%(]0, 1[, H(]0, +-00[) et dyu € L3(]0,1[, H1(]0, +00]) (I'espace L? étant identifié a lui
méme) sont des hypothéses suffisantes pour obtenir v € C([0,T], L?(2)). Le lemme ne s’applique pas ici
directement car H~*(]0, +o0[) est le dual de H} (]0, +00]) et n’est donc pas le dual de H(]0, +o0]). Un argument
de prolongement permet de se ramener au lemme [4.26] (exercice [4.4).

4.3 Etude de I’équation de la chaleur

Notation : Si E est un espace de Banach et T’ > 0, on notera souvent L*(]0, T'[, E) (au lieu de L% (]0,T'])) I’espace
L%(]0,T[, B(J0, T, \).
On s’intéresse dans ce paragraphe au probléme suivant :
Soit  un ouvert borné de RY, T € IR, f une fonction de 2x]0, T dans IR et uo une fonction de €2 dans IR.
On cherche u tel que

Opu — Au=f dans Q2x]0,T7,

u=20 sur 9010, T7,

u(+,0) = up.
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On va donner pour ce probleme linéaire un résultat d’existence par la méthode de Faedo-Galerkin et d’unicité de
solution faible.

Théoréme 4.28 (Faedo-Galerkin) Soir Q un ouvert borné de R™, T > 0 et ug € L?(2), on identifie L*(2) avec
son dual et on suppose que f € L?(]0,T[, H=(Q)). Alors, il existe un et un seul u tel que

u € L*(]0,T[, Hy (), dpu € L*(J0, T[, H~1(2)),
e T
/O (Oru(s),v(s)) g- 1H1ds+/ /Vu v(s) dz dS—/O <f(5)av(5)>H*1,Hé ds (4.19)
Vo € L2(J0, T, H} (),
u(0) = ug p.p..

(On rappelle que u(s) (resp. v(s)) désigne la fonction x — u(x,t) (resp. v(x,t)).
On a de plus les estimations suivantes sur u et Oyu :

lull 2o, 7,2 ) < llwollz + 1 fllz2qo,rpa-10))
10wl L2 qo, 7, 5-1(2)) < llwoll2 + 2l fllz2qo,7, -1 (2))>
lu@®)l3 < lluoll3 + 10cullZ2 o1 () + el 2oy m ) Pour tout t € [0,T1.

Démonstration

On rappelle que 1’on a identifié L?(2) avec L?(Q))’, de sorte que HO (Q) c L¥(Q) = L2(Q)' ¢ H~1(Q). Comme
on cherche u t.q. u € L?(]0,T[, Hi () et Oyu € L*(]0, T[, H~1(2)), on a nécessairement u € C ([0, T], L?(£2))
(d’apres le lemme 4.26) “ La fonction u est donc définie en tout ¢t € [0, 77, ce qui permet de donner un sens a la
condition ©(0) = ug p.p..

L’idée, pour démontrer ce théoréme, est de résoudre d’abord le probleme dans des espaces de dimension finie ; on
pourrait le faire par exemple avec des espaces d’éléments finis, mais c’est plus simple en utilisant une base hilber-
tienne formée de fonctions propres du Laplacien, c’est-a-dire une base hilbertienne de L?(€) , notée {e,,,n € IN*}
t.q. e, est (pour tout n) une solution faible de

—Ae, = A\pe, dans (),
e, =0 surdf,

avec A\, € R.

Etape 1, remarques liminaires. La famille (e,,),c+ est une base hilbertienne de L?((2) et vérifie

en € HY(Q),
Jo Ven - Vuda = A, [, env dz, pour tout v € Hj(9),
avec \,, > 0 pour tout n € IN* et \,, T +00 quand n — +oo.
Comme (e,,)nen+ est une base hilbertienne de L*(£2), on a, pour tout w € L*(Q), w = >« (wlen)2e, au

sens de la convergence L?(Q) ( c’est-a-dire que Y-, (w|e;)e; — w dans L?(€2) quand n — +00).

On va montrer maintenant que la famille (A, 1 %en)nen+ est une base hilbertienne de HZ(€2). On rappelle que
H{ (£2) est un espace de Hilbert, 1a norme de u dans H{ (£2) est définie par [ull g ) = [ IVul[[2(q) et donc le

produit scalaire de u et v dans H () est donné par (ulv) g ) = fo Vu- Vo da.
On remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1,0on a

ven : Vem dz = )\n €En€m dz = )\7L6n,m-
Q Q
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On en déduit que (€n|em) g1 () = 0sin # met

en Ve, - Ve,
||7/>T"||%I(}(Q) = /Q A, dz =1

Puis, on remarque que ’espace vectoriel engendré par la famille (e, ) e+, noté ev{e,, n € IN*}, est dense dans
Hg (). En effet soit v € Hy () t.q. (v|en) (o) = 0 pour tout n € IN*. On a donc, pour tout n € IN*,

0= (v|en)H3(Q) = /QVen -Vodr =\, /Q env dz.

Comme (e, )neN+ st une base hilbertienne de L2(€2) (et A, # 0 pour tout n € IN*), on en déduit que v = 0
p-p.. Ceci montre que 1’orthogonal dans H} (Q2) de ev{e,,, n € IN*} est réduit a {0} et donc que ev{e,, n € IN*}

est dense dans H}(€2). Finalement, on obtient ainsi que la famille (A, 1 Qen)nem* est une base hilbertienne de

Etape 2, solution approchée.

Soit n € IN*. On pose E,, = ev{e,, p = 1,...n}. On cherche une solution approchée w,, sous la forme w,,(t) =
Yo ai(t)e; avec a; € C([0,T],IR). En supposant que les c; sont dérivables pour tout ¢ (ce qui n’est pas vrai,
en général), on a donc

u, (t) = Z o;(t)es,

de sorte que, pour tout ¢ € Hg () et tout ¢ €]0, T'[, on a (compte tenu de I’injection de L?(2) dans H{ (2)),

(un (), ©Y Er-1(0), 2 () = Za;(t)/ eip dz.
i=1 Q
D’autre part, pour tout t € [0,7] on a

—Aup,(t) = — Z a;(t)Ae; = Z Niai(t)e; dans D*(Q) et dans H (),
i=1

=1

c’est-a-dire , pour tout p € H}(Q),

(—Auy(t), @)Hfl(ﬂ)ﬁHé(Q) = /QVun(t) Veodr = Z)\,;ai(t) /Q e d.

i=1

Enfin, comme f € L?(]0,T[, H~ '), on a pour tout ¢ € H}(Q), (f(-), ) a-1(Q),HL(Q) € L (J0,T]). La quantité
(f(), @) m-1(2),m1 () est donc définie pour presque tout ¢ et on obtient finalement, pour presque tout ¢ et pour
tout ¢ € H} (),

n

(un (t) — Aun(t) = f(), 0) 1), HL(Q) = Z(a;(t) + X (1)) /Q eip dz — (f(1), ) m-1(),m1(0)-

i=1

Pour obtenir w,,, une idée naturelle est de choisir les fonctions «; pour que

(up () — Aun(t) = f(1)s0) -1(),H2(2) = 0
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pour tout ¢ € E,. En posant fi(t) = (f(t),€i)g-1(q),m1 (), ceci est équivalent a demander pour tout i €
{1,...,n},

a;i(t) + Nici(t) = filt).
(0)

En tenant compte de la condition initiale et en posant c;; * = (ugle; )2, ceci suggere donc de prendre

t
a;(t) = ago)e_k"’t +/ e‘At(t_S)fi(s)ds. 4.20)
0

Les fonctions «; ainsi définies appartiennent 2 C([0, 7], R) et on a donc u,, € C([0,77], E,) C C([0,T], H}(Q))
avec uy, (t) = Y i, ai(t)e;.

Etape 3, précision sur la dérivée en temps. Soit n € IN* et wu,, la solution approchée donnée par I’étape pré-
cédente. Les fonctions «; ne sont pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par
transposition) de w,,. On va noter cette dérivée (uy,):. Par définition de la dérivation par transposition, (u,,); est un
élément de Dy, avec E = H{ (). Soit o € C(]0,T[,IR) on a

T
(un)er @) = — /0 un (1) (t) dt € E, € HY(9).

Comme u,, = Y., a;e;, on a donc

n T T
(o ==X [ a0 dt= =3 ([ aitthe') aoes.

On utilise maintenant (@.20),
T
/ a; ()’ dt =T, + S;,
0

avec

T T
T, = / az(-o)e*)‘itgo’(t)dt = / ago))\ief)‘itgo(t)dt.
0 0

T t
;= e t=9) £.(5)ds) ¢ .
&fé(/ Fi(s)ds)o' (1) dt

0
Pour transformer S; on utilise le théoreme de Fubini :

T T T T
&=A<Alm@aMHM@@¢mw=/</MMMfMHWwwM@w

0 0

T T T T T
= e Nit=s) (s)ds = e Ailt=s) i(s)ds — s) fi(s)ds.
—A([ &(t) dt) fi(s)d Ailf’ (1) dt) fi(s)d AfUﬁUd
[ ([ ner e p@as)ear - [ net
0 0 0

On en déduit que T} + S; = fOT i (t)p(t) dt — fOT fi(t)p(t) dt, et donc

((un)t, @)D+ p = —Z/O Aiai(t)eip(t) df+Z/0 fi(t)eip(t)dt.
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Comme cette égalité est vraie pour tout ¢ € C2°(]0, T[,IR), on a finalement
(up): = Z)\azez—FZfzezeL 10,T[, Ey).

Ce qui peut aussi s’écrire, avec (") = S fiei,

(un) = Auy + f) € L2(]0, T(, Bn) < L*(J0, T[, Hy () < L*(0, T, H~'(2).
Soit maintenant v € L*(]0, T, Hy(2)). Comme (uy); € L*(0,T[, H*(Q)), on a ((un)e,v) 1), i) €
LY(]0,T7) et

/0T<(un)t(t),v(t)> L), m ()t = / /Vun wddeZ/ /fleludxdt

Ceci donne, en revenant a la définition de f;,

T
/0 ((un)e(t), v(t) -1 (), mH1 () dt+/ /Vun Vodz dt = Z/ H-1(Q), Hl(Q)(/Qeiv dz) dt
=/ ,Z vlei)2ei) g-1(a),m1 (o) dt-
0 i=1

On note P, I’opérateur de projection orthogonale dans L?(f2) sur le s.e.v. E,,. L’opérateur P, peut donc étre vu
comme un opérateur de L%(Q2) dans Hi(Q) (car E,, C Hi()). On note alors P! 1’opérateur transposé qui est
donc un opérateur de H~1(£2) dans (L?(2)) qui est lui méme identifié a L?(2) et est aussi un s.e.v. de H ().
On obtient alors (pour tout v € L(]0,T[, Hi()))

T T T T
/ ((un)t,U>H_17Hédt+/ /Vun-Vv dz dt:/ <f7PnU>H_17Hédt:/ <P,,€f,'U>H—1)Hédt. 4.21)
0 0o Ja 0 0

On a aussi u,, € C([0,T], H}(2)) et u, (0) = Pyuo.

Etape 4, estimations sur la solution approchée.
Pour n € IN*, on a u,, € C([0, T, H}(Q)) C L2(]J0,T[, H(Q)) et (un): = Au, + £ € L2(J0,T[, H=*(Q)).
D’apres la section[d.2} on a donc

1 2 1 2 g
glun(llz = Glluollz = [ {(un)e un) =,y -

En prenant v = u,, dans @21}, on en déduit

Sl @IE = Sl + [ [ 1Vunl? dzdt = [ (7, Puabia-s iy,
0 Q 0

et donc .
[unll72 0,7, H(9)) / / [V, |* de dt < *||U0||2 / (f, Paun) -1 mpdt.
0
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On en déduit, en remarquant que P,u,, = uy,

1 T
|2 071,113 0y < §||Uo||3 +/0 (fun) -1 ppdt

1
< Sllwoll3 + £l 2 go.r - lenll 2o my )

1 1 1
< 5”“0“% + §||f||2L2(]o,T[,H—1(Q)) + §||Un||2Lz(]o,T[,H3(Q))'

On a donc
HunH%Z(]o,T[,Hg(Q)) <lwoll3 + 112 o,z r-1(02))-

Ce qui donne aussi
HunHLZ(]o,T[,Hg(Q)) < luollz + 1fllz2qo,rr, -1 () -

Comme (uy,); = Auy, + Py, f (égalité @21)) et que || Pywl| g3 (o) < |lwll ;) pour tout w € Hg(€2), on obtient
aussi une borne sur (uy, )¢ :

[(wn)ellL2go. ) -1 (@) < llunllL2qo,rp i) + I1fllz2qorpa-19)

et donc
| (un)tll 2o, o, -1 () < lwoll2 + 20 fll L2 go,rp, -1 (02))-

La suite (u,,)nen+ est donc bornée dans L2(]0,T[, H}(R)) et la suite ((un,)¢)new+ est bornée dans L2(]0, T,
H=1(Q)).

Etape 5, passage a la limite. Grice aux estimations obtenues a 1’étape précédente, on peut supposer, apres extrac-
tion éventuelle d’une sous suite, que, quand n — +0o0,

u,, — u faiblement dans L*(]0, T'[, Hg (Q2)),
()¢ — w faiblement dans L?(]0, T[, H 1 (£2))
et les estimations sur u,, et (u,,); donnent aussi les estimations suivantes sur u et w :
lull 22 go.rp.m3(2)) < ol + ILfll 2o,

lwllz2qo,rp,a-1(@)) < llwoll2 + 211 fll 2o, 7, m-1(2)-

Nous allons montrer tout d’abord que w = J;u (puis nous montrerons que v est solution de d;u = Au+ f au sens

demandé par @19)).
Par définition de ;u, on a, pour tout ¢ € C°(]0,T[,IR),

T T
/ Ou(t)p(t)dt = — / u(t)y (t)dt.
0 0
Pour démontrer que J;u = w, il suffit donc de montrer que I’on a, pour tout ¢ € C°(]0, T[,R),
T T
/ w(t)p(t)dt = — / u(t)y' (t)dt. (4.22)
0 0

On rappelle que le terme de gauche de 1'égalité [@.22) est dans H () alors que le terme de droite est dans
H}(Q). Cette égalité utilise donc le fait que Hg(2) € H~1(Q), cette inclusion étant due au fait que nous avons
identifié L?(Q)" avec L?(Q).
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Soit donc ¢ € C°(]0,T[,IR). Nous allons montrer (#:22)). Pour ¢) € H}(Q), on considére 1’application S de
L2(]0,T[, H}(€)) dans IR définie par

/ / )i (z) dz pour v € L*(]0, T[, Hj ().

L’application S est linéaire continue de L%(]0,7[, H}(2)) dans IR. Comme u,, — u faiblement L2(]0, T,
H}(£2)), on a donc S(u,) — S(u) quand n — +o0. Or, pour v = wu,, et pour v = u, on a

T T
S(w) = —( / o(t)g (1)) = — / V()0 (Ot V) g1 a1

On a donc, quand n — +o0,

T

T

([ unlt) Ot s g = / w(t)0! ()t V)1 gy

On utilise maintenant le fait que — fOT Un () fo un )t (t)p(t)dt (par définition de (u,,)¢). On a donc
T T

([ w0 )15 =~ / w(t)g! ()b, ) i1 s
On considére maintenant I’application S de L2(]0, T, H~*(Q2)) dans IR définie par

- T

S@) = ([ @ele)dt, )1y pour v € (00,7 H ().

0

L application S est linéaire continue de L?(]0, T, H~*(£2)) dans IR. Comme (u,); — w faiblement L*(]0, T,
H=1(9)), on adonc S((uy):) — S(w) quand n — +o0, c’est-a-dire

T T
([ Ot s g = ([ w)o(Ode )

On en déduit que pour tout 1) € HE(£2), on a
T T
~([ e Ot )y =« / w(E)p(1)dt, ) -1 1y

On a donc bien montré que — fOT u(t)p fo t)dt pour tout p € C(]0,T[,IR), c’est-a-dire que
O = w.

Nous savons donc que u,, — u faiblement dans L2(]0, T[, Hg (€2)) et que d;u,, — O;u faiblement dans L2(]0, T7,
H~1(€)). Pour montrer que u est solution de dyu = Au + f au sens demandé par @.19), il suffit maintenant de
passer 2 la limite dans .21)). Soit v € L2(]0, T[, H(£2)), on a pour tout n € IN*, selon [@#21),

T T T
| (o st [ ualong dt= [ Pav)s g
0 0 0

Les deux termes de gauche de cette égalité passent a limite quand n — 400 grace aux convergences de u,, et
(un)¢. Pour le terme de droite, on utilise 1’étape liminaire. On remarque que P,v(t) — v(t) dans H}(Q) pour
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presque tout ¢ et || Pov(t)[| g1y < [[v(t)]l a1 (o) pour presque tout ¢. Cela permet de passer a la limite dans le
terme de droite, par le théoréme de convergence dominée. On obtient ainsi

T T T
| st + [ @by at = [ 050 mpat
0 0 0

Ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation (@.19).

Etape 6, condition initiale. Comme u € L?(]0,T[, H} () et Q,u € L*(]0,T[, H 1(2)), on sait que u €
C([0,T), L*(2)) (voir la section . Pour terminer la démonstration du fait que  est solution de (4.19), il reste
donc seulement & montrer que %(0) = ug p.p. ( ¢’est-a-dire u(0) = ug dans L?(Q2)).

On sait que u(t) — w(0) dans L?(Q) quand ¢ — 0. On sait aussi que u,(0) = Y1, ago)ei — ug dans

L?(Q) quand n — +oo. Pour en déduire que u(0) = wuyg, il suffit de montrer que la suite (u,)nen+ e€st re-
lativement compacte dans C([0,7], H='(€2)). En effet, si la suite (u,)n,en+ est relativement compacte dans
C([0,T), H~1(2)), il existe w € C([0,T], H=*()) et une sous suite, encore notée (un)neN, t.q. un(t) — w(t)
dans H~'(Q) uniformément par rapport a t € [0, 7] (et donc aussi dans L2(]0,T[, H~'(Q2))). En particulier, on
a donc w(0) = wug. Mais on sait déja que u,, — u faiblement dans L?(]0, 7], H}(£2)) et donc aussi faiblement
dans L2(]0,T[, H=1(Q)). Par unicité de la limite, on a donc v = w p.p. sur |0, T'[ et donc u(t) = w(t) pour tout
t € [0,T] car u et w sont continues sur [0, 7']. On obtient ainsi, finalement, u(0) = w(0) = ug.

Il reste & montrer que la suite (uy,),en+ est relativement compacte dans C([0,7], H~1(€2)). Par le théoréme
d’Ascoli, il suffit de montrer que

1. Pour tout ¢ € [0, T, (un(t))nemn+ est relativement compacte dans H ~1((2).
2. lun(t) — un(s)||zr-1 — 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € IN* (et pour tout ¢ € [0, T).

Par démontrer le deuxiéme item, on utilise la fait que (u,,); € L'([0, 7], H~1(£2)). La section4.2|nous donne que
pour tout t1,ts € [0, T, t; > ta, et tout n € IN*, on a (dans H~1(Q))

(1) — tn(t) = / () (3)ds,

et donc

T 1

lan (t1) — un(£2) -1 < / (e (8) 15 < ( / ) ()% 1ds)* Vi — T
< (un)ell 2o, m-1) Vi — to.

Comme la suite ((uy,)¢)nen+ st bornée dans L2(]0, T'[, H~1(Q)), on en déduit bien que ||y, () =, (8)|| -1 — 0,
quand s — ¢, uniformément par rapport 2 n € IN* (et pour tout ¢ € [0, 7).

Pour démontrer de premier item, on utilise encore la section Comme u,, € L2(]0,T[, H}(Q)) et (u,); €
L2(]0,T[, H (Q)), on a, pour tout ¢, s € [0, T,

(@)1 = ()13 +2 ()€€ 1010y,

et donc

t
lun ()l < H%(S)II%H/ () e(€), un()) -1, m3|dE < llun ()13 420 (wn)ell L2 o,rr, 1) [unll 20,12
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En intégrant cette inégalité par rapport a s sur [0, T, on en déduit
Tlun ()5 < llunllZ2g0r 2200y + 271 wn) il 20,2051 lunll 20,7, ) -

Ceci montre que la suite (u,,(t))nen+ est bornée dans L?(Q2) pour tout t € [0, 7] (et méme uniformément par
rapport 4 t). On en déduit que la suite (uy,(t)),en+ est relativement compacte dans H () pour tout ¢ € [0, 7.
On peut donc appliquer le théoreme d’Ascoli et conclure, comme cela est indiqué au début de cette étape, que
u(0) = ug p.p.. Ceci termine la démonstration du fait que u est solution de @.19) et donc la démonstration de la
partie “existence” du théoreme [4.28]

Dans la démonstration, nous avons obtenu les estimations suivantes

lull 22 qo, o)) < llwollz + 1 fllz2qo.rpa-10))

10sull 2o, 7 -1 @) < lluolle + 2| fll L2 qo,rp a1 (2))-
Enfin, comme u € L2(]0, T[, H3(Q)) et dyu € L2(]0, T[, H~1(€2)), le lemme [4.26]donne, pour tout ¢,

t
()2 = [fuo2 + 2 / (Ouu(s), u(5)) -1 g 5,
on en déduit que

lu()3 < lluwoll3 + 10sullZ2 o7, 110y + ||u||%2(]O,T[,Hé(Q))7 pour tout ¢ € [0, T'[.

Etape 7, unicité. On montre maintenant la partie “unicité” du théoreéme Soit uy, us deux solutions de @.19).
On pose u = u; — uz. En faisant la différence des équations satisfaites par u; et us et en prenant, pour ¢t € [0, T,
v = ulyg 4 comme fonction test, on obtient

/Ot@t“(s)’“(s»H%H&ds B /Ot /Q Vu(s) - Vu(s) dzds = 0.

Comme u € L2(]0, T[, H}()) et dyu € L2(J0, T[, H~1(R2)), on a, d’apres la section 4.2}

S OIE = (O)I) = [ (oru(s). u(s) sy

On en déduit, pour tout ¢ € [0, 77,

t
()1 = (o)1) +2 [ Fu(s) - Vu(s) dads o

Enfin, comme »(0) = 0, on obtient bien, finalement, «(¢) = 0 p.p. dans 2, pour tout ¢ € [0, T]. Ce qui montre la

partie “unicité” du théoréme [4.28] [

Nous allons maintenant donner quelques propriétés complémentaires sur la solution de #.19)

Proposition 4.29 (Dépendance continue)  Soir Q un ouvert borné de RY et T > 0. Pour ug € L%*(Q) et
f € L2(J0,T[, H-Y(2)), on note T(uq, f) la solution du probleme @19). L’opérateur T est linéaire continu de
L3(Q) x L*(]0,T[, H~1(Q)) dans L*(]0, T[, H}(Q)) et dans C ([0, T], L*(Q)).
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Démonstration Il suffit de reprendre les estimations vues dans le théoréme [4.28] pour u solution de @.19). :

lull2qo,rp 2y < 1 llL2qo.rp -1y + lluoll2,
lu@®)l3 < lluoll3 + 10cull 22 o721y + 20 71, 2 POUT tout t € [0, T,
10cull L2 qo,r, -1y < lluoll2 + 2[1 £l 2o,z H-1)-

On en déduit bien la continuité de 7" dans les espaces annoncés. ]

Proposition 4.30 (Positivité et principe du maximum) Soir Q un ouvert borné de RY, T > 0 et ug € L*(Q).
On note u la solution de @19) avec f = 0.

1. On suppose ug > 0 p.p.. On a alors u(t) > 0 p.p. et pour tout t € [0, T).

2. On suppose que ug € L>(Q). Soit AAB€ R tq A<0< BetA<uy<Bpp.Onaalors A<u(t)<B
p-p. et pour tout t € [0, T].

Démonstration Pour démontrer le premier item, on montre plutot (ce qui est équivalent) que ug < 0 p.p. implique
u(t) < 0 p.p. pour tout ¢ € [0,7]. On suppose donc que uy < 0 p.p.. On utilise alors le lemme [4.31] avec
¢(s) = sT. 1l donne que ut € L*(]0,T[, Hj(Q)). Pour t € [0,T], on peut donc prendre v = u*1jy ,; dans
I’équation de (@.19) et on obtient

/Ot<8tu(8)7u+(s)>HI’Héds+/0t/ﬂvu(s).vu+(s) duds — 0.

En utilisant encore le lemme [4.31] on a donc

1 1 t
Sl @13 = Sl )F + [ ut ()17, ds = 0.
2 2 A }

Comme u " (0) = ugd = 0 p.p., on en déduit bien que |Ju™t(¢)|2 = 0 et donc u(t) < 0 p.p..
La démonstration du deuxiéme item est semblable en utilisant le lemme avec ¢(s) = (s — B)T et p(s) =
(s—A)". [

Lemme 4.31 Soit Q un ouvert borné de RY et T > 0. Soit @ une fonction lipchitzienne de R dans R t.q.
©(0) = 0. On définit ® par
&
2(€) = [ € pour¢ € .
0

Soit u € L2(]0,T[, H}(Q)) t.q. dyu € L2(J0,T[, H=(Q)). On a alors o(u) = L*(]0,T|[, H}(Q)), ®(u) €
C([0,T], L*(2)) et, pour tout ty,ts € [0,T),

[ o) ds = [ ot de = [ @ls). ) o s

t1

On a aussi pour presque tout t €0, T[, p(u(t)) € HE(Q) et Vo(u(t)) = @' (u(t))Vu p.p., c’est-a-dire, en étant
plus précis, Vip(u)(x,t) = ¢ (u(z, t))Vu(x,t) pour presque tout x© € ). Dans cette égalité, on peut prendre pour
¢’ (u(x, t)) n’importe quelle valeur si ¢ n’est pas dérivable au point u(x,t). En particulier ceci montre que, pour
tout a € R, Vu = 0 p.p. sur ’ensemble {u = a}.
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Démonstration Ce lemme est la version “parabolique” des lemmes 2.21] et 2.22] vus précédemment. La démons-
tration consiste a considérer d’abord (comme dans le lemmew que ¢ est de classe C' et & régulariser . Puis &
approcher ¢ par des fonctions de classe C'! (au moins lorsque ¢ est dérivable sauf en un nombre fini de points, le
cas général étant plus difficile). Cette preuve n’est pas détaillée ici. ]

On donne maintenant I’équivalence entre la formulation faible (4.19) et une autre formulation faible, la formulation
(#.23). Cette deuxieme formulation est, en particulier, intéressante lorsque I’on cherche a prouver la convergence
des solutions approchées obtenues par une discrétisation en espace et en temps.

Proposition 4.32 (Equivalence entre deux formulations faibles) Soit Q un ouvert borné de R™, T > 0, ug €
L2(Q) et f € L2(J0,T[, H=*()) (on identifie, comme d’habitude L2 () avec L2(2)'). Alors u est solution de
(@.19) si et seulement si u vérifie :.

u e L2(]0, T], HL()),

T
dz dt — ,0)d +/ /V -V dx dt
/ /ug@f €Z / ( )@(I ) €z 0 0 u w ar (423)

*/ 8),¢(+8) >g-1 g1 ds pour tout o € C°([0, T[xQ, R).
0

Démonstration On montre tout d’abord que “u solution de {.19) = w est solution de (4.23))”. On suppose donc
que v est solution de (.19). Soit p € C2°(2 x [0,T[,IR). Pour n € IN*, on pose

n—1

on(@,8) = D L, [(D(, 1), (4.24)

=0

out; = (i/n)T. Comme ¢ est une fonction réguliere, il est clair que ,, € L2(]0,T[, H}(9)) et que ,, — ¢ dans
L2(]0,T[, H}(Q)) quand n — +o00. Comme ¢,, € L?(]0,T[, H}(£2)) et que u est solution de #.19), on a

T T T
/ (Oru, on) -1 mrdt + / / Vu -V, dzdt = / (f,on)m-1,m dt.
0 0o Ja 0

On pose T, = fOT<8tu, ©n) g1, g3 dt. Comme ¢, — ¢ dans L2(]0,T[, HX()) quand n — +o0, I’égalité précé-
dente donne

T T T
lim T, = / (Oru, @) g1 ppdt = —/ Vu-Vededt +/ (f, o) mp dt. (4.25)
0 0o Ja 0

n—-+o0o

On va maintenant calculer lim,,_, o, 77, en utilisant (¢.24). On a

it+1

Tn:/ 8tu Z Jti,t L+1[ H 1H1dt Z/ 6tU )>H 1H1dt
it+1

= Z / Dut(t)dt, (s t)) .

Comme u, dyu € L?(]0,T[, H~1()) (on rappelle que Hg () € H~1(Q) par I'identification de L?(Q) avec son
dual), on a (d’apres la section4.2) u € C([0,T], H~1(R2)) et

/:i+1 Opu(t) dt = u(tiy1) — u(ty) € HH(Q).

i
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On a donc
n—1 n—1
Z tiv1) —ults), o(,ti)) 1wy = Z/Q(U(x,tiﬂ) —u(z,t;))p(z, t;) de.
i=0 i=0

La derniére égalité venant de la maniére avec laquelle un élément de H}((2) est considéré comme un élément de
H~1(Q). Une intégration par parties discréte donne alors (en remarquant que (-, t,,) = 0)

T, = —/Qu(x,O)go(x,O) dx + ;/Q(go(x,ti_l) — @z, t;))u(z, t;) dz.

Puis, comme ¢ est une fonction régulicre,
T, = / o(x)p(x,0) dx—Z/ /’gotxt)dt)( t;) do
Q

/ o(2)p(z, 0) d:z:—/ /gat:z:t qujlh 1t[u:1;t)>dxdt
_ /Q wo(2)p(2,0) da — /0 /Q pela D) (u(,t) + R (z, 1)) de dt,

avec Ry, (z,t) = >0 1 1y, 4, u(x,t;) — u(x, t). Pour tout ¢ € [0,7], ona

T
[R5 )| 2(0) < max{|lu(s1) — u(s2)l|z2(q), 51,52 € [0,T7], [s1 — s2| < g}-

Comme v € C([0,7T],L*(£)), on en déduit que lim,_, o || Rn(:,t)|/2(n) = 0 uniformément par rapport a
t € [0, 7] et donc que

T
nli)rfw/o /ant(x,t)Rn(x,t) dz dt = 0.

En résumé, on a donc

lim T, =— / o(x) dex—//nptxt (x,t) dz dt.
n—+00

Avec ([@23)) on a donc, pour tout p € C2°([0, T[xQ,R),

T T T
—/ / oz, t)u(z, t) de dt — / uo(x)p(z,0) de —l—/ / Vu-Vedzdt = / (fo o) mp dt.
o Jo Q 0o Jo 0

Ceci montre que u est bien solution de (@#23).

On montre maintenant que “u solution de #.23) = u est solution de (#.19)”. On suppose donc que u est solution
de (#23). On veut montrer que u est solution de (@.19). On va raisonner en deux étapes. On va d’abord montrer que
Owu € L2(J0,T[, H1(2)) et Oyu = Au + f (remarquer que Au, f € L*(]0,T[, H1(Q2)) puis que u(0) = ug.

Etape 1 On montre ici que d,u € L?(]0,T[, H=*(Q)) et dyu = Au + f. On utilise la définition de J;u. On a
Owu € Dy, avec E = HJ(Q), et pour tout ¢ € C°°(]0, T[,IR)

T
O p— /O w(t)d' () dt € HL(Q).
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Pour montrer que dyu € L*(]0,T[, H1(2)) et dyu = Au + f, il s’agit donc de montrer que, pour tout ¢ €
(10,7 IR),

T T
- [ uws o at= [ @aut + s
0 0
Noter que le membre de gauche de cette égalité est dans H}(2) et donc dans H~1(2) (grice a I’identification

entre L%() et son dual) et que le membre de droite est dans H ~1(£2). Pour montrer 1’égalité de ces deux termes,
il suffit de montrer que

T

T
(— / w(t)¢!(£) dt, ¥) g1 gy = { / (Au(t) + F(0)O(L) dt, ) g1 ga pour tout o € HE(),
0 0

c’est-a-dire que

T T
—/O <u(t)¢/(t)’w>H—1,H[}dt:/o ((Au(t) + f(£))(), ) g1 gy dt pour tout ¢ € Hg(S2).

Par densité de C2°(Q, R) dans H{ (€2), il suffit de considérer 1 € C2°(£2, R). En utilisant la maniere donc H{ ()
est inclus dans H~1(Q2), on a

- /OT<u<t>¢'<t>7w>Hl7Holdt / [ wte.0)6 v @) da at.

D’autre part, on a

T T
/0 (Ault) + FO)S(0), W) gyt = / SO Ault) + F(£),0) g1yt
T T
- / 0 / Vu(e,t) - Vib(a) da dt + / ) f¥) g1y
0 Q 0

En résumé, pour terminer 1’étape 1, il suffit donc de montrer que

T
/ / (e, )¢ (O)v(x) de dt = /O ¢(t)<—/QVu(1:,t) V() de de+ ) o) 406
pour tout ¢ € C°(]0, T[,IR) et tout yp € C°(2, R).

Comme cela a été déja dit, ceci donnera d;u € L2(]0, T[, H=1(2)) et dyu = Au + f.

Pour montrer @26), on utilise #23). Soit ¢ € C(]0,T[,IR) et » € C(Q,IR). On choisit dans (#.23),
o(x,t) = ¢(t)1(x) (ce qui est possible car on a bien ¢ € C°(]0, T[x €2, IR). On obtient

/ / (z, )¢ dzdtJr/ /Vuzt Vo (z))b(t) dzdt/j(f(t),gb(t)z/;)Hl’Hé dt.

Ceci donne (4.26)) et termine donc 1’étape 1, c’est-a-dire d,u € L2(]0,T[, H (Q)) et dyu = Au + f (ce qui
I’équation demandée dans (@.19)).

Etape 2 Comme u € L2(|0, T[, H} () et dyu € L2(J0,T[, H~(R)), on a (d’apres la section[d.2), u € C([0, T,
L?(2)). On montre dans cette deuxieme étape que u(0) = ug. Pour n € IN*, on choisit une fonction 7,, de
C([0,T],IR) décroissante et t.q. |r,,(t)| < 2n pour tout t, r,(0) = Letr,(t) =0sit > 1/n.
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Soityp) € C(Q) etn € N* t.q. 1/n < T. On prend ¢(z,t) = r,(t)¢(x) dans @23). On obtient

_/O /Qu(:v, t)rl (t)y(x) do dt — /Quo(x)w(x) dz + /0 /QVul(x, t) - Vip(z)r,(t) da dt
= [T 0005 mgratiar

c’est-a-dire
T, = / uo(x)(x) de — Ry, + Sp, 4.27)
avec

Q
O / w(z, ) () de dt,
0 Q

an/o /QVu(x,t)-Vz/)(x)rn(t) dz dt etSnz/O (F(), ) -1 T (t)dt.

On montre tout d’abord que R,, et S, tendent vers 0. En effet, on a
1
Ral < 7] 19ula 0[] do d
0o Jo

< (/O}L/Qwu(x,t)ﬁdx dt)é(/j/gww(x)ﬁldx dt)% (4.28)

< HUHLZ(]O,T[,Hé)\/ﬁ||1/}||Hé~

On a donc lim,, o, R, = 0. On a aussi lim,,_, -, S, = 0 car

1
|Sn| < ||fHL2(]0,T[,H—1)\/HHQZ)HH(%-

On remarque maintenant que

7= " [ uor i arar— | i | (wlet) = a0t ()ta) o at
= [ w0y dr— [* [ et~ w0 0v) de ar

(On a utilisé ici r,,(0) = 1 et r,,(1/n) = 0.) On majore de dernier terme de cette égalité :

w 1
7 [ ()~ ute 07 )0ta) do dt] < S 2ml ooy s luCt) = ul,0)] 2o
0o Ja n tel0, ;]

n

Comme u € C([0,T], L*(9)) ce denier terme tend vers 0 quand n — o0 et on a donc, finalement,

lim Tn:/ﬂu(x,O)w(x) dz.

n—-+oo

Avec @27), comme limy, 1 oo Ry, = limy,—, 4o S;, = 0, on en déduit

/ u(z,0)p(x) de = / uo(x)(x) dz pour tout ¢ € C°(0).
Q

Q
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Ceci permet de conclure que u(0) = ug et termine la démonstration de la proposition m |

Nous donnons maintenant un théoreme de compacité qui sera tres utile pour la résolution de problemes non li-
néaires comme ceux de la section .4l C’est I’équivalent parabolique des théorémes de compacité vus pour les
problemes elliptiques. Soit  est un ouvert borné de RY. Pour f € H~'(Q), on note T'(f) la solution faible de
I’équation —Awu = f avec u € H} (). On a déja montré que I’opérateur 7' était compact de H~*(£2) dans L?(2).

Proposition 4.33 (Compacité) Soit Q2 un ouvert borné de R™ et T > 0. On identifie L2(?)" avec L2(2). Pour
FeL?(0,T[, HY(Q)) et ug € L*(Q) on note T(f, ug) la solution de @19).
L’opérateur T est compact de L*(]0, T[, H=1(Q)) x L*(Q) dans L*(]0, T, L*(2)).

Démonstration La proposition donne déja la continuité de 7. Il reste donc a montrer que 7" transforme les
parties bornées de L2(]0, T'[, H~1(Q)) x L?(£2) en parties relativement compactes de L2(]0, T'[, L?(£2)). Soit donc
A une partie bornée de L2(]0, T[, H~1(Q)) x L?(2). On pose B = {T(f,uo), (f,uo) € A}. Les estimations
vues dans le théoréme [4.28] montrent que B est une partie bornée de L2(]0, T[, H(Q)) et que {du, u € B} est
une partie bornée de L*(]0, T, H~1(2)). Le lemme de compacité donné ci-apres (lemme [4.34), dd a J. L. Lions,
donne alors la relative compacité de A dans L2(]0, T'[, L?(€2)). [

Lemme 4.34 (Compacité espace-temps, cadre L2) Soit Q un ouvert borné de R et (un)neN une suite de
L2(]0,T[, L*(Q)). On identifie L2(?)" avec L2(R2). On suppose que

1. la suite (up)nen est bornée dans L2(]0,T[, H}(Q)),

2. la suite ((Oyuy,))ne est bornée dans L?(]0,T[, H=()).
Alors, la suite (uy,)neN est relativement compacte dans L*(]0, T[, L2(2)).

Démonstration Ce lemme sera démontré plus loin dans un cadre plus général, voir théoréme [4.38 ]

Remarque 4.35 (Opérateurs elliptiques généraux) Les résultats de ce paragraphe, c’est-a-dire le théoreme[4.28|
et les propositions [4.29] [4.30] [4.32] et [4.33] sont encore vrais en remplagant I’opérateur Au par div(AVu) si la
matrice A est A coefficients dans L>(Q) et qu’il existe o > 0 t.q. AE - € > alé|? p.p. et pour tout £ € RY
(exercice [£.5)). Il est aussi possible de considérer le cas ot les coefficients de la matrice A dépendent aussi de ¢.
Une possibilité est alors de faire une discrétisation en temps et de remplacer sur chaque intervalle de temps la
matrice A par sa moyenne sur I’intervalle considéré. On résout alors le probléme sur chacun de ces intervalles
temporels. I suffit ensuite d’obtenir des estimations sur la solution approchée et de passer a la limite sur le pas de
discrétisation.

4.4 Existence et unicité pour des problemes paraboliques non linéaires

Comme dans le cas elliptique, 1’existence de la solution d’un probléme parabolique non linéaire peut se prouver
par point fixe de Schauder ou par degré topologique. Nous donnons ci apres deux exemples.

4.4.1 Premier exemple : diffusion non linéaire

Considérons d’abord I’exemple suivant : soit  un ouvert borné de R™ et A : IR — My (IR) (ot My (IR) désigne
I’ensemble des matrices N x N a coefficiens réels) t.q.

Vs € R, A(S) = (am(s))i’jzlle ou ;5 € LDO(IR) n C(IRJR), (4.29)
Ja > 0; A(s)E - € > alé]?, Ve e RV, Vs € IR, (4.30)
feL?(]0,T[, H *(Q)) etug € L*(Q). (4.31)
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Alors on peut montrer par le théoreme de Schauder qu’il existe u solution de (toujours avec L?(£2) identifié a
(@)

u e L2(J0,T[, HY(Q)), 0w € L2(]0, T[, H~*(Q))( et donc u € C([0,T], L*())),
/ (Oyu, 1)>H,17Hé dt + / / A(u)Vu - Vo dz dt
0 o Jo

(4.32)
:/ (fs0) =1,y dt, Yo € L2(]0,T[, H} (Q)),
u(+,0) = up. "

Pour utiliser le théoréme de Schauder, on utilise la résolution de problémes linéaires : soit 4 € L?(]0, T'[, L?(f2)),
on définit I"opérateur 7' de L2(]0,T'[, L*(2)) dans L*(]0,T'[, L*(2)) par T((4) = u ol u est la solution du pro-
bleme @.32) ot on a remplacé A(u) par A(u), c’est-a-dire :

ueLQ(]O T[, H3 (), 8tueL2 (10,T[, H=1(€)),

/ <8tuvH1H1 dt+/ / @)Vu - Vo do dt
0

- / (Fro s gy . o € L2(00, 71, HY(),

u(+,0) = up.

On montre ensuite qu’il existe R > 0 tel que I'image de T est incluse dans Bg ou Bg, est la boule (de L?(]0, T,
L?(Q))) de rayon R et de centre 0. On montre que 7 est continu et que T est compact (par le lemme de compacité
espace-temps [4.34). On conclut avec le théoreme de Schauder. Ceci est laissé a titre d’exercice (exercice [4.6).
Notons qu’on peut aussi montrer 1’unicité si A est lipschitzienne.

4.4.2 Deuxiéme exemple : diffusion convection non linéaire

Etudions maintenant un deuxieme exemple en utilisant de degré topologique pour I’existence de la solution. Consi-
dérons I’équation de convection-diffusion suivante (avec une convection éventuellement non linéaire) :

Opu + div(bf(u)) — Au =0,
avec b € L*(|0, T, (L*(Q)N) et ug € L*().

On suppose que f est une fonction lipschitzienne bornée de IR dans IR (et f(u) désigne, comme d’habitude, la
fonction (z,t) — f(u(x,t))).
Une formulation faible du probléme s’écrit (avec L2(£2) identifié a L2(2)") :

we L2()0,T[, H}(Q)),0u € L*(J0,T[, H~*(Q2))(et donc u € C([0,T7], L*(Q))),

T
/ (O, V) -1 g dt—/ /bf - Vo dz dt
0 o (4.33)
/ /Vu Vo dz dt =0, Yo € L*(]0, T[, H§ (),

u(-,0) = wo.

Montrons I’existence d’une solution au probleme @.33) par degré topologique. Pour cela on va montrer que le
probleme ([@.33) peut s’écrire sous la forme v — h(1,u) = 0, ot ’application h, définie de [0, 1] x E dans E, avec
E = L?(]0,T[, L*(Q)), vérifie :
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1. h est compacte,
2. ilexiste R € IR t.q.
u—nh(s,u)=0,s€[0,1,u € F = u¢IBg,
3. I’application définie de E dans F par u — u — h(0, u) est linéaire.
(Ceci est suffisant pour obtenir I’existence d’une solution au probleme @.33).)

Soit s € [0,1] etw € E. On note h(s, u) la solution du probléme suivant :

w e L2(J0,T[, H}(Q)),w, € L?(]0,T[, H~Y(Q)),

T T
/ (We, V) g1 g1 dt—/ /sbf(u)-Vvdxdt
0 0 0 JQ .

(4.34)
+/ / Vw - Vo dzdt =0, Yo € L*(]0,T[, Hy (Q)),
0 Q

w(-,0) = sug.

Notons que h(s,u) = w est bien définie car bf (u) € L?(]0, T, (L*(Q)V).

De plus, il est facile de voir que le point 3. ci-dessus est vérifié, car h(0,u) = 0 et donc u — h(0,u) = w. Il
reste 2 montrer les points 1 et 2, c’est-a-dire que h est continue, que {h(s,u), s € [0,1],u € B} est une partie
relativement compacte de F, si B est une partie bornée de E, et qu’il existe R > 0t.q. u — h(s,u) = 0 n’a pas de
solution avec s € [0,1] et uw € OBp.

Montrons d’abord que h est continue. Soit (S, )neN une suite de [0, 1] et (uy, )nen une suite de F t.q. s, — s dans
R et u,, — u dans F lorsque n — +00. On pose w;,, = h(sy, u,), w = h(s,u) et on veut montrer que w,, — w
dans F. Les fonctions w,, vérifient :

wy, € L2(10,T[, Hy(Q)), (wn)e € L*(10,T[, H1(Q)),
T T
/0 ((wn)t,v>H_17H5 dt—/o /Q Sn bf (uy) - Vo dz dt

T (4.35)
+/ / Vw, - Vo drdt =0, Yo € L*(]0,T[, Hy(Q)),
0 Q

wy(+,0) = spug.

En prenant v = w,, dans (#33), on montre que la suite (wy,)neN est bornée dans L2(]0, T'[, H}(Q)) et que la
suite ((wy)¢)nen est bornée dans L2(]0, T'[, H~1(©2)). On en déduit par le lemme que w,, — w dans E,
aprés extraction éventuelle d’une sous suite. Mais les bornes sur w,, et (w, ); donnent aussi w,, — @ faiblement
dans L2(]0, T[, H}(Q)) et (wy); — 1w, faiblement dans L*(]0, T[, H~1({2)). Enfin, on peut supposer, toujours
apres extraction éventuelle d’une sous suite que u,, — u p.p.. En passant a la limite dans 1’équation satisfaite par
w,, et en passant a la limite sur la condition initiale, on montre alors que w = w (comme cela a été fait dans la
démonstration du théoreme [4.28). Ceci permet de conclure (sans extraction de sous suite, grice a la partie unicité
du théoreme [4.28)) que w,, — w dans E et donne donc la continuité de h.

On pose maintenant A = {h(s,u), u € L*(]0,T[,L?(2)), s € [0,1]}. I est facile de voir que A est borné dans
L2(10,T[, H}(9)) et que {wy, w € A} est borné dans L2(]0, T'[, H~'(2))}. Le lemme[4.34|donne alors la relative
compacité de A dans E. Enfin I'existence de R > 0 t.q. u — h(s,u) = 0 n’ait pas de solution avec s € [0,1] et
u € OBp, vient du fait que A est borné dans L?(]0, T[, HJ (2)) et donc aussi dans E.

En conclusion, on peut utiliser I’invariance par homotopie du degré. On obtient d(Id — h(1,-), Br,0) = d(Id —
h(0,-), Br,0) = d(Id, Bg,0) = 1. Donc, il existe u € Bg t.q. u — h(1,u) = 0, c¢’est-a-dire u solution de ([@.33).

On montre maintenant I’unicité de la solution de (4.33). On va montrer cette unicité dans un cadre un peu plus
général ; notons qu’on pourrait aussi montrer 1’existence dans ce cadre, il suffit de reprendre la preuve préédente
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avec dans @34) (sa(u) + (1 — s)a)Vw au lieu de Vw) en remplagant Au par div(a(u)Vu), c’est-a-dire en
considérant 1’équation
Ou + div(bf(u)) — div(a(u)Vu) =0,

avec une fonction a lipschitzienne de IR dans IR et vérifant o < a(s) < 8 pour tout s € IR et deux nombres
strictement positifs «, 3.

Soit uy, us deux solutions de (#33) (avec div(a(u)Vu) au lieu de Au). On pose u = u; — uz et on va montrer
que u = 0 p.p..

Pour € > 0 on définit la fonction 7 de IR dans IR par 7. (s) = max{—e, min{s,c}}. On note aussi ¢, la primitive
de T s’annulant en 0. En prenant v = T (u) dans les formulations faibles satisfaites par u; et ug, on obtient

T T
/) <3tu,T5(u)>H717Hé dt — /0 /Qb(f(ul) — f(u2)) - VT (u) dz dt

+/OT/Qa(u1)vu.VT5(u) dz dt:/OT/Q(a(uz)—a(ul))vuz.VTE(u) -

Comme VT (u) = Vulo<|y|<c p-p-» on en déduit que

T
/Q(be(u(x,T)) dz — /Q ¢e(u(z,0)) de + a/o /QVu Vulgcjy|<cdz dt

T T
< / / b1 (ur) — £ (u2) [Vl Lo ug<ed d + / / la(ur) — a(u)|[ Vsl [Vulloju<cde dt. (4.36)
0 Q 0 Q

Comme a et f sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q.
|F(s1) — f(s2)] < L|s1 — s2| etl]a(s1) —a(s2)| < L|sy — s2|, pour tout s1,s2 € R.

On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢. > 0 pour déduire de @.36), avec A. = {0 < |u| < e} ety = (z,¢),

a/OT/Q|VTE(u)2dxdt<L5</AE |b|2dy>%(/0T/Q|VTE(u)|2 dxdt)%
+Le(/AE | Vg |2 dy)é(/OT/QVTE(u)l2 dxdt)%-

On a donc a|| VT (u) ||| 22(q) < ace, avec Q =0, T[xQ et

e :L(/AE |b|2dy)% +L</AE Vs dy)%.

Comme N.sgA. = () la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N + 1 dimen-
sionnelle) de A, tend vers 0 quand € — 0 et on a donc, comme b, Vuy € L*(Q)Y, (noter que L*(Q) peut étre

identifié a L2(]0, T[, L%(R2)))
lim/ 6> dy = 1im/ |Vug|? dy = 0,
e—0 A, e—0 A,

ce qui donne lim, _, a. = 0. Il nous reste maintenant 2 utiliser, par exemple, I'injection de W' (Q) dans L' (Q).
elle donne pour ¢ €]0, T,

ITe(u®) L2 @) < VT (@)l @)- 4.37)
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On désigne par “mes” le mesure de le Lebesgue dans RY.On remarque maintenant que pour ¢ €]0, T

emes{[u(t)] > e} < (/Q T ()Y )™

On a donc, avec {#.37)),

emes{|u(t)| = e} < ||| VIL(u(t)) [ll11(0) = /Q VT (u(z, 1))] dz,

et, en intégrant par rapport a ¢, sachant que 1/1* = (N — 1)/N et utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

T —1 T 1
5/0 mes{|u(t)| > e} ™ dt < /0 /Q VT (u(z,t))| de dt < || |[VT(u)| ||2(q)(Tmes(2))2

. (Tmes())2

On a donc

/T mes{[u(t)] > e} ar < TmeSE)?
0 Q

quand ¢ — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme lim._,g a. = 0)

T
/ mes{|u(t)] > 0} % dt < 0.
0

On en déduit que mes{|u(t)| > 0} = 0 p.p.ent €]0, T et donc u = 0 p.p., ce qui termine cette preuve d’unicité.

Remarque 4.36 (Hypothéses supplémentaires sur b et ug) Voici trois propriétés supplémentaires (dont la dé-
monstration est laissée en exercice) au résultat d’existence et unicité de solution que nous venons de donner dans
cette section pour ce probleéme de convection diffusion, sous hypotheses supplémentaires sur b et uy. Ce complé-
ment sera utile pour 1’étude des équations hyperboliques, théoreme [5.24]

1.

On ajoute ’hypothese divb = 0 et on suppose ug € L>(Q2). Il existe donc A <0et B >0tq. A <uy < B
p.p.. Soit u la solution de #.33), on a alors A < u < B p.p.. Pour démontrer ce résultat, il suffit de prendre
v = (u— B)" (pour montrer u < B p.p.)etv = (A —u)" (pour montrer u > A p.p.) dans la formulation faible
#.33).

. On ajoute toujours I’hypothese divb = 0. Dans I’étude de ce probleme de convection diffusion, on a supposé f

lipschitzienne et bornée. En fait si ug € L (), et donc A < ug < B p.p.. avec A < 0 < B, on peut remplacer
cette hypothése sur f par “f localement lipschitzienne” (exemple : f(s) = s2). La démonstration consiste a
remplacer dans @33) f par f, ou f est définie par f(s) = f(max{A, min{s, B}}). La solution obtenue, u,
vérifie alors A < u < B p.p. (d’apres I’item précédent) et est donc solution de {#.33) (avec f).

. Enfin si divb € L*>(Q), ||divb||o = C, si f lipschitzienne de constante de Lipschitz L (mais f non néces-

sairement bornée) et ug € L>°(Q), ||uo|lec = M, on peut aussi montrer un résultat d’existence et d’unicité de
solution & (@.33)). La solution w vérifie alors ||u(t)||cc < M exp(CLt) pour tout ¢ € [0,T].

4.5 Compacité en temps

Dans cette section, on démontre le lemme de compacité dans L2 comme conséquence du théoréme
énoncé dans un cadre plus général, et utile pour la résolution de nombreux probléemes paraboliques.

Commencons par la version abstraite du lemme de compacité dans L2, qu’on obtient en remplacant 1’espace
L? par un espace de Hilbert quelconque.
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Lemme 4.37 (Compacité en temps, cadre hilbertien) On suppose que X et H sont des espaces de Hilbert, que
X s’injecte compactement dans H, et que X est dense dans H On identifie H avec H' (par le théoréme de
représentation de Riesz). On suppose maintenant que (u,)new est une suite bornée de L*(]0,T[, X) (T > 0
est donné) et que ((un)i)new est une suite bornée de L*(]0,T[, X'). Alors, la suite (up)neN est relativement
compacte dans L*(]0,T[, H).

Notons dans le lemme ona X = H} () et H= L?(Q)). Ce résultat de compacité dans le cadre hilbertien
(attribué a J.L. Lions) a ensuite été généralisé par Aubin dans le cadre d’espaces de Banach [4] :

Théoreme 4.38 (Compacité en temps, cadre LP, p > 1) Soit X, B,Y trois espaces de Banach et 1 < p <
+00. On suppose que X s’injecte compactement dans B et que B s’injecte continiiment dans Y. On suppose
maintenant que (Up)ncN. est une suite bornée de LP(]0,T[, X) (T > 0 est donné) et que ((un)t)neN est une
suite bornée de LP(]0,T[,Y). Alors, la suite (u,)neN est relativement compacte dans L?(]0, T, B).

Ce résultat a ensuite été généralisé par J. Simon [28]] pour avoir aussi le cas p = 1. C’est ce dernier résultat que
nous donnons dans ce paragraphe ainsi que sa démonstration (qui contient donc les démonstrations des lemmes

[E344.34 et du théoreme [4.38]

Nous donnons enfin quelques généralisations du résultat de Simon utiles en particulier lors de I’étude mathématique
de schémas numériques.

Nous donnons d’abord le théoreme fondamental de compacité de Kolmogorov (sous deux formes 1égement diffé-
rentes) dont nous déduisons ensuite les théoremes {.42] et .51}

Théoréme 4.39 (Kolmogorov (1)) Soit B un espace de Banach, 1 < p < 400, T > 0et A C LP((0,T), B). Le

sous ensemble A est relativement compact dans LP((0,T'), B) si A verifie les conditions suivantes :

1. Pour tout f € A, il existe Pf € LP(IR, B) tel que Pf = f p.p. dans (0,T) et | Pf||1»(r,5) < C, oit C ne
dépend que de A.

2. Pour tout ¢ € C*(IR,R), la famille { [, (Pf)y dt, f € A} est relativement compacte dans B.

3||Pf(-+h) = Pfllerar,B) — 0, lorsque h — O, uniformément par rapport a f € A.

Ces trois conditions sont donc des conditions suffisantes pour la compacité relative ; de fait, ces conditions sont
aussi nécessaires mais ceci n’est pas la partie intéressante du théoréme.

Démonstration tu théoréme [4.39)
Soit (pn)new+ une suite de noyaux régularisants, c’est-a-dire :

pn(z) =np(nx), ¥n € N*, Vo € R,

avec p € C° (R, IR), / pdr=1,p>0,p(—)=p. (435)
R

On pose K = [0,T] et, pour n. € IN*, A, = {(Pf  pn)|, f € A}. La preuve se fait en deux étapes. A I’étape
1, on utilise le théoréme d’ Ascoli et I’hypothese 2 du théoreme pour montrer que pour n € IN*, I’ensemble
A,, est relativement compact dans 1’espace des fonctions continues C'(K, B) muni de sa topologie habituelle. On
en déduit que A,, est aussi relativement compact dans L ((0, T'), B). A 1’étape 2, on montre que les hypotheses 1
et 3 du théoreme donnent que Pf x p, — Pf in LP(IR, B), lorsque n — +o00, uniformément par rapport a
f € A. Ceci permet de conclure que la famille A est relativement compacte dans L?((0,T), B).

Etape 1. Soit n € IN*; pour montrer que A,, est relativement compact dans C(K, B), on utilise le théoréme
d’Ascoli ; on doit donc démontrer que les propriétés suivantes sont vérifiées :

(a) pour tout t € K, I’ensemble { P f * p,,(t), f € A} est relativement compact dans B,

159



4.5. COMPACITE EN TEMPS CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

(b) lasuite {Pf xp,,, f € A} est équicontinue de K dans B ( ¢’est-a-dire que la continuité est uniforme par rapport
afedA.

On montre d’abord la propriété (a). Soitt € K ;

Pf s pu(t) = /}R Pf(5)pn(t — s)ds = /}R P (s)p(s)ds.

L’hypothese 2 du théoreme donne la propriété (a), a savoir que { P f xp,,(t), f € A} est relativement compact
dans B.

Voyons maintenant la propriété (b). Soient t1,t2 € K etq = p/(p — 1); grice a I'inégalité de Holder, on a

[Pf * pn(t2) = Pf 5 pn(ti)lls < /m [Pf(s)lBlon(ta = s) = pults — s)| ds

<|Pflleer,Byllon(ta =) — pu(ts — )|

Li(R,R)-

Comme p,, est uniformément continue a support compact, on déduit facilement de cette inégalité (et de I’hypothese
1 du théoreme[.39) et que la famille A,, est uniformément equicontinue de K sur B. Ceci donne la propriété (b) ce
qui permet de conclure que A,, est relativement compact dans C'(K, B). Cette compacité relative est équivalente
a dire que pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon e (pour la norme naturelle sur C(K, B))
recouvrant I’ensemble A,,. Puisque || - || zo((0,7),5) < T*/?|| - |lc(x,5). on obtient aussi la compacité relative de
A, dans L?((0,T), B).

Etape 2.

Soitt € IR, comme f]R pn(s)ds =1ets =ns,ona

) = Pf(t)p(s)ds.

—
- —
o
~
~
|
S| wl

Pf s palt) — PF(t) = /IR (Pt~ 5) — PF())pn(s)ds =

Puis, par I'inégalité de Holder, on a, avec ¢ = p/(p — 1),

125 pult) = P10 < ([ 1S~ 2) = Pro)as) ol

En intégrant par rapport a ¢t € IR et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient
IPf % pn = PFIE o0y < 250{IPSC+ h) = PFIZ e 0 [0l < 1}llol%

Enfin, la troisieme hypothese du théoréme [4.39] entraine que || Pf * pp — Pfl|r((0,1),8) — 0 lorque n — +oc,
uniformément par rapport & f € A. En conséquence, la compacité relative de A,, dans L?((0,7"), B) pour tout
n € IN (démontrée a 1’étape 1) donne lala compacité relative de A dans L?((0,T"), B). Ceci conclut la preuve du
théoreme [

Donnons maintenant une forme alternative du théoréme préédent qui a I’avantage de ne pas demander de prolon-
gement de f en dehors [0, T].

Théoreme 4.40 (Kolmogorov (2)) Soit B un espace de Banach, 1 < p < +o00, T > 0et A C LP((0,T), B). Le
sous ensemble A est relativement compact dans LP((0,T), B) si A satisfait les conditionssuivantes :

1. le sous ensemble A est borné dans L?((0,T), B).
2. Pour tout p € C°(IR,R), la famille {fOT fodt, f € A} est relativement compacte dans B.
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3. Il existe une fonction croissante de (0,T) to Ry telle que lim;,_,o+ n(h) = 0 et, pour tout h € (0,T) et f € A,

T—h
/0 1F(t+ 1) — F@O)IB dt < n(h).

Démonstration :
La preuve utilise le théoreme avec Pf = 0 sur [0, 7). Les deux premiers items des hypothéses du Theorem
[4.39sont clairement satisfaites. La seule difficulté est de prouver le troisieme item. On le fait en deux étapes.

Etape 1. On va d’abord montrer que lims o fO‘S Il f()|% dt — 0 lorsque § — 0T, uniformément par rapport a

feA

Soitd,h € (0,T) telsque § + h < T. Pour tout t € (0,8) one has || f(¢)|s < ||fE+h)|s+|fE+h)— F@)|s
et donc
IF @Ol < 28/ fE+ W)l + 2717+ h) = f()5-

En intégrant cette inégalité pour ¢ € (0, J), on otient

) ) )
[ s ae<e [Cienigae2 [Csesn - ol d. (4.39)
0 0 0

Soient maintenant kg € (0,7) et € (0,7 — hg). Forall h € (0, hy), Inequality (4.39) gives, using (k) < n(ho),

) )
/ £, dt < 27 / £t + B)II% dt + 2n(ho).
0 0

En intégrant cette inégalité pour h € (0, hg), on a:

§ ho
o [ s av <2 [ e agan s 2noo)

Puis, grace au théoreme de Fubini-Tonelli,

ho 5 1 ho
| s mig anan = [ ([ s nigan a
0 0 0 0
5 T
< [ CL U ds) < 811 0,5
d’ol I’on déduit que
ho / LA At < 821712 009 1 + 2o (ho). (4.40)

Soit maintenant ¢ > 0. On choisit d’abord hy € (0,7) tel que 2Pn(hg) < e. Puis, on choisit § = min{T —
ho,eho/(2PC)}, avec C' = sup ¢ 4 Hf||’£p((O 7),5)- On obtient alors, pour tout f € A,

)
OSKS:»/ £, < 2,
0

ce qui entraine que foé |l f(#)]% dt — 0 as & — 0, uniformément par rapport 2 f € A. On a ainsi terminé

I’étape 1.
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Noter que des arguments similaires donnent que f;l s If @)’ dt — 0lorsque 6 — 07, uniformément par rapport
a f € A (ceci se prouve en utilisant g définie par g(¢t) = f(T — t)) au lieu de f.

Etape 2. On montre maintenant que le troisieme item des hypotheéses du théoréme est satisfait, ce qui conclut
la preuve du théoreme [£.40]
On rappelle que Pf(t) = 0if t € [0,T]°, et donc, pour tout h € (0,T) et f € A,

0 T—h T
[pseen - proly < [ e nigae [ 1een - ol aee [ s a
R —h 0 T—h

T

h T—h
< [ a [ iseen - rong a [ sl

Soit e > 0. I existe hy > 0 tel que n(h1) < e. Grace a I’étape 1, il existe hy > 0 tel que pour tout f € A,

h T
0§h§h2:>/ I£(t)||% dt < e and / 1F@OE dt < e.
0 T—h

En définissant hy = min{hy, ha}, on a pour tout f € A,
0<h<hs= / |Pf(t+h)—Pf(t)|% dt < 3e,
R

ce qui conclut I’étape 2 et la preuve du théoreme [4.40] [
On déduit alors du théoreme [4.40un corollaire qui sera utile pour la preuve du théome .42}

Corollaire 4.41 (Compacité en temps) Soit B un espace de Banach, 1 < p < +oo, T >0 A C L*((0,T), B).
Soit X be un espace de Banach inclus dans B avec injection compacte. On suppose que A verifie les conditions
ssuivantes :

1. A est borné dans LP((0,T), B).

2. A est borné dans L*((0,T), X).

Noter que ces deux conditions sont vérifiées si A est borné dans LP((0,T"), X).

3. 1l existe une fonction croissante de (0,T) dans IR ; telle que limy,_,q+ n(h) = 0, pour tout h € (0,T) f € A,

T—h
/0 1F(t 4 h) — F@)IE dt < n(h).

Alors Iensemble A est relativement compacte dans L?((0,T'), B).

Démonstration Pour appliquer le théoréme on doit vérifier que, pour tout ¢ € C°(IR,IR), la famille
{ fOT fodt, f € A}est relativement compacte dans B.
Soit p € C°(IR,IR). Si f € A, on a, en notant ||¢||, = maxer |o(t)],

T
H / Fodtllx < el Fllz: o)

Comme A est borné dans L((0,T), X), la famille { fOT feodt, f € A} est borné dans X et donc relativement
compacte dans B. |

Nous donnons maintenant un théoreéme, essentiallement di a J. P. Aubin (pour p > 1) et J. Simon (pour p = 1),
qu’on a utilisé dans la section préédente pour prouver I’existence d’une solution pour des équations paraboliques.
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Théoreme 4.42 (Aubin-Simon) Soit 1 < p < 4oq, et soient X, B, Y trois espaces de Banach tels que
(i) X C B avec injection compacte,

(ii) X C Y et si (fn)new est une suite d’éléments de X telle que la suite (|| fr||x)new est bornée dans R,
fan—=finBetf, —0inY (asn — +00), alors f = 0.

Soit T > 0 et (un,)new une suite d’éléments de LP((0,T), X) telle que
1. (up)new est bornée dans LP((0,T), X),
2. (%)nen\l est bornée dans L'((0,T),Y).
Alors il existe u € LP((0,T), B) tel que a une sous-suite prés, u, — win LP((0,T), B).

Remarque 4.43 Noter que les hypotheses (3.7b) du théorem [{.42] est plus faible que 1’hypothese des articles
originaux d’Aubin et Simon, qui est :

B C Y avec injection continue.

L’hypothese ne demande en particulier pas que B C Y/, ce qui est intéressant par exemple dans les applica-
tions a des solutions de schémas numériques. On peut aussi noter que 1’hypothese (3.7a) peut aussi s’écrire

Si la suite (||w, || x)new est bornée, alors, & une sous-suite pres, il existe w € B tel que w, — w in B.

Cette reformulation conduit a une généralisation facile qui sert a prouver la convergence des approximations numé-
riques de la solution des équations paraboliques : dans cette généralisation, X est remplacé par une suite (X, )neN,
voir Theorem [4.31] ci-dessous.

Preuve du théoréme La preuve utilise le corollaire avec A = {uy, n € IN}. Uensemble A est borné
dans LP((0,T), B) (car X s’injecte continiment dans B) et donc dans L' ((0,7T'), X), de sorte que nous n’avons
plus qu’a prouver le troisieme point des hypotheses du corollaire #.41] ¢’.a.d.

T—h
Up (- + h) — Uy, pB dt — 0 as h — 0, uniformly w.r.t. n € IN. (4.41)
0

Soit0 < h < Tete > 0.Pourt € (0,7 — h), on a en utilisant le lemme de Lions [4.44) donné plus loin,

[un(t +h) —un(t)|| B < ellun(t +h) = un(t)llx + Ccllun(t + h) = un(t)lly
<efun(t+hM)lx +ellun®lx + Cellun(t +h) —un(®)ly,

et donc
[un(t + 1) —un ()5 < )P llunlt + W)[I% + (3e)"lun ()% + BC)Plun(t + 1) — un ()5

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ (entre O et 7 — h) conduit a

T—h T—h
/0 (£ + h) = n ()| At < 232)7[[un [}, 0.7y, + (BC)? / ln(t + h) — un ()|} dt. (4.42)

On utilise maintenant le deuxiéme point de la remarque [4.46|(également donné dans la section[d.2)), qui nous donne

que u, € C([0,T],Y) et un(t1) — un(t2) = ;12 d(’i‘—t"(s)ds pour tout ¢1, t3 € [0, T]. Ceci nous permet de majorer
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le deuxieme terme du second membre de #.42)) :

T—h T—h t+h g P
| et m - a< [ ([ 1)
0 0 ¢ dt
T—h t+h
SMH/ (/ |d“"(s)||yds> dt
0 P dt

- T—h T du,,
<M Lo (&2 () lvds |
0 0

olt M est un majorant de la norme L!((0,7),Y) de d;‘t" (i.e H%HD((O,T),Y) < M for all n).

En utilisant le fait que 1f; ;4.4 (s) = 1[s—p,s)(t) et le théorme de Fubini-Tonelli, on obtient

T—h
/ i (t+ ) — un (D)2t < hMP. 4.43)
0
Donc, en tenant compte de (4.43)), (4.42) donne
T—h
/ lun (t 4+ h) — u, ()| dt < 2(35)”||un|\’£p((0)T))X) + (3C:)PhMP. (4.44)
0

On peut alors conclure :.soit > 0, on choisit € > 0 pour majorer le premier terme du second membre de (.44)
par 7 (indépendamment de n € IN). Comme C. est donné, il existe hg € (0,T) tel que le second terme du second
membre de (.44)) est majoré par 7 (indépendamment de n € IN) si 0 < h < hg. Finalement, on obtient

T—h
0<h<hy= / e (t + ) — un (D)%, dt < 21,
0
ce qui conclut la preuve du théoreme [4.42] [

Lemme 4.44 (Lions) Soient X, B, Y trois espaces de Banach tels que
(i) X C B avec injection compacte,

(ii) X CY et si (un)neN est une suite d’éléments de X telle que la suite (||un||x)nenw est bornée, u,, — u in
Betu, — 0dans Y (asn — +00), alors u = 0.

Alors pour tout € > 0, il existe C. tel que, pour w € X,

[wls < ellwllx + Cellwlly-
Remarque 4.45 (Sur les hypotheses du lemme de Lions) Comme dans le théoreme I’hypothese (ii) du
lemme [4.44] peut étre remplacée par 1’hypothese plus forte

(i)’ B C Y avec injection continue.

Preuve du lemme On raisonne par contradiction : on suppose qu’il existe £ > 0 et une suite (u,)nen telle
que (up)new telle que u, € X et 1 = ||u,||p > €l|un||x +n|un|ly, pour tout n € IN. Alors (¢, ),ew est bornée
dans X et donc relativement compacte dans B. On peut donc supposer (a une sous-suite pres) que u,, — u dans B
et lu| g = 1. De plus u, — 0inY (car |luy|ly < 1/n). L'’hypothése (ii) du lemme [4.44]donne donc que u = 0,
ce qui contredit ||ul|p = 1. ]
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Remarque 4.46 (Sur la dérivée faible de u) On rappelle ici (points 1 et 2) certains résultats essentiellement don-
nés dans la section (avec une preuve différente pour le deuxieme point). Soient X, Y deux espaces Banach et
Z un espace vectoriel tel que X, Y C Z (bien siir, un cas simple est Z = Y. Soientt p, ¢ € [1, o0].

1. En supposant que u € LP((0,T), X), la dérivée faible de u, notée du/dt, est définie par son action sur les
fonctions test, ¢’est-a-dire son action sur ¢ pour tout ¢ € C2°((0,7T)) (noter que ¢ prend ses valeurs dans IR).
En fait, si ¢ € C°((0,T)) (et ¢ est la dérivée classique de ¢), la fonction ¢’u appartient 2 LP((0,7), X) et
donc a L((0,T), X) et action de du/dt sur o est définie comme

du T

— = — t)u(t) dt.

G == [ <ou)

Noter que (%%, ) € X.

Puis du/dt € L1((0,T),Y) signifie qu’il existe v € L9((0,T"),Y) (et ce v est unique) de telle sorte que

T T
f/ o' (t)u(t) dt :/ o(t)v(t) dt for all p € C((0,T)). (4.45)
0 0

Noter que fOT O (t)u(t)dt € X C Zet fOT e(t)v(t)dt € Y C Z, donc I’égalité dans (#.43) tient dans Z. Enfin,
on identifie la dérivée faible de w (qui est une forme linéaire sur C2°((0, T'))) avec la fonction v (qui appartient
aLi((0,T),Y)).

2.Siu € LP((0,7), X) etdu/dt € L1((0,T),Y), il est assez facile de prouver que u € C'([0,7],Y) et que

t
u(t) = u(0) +/ %(S)ds, forall t € [0, T].
0

En effet, on pose v = du/dt et on définit w € C([0,T],Y) par
t
w(t) = / v(s)ds pour tout ¢ € [0,T].
0

Pour n € IN*, soit u,, = u * p, avec p, défini par @38) et en ayant prolongé u par O en dehors de [0, 7).
Comme v € LP(IR, X), on a u,, — u dans LP(IR, X) et donc, a une sous-suite pres, u,(t) — u(t) dans X
(lorque n — +o00) pour p.p. t € (0, 7).

Soit t1,t2 € (0,T) tel que 0 < t1 < ta < T et u,(t;) — u(t;) dans X (lorsque n — +o0) pour i = 1, 2. Pour
n € IN* tel que 1/n <t et 1/n < T — to, on définit ¢,, par

on(t) = /t pn(ta — s)ds — /t pn(t1 — s)ds.

to t1

Onap, € CZ((0,T),IR) et ¢, (t) = pn(ta —t) — pn(t1 — t) pour t € (0,T). De plus,

T T
tn(b2) — tn(ty) = / u(s)gl,()ds = — / o(8)pn(s)ds.

Remarquons maintenant que (en utilisant p(—-) = p et avec un changement de variable)

onlt) = / pu(s — t2))ds — / puls — tr)ds = — / palt = $)ds = 1, 1) % pu(1).

to ty t1

165



4.5. COMPACITE EN TEMPS CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

De plus, ¢, — —1(¢, 1,) P-p- et puisque @, | < 1 p.p. (pour tous les n), le théoreme de convergence dominée
donne

/OTU(S)%(S)dsﬁ/:v(s)ds inY.

On obtient alors, en faisant n — 400,

ta

u(te) —u(ty) = / v(s)ds = w(ta) —w(ty).

t1
Ceci prouve qu’il existe ¢ € R tel que u = w + ¢ p.p. sur (0,T") puis que u € C((0,T),Y") (puisque, comme
d’habitude, nous identifions u avec la fonction continue w + c¢).

3. Dans le théoreme [4.42] grice au point précédent, on a u,, € C([0,7],Y") pour tous les n € IN. Cependant, la
limite u n’est pas nécessairement continue. Un simple contre-exemple est obtenuavecp =1, X = B =Y et,
par exemple, T' = 2. Ensuite, il est assez facile de construire une suite (u,,), bornée dans W1((0,T)) dont la
limite est la fonction caractéristique de [1, 2].

Remarque 4.47 (Un cas classique plus simple) Il existe un cas classique ou le lemme est plus simple. Soit
B un espace Hilbert et X un espace Banach X C B. On définit sur X la norme duale de || - || x pour le produit
scalaire de B, a savoir
[ully = sup{(ulv)p, ;v € X, [[v]x <1}
Ensuite, pour toute > Oetu € X,
1
lulls < el + 2 ully-

La preuve est simple, puisque

1 1 1
lulls = (ulw) < (ully ullx)® < ellulx + Zlluly-

Noter que la compacité de X en B n’est pas nécessaire ici (mais, méme dans ce cas simple du lemme [4.44]1a
compacité de X en B est nécessaire pour le Théoreme [4.42])

Nous donnons maintenant une généralisation du corollaire f.41] et du théoreme [4.42] en utilisant une suite de
sous-espaces de B au lieu des espaces X et Y.

Définition 4.48 (Suite compactement incluse) Soit B un espace Banach et (X,,)ncn une suite d’espaces Ba-
nach inclus dans B. On dira que la suite (X,,)new est compactement incluse dans B si toute suite (U, )neN
satisfaisant

— Uy € Xy foralln € N,

— la suite (||un]

X, )ncN est bornée

est relativement compacte dans B.

Proposition 4.49 (Compacité en temps avec une suite de sous-espaces) Soient 1 < p < +oo et T > 0. Soit
(fn)new une suite de LP((0,T), B) satisfaisant aux conditions suivantes

1. La suite ( f,)new est bornée dans LP((0,T), B).

2. La suite (|| fn|lL1 (0,1, x,,) )neN est bornée.
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3. Il existe une fonction croissante de (0,T) a Ry telle que lim;,_o+ n(h) = 0 et, pour tous h € (0,T) etn € IN,

T—h
/0 1t + ) — Fu(®)I dt < n(R),

alors la suite (f)new est relativement compacte dans LP((0,T), B).

Preuve Comme dans le corollaire pour appliquer le Théoreme 4.40} il suffit de prouver que, pour tous les
v € CP(R,IR), le La suite {fOT fnp dt,n € IN} est relativement compacte en B.

Let o € C*(IR,IR). Pour n € IN, on a, avec |||, = maxier |¢(t)

k)

T
H / Fup Al < lollull full s 0.70)-

Puisque la suite (|| fn|/£1((0,7),x,,))ne est bornée, la suite {|| fOT fnp dt||x,,, n € IN} est également bornée. Par
conséquent, la suite { fOT fnip dt, n € IN} est relativement compacte en B. [

Voici maintenant une généralisation du Théoreme [4.42] utilisant une suite de sous-espaces de B.

Définition 4.50 (Suite compacte-continue) Soit B un espace de Banach, (X, )neN une suite d’espaces de Ba-
nach incluse dans B et (Y,,)new une suite d’espaces Banach. On dira que la suite (X,,, Y, )new est compacte-
continue dans B si les conditions suivantes sont remplies

1. La suite (X,,)new est compactement incluse dans B (voir définition .

2. X,, C 'Y, (pour tous les n € IN) et si la suite (un)ncN est telle que u,, € X, (for alln € IN), (||un|lx, )nen
bornée et ||uy, |y, — 0 (lorsque n — +00), alors toute sous-suite de (un)new convergeant dans B converge

(en B) vers 0.

Théoreme 4.51 (Aubin-Simon avec une suite de sous-espaces) Let 1 < p < +o0. Soit B un espace Banach,
(X)) new une suite d’espaces Banach incluse dans B et (Yy,)new une suite d’espaces Banach. On suppose que la
suite (X, Y )new est compacte-continue dans B (voir définition .

Soit T > 0 et (fn)new une suite d’éléments de LP((0,T), B) satisfaisant aux conditions suivantes

1. la suite (f)new est bornée dans LP((0,T), B),

2. fn € LP((0,7), Xy) (pour tout n. € IN) et la suite (|| fullLr((0,1),x,.))ne est bornée,

3. % € LY((0,7),Y,) (forall n € IN) et la suite (|| d(‘;; L1((0,T),Y,) JnelN est bornée,

alors il existe f € LP((0,T), B) telle que, a une sous-suite pres, f, — f dans LP((0,T), B).

Démonstration La preuve utilise la proposition 11 suffit de prouver la troisieme hypothése sur (f,,)nen de
la Proposition[4.49] c.a.d.

T—h
/ | fn(-+ h) = folly dt — 0 as h — 0, uniformément par rapport a n € IN.
0

En effet, pour tous les n € IN, comme f,, € L?((0,T), B),ona OTfh | fn(- 4+ h) = foll% dt — O lorsque b — 0.
La seule difficulté est de prouver I’uniformité de cette convergence par rapport a n € IN. Ainsi, il suffit de prouver
que pour tous les 7 > 0 il existe ng € IN et 0 < hg < T tel que

T—h
nzno0<h<ho= [ Ifal4h) - fulh <o (4.46)
0
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Soit ¢ > 0; le lemma[4.52] donne I’existence de ng € IN et de C: € IR tel que

n=ng, u€ Xn = [lulls <eluf

x, + Cellu

Y-

On a donc, pourn > ng, 0 < h <Tette€ (0,7 —h),ona

[t + 1) = fu(D)lz < ellfalt +h) = fu@)lx, + Cellfalt +h) = fu(D)ly,
Sellfn(t+h)llx, +ellfn@lx, + Cellfult+h) = fu(®)ly,,

puis
[fa(t+h) = fu@lE < Be)PIlfult+ W), + B)PIfn®l, + BC)PIfult + 1) — fu(®IF, -

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ conduit a

T—h T—h
| Mt = 1Ol 0t < 20 1l iy + BC [ e+ 1) = FuOIE, . @7

Rappelons (voir la remarque D que fr, € C([0,T],Yy) et fn(t1)— fn(te) = ;12 dg;‘ (s)ds forall ty,ty € [0,T).
On peut donc majorer le second terme du second membre de :

T—h T—h thh gr P
|- sl @< [ (/ ||dt<s>||ynds> ar
T—h t+h df
1 n
<[ ar ( % <s>||ynds> at

p—1 T—h T dfn
<M Lo G 6y, ds | b,
0 0

ou M est une borne de la norme L*((0,7),Y,,) de dg—:.

En utilisant 1(; ;] (s) = 1[s—p,s(t) et le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

T—h
[ W) = FaI, de < nare (@48
0
Grice a cette derniere inégalité, (#.47) donne

T—h
/ 1t 1) = FulOI% dt < 2B Fall %oz x,) + (BC)PRIMP. (4.49)
0

On peut maintenant conclure. Soit 7 > 0; on choisit € > 0 de maniére a majorer par 7 le premier terme du second
membre de @) (indépendamment de n € IN). Ce choix de ¢ impose ng et C.. Pour ce C. donné, il existe
ho € (0,T) tel que le deuxieme terme du second membre de (#.49) est majoré par n) (indépendamment de n € IN)
si 0 < h < hg. Enfin, on obtient

T—h
nzng 0<h<ho= [t ) - fulo)] de <2
0

Ceci conclut la preuve du Théoreme [#.51] [
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Lemme 4.52 (Aubin-Simon pour une suite de sous-espaces) Soit B un espace de Banach, (X,,)neN une suite
d’espaces Banach incluse dans B et (Yy,)ncw étre une suite d’espaces Banach. Nous supposons que la suite
(X0, Yo )new est compacte-continue en B (voir définition .

Ensuite, pour tout € > 0, il existe ng € IN et C; tel que, pourn > ngetw € X,,, ona

[wllz < ellwllx, + Cel[wlly, -

Démonstration. La preuve peut se faire par contradiction. Supposons qu’il existe € > 0, une fonction croissante
wde IN 2N et, pour tous les n € IN, ug () € X (n) telles que

L= [lupm)llz > ellugm)llx, +nllupm)lly,-

Afin de définir u,, pour tous les n, on pose u,, = 0 pour n & Im(y). La suite (u,)nen est telle que u,, € X,
(for all n € IN), (Jlun|lx, )new bornée et ||u, ||y, — 0 quand n — +o00; la deuxiéme hypothese de la définition
donne que toute sous-suite (de la suite (u, )neN) convergeant dans B converge (dans B) vers 0. Mais, comme
(Jlun|lx,, Jne est borné, la premiere hypothese de la définition donne que la sous-suite (e (,))nen admet
une sous-suite convergeant dans 5. La limite de cette sous-suite doit étre 0 et sa norme dans B doit étre égale a 1,
ce qui est impossible. Ceci conclut la preuve du lemma .57} ]

I est également possible de remplacer dans le Théoreme [.51]la dérivée temporelle par une dérivée discrete. Ceci
est intéressant pour prouver la convergence de la solution approximative d’un probléme parabolique en utilisant un
schéma numérique. C’est le but du Théoréme [4.53)

Théoreme 4.53 (Aubin-Simon pour une suite de sous-espaces et une dérivée en temps discrete) Soirl < p <
~+00, soit B un espace de Banach, (X,,)nc une suite d’espaces Banach inclus dans B et (Y,,)new une suite d’es-
paces de Banach. On suppose que la suite (X,,, Yy, )neN est compacte-continue dans B (voir définition . Soit
T > 0 et (un)new une suite de LP((0,T), B) satisfaisant aux conditions suivantes
1. Pour tous les n € IN, il existe N € IN* et ky,...,kn dans IRi tel que Zf\;l ki = T et u,(t) = v; pour
te (ti—1,t;),i€{1l,...,.N} to =0,t; = t;—1+k;, v; € X,,. (Bien entendu, les valeurs N, k; et v; dépendent
de n).
La dérivée discrete en temps Ou,, est défine p.p. par
v;

v
7_11}00”3 € (ti—1,t;).

2. La suite (up)new est bornée dans LP((0,T), B),

3. La suite (||un|| 1 ((0,7),X,,) )nelN st bornée.

4. La suite (||0sun||L1((0,7),v,))neN est bornée.

Alors, il existe w € LP((0,T), B) telle que, a une sous-suite pres, u,, — u dans LP((0,T), B).

Démonstration.
Le début de la preuve suit de pres celle du Théoreme Comme pour cette derniere, on utilise la proposition
et il ne reste qu’a prouver la troisiemehypothése sur (u,, ),cn de lcette proposition , c.a.d.

T—h
/ |un (- + h) — uy, |5 dt — 0 as h — 0, uniformément w.r.t. n € IN.
0

Ici aussi, pour tous les n € IN, puisque u,, € L?((0,T'), B),ona OT_h |tn (-4 h) —uy ||y dt — 0 lorsque h — 0.

La seule difficulté est de prouver I’uniformité de cette convergence par rapport a n € IN. Ainsi, il suffit de prouver
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que pour tous les 7 > O il existe ng € IN et 0 < hg < T tels que

T—h
n > ng, O<h<h0:/ lun (- + h) — up, || dt <. (4.50)

Soit & > 0. le lemme .52]donne I"existence de ng € IN et C. € IR tel que
n>mno, u€ Xp, = |ullp < eflullx, + Cellully,.
Pourn > np, 0 <h<Tette (0,7 —h),ona

[un(t +h) —un(®)llp < ellun(t +h) — un(t)llx, + Cellun(t +h) —un(®)]ly,
< ellun(t+ h) (t) (t+h) — u,(t)

Y.
et donc
[un(t +h) —un (D)5 < Be)P[lunlt + )%, + Be) lun (O, + (BC)P[lun(t + ) — un()ly,, -

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ conduit a

[un (t+h) —un ()[[§, dt. (4.51)

T—h T—h
| Tl ) = 01 < 2037 a1, + BC [

La preuve differe maintenant de celle du Théoreme [4.51] car on a affaire a la dérivée discréte de u,, au lieu de la
dérivée de u,,. Nous remarquons que pour p.p. ¢t € (0,7 — h) (n et h sont fixes)

N-1 N-1
Vi+1 — U4
un(t + h) - un(t) = E Uerl - Uz § UlJrl — Uy l(t t+h) (t ) = § j;g ki+11(t,t+h) (ti)a
it € (t,t+h) i=1 i=1 it+1

ou 1(t,t+h) (tz) =1si t; € (t, t+ h) et 0 si t; ¢ (t, t+ h)
Soit M une borne de la norme L'((0,7),Y;,) de d,u, : M > Zf\gl

Vi41—V;
kit1

|ly, ki+1 for all n. On obtient alors

Vit+1 U
e+ 1) — w018, < (3 ||*,€—+||y il e (t0)”
=1 v

Vi41 —
< p— 1 i+
M 2 j |

Yo kir11(e,een) (t:))
L’intégration de cette inégalité par rapport a t € (0,7 — h) donne, puisque 1(; ¢4n)(t:) = 1, —n1,) (1),
T—h
/ e (t + 1) — wn (£)[2, dt < hMP.
0
En utilisant cette inégalité dans (@.31)), on a

T—h
‘/ et (t + B) = (DI At < 23|l 0,71 + (3C)? MP. 4.52)
0

On peut alors conclure comme dans le Théoréme [.51]: soit n > 0, on choisit & > 0 pour que le premier terme
du second membre de (@.52) soit majoré par 1) (indépendamment de n € IN). Ce choix de ¢ impose ng et C..
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Pour C. donné, il existe hy € (0,7) tel que le deuxieéme terme du second membre de (@.32) soit borné par n
(indépendamment de n € IN) si 0 < h < hg. Enfin, on obtient

T—h
>0, 0<h < hy= / (£ + ) = un ()], dt < 21
0

Ceci conclut la preuve du Théoreme [4.53]

Sous les hypotheses du théoreme [4.5T] ou du théoréme [.53] une autre question intéressante est de prouver une
régularité supplémentaire pour w, a savoir que u € L?((0,7T), X) ot X est un espace lié aux espaces X, (et inclus
dans B). La définition qui suit introduit la notion de suite B-limite-incluse, qui précise le lien entre 1’espace Xet
les espaces X,. Le résultat de régularité pour une telle suite est énoncé le théoreme [4.53]

Définition 4.54 (Suite B-limite-incluse) Soient B étre un espace Banach, (X,,)necN une suite d’espaces Banach
inclus dans B et X un espace Banach inclus dans B. La suite (X,,)ne est dite B-limite-incluse dans X s’il existe
C € IR tel que si u est la limite dans B d’une sous-suite d’une suite (up,)new Vérifiant u, € X, et |un||x, <1,
alorsu € X et |lul|x < C.

Théoreme 4.55 (Régularité de la limite) Soient 1 < p < 400, T > 0, B un espace Banach, X un espace
Banach inclus dans B, et (X,,)neN une suite d’espaces Banach incluse dans B et B-limite-incluse dans X au
sens de la définition Pour n € IN, soit u,, € LP((0,T),X,,) telle que la suite (||| 1r((0,1),x,))neN est
bornée et que u, — u dans LP((0,T), B) quand n — +o0. Alors u € L?((0,T"), X).

Démonstration.
Puisque u,, — w dans LP((0,T"), B) lorsque n — 00, nous pouvons supposer, a une sous-suite pres, que u,, — u
dans B p.p.. Comme la suite (X, )nen est B-limite comprise dans X, on obtient, avec C' donné par la définition

4.54]
< imi .p..
lullx < Climinf flus|x, p.p
Par le lemme de Fatou, on a

T T T
| i ar < 0 [ imint fu o1, 4 < cotmint [ a0, at

Enfin, puisque la suite (|| || z»((0,7),x,,))ne est bornée, on a bien u € LP((0,7), X). ]

4.6 Exercices

Exercice 4.1 (Solution classique en dimension 1) Corrigé
Soit ug € L%(]0, 1[). On s’intéresse ici au probleme suivant :
Opu(z,t) — uge(z,t) = 0, = €]0,1[, ¢ €]0, +o0],

u(0,t) = u(l,t) =0, t €]0,4o0], (4.53)
u(z,0) = uo(z), z € [0,1].

La notation d;u désigne la dérivée de u par rapport a ¢ et 9>u désigne la dérivée seconde de u par rapport a z. On
dit que u est une solution classique de [@.53) si u vérifie les trois conditions suivantes
(c1) uestde classe C? sur |0, 1[x]0, +oo] et vérifie au sens classique 9;u — d2u = 0 en tout point de ]0, 1[x]0, +oo],

(c2) pour tout ¢ > 0, les fonctions u, ,u et O2u sont continues sur [0, 1] x [t, +-o00[ et u(0,t) = u(1,t) = 0,
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(¢3) u(-,t) — ug dans L?(]0, 1) quand t — 0 (¢ > 0).
1. Montrer que le probleme (53) admet au plus une solution classique. [On pourra reprendre la méthode déve-
loppée a la section[d.1] ]
2. Montrer que le probleme (@.53) admet une solution classique. [On pourra reprendre la méthode développée a la
section[4. 1]en explicitant une base hilbertienne convenable de L2(]0, 1[), voir I’exercice[2.2}]
Exercice 4.2 (Dual de L% B Corrzge .
Soit (X, T, m) un espace mesuré, F un espace de Banach et 1 < p < 4+00. On pose p’ = p/(p — 1).

1. Soitv € L%,, (X,T,m)etu € LY (X, T, m). Montrer que I"application z — (v(x), u(x)) g g est m-mesurable
de X dans IR puis que (v, u) g g € L (X, T,m) et

[ 1w e plam < ol

2. Soitv € L2, (X, T, m).
(a) Montrer que I"application u — [ (v, u) g/, pdm est bien définie, linéaire et continue de LY, (X, T, m) dans IR.
On note T;, cette application (on a donc T, € LY,(X,T,m)’.)

(b) Montrer que ||7T;, HLP (X,Tm)y < ||v||Lp (X Tum)’

(¢) (Question plus difficile) Montrer que || 15[ 2 (x,7,m) = ||v||L,, (X.T.m)"
Exercice 4.3 (Dérivée faible pour une union de domaines)

On suppose que €; et 2, sont deux disjoints de IR™ (V> 1) et on note Q2 I'intérieur de I’adhérence de ; U Q,
(’ouvert €2 peut donc étre différent de 21 U €25).

Soit f € L2(]0,T[,L?(Q)). Pour i = 1,2, on note f; la fonction obtenue en restreignant f a €2;, on a donc
fi € L2(]0, T[, L*(S%)).

On identifie (comme d’habitude) L?(£2) avec son dual et L?(€2;) avec son dual (pour i = 1, 2).

On suppose df;/dt € L*(]0,T[, H(2;)") (pour i = 1,2). Montrer que df /dt € L*(]0,T[, H*(Q)).

Corrigé — Il s’agit de montrer qu’il existe u € L*(]0, T[, H' ()') tel que, pour tout ¢ € C°(Q, R),
T T
F)'(t) dt = / u(t)p(t) dt.
Jo Jo

Le terme de gauche de cette égalité est dans L*(Q) et le terme de droite est dans H*' (). Comme on a identifi¢ I*(Q)
avec son dual et que H'(Q) est dense dans L*(Q), on a L*(Q) C H*(Q)’ et montrer cette égalité consiste donc a
montrer que pour tout ) € H'(Q) on a

T
/ / f)p(t) dt) (z)y(z) do = (/ u(t)e(t) dt, ¥) g1y w1 (o) (4.54)
Q Jo
On cherche donc u € L*(]0,T[, H'(Q)') vérifiant @33) pour tout ¢ € C°(Q, R) et tout 1 € H' ().

Pour i = 1,2, on sait que df;/dt € L*(J0,T[, H'(Q;)"), il existe donc u; € L*(]0,T[, H' (%)) (que peut confondre
avec df; /dt) tel que, pour tout \,/ € CZ(Q,R) et toutyp € H(Q;) ona
T

/ f,(f ) dt) (z)(z) do = </ wi(t)p(t) dt, ) g1(a,y 11 (9, (4.55)

0 J0
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Soient o € C°(Q,R) et € H'(Q). On note v; la restriction de 1) a Q. On a donc p; € H* () et ||9]|%1 @) <

2 ill3 (,) En utilisant E3D) (et la proposition ona

IX /f(f ) ) () dr*Z / _/'Tf,r<t>¢<t>dt)(r)z»z(a:)dm

— Z / wi(t)p(t) dt, i) g1,y m1(0,) = / Z wi(t)p(t), Vi) g1 (o), 11 (o) At
T
0

T 2
/ Z s 1//>H1(<z ) HL(Q; ye(t) dt = / (u(t), “>Iﬂ(<> ) H (S, W( ) dt
J0 i— B

T
= </ u(t)o(t) dt, ) g1y 1),
0

o u(t) est défini (pour presque tout t) par
(), V) g1y, m (o) = Z(U D) HL (92, Y ()

Comme u; € L*(]0, T[, H*(;)") et HwHHl(Sl) <37 HL fHHl(sz ) onabienu € L2()0,T[, H*(Q)") et cela termine
la démonstration.

Exercice 4.4 (Sur la continuité a valeurs L?) On pose T' > 0 et 2 =]0, +-oc[. On identifie, comme d’habitude,
L?(£2) avec son dual. On suppose que u € L2(]0, T[, H*(Q)) et dyu € L2(]0, T[, H~1(Q)).

On rappelle la définition de “dérivée par transposition de u”. C’est I’élément de D7, Q) noté Ou, tel que, pour
tout p € D = C°(Q),

T
(Oru, p) = —/0 u(-, 1) (t) dt.

Py ?
La notation u(-, t) désigne la fonction 2 — u(-,t)). Noter que dfOT u(-, 1) (t) dt € HY(Q).

On rappelle aussi que d;u € L?(]0,T[, H*()) signifie qu’il existe une fonction v (encore notée d;u et appelée
“dérivée faible de u”) appartenant a L2(]0, T[, H~1(2)) telle que

T T
T ARCU (G RS URE

Noter que fOTv(~7t)cp(t) dt € H71(Q).

Cette égalité a bien un sens car H1(Q) C L*(Q) = L*(Q) ¢ H~Y(Q).

On montre dans cet exercice que u € C([0, T], L*(€2)). Le lemme ne s’applique pas directement car H ()
n’est pas le dual de H'(9) (noté (H'(£2)"). On peut d’ailleurs remarquer que I’application qui a 7' élément de
H'()' associe sa restriction a H}(€2), qui est donc un élément de H 1 ({2), n’est pas injective.

La méthode proposée ici consiste a se ramener au lemme (avec E = H'(IR) et F = L*(IR)) en utilisant un
prolongement convenable de u.

On se donne trois nombres «, [ et 7 strictement positifs vérifiant « — 8 = 1 et (& + 1) — 8/v = 0 (un exemple
possible est & = 2, § = 1, v = 1/3). On définit @ de IR x]0, T'[ par

a(x,t) = u(x,t)sixz >0,
- -

u(x,t) = au(—z,t) — Bu(—vyx,t) siz < 0.

1. Montrer que % € L2(]0, T[, H}(R)).
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Corrigé —  La condition o.— 3 = 1 donne que u(t) est continue au point © = 0 (pour presque tout t). Cette continuité
en 0 permet alors de montrer que @ € L*(]0, T[, H'(IR)).

2. Cette question donne une égalité essentielle pour calculer 0; @, c’est-a-dire fOT a(-,t)'(t) dt.
Soit p € C°(]0,T) ety € C°(IR). Pour x > 0, on pose

b(z) = p(z) + —x—é —
(@) = v(@) + ap(=2) = “P(=2).

(a) Montrer que

( / () (£) b, ) g (11 () = / ( / " u(e, b)) de) @ (D).

[Utiliser la proposition [4.24] puis des changements de variables.]

Corrigé —  Comme u € L*(]0,T[, H'(R)), fOT (-, 1) (t) dt € H*(R). Grace a identification de L*(IR)
avec son dual, H'(R) C L*(R) = L*(R)' € H'(R)" = H™ ' (R) (les inclusions étant avec continuité).

On calcule maintenant {fOT a(-, )" (t) dt, V) g1 (), g1 (r) en utilisant la pmp()siti()n le fait que u(-,t) €
“Y(R) (par Uidentification de L*(IR.) avec son dual) et des changements de variables.

</ S 1)@ () dt, ) -1 (wry, g1 (r) = / (@(, 1) (8), V) =1 (R, 11 (my At

- / (£ 1 (g () 2 () i = / ( /IR (e, £y (x) da) ! () dt

0

)y (z) do + /7 au(—z,t)(r) do — -/7 Bu(—vz, t)(x) dz)¢ (t)dt

/T
0
ge

(f,
! (z,t)y(z) dz + h au(z, t)p(—z) de — éu(m,t)w(—g) dz)¢’ (t)dt
) J e ons
= /OT (Aoo u(z, t)y(z) dz) ' (t)dt.

(b) Montrer que 1) € H}(Q). En déduire que
T T B
</ a(-, )" (t) dt, o) g—1(m), 11 (R) =/ (W), V) 1), m o) (t) dt,
0 0

ot v = dyu (etdonc v € L2(]0,T[, H1(2))).

Corrigé —  Lafonction v appartient & C°(Q) ( ¢’est-a-dire qu’elle est la restriction a Q2 d’un élément de CZ°(IR))
et sa trace en x = 0 est nulle grdce au fait que (o + 1) — 3/~ = 0. La fonction vy appartient donc & H}(Q) et il
est facile de montrer qu’il existe C, ne dépendant que de o, (3 et 7, tel que Hu“)HHé @ < CllYll g (w)-

Dans I’égalité obtenue a la question précédente, on utilise le fait que u(-,t) € H*(Q) (par Uidentification de
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L?(Q) avec son dual), de nouveau la propositionet le fait que Oyu = v € L*(|0, T[, H~*(Q)). On obtient
T T oS}
(a0 ® dt ) = [ ([ a9 d)e @
0 0 0

T _ T _
:/0 <u(':t):"/)>H—1(Q),H%(Q)‘PI(t)dt:/O <u('7t)‘P,(t)7¢>H—1(Q),H%(Q)dt
T

— ([ a0 (@t B sy = [ 0 00O D) o1 0,y

0 0

T
= —/0 (U(nt):@H—l(Q),H(l)(Q)SO(t) dt.

3. Montrer que 0t € L?(]0,T[, H~*(IR))). En déduire que @ € C([0,T], L?>(IR)) et que u € C([0,T], L*(Q)).
Corrigé — Pour ¢ € C°(]0,T) et » € CZ(IR), on note ¢ @ ¢ la fonction (x,t) — p(x)p(t).
On note S l'application de C°(IR) x C°(]0,T) dans IR définie par

sw@w):/ (00,8 -1 a1y e 9(6)

0
ot 1 est définie comme a la question@
Par linéarité, S se prolonge sur I’espace vectoriel, noté G, engendré par les fonctions ¢ @ .

Sipe G, p(x,t) =" aipi(t)vi(x), aveen € IN, p € C°(]0,T[) et v € C(IR) (pour tout i), et

S(¢) = / Z aipi(1)Vi) p-1(0), 1 (o) dt-
On a, pour tout t, avec C donné a la que vnon@
H ZCMO 1/1 HHl(Q) < CH Za @it 7/)z||H1(IR) = H¢( )HHl(]R,)'

On en déduit que

15(6)] < / o 8)]| - muzm il s oyt < C / -1 e 160 ) L s eyt

< Cllollzzqo,ra-10) 19l L2 0,7, 12 (R))-
L’application S se prolonge donc en une application linéaire continue de L*(]0, T[, H* (IR)) dans TR. (ce prolongement
est méme unique car G est dense dans L*(]0, T[, H*(R))). Ceci montre qu’il existe w € L*(]0,T[, (H*(R)") (qui
est le dual de L* ()0, T[, H*(R))) tel que

T
S(¢) = / (W), (1)) =1 (my, 1 (R AL-
Jo
En particulier ceci donne pour tout ¢ € C°(]0,T|) et p € C°(IR),

T T
< / (' (1) At ) 1y a1 iy = —S () © ) = — / (-1 £), (VDY 11 )10 ey

=<—/0 W) p(t)dt, ) -1 (o) 111 (10

T t)dt pour tout p € C°(]0,T),

On a donc fOT (-, t)p =— [, wt)e(
c’est-a-dire Oyt = w € L2(]0 T[, (H'(IR)).

Le Zemmedonne alors 4 € C([0,T), L*(IR)) et donc u € C([0,T], L*(Q)).

N.B. Par un argument de cartes locales, le résultat démontré dans cet exercice reste vrai si {2 est un ouvert borné
de RY, N > 1, 2 bord fortement lipschitzien (remarque|[1.17) [18].
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Exercice 4.5 (Diffusion non homogeéne et non isotrope) Corrigé
On reprend les hypotheses du théoreme Soit donc Q un ouvert borné de R, T > 0 et ug € L?*(Q). On
identifie L?(2) avec son dual et on suppose que f € L2(]0, T[, H~()).

On se donne aussi une application, notée A, de Q dans My (IR) (ensemble des matrices carrés a N lignes et
N colonnes, a coefficients dans IR). On suppose que les coefficients de A appartiennent a L>°(2) et qu’il existe
a>0tq.

A€ - € > al€]? p.p., pourtout & € RY.

En suivant la démonstration donnée dans ce chapitre, montrer qu’il existe un et un seul u tel que

u € L2()0,T[, H}(Q)), 0yu € L?(]0,T[, H~*()),

T T
/ < Opu(s),v(8) >g-1 g1 ds +/ (/ AVu(s) - Vu(s) dz)ds =
0 o 0 O (4.56)
fOT < f(s),v(s) > gz ds pour tout v € L*(|0, T, Hg(2)),
u(0) = up p.p.-

Exercice 4.6 (Existence par le théoréme de Schauder) Corrigé

Soit 2 un ouvert borné de R™ et A : R — My (IR) (ot My (IR) désigne les matrices N x N a coefficients réels)
t.q.

Vs € R, A(S) = (ai’j(s))i’jzl 11111 N ou aij € L™ (IR) n C(IR,IR), 4.57)
Ja > 0; A(s)€ - € > €|, VE € RY Vs € R, (4.58)
feL*]0,T[, H () etug € L*(Q). (4.59)

On identifie L?(2) a L? (Q)/ comme d’habitude. On veut, dans cet exercice, montrer I’existence d’une solution au

probleme (4.32).
Soit @ € L*(]0, T, L?(£2)), on définit I'opérateur 7" de L?(]0, T'[, L*(2)) dans L2(]0, T[, L*(2)) par T'(@) = u
ot u est la solution (donnée par I’exercice .5) du probleme

ueLz(]O T[, H}(Q) E)tueL2 0,T[, H~'(Q)),

/ (O, v) - 1 dtJr/ / w)Vu - Vo de dt
0

:/0 (.0 sy b, Yo € L2(0,T], HY (),
u(+,0) = wuo.

1. Montrer que 7T est continu de L2(]0, T'[, L?(£2)) dans L?(]0, T'[, L?(£2)).

2. Montrer que 7" est compact de L2(]0, T'[, L*(2)) dans L2(]0, T'[, L*(Q2)).

3. Montrer qu’il existe R > 0 t.q. | T(@)]| L2(jo,r(,z2(0)) < R pour tout u € L*(]0, T[, L*(Q2)).

4. Montrer qu’il existe u solution de (#.32).

5. On suppose maintenant de plus que a; ; est, pour tout ¢, j, une fonction lipschitzienne. Montrer que (4.32)) admet

une unique solution.

Exercice 4.7 (Existence par schéma numérique) Corrigé
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On se propose, dans cet exercice, de montrer I”existence d’une solution faible au probleme ([#.60)-({@.62)) en passant
a la limite sur un solution approchée donnée par un schéma numérique.

) 02
a—?(:mt) - 5;(2“) (z,t) = v(a, 1), x €)0,1[, t €]0, T, (4.60)
Ip(u) _ Op(u) _
20,8 = TS (L, 6) = 0, ¢ €]0,7] 4.61)
u(z,0) = up(x), z €]0,1], (4.62)

ol p, v, T, up sont donnés et sont t.q.

1. T > 0,v e L*(]0,1[x]0,T]),

2.  croissante, lipschitzienne de IR dans IR,

3. ug € L*>(]0,1]) et ¢(ug) lipschitzienne de [0, 1] dans TR.
Un exemple important est donné par ¢(s) = ayss8i s <0, ¢(s) =0si0 < s < Letp(s) =az(s—L)sis> L,
avec v, g et L donnés dans IR, . Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur |0, L[.

Les ensembles |0, 1] et |0, 1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette tribu.
On appelle “solution faible” de [#.60), (#.61)), (@.62) une solution de

u e L(]0,1[x]0, T]), (4.63)

T 1 2
/ / (u(x, t)%f(x’ t) + o(u(z, t))g%(x, t) +v(z, t)(x,t)) de dt
o Jo

1 (4.64)
+/ wo(@)(,0) dz = 0, Vo € CEL(R?),
0

ou C’%l (IR?) = {¢ : R? — IR, 2 fois continfiment dérivable par rapport & z et une fois continiment dérivable
0 0
par rapport a ¢, t.q. 8—11’(07 t) = 8—w(1, t) = 0 pour tout ¢ € [0,T] et (x,T) = 0 pour tout z € [0, 1]}.
x x

1. (Question indépendante des questions suivantes.) On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de classe
C?, v est continue sur [0, 1] x [0, 7] et ug est continue sur [0, 1]. Soit w € C*(IR?,TR) et u la restriction de w
10, 1[x]0, T'[. Montrer que w est solution de [#.63)),[@.64) si et seulement si u vérifie @.60), @-61) et @#.62) au
sens classique ( ¢’est-a-dire pour tout (z,t) € [0,1] x [0, T)).

2. (Un résulat de compacité.) Soit A C C([0, T, L*(]0, 1[)). On munit C([0, T], L%(]0, 1[)) de la norme usuelle,
c’est-a-dire

[ull = sup{[[w(t)]| 20,17, ¢ € [0, TT}-
On suppose que A vérifie les 2 hypothéses suivantes

(a) Pour tout ¢ € [0, 77, {u(t), u € A} est un borné de L>(]0, 1]) et il existe C t.q.

/ fu(t)(z + 1) — u(t) (2)|? dz < Cn,
R

pour tout 77 € IR}, et tout u € A, avec u(t) prolongée par 0 hors de [0, 1].
(b) Nexiste C € R t.q. [|[u(t) — u(s)||z2qo,1p < Clt — s|, pour tout ¢, s € [0,T] et tout u € A.

Montrer que A est relativement compacte dans C([0, 7], L*(]0, 1])).
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3. (Passage a la limite sur une non linéarité, cette question est indépendante de la question précédente.)
Soit (4 )nen une suite bornée de L>°(]0, 1[x]0, T'[). Soient u € L>(]0, 1[x]0,T[) et f € L*(]0,1[x]0,T).
On suppose que, quand n — o0,

(a) u, — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T'[),
(b) ¢(un) — f dans L1(]0, 1[x]0, T[) et p.p..
Montrer que ¢(u) = f p.p. sur |0, 1[x]0, T'[.

[Indication : Utiliser 1’astuce de Minty. .. ]

On cherche maintenant une solution approchée de (4.60),(@.61)),(#.62).
1 T
Soient N, M € IN*. On pose h = N etk = I On va construire une solution approchée de (#.60),(@.61),(#.62)

a partir de la famille {u?,7i=1,...,N,n=0,..., M} vérifiant les équations suivantes
1 ih
ud = f/ uo(z)dz,i=1,...,N, (4.65)
h Ji-1)n
ntl _ g ™) = 20wt + p(ult!
wi —up p(uiny) = 2e(u) + ”1):uy,z‘:l,...,N,nzo,...,M—L (4.66)
k h?
(n+1)k  pih
avec ug Tt = it u’;;jrll = uyt!, pour toutn = 0,..., M — letv] = — / v(z,t) do dt,
kb Jop, (i—1)h

pourtouti =1,..., N, pourtoutn =0,..., M.
4. (Existence et unicité de la solution approchée.)
Soitn € {0,..., M — 1}. On suppose connu {u}, i =1,...,N}.

n

(a) On suppose que ¢ est bijective de IR dans IR. Soit {u; 1 i=1,...,N.Onposer; = o( pour tout
i =1,...,N}. Montrer que {u?“, i =1,..., N} est solution de [#.66) si et seulement si (7;);=1.. N
est un point fixe de I’application (bien définie...) qui &8 w = (w;);=1,... N associe r = (r;);=1
(avec wp = w1 et wy41 = wWy) par

)

yeery

% k
o)+ 337 = gy (winy +win) +uf +kof, i=1,. N,

Montrer que cette application est strictement contractante (de IR" dans IR™) pour la norme dite “du sup”.
En déduire qu’il existe une unique famille {u?*' i = 1,..., N'} solution de (#.66).

(b) (plus difficile) On ne suppose plus que ¢ est bijective de IR dans IR. Montrer qu’il existe une unique
famille {u"', i = 1,..., N} solution de (#.66).

Les trois questions suivantes donnent des estimations sur la solution approchée dont on vient de montrer 1’exis-
tence et 'unicité.
5. (Estimation L>°(]0, 1[x]0, T'[) sur la solution approchée.)

On pose A = ||u0||Loo(]071D et B = ||/UHLOC(]071[><]O,TD.
Montrer, par récurrence sur n, que u}' € [-A —nkB, A+ nkB]pourtouti =1,...,Nettoutn =0,..., M.

[On pourra, par exemple, considérer @66) avec i t.q. uf "' = min{u/*!, j =1,...,N}]
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6. (Estimation de la dérivée p.r. a = de v(u).) Montrer qu’il existe C; (ne dépendant que de T', o, v et ug) t.q., pour
toutn=0,...,M —1,

N-1 h
> (el = p(uith)? < iy
=1

[indication : multiplier (#60) par u?** et sommer sur 4.]

7. (Estimation de la dérivée p.r. a t de p(u).) Montrer qu’il existe Cs (ne dépendant que de T', ¢, v et ug) t.q.

M—-1 N+1

Z h Z uf ™ty — p(ul'))® < Cak.

n+1)

[indication : multiplier (4.66) par v (u p(ul) et sommer sur i et n]

L objectif est maintenant de passer 2 la limite sur les paramétres de discrétisation. Pour M € IN* donné, on
prend N = M? (et donc h et k sont donnés et k = T\/E), on définit, avec les ] trouvés dans les questions
précédentes, une fonction, uy, sur [0, 1] x [0, T] en posant

t—nk Dk—1t .
up(z,t) = kn u% +1)(w) + %u% )(x), sit € [nk, (n+ 1)k

et

™ (z) = u?, siz € [(i — Vi), i=1,...,N,n=0,..., M.

8. Soient Ay = {up, M € N*} et Ay = {p(up), M € IN*}.
Montrer que A; est relativement séquentiellement compacte dans L>°(]0, 1[x]0, T'[), pour la topologie faible-x,
et que A, est relativement (séquentiellement) compacte dans C([0, T, L2(]0, 1[)).
En déduire que I’on peut trouver une suite (h,)new et u € L*(]0,1[x]0,T) t.q., en posant u, = up, (on
rappelle que k,, = Tv/h,,), on ait, quand n — 0o,

(a) h,, > 0etk, — 0,
(b) up, — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T]),
(©) ¢(un) — @(u) dans LP(]0, 1[x]0, T[), pour tout p € [1, ca].

9. Montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de (d.63),[@.64).
Remarque. On peut aussi montrer 1’unicité de la solution de (@.63)),([@.64).

Exercice 4.8 (Existence pour le probleme de Stefan)

Soient © un ouvert borné de RY (N > 1), 0 < T < +oo, f € L*(]0,T[, (L*(Q)), ug € L*(Q) et ¢ une
fonction lipschitzienne de IR de IR croissante (mais non nécessairement strictement croissante, la fonction ¢ peut
étre constante sur un intervalle de IR de mesure strictement positive).

Dans cet exercice, on donne une preuve alternative a celle de [2] de I’existence d’une solution) (faible) a I’équation
Ou—A(p(u)) = f (dans 2x]0, T'[) avec une condition aux limites de Dirichlet homogene et uy comme condition
initiale. Plus précisément, la fonction u sera solution au sens suivant :
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u € L>(]0,T[, L*(Q)), Ou = L2(J0,T[, H=H()),u € C([0,T], H~1(2))), (u) € L*(10,T[, Hg (2))
T

/ (Oyu, U>H717H3 dt+/ / Vo(u) - Vo de dt
0 o Ja

T
= / / fodzdt =0, Yo € L*(]0,T[, Hy(2)),
u(+,0) = uo. 0 e
4.67)
On rappelle que L2(€) est, comme d’habitude, identifié 2 L2(2)".
Pour résoudre ce probléme, on introduit pour n > 0 la fonction ¢,, définie par ¢, (s) = ¢(s) + (1/n)s. On montre
I’existence d’une solution au probléme avec ¢, au lieu de ¢. Puis, on passe a la limite quand n — +o0.

1. Montrer que I’exercice [.6] donne I’existence de u,, solution de (4.67) avec ¢,, au lieu de ¢, avec la régularité
supplémentaire u,, € L2(]0,T[, H}(Q)) (et donc u,, € C([0,T)), L*(Q)).
[On rappelle que le lemmedonne Vo(v) = ¢'(v)Vupp.siv e L2(]0,T[, H: (Q)).]

Dans la suite, on étudie cette suite (uy, )nemnN+

2. Montrer que la suite (¢(uy,))nen+ est bornée dans L2(]0, T[, H(9)), la suite (O;u,,)nen+ est bornée dans
L2(]0,T[, H~(Q)) et la suite (uy,)nen~+ est bornée dans C(]0, T[, L*(2)).
[Le lemme [£-3T]est encore utile ici.]

Dans la suite, on montre que cette fonction « est la solution recerchée.

3. Montrer qu’il existe u et ¢ tels que (quitte & extraire une sous suite, non renumérotée) ¢(u,) — ¢ faiblement
dans L2(]0, T[, H}(Q)) et u,, — u dans L]0, T[, H~1(Q)).
[Pour la convergence de w,,, utiliser le théoreme 4.42}]
4. Montrer que lim,, 4 oo fOT Jo o(un)uy, do dt = fOT Jo Cu da dt.
5. Avec I’astuce de Minty (utilisée par exemple pour démontrer (3.23))), montrer que ¢(u) = ¢ p.p.
6. Montrer que u € C([0,T], H™1).
[Remarquer que la (u,),en+ est bornée dans C([0, 7], L?(€2)) et raisonner alors comme dans I’étape 6 du
théoréme ]
7. Montrer que u est solution de (4.67).
Exercice 4.9 (Théoréme de Kolmogorov, avec B = IR) Corrigé Le but de cet exercice est de refaire la
démonstration du théoreme .40]dans le cas (plus simple) B = R et p = 1.
Soit T > 0. On note L' I'espace L* (0, T'[, IR ). Soit (uy, )nen une suite bornée de L' (on a donc sup,,cpy [|unll1 <
+00).
On suppose que pour tout h €)0,T[ et tout n € IN on a

T—h
/0 i+ 1) — 1 (B)|dt < (R,

ou 7 est une fonction croissante de |0, 7' dans IR 1 t.q. limj,_,o+ n(h) = 0.
L’ objectif de I’exercice est de démontrer que la suite (uy, ), e est relativement compacte dans L.
1. Soit &, h €]0,T[ t.q. § + h < T. Montrer que
§ § s
/ i (8)] dt < / (£ + )| dt + / (£ + 1) — (1)) . (4.68)
0 0 0
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2. Soit hg €]0,T[ et 6 €]0,T — ho[, montrer que
5
o [ ua )] dt < 8l 1+ ho(ho).
0

3. Montrer que foé |un(t)| dt — 0 quand § — O, uniformément par rapport a n.

4. Montrer que la suite (uy,,),eN est relativement compacte dans L.
[Appliquer le théoréme de Kolmogorov, théoreme .39 en utilisant le prolongement de u,, par 0.]

4.7 Corrigés d’exercices

Corrigé 4.1 (Solution classique en dimension 1)
Soit ug € L*(]0,1[). On s’intéresse ici au probleme suivant :
Opu(x,t) — O%u(x,t) =0, = €]0,1][, t €]0, +oo],

u(0,t) = u(l,t) =0, t €]0, +o0],
u(z,0) = up(z), x € [0,1].

(4.69)

(4.70)

La notation 0;u désigne la dérivée de u par rapport a ¢ et u,, désigne la dérivée seconde de u par rapport a z. On

dit que u est une solution classique de #.70) si u vérifie les trois conditions suivantes

(c1) u est de classe C? sur |0, 1[x]0, +o0] et vérifie au sens classique dyu— d2u = 0 en tout point de ]0, 1[x]0, +o0],

(c2) pour tout t > 0, les fonctions u, u, et u,, sont continues sur [0, 1] x [¢, +oo[ et u(0,t) = u(1,t) = 0,
(¢3) u(-,t) — ug dans L2(]0, 1) quand t — 0 (¢ > 0).

1. Montrer que le probleme (@.70) admet au plus une solution classique. [On pourra reprendre la méthode déve-

loppée a la section[d.1] ]

Corrigé —  Siu et u sont deux solutions classiques de @.70). La fonction (u — @) est alors une solution classique de
ET0) avec ug = 0 p.p. (sur)0, 1[). Pour montrer que w = , il suffit donc de montrer que la fonction nulle est I’unique

solution de {T0) lorsque ug = 0 p.p..

On suppose donc que u est une solution classique de {.70) avec uwo = 0 p.p.. On va montrer que u(x,t) = 0 pour

tout (z,t) € [0,1]x]0, 4o0].

Soitt > 0, les hypotheses (cl) et (c2) permettent de dire que

/ Ou(z, t)u(x, t) doe = %/ (u?)e(z, t) dz = %%(/ u?(z,t) dz)

0 0 0

et ) )
/ Uza (T, t)u(z, t) do = — / g (, 1)2 dzx.
Jo Jo
Comme Oyuu — uzeu = 0 sur |0, 1[x]0, +00(, on en déduit que
1ﬁ( /.l u?(z, 1) dz) + /.l Uy (z,t)° dz = 0
sl ), :, )+ | a(@,t)”dz =0,
Soit 0 < e < T < +o0. En intégrant I’équation précédente entre € et T', on obtient

1 /1 Tl 1 /!
= / u?(x, T) do + / / us(z,t) dz dt = = / u(x,e) dz,
2Jo Jo Jo 2.Jo

"1 1
/ u?(a, T)dx < / U2(1’, e) dx.
v 0 0

181

ce qui donne



4.7. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

Quand € — 0, le membre de droite de cette inégalité tend vers O (par (c3)), on a donc j()l u? (z,T) dx = 0, ce qui
donne u(-,T) = 0 p.p. et donc u(xz,T) = 0 pour tout © € [0,1] (car u(-,T") est supposée étre continue sur [0, 1]).
Comme T > 0 est arbitraire, on a bien montré que u(x,t) = 0 pour tout (z,t) € [0,1]x]0, +o0].

2. Montrer que le probleme (@.T)) admet une solution classique. [On pourra reprendre la méthode développée a la
sectionen explicitant une base hilbertienne convenable de L?(]0, 1[), voir I’exercice ]

Corrigé —
On utilise un résultat de l’exercice Pour n € IN*, on pose ¢, = 2 jol ug () sin(nmt)dt. L’exercice donne
que
n
[|uo — Zcp sin(pr-)||2 — 0, quand n — co.
p=1
(On rappelle que || - ||2 désigne || - || 2 (j0,1))- Comme |cn| < 2||uo||2 pour tout n € IN*, la suite (cn)new+ est bornée.
On en déduit que la série
“+oo
Z —n2x2t Y a
e Cn SINNTT
n=1

est convergente (dans IR) pour tout x € IR et t > 0. De plus, pour tout € > 0, les séries

+oo o 400 o
—n?r2e 2 —n?n3e
ne |cn| et n-e |cn|
n=1 n=1
sont convergentes. Ceci montre que la fonction
o 2.2
_ .
r,t— g e " " e, sinnw
n=1
est, pour tout € > 0, de classe C* sur R x]e, +00] (elle est méme de classe C°°) et que la série peut étre dérivée
terme a terme, une fois en t et deux fois en x. On pose donc, pour z €)0,1[ et t > 0
—+oo
—n2n3t .
u(z,t) = e cn sinnmx.
n=1

La fonction wu ainsi définie vérifie bien les conditions (cl) et (c2).

1l reste a montrer que u vérifie (¢3). Soit € > 0. Pour toutt > 0 etnog > 0, ona

no o
242 . .
lu(-,t) —uoll2 < || Z en(1—e ™) sin(na)||2 + 2|luo — Z e sin(n)||2.
n=1 n=1

On commence par choisir ng pour que le deuxieme terme du membre de droite de cette inégalité soit inférieur a e.
Puis, comme no est maintenant fixé, on remarque qu’il existe to > 0 t.q. le premier terme du membre de droite de cette
inégalité est inférieur a e des que t €)0, to]. On en déduit bien que u vérifie (c3).

Corrigé 4.2 (Dual de L%)
Soit (X, T, m) un espace mesuré, F un espace de Banach et 1 < p < 4+00. On pose p’ = p/(p — 1).

1. Soitv € L%, (X,T,m)etu € LY,(X, T, m). Montrer que I’application = — (v(x), u(x)) g, est m-mesurable
de X dans IR puis que (v, u) g g € Lz (X, T,m) et

[ 1w e plam < ol
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Corrigé — On choisit pour u et v des représentants, de sorte que v € £’iE/,(X7 T,m)etu € L%(X, T, m). La m-
mesurabilité de I’application x — (u(x),v(x)) g/ g (notée (v, u) g ) est assez simple a montrer (et ne dépend pas
des représentants choisis pour w et v). Il suffit de remarquer qu’il existe deux suites de fonctions étagées (vn)ne et
(un)new (Vn est une fonction de X dans E' et uy, de X dans E) t.q. v, — v p.p. et u, — u p.p. (quand n — ~+00).
Pourtoutn € IN, la fonction (v, un) g g est alors une fonction étagée de X dans IR. Quand n — o0, elle converge
p.p. vers la fonction (v, u) g/ g qui est donc m-mesurable.

On remarque ensuite que |(v(x),uw(x)) g g| < |[v(x)| g l|lu(z)|| & pour tout x € X. En intégrant par rapport a la
mesure m (on utilise ici la monotonie de l’intégrale pour les fonctions m-mesurables a valeurs dans IR, et ’'inégalité de
Holder), on obtient que (v, u) g/ g € Lz (X, T, m) (et donc (v,u) g g € Lz (X, T, m) avec la confusion habituelle
entre L et L) et

[ e, w)er sl <e dollzulledm < ol ull .
9 E

2. Soit v € L2, (X, T, m).
(a) Montrer que I"application u — [ (v, u) g/, pdm est bien définie, linéaire et continue de LY, (X, T, m) dans IR.

Corrigé — La question précédente donne bien que (v,u)pr p € Ly (X,T,m) pour tout v € L5 (X,T,m).
L’application w — [ (v, u) g pdm est donc bien définie de L% (X, T, m) dans IR. Elle est trivialement linéaire. Sa
continuité est une conséquence du fait que

| [ e ] < tltw,u)er pldm < o]yl
E/

On note T;, cette application (on a donc T, € LY(X,T,m)’.)

(b) Montrer que || T || 2 (x,7,m) < ||v||Lgl (X Tm)’

Corrigé — Par définition de la norme dans le dual d’un espace de Banach, on a
1Tl ey = sup{|Tw(u)|, w € L t.q. Jullpp =1}

La question précédente donne que [T, (u)| < |[v]| , si HUHL% =1, on a donc
El

ITolagcxamyr < W0l vy

(c) (Question plus difficile) Montrer que || 10| 2, (x 7.m) = ||v||L,g,(X’T,m).

Corrigé — On pose q = p’. On raisonne ici en deux étapes. On commence par montrer I’égalité demandée si v est
une fonction étagée. Puis, on traite le cas général.

Etape 1
On suppose, dans cette étape, que v est une fonction étagée non nulle. Il existe doncn € IN*, une famille Aq, . .., Ay,
d’éléments de la tribu T et une famille by, . . . , b, d’éléments de E’, non nuls, t.q.
v = Z bilAi .
i=1
Soit € > 0. De la définition de la norme dans E', on déduit que, pour tout i € {1,...,n}, il existe a; € E t.q.
laille = Let (bi,@i)pr 6 = (1 —€)|[bil| -
On pose a; = ||b;||%, @; pour touti € {1,...,n} et

n
u = E aila,.
i=1
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La fonction u est une fonction étagée (de X dans E) et on a
(v,u)pr pdm = m(Ai)(bi,ai)pr g > (1 —e)m(Ay)||bil|y = (1 —e)|jv]|%q .
E L

i=1 E’

D’autre part, on a (comme p(q — 1) = q)
p(g—1 q
lullgy = > - m(Abill " = 3 m(ADlbill g = [0l -

=1 i=1

On a donc p
. oli2,
[t pdm > (1= )= = (1= Dol

el ol
Jol

En posant i = Y onadonc HHHL% =1let [(v,a)pr pdm > (1 —¢€)||v]|a . Ceci prouve que
p ) . ’ E

Tl oz

HT’UH(L%)’ > (1- E)HUHL%,-
Comme € > 0 est arbitraire, on obtient donc, avec la question 2(b), |
Etape 2
On traite maintenant le cas général. Soit v € LY, non nulle (si v = 0 p.p. I’égalité demandée est triviale). Il existe
une suite (v, )new de fonctions étagée (de X dans E')tq. v, — v dans L%, (cette suite peut se construire comme
cela a été pour la définition de L*, c¢’est-a-dire en construisant vy, t.q. ||vn(z)| g < 2||v(z)|| g pour presque tout
x € E et pour tout n € IN).

TUH(L%)’ = HUHLGE,'

Soit e > 0, il existe donc w fonction étagée t.q. |w — v|| » < e. Parl’étape 1, il existe u € L t.q. ||71HL$ =let
E 7

/(w.u)E/,Edm > HU’HLE, —e.

On a donc (avec la question 1)

/(U,u)EgEdm = /(ul,u)Er‘Edm—&— /(1) —w,u)pr pdm > [[wl|pe —e— [lv—w]
: : ‘o

Comme ||v — w

q .
LE/

w

e, <cet] L, > H'UHL;;/ — ¢, on adonc

/{’U,u)E/_Edm > |lvllpe — 3e.
: .,

Comme € > 0 est arbitraire, ceci permet d’affirmer que ||T, ||(L1;:), > |Jvl|a . Finalement, avec la question 2(b),
E

on a bien HTUH(LZ)’ = HUHLE,'

Corrigé 4.3 (Diffusion non homogene et non isotrope)
On reprend les hypotheses du théoréme Soit donc € un ouvert borné de R, T' > 0 et uy € L?(£2). On
identifie L?(Q2) avec son dual et on suppose que f € L?(]0, T[, H~*(9)).

On se donne aussi une application, notée A, de Q dans My (IR) (ensemble des matrices carrés a N lignes et
N colonnes, a coefficients dans IR). On suppose que les coefficients de A appartiennent a L>(Q) et qu’il existe
a>0tq.

Ag - € > al¢)? p.p., pourtout & € RV,

En suivant la démonstration donnée dans ce chapitre, montrer qu’il existe un et un seul u tel que
we L2(]0,T[, H}(Q)), 0pu € L?(]0,T[, H~*(Q)),
T
€ tl < duu(s),v(s) >p-1,pp ds —|—/ (/ AVu(s) - Vu(s) dz)ds =
0 Q

fOT < f(s),v(s) >p-1 gy ds pour tout v € L2(]0,T[, HE(Q)),
u(0) = ug p.p..

471
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Corrigé — Si A est symétrique, le plus simple consiste & utiliser une base hilbertienne de L* (Q2) formée de fonctions
propres de [’opérateur u — —div(AVu) (avec condition de Dirichlet, c’est-a-dire u = 0 sur 9)). On prend donc une
Sfamille {e,,n € IN*} telle que e, est (pour tout n) une solution faible de

—divAVe, = A\nen dans €,

en =0 surofd,
avec A\, € IR. (On a vu dans la section@ qu’une telle base existait.) La démontration de [’existence (et de ['unicité)
d’une solution de est alors trés voisine de celle donnée pour le cas o A est la matrice identité.

Le cas oit A est non symétrique est plus difficile car on n’a pas nécessairement une base hilbertienne de L2(Q) formée de
fonctions propres de ’opérateur u — —div(AVu). Il faut alors modifier légerement la démonstration. On va faire cette
démonstration ici en prenant la base hilbertienne {e,,n € IN*} associée au Laplacien (avec condition de Dirichlet).
Pourn € IN*, la fonction e, est donc solution faible (non nulle) de

—Ae, = A\ney, dans €,

en = 0 sur 0f2.
On rappelle que |len||r2q) = 1 An > 0 et limp— 400 A = +00. On a aussi ||e, HH[}(Q) = VA et la famille
{en/VAn,n € IN*} est une base hilbertienne de T} (). C’était I'étape 1 de la démonstration du théoréme .

Remarque 4.56 Compte tenu de la maniére dont H; (Q) s’injecte dans HY(Q) (par lidentification de L* (Q)I avec
L?(2)) et de la définition du produit scalaire dans H™* () (& partir du produit scalaire dans H$(Q)) , on peut aussi
remarquer que

(en/em)g—1 = 0sin #m,

(en/em)p—1 = i sin =m. (4.72)

La famille {\/Xnen,n € IN*} est donc une famille orthonormée de H™*(Q) (c’est méme une base hilbertienne de
H~Y(Q)). Pour montrer ©72), on rappelle tout d’abord la définition du produit scalaire dans H Q). Siu € H(Q),
on définit T,, dans H™*(Q) par

(Terbbasmy = (w/o)y = [ Vu-Voda.

L’application T est bijective de Hg () dans H™'(Q). Pour u,v € Hg (), on définit alors le produit scalaire dans
H™ Q) par

(Tu/To) 100y = (u/v)Hé<Q> = /QVu - Vo dz.

Soitn € IN*, compte tenu de la maniére dont HE () s’injecte dans H ™ (Q) (par Iidentification de L*(Q) avec L*(S2)),
on a, pour tout p € H (),

Anl€n, V) -1 g1 = )\n/ enpdr = / Ve, -V dz,
oo Q Q
ce qui montre que Te,, = Apé€n. On a donc, pour n, m € IN*,
Andm(en/em)n-1(a) = (Ten /Tep ) u-1(0) = (€n/em)ui ) = /Qven “Vem dr = Andn,m.

On en déduit bien @T2).

On construit maintenant une solution approchée (étape 2 du théoreme[#23).

Soit n € IN*. On pose E,, = ev{ep, p = 1,...n}. On cherche une solution approchée w, sous la forme un(t) =
> ai(t)es avee oy € C([0,T),IR). Le calcul formel fait dans la démonstration du théoréme donne ici (en
supposant que les cv; sont dérivables pour tout t), pour tout p € H}(Q) et presque tout t €10, 77,

(un (t) — div(AVun (1)) — f(t), ) -1(9),H1 ()

:; (Oé;‘(t)/s;ei@ dx—&-oci(t)/QAVei.Vnpdm) — (0, 0) 1 113 0
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On souhaite alors choisir les fonctions o; pour que (u,, (t) — div(AVu,)(t) — f(¢), §0>H71(Q)‘Hé<ﬂ) = 0 pour tout
p € E,.
On pose fi(t) = (f(t), e¢>H71(Q)7Hé(Q> et on note F(t) le vecteur donc les composantes sont les fi(t), i =1,..., n.
On définit aussi la matrice n X n (a coefficients réels) M en posant M; ; = fﬂ AVej - Ve; dx (M, j est le coefficient
de M en ligne i et colonne j). en notant o(t) le vecteur donc les composantes sont les o (t), 1 = 1,...,n, on souhaite
donc avoir

a'(t) + Ma(t) = F(t).

En tenant compte de la condition initiale et en posant ago) = (uo/eq)2 et a9 le vecteur donc les composantes sont les
(0)

o, ', 1=1,...,n, ceci suggere donc de prendre

t
a(t):e”‘“amhr/ e M P(s)ds. (4.73)
0

Les fonctions «; ainsi définies appartiennent a C([0, T),R) et on a donc u., € C([0,T], E,) C C([0,T], H}(Q)) avec
unlt) = S, ault)er

Nous avons ici raisonné a n fixé. La matrice M et les fonctions F' et o dépendent donc de n.

Nous adaptons maintenant ’étape 3 du théoreme Soit n € IN* et u, la solution approchée donnée par I’étape
précédente. On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par transposition) de un. Cette dérivée est notée (un):. Par
définition de la dérivation par transposition, (uy )¢ est un élément de D}y avec E = Hg (Q). Soit ¢ € C2°(]0, T[,IR) on
a

(e ehgm == [ un() () dt € B HY(@).

Comme un, = Y7, cvies, on a donc

n

(e oo = =3 [ culted @y dt = =3 ([ o' at)es

i=1

On utilise maintenant {73),
T
/ ai(t)p' dt =T; + S,
0

avec

T T
7= [ e = [ (e ) plt)ar
0

0

S = /T (/t M9 B(5)ds) (1) dt.

0 0
Pour transformer S; on utilise le théoreme de Fubini et on obtient

Si:/o (/0 (Me_M(t_s)F(S))idS)@(t)dt_/0 fi(t)e(t)dt.

On en déduit que T; + S; = fOT(Moz(t))igo(t) dt — fOT fi()p(t) dt, et donc

(e oo = =3 [ Ota)ew®) dt+ Y [ fitepar

Comme ¢ est arbitraire dans C°(]0,T[,IR), on a donc (p.p. en't)

n n

(un)e = — > (Ma)ie; + Y fiei € L*(10, T, Ey).

i=1 =1
Le premier terme du membre de droite de cette égalité est méme continu de [0, T a valeurs dans E,. En reprenant la
définition de M, cette égalité donne (p.p. en't)

(wn)e == (/ AVu, - Ve, dz)es + Y fies. (4.74)
i=1 70 i=1
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La situation est légérement différente de celle du théoréemeF28| Mais on a toujours
(un)e € L*(J0,T[, En) C L*(10,T[, Hy(Q)) € L*(10, T[, H~(2)).

Compte tenu de la maniére dont Hg () s’injecte dans H () (par Uidentification de L*(2)" avec L*(S2)) on a pour
toutv € L*(]0, T[, Hy (2)),

/OT<(Un)z(t),’U(t)>H71<Q)YHé<Q)dt: f/T/Qi(Ma(t))ieiv dz dt+i/0T/inew dz dt.

Ceci est intéressant surtout lorsque v € L*(]0,T[, E,) car en reprenant la définition de M on obtient

/OT((un)t(t), V(b)) -1(0), mi ()@t = / / AVuy, - Vo dz dt + Z/ / fieiv dz dt.

Ceci donne, en revenant & la définition de f;, toujours pour v € L*(]0, T[, E,),

T T
/ ((un)e(t), v(t))Hﬂ(Q)’Hé(Q)dt + / AVu, - Vo da dt
o 0o Ja (4.75)

T T
= Z/O <f(t)vei>H*1(Q),Hé(Q)(/Qeiv dz) dt:/ (F(£),0) =10, 13 @ dt-

i=1 0

On rapelle aussi que w, € C([0,T), H} () et un(0) = Pnuo oit Py, est I'opérateur de projection orthogonale dans
L*(Q) surle s.e.v. En,.

On cherche maintenant (étape 4) des estimations sur la solution approchée.
Pourn € IN*, ona

u, € C([0,T], Hy () € L*(J0, T[, Hy () et (un)e € L*(10,T[, Ex) € L*(J0,T[, H *()).
D’apreés la section2) on a donc

1 1 g
Sun (T = Gluoll3 = [ Gun)estn) s,y .
0
En prenant v = uy, dans @73), on en déduit

1 1 T T
f||un(T)||§—fHuoH§+/ /AVun-Vun dmdt:/ AT p—s
2 2 o Ja 0 o

et donc
T

T
O‘HU"HiQ(JO,TLHg(a)) = /0 o AVup - Vu, dz dt < %HUOHg +/0 (fyun) -1 gy dt.
On en déduit .,
a||“n||i2(]o,T[,Hg(Q)) < %HUO”g +/0 (frun) g1 grdt
< *||U0H§ + I 2 qo,rr, -1 1unll L2 go 2 2))

1 a 2
§||U0H2 + 5 Hme qo.rLE-1(@) T §Hu7LHL2(]o,T[,Hg<Q))-
On a donc
2 2
O‘HUnHH(]o,T[,Hl(Q)) < luollz + = |‘f”L2(]O,T[,H*1(Q))'

Ce qui donne une borne sur u,, dans L*(]0,T|[, Hg (Q)).

Pour obtenir la borne sur (uy)¢, on utilise @.74). Pour presque tout t on a

n

(un)e(t) ==Y (| AVun(t) - Ve; dz)e; + Z fi(t)e

i=1 J

187



4.7. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

Soitv € Hg(Q), onav = S5° (v/e;)2e; et cette série est convergente dans L*(SY) et dans Hg (). En posant
Pu(v) = S0, (vfes) 265 on @ | Patll g oy < [0l - Comme

(un)e(6), P g gy = {(wn)e(0), 01y = / (un)e(t)v do

n

->(f

i=1 Y9

n (4.76)
AVu,(t) - Ve; dz)(v/ei) 2 + Z fi(t)(v/ei)r2.

on en déduit que

[ (un)e (Ol rr-1) = sup{{(un)e(t), V) =1 1, v € En, [0l ag ) < 1}
Or, pour v € E,, on obtient avec m

<(u")t(t)7’U>H—1,Hé = /QAVUn(t) -Vodzr + <f(t)7U>H—1,Hé'

En utilisant le fait que les coefficients de A sont dans L™ (S2), on en déduit I’existence de 3, ne dépendant que de A, t.q.
pour presque tout t,

1(un)e @)l r=1) < Blun®llmg ) + 1f Ol m-10)-
La suite (un)nen+ est bornée dans L* (10, T[, Hy (), la suite ((un)¢)nen+ est donc bornée dans L ()0, T[, H™(Q)).

1l s’agit maintenant (étape 5) de passer a la limite quand n — +o00. Grdce aux estimations obtenues a l’étape précédente,
on peut supposer, apres extraction éventuelle d’une sous suite, que, quand n — +oQ,

Un — u faiblement dans L*(]0, T[, Hy (),
(wn)¢ — w faiblement dans L*()0, T[, H ().
Comme nous I’avons dans la démonstration du théoréme onaw = Oiu.
Soit v € L*(]0, T[, H} (). Soit n € IN*. On pose v, (t) = Pn(v(t)), de sorte que, par convergence dominée, v, — v
dans L*()0, T[, H (). On utilise alors avec vy, au lieu de v. On obtient

T T T
/ ((wn)t, vn) g—1 grdt + / / AVuy - Vo, dz dz dt = / (fyvn)g—1_gadt.
0 oo o Ja 0 oY

Les trois termes de cette égalité passent a limite quand n — +o0 grdce aux convergences de un, vy et (ur ). On obtient
ainsi

T T T
/ ((%u,v)Hfl’HédtJr/ AVu - Vv d:rdt:/ (f,v)Hfl’Hédt.
0 0 0

Ce qui est bien ce qui était souhaité.

Comme u € L*()0,T[, H3(Q)) et dyu € L*(|0,T[, H*(Q)), on sait que v € C([0,T], L*(Q)). Pour terminer la

démonstration du fait que u est solution de @T]), il reste donc seulement & montrer que w(0) = wg p.p. ( ¢’est-a-
dire u(0) = wug dans L*(2)). La démonstration de ce point est identique a celle donnée dans la démonstration du

théoréme @28} Cela termine la démonstration de I’existence d’une solution a @T1).

On montre maintenant I'unicité de la solution de @T1). La démonstration est trés proche de celle donnée pour le théoreme
Soit w1, uz deux solutions de @T1). On pose w = uy — uz. En faisant la différence des équations satisfaites par u,
et uy et en prenant, pour t € [0, T, v = uljg | comme fonction test, on obtient

/0 (Oru(s), U(S))H—I’Héds +/0 /QAVu(s) -Vu(s) deds = 0.
Comme u € L*(]0,T|, H3(Q)) et dyu € L*(]0, T[, H~*(Q)), on a, d’apres la section
1 2 2 '
5 (lu@®llz = ([lu(0)l2) :/O (Ovu(s), u(s)) -1,y ds.

On en déduit, pour tout t € [0,T),

(||u(t)||§—(||u(0)|\§)+2/0 /QAVu(s)-Vu(s) dz dt = 0.
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Enfin, comme u(0) = 0 et AV - Vu > 0 p.p., on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans Q, pour tout t € [0,T].
Ce qui termine la démonstration de ['unicité de la solution de [ET1).

Corrigé 4.4 (Existence par le théoreme de Schauder)
Soit 2 un ouvert borné de R™ et A : R — My (IR) (ot My (IR) désigne les matrices N x N a coefficients réels)
t.q.

Vs € ]R, A(S) = (ai’j(s»i’j:l)m’]\[ ou Q;,j S LOO(IR) M C(IR,IR), (477)
Jor > 0; A(s)¢ - € > afé]?,VE e RY Vs € R, (4.78)
feL?(]0,T[, H *(Q)) etug € L*(Q). 4.79)

On identifie L2(£2) a L? (Q)/, comme d’habitude. On veut, dans cet exercice, montrer I’existence d’une solution au
probleme (4:32).

Soit & € L*(]0, T, L?(£2)), on définit 'opérateur 7" de L?(]0, T, L*(2)) dans L?(]0, T[, L*(Q)) par T'(a) = u
ot u est la solution (donnée par I’exercice[d.5) du probleme

u g L2(]O7 as H&(Q))v Oru %Lz(}()’ T, H_l(Q)>7
/ (Ou, ’U>H*1,Hé dt + / / A(@)Vu - Vo dz dt

T
— [ {50y e o € L2007 HY(@),
0

u(+,0) = ug.

(4.80)

1. Montrer que 7T est continu de L2(]0, T'[, L?(Q2)) dans L?(]0, T[, L?(£2)).

Corrigé —  Soit (in)new une suite de L*()0, T[, L*(Q)) eta € L*(]0,T[, L*(Q)) telle que @, —  dans L*(]0, T7,
L2(Q)) quand n — +o0. On pose u, = T (i) et u = T(@). Pour montrer que u, — u dans L*(]0, T[, L*(Q))
quand n — +00 , on raisonne par I'absurde. Si u, + u dans L*(]0,T[, L*(2)), il existe ¢ > 0 et une sous suite,
encore notée (Un)neN, 1.q.

lwn — wll L2071, L2(02)) > € pour tout n € . (4.81)
Pour n € IN, u,, est la solution de (@) avec U, au lieu de u. En prenant v = u,, comme fonction test, on en déduit,
grace a {@TR), que la suite (wy)new est bornée dans L*(]0, T[, HS (). Puis, comme

(un)t = div(A(tn)Vun) + f

dans L*(]0, T[, H~*(Q)), on en déduit que la suite ((un):)nen est bornée dans L* ()0, T[, H~(Q)).

Apreés extraction éventuelle de sous suite, on peut donc supposer qu’il existe w € L*(]0, T[, H3(Q)) et ¢ € L*(]0, T,
H™Y(Q)) t.q., quand n — +ox,

U, — w faiblement dans L* (|0, T[, Hg (Q2)),
(un)t — C faiblement dans L*(]0, T[, H*(f2)).

Par le théoréme on a aussi u, — udans L*(]0, T[, L*(Q)).

Comme cela a été montré dans la démonstration du thé()réme()n a nécessairement ( = wy.

On peut également supposer, toujours apreés extraction de sous suite, que U, — U p.p. de sorte que A(u,) — A(a)
p.p. (grdce a la continuité des a; ;).

Soit v € L*(]0, T, H} (2)), on peut alors passer a la limite quand n — ~+oco dans @I0) écrit avec i, et uy, (au lieu
de U et u). On obtient que w est la solution de @80), c’est-a-dire que w = u = T'(u). On a donc un, — u dans
L2(J0,T[, L*(Q)), en contradiction avec [E3]).

On a bien ainsi montré la continuité de T'.
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2. Montrer que T est compact de L2(]0, T'[, L*(2)) dans L?(]0, T'[, L*(2)).

Corrigé —  Le début du raisonnement de la question précédente montre que Tm(T') est bornée dans L* (10, T, H5 ()
et que {Oyu, u € Tm(T)} est une partie bornée de L*(]0, T[, H™*(Q)). Le lemme de compacité{d.34|donne alors que
Im(T) est relativement compacte dans L* ()0, T[, L*(Q)), ce qui donne la compacité de T.

3. Montrer qu’il existe R > 0 t.q. || 7(a)| 120,71, 22(0)) < R pour tout u € L*(]0, T[, L*(2)).
Corrigé —  Ici encore, ceci découle du raisonnement fait & la premieére question. En effet, on sait que Im(T") est bornée
dans L*(]0, T, H} () et donc aussi dans L*(]0, T, L (S2)).

4. Montrer qu’il existe u solution de (#.32).

Corrigé — On note Br la boule de L*(]0,T[, L*(Q)) de centre 0 et de rayon R, avec R donné a la question pré-
cédente. L’opérateur T est continu et compact de Br dans Br. Le théoreme de Schauder donne alors [’existence de
u € Br (et doncu € L*()0,T[,L*(Q))) t.q. u = T(u), ¢ est-a-dire u solution de [{=32).

5. On suppose maintenant de plus que a; ; est, pour tout ¢, j, une fonction lipschitzienne. Montrer que (4.32)) admet
une unique solution.
Corrigé —  La démonstration est ici trés proche de celle faite pour montrer I'unicité de la solution de @33).

Soit w1, uz deux solutions de E32). On pose u = u1 — uz et on va montrer que v = 0 p.p..

Pour ¢ > 0 on définit la fonction T de IR dans IR par T-(s) = max{—¢e, min{s,e}}. On note aussi ¢ la primitive
de T- s’annulant en 0. En prenant v = T.(u) dans les formulations faibles satisfaites par u1 et uz, on obtient

T T
/ (Oru, TE(U»H*I,H(% dt + / / A(u1)Vu - VT (u) do dt
0 ., 0o Ja
= / /(A(ug) — A(u1))Vug - VT (u) dz dt.
o Ja
Comme VT.(u) = Vuloc|y|<e p.p., on en déduit que
. . T
/ ¢e(u(z,T)) do — / @< (u(z,0)) do + a/ / Vu - Vulgejyj<ede dt
Q e . o Ja
< / [(A(ur) — A(u2))Vus||Vulloc|y<cda dt.

“Jo Ja
Comme les a;,; sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q., pour touti,j € {1,..., N} et 51, s2 € R,

(4.82)

|ai,j(s1) — aij(s2)| < Lls1 — sal,
On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢ > 0 pour déduire de EZD), avec Ac = {0 < |u| < e} ety = (x,t),

T n % T n %
a/ / VT () da dt < N2L5</ (Vs dy) (/ / VI (w)f? de dr) .
0 Q Ac 0 Q

On a donc || VT:(u) ||| 12(g) < ace, avec Q =]0,T[xQ et

ae :NQL(/ |V |? dy)é.
Ja,

Comme NesoAe = 0 la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N +1 dimensionnelle)
de A tend vers 0 quand ¢ — 0 et on a donc, comme Vuz € L*(Q)N, (noter que L*(Q) peut étre identifié &
L*(J0,T[, L*(2)))

lim / |Vuz|* dy = 0,
e—0 A
1=
ce qui donne lim._,o a. = 0. Il nous reste maintenant a utiliser, par exemple, ’injection de Wol’1 (Q) dans I ().

elle donne pourt €]0, T,
[T (u®)llLre ) < MVTe(uE)llLr @)- (4.83)
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On désigne par “mes” le mesure de le Lebesgue dans RY . On remarque maintenant que pour t €]0, T
emes{|u(t)| > r}~1 / |7 (u 1 dx) T
On a donc, avec @,
emes{[u(t) > £} < | VT.(u(®) o2 = [ VT ula, )] do
Jo

et, en intégrant par rapport a t, sachant que 1/1* = (N — 1)/N et utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

T
5/ mes{|u(t)| > ¢
Jo

[SIE

v dt < / / [VTe(u(z,t)| de dt < || |[VTe(u)] [|L2(qg) (Tme?(O))

1
2

< (Tmes(2))

(e}

ace.

On a donc .

T . 1
/ mes{|u(t)| > e} N dt < Mu@.
0 «

quand € — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme lim:_,o a. = 0)

[ " mes{Ju(t)

Jo
Ce qui donne mes{|u(t)| > 0} = 0p.p. ent €]0,T[ et donc uw = 0 p.p., ce qui termine cette preuve d’unicité.

-1
N dt <0.

Corrigé 4.5 (Existence par schéma numérique)
On se propose, dans cet exercice, de montrer I’existence d’une solution faible au probleme (@.84)-(@.86) en passant
a la limite sur un solution approchée donnée par un schéma numérique.

u . Pe()

5 (z,t) — 52 (z,t) =v(x,t), x €]0,1], t €]0, T, (4.84)
8‘2(:) (0,t) = &g( >(1 t)=0,t€l0,T], (4.85)
u(z,0) = ug(x), z €]0,1], (4.86)

ol p, v, T, ug sont donnés et sont t.q.

1. T>0,v e L>(]0,1[x]0,T]),

2. ¢ croissante, lipschitzienne de IR dans IR,

3. up € L>=(]0, 1]) et v(up) lipschitzienne de [0, 1] dans IR.
Un exemple important est donné par ¢(s) = a1ssis <0, ¢(s) =0si0<s< Lety(s) =aa(s—L)sis > L,
avec o, g et L donnés dans IR} . Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur |0, L[.

Les ensembles |0, 1] et ]0, 1[x]0, 7' sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette tribu.
On appelle “solution faible” de (@.84), (@.83), (@.86) une solution de

u e L()0,1[x]0, T), 4.87)

T 1 2
| [ 0% )+ elute ) 55 w0 + oo 0(.0) o
o Jo 1 (4.88)
+/O uo(z)Y(x,0)de =0, Vi€ C%l(IRQ),

ol C’%’l(IRQ) ={¢: IR? — IR, 2 fois continiiment dérivable par rapport 2 z et une fois continfiment dérivable

par rapport a t, t.q. g—w(OJ) gw(l t) = 0 pour tout ¢t € [0,T] et ¢(z,T) = 0 pour tout z € [0,1]}.
X
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1. (Question indépendante des questions suivantes.) On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de classe
C?, v est continue sur [0, 1] x [0, T7] et ug est continue sur [0, 1]. Soit w € C?*(IR?,IR) et u la restriction de w

410, 1[x]0, T'[. Montrer que u est solution de (#.87),(@-88) si et seulement si u vérifie (@.84), @.83) et (4.86) au
sens classique ( ¢’est-a-dire pour tout (x,t) € [0,1] x [0, T)).

2. (Un résulat de compacité.) Soit A C C([0, T, L*(]0, 1[)). On munit C([0, T, L%(]0, 1[)) de la norme usuelle,
c’est-a-dire

lull = sup{[lu()]| 20,1, t € [0,T7}.
On suppose que A vérifie les 2 hypothéses suivantes

(a) Pour tout ¢ € [0,T], {u(t), u € A} est un borné de L>°(]0, 1) et il existe C t.q.

/ () + ) — u(t)(@)? dz < O,
R

pour tout 77 € IR}, et tout u € A, avec u(t) prolongée par 0 hors de [0, 1].
(b) Nexiste C € R t.q. [|[u(t) — u(s)||L2qo,1py < Clt — s, pour tout t,s € [0,T] et tout u € A.
Montrer que A est relativement compacte dans C([0, T, L*(]0, 1[)).

3. (Passage a la limite sur une non linéarité, cette question est indépendante de la question précédente.)
Soit (uy, )nen une suite bornée de L>°(]0, 1[x]0, T[). Soient u € L>°(]0,1[x]0, T[) et f € L'(]0, 1[x]0, T).
On suppose que, quand n — oo,

(@) up, — u *-faiblement dans L°°(]0, 1[x]0, T'[),
() (uy,) — f dans L(]0, 1[x]0, T[) et p.p..
Montrer que ¢(u) = f p.p. sur |0, 1[x]0, T7[.

[Indication : Utiliser I’astuce de Minty.. . ]

On cherche maintenant une solution approchée de (@.34),(@-83)),(#.36).
1 T
Soient N, M € IN*. On pose h = 5 etk = I On va construire une solution approchée de (#.84)),(@-83),#.36)

a partir de la famille {u?,i=1,...,N,n=0,..., M} vérifiant les équations suivantes
1 ih
ud = E/ uo(z) dz,i=1,...,N, (4.89)
(i—1)h
ntl g u™H = 20(u ) + p(utf!
L pluy) ‘p(h; JEWl) e i1, Nom=0, M -1, @90)
(n+1)k  pih
avec uf Tt = u T, u’ﬁjrll = uit!, pourtoutn = 0,...,M — letvl = — / v(z,t) dz dt,
kh [ (i—1)h

pourtout: =1,..., N, pourtoutn =0,..., M.

4. (Existence et unicité de la solution approchée.)
Soitn € {0,..., M — 1}. On suppose connu {u}, i =1,...,N}.
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(a) On suppose que ¢ est bijective de IR dans IR. Soit {u"**,i = 1,..., N. On pose r; = @(u ") pour tout
i =1,...,N}. Montrer que {u?“, i =1,...,N} est solution de (4.90) si et seulement si (r;);=1,...~
est un point fixe de I’application (bien définie...) qui & w = (w;);=1,... N associe r = (r;);=1,... v défini
(avec wy = w1 et wy4+1 = wWy) par

k .
:ﬁ(wi—l +wip1) +ul + kv, i=1,...,N.

_ 2
P () + 35T

Montrer que cette application est strictement contractante (de R” dans R™) pour la norme dite “du sup”.
En déduire qu’il existe une unique famille {u?“, i=1,..., N} solution de (4.90).

(b) (plus difficile) On ne suppose plus que ¢ est bijective de IR dans IR. Montrer qu’il existe une unique
famille {u**, i =1,..., N} solution de #90).

Les trois questions suivantes donnent des estimations sur la solution approchée dont on vient de montrer 1’exis-
tence et I'unicité.

5. (Estimation L*°(]0, 1[x]0, T'[) sur la solution approchée.)
On pose A= ||UO||L0@(]O’1D et B = ||'UHLOO(]O’1[><]0’T[).
Montrer, par récurrence sur n, que u} € [-A —nkB, A+ nkB] pourtouti =1,...,Nettoutn =0,..., M.
[On pourra, par exemple, considérer F90) avec i t.q. u ™' = min{u;’“, j=1,....,N}]

6. (Estimation de la dérivée p.r. a x de ¢ (u).) Montrer qu’il existe C; (ne dépendant que de T', ¢, v et ug) t.q., pour
toutn =0,...,M —1,

N-1
D (o(u) = w(uft)? < Cip.

i=1
lindication : multiplier @90) par u}** et sommer sur 4.]

7. (Estimation de la dérivée p.r. a t de p(u).) Montrer qu’il existe C> (ne dépendant que de T', ¢, v et up) t.q.

M—-1 N+1
Z h Z u™) — p(ul))? < Cok.

n+1)

[indication : multiplier (@.90) par ¢ (u (ul') et sommer sur ¢ et n]

L’ objectif est maintenant de passer 2 la limite sur les paramétres de discrétisation. Pour M € IN* donné, on
prend N = M 2 (et donc h et k sont donnés et k = T\/ﬁ), on définit, avec les u]' trouvés dans les questions
précédentes, une fonction, uy, sur [0,1] x [0, 7] en posant

t—nk (n Dk—t .
un(z,t) = k” ul H)(x)—l—%ué)(x), sit € [nk, (n+ 1)k

et

™ (@) = uP,siw € [(i — Vi), i=1,...,N,n=0,..., M.
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8. Soient Ay = {up, M € N*} et Ay = {p(up), M € IN*}.
Montrer que A; est relativement séquentiellement compacte dans L>°(]0, 1[x]0, T'[), pour la topologie faible-x,
et que Ay est relativement (séquentiellement) compacte dans C'([0, 77, L2(]0, 1])).
]

En déduire que I’on peut trouver une suite (h,)new et u € L*(]0,1[x]0,T) t.q., en posant u, = up, (on
rappelle que k,, = T/h.,), on ait, quand n — 0o,
(a) h, = 0etk, — 0,
(b) u,, — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T'[),
(©) o(un) — ¢(u) dans LP(]0, 1[x]0, T), pour tout p € [1, o0].
9. Montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de (4.87),(#.88).
Remarque. On peut aussi montrer 1’unicité de la solution de #.87),(@.88).
Corrigé 4.6 (Théoreme de Kolmogorov, avec B = IR) Le but de cet exercice est de refaire la démonstration
du théoréme [.40|dans le cas (plus simple) B =R etp = 1.
Soit 77 > 0. On note L' I'espace L (]0,T[, B(]0,T), \). Soit (u,)nen une suite bornée de L' (on a donc

sup,,en [[tn([1 < +00).
On suppose que pour tout . €)0, T et tout n € IN on a

T—h
/0 i+ ) — 1 (B) . < m(R),

ou 7 est une fonction croissante de ]0, 7' dans R ;. t.q. limj,_,o+ n(h) = 0.
L’ objectif de I’exercice est de démontrer que la suite (u,, ), e est relativement compacte dans L.

1. Soit 4, h €]0,T[ t.q. § + h < T. Montrer que
5 5 5
/ lun (1) dt < / |un (t 4+ h)| dt —|—/ [un(t + h) — uy,(t)| dt. 4.91)
0 0 0

Corrigé — Pour tout t €]0, 6] on a |un(t)| < |un(t + h)| + |un(t + h) — un(t)|. En intégrant cette inégalité entre 0
et O, on obtient bien @

2. Soit hg €]0,T[ et § €]0, T — hy[, montrer que

)
ho / i (8)] dt < 8lJun |y + ho(ho). .92)
0

Corrigé —  Comme d’habitude, on choisit pour w,, I'un de représentants, de sorte que w,, € Lz (]0,T[, B(]0,T[), \)
(pour toutn € IN).

L’inégalité @ est vraie pour tout h €]0, ho[. En intégrant (@ entre O et ho et en remarquant que /UO |un (t +
h) — un(t)| dt < n(h) < n(ho) (carh < hoet§ <T — ho < T — h) on obtient

g9 ho g9 ~ho 5
ho / |un (8)| dt < / ( / |un(t + h)| dt)dh +/ ( / [un (t + h) — un(t)| dt)dh
Jo Jo  Jo Jo

0

~hg "
< / (/ |un (t + h)] dt)dh + hon(ho).
0 0
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La mesure de Lebesgue est o -finie et I’application (t, h) — un(t + h) est borélienne de |0, 6[x]0, ho[ dans IR, (car
c’est la composée de (t,h) — t + h qui est continue donc borélienne et de s — ., (8) qui est borélienne). On peut
donc appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli pour obtenir que

./Oh0 (/0(S lun (t + k)| dt)dh = /06 (/Oho |un (t + R)|dR) dt

s T
§/ (/ [un (s)|ds) < &|unl|.
o Jo
On en déduit [E92).

3. Montrer que f(;s |un (t)] dt — 0 quand § — O, uniformément par rapport a 7.
Corrigé —  Soit € > 0. On choisit d’abord ho €]0,T] t.q. n(ho) < e. Puis, avec C' = sup, ¢ ||unll1, on pose
0 = min{T — ho,eho/C}. On obtient alors, pour tout n € IN,
5
0<6<d= / [un (t)] dt < 2e.
Jo

On a donc f(;; |un (t)| dt — 0 quand 6 — OF, uniformément par rapport a n.

Une démonstration analogue donne aussi que fTT,(; un ()] dt = 0 quand § — O, uniformément par rapport a n (il
suffit de raisonner avec vy, (t) = un (T —t)).

4. Montrer que la suite (u,, )neN est relativement compacte dans L'.
[Appliquer le théoréme de Kolmogorov, théoreme #.40] qui utilise le prolongement de w,, par 0.]

Corrigé — On prolonge u,, par 0 hors de 10, T (et on note toujours wu, la fonction prolongée). Pour appliquer le
théoreme .40} il suffit de montrer que

[t (t + h) — un(t)| dt — 0 quand h — 0%, uniformément par rapport an € N.
R
Pour cela, on remarque que pour h > 0 etn € N,

/IR |un (t + h) — un(t)] dt

0 T—h
g/ \u"(t—&—h)\dt—i—/ |un(t+h)—un(t)\dt+/ lun (£)] dt
0

—h T—h

h T—h T
= / lun (t)] dt + / [un (t + h) —u,(t)] dt + / [wn (t)|dE.
Jo Jo .

T—h
Soite > 0. Il existe h1 > 0 t.q. n(h1) < e. Puis, avec la question précédente, il existe ha > 0 t.q. (pour tout n. € IN)

h T
0§h§h2:>/ |un(t)| dt < e et / |un (t)|dt < e.
0 T—h
Avec hs = min{h1, h2}, on a donc (pour tout n. € IN)
0<h<hs= / |un(t + h) —un(t)| dt < 3e.
R

Ceci termine la question.
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Chapitre 5

Problemes hyperboliques

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser tout d’abord aux équations hyperboliques scalaires, et nous allons
démontrer le théoreme d’existence et d’unicité de la solution entropique, dii a Kruzhkov[ﬂ Nous étudierons le cas
unidimensionnel (section [5.1)) puis multidimensionnel (section[5.2)). Dans la section [5.3]nous donnerons quelques
éléments pour 1’étude des systemes hyperboliques.

5.1 Le cas unidimensionnel

Les équations de type hyperbolique interviennent principalement en mécanique des fluides (aéronautique, écoule-
ments diphasiques, modélisation de rupture de barrage et d’avalanches). Elles sont souvent obtenues en négligeant
les phénomenes de diffusion (parce qu’ils sont faibles a 1’échelle considérée) dans les équations de conservation
de la mécanique. L’exemple le plus classique d’équation hyperbolique linéaire est I’équation de transport (ou d’ad-
vection).

8tu703xu:0, tEIPL+, IER, (51)

ol c est la vitesse de transport avec condition initiale :
u(z,0) = up(x). (5.2)
Dans le cas ol la condition initiale uq est suffisamment réguliere, il est facile de voir que la fonction :
u(zx,t) = up(x + ct), (5.3)

est solution de (3.1)-(5.2). Si uo est non réguliere (par exemple discontinue), nous verrons qu’il y a encore moyen
de montrer que la fonction définie par (5.3) est solution en un sens que nous qualifierons de “faible”.
Si I’équation est non linéaire, i.e.

Ou+ 0,(f(u))=0,t e Ry, z € R, (5.4)

avec par exemple f(u) = u?, et condition initiale (5.2), on peut encore définir des solutions faibles, mais leur
calcul est plus difficile.

Remarque 5.1 Sur le plan de la simulation numérique, les équations hyperboliques sont discrétisées de maniere
usuelle par la méthode des volumes finis. Les discrétisations par éléments finis meénent souvent a des schémas in-
stables (en particulier, les solutions discretes ne vérifient pas toujours certaines propriétés physiques souhaitables).

1. Stanislav Nikolaevich Kruzhkov, 1936-1997, mathématicien russe, spécialiste de I’analyse des EDP non linéaires.
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On se donne f € CY(IR,R) et up € C(IR) et on consideére maintenant I’équation hyperbolique non linéaire :

Ou+ 0x(f(w) =0, (z,t) e R xRy, (5.5a)
u(z,0) = up(x). (5.5b)

5.1.1 Solutions classiques et courbes caractéristiques

Commencons par donner la définition de solution classique de ce probleme méme si, comme nous le verrons apres,
le probleme (5.5) n’a pas, en général, de solution classique.

Notations. Soit () une partie de IR” (p > 1) et k € IN. On dit que u € C*(Q) si u est la restriction 2 ) d’une
fonction de classe C* sur IRP. Ceci est équivalent i la définition usuelle si & = 0. On utilisera aussi la notation
u € C¥(Q) qui signifie que u € C*(Q) et qu’il existe K C @, K compact t.q. u = 0 sur K¢. Cette notation sera
utilisée par exemple pour @ =R x Ry ou @ =R x [0, 7.

Définition 5.2 (Solution classique) On suppose que ug € C*(IR) et f € C'(IR,IR). Alors u est solution clas-
sique de (5.3) si u € C'(R x Ry, IR) et u vérifie

{ Owu(x,t) + 05(f(u))(z,t) =0, V(x,t) e R xR,
u(z,0) = uo(z), Vz € R.

Avant de donner un résultat de non existence d’une solution classique (proposition[5.5), nous rappelons le résultat
classique d’existence et d’unicité locale de solutions pour une équation différentielle non linéaire (théoreme de
Cauchy-Lipschitz), avec une fonction a localement lipschitzienne de IR x IRy dans R et zp € IR,

sz e

Pour tout 7' > 0, le probleme (5.6) admet au plus une solution (classique) définie sur [0, T[. Il existe Tyax > O
(éventuellement égal a +00) et une fonction z continue sur [0, Tinax[, de classe Ct sur |0, Tinax[, solution (clas-
sique) de (5.6). De plus, si Tinax < +o00 alors |z(t)| — +o0 lorsque ¢t — Trax-

Soit u une solution classique de (5.5)). On définit alors
a€CR xRy, R)
(z,t) = a(z,t) = f (u(z,t)). (5.7

11 est clair que la fonction w est alors une solution classique du probleme suivant :

{ Owu(z,t) + a(x, t)0yu(z,t) =0, (x,t) € R xR, (5.8)

u(z,0) = up(x).
Nous donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques pour I’équation (5.8), qui permet le lien entre
les équations hyperboliques linéaires et les équations différentielles ordinaires.

Définition 5.3 (Courbe caractéristique) On suppose que la fonction a définie par (5.7) est localement lipschit-
zienne de R x R dans R. Soit xy € R. On appelle courbe caractéristique du probléme (5.8) issue de xo € R,
la courbe définie par le probléme de Cauchy suivant :

(5.9)
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Proposition 5.4 (Solutions classiques et courbes caractéristiques) Soir f € C?(IR,R), ug € C'(IR) et u une
solution classique de (3.5). Alors, pour tout ©o € IR et tout t € Ry, on a u(zo + f'(uo(xo))t,t) = wuo(zo).
Autrement dit, pour tout ©o € R, la fonction u est constante sur la droite t — x(t) = xo + f'(uo(xo))t. (Cette

droite est la courbe caractéristique du probleme (5.8) issue de o € R avec a(z,t) = f'(u(z,t)).)

Démonstration On pose a(z,t) = f'(u(z,t)). Comme f € C?(R,R) et que u € C*(IR x IRy, IR), la fonction
a est bien localement lipschitzienne de IR x IR | dans IR. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique donc pour
le probleme (3.8). Soit 29 € IR, le probleme (5.8) admet alors une solution maximale x(t) définie sur [0, Tiyax],
et |z(t)| tend vers 'infini lorsque ¢ tend vers Tiax i Tmax < +00. Les trois étapes de la démonstration sont les
suivantes :
1. Comme u est solution classique, on a u(x(t),t) = ug(xo), Vt € [0, Tiax[, et donc u (solution de (5.3)) est
constante sur la droite caractéristique issue de z. En effet, soit ¢ définie par p(t) = u(x(¢),t); en dérivant
o, on obtient : ¢’ (t) = dyu(x(t),t) + dpu(z(¢),t)z’ (). Comme la fonction z vérifie (3.9), ceci entraine :
& (1) = Du(a(t), 1) + F/(u(w(t),£)Deu(x(t), 1), et dong

¢'(t) = dpu(x(t), t) + dpu(f(u))(x(t),t) = 0.
La fonction ¢ est donc constante, et on a :

u(z(t),t) = p(t) = p(0) = u(x(0),0) = u(xg, 0) = up(xo), V¢ € [0, Tinax|-

2. Les courbes caractéristiques sont des droites, car u(xz(t),t) = ug(zo),Vt € [0, Tmax[, et donc z'(t) =
f(uo(z0)). En intégrant, on obtient que le systeme (5.9) décrit la droite d’équation :
x(t) = f'(uo(wo))t + xo. (5.10)

3. Tmax = +oo et donc u(x,t) = ug(zg) Vt € [0, +o00[.
En effet, puisque x vérifie (5.10), on a donc, si Tipax < 00,

lim |z(t)| < 4+00. On en déduit que Tpax = +00.
t—Tmax
L]

Proposition 5.5 (Non existence d’une solution classique) Soir f € C?(IR,IR), on suppose que f' n’est pas
constante, alors il existe uy € C°(IR) telle que (5.3) n’admette pas de solution classique.

Démonstration Comme f’ est non constante, il existe vg, v tel que f’(vg) > f’(v1), et on peut construire uy €
CP (IR, R) telle que ug(zg) = vg et ug(z1) = v1, ol zg et 21 sont donnés et xg < x1, voir ﬁgure Supposons
que u soit solution classique avec cette donnée initiale. Alors, par la proposition[5.4]:

w(zo + [ (uo(z0))t, t) = uo(wo) = vo et u(wy + f'(uo(x1))t,t) = up(z1) = v1.
Soit T' tel que 2o + f/(vo)T = 21 + f/(v1)T = T, c’est a dire

1 — o

1= Floo) — For)

On a alors :

w(Z,T) = ug(xo) = vo = up(x1) = v1,

ce qui est impossible. On en conclut que (5.3)) n’admet pas de solution classique pour cette donnée initiale.
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1)t
z(t) = zo + f'(vo)t

Vo

FIGURE 5.1 — Droites caractéristiques, cas non linéaire

5.1.2 Solutions faibles

Il n’existe donc pas toujours de solution au sens classique au probleme (3.3). On va donc affaiblir le sens de
solution, et définir des solutions dites faibles. On donne cette définition dans un cadre légeérement plus g’enéral
consistant a supposer que f est localement lipschitzienne (au lieu d’étre de classe C'). On note Lip,,.(IR,R)
I’ensemble des fonctions localement lipschitziennes de IR dans IR. On rappelle que si f € Lip,,.(IR,IR), la

fonction f est alors derivable p.p., sa dérivée est localement bornée et on a f(c) — f(d) = fcd f'(t)dt pour tout
¢, d € R.

Définition 5.6 (Solution faible) Soir uy € L>(IR) et f € Lip,,.(IR,IR), On appelle solution faible de (3.3)) une
Sfonction u € L=®(IR x R ) telle que

// [u(z, t)pe(x, t) + fu(z, 1)) ps(z,t)]dx dt+/ uo(z)p(z,0) dz = 0,YVp € CHIR xR, R). (5.11)
RxR R

Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 5.7 Soient f € C1(IR,R) et ug € L= (IR).
1. Si u est solution classique de (5.3)) (et donc ug € C*(IR,IR)) alors u est solution faible de (5.3).

2. Siu € CHR x R) est solution faible de (5.3)) alors ug € C*(IR,IR) (au sens oit la classe de fonctions
ug admet un représentant de classe C" et est alors identifiée a ce représentant) et u est solution classique

de (5.3).
3. Soitoc € R, Dy = {(z,t) e R x R ;x < ot} et Dy = {(x,t) € R x R} ;z > ot}.

(a) On suppose que u € C(IR x RY), que ujp, € C*(D;,R), i = 1,2, que I'équation (5.33) est vérifiée
pour tout (z,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (3.3b) est satisfaite p.p.. Alors u est solution
faible de (5.3).

(b) Plus généralement, on suppose que u|p, € CY(D;,R) (i = 1,2), que I’équation (5.5d) est vérifiée pour
tout (z,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (5.5b) est satisfaite p.p.. Pour t € R, on pose

uy(ot,t) = lim u(z,t) et u_(ot,t) = ilTI;lt u(z,t),

zlot
[u](ot,t) = us(ot,t) — u_(ot,t),
[f(w](ot,t) = fuy(at,t)) = flu(at,1)).
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Alors w est solution faible de (3.3)) si et seulement si
olu](ot,t) = [f(w)](ct,t) pour toutt € R ;. (5.12)

Cette condition s’appelle relation de RankineH»Hugoniotﬂ

Démonstration

1. Supposons que u est solution classique de (53.3), c’est-a-dire de :

{ Ou+ 0:(f(u) =0, (1) e R xRY,
u(z,0) = up(z), =z €.

Soit p € CL(IR x R4, R). Multiplions (5.3) par ¢ et intégrons sur IR x IRy . On obtient :
/ Opu(z, t)p(x,t) dt de + / O (f(w))(z,t)p(x,t) dt dz = 0.
RJR, R JR,

L application du théoréme de Fubini et une intégration par parties donnent alors :

f/]Ru(x,O)cp(x,O) dlx/]R/]R+ u(z, )i, £)dt d:z:/IRJr/Rf(u)(x,t)cpm(x,t) de dt = 0,

(car le support de ¢ est un compact de IR x IR ;). On obtient donc bien la relation (3.11)), grice a la condition
initiale u(z,0) = up(x).

. Soit u une solution faible de (5.3), qui vérifie de plus u € C*(IR x [0, +00[). On a donc suffisamment de
régularité pour intégrer par parties dans (3.11)).

Commengons par prendre ¢ a support compact dans IR x]0, +oo[. On a donc ¢(x,0) = 0, et une intégration
par parties dans (3.11)) donne :

- /]R . Opu(z, t)p(z,t) dt do — /IR+ /]R Oz (f(w))(z,t)p(x,t) de dt = 0.
On a donc :
| [ @)+ o) @ 0) ol ) deda = 0.9 € CLIR 0. 40,

Comme Oyu + 0,(f(u)) est continue sur IR x IR%, on en déduit que d,u + 0,(f(u)) = 0. En effet,
on rappelle que si h € L (IRx]0,+oc[) et [ Jw, M@, t))¢(@,t) dt dz = 0 pour toute fonction ¢
appartenant & C} (IR x]0, +00]), alors f = 0 p.p.; si de plus h est continue sur IR x]0, +-ocf, alors f = 0
partout sur IR x]0, +o0].

On prend alors » € C(IR x IR ). Dans ce cas, une intégration par parties dans (5.11)) donne

/]Ru(a:,O)go(m,O) dg;—/]R/1R+ Oz, 1) + 0 (f(u)) (2, 1)) 0(, 1) dtdx—/ﬂ{uo(’x)w(m,O) dz =0,

2. William John Macquorn Rankine (1820-1872), ingénieur écossais qui contribua aussi en physique et mathématiques.

3. Pierre-Henri Hugoniot (1851-1887), inventeur, mathématicien, and physicien francais spécialiste de mécanique des fluide, en particulier

des chocs.
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Mais on vient de montrer que dyu + 0 (f(u)) = 0. On en déduit que
| (w0l@) = uta,0)p(w.0) do = 0¥ € CL(R x Ry
R

Ceci donne up = u(-,0) p.p.. Comme u est continue, on a donc ug continue (au sens out on identifie ug et
u(-,0)) et u est solution classique de (3.3).

3. On montre directement I’item (b) (qui contient I’item (a)). On suppose que u|p, € Cl([_)i, R) (i = 1,2),
que la premiere équation de (5.5) est vérifiée pour tout (z,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (de
(3-3)) est satisfaite p.p. sur IR. Nous allons montrer que u est solution faible de (5.5) si et seulement si (5.12)
est vérifiée. Pour cela, on pose

X = / /]R+ x,t)pi(z,t) dtder/ /]Rf(u)(x,t)goz(x,t) dz dt.

On adonc X = X7 + X5, avec

X = / / u(x, t)p(x,t) dt de et Xo = / / Nz, t)pz (2, t) do dt.
R R

Calculons X ;. Comme u n’est de classe C'! que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit d’intégrer
par parties sur IR x IR entier. On va donc décomposer I’intégrale sur D; et D5 ; supposons par exemple
o < 0, voir figure[5.2] (Le cas o > 0 se traite de facon similaire et le cas o = 0 est plutdt plus simple). On a
alors Dy = {(z,t);r € R_et0<t< Z}et Dy =Ry xRy U{(z,t);z € R_et 2 <t < +4oo}.

D1 D2

FIGURE 5.2 — Les domaines D et Dy

On a donc :

+oo
X1 = / / u(z, t)or(z, t) dtdx+/ / u(z, t)or(z, t) dtd:ch/ / u(x, t)p(x,t) dt de.
R4
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Comme wu est de classe C'' sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne :

Xy :/ u_(x,gyp(x,;)dxf/ﬁ u(z,0)¢(x, 0) d:c/]R/Oi Byulz, t)p(z, t) dt dz

7 - / uy(x, g)go(x, g) dz — /]R_ /;00 Opu(z, t)p(x,t) dt do

—/ u(z, 0)p(x,0) dx—/ Opu(x, t)p(x,t) dt de.  (5.13)
Ry

Ry JRy

En regroupant, il vient :

X, = —/ u(z, 0)p(x,0) doe — / Opu(z, t)p(z, t) dt doe — / Opu(z, t)p(x, t) dt dz
R Dy Do
x X
R_ g g
Dans la derniére intégrale, on effectue le changement de varaible ¢ = 2:/o. On obtient

X, = —/]Ru(bm())cp(a:,()) d:c—/ i Ou(z, t)p(z,t) dt dx—//D ou(z, t)p(z,t) dt do
—I—U/ [u](ot, t)p(at,t) dt.
R4

On décompose de méme X5 sur Dy U Do, en remarquant maintenant que D = {(z,t) € R xR} ;z < ot}
et Dy = {(z,t) e R x R ;2 > ot}:

Xzz/]R+ /_Z Flu)(@, D@, t) de dt+/}R+ /:O Fu) (@, (e, ) de dt.

La fonction u est de classe C! sur chacun des domaines, on peut 1 encore intégrer par parties. Comme ¢
est a support compact sur IR, x IR 1, on obtient :

// =z, t)p(x,t) d:cdtf// Yo(x,t) dae dt
D1 D2

[f(w)](at, t)p(at, t) dt.
R

Comme Jyu + 9, (f(u)) = 0 sur Dy et Do, on a donc :
X=X1+Xy= —/ u(z,0)p(x,0) do —|—/ (oul(ot,t) — [f(w)](ot,t))p(at,t) dt.
R Ry

On en déduit bien que u est solution faible de (5.3) si et seulement si (5.12)) est vérifiée.
n

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d’une notion supplémentaire pour les
distinguer. C’est la notion de solution entropique, qui nous permettra d’obtenir ’unicité. Donnons tout d’abord un
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exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer une équation modele, appelée équation de
Burgersﬂ qui s’écrit
Opu + 9y (u?) =0, (5.14)

et des données initiales particulieres, sous la forme

wo(w) = ug siz <0,
O wgsiz >0,

avec ug, ug € IR. Ces données initiales définissent un probléme de Cauchy particulier, qu’on appelle probleme de
Riemann

Nous considérons maintenant I’exemple simple obtenu avec ug, = —1 et ug = 1. Le probléme considéré est donc
le probléme suivant, avec f(u) = u?, uyg = —1,uqg = 1:

Oru + 0 (f(u)) =0,
| ugsiz <O, (5.15)
uo(w) = { ug six > 0.

On cherche tout d’abord une solution faible de la forme :

ug siz < ot,
u(z,t) = . (5.16)
Ug Six > ot.

Cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation « = ot dans le plan (x,t). On remplace
u(z,t) par ces valeurs dans (5.11). D’aprés la proposition on sait que u est solution faible si la condition
suivante (condition de Rankine et Hugoniot) est vérifiée :

o(ug —ug) = (f(ua) — f(ug)), (5.17)

ce qui avec la condition initiale particuliere choisie ici, donne 20 = 12 — (—1)% = 0.

Mais on peut trouver d’autres solutions faibles. Si w est solution réguliére, on sait que sur les courbes caracté-
ristiques, qui ont pour équation z(t) = zg + f'(uo(z0))t, la fonction u est constante. Comme f’(u) = 2u, les
courbes caractéristiques sont donc des droites de pente -2 si zg < 0, et de pente 2 si zp > 0. Construisons ces
caractéristiques sur la figure[5.3]: Dans la zone du milieu, ol I’on a représenté un point d’interrogation, on cherche
u sous la forme u(x,t) = ¢ (%) et telle que u soit continue sur IR x IR” . La fonction v suivante convient :

—1lsix < —2t,
u(z,t) = % Si -2 <z <2, (5.18)
1siz > 2t.

5.1.3 Solution entropique

On vient de voir qu’il peut y avoir non unicité des solutions faibles. Comment choisir la “bonne” solution faible,
entre (5.16) et(3.18) ? Comme les problemes hyperboliques sont souvent obtenus en négligeant les termes de

4. Johannes Martinus Burgers (1895-1981) physicien néerlandais.
5. Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866), mathématicien allemand qui a apporté de nombreuses contributions importantes en
particulier en topologie, analyse, et géométrie différentielle
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t

T =z T = xo 5 =&

t
ufe,t) =€ = 37
u(z, t) =44 =[—1 (z,1) =pa 51 (’
= —2t p
z u@*
T Zo

FIGURE 5.3 — Probleme de Riemann pour I’équation de Burgers

diffusion dans des équations paraboliques, une technique pour choisir la solution est de chercher la limite du
probleme de diffusion associé qui s’écrit :

Oru+ 05 (f(w)) — e0ppu = 0, (5.19)

lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c’est-a-dire lorsque ¢ tend vers 0. Soit u. la solution de (5.19)
avec la condition initiale u.(-,0) = wuo(-) (on admet pour I’instant I’existence et unicité de u.). On peut montrer
que u, tend vers u (en un sens convenable) lorsque ¢ tend vers 0, ol u est la “solution faible entropique” de (5.19),
définie comme suit.

Définition 5.8 (Solution entropique) Soit vy € L>(IR) et f € Lip,..(IR,IR). Soitu € L>®(IR x IR ). On dit
que u est solution faible entropique de (5.3) si pour toute fonction ) de R dans IR, convexe, appelée “entropie”,
et pour ¢ définie par ¢(s) = f(f f(m)n'(7)dr (pour s € R), appelé “flux d’entropie”, on a :

[ [ e+ owoe)et) dodt+ [ nun(e)e(r.0)do = 0.9 € CHIR X R R2). - (520)
R: JR R

On rappelle que si la fonction 7 (de IR dans IR) est convexe, elle est localement lipschitzienne (ce qui permet
de remarquer que ¢ est bien définie). Il est intéressant aussi de remarquer que dans la définition [5.8] on peut se
limiter & des fonctions 1 de classe C? (il suffit de régulariser 1 avec une famille de noyaux régularisants pour s’en
convaincre). Si f et 7 sont des fonctions de classe C'!, la fonction ¢ est simplement une fonction de classe C! telle
que ¢’ = 7' . Enfin, bien sir, si u est solution faible entropique alors u est solution faible (proposition [5.11).

Remarque 5.9 (Condition initiale) Noter que dans la définition on prend une fois de plus » € CH(R x
R,,IR ) de maniere a bien prendre en compte la condition initiale, formulation introduite dans [14]; ceci n’est
pas toujours fait de cette maniere dans les travaux plus anciens sur le sujet, ou la condition initiale était assurée
par la condition supplémentaire, u(t) — ug dans L{, . quand ¢ — 0 (voir par exemple [10, Definition 5.11]). Si
la condition initiale est prise en compte seulement dans la définition de solution faible (et n’est pas reprise dans la
condition d’entropie), le choix de 1’espace fonctionnel dans lequel on recherche la solution devient crucial pour ne
pas perdre I’unicité de la solution entropique. Un exemple est donné dans I’exercice[5.11] On peut remarquer que
si u est solution entropique au sens de la déﬁnition alors u € C([0,+00[, L .(R)) et u(t) — uo dans L. .
quand t — 0.

Nous démontrerons plus loin le théoréme[5.24]dans le cadre multidimensionnel (mais avec la variable spatiale dans
un domaine borné plutdt que dans tout I’espace). Ce théoreme affirme que si ug € L*°(IR) et f € Lip,,.(IR,IR)
alors il existe une unique solution entropique de (3.3)) au sens de la définition[5.8] Voyons maintenant les liens entre
solution classique, solution faible et solution entropique.
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Proposition 5.10 (Solution classique et solution faible entropique) Soir f € C'(IR,IR) et uy € L*(IR) N
CH(IR,R). Si u est solution classique de (5.3), alors u est solution (faible) entropique.

Démonstration Soit u une solution classique de (5.3). Soit n € C*(IR) (la convexité de 7 est inutile ici) et ¢ tel
que ¢’ = f'n’ (¢ est la fonction flux associée a ). Multiplions (3.3)) par n’ (u) :

' (w)yu + f'(u)Opun'(u) = 0
Soit encore, puisque ¢’ = f'n/,
(n(w))e + &' (u)uy =0
On a donc finalement :
(n(u)): + (¢(u))z =0 (5.21)

De plus, comme u(z,0) = ug(z), on a aussi : n(u(x,0)) = n(ug(x)). Soit p € CH{R x R4, IR), on multiplie
(3.21) par ¢, on integre sur IR x IR ; et on obtient (5.20) (avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas d’une
solution classique, 1’inégalité d’entropie est une égalité. ]

Une solution faible entropique est solution faible :

Proposition 5.11 Soit f € Lip,,.(IR,R) et ug € L (IR). Si u est solution faible entropique de (5.3), alors u est
solution faible de (5.3).

Démonstration 11 suffit de prendre 7(u) = u et n(u) = —u dans (5.20) pour se convaincre du résultat. ]

On déduit de la proposition et du théoreme de Kruzhkov que si on a plusieurs solutions faibles au
probleme (5.3 et que I'une d’entre elles est réguliere, alors cette derniere est forcément la solution entropique. La
caractérisation suivante, que I’on admettra, est souvent utilisée en pratique :

Proposition 5.12 (Entropies de Kruzhkov) Soit ug € L>*(IR) et f € Lip;,.(IR,IR). Soit u € L®(IR x IR ).
La fonction u est solution entropique de (5.3) (au sens de la définition si et seulement si pour tout k € IR
(3:20) est vérifiée avec n définie par n(s) = |s — k|, et ¢, flux d’entropie associé, défini par :

¢(u) = f(max(u, k)) — f(min(u, k)).
Notons que la fonction n, dite “entropie de Kruzhkov”, n’est pas de classe C.
Nous examinons maintenant le cas particulier des solutions ayant une ligne de discontinuité, comme dans la der-
niére partie de la proposition

Proposition 5.13 Soient f € C'(R,R) et ug € L=(IR). Soit 0 € R, D; = {(z,t) € R x R} ;z < ot} et
Dy = {(z,t) € R x Ri;2 > ot}. On suppose que ujp, € C*(D;,R) (i = 1,2), que la premiére équation
de (3.3) est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (de (5.3)) est satisfaite p.p.. Pour
t € R4, on pose
uy (ot t) = lim u(z,t) et u_(ot,t) = lim u(z,t),
xlot zTot

[u](ot,t) = uy(ot,t) — u_(ot,t),
[f(w)(at,t) = f(uy(at, 1)) = flu(ot,1)).

Alors  est solution faible entropique de (5.9) si et seulement si
olul(ot,t) = [f(u)](ot,t) pour tour t € R4 (5.22)
et, pour toute fonction n € C1(IR) convexe et ¢ € C* telle que ¢' = f'1/,

o[n(u)](ot,t) > [¢(u)](ot,t) pour tourt € R . (5.23)
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Démonstration La proposition [5.7] montre que w est solution faible si et seulement si (5.22) est satisfaite. En
reprenant la démonstration de la proposition [5.7] on montre que w est solution faible entropique si et seulement si
(5:22) et (5.23) sont satisfaites. Ceci fait I’objet de la premiere question de I’exercice[5.12] [

Dans le cas ou la fonction f est strictement convexe, la proposition peut étre précisée. Ceci est fait dans la
proposition [5.15|donnée ci apres, dont la démonstration repose sur le petit lemme technique suivant.

Lemme 5.14 (Un résultat pour des fonctions convexes) Soit f et n deux fonctions convexes de IR a IR. Soit
a,b € R, a<beto=(f(b)— f(a))/(b— a). Soit ¢ défini par $(s) = [, n'(t)f'(t)dt pour s € R (de sorte
que ¢’ =n'f' p.p. sur R). Alors,

Loa(n(b) —n(a)) < (¢(b) — ¢(a)),

2. si m est strictement convexe et | est convexe et non dffine entre a et b, alors o(n(b) — n(a)) < (¢(b) — ¢(a)).

Démonstration Rappelons d’abord que si ¢ est une fonction convexe de IR a IR, alors c’est une fonction locale-
ment lipschitzienne. Elle est donc dérivable presque partout, sa dérivée est localement bornée et p(a) — p(8) =

faﬁ ¢’ (t)dt pour tout (v, 3) € IR?. Pour tout y € IR,

b
(6(b) = ¢(a)) = a(n(b) —n(a)) = / W ()(f(t) — o)dt = / (n'(t) = )(f'(t) — o)dt (5.24)
Puisque f est convexe, la fonction f’ est croissante. Puisque o est la valeur moyenne de f’ sur |a, b[, il existe
¢ €la, b[ tel que

f'(t) < oforp.p.t €la,c, f'(t) > o forp.p. t €€lc, b].

Soit maintenant v = sup{n’(s), s < c} dans (5.24) de sorte que 7’(s) < ysis < cetn'(s) > v sis > c. Bien
stir, si i’ est continu, on ay = 7/(¢)). Comme (7' (t) — v)(f'(t) — o) > 0 for p.p. ¢ €]a, b[, on obtient

b
(6(b) = ¢(a)) = a(n(b) —nla)) = / (n'(t) = )(f'(t) — o)dt > 0,

ce qui donne le premier item du lemme.

Pour le deuxi¢me item, on remarque que o (n(b) — n(a)) = (¢(b) — ¢(a)) donne (n'(t) — v)(f'(t) — o) = 0 p.p.
sur ]a, b[. Puisque 7 est strictement convexe, on a (" — ) # 0 p.p. sur ]a, b[. On a alors f' = o p.p. sur ]a, b et
cela donne que f est affine sur |a, b[ , ce qui contredit I’hypothese. ]

Proposition 5.15 Sous les hypotheses de la proposition on suppose que u est solution faible de (3.3). On
suppose de plus que f est strictement convexe, les trois conditions suivantes sont alors équivalentes :

1. u est solution faible entropique,
2. u_(ot,t) > uy(ot,t) pourtoutt € R,
3. il existe n strictement convexe (de R dans R) t.q. (5.23)) est vérifiée (avec ¢ telle que &' = f'1).

Démonstration Prouvons d’abord 1’équivalence entre les deux premiers items.

Si u est une solution faible entropique, on a pour tout ¢ et pour toute fonction C'* convexe 7. En prenant pour
7 une fonction strictement convexe, le lemme [5.14] donne nécessairement, grice au fait que f est aussi strictement
convexe, u_(ot,t) > uy (ot,t) pourt € RT.

Réciproquement, si u satisfait u_ (ot,t) > uy (ot,t) pour t € IR, alors le lemmedonne (3.23) pour tout ¢ et
toute fonction C'' convexe 7 (et c’est également vrai si f n’est qu’une fonction convexe). Ceci conclut I'équivalence
entre les items 1 et 2.
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Pour conclure la preuve de la proposition [5.15] on remarque que le premier item implique bien sdr le troisiéme.

Réciproquement, si u satisfait le troisieme item, le lemme [5.14]donne nécessairement, grace au fait que f est éga-

lement strictement convexe, que u_ (ot,t) > u, (ot,t) pour t € IR, et u est donc une solution faible entropique.
(]

Remarque 5.16 (Contre-exemple si f n’est pas strictement convexe)

L’équivalence entre les deux premiers items de la proposition est fausse si 1’on remplace 1’hypothese “f
strictement convexe" par “f convexe". Bien siir, cela est évident si ug prend ses valeurs dans un intervalle ou f
est une fonction affine mais c’est aussi le cas pour les uy plus généraux. On commence par donner un exemple
qui apparait dans certains articles concernant la modélisation de la circulation routiere. Ensuite, nous adaptons
légerement cet exemple afin d’étre exactement dans les hypotheses de la proposition [5.13]

Soita > 0,8 < 0eta = —p/(a— ) (noter que a €]0,1[ et ac = B(a — 1)). On définit f par f(s) = as pour
s €[0,al, f(s) = B(s — 1) s €]a, 1]. Soit uy €la, 1] et ug €]0,al et ug = ug en IR_, ug = ug en IR. Dans ce
cas, il est assez facile de prouver que la solution faible entropique de (3.3)) est la fonction u définie par

ug if x < ft,
u(z,t) =< a if Bt <z < at,
ug if x > at.

Puisque uy, > a (et aussi @ > wug) et puisque f est concave, cette solution semble en contradiction avec la
proposition [5.13]

Dans cet exemple, la fonction f est lipschitzienne et la solution comporte deux lignes de discontinuités. En modi-
tiant 1égerement cet exemple, on va obtenir une fonction f € C'*(IR) et une seule discontinuité. On prend a = 1/2
et f(s) = aspour s € [0,a], f(s) = Bs —vs®> +Javeca = v = 4/3, 3 = 8/3,§ = —1/3. La fonction f
est de la classe C', strictement concave sur [a, 1], affine sur [0, a]. Comme précédemment, on prend u, €]a, 1] et
ug €]0,af et ug = ug dans R_, ug = uq dans IR ;. Alors la solution faible entropique de (5.5) est la fonction u
définie par (puisque f'(a) = @)

u(z,t) = uy if z < f'(uy)t,
u(e,t) = € if f(ug)t <z < fla)t et f1(§) =7, € lauyl,
u(z,t) = ug ifz > f'(a)t = at.

Ici aussi, puisque a > ug4 et f est concave, cette solution semble en contradiction avec la proposition (mais
en fait non, puisque les hypotheses de la proposition ne sont pas respectées).

Les propositions [5.13]et[5.15] peuvent étre généralisées aux cas de courbes de discontinuité.
Proposition 5.17 (Rankine-Hugoniot, cas courbe) Soient f € C'(IR,IR) et ug € L>®(IR). On suppose qu'’il
existe un nombre fini d’ouverts a frontiere lipschitzienne, D;, 1 = 1,..., N, tels que

I. RxR, =UY, D,

2. Pouri# j, D; N Dj = {(t,0,;(t)),t € I, ;} o I; j est un intervalle de R . et o; ; une fonction lipschit-
zienne de I; ; dans IR.

3. Pour tout i, u|p, appartient a CY(D;,IR) et est solution (classique) de la premiere équation de B3 et
satisfait (p.p.) la condition initiale (de (5.3)) lorsque D; rencontre I’axe t = 0.
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Pouri,j € {1,...,N}ett €I, ;, on pose

ug(o;;(t),t) = lm wu(x,t)etu_(o;;(t),t) = lm wu(z,t),

w,Lo'i,j (t) a:To’i,j (t)
[u] (0,5 (t), 1) = ug (05 (1), 1) —u(0i;(t),1),
[f))(0i,;(t),t) = fus(oi;(t),1) = fu(oi;(t)t)).
Alors u est solution faible entropique de (5.3)) si et seulement si
UQJ () [u](oi,;(t),t) = [f(u)](0:,;(t),t) pour presque tout t € I; ;, (5.25)
et, pour toute fonction ) € C1(IR) convexe et ¢ € C! telle que ¢' = f'1f,
cr;’j(t)[r](u)](ai,j (t)t,t) > [p(w)](oi,;(t),t) pour presque tout t € I, ;. (5.26)

Démonstration La démonstration peut se faire en utilisant la formule de Stokes (espace temps) sur chaque D;. En
notant u; le prolongement par continuité de u sur D;, la formule de Stokes fait apparaitre pour tout couple (4, 5),

i # j (lorsque I; ; est non vide),
flui(e, )|
[ ] s,

ol v désigne la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur I; ; et n; ; est le vecteur normal a I; ; extérieur a D;.
Pour que u soit solution faible, il faut et il suffit que le terme correspondant a ¢ sur I; ; se compense avec le terme

correspondant a j. Comme n; ;(o; ;(t),t) est colinéaire au vecteur L,_ ( t)] (et que n; j; = —n;;), on obtient la
i,J
condition (5.23).
Un raisonnement analogue avec le vecteur VEUZ; ] donne la condition (5.26). L]
K2

Remarquons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution initiale.

Proposition 5.18 (Principe du maximum) Soit ug € L>°(IR) et soit A et B € R tels que A < ug < B p.p.. Soit
f € Lip,.(IR,R), alors la solution entropique v € L®°(IR X R4) de (3.3) vérifie : A < u(x) < B p.p. dans
R x IR_;,_.

Cette propriété se démontre en passant a la limite soit sur les solutions de 1’équation visqueuse associée, soit sur
les solutions approchées par schéma numérique ; il faut pour cela avoir pris soin de mettre au point un schéma qui
respecte les bornes, mais ceci est de toutes facon souhaitable pour respecter les bornes physiques.

Remarque 5.19 (Domaine borné) Que faire si le domaine spatial est différent de IR, par exemple si le probleme
(5.3) est posé pour x € I ott I est un intervalle de IR.. Si f’ ne change pas de signe, il est assez facile de donner une
bonne définition de solution entropique et de montrer un théoreme d’existence et d’unicité de la solution entro-
pique. Dans le cas ol f/ change de signe (et ce cas est trés intéressant pour de nombreux probleémes), le probléme
est beaucoup plus difficile. Le premier résultat sur la question est celui de Bardos-Leroux-Nedelec (1979). Dans la
thése de Otto (1996), il y a une tres jolie formulation pour les conditions aux limites. Un intérét considérable de
cette formulation est qu’elle est trés pratique pour montrer la convergence des schémas numériques. Dans le cas
multidimensionnel de la section suivante, on s’intéressera & un probleme similaire a (53.5) posé dans un domaine
borné de R (N > 1) mais sans aborder vraiment ce délicat probleme des conditions aux limites (car dans le
théoréme [5.24] on considére un champ de vecteurs b nul sur le bord du domaine considéré).
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LEINNT3

On termine ce paragraphe en introduisant les notions de “discontinuité de contact”, “onde de choc” et “onde de
détente”.

Si f est linéaire (ou affine, ce qui revient au méme car on peut supposer f(0) = 0) et si ug € L>°(IR), la solution
faible de (5.5) est unique (voir I’exercice[5.3)), ¢’est donc la solution entropique. On peut aussi montrer dans ce cas
que les inégalités d’entropie (5.20) sont des égalités. Si la solution u a une courbe de discontinuité (nécessairement
une demi droite en fait), on parle alors de “discontinuité de contact”.

Si f est strictement convexe et que la solution faible entropique u de (3.5)) a une courbe de discontinuité, on parle
d’un choc ou d’une onde de choc. On peut montrer dans ce cas que les inégalités d’entropie (5.20) sont strictes
pour certains 7 et .

Si ug a une discontinuité en un point mais que cette discontinuité ne se propage pas dans la solution faible entro-
pique, on parle d’une détente” ou d’une onde de détente.

5.1.4 Conditions limites

On donne maintenant un résultat d’existence et d’unicité pour une équation hyperbolique avec conditions aux
limites en utilisant la formulation due a Otto [24]].
On s’intéresse donc au probleme :

u(z, ) up (), ]07 [y (5.27b)
u(0,t) = u(t), u(l, ) a(t), teRy. (5.27¢)

Mais, comme nous le verrons, les conditions aux limites ne sont que partiellement prises en compte dans la
formulation faible entropique du probleme.

Définition 5.20 (Solution entropique avec conditions aux limites, Otto)
Soient ug € L*([0,1]), @, w € L*=(]0,4+o0|) et f € Lip,,.(IR,IR). Soit u € L>®(IR x R ). Soit 4, B tels que
A < ug, 4, w < B p.p.. On dit que u est solution entropique de si il existe M > 0 tel que

+oo 1
/ / u(z,t))opp(x, t) do dt+/ n(uo(x))e(x,0) dz
0
+oo
/ / (o) da 31 [ o0, 0m(a(e) de (5.28)
—|—M/+OO 1,6)n(@m(t)) dt >0,

pour tout » € CL([0,1] x ]R+,IR+) et pour toute fonction 7 convexe positive telle qu’il existe sy € [A, B]
avec 1)(sp) = 0, et @ telle que P(s f 7 ( t)t. (On rappelle qu’une fonction convexe de IR dans IR est
localement lipschitzienne et donc derlvable pP-p- )

Théoréme 5.21 (Existence and unicité, avec conditions limites) Soient ug € L>°([0,1]), 4, u € L*(]0, +o0[)
et f € Lip,.(R,R). Soit A, B tels que A < ug < B p.p. et A < u,u < B p.p.. Soit M > maxsepa g |f'(5)].
Alors il existe une et une seule fonction u € L*° (IR x R ;) solution entropique de (5.27). De plus,

A <wu(z,t) < Bp.p. (z,t) €0, 1[xR.

La démonstration de I’existence de solution dans le théoréme s’obtient en prenant M > maxc(a,p] | ()]
(la solution u prend ses valeurs dans [A4, B]). Un moyen assez simple de prouver cette existence est de passer
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a la limite sur des schémas numériques a flux monotone, voir la démonstration du théoreme [5.30| dans le cas
multidimensionnel. L’unicité est vraie pour toute valeur de M (mais, évidemment, n’est intéressante que siil y a
existence) et la solution (qui existe donc si M > max,¢[4, 5] | f(s)]) ne dépend pas de M).

Si la solution est de classe C', cette solution est solution entropique sur |0, 1[, ¢’est-a-dire est solution de (5.28)
pour tout o € C}(]0, 1[xIR,, IR ) et pour toute fonction 7 convexe, et vérifie les conditions aux limites au sens
donné par [5].

Ceci est encore vrai si la solution est encore de classe BV (on dit aussi a variation bornée) en espace pour tout t,
de sorte a ce que la solution ait, pour tout ¢, une limite en = 0 et x = 1). On rappelle que I’espace BV ([0, 1])
est défini par

Définition 5.22 (Fonction a variation bornée, espace BV') Soit v :]0,1[— IR, alors v est a variation bornée,
ouv € BV (]0,1), siv e L*(]0,1]) et si [v] gy (jo,1] < +00, avec

ol = sup{ / sdivip da, o € C2(RY, R, ]l 1~ o) < 1}

Bien sir, siu € L*°(IR x IR ) est solution de (5.28) comme dans la définition[5.20] la fonction u est aussi solution
de (5.28) avec les entropies de Kruzhkov, ¢’est-a-dire n définie (pour k € [A, B]) par n(s) = |s—k| (et donc ¢, flux
d’entropie associé, définie par ¢(s) = f(max(s, k)) — f(min(s, k))). Par contre, le fait que u € L>°(IR x IR)
vérifie (5.28) pour les toutes les entropies de Kruzhkov n’est pas suffisant pour assurer I'unicité (alors que c¢’était
suffisant dans le cas du probléme posé sur tout IR, sans conditions aux limites). Un exemple de non unicité est
donné dans la remarque On obtient toutefois I'unicité si u € L (IR x IR4) vérifie (5.28) pour toutes les
“semi-entropies de Kruzhkov”, c’est-a-dire les fonctions 7 définies (pour k € [A, B]) par (s) = (s — k) (et
donc ¢(s) = f(s) — f(k)sis > ketO sinon) et n(s) = (s — k)~ (et donc ¢(s) = f(k) — f(s)sis < ket0
sinon).

Remarque 5.23 (Contre exemple a ’unicité avec les entropies de Kruzhkov)

Nous donnons dans cette remarque un exemple de non unicité si on se limite dans la definition[5.20aux entropies
de Kruzhkov, c’est-a-dire aux fonctions 1 définies (pour k € [A, B]) par n(s) = |s — k| (et donc ¢, flux d’entropie
associé, définie par ¢(s) = f(max(s, k)) — f(min(s, k))).

Pour cet exemple, f(s) = s2, up = 1 p.p. dans ]0,1[, @ = —1 p.p. sur Ry etw = 1 p.p. sur IR . Il est donc
possible de prendre A = —1, B = 1 et M = 2. Le théoréme [5.21] nous donne une solution entropique de
avec ces valeurs de A, B and M. On peut vérifier que cette solution est la fonction u définie par

u(z,t) = % ife < 2t,u(z,t) =1, ifz > 2t.

Elle corespond 2 une onde de détente. Cette solution reste donc aussi solution de (5.28) en se limitant aux entropies
de Kruzhkov.

On considére maintenant la fonction constante v = 1 p.p. dans |0, 1[xIR . Cette fonction constante est aussi
solution de (5.28) si on se limite dans cette définition aux entropies de Kruzhkov. Cette solution consiste en fait &
propager une discontinuité non entropique au point z = 0.

On a ainsi deux fonctions qui vérifient (5.28)) si on se limite dans cette définition aux entropies de Kruzhkov.

5.2 Cas multidimensionnel

SoitQ c RN, N=2,3,T >0,be C*(Q2x[0,T])"N et f € C'(IR,IR) (mais on pourrait aussi considérer le cas
f € Lip;,. (IR, IR)). On étudie maintenant le probléme suivant :
Opu + div(bf(u)) = 0 dans 2x]0, T,
u(x,0) = up(x) dans 2. (5.29)
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Plus précisément, nous allons démontrer, avec des hypotheses convenables sur les données, le théoreme d’existence
et d’unicité des solutions entropiques de ce probleme, d’abord dans le cas sans conditions limites (Sect.[5.2.T)), puis
dans le cas d’un probleme avec conditions limites (Sect.[5.2.2).

5.2.1 Cas sans condition limite
On suppose ici que b = 0 sur 92 x [0, T, et donc on n’a pas besoin de conditions aux limites sur Of2.

Théoréme 5.24 (Kruzhkov,1955) Soit 2 un ouvert borné de RY (N >1)a frontiere lipschitzienne. Soit T > 0
etb € CHOQx[0,T))N t.g. b = 0sur 9Qx[0,T] et divb = 0 dans Q2 x [0, T). Soit ug € L=(Q) et f € C}(IR,R).
Alors il existe une unique solution entropique de (5.29), c’est-a-dire solution de

u e L=(Qx]0, ),

/ | i+ 2@ b V) o+ [ nfun(e)ete.0) do > 0
Q
Vo € C(Q x [0,T[,IR4),¥n € C*(IR,R) convexe et ® tel que ' =1’ f'. (5.30)
De plus, si A< 0et B> 0sonttq. A<wuy<Bp.p. sur{, onaalors A <u < B p.p. sur 2x]0,T].

Démonstration
Etape 1 Construction d’une solution approchée. Soient n € IN* et u(™ solution de

U(n) € LQ(]07 T[7 H(%(Q)%

T T 1 T
—// u™ dzdt—// bf(u("))-V<pdxdt+—// Vu™ - Vo dz dt
0JQ 0JQ n JoJa

- / uo(x)p(z,0) de = 0,YVp € C°(Q x [0,4+00]). (5.31)
Q

On connait I’existence et I"unicité de u(™ par I’étude de I’quation de convection-diffusion faite au chapitre El (Le
fait d’avoir 1/n au lieu de 1 ne pose aucune difficulté dans cette étude.)
On a vu aussi au chapitre 4] que cette formulation est équivalente au probleme suivant :

u™ e L2()0,T[, H: (), ou'™ e L2(J0, T[, H*(€2)), u™ (0) = uy,

/ (@™ 0) -1 dt—// bf(u™) - Vudedt + = // Vu™ . Vo dz dt = 0,
0

Yo € L*(J0,T[, H3 (). (5.32)

On va se servir fortement de cette équivalence.

Etape 2 Estimations sur la solution approchée.

Soitug € L () ilexiste Aet B€ IR, A <0< B, telsque A < uy < B p.p. (A et B sont donc indépendants de

n). On en déduit (remarquedu chapitreE]) que pour tout ¢ € [0, 7], A < u(™ < B p.p.. Lasuite(u(™),,c1y est

donc bornée dans L>°(2x]0, T[). On prend maintenant v = u(™) dans (5:32), on obtient, en utilisant [, bf(u(™))-
u™ dz = 0 p.p. (grace a divb = 0, voir (3.12)) :

1 1 [T
- (n) 2 _ 2 il (n)|2 _
Q(HU (D)2 0 ||u0|\L2(Q))+n/O /Qm 2 dz dt = 0.
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On en déduit que

I . 1

ce qui donne une estimation L?(2x 0, T'[)4 sur (ﬁVu("))ne]N. Cette estimation ne donne rien pour la compa-
cité, mais elle est utile pour passer a la limite (quand n — +00).

Gréce a la premiere estimation (’estimation de u,, dans L>°(£2x]0, T'[)), apres extraction d’une sous suite, on peut
supposer que u(™ — u x-faiblement dans L>°(Q x]0, T[).

Si f(u) = u, on montre assez facilement que u est solution faible de (5.29) ( c’est-a-dire solution de avec
seulement 7(s) = s mais avec tout ¢ dans C°(Q2 x [0,T[,IR) et avec = au lieu de >). Puis on peut montrer
(un peu moins facilement) que u est solution de (5.30) et cela termine la partie “existence” du théoreme [5.24] Si
la fonction f” est non constante, la situation est beaucoup plus difficile, méme pour montrer seulement que u est
solution faible de (5.29), car la convergence de u(™ vers u n’est que faible et donc on ne sait pas si f (u(")) tend
vers f(u) (et, plus généralement, on ne sait pas si 77(u(™) tend vers n(u) et ¢(u™) tend vers ¢(u)). Pour résoudre
cette difficulté, deux méthodes ont été développées.

Une premiere méthode, due & Kruzhkov, suppose, dans un premier temps, que la donnée initiale u( appartient a

ny

I'espace BV (Q) (on dit aussi que ug est "a variation bornée”), ¢’est-a-dire que ug € L () et |uo| gy (q) < +00,
avec, par définition,

|uol gy () = sup{ / updivep dz, ¢ € C2 (RN, RY), ||| (o) < 1}, (5.34)
Q

On démontre alors que la suite (u(™)), ey est bornée dans BV (Q x [0, T). L’idée, pour montrer cette borne sur
u(™ est de dériver la premiére équation de (5.29) par rapport 4 x; et de multiplier par sign(d;u). Gréce a cette
estimation sur u(™), on peut appliquer ensuite le théoréme de HellyE] donné ci apres.

Théoréme 5.25 (Helly) Soit d > 1 et (uy,)new une suite bornée dans L' (Q) et bornée dans BV (Q) oit Q est un
compact de R? alors (u,,)ne est relativement compact dans L' (Q).

On applique donc le théoreme de Helly avec Q@ = Q x [0,7] (et d = N + 1). Puisque u(™) — wu dans L*(Q),
a une sous suite prés, on a u(™ — u dans L? (Q) pour tout p < +oo et on peut aussi supposer (toujours apres
extraction éventuelle d’une sous suite) que u(™) — v p.p.. On peut alors montrer que u est solution de (¢:30)
(ce qu’on fera a I’étape 3 plus loin), ce qui donne I’existence d’une solution a (5.30) si ug € BV(£). Si ug
n’est que dans L>°(§2) (et c’est probablement ici I’apport majeur de Kruzhkov), on peut approcher ug par une
suite d’éléments de L>°(2) N BV (£2) et montrer que la suite des solutions entropiques associées converge (en un
sens convenable, apres extraction d’une sous suite) vers une solution entropique associée a ug. On peut également
montrer "unicité de la solution de (5.30) (étape 4 ci apres). L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle
ne semble pas marcher pour montrer la convergence des schémas numériques car méme si la condition initiale
est supposée étre dans BV (), la solution approchée obtenue par un schéma numérique n’est pas bornée dans
BV (Q x [0,T]) indépendamment des paramétres de discrétisation (sauf dans le cas des maillages cartésiens).

C’est pour cela qu’on peut lui préférer la deuxieme méthode, qui ne passe pas par I’estimation BV. On prend
uniquement ug dans L>°(Q), et on ne cherche pas a montrer directement une compacité forte de la suite u(™ dans
L*(Qx]0, T[). Grace a I’estimation de (™) dans L (€2x]0, T'[), on montre que (aprés extraction d’une sous suite)

u(™ — @, en un sens convenable, ot & dépend d’une variable supplémentaire. (Il s’agit donc d’un théoréme de

6. Eduard Helly, 1884—1943, mathématicien autrichien, prisonnier en Sibérie pendant et apres la premiére guerre mondiale, il n’obtient pas
de poste universitaire en raison de sa judéité et il s’exile aux USA apres 1’ Anschluss en 1938. * Il a donné de nombreuses contributions en
Analyse fonctionnelle.
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compacité un peu inhabituel donnant une convergence que nous appelons “convergence non linéaire faible-x").
Puis, on montre que @ est une solution du probléme en un sens plus général que (5.30), que nous appelons “sens
processus”. Cette preuve est tres voisine de celle de I’étape 3 ci apres. On démontre ensuite 1’unicité de la solution
au sens processus et que la solution processus est solution entropique ( ¢’est-a-dire solution de (5.30)). Cette preuve
d’unicité est treés voisine de celle donnée dans 1’étape 4 ci apres. Ceci termine la démonstration de 1’existence d’une
solution a (5.30) (directement avec ug dans L>°(2)). (L'unicité est toujours donnée par 1’étape 4.) Un sous produit
de cette démonstration est la convergence (forte) de u(™) vers u dans tout les espaces LP(2x]0,T[), p < 400, y
compris si f est linéaire (ou est linéaire sur des intervalles de IR). L’idée essentielle a donc été de remplacer le
théoreme de compacité (forte) de Helly par un théoréme de compacité plus faible combiné avec un résulat d’unicité
de la solution “au sens processus” de (5.29).

Etape 3. On reprend ici la méthode 1, et on va effectuer le passage a la limite, quand n — +00, en supposant que
ug € BV et donc que u(™) — w p.p. (pour une sous suite). On admet donc la partie “estimation BV de u(™)”.

1. Montrons que w est solution faible. Soit ¢ € C'°(£2 x [0, +00[), on a

T T
//(u(”)gat+bf(u(”))~Vga) dz dt+/u0(x)g0(:c,0) d:cfl// Vu™ - Ve dzdt =0
0JQ Q nJoJa

On remarque tout d’abord que le dernier terme du membre de gauche tend vers 0, grace a I’estimation (5.33))
et a I’inégalité de Cauchy-Schwarz, en effet

1T . 1,1 .
o | ] 9 Vo de at] < |22 194 sy 96 lis@nomy

et Hﬁ‘vu(n)|||L2(QX]O7TD < (1/\/§)Hu0\|Lz(Q) par (533) et donc }L ff Vul™ . Vo — 0 lorsque n — 0.
Les autres termes convergent par convergence dominée, et donc en passant a la limite, on obtient

T
// (wpg + bf(u) - Vo) de dt +/ uo(z)p(z,0) dz = 0. (5.35)
0/ Q
2. Montrons que u est solution entropique. Comme (™) est solution faible de
r . 1
ug Y 4 dw(bf(u(”))) — ZAu™ =0, (5.36)
n

on peut montrer (on I’admettra) que u(™) € C?(2x]0, T[) (c’est ce que I’on appelle Ieffet régularisant pour
une équation parabolique). La fonction u(™) est donc solution classique de (3.36). On peut alors mutiplier
cette équation par i’ (u(™) avec n € C?(IR, IR) convexe. On obtient, sur 2x]0, 77,

(™)) + b (™ol (™) - Vet — (") Al =0
On en déduit :
(n(u™)); +b- V(®(u™) - %div(n’(u(”))Vu(”)) + %n”(u(”))Wu(")F =0.
Mais 15 (u(™)|Vu(™|? > 0, on a donc

(™)), + b - V(@ (u™) - %div(n’(u("))Vu("))) <o
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En multipliant cette équation par ¢, avec ¢ € C°(Q x [0, T[,IR ), on obtient, toujours sur 2x]0, T'[,
1
p(n(u™))e + 9b - V(@(u™) = —pdiv(y (u™)Vu™)) <0

On integre sur [e, T[xQ avec € > 0 et, aprés intégration par parties, on obtient :

// sot—/n(u(”)( (z,¢) do— // (bD(u™)- Vot~ n(u(”))Vu(” V) dz dt < 0.
Q

Mais on a, quand £ — 0, u(™) (&) — u(™(0) = ug dans L?(Q) et n(u™ (g)) — n(uo) dans L?(2) et donc

o N wo)o(z. 0) d — § O L MY Ty ™ . ,
[ [ aw™nen = [ nwetw.0yde = [ ] @) Fp+ 1) vu - ve) drat <o

Lorsque n — oo, on a n(u™) — n(u) et ®(u™) — ®(u) dans L?(2x]0,TY) et, avec C;, a5 =
max{[i(s)], A < 5 < BJ,

E / / WY Vo de d] < Cyas f||7|w<">||\mxm T2 Top——"

lorsque n — +00.
On obtient ainsi, finalement,

// i +b-2(u (”))dedH/n( 0)¢(z,0) dz > 0

Q
pour tout ¢ € C°(9 x [0,T[,IR), ce qui termine la preuve de I’existence.

Etape 4. Unicité

Soit u une solution de (5.30). On montre tout d’abord que 1’on peut prendre ¢ € C°(IRY x [0, T[,IR. ) dans
(3:30). C’est ici que I’hypothése b = 0 sur le bord de €2 est utile.

On constuit une suite (¢, )necnv appartenant a C2°(9) et telle que ¢, = 1 sur K, = {z € Q;d(z,00) > 1},
0 <, <let|Vy,| < Cqn, ot Cq ne dépend que 2 (la régularité lipschitzienne de 2 est importante ici). Soit
¢ € C*(RY x [0,T[,IR, ), On prend alors o(, t)@, () comme fonction test dans (5.30), on obtient

T T
// (enn(u)er + n®(u)b - Vo) dz dt + / N(uo(x))en(z)p(z,0) do + // b®(u)p - Vi, dz dt > 0.
0Jo Q 0/a

Les premiers termes convergent par convergence dominée. Appelons R,, le dernier terme. On va montrer sa conver-
gence assez facilement grace au fait qu’on a supposé b nul sur le bord.

T T
R, = // b®(u)p - Vo, dz dt = / / bO(u)p - Vo,
0Ja o Jo,

ouC, = Q\ K,.Onadonc

|Rn| <T||bl| L (c,)Ch, Caqn mes(C,,),

214



5.2. CAS MULTIDIMENSIONNEL CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

ou Cy,¢ = max{[¢(s)|, s € [=7,7]}, avec v = [u| L= x]o,r)- Comme b = 0 sur 92 x [0, T] (et b continue),
ona bz (c,) — 0quand n — oc. Enfin, la suite (n mes(C),))ne est bornée. On a donc lim,, 4 oo Ry, = O et
on obtient donc

T
[ ntwen b0 Viode e+ [ nuople0) de 2 0¥ € CIRY x 0.7 Ry,
0JQ Q

pour tout n € C%(IR, IR), 1 convexe.

Par un procédé de régularisation, il est alors assez facile de montrer que 1’hypothese de régularité sur n ( c’est-a-
dire 7 de classe C?) peut étre remplacée par I”hypothése plus faible “7 localement lipschitzienne™, ce qui a I’intérét
de pouvoir utiliser les entropies de Kruzhkov.

On peut maintenant montrer I"unicité de la solution de (5.30). Soient u et v deux solutions de (5.30). On va utiliser
(5.30) en prenant pour 7 une entropie de Kruzhkov et des fonctions ¢ € Cg° (]RN x [0,T[,IR) (on vient de
montrer que cela est possible). On reprend ici une idée de Kruzhkov, dite de dédoublement de variables. Elle
consiste tout d’abord a choisir, dans 330D, k = v(y, s) et a prendre p(x,t) = ¥ (t)pn(z — y)p, (t — s) avec
¥ € C([0,T[,IR ), pn(z) = n p(nx) et 5, (t) = np(nt), o p et p sont des noyaux régularisants, et 2 intégrer
par rapport a y et s. La fonction p est a valeurs positives, elle est de classe C'*° sur RY, elle a son support dans la
boule de rayon 1 et son intégrale sur RY vaut 1. De méme, la fonction p est a valeurs positives, elle est de classe
C* sur IR, elle a son support dans la boule de rayon 1 et son intégrale sur IR vaut 1. De plus, on choisit p de
maniere a ce que son support soit dans IR _. Avec ce choix de fonction test (et n assez grand pour que la fonction
test soit admissible dans (5.30)) écrit avec des éléments de ¢ € C°(IRY x [0, T, R), on obtient :

Al,n + A2,n + A3,n + A4,n > 07 (537)

A= | ' L ' [ tutat) = ol )10 Ol = )t = 9 e e dy s,

A= [ ' L ' [ tutat) = ot 50010 = )7 (¢~ 5) o ey ds,

Au = | ' [/ ' [ (7t 0) = Fow9) signuta,t) = o 9)0b- Ve = )t = ) da de dy ds,
Av= [ ' [ | tuote) = ot )60z = (=) s

On passe maintenant a limite quand n — +oo dans (5.37). Il n’est pas difficile de montrer que

n—-+oo

lim A, = /0 /Q lu(x,t) —v(z,t))|¢ (t) dz dt.

On montre ensuite que As ,, + A3z, < 0. Pour cela, on considére la formulation entropique pour v, écrite avec y et
s comme variables. On choisit I’entropie de Kruzhkov associée a k = u(x,t) et o(y, s) = ¥(t)pn(x—1y)p,, (t—3).
Enfin, en intégrant par rapport a z € Qett € IR, on obtient

- ' L ' [ 10605) = w1001 = )7, ¢ = 5) dy s

- / / / / (F(0(y, ) — fu(e, ) (sign(v(y, s) — u(a, )} $()b-V pu( —y)a(t — ) dy ds dz dt > 0.
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Ce qui donne A ,, + A3, < 0. On notera que le terme associé a la condition initiale est nul car p,, () = 0sit > 0.

11 suffit maintenant de montrer que lim,,_, ;- A4, = 0 pour conclure en passant a limite dans (3.37) que

T
/ / |u(z,t) —v(z,t)|¢’(t) do dt > 0. (5.38)
o Ja

Pour montrer que lim,, 4, A4, = 0, on reprend la formulation entropique pour v écrite avec y et s comme
variables. On choisit I’entropie de Kruzhkov associée a k = ug(z) et @(y,s) = ¢(0)pn(x — y) [ P, (—7)dr
(avec n assez grand pour cette fonction test ¢ soit admissible). Enfin, on intégre par rapport a x € ). On obtient

T o)
Ay / /Q /Q (F(0(y ) — f (uo(@))(sign(v(y, s) —uo(x) o (0)b-V po (z—) / pul(—7)dr) dy ds dz
+ /Q /Q o (y) — o (@)[$(0)pn(z — ) dz dy > 0.

On a donc
0 S A4,n S A5,n + A67n7

avec
T %)
Asn == [ [ ] (0009 = fuata))sign(u(.) = wo(@) 00 Vol = )( | pu(=r)ar) dy ds
0 s
Ao = [ [ 110(0) = uo(e)o0)pu ~ ) d
I n’est pas difficile de montrer que lim,,—, oo A5 5, = lim;,, s 4 o0 A6,n = 0. On en déduit que lim,,_, 4 o A4, =0

et, finalement, on obtient (5.38).

On peut maintenant conclure. Soit 0 < & < T, on choisit v € C([0,T[,IR+) t.q. ¥’ < 0 sur |0,T — ¢].
L’inégalité (5.38) donne alors u = v p.p. sur 2x]0,7 — . Comme ¢ est arbitrairement petit, on en conclut que
u = v p.p. sur 2x]0, T, ce qui termine la preuve de I’unicité. =

Remarque 5.26 (Pour le cas ou €2 est non borné) Dans la partie “unicité” (Etape 4) de la démonstration précé-
dente, il aurait été possible de prendre une fonction i) dépendant aussi de z. On aurait alors obtenu

T T
// = vty da dt+// B(F (1) — f(v)sign(u—v) - Ve dz dt > 0¥ € C2(RY x [0, T, R4 ). (5.39)
0JQ 0JQ

Ceci est intéressant pour montrer alors 1'unicité dans le cas oti I’ouvert 2 est non borné (par exemple, 2 = R™)
en profitant de la propriété de “propagation a vitesse finie”” pour les problemes hyperboliques. Plus précisément,

on prend dans (5.39)
P(z,t) = r(t)pq (] + wt) avec w = L¢||b]| oo,

ot Ly est un majorant de | f’| sur I'intervalle [—~, 7], avec

v = max{|[uflc, [lv]lec}, 7(t) = (1/TNT —1)"
©q € C(]0,00[,IR4), avec ¢, = 1 sur [0, a] avec a > 0 donné et ¢, décroissante ;
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on peut remarquer qu’un argument simple de régularisation autorise a prendre une telle fonction ¢ dans (5.39). On
obtient alors

T T
_ %/O/IRN |U—’U|@a(|$|+wt) dx dt-l—/(; /IRN ‘U_U|7°(f)§0;(|w\+wt)w da dt
T . i
+ /o /]RN b(f(u) — f(v))sign(u — v)r(t)e, (|Jz| + wt)mda: dt > 0.

Mais
T T
// b(f(u) — f(v)sign(u — v)r(t)¢l (|| +wt)|x—‘ < —/ / 1BIIL s |1 — vlr ()l (2] + wt) da dt
0JRY . .
/ / lu — v|r(t)¢, (|2 + wt)wdxdt,

car w = Ly||b||. On a donc
1 (T
——/ / |lu — v|pq(|z| + wt) dz dt > 0.
T 0 ]R,N

On en déduit, avec B, ; = {z t.q. |z| + wt < a} que foT(fB , lu—v| dz)dt = 0. On fait tendre maintenant a vers
+00. On obtient, par convergence monotone, fOT Jo lu—v| da dt = 0 et donc u = v p.p. sur 2x]0, T7.

Remarque 5.27 (hypothéses sur b)

1. On a utilisé la régularité C de b pour obtenir I’estimation BV sur les solutions approchées. Si on n’utilise
pas I’estimation BV, on utilise quand méme la régularité C' de b pour I’unicité. En fait, on peut remarquer
que les démonstrations de I’estimation BV et de 1’unicité restent justes dés que b est localement lipschit-
zienne.

2. On a supposé divb = 0. On pourrait remplacer cette hypothese par divb € L°° a condition de supposer que
f soit lipschitzienne. On a aussi supposé que b = 0 sur 92 (pour ne pas traiter le cas, difficile, des conditions
aux limites) mais on pourrait remplacer cette condition par b - n = 0 sans grande difficulté supplémentaire.
Le probléme des conditions aux limites interviendrait si b - n # 0.

5.2.2 Cas des conditions aux limites

Cette section est consacrée a une généralisation du théoréme@]dans le cas scalaire multidimensionnel ainsi qu’a
une esquisse de preuve. Nous considérons le probléme ( et ne supposons plus que b = 0 sur la frontiere.

Définition 5.28 (Solution faible entropique, avec conditions limites, [24]) Soit Q2 un sous-ensemble ouvert borné
de RN (N > 1) avec une frontiére de Lipschitz. Soit T > 0, f € CYIR,R) (ou f : R — IR lipschitzienne) et
b e CHQ x [0,T)N. Soit ug € L=(Q) etu € L>®(0Q x (0,T)). Soient A, B € IR tels que A < ug < B a.e.
surQet A<u < Bp.p. sur9Q x (0,T).

Une fonctionu : Qx (0,T) — R est une solution entropique faible de (5.29) satisfaisant (faiblement) la condition
limite w si

ELOOQX(O T)) andVrk € [A, B], Vo € CH(Q x [0,T),R4),

/ / u— k)= + signy (u— £)(f(u) — f(x))b- grady] da di (5.40)
—Hi X X
M / /a ) *(z, t)dy(z) dt + /Q(Uo V(. 0) dz > 0,
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ou dry(x) représente l'intégration par rapport a la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle sur la fron-
tiere de Q) et M est tel que ||blloo|f(s1) — f(s2)] < M]|sy — sa| pour tous s1,s2 € [A,B], oi ||blloc =
SUP(y,1ycax (o] 10(x, )| (et | - | désigne ici la norme euclidienne dans R?).

Remarque 5.29

1. Si u satisfait la famille d’inégalités (5.40)), on peut prouver que u est une solution d’une forme faible de
(5.29) er qu’elle satisfait certaines inégalités d’entropie dans 2 x (0,T), a savoir

|u — k|t + div(b(f (max(u, £)) — f(min(u, )))) < 0 pour tout  dansIR,

mais aussi sur la frontiere OS2 et au temps t = 0. La solution faible entropique u satisfait la condition initiale
(u(-,0) = ug) et satisfait partiellement la condition aux limites. Par exemple, si f' > 0 et que u et Q sont
suffisamment réguliers, alors u(z,t) = u(x,t) siz € 00, t € (0,T) et b(z,t) - n(x,t) <0, oit n est le
vecteur normal extérieur a OS).

2. Soit M > 1. Il est intéressant de remarquer que u est une solution de (5.40) si et seulement si u est solution
de (5-40) ot le terme [, (uo — k) (x,0) da est remplacé par M [, (uo — k) ¢(z,0) da.

Théoreme 5.30 (Existence et unicité, Otto, 1996) Sous les hypothéses de la définition supposons que divb =
0 dans Q x [0,T); alors il existe une solution entropique unique v € L (IR x R ) satisfaisant (53.40). De plus,

A <u(z,t) < Bpp. (z,t) €]0,1[xR.

Démonstration Nous ne donnons ici qu’une esquisse de la preuve dans le cas ) un sous-ensemble ouvert borné
polygonal (ou polyédrique) de RY; cette preuve est basée sur la convergence des approximations numériques
[31].

ETAPE 1 : SOLUTIONS APPROCHEES. En considérant un maillage assez général de Q (avec des triangles, par
exemple dans le cas bidimensionnel), noté 7, et un pas de temps &, une solution approchée u j du probléeme
peut étre définie en utilisant des flux numériques a deux points (sur les bords des mailles) construits avec
une fonction de flux numérique g telle que

* g est croissante par rapport a son premier argument et décroissante par rapport a son second argument,
* g(s,s) = f(s), pour tout s € [A, BJ,
* g est localement lipschitzienne (ou localement “Lip-diag”, voir [16, Définition 3.1]).

Sous une condition dite de CFL, du type k < (1 — ¢ )% avec ¢ > 0, il est facile de prouver que
A<wurp<Bae.onQx(0,7T).

Malheureusement, il ne semble pas facile d’obtenir directement un résultat de compacité forte sur la famille des
solutions approximatives (bien que ce résultat de compacité forte soit vrai, comme nous le verrons plus loin).

ETAPE 2 : COMPACITE FAIBLE. En utilisant seulement cette borne L sur U7k, ON peut supposer (a une sous-
suite preés) que ur,r — u, lorsque le pas du maillage tend vers O (avec la condition CFL), dans un "sens non
linéaire faible" (similaire a la convergence vers une mesure de Young, voir [[13| Section 30] par exemple), c’est-a-
dire u € L*(Q2 x (0,7) x (0,1)) et

|| eturaeoded— [ [ otuta)eo dodeda,
0 Q 0 ? Q
forall p € L' (2 x (0,7)) and all ¢ € C(IR,IR).
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ETAPE 3 : PASSAGE A LA LIMITE. En utilisant la monotonie des flux numériques, les solutions approchées satis-
font certaines inégalités d’entropie discrete. En passant a la limite sur ces inégalités, on obtient que u (définie a
I’étape 2) satisfait certaines inégalités trés similaires a (5.40), a savoir :

u e L*(Qx(0,T) x (0,1)),
// / u — k) Fpp +sign (u — K)(f(u) — f(x))b- grady] dz dt da

M / / £ (2, )y (x) dt (5.41)
o0
/(uo —k)%p(x,0) dz >0,
Vi€ [A,B], Vip € 1@ x [0.7). ),

Nous choisissons ici M non seulement plus grand que la constante de Lipschitz de ||b]|o f sur [A, B], mais aussi
plus grand que la constante de Lipschitz (sur [4, B]?) des flux numériques associés aux bords des mailles. Ce
choix de M est possible car la solution unique de (5.40) ne dépend pas de M a condition que M soit supérieur
a la constante de Lipschitz de ||b|| f sur [A, B] et car la fonction de flux numérique peut étre choisie avec une
constante de Lipschitz bornée par la constante de Lipschitz de ||b]| f (le flux de Godunov par exemple). Cette
méthode conduit & un résultat d’existence avec M seulement supérieur a la constante de Lipschitz de ||b|o f sur
s € [A, B], en passant a la limite sur les solutions approchées données avec ces flux numériques.

ETAPE 4 : UNICITE DE LA SOLUTION DE (5.41). Dans cette étape, la méthode de "dédoublement de variables"
de Krushkov est utilisée pour prouver I’unicité de la solution de (5.41). En effet, si u et w sont deux solutions de
(5.41)), la méthode de dédoublement de variables conduit a :

/// /'““a—w(rtﬁ)lwtdxdtdadﬁ

/ / / / (max(u,w)) — f(min(u,w)))b - grady dz dt dadf > 0
" Vo € CH@ % [0,7), R ),

En prenant ¢(z,t) = (T — )" dans (5.42) (ce qui est en effet possible), on obtient que u ne dépend pas de o, w
ne dépend pas de 5 et u = w a.e. sur © x (0,7). Par conséquent, u est également la solution unique de (5.40).

ETAPE 5 : CONCLUSION. L’étape 4 donne, en particulier, I’unicité de la solution de li Elle donne également
que la limite faible-x non linéaire des suites de solutions approchées est solution de et, par conséquent,
I’existence de la solution de (5.40).

De plus, puisque la limite faible non linéaire des suites de solutions approchées ne dépend pas de «, il est assez
facile de déduire que cette limite est “forte” dans LP (€2 x (0,7)) pour tout p € [1,00) (voir [13], par exemple);
grace a ’unicité de la limite, la convergence a lieu sans extraction de sous-suite.

(5.42)

5.3 Systemes hyperboliques
5.3.1 Définitions

On s’intéresse dans ce paragraphe aux systemes hyperboliques dans le cas unidimensionnel, c’est-a-dire que la
variable dite “d’espace”, généralement notée x, appartient & IR (et la variable dite “de temps”, notée ¢, appartient
a IR ) et référons a [[7] pour I’étude des systeémes multidimensionnels.

Soit p € IN le nombre d’équations (scalaires) aux dérivées partielles du systeme considéré (p = 1 dans le cas des
équations scalaires considérées dans les paragraphes précédents) et D le domaine de IR dans lequel I’inconnue
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vectorielle de ce systeme de p équations prend ses valeurs (D est dit “domaine des valeurs admissibles”). Soit
F € CYD,RP) et Uy € (L*(IR))?, a valeurs dans D, ce que noterons parfois L>(IR; D); on cherche une
fonction vectorielle U : IR x IRy — D solution, en un sens a définir, du systeme

OU + 0,(F(U)) =0,z € R,t € Ry, (5.43a)
U(z,0) = Up(x), = € R. (5.43b)

Par exemple, dans le cas des des équations d’Euler pour un écoulement compressible isentropique, on a p = 2,

U= {p/; } ou p est la masse volumique (p > 0) et u la vitesse (pu est donc la quantité de mouvement) et donc le

domaine des valeurs admissibles est D = IR, x IR C IR?. La fonction F est donnée par F(U) = [( puéﬂfk P)} ’
avec p = p7, oll v > 1 est un nombre réel donné.
Le systeme (5.43)) n’est pas toujours bien posé, et sa nature hyperbolique dépend des valeurs propres de la matrice

jacobienne de F', ce que I’on précise dans la définition qui suit.

Définition 5.31 (Systéeme hyperbolique et strictement hyperbolique) Soient p > 1, D un domaine de IR? et
F € CY(D,IRP). Le systeme (5.434) est dit :
— “hyperbolique" (plus précisément “hyperbolique dans D") si, pour tout U € D, la matrice jacobienne

Jr(U) € My(IR) de 'application F au point U est diagonalisable dans IR (rappelons que les coefficients
de la matrice jacobienne de F sont (Jp(U)); ; = 0;F;(U));

— “strictement hyperbolique" si, pour tout U € D, la matrice jacobienne Jr(U) admet p valeurs propres
réelles distinctes.

L’exemple le plus simple de systéme est le cas linéaire : F/(U) = AU ot A € M,(IR) et D = IR?. D’apres la
définition[5.3T] le systeme est alors hyperbolique si A est diagonalisable dans IR, ¢’est-a-dire s’il existe une
base (¢1,...,¢p) de RP et une famille (A1, ..., \,) € IR telles que Ap; = \jp; pourtouti = 1,...,p. Dans ce
cas, on peut décomposer la condition initiale Uy sur la base (¢1, ..., ¢p); en notant a1, . . ., ¢y, les composantes
de Uy dans cette base, on a donc :

et I’'unique solution faible du systeme (5.43) sécrit alors

P

Uz, t) =Y ai(z — Ait)gs,

i=1

voir a ce sujet I’exercice[5.2}

5.3.2 Solutions faibles, solutions entropiques

On se place dans ce paragraphe dans le cadre de la definition [5.31} Comme dans le cas scalaire (qui en est de fait
un exemple particulier), le probleme (5.43) n’admet en général pas de solution classique (c’est-a-dire une fonction
réguliere qui satisfait la condition initiale (5.43D) et le systeme (5.43a))). On définit donc la notion de solution
faible, qui revient, comme dans le cas scalaire (voir définition @, a porter les dérivées sur les fonctions test.
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Définition 5.32 (Solution faible d’un systéme hyperbolique) Soientp > 1, Uy € (L°°(IR))? une fonction (vec-
torielle) de R, a valeurs dans le domaine D de R? et F € C*(D,IRP). On dit que U est solution faible du systeme
(3.43) si U € (L*°(IR x IRy; D)) et vérifie

//MR+ Ulw,t)0p(x, 1) do dt + // F(U(z,1))0p0(x, t) dz dt

IRXIR+

+/ Uo(x)e(x,0) dz =0, Vo € CLIR x R;IR).
R
Considérons par exemple le cas d’un probléme de Riemann, c’est-a-dire le systeme (5.43)) avec comme condition

initiale
U, < 0,
Uy = 4 o Poure (5.44)
Uy pour z > 0,

avec Uy, Uy € D. Comme dans le cas scalaire (p = 1), on peut montrer qu’une fonction de la forme, avec o € IR,

Uz, 1) U,y pour x < ot,
x,t) =
U, pour z > ot,

est solution faible si et seulement si la relation de Rankine et Hugoniot est vérifée, c’est-a-dire si et seulement si

(on rappelle que [U] = Ug—U, désigne le saut de U). La démonstration de cette équivalence est ici identique a cette
faite pour p = 1 car elle se fait en raisonnant avec chacune des p équations scalaires du systeéme (indépendamment
des autres équations).

Voyons maintenant le cas du probleme de Riemann pour un systéme hyperbolique linéaire, c’est-a-dire pour le
systéme @ avec F'(U) = AU, ou A est une matrice diagonalisable dans IR, et avec une condition initiale de
la forme (5.44). Soient \q, ..., A, les valeurs propres (réelles) de A et 1, ..., ¢, une base (de IR”) de vecteurs
propres associés. On décompose Uy sur la base des vecteurs propres :

P
Qg ; pour z < 0,
Uo = E Q;; aved oy =
= aq,; pour x > 0.

On peut alors montrer (voir exercice que la fonction U définie par

P

Uw,t) =Y aile = Nit)p;

=1

est I'unique solution faible. Examinons un peu la structure de cette solution : elle est formée de p états constants,
et on change d’état a chaque fois que I’on traverse une droite z = \;¢, puisque

0 pour x < Ait,

ai(z — Ait) = {

Qi pour & > Agt.

Revenons au cas général du systeme (5.43). Comme dans le cas scalaire, pour un systéme non linéaire, on n’a pas
unicité des solutions faibles. On imite le cas scalaire et on introduit la notion de solution entropique. Pour cela, on
commence par définir la notion d’entropie pour un systeme hyperbolique.
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Définition 5.33 (Entropie et flux d’entropie) Soient p > 1, D un domaine de R* et F € C'(D,IRP). Une
fonction n de D dans IR est une entropie pour le systeme (5.43) si

1. n € CY(D,R) et n est convexe;
2. il existe une fonction ® € C1(D,R), appelée flux d’entropie, telle que, pour tout U € D,

Vo) = Jr(U) Va(U),

ce qui s écrit encore, composante par composante :
P
0,8(U) = Y 0,F;(U)9m(U).
j=1

Existe-t-il des entropies ? La réponse est évidemment oui, il suffit de prendre 7 et ® constantes (ce qui ne donne
pas beaucoup d’information sur les solutions), ou encore (U) = U; et ®(U) = F;(U) (ce qui nous rameéne aux
solutions faibles). Ce sont des entropies dites “triviales”. En existe-t-il des non triviales ? La réponse est différente
selon la valeur de p :

— p = 1 (cas scalaire). Toute fonction 7 convexe est une entropie, et le flux associé est une primitive de n' F”.
— p = 2. Des entropies non triviales existent (voir, par exemple, [26]]).

— p > 3. Pour un systeme hyperbolique quelconque, il n’existe pas en général pas d’entropie (autre que les
entropies triviales). Toutefois, de nombreux systémes modélisant des phénomenes physiques possédent une
entropie, bien connue de la physicienne (et celle ci I’indique généreusement a la mathématicienne).

Définition 5.34 (Solution entropique d’un systeme hyperbolique) Soir Uy € (L*°(IR))P une fonction (vecto-
rielle) de R, a valeurs dans D C RP. On dit que U est solution entropique du systeme (3.43) si U € L*(IR x
R, ; D) et vérifie

// (U (2, ))0vp(, 1) dar dt + // B(U (2,1))0u ol 1) da dt
RxR 4 R xR 4
+/ n(Uo(z))p(x,0) dz > 0, Yo € CHIR x Ry ;R ), pour (n, ®) entropie et flux d’entropie associé.
R
Notons qu’une solution entropique est forcément une solution faible. Il suffit pour s’en convaincre de prendre 7
linéaire.
Comme dans le cas p = 1, on peut montrer qu’une solution de la forme, avec Uy, Ug € D, 0 € IR,

Uz, 1) U, pour z < ot,
T,t) = :
Uy pour x > ot.

est solution entropique si et seulement si, pour toute entropie 1 de flux associé ®, les conditions de Rankine-
Hugoniot

sont vérifiées (on rappelle que [V] = V — V). Notons que (i) = (). La démonstration de cette équivalence est
ici aussi identique a cette faite pour p = 1 car (4¢) est une équation scalaire (et (¢) est équivalent a dire que U est
solution faible).
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Y a-til existence et unicité de la solution entropique? On a vu le théoreme de Kruzhkov qui nous permet de
répondre par I’affirmative dans le cas p = 1. Dans le cas p > 1 la situation est, bien sfir, plus complexe parce qu’un
systeme strictement hyperbolique n’admet pas toujours une entropie (non triviale). On utilise alors, en particulier
lors de I’étude du probleme de Riemann (section [5.3.3)), une condition introduite par P. D. Lax dite “condition
d’entropie de Lax” ou “condition de Lax”. Dans le cas p = 1 et d’une équation strictement hyperbolique, c’est-
a-dire que F' est strictement convexe ou strictement concave, il est facile de voir que cette condition de Lax est
équivalente a la condition d’entropie. Cette équivalence est encore vraie pour certains cas avec p > 1. Ceci est
démontré dans I’exercice [5.18] pour les équations de Saint-Venant['] La démonstration est faite dans le cas d’une
ligne de discontinuité de la solution autosimilaire du probleéme de Riemann mais se généralise au cas d’une courbe
réguliere de discontinuité.

5.3.3 Résolution du probléme de Riemann

La résolution du probléme de Riemann pour certains problémes issus de la physique est intéressante d’une part
parce qu’elle permet de comprendre la structure des solutions entropiques, et d’autre part parce que certains sché-
mas numériques d’approximation de ces systeémes sont fondés sur cette résolution. Dans ce paragraphe, on se place
dans le cadre des systemes hyperboliques décrits dans définition [5.31]

Définitions

On rappelle que le probleéme de Riemann s’écrit

5‘,5U + 3z(F(U)) = 0, xr € IR,t € R+, (5453)
U(z,0) = {UQ pourz <0, (5.45b)
Ugq pour z > 0,

avec F € CY(D,IRP) et U,,Uy € D. La solution en est connue lorsque F'(U) = AU (et D = RR?, voir le
paragraphe précédent). On cherche une solution “autosimilaire” c’est-a-dire une solution de la forme U (x,t) =
V(%). On rappelle qu’une telle solution définie par zone est solution faible si et seulement si

1. elle est solution classique sur chaque zone

2. elle satisfait les conditions de Rankine et Hugoniot au passage de chaque discontinuité x = ot entre deux
zones : o[U] = [F(U)].

A cette notion de solution faible, il faut ajouter une condition d’entropie. Si le systéme contient une entropie (ou
des entropies) non triviale(s) naturelle(s), la solution faible est entropique si et seulement si elle vérifie o[n(U)] >
[¢(U)] pour toute entropie et flux associé au passage de chaque discontinuité 2 = ot. En pratique, on utilise aussi
la condition d’entropie de Lax, condition (qui ne demande pas I’existence d’une entropie). Le lien entre ces
deux conditions d’entropie est étudié dans 1’exercice [5.18|pour les équations de Saint-Venant.
On suppose dans toute la suite que F' € C%(D, RP) et que le probleme (5.43) est strictement hyperbolique, c’est-
a-dire que la matrice jacobienne de I’ est toujours diagonalisable dans IR et que ses valeurs propres sont distinctes ;
pour tout U € D, il existe donc A1 (U) < ... < A\,(U) valeurs propres de Jp(U). On note (¢1(U), ..., ¢,(U))
une base de IR? formée de vecteurs propres associés :

JF(U)QOL(U) = /\AU)QOL(U), YUeD,i=1,...,p.

On admettra que \;(U) € C1(D,IR) et qu’il est possible de choisir la fonction ; pour que ; € C*(D,RP). On
appelle “i-eme champ” 1’application de D dans IR qui a U € D associe A; € R.

7. Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886) ingénieur et mathematicien spécialiste de mécanique des fluides.
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Définition 5.35 (Champ vraiment non linéaire, champ linéairement dégénéré)
En utilisant les définitions ci dessus de \;(U) et v;(U), on dit que le i-éme champ associé a la fonction non
linéaire F est

— “vraiment non linéaire" (VNL) si
VA(U) - (U) #0, VU € D,

et on normalise alors ¢;(U) de maniére a ce que V;(U) - p;(U) = 1,
— “linéairement dégénéré" (LD) si
VA(U) - i(U) =0, YU € D.
(On admet ici aussi qu’il est possible de choisir p; € C1(D,IR?).)

Dans le cas scalaire p = 1, il n’y a qu’une seule valeur propre A1 (U) = F”(U), on peut choisir ¢4 (U) = 1, et
— le cas VNL correspond au cas ol F” ne s’annule jamais, auquel cas I est strictement convexe ou concave,
— le cas LD correspond au cas F”/(u) = 0 pour tout u, auquel cas la fonction F est linéaire.
Ce ne sont bien sir pas les seuls cas possibles, voir par exemple 1’équation de Buckley-Leverett (exercice 5.8).
Dans le cas d’un systeme linéaire, les valeurs propres A; ne dépendent pas de U et tous les champs sont linéairement
dégénérés.
Un exemple intéressant est le systeéme des équations d’Euler pour I’écoulement des fluides compressibles. Pour le
systeéme complet (conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie) avec la loi d’état des gaz

parfaits, on peut montrer qu’on a deux champs VNL et un champ LD. Le cas des équations d’Euler barotrope (la
pression ne dépend que de p) est un peu plus simple. Pour ce systtme, ona D = IR’ x IR et le systéme s’écrit :

Orp + O (pu) =0, (5.46a)
Or(pu) + 0, (pu® +p) = 0, (5.46b)

ol p est relié a p par une fonction donnée P strictement croissante convexe dérivable de IR”. dans IR, ¢’est-a-dire
p = P(p). Notons que les équations de Saint-Venant pour les écoulements en eau peu profonde rentrent dans ce
cadre, avec p la hauteur d’eau, et p = ap?, avec a > 0 (voir exercice (5.13)).

Posons ¢ = pu (la quantité de mouvement); le systéme (5.46)) s’écrit alors :

U + 8,(F(U)) =0, avec U = [Z] , F(U) =

On pose ¢ = /P’(p). La matricienne jacobienne de F' est alors :

Jrp(U) =

0 1l [ o 1
—Z—iqLP’(p) 2?‘1 T -ut 4+ 2u

Le polyndme caractéristique de Jz(U) sécrit donc

2
Py an(X) = X2 — zgx + Z— —P'(p)

= X2 - 2uX +u? -2
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Les valeurs propres et des vecteurs propres associés (non normalisés) sont donc

M) =u—c ho(U) =ute, or(U) = Llc] L oa(U) = [uic}

On a donc, pour tout U € D = {(p, q)*; p > 0},

YA(0) 1 (U) = = - Po)

P"(p)
2¢

<0, VAo(U) - a(U) :§+ >0,

Car P’ > 0 et P” > 0. Les deux champs sont donc vraiment non linéaires.

Etude d’un systeme découplé

L’étude d’un systeme découplé dont tous les champs sont soit LD soit VNL est facile et instructif, donc nous
n’allons pas nous en priver. .. Un systeme découplé s’écrit sous la forme

Opui + 05 (fi(ui(x,t))) =0, z€e R, teRy,i=1,...,p (5.47a)
ui(z,0) =u;(0), z€R,i=1,...,p, (5.47b)

ol chaque composante f; de la fonction F' ne dépend donc que de la composante u; de ’inconnue. Le domaine
D dans lequel I’inconnue vectorielle U (dont les composantes sont u1, ..., u,) est ici égal 8 R”. Comme tous
les champs sont soit VNL soit LD, chaque fonction f; est soit strictement convexe, soit strictement concave, soit
linéaire.

Prenons par exemple le cas p = 2 et fi et fo strictement convexes. Considérons le probleme de Riemann associé,

c’est-a-dire
U, pourz <0 Ug1 < U
U(z,0)=<¢ 7 P ©avec { 9! 1
U, pour z > 0. Uga < U2

Nous avons donc pour chaque composante de U un probleéme de Riemann scalaire. Ces deux problemes de Rie-
mann correspondent a des détentes. En notant u; et uy les composantes d’un vecteur U de IR?, les valeurs propres
de la matrice jacobienne du flux de ce systeme sont fi(uy) et f4(uz). La stricte hyperbolicité du systéme nous
permet alors d’affirmer (quitte a changer 1’ordre des équations) que

fi(u1) =21 (U) < X2(U) = f5(uz), pour tout uy, us € IR. (5.48)

En particulier f{(ug,1) < f3(ug,2), et donc les zones de détentes (dans le plan IR x IR”) pour les inconnues u; et
ug sont completement séparées, la solution du probleme de Riemann, dans le plan IR x IR’ , apparait comme la
superposition des solutions des deux problemes de Riemann sur w4 et us.

On peut noter que sans la condition de stricte hyperbolicité, les ondes de détente ne sont plus séparées. (On peut
toutefois construire la solution du probléme de Riemann en profitant du fait que les deux équations du systeme
sont découplées, ceci sera moins facile pour les systemes ou les équations sont couplées.)

Les autres cas des positions relatives entre ug 1, Ug,1 €t Ug 2, Uq,2 S€ traitent de maniere similaire. Par exemple,
siug1 > ug et uga < Uq,2, la solution est formée (dans le plan IR x IRi) d’un choc, que I’on appellera “1-
choc”, situé sur la droite z = ot, avec 0 = (f1(ug1) — f1(uq,1)/(ug1) — uq,1) (correspondant a la premiere
équation), et d’une détente, que 1’on appellera “2-détente”, située entre les droites x = f5(ug2)t et x = fi(uq2)t
(correspondant a la deuxiéme équation). Le 1-choc n’est pas dans la zone de 2-détente car o €] f{(ua,1), f1(ug,1)[

et, grace a (5.48), f1(ug,1) < fa(ug2).
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Dans le cas d’un systeéme non découplé, on se sert des relations de Rankine-Hugoniot pour construire les solu-
tions discontinues, appelées “ondes de choc”, correspondant aux champs VNL, comme dans le cas scalaire. Pour
déterminer les solutions continues correspondant aux champs VNL, qui sont les “ondes de détente” (on dit aussi
“ondes de raréfaction”), on va se servir des invariants de Riemann qui sont définis ci-apres. Enfin pour déterminer
les “ondes de contact”, qui correspondent aux champs LD et sont discontinues, on se servira soit des relations de
Rankine-Hugoniot soit des invariants de Riemann (car une onde de contact peut étre vue comme le cas limite d’une
onde de détente ou d’une onde de choc).

Invariants de Riemann et ondes de détente
On rappelle que I’on se place toujours dans le cadre des systeémes hyperboliques (definition [5.3T).

Définition 5.36 (Invariant de Riemann) Soit 1 < i < p, on appelle i-invariant de Riemann pour le systeme
(5-434d) une application r € C*(D,IR) non constante telle que Vr(U) - 0;(U) = 0 pour tout U € D.

La notion d’invariant de Riemann n’a d’intérét que pour p > 2. En effet pour p = 1, 1 (U) est n’importe quel réel
non nul. Il n’y a pas d’invariant de Riemann.

Dans le cas du systeme découplé vu précédemment, on a \;(U) = f/(u;) et ; est colinéaire au i-eéme vecteur de
la base canonique. Donc toutes les applications U +— u;, j # 14, sont des i-invariants de Riemann. On a ainsi pour
chaque champ (p — 1) invariants de Riemann indépendants (au sens que ces (p — 1) applications sont linéairement
indépendantes). On peut montrer que cette situation se généralise de la maniére suivante (voir, par exemple, [26]) :
Pour tout Uy € D, il existe un voisinage V de Uy et (p — 1) i-invariants de Riemann définis sur V et linéairement
indépendants, ce qui est équivalent a dire que leurs gradients sont indépendants.

Calculons les invariants de Riemann pour les équations d’Euler barotrope (5.46). On rappelle que les valeurs
propres et des vecteurs propres (non normalisés) de la jacobienne J(U) sont

MUY =u—c ho(U) =ute, or(U) = Llc] L oa(U) = [uic}

Cherchons un 1-invariant de Riemann sous la forme r(U) = 1 + h(p). On a alors
—L 4 p
V() = { st (p)] 7
P

et donc
V)1 (U) = =%+ W)+ ~(d =0 = ()= 2

; .

11 suffit donc de prendre pour i une primitive de la fonction p — /P’(p)/p. Dans le cas du systéme des équations
de Saint-Venant (pour lequel P(p) = ap?, o > 0), on a ¢ = /2ap, et un l-invariant de Riemann est 1 (U) =
% + 2¢ = u 4+ 2¢, voir aussi I’exercice

De la méme maniére, on calcule un 2-invariant de Riemann : r2(U) = 1 — h(p), avec pour h une primitive

La fonction 7 est donc un l-invariant de Riemann si (et seulement si) h'(p) =

de la fonction p — +/P’(p)/p. Dans le cas des équations de Saint-Venant, ce 2-invariant de Riemann s’écrit :
ro(U) = u — 2c.

Sous des hypotheses de régularité, pour un systeme de p équations, un invariant de Riemann commun a p — 1 ondes
satisfait une équation particulierement simple, comme le montre la proposition suivante (voir aussi, par exemple,
[26]).
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Proposition 5.37 (Equation d’évolution pour un invariant de Riemann) Soir p > 1; on considére un systeme
strictement hyperbolique (définition de la forme (5.43). On note \;(U), i = 1,...,p, les p valeurs propres
réelles distinctes de la matrice jacobienne de F au point U € D. Soiti € {1,...,p}; on suppose qu’il existe
une application r € C1(D,IR) qui soit un j-invariant de Riemann pour tout j # i. Alors, pour toute fonction

U € CYR x Ry, D) satisfaisant (5.43d), on a
O (r(U)) + Xi(U)0:(r(U)) = 0.

Démonstration : Pour simplifier les notations, on note A = Jp. Pour tout V' € D, on note {¢1(V), ..., ¢, (V)}
une base de IR” telle que A(V)p; (V) = X;jp;(V) pour tout j € {1,...,n}. Comme les valeurs propres de A(V')*
sont les mémes que celles de A(V), il existe aussi {¢1(V),...,9,(V)} base de R” telle que A(V) ), (V)
;i (V) pour tout j € {1,...,n}.

Soit k # j, comme A\(V') # \;(V),ona

A (V)i (V) - (V) = AV (V) - (V) = 05(V) - A(V)pie(V) = M (V)15 (V) - 1 (V),

etdonc (A; (V) — Ae(V)¥;(V) - i (V) = 0. Ceci entraine que ¢ (V) - (V) = 0.

On en déduit aussi, comme {p1(V),...,0p(V)} et {£1(V),...,¥p(V)} sont des bases de IR", que ;(V) -
©;(V) # 0 pourtout j € {1,...,n}.

On utilise maintenant la régularité de r, et on décompose Vr(V') dans la base {i1(V),...,¢¥,(V)}, Vr(V) =
>ori ax(V)¢r (V). Comme r est un j-invariant de Riemann pour j # 4, on a, pour tout j # i,

0=vr(v Z ar(VIG(V) - 05(V) = (V)5 (V) - 5(V),

et donc o (V') = 0, ce qui prouve que V7 (V) = a; (V)i (V).
On utilise enfin la régularité de la fonction U,

Bur(U) = Vr(U) - 9U = a;(U)h(U)'8,U
= —ai(U)wi(U)tA(U)a U= —a;(U)(0:U) AU) i(U) = =i (U)Xi(U)(0:U) 43(U)
= = X(U)(0:0) (i (U)hi(U)) = =X(U)Vr(U) - 0,U = =i (U)o (V).
O

La proposition permet en quelque sorte d’obtenir un systeéme diagonal avec les fonctions r;(U) comme in-
connues (ou r; est un j-invariant de Riemann pour tout j # 7).

Supposons par exemple p = 2 dans la proposition [5.37] I’application r; est un 1-invariant de Riemann et I’appli-
cation ro est un 2-invariant de Riemann. La proposition donne, si U est réguliere,

Oy (r1(U)) + A2(U) 8 (r1(U))
Oy (r2(U)) + A1(U) 0 (r2(U))

0
0.
U)
U)
réciproque, de sorte que U = s(R) Les fonctions (x,t) — r1(U(z,t)) et (z,t) — ro(U(x,t)), que I’on note 7y
et 75 ci apres, sont alors solution du probléme de transport suivant :

Si I’application U — R(U 1 est un difféomorphisme (de D dans son image), on note s son application
ra(
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ou R est la fonction vectorielle dont les composantes sont 7°; et 7.
Ceci permet par exemple d’obtenir des estimations sur les invariants de Riemann en les considérant comme solution
de ce probleme de transport.

Les invariants de Riemann vont nous permettre de construire les ondes de détente, qui sont des solutions continues
sur IR x IR” et autosimilaires du probleme de Riemann, c’est-a-dire qu’il existe —oo < a < b < o0 tels
que U = Uy sur Dy = {(z,t), v < at}, U(x,t) = V(F) sur Dy = {(x,t), at < x < bt}, U(z,t) = Ug sur
D3 = {(z,t), z > bt} et U solution classique dans D,. La continuité de U impose donc que V(a) = Uy et
V(b) = Uy.
On fixe a et b (a < b). On cherche donc V € C([a, b]) N C(]a, b)) tels que V(a) = Uy, V(b) = Uy, et U solution
classique de (5.45a) dans D avec U(x,t) = V(7). On a, dans D»,
T, 1 T\, T
0:U(2,t) = =5 V'(3) et 0 (F(U(2,1))) = Jr(U(2,1)0:(U(, 1) = L Jr(V(3))V'(3)-

Donc, dans Do,
1 T T T
U (2,1) + 0 (F(U(w, 1)) = < (Jr(V () = T)V'(5)-

Si on se limite a chercher une solution avec V' # 0 sur |a, b[, pour que 0;U + 0, (F(U)) = 0 dans D, il faut donc
que, pour tout £ €]a, b],

T . x Ty iy

n soit valeur propre de J, F(V(;))7 etV (?) soit vecteur propre associé non nul.
Il existe donc 7 € [1,p] tel que T = A;(V(F)). On est stir que i ne dépend pas de 7, parce qu’on a supposé V'
continue et que le systéme est strictement hyperbolique.
Noter que I’existence et 1’unicité de 7 est encore valable si V'’ s’annule en un point entre ]a, b[ (toujours grice au fait
que le systeme est strictement hyperbolique). Par contre si V’ est nul sur tout un intervalle [¢,d], a < ¢ < d < b, i
peut étre différent sur ]a, ¢[ et sur |d, b[. Cette situation apparaitra lorsque le probléme de Riemann considéré aura
une solution formée de deux détentes (chaque détente correspondant a une valeur de ¢).
Finalement, sous cette condition V' # 0 (ou si V'’ ne s’annule qu’en des points isolés), pour que la fonction V
recherchée convienne, il faut et il suffit qu’il existe 7 € [1, p] tel que

Vs €la,b], \i(V(s)) = setV'(s) = a(s)p;(V(s)), avec a(s) € R, (5.49)
V(a) = Uy, V(b) = Ua. (5.50)

On rappelle que ’on cherche V' € C([a, b]) N C*(]a, b]). Noter que la condition (5.30) et le fait que \;(V (s)) = s
(pour s €]a, b[ et donc aussi s € [a, b]) donne \;(U,) = a et \;(Uy) = b.

La condition (5.49) implique que le champ i est VNL. En effet, comme I’application U — X;(U) est dérivable et
que I’on cherche V' de classe C? sur ]a, b], les égalités précédentes donnent que

1=VNV(s)) - V'(s) = als)VNi(V(s)) - p:(V(s)), Vs €]a, b|. (5.51)

Ceci prouve que VA;(V (s)) - p;(V(s)) # 0 (et aussi a(s) # 0) et donc que le champ 4 est VNL. Enfin, en
normalisant ¢;(U) par la condition V;(U) - ¢;(U) = 1, Iégalité donne a(s) = let V'(s) = p;(V(s))
pour tout s €]a, b|.

La condition nécessaire et suffisante sur V" est donc que V' soit solution de 1’équation différentielle (avec condition
initiale et finale) suivante :

V € C([a,b], D) N C'(Ja,b], D), (5.52)
V'(s) = ¢i(V(s)), pour tout s €a, b], (5.53)
V(a) = Uy, M(Uy) = a, V(b) = Uy (5.54)
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En effet, on vient de montrer que cette condition est bien nécessaire. Pour voir qu’elle est suffisante, il suffit de
remarquer que si V' est solution de cette équation différentielle, on a bien A;(V(s)) = s pour tout s €]a, b[ car
Ai(V(a)) = M(Ug) = aet Ai(V(s)) =VN(V(s)) - V'(s) = VNi(V(s)) - pi(V(s)) = 1 pour tout s €]a, b[. En
particulier, on rappelle que ceci donne A;(Uy) = A;(V (b)) = b.
Définition 5.38 (Onde de détente) Une i-onde de détente du systeme (5.43) est une solution de (5.43) telle que
1 Uz, t) =Ugsiz < A\(Uy)t,
2. Uz, t) = Uy siz > N(Ug)t (on a donc X\i(Ug) > Ni(Uy)),
3. Uz, t) = V(F)si \i(Ug)t <z < Xi(Ug)t, avec § = Xi(V (%)),
4. Ve C([Ni(Uy), Mi(Ug),R), V(X (Uyg)) = Uy et V(Xi(Uq)) = Ug.
5. Ve Cl(])\i(Ug), Al(Ud)[, D), V/(%) = ‘Pz((V(%)) pour )\z(Ug)t <z < )\Z‘(Ud)t.
On dit alors que Uy est reliable a U, par une i-détente (noter que cette relation est non symétrique car \;(Uy) <

Ai(Ug))
(On rappelle que ¢;(U) est normalisé par la condition VA;(U) - p;(U) = 1.)

Le calcul précédent montre donc que Uy est reliable a U, par une i-détente si et seulement si

Uqg e T;(Uy) ={V(s), s > a, V solution de (5.53)-(3.56), avec a = X;(U,)},

V'(s) = i(V(s)),s > a, (5.55)
V(a) = Uy. (5.56)

En effet, si Uy est reliable a U, par une i-détente, la fonction V' donnée par la définition @ est solution de

(3:33)-(3.36) sur I'intervalle [a, b] avec b = X\;(Uy) et Uy = V(N (Uq)) = V(b) € I';(Uy). Réciproquement si

Uqg € T;(Uy), il existe bt.q Uy = V(b) avec V solution de (5.33)-(3.36) sur 'intervalle [a, b] et donc V' est solution
-(3:34), ce qui donne bien que Uy est reliable a U, par une i-détente.

Comme la fonction ¢; est de classe C!, I’équation différentielle (5.53) admet avec la condition initiale (5.56)
une unique solution locale. L’ensemble FZ-(Ug) est donc la trajectoire (dans IRP) de la solution de cette équation
différentielle. Le vecteur ¢;(U,) est un vecteur tangent a cette trajectoire au point U,. Ceci est résumé dans le
théoreme [5.39]

Théoreme 5.39 (Courbe de détente) Soir i un champ VNL et U, € D,. alors I';(Uy) est une courbe (dans I’es-
pace IRP) partant de Uy et le vecteur ¢;(Uy,) est un vecteur tangent a cette trajectoire au point Ul

Lorqu’on veut résoudre le probleéme de Riemann, on veut déterminer s’il existe des ondes de détente, et si un état
Uy a droite est reliable a un état U, a gauche par une onde de détente, c’est-a-dire si Uy € I';(U,). Pour cela,
un moyen assez simple est de faire intervenir les invariants de Riemann. Supposons que U soit une i-onde de
détente. En reprenant les notations de la définition @ U(z,t) = V(F) pour a = \i(Uy) < x/t < X\;j(Ug) = b,
V € C*(Ja,b[)NC([a,b]). Soit r un i-invariant de Riemann, alors 7(Uy) = r(Uy), puisque r(U) est constant dans
la zone de détente : en effet, pour tout £ €a, b,

r(V(€) = Vr(V(§) - V'(§) = 0 car V'(§) = ¢i(V(§)).

Ceci montre que
Ii(Uy) C Ti(U,) = {Uq € D : r(Uyg) = r(Uy), pour tout r invariant de Riemann}.

Comme on a en général p — 1 ¢-invariants de Riemann indépendants, fi(Ug) est une courbe de IR? passant par Uy
et Uy.
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D’autre part si Ug € I';(Uy), on a nécessairement \;(Uy) < \i(Uqg). Lensemble I';(U,) correspond donc a “la
moitié” de la courbe I'; (U ). Plus précisément,

T;(Uy) € {Ug € Ti(U,) tel que \i(U,) < \i(Ua)} = T4(U,).

On aen général I';(U,) = f‘i(Ug) (siil y a bien p — 1 i-invariants de Riemann indépendants).
Résoudre un probleme de Riemann passe donc par la construction des courbes I';(Uy). En pratique, on construit
I’ensemble I';(Uy), et on ne conserve que la partie telle que \;(Uy,) < A;(Uy).

Commencons par 1’exemple simple d’un systeme découplé, avec p = 2. Dans ce cas on a vu qu’un 1-invariant
de Riemann est u5, et donc I’ensemble f‘i(Ug) est la droite up = ug4,2. Si f1 est strictement convexe, la condition
)\1(Ug) < A1 (Uy) donne que Ug,1 < Ug,1, ce qui donne une demi droite. L’ensemble des points Uy reliables a U,
sont les points t.q. ug,2 = ug2 €t uq1 > ug,1. La solution U est alors une fonction dont la seconde composante
est constant (et égale a u, 2) et dont la premiére composante correspond a une détente pour une équation scalaire.

Considérons maintenant le cas du systtme des équations d’Euler barotrope (5.46). On a vu qu’un 1-invariant
de Riemann est 1 (U) = u + h(p), ot h est une primitive de p — +/P’(p)/p. Pour les équations de Saint
Venant P(p) = ap?, a > 0, on a donc 71 (U) = u + 2¢ (on rappelle que ¢ = /2ap); on peut tracer la courbe
' (U,) = {Us € D :r(Uy) = r(Uy) pour tout r 1-invariant de Riemann}; dans les variables p,u, en posant
Bg = ug + 24/2apg, r1(Ug) = r2(Ugy) revient a écrire que u + 2+/2ap = 3, soit encore

u = [y 72@\@.

On obtient alors la demi courbe T';(U,) en imposant que A;(U,) < A (Ug), c’est-a-dire uy — ¢y < u — ¢ ou

encore Z—Z —\/2apy < 4 —2ap.

Ondes de choc, discontinuités de contact

On s’intéresse toujours au probleme de Riemann (5.45). Comme pour I’étude des ondes de détentes, on fixe U,
et on étudie la possibilité qu’il y ait une solution autosimilaire reliant U, et U4 avec une discontinuité, c’est-a-
dire qu’il existe o € IR tel que la fonction U définie par U(z,t) = Uy siz < ot et U(z,t) = Uy siz > ot soit
solution de (5.45). On a déja vu que pour qu’une telle fonction U soit solution faible de (5.43)) il faut et il suffit que

olU) = o(Us — U,) = (F(U) - F(U,)) = [F(U)]. (5.57)

La relation nous donne de nombreux couples (U, Uy) possibles, et en particulier des couples pour lesquels
Ai(Ug) < Ai(Uqg) avec un certain ¢ correspondant a un champ VNL et pour lesquels il y a une solution sous forme
de détente. Dans ce cas, il n’y a pas unicité de la solution faible. Le probleme est le méme que dans le cas scalaire,
il faut ajouter une condition supplémentaire pour tenter d’assurer 1’unicité. Dans le cas général des systemes étudié
ici, il n’y a pas forcément d’entropie au sens de la définition (3.45). On va plut6t utiliser la condition d’entropie
appelée “condition d’entropie de Lax”. Cette condition consiste & demander qu’il existe ¢ t.q.

Ai(Ug) > o > Xi(Ug) sile champ i est VNL, (5.58)
Xi(Ug) = 0 = Xi(Ug) si le champ 7 est LD. (5.59)

Pour un systéme comme celui de Saint-Venant, cette condition de Lax est équivalente la condition d’entropie de la
definition (5.34). Ceci est démontré dans 1’exercice [5.18}

En éliminant o par 1’une des équations (5.37) et en le remplacant dans les autres, on obtient (p — 1) équations sur
Uy,. Les solutions de ces p — 1 équations donnent en général, au moins dans un voisinage de U, p courbes dans
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le plan R, (Ceci n’est pas démontré dans ce cours mais un exemple est donné dans 1’exercice ) On peut
alors déterminer comment ces courbes se comportent au point U,. Soit V : [0, &[— (IR®)* une application telle
que lim,_,o V(s) = 0 et telle que, pour tout s € [0,&[, Uy = U, + V(s) est reliable a U, par une discontinuité,
c’est-a-dire que est vérifiée pour un certain o = o (s).

On considere une suite (s, )nen de 0, £] telle que lim,,—, 1o S, = 0. Quitte a extraire une sous-suite, on peut

supposer que
V(sn)
lim ——— =,

n=rtoe [V (sn) |
avec p € IR% (et ||| = 1). On écrit la relation de Rankine Hugoniot (5.57) avec Uy = U, + V (s,,) ; en utilisant
le caractere C'! de F, on obtient donc

o(sn)V(sn) = F(Ug + V(sn)) — F(Ug)) = DF(Ug)(V(sn)) + [V (sn)lln,
avec lim,,_, 4 oo €, = 0, et donc

V(Sn) V(Sn)

el = PE O G T
Ceci montre que la suite (0(s,,))nen @ une limite, que I’on note A et que Ap = DF(U,)p. Comme ¢ # 0, il existe
donci € {1,...,p}telque A = \;(U,) et g est colinéaire a ¢, (U,) (et non nul). Les vecteurs @1 (Uy), . .., op(Uy)
sont donc des vecteurs tangents (au point U,) aux p courbes de vecteurs Uy reliables a U, par une discontinuité.
On note I';(Uy) la courbe associée au champ 7 ( c’est-a-dire que le vecteur ¢, (U,) est tangent a cette courbe au
point U,) et on suppose que ce champ est VNL. La condition de Lax (5.58) nous donne alors \;(Uy) > o(s,) >
Ai(Uq) au moins pour n assez grand et pour || U, — Uy|| assez petit (pour assurer, grice a la condition de stricte
hyperbolicité et au fait que o(s,,) — A;(Uy), que cette condition de Lax ne puisse pas étre vérifiée pour une autre
valeur de 7).
En utilisant le caractere C'! de \;, cette condition de Lax donne alors

Ai(Ua) = Xi(Ug) + VAi(Ug) - V(sn) + IV (sn)llen < o(sn) < Ai(Uy),

avec lim,,_, 4 o €, = 0, et donc
V(sn)
V)\l(Uq> ||V($n)|| +e, <0.
Quand n — 400 on en déduit VA;(Uy) - ¢ < 0, ce qui prouve que ¢ = ayp;(U,) avec v < 0 (car ;(U,) est
normalisé par V;(Uy) - ¢;(Uy) = 1 et ¢ est non nul colinéaire a ¢; (Uy)).
La courbe I';(U,) a donc la méme tangente au point U, que la courbe I';(U,) vue dans le cas des détentes mais
ces deux courbes partent de U, dans des directions opposées.

Dans le cas des équations de Saint-Venant, P(p) = ap? avec o = 1/2, l’exercicedonne I’ensemble des états
U reliable a U, par un 1-choc (resp. 2-choc) Avec les inconnues (h, u), ¢’est I’ensemble des couples (h, u) tels que
h > hg (tesp. h < hg)etu =uy — 5,5 = \/(h — hy)(h?® — h2)/(2hgh). Etant donnés deux états U, et Uy, on
peut alors constuire, pour les équations de Saint-Venant, tous les états reliables a U, par un 1-choc ou une 1-détente
et tous les états reliables a U, par un 2-choc ou une 2-détente. On obtient ainsi deux courbes (I’une passant par
U, et Iautre par Uy). Lintersection de ces deux courbes donne un état, appelé état intermédiaire, qui permet de
construire la solution du probleéme de Riemann. Celle ci est formée d’une 1-onde reliant U, a I’état intermédiaire

suivie par une 2-onde reliant I’état intermédiaire a Uy. La figure[5.4]donnent ces courbes avec un choix particulier
de Uy et Uy.

A partir de cette étude (ondes de choc, ondes de détentes et discontinuités de contact), il est possible de démontrer
le théoréme dd a P. D. Lax, voir [19, Theorem 5.4] pour I’énoncé initial et la démonstration.
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Courbes detentes (b} et chocs (r), ug=ud=1.5 hg=1 hd=2

15

10

0.5

0.0

FIGURE 5.4 — La vitesse (u) est en abscisse et la hauteur (h) en ordonnée. L’état intermédiaire est donné par
I’intersection de la courbe rouge partant de Uy et de la courbe bleue partant de Uy

Théoreme 5.40 (Solution du probleme de Riemann, Lax) On considére un systéme strictement hyperbolique,
avec des champs VNL ou LD, et U, € D. Alors il existe € > 0 tel que si |Ug — Uy| < ¢, il existe une solution au
probléme de Riemann (5.43)), formée d’au plus p + 1 états constants reliés par p ondes (détentes, discontinuités de
contact ou chocs) et vérifiant la condition de Lax.
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5.4 Exercices

Exercice 5.1 (L*(IR) N BV (IR) C L°°(IR)) Corrigé en page[243|
Pour u € Li (IR) on pose

loc
oy = sup{ [ udive da,p € O (RIR). gl o) < 1)

et on rappelle que u € BV (IR) si |u|py < +00.

Soitu € L'(IR) N BV (IR). Montrer que u € L>(IR) et

|ulloo < lulBv

Exercice 5.2 (Systéme hyperbolique linéaire) Corrigé en page|244] Soit A € M,,(IR) et ug € L (IR)™. On
suppose A diagonalisable dans IR et on cherche u € L (IR x IR )" solution faible du probléme suivant :

Oru(x,t) + Adyu(z,t) =0, x € R, t €]0, 00|, (5.60a)
u(z,0) = up(z), x € R. (5.60b)
Soit {v;, i € {1,...,n} une base de IR" formée de vecteurs propres de A. On a donc Av; = \;v; pour tout
i € {i,...,n}avec \; € R. Pour z € IR, on décompose ug(x) sur la base {v;, ¢ € {i,...,n}}. On a donc

up = Y ., a;v; p.p. avec a; € L>°(IR) Montrer que u défini presque partout par u(z,t) = > . ; a;(x — \it)v;
est solution faible de (5.60).

Exercice 5.3 (Unicité de la solution faible du probléme linéaire par dualité) Soit ¢ € R et ug € L>®(IR).
L’ objet de cet exercice est de prouver 1’unicité de la solution faible w (dans L°°(IR, x IR, )) du probleme de
transport suivant :
Opu(z, t) + coyu(z, t) =0, x € R, t €]0,400], (5.61a)
u(z,0) =uo(z), z € R. (5.61b)

1. Montrer qu’il suffit de prouver 1’unicité de la solution pour ug = 0 p.p..
On suppose des lors que u est une solution faible de avec ug = 0 p.p..
2. Soit ¢ € C.(IR x IR). Pour z € R ett € IRy on pose p(z,t) = — joo Y(x —c(t — s),8)ds.
(a) Montrer que ¢ € C1(IR x [0, +oc[) et que ¢y + ¢, = 1 in IR x [0, +00]).
(b) Montrer que f0+°° S w(z, t)p(z,t) dz dt = 0.
3. Montrer que u = 0 p.p..
4. En déduire que la solution faible du probleme (5.61) est unique, ainsi que que celle du systeme (5.60) de I’exer-
cice[5.2

Exercice 5.4 (Construction d’une solution faible entropique, I) Corrigé en page
On considere dans cet exercice 1’équation de Burgers avec une condition initiale :

du+ 9,(u?) = 0dans IR x R7,
{ u(+,0) = up dans IR.. (5.62)
Construire une solution faible de (5.62)) pour u( définie par :
1 six <0,
up(z) =<¢ 1—z si0<z <1, (5.63)
0 siz > 1.
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Exercice 5.5 (Non unicité des solutions faibles)
On considere I’équation

Ou+ 9, (u?) =0

w(0, ) = { Ug sz <0 (5.64)

uqg stz >0

avec ug < Ugq.
u(t,z) =u, siz <ot
u(t,z) =uq siz>ot
Vérifier que u n’est pas solution entropique de (5.64).

1. Montrer qu’il existe ¢ € IR tel que si { alors u est solution faible de (5.64).

2. Montrer que u définie par :

u(t,z) =uy stz <2ugt
u(t,r) = 57 si2ugt < < 2ugt (5.65)
u(t,z) =uq six > 2ugt

alors w est solution faible entropique de (5.64).
Exercice 5.6 (Construction d’une solution faible entropique, IT) Corrigé en page

On considere dans cet exercice 1’équation de Burgers avec une condition initiale :

{ Ou + 9, (u?) = 0 dans IR x R7, (5.66)

u(+,0) = ug dans IR.

Construire la solution entropique de (3.66) pour ug définie par :

0 siz <0,
up(z) =<¢ 1—z si0l<z <1,
1 sixz > 1.

Exercice 5.7 (Probleme de Riemann (1))  Soit ug et u, des nombres réels et f une fonction de IR dans IR de
classe C'1.

1. On suppose que f est strictement convexe. Calculer la solution entropique du probléme de Riemann (5.13)) avec

données ugq et u,. Expliciter la solution dans le cas f(s) = s*.

2. On suppose que f est strictement concave. Calculer la solution entropique du probléme de Riemann (3.13)) avec
données ug et ug.

Exercice 5.8 (Equation de Buckley-Leverett) Corrigé en page

On s’intéresse au probleme de Riemann

Ou+ 0pf(u) =0surIR x R, (5.67)
u(x,0) = ug pour & < 0, u(x,0) = uq pour > 0. (5.68)
On suppose ici que la fonction f de IR dans IR est convexe puis concave : plus précisément, on considere f €
C?*(IR,R) avec
(@ f(0) =0, f(0) = f'(1) =0
(i) Ja €]0, 1], tel que f est strictement convexe sur]0, a[, f est strictement concave sur ]a, 1[.

On suppose de plus que u, = 1, uqg = 0.
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1. Montrer qu’il existe un unique point b de I’intervalle ]a, 1] tel que @ = f’(b). Puis, montrer qu’il existe
un unique point ¢ de |0, b] tel que f'(c) = f(b).
On conserve dans la suite cette notation des points b et c.

2. On définit (p.p.) la fonction u de IR x IR dans IR par :

u(z,t) =1 six <0
u(z,t) =& six=f'(t, b<&<1
u(z,t) =0 six> f'(b)t

Montrer que w est la solution faible entropique de (5.13).
[Pour montrer que la condition d’entropie, on pourra commencer par remarquer que pour toute fonction 7
(de IR dans IR) de classe C' et convexe, on a f(f(f’(b) — (@) (' (x) —n'(c)) dx < 0.]
On peut ainsi construire la solution entropique du probléme de Riemann dans le cas intéressant pour I’ingénierie
pétroliere, de I’équation de Buckley-Leverett, c’est-a-dire pour

u?

f(u) = ——3—7 etug, ug € 0,1].
U2+( 4)

Pour cela, on distingue les cas ot la fonction f est convexe-concave ou convexe ou concave entre 1, et ug, selon
les valeurs de ug et ugq.

Exercice 5.9 (Construction d’une solution faible entropique, III) Corrigé de I’exercice en page
Construire la solution entropique du probleme

Ou+ 0, (u?) =0

0 siz<0
w(z,0) =ug(z) =¢ = size]0,1]
0 si>1

Vérifier que pour tout ¢ > 0 on a bien [, u(x,t) dz = [ uo(x) dz.

Exercice 5.10 (Construction d’une solution faible entropique, IV) Corrigé en page
Construire la solution entropique du probléme

O+ 0, (u?) =0

1 siz<—1,

0 si—1<z<0,
u(@,0)=uo(*) =9 9 Gocpe1

0 six>1.

Exercice 5.11 (Solution non entropique) Corrigé en page
On s’intéresse a I’équation de Burgers.

Ou(x,t) + 0, (u?)(z,t) =0, x € R, t € Ry, (5.69)
u(z,0) =0, z € R. (5.70)

1. (Question de cours...) Donner le sens de “u solution faible de (5.69)-(5.70)” et “u solution entropique de
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On définit u de IR x IR dans IR par :

Opourz € R, t € Ry, v < —/1,

%pourar:EIR,telR*7 —Vt<x <V,

Opourz € R, t € Ry, x> /1.

u(zx,t) =

2. Montrer que u?> € Li (IR x Ry)etu € LL (IR x IR, ). (On rappelle qu’une fonction v de IR x IR,

loc loc

dans IR appartienta L{. (R x R4) sivlg € L'(IR x R4) pourtout K € R x Ry = R x [0,00[, K
compact.)

3. (Solution faible (1)) Montrer que u vérifie :
/ / (u(z, )rp(2, 1) + u?(x, )dup(e, 1)) de dt = 0, Vg € CL(R”. x R, IR). (5.71)
Ry JR

4. (Solution faible (2)) Montrer que u est solution faible de (5.69)-(5.70), c’est-a-dire que w vérifie :

/ / (u(z, )0 (2, t) + u?(2,t)0pp(z,t)) dz dt = 0, Vo € C}H(R4 x R, R). (5.72)
Ry JR

5. (Solution entropique ?) Soit 7 une fonction convexe de IR dans IR, de classe C. On définit ¢ de IR dans IR
par: ¢(s) = [ 1/ (£)2€dE, pour tout s € IR. Montrer que u Vérifie :

/IR /]R(n(u)(x,t)atgo(x, 1) + d(w) (2, )0, £)) dz dt > 0, Vo € CLR x R%,Ry).  (5.73)

[On pourra commencer par étudier, grice a la convexité de 7, le signe de ¢(s) — s(n(s) — n(0)).]
6. Montrer que la fonction u n’est pas la solution entropique de (5.69)-(5.70).

N.B:La questionmontre que 9;yn(u)+0,¢(u) < 0 au sens des dérivées par transposition dans IR x IR, . Mais on
ne peut pas montrer (en ajoutant [, n(0)¢(x,0) dz si n(0) # 0) pour tout ¢ € C}(IR x IR, IR, ), méme
en se limitant 2 considérer les entropies de Krushkov. Ceci est di au fait que u(-,¢) /4 0 dans LL (IR) quand
t — 0 (cette convergence dans Li, (IR) serait d’ailleurs vraie si u était solution entropique de -). On a
seulement u(-,t) — 0 dans D*(IR) et c’est ce qui a été utilisé dans la questionpour démontrer que u est solution

faible.

Exercice 5.12 (Flux strictement convexe et entropie) Soit f € C'(IR,IR) et ug € L>°(IR). On s’intéresse ici a
la solution entropique du probléme suivant :

Oru+0,(f(u) =0, (z,t) R xR,
{ u(w,0) = up(x). " (5.74)

Soit 0 € R, Dy = {(z,t) € R x R%;z < ot} et Dy = {(z,t) € R x R%;z > ot}. On suppose que
up, € C Y(D;,IR) (i = 1,2) et que u est solution faible de (5.74). En particulier, on a donc (voir la proposition

S.7)
olul(ot,t) = [f(uw)](ct,t) pour tout t € R . (5.75)

1. Montrer que u est solution entropique de si et seulement si
on(u)](at,t) > [¢p(u)](ot,t) pourtoutt € R, (5.76)
pour toute fonction 7 € C'(IR, IR) convexe et ¢ € C1(IR, IR) telle que ¢’ = f'n’.
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2. Si f est strictement convexe et u est solution entropique de (5.74), montrer que u_ (ot,t) > uy (ot,t) pour tout

t € R™. [On pourra choisir = f dans (5.76)).]

On rappelle que u (ot,t) = limy o u(x,t), u_(ot,t) = limgq4q u(z, t), [u](ot,t) = uy(ot, t) —u_(ot,t) et

lg(uw)](ot,t) = g(uy(ot, 1)) — g(u_(ot, ) pour g = f, 1 ou ¢.

Exercice 5.13 (Effet Landauﬁ) Corrigé en page

Soit f une fonction borélienne bornée et périodique de IR dans IR (pour simplifier, on peut supposer que f est
continue périodique de IR dans IR). On s’intéresse dans cet exercice a la limite quand ¢ — +oo de la solution

(faible) du probleme suivant :

ou ou
E(ar,yﬂf) +y%(w,y,t) =0, z,y € R, t € RY,

u(z,y,0) = f(z), z,y € R.

1. Donner explicitement en fonction de f 1’unique solution faible de (5.77).

Dans la suite, on note u cette solution faible.
On remarquera que u est continue de IR dans L} C(IR2) pour tout p < oo.

On note aussi m la moyenne de f sur une période. Enfin, pour tout y € IR et > 0, on pose

y+r
F(y,r) = L / f(z)dz.

2r Jy_y

2. (Question liminaire) Montrer que lim,_, ; -, F'(y, ) = m, uniformément par rapport a y € R.

3. Soita,b € R et § > 0. Montrer que
b+

a+6 )
li t) dz dy = 46%m.
L /a_6 u(w,y,t) dr dy m

[On pourra remarquer que fbbj; flz —yt) dy = 20 F(x — bt, 0t).]

4. Montrer que u(-, -, t) — m *-faiblement dans L>(IR?), quand ¢ — -+oo.

. . 5]
5. Montrer que le résultat de la question 4 reste vrai si on remplace dans (3.77) ya—z par a(y)

(5.77a)
(5.77b)

ou
— oua €

ox

CHIR,R) et a’(y) # 0 pour tout y € IR. (Plus généralement, ce résultat reste vrai sous 1’hypothése plus

faible demandant que 1’ensemble des points ou a’ s’annule soit de mesure nulle.)

Exercice 5.14 (Principe du maximum et positivité) Soit v une fonction lipschitzienne et de classe C'* de IR dans

IR. Soit up € Cp(IR,IR). On s’intéresse aux deux problémes suivants :

ou ou N
—(,t) +v—(2,t) =0, € R, t € R,

ot Ox
u(z,0) = up(x), z € R.
ou dvu N
E@’t)—’— a—x(x,t) =0, zcR, te R,
u(z,0) = up(x), z € R.
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1.Soit A,B € R tq. A < up(z) < B pour tout € IR. Soit u la solution (continue) de (5.78), montrer que
A < wu(x,t) < Bpourtout z € IR et t € IR,. Montrer (en donnant un exemple) que cette propriété peut &tre
fausse si u est solution de (5.79).

2. On suppose que ug(z) > 0 pour tout z € IR. Soit u la solution (continue) de (5.79), montrer que u(x,t) > 0
pourtoutz € Rett € IR,.

Exercice 5.15 (Equations de Saint-Venant) Corrigé en page

On considere, dans cet exercice, le systeme des équations de Saint-Venant a une dimension d’espace, c’est-a-dire
le systéme suivant :

Oh(z,t) 4+ 0x(hu)(x,t) =0, x € R, t € Ry, (5.80)
Oy (hu) (z,t) + O, (i + gfﬂ)(m) =0, z€R, te Ry, (5.81)

ol g est un nombre réel donné, g > 0. Le systeme (5.82)) est une modélisation simple du probleme de 1’écoulement
d’un fluide en eau peu profonde. L’inconnue h(x, t) est la hauteur de la colonne d’eau située au point x & 1’instant
t. Uinconnue u(x, t) est la vitesse de cette colonne d’eau (située au point x a I’instant ¢). Le nombre g correspond
a l'intensité de la gravité.

La fonction / prend ses valeurs dans IR, et la fonction  prend ses valeurs dans IR.

On introduit deux nouvelles inconnues :

— la quantité de mouvement, ¢ : IR x IR} — IR définie par ¢ = hu,
— la célérité des ondes, ¢ : IR x IR — IR‘;, définie par ¢ = v/gh.
On note également
o h _lu o gh2 o h 2

1. (Forme équivalente) En définissant F' : D — IR? convenablement, montrer que le systéme (5.80)-(5.81) s écrit
aussi

OU (,t) + 0. (F(U))(z,t) =0, z € R, t € R (5.82)

Dans toute la suite de I’exercice, F’ est la fonction définie dans cette premiere question.

2. (Hyperbolicité) Pour tout U € D, calculer les valeurs propres de la matrice jacobienne de F' au point U et
donner une base de IR? formée de vecteurs propres de cette matrice jacobienne. Montrer que le systeme (5.82))
est strictement hyperbolique dans le domaine D.

Dans la suite, on note A1 (U) et A\a(U) (avec A\ (U) < A2(U)) les deux valeurs propres de la matrice jacobienne

de F au point U.

3. (Nature des champs) Montrer que les deux champs du systeme (5.82) sont VNL (c’est-a-dire vraiment non
linéaires, au sens de la definition dans tout le domaine D.

4. (Invariants) Calculer des invariants de Riemann (non triviaux) associés a chacun des deux champs du systeéme

(5:82) (voir définition [5.36). On pourra les chercher de la forme u + 1 (h).
1 h?
5. (Entropie) Pour tout U = {Z} € D,onpose n(U) = ihu2 + p (on rappelle que ¢ = huetp = g?). Montrer

que n(U) est une entropie du systéme, c’est-a-dire que 7 est convexe et qu’il existe une fonction ¢ telle que
On(U) + 9, (®(U)) = 0 pour toute solution réguliere de (5.80)-(5.81) (et donc de (3.82)).

N.B. On peut remarquer que pour le systeme de Saint-Venant (5.82)), la quantité n(U(z,t)) est I'énergie totale
de cette colonne d’eau située au point z a I’instant ¢, c’est-a-dire la somme de 1’énergie cinétique et de I’énergie
potentielle.
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6. (Limite de solutions visqueuses.) On ajoute des termes de régularisation dans le systeme (5.80)-(3.81), plus
précisément —cd2h dans la premiére équation et —e092¢ dans la deuxiéme équation (avec ¢ > 0). On note h. et
ue (et donc ¢- = h.u,.) les solutions de ce nouveau systéme. On suppose que ce sont des fonctions régulieres,
bornées dans L (IR x IR ) indépendamment de ¢, et qu’elles convergent dans L. (IR x IR ), quand ¢ — 0
vers des fonctions h et u respectivement (avec h > 0). On suppose aussi que /20, h et \/£0,,q sont bornées dans

L? (R x IR ). Montrer que le couple (h, u) est solution de (5.80)-(5-81) et vérifie, au sens des distributions,
omU) + 0,2(U) < 0.

7. (Forme équivalente de (5.80)-(3.81) pour des solutions régulieres). Soit (h, u) une solution réguliere de (5.80)-
(5-8T). Montrer que V = [;c est solution du systeme

@W%ﬂ+MW@V@ﬂ:QxEBJER%waWﬁ{Z2} (5.83)

On s’intéresse maintenant au probleéme de Riemann, c’est-a-dire au systeme (5.80)-(5.81) (équivalent a (5.82))
avec la condition initiale

h(z,0) = hy, u(z,0) = uy, <0, (5.84)
h(z,0) = hq, u(z,0) = ug, = >0, (5.85)

ol hg, hq € IR: et ug, ug € IR sont donnés. On pose q; = hgug, ¢4 = hqud, ¢g = 1/ghg, ca = /gha.
On suppose que ug — uy < 2(cgy 4 ¢q) (cette condition est nécessaire pour que le probleme (3.82), (5.84)-(5.83)
ait une solution prenant ses valeurs dans D, c’est la condition de “non apparition du vide”).

8. (Deux détentes) On suppose, dans cette question, que 2|c, — ¢q| < ug — u,. Construire la solution du probleme
de Riemann (3.82)), (5.84)-(5.83). [Cette solution est formée de 2 détentes reliées par un état dit intermédiaire,
noté (hy, u4), avec hy > 0. On pourra chercher la solution dans les zones de détente avec u et ¢ sous la forme
de fonctions affines de x/t.]

9. (Détente-choc, choc-détente et choc-choc) On suppose, dans cette question, que 2|cy — cq| > ug — ug et on pose

N O
2hyha ‘

(a) (Calcul d’un choc) On suppose dans cette question qu’il existe ¢ € IR, tel que
Uz, t) =Ugsiz < at, U(z,t) = Ugsiz > ot.

i. Montrer que U est solution faible de (5.82), (5.84)-(5.83) si et seulement si ug = uy = S et o(hg — hy) =
(94 — gq)-

Définition 5.41 (Condition de Lax) Cette solution faible est un 1-choc si \1(Ug) > o > X1 (Uy) et c’est
un 2-choc si Ao (Ug) > 0 > Xo(Uy).

Montrer que U est un 1-choc si et seulement si ug = ug — S et hy < hq. Montrer que U est un 2-choc si
et seulement si uqg = ug — Set hg > hy.

[On pourra commencer par montrer que la condition de Lax et la valeur de o imposent ug < ug.]
— JE@=D@*-1)
Pour z > 1, on pose p() = |/ ——.
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ii. Montrer que ¢ est strictement croissante.
Montrer que pour tout ug, hy et hq, avec hq > hg, il existe un seul u4 tel que U soit un 1-choc.

(b) (Détente-choc) On suppose dans cette question que uy, — uq < S et hq < hgy. Montrer qu’on peut construire
une solution de (5.82), (5.84)-(5.83) formée d’une 1-détente et d’un 2-choc reliés par un état dit intermédiaire,
noté (M, Uy ).

[Remarquer qu’on cherche (., u,) tel que u, + 2¢c, = ug + 2¢4, Uy = Uug + ghd/2<p(Z—;), hye > hg et
qu’il faut ug — ¢4 < uy — ¢, < o ol o est la vitesse du 2-choc. ]

(c) (Choc-détente) On suppose dans cette question que uy — uq < S et hq > hy. Montrer qu’on peut construire
une solution de (3.82)), (5.84)-(5.83)) formée d’un 1-choc et d’une 2-détente.

(d) (Choc-choc) On suppose dans cette question que ug — ug > .S. Montrer qu’on peut construire une solution

de (3.82), (5.84)-(5.83)) formée d’un 1-choc et d’un 2-choc.
10. (Probléme de Riemann linéarisé) On pose V = [QUC] U= (ug +ug)/2etc = (cqg +cq)/2.
On remplace dans le probleme de Riemann (5.82), (5.84)-(5.83)), I’équation (5.82) par 1’équation suivante :
OV (x,8) + BV)O,V(z,t) =0, z € R, t € Ry. (5.86)

ol B est définie par (5.83). Construire la solution du probléme de Riemann linéarisé (5.86), (5.84)-(5-83).
N.B. : On remarque que, grice a la condition uq — uy < 2(cq + ¢4), ce nouveau probleme de Riemann admet
une solution avec un état intermédiaire (u, 2¢,) t.q. ¢x > 0, et donc ¢, = Vgh, avec un h, > 0. (Ceci n’est
pas le cas si ug — ug > 2(cg + cq).) Le fait que h, > 0 est important lorsque que 1’on remplace dans le schéma
de Godunov la résolution du probleme de Riemann par la résolution de ce probleme de Riemann linéarisé.

Exercice 5.16 (Entropie pour les équations de Saint-Venant avec gradient de fond) Corrigé page

On s’intéresse dans cet exercice au systeme d’équations (a une dimension d’espace) modélisant un écoulement
d’eau sur un fond non plat. On note z la fonction réguliere de IR dans IR donnant la cote du fond et g I’intensité
de la gravité. Le systeme considéré sécrit alors

Ogh(z,t) + 0z (hu)(z,t) =0, z € R, t € R, (5.87)
2
O (hu)(w,t) + 0, (hu? + g%)(x, t)+ghz'(z) =0, z € R, t € Ry, (5.88)

On reprend ici les questions [5 et[6] de I’exercice [5.13]

1. (Entropie) Pour tout U = {Z] € D, on pose n(U) = 3hu® + p + ghz (avec ¢ = hu et p = gh?/2). Montrer

que n(U) est une entropie du systéme, c’est-a-dire que 7 est convexe et qu’il existe une fonction  telle que
Om(U) 4+ 0,(®(U)) = 0 pour toute solution réguliere de (5.87)-(5.88).

N.B. Comme dans ’exercice question [5} la quantité n(U(x,t)) est I’énergie totale de la colonne d’eau
située au point x a I'instant ¢ (c’est-a-dire la somme de I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle).

2. (Limite de solutions visqueuses) On ajoute des termes de régularisation dans le systeme (5.87)-(5.88), c’est-a-
dire —s@ﬁh pour la premiere équation et —saﬁq pour la deuxieme équation (avec £ > 0). On note h. et u. (et
donc g. = h.u.) les solutions de ce nouveau systeéme. On suppose que ce sont des fonctions régulieres bornées
dans L= (IR x IR ) indépendamment de ¢, et qu’elles convergent dans Li. (R x IR ), quand € — 0, vers des
fonctions h et u (avec h > 0). On suppose aussi que €9, h et £0,.q sont bornées dans L7, (IR x IR ). Montrer
que le couple (h,u) est solution de (3.87)-(5.88) et vérifie, au sens des distributions,

om(U) + 0,2(U) < 0.
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Exercice 5.17 (Solutions stationnaires réguliéres pour les équations de Saint-Venant) Corrigé en page[263]
On cherche a construire, dans cet exercice, des solutions stationnaires régulieres au systeme d’équations (a une
dimension d’espace) modélisant un écoulement d’eau sur un fond non plat. On note z la fonction réguliere de IR
dans IR | donnant la cote du fond et g I’intensité de la gravité. Le systéme considéré sécrit alors

Och(z,t) + 0z (hu)(z,t) =0, z € R, t € R, (5.89)
2
O(hu)(z,t) + 0y (hu® + g%)(m, t)+ghz'(z) =0, z € R, t € Ry, (5.90)

2
Dans la suite de cet exercice, on note g la fonction hu et ¢ la fonction % + gh + gz.
Dans la suite, on appelle “solution stationnaire réguliere” un couple de fonctions de classe C, notée (h,u), de IR
dans IR’ x IR, solution stationnaire de (5.89)-(5.90) (noter que i(x) > 0 pour tout 2 € IR). On suppose aussi que
z est de classe C'L.

1. Montrer que le couple (h, ) (de IR dans IR”. x IR) est une solution stationnaire réguliere de (5.89)-(5.90) si et
seulement si les fonctions ¢ et v sont des fonctions constantes.

On se donne donc deux nombres positifs « et 5 et on cherche un couple de fonctions (h, ) tel que ¢(z) = « et
¥(x) = B pour tout x € IR.
On note z,,, le maximum de la fonction z, et on suppose (bien siir) que z,, < +00.

2. (Lac au repos) On suppose, dans cette question, que o« = 0. Montrer qu’il n’y a pas de solution stationnaire
réguliere si < gz, (on rappelle que la fonction h doit étre a valeurs strictement positives) et que la seule
solution stationnaire réguliere est donnée par h(x) = §/g — z(x) (pour tout x € R) si 8 > gzp,.

Dans la suite de 1’exercice, on suppose o > 0 et on pose on pose B, = gzm + (3/2)(ag)?/>.

3. Montrer que :

(a) Si 8 < B, il n’y pas de solution stationnaire réguliére associée au couple (v, 3),
(b) Si 8 > Bm, il y a (exactement) deux solutions stationnaires régulieres associées au couple («, ),

4. On suppose, dans cette question, que 3 = (3,,. Montrer que :

(a) si z est une fonction constante, il y a (exactement) une solution stationnaire réguliere associée au couple

(a7 ﬂ)’

(b) si z(z) # 2z, pour tout x (et donc z est non constante), il y a (exactement) deux solutions stationnaires
régulieres associées au couple (o, 3).

Dans la suite de I’exercice, on fixe « et 8 avec > 0 et 8 > S,,. On note (h;, u;), 2 = 1,2, les deux couples de
solutions stationnaires régulieres.

5. Montrer que h; — hs a un signe constant. On peut donc supposer hi(z) < ho(x) pour tout z. Montrer qu’il
existe des fonctions régulieres 7 et w2 telle que h; () = ¢;(z(x)) pour tout z.
Montrer que hy + z est décroissante quand z est croissante (et croissante quand z est décroissante)
Montrer que hy + z est croissante quand z est décroissante (et croissante quand z est décroissante)

6. Déterminer la nature des écoulements trouvés (on rappelle que o > O et 5 > ,,,), c’est-a-dire a-t-on u > /gh

ouu < +/gh?

Exercice 5.18 (Equations de Saint-Venant, entropie au sens de Lax)

241



5.4. EXERCICES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

On considere une nouvelle fois le systeme des équations de Saint-Venant a une dimension d’espace, c’est-a-dire le
systéme suivant :

Oth(x,t) + 0y (hu)(z,t) =0, x € R, t € Ry, (5.91)
0y (hu) (z,t) + Oy (hu? + ghQ)(x,t) =0, z€R, teR,, (5.92)

ol g est un nombre réel donné, g > 0. On pose ¢ = hu.
Soit ug, uqg € R, hy, hg € R* et 0 € IR. On pose q; = hgug, ga = hquq. On définit la fonction U = [ﬂ de
R x R4 dans R% x IR par

U(z,t) = [hg] siz < ot, (5.93)
dg
Ulx,t) = [Zj] siz > ot. (5.94)

On suppose que U est solution faible discontinue de (5.91)-(5.92)) avec la condition initiale Uy = {hg } siz <0,
9

Uy = |:hd:| siz > 0.
qd

1. Montrer que U est solution entropique au sens de la déﬁnition avec I’entropie n(U) = hu?/2 + gh?/2 si
et seulement si ug < ug.

Corrigé — La fonction U est solution faible si et seulement les conditions de Rankine-Hugoniot sont satisfaites sur la
droite x = o, ¢’est-a-dire, avec les notations du cours, o[h] = [hu] et o[hu] = [hu® +pl. On remarque tout d’abord
que hq # hg, sinon o[h] = [hu] donne ug = uq en contradiction avec le fait que U est discontinue. On a alors aussi
Uy # Uqg car ug = uq donne o = u, et olhu] = [hu? + p| donne alors [p] = 0 et donc hy = ha, en contradiction
avec le fait que U est discontinue.

Pour le calcul ci dessous, on suppose, par simple souci de lisibilité, que g = 1 et on pose vy = U, vq4 = v pour v = h,
uetp(p= h,2/2). Les conditions de Rankine-Hugoniot s’écrivent
a(h —h) = (hu — ha)
o(hu — ha) = (hu® 4+ p — hi® — p).
On multiplie la lere équation par (h + h)/2 — (u + @)?/8, la 2eme par (u + @) /2 et on additionne, on obtient
[hu]

1, W, o 1,3 2 [l
olp+ ihu]fag(ufu) —[ihu +2pu}fT(u7u) fj[h]7

et donc, comme o[h] = [hu), avec n(U) = hu® + p et $(U) = Lhu® + 2pu,
: [u]
oln(U)] = [6(U)] = 7 [h)*.
Ceci prouve que est solution entropique au sens de la définition avec Uentropie n(U) = hu®/2 + gh?/2 si et
seulement si [u] < 0, c’est-a-dire uq < ug (car on sait déja que ug # uq).
2. En utilisant I’exercice[5.15|question[Dal montrer que U est solution entropique au sens de la définition[5.34]avec
I’entropie n(U) = hu?/2 + gh?/2 si et seulement si U vérifie la condition de Lax

Corrigé — Si U est solution entropique au sens de la définition avec 'entropie n(U) = hu2/2 + gh2/2, la
question précedente nous montre que uq < U4, c’est-a-dire , avec les notations de | 'exercicem question@ que
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ug =ug — S (onaS >0). La questiondc l’exercicedonne alors que U est 1-choc si hy < hg et un 2-choc
si hq < hg. La fonction U vérifie donc la condition de Lax.

Réciproquement, si U est une solution faible qui vérifie la condition de Lax, on a nécessairement uq < ug, c’est la
premiere étape de la démonstration de la quesri(mde I’exercice m (et on montre ensuite dans cette exercice que
c’est un 1-choc si hg < hq et un 2-choc si hg > hq). La question précédente nous donne alors

o)) = ()] - Wi > ()],

ce qui prouve que U est solution entropique au sens de la définition avec lentropie n(U) = hu®/2 + gh?/2.

Exercice 5.19 (Equation linéaire avec terme source singulier) Corrigé en page[266|
Soient a, b, ¢, ug, uqg € IR. On définit la mesure p sur IR x IR | par:

+oo
/ pdu = b/ @(ct, t)dt pour tout p € C°(IR x R4, R). (5.95)
RXIR+ 0

La mesure p est donc une mesure portée par la demi-droite I'. = {(ct,t), t € IR }. On définit u par ug(z) = u,
siz < 0etug(x) =wugsiz > 0.0ns’intéresse au probleme

Oru + adyu = pdans R x Ry, (5.96)
u(+,0) = ug dans R. (5.97)

Une solution faible de (5.96)-(5.97) est une fonction v € L>°(IR x IR ) telle que

+oo
/ W(Ohp+ adu)d(z, £) + / wo(@)p(,0) dz = —b / (et )t
RxR, R 0

pour tout p € C°(IR x R4, IR). (5.98)

1. Unicité Montrer que (5:96)-(5.97) a au plus une solution faible. [On pourra se ramener a I’exercice[5.3]]

2. Existence On suppose dans cette question que ¢ # a. Montrer que (3.96)-(5.97) a une (unique) solution
faible et la construire.

3. Non existence On suppose dans cette question que ¢ = a et b # 0. Montrer que (3.96)-(5.97) n’a pas de
solution faible.

5.5 Corrigés d’exercices

Exercice 5.1/ page 233 (L*(IR) N BV(IR) C L*(IR))

Soit z, y des points de Lebesgue de u, x < y. Pour n tel que 2/n < y — x, on choisit ¢ continue et telle que

p(z) =0siz<z—1/2nouz<z—1/2n,
plz)=1siz<z+1/2nouz <z —1/2n,
@ affine sur [x — 1/2n, 2 4+ 1/2n] et [y — 1/2n,y + 1/2n1/2n].

Onal fu(z)¢(2)dz| < ulpy-.
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En faisant tendre n — +o0, on obtient |u(z) — u(y)| < |u|pv et donc
lu()] < ulpv + |u(y)],
pour tous x, y points de Lebesgue.
Mais comme u € L*(IR), pour tout € > 0, il existe y point de Lebesgue tel que |u(y)| < e (sinon [ |u(y)|dy >

g(400) = +00). On en déduit que |u(z)| < |u|gy pour tout x point de Lebesgue et donc

[lulloo < lulBy

Exercice 5.2 page (Systéeme hyperbolique linéaire)

Soitu € L>®(IR x IR4+)™; décomposons w sur la base des vecteurs propres {v;, i € {1,...,n}:
u(z, Zulxtvz, et donc Qyu(x,t) = Z@tulxt)vzet/laumt Z)\aulxt
i=1 i=1
On en déduit que u = Y-, u;(x, t)v; est solution faible de (3.60) si et seulement si pour touti = 1,...,n,
Opui(z,t) + NiOpui(z,t) =0, z € R, t €]0, +00], (5.99a)
u;(z,0) = a;(z), z € R. (5.99b)

Montrons que la fonction u; € L (IR x R.) définie par u;(z,t) = a;(x — At) est une solution faible de (5.99).
Remarquons d’abord que si a; est une fonction réguliere, alors u; ainsi définie est solution classique, donc faible
et on a terminé. Maintenant si a; est seulement L°°, on a bien u; € L>°(IR x IR ) et il nous reste & montrer que
pour toute fonction ¢ € C}(IR x R4, IR ), la fonction u; satisfait :

// [wi(z,t)Oup(z,t) + Nwi(z, t)Opo(x, t)] dz dt + / ai(z)p(z,0) dz = 0.
R xR+ R

Posons

X = //]R><1R+ [ui(x, t)Orp(x,t) + Ajui(x, t)0pp(z, t)] da dt.

Puisque w;(x,t) = a;(x — ct), on adonc :
X = // [uo(x — ct)Orp(z,t) + cug(x — ct)dpp(x, t)] da di.
IRXIR+
En appliquant le changement de variable y =  — \;¢ et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :
X = / a;(y) / [Oro(y + ity t) + XiOpp(y + Ait, t)] dt dy.
R R4

Posons alors
Uy () = p(y + it 1).

X = /]R (ai(y) O+OO Py () dt) dy,
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et comme 1) est & support compact sur [0, +oc[, on a

On a ainsi démontré que la fonction u définie par u(x,t) = a;(x — A;t) est solution faible de I’équation (5.99). On
en déduit que la fonction w : (z,t) — D1 ; a;(z — \;t) est solution faible du systeme (5.60).

Exercice 5.3 page [233| (Unicité de la solution faible du probléme linéaire par dualité)

1. Soient u; et us des solutions faibles de (5.61)), alors u; — us est solution faible de avec ug = 0;
on en déduit qu’il est équivalent de montrer qu’il existe une unique solution a (5.61)) que de montrer que la
fonction nulle est 1’unique solution faible de (5.61)) avec uy = 0.

2. (a) Montrer que ¢ € C(IR x [0, +00[) et que ; + cp, = ¥ in R x [0, +00]).

Exercice 5.4| (Construction d’une solution faible entropique, I)

On commence par construire, pour chaque xg, la courbe caractéristique issue de x.
— Pour zy < 0, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo + 2¢,t),t > 0}.

— Pour 0 < 2 < 1, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo+2(1—xz¢)t, t), t > 0}, car f'(up(z0)) =
2(1 — LL'()).

— Pour zy > 1, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo,t), t > 0}.

ug ()

FIGURE 5.5 — Exercice [5.4] page [233] En haut : Droites caractéristiques pour 1’équation de Burgers avec condition
initiale (5.63) En rouge la ligne de choc, en noir les lignes de discontinuité C''. — En bas : allure de la condition
initiale ug.

Pour 0 < ¢ < 1/2, les courbes caractéristiques ne se rencontrent pas, comme indiqué sur la ﬁgure La solution
est donc continue pour 0 < t < 1/2 et elle est constante sur chaque courbe caractéristique.
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Par exemple, si 0 < ¢t < 1/2 etz = x9 + 2(1 — o)t avec x9 € [0,1], on a u(z,t) = up(zg) = 1 — zo =
(1 —2)/(1 —2t) car zo(1 — 2t) = = — 2t.

En ¢t = 1/2,les courbes caractéristiques issues des points z de I’intervalle [0, 1] se rencontrent (au point z = 1);
une discontinuité apparait et se propage a une vitesse conforme 2 la relation de Rankine Hugoniot. Ceci nous
permet de construire la solution u(z, t) pour tout (x,t) € IR x Ry de la maniére suivante. On pose :

1 1 1
u(x,t) =1 si (x,t) € Dy ={(z,1),0<t < §,x<2t}u{(:r,t),t> 3@ <t+ 5}, (5.100)
1-— 1
u(at) = 7 ;t si (1) € Dy = {(2,),0 < t < 3,2t < <1}, (5.101)
1 1 1
u(z,t) =0 si (l’,t)GDgi{($,t)7O<t§5,1<1‘}U{($,t)7t>§,t+§<SC}. (5.102)

La fonction u est bien solution faible de (5.62). Cette solution est méme entropique (voir la proposition [5.15).

Exercice 5.6/ (Construction d’une solution faible entropique, II)

Comme dans le corrigé de 1’exercice[5.4] on commence par construire, pour tout zo € IR, la courbe caractéristique
issue de x.

— Pour zy < 0, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo,t), t > 0}.

— Pour 0 < 2 < 1, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xg+2(1—xzg)t,t), t > 0}, car f'(up(zo)) =
2(1 — Io).

— Pour zy > 1, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo + 2t,t), ¢t > 0}.

Pour 0 < ¢ < 1/2, les courbes caractéristiques ne se rencontrent pas, comme indiqué sur la ﬁgure La solution
est donc continue pour 0 < t < 1/2 et elle est constante sur chaque courbe caractéristique.

Comme dans le corrigé de Iexercice[5.4] on a, par exemple, si 0 < ¢ < 1/2 etz = xg+2(1—z¢)t avec zo € [0, 1],
u(x,t) = up(xo) =1 —29 = (1 —2)/(1 — 2t) car xo(1 — 2t) = x — 2t.

La différence avec I’exercice [5.4] est que la solution comporte maintenant deux détentes prenant leur origine aux
points O et 1.

Dans la zone de détente issue du point 0, on a u(x,t) = £ pour x = 28t et £ € [0, 1] (et donc u(zx,t) = x/(2t)).
Dans la zone de détente issue du point 1, on a u(x,t) = & pour x = 26t + 1 et £ € [0,1] (et donc u(x,t) =
(x = 1)/(2t).

Puis, en ¢ = 1/2, un choc apparait. En utilisant la relation de Rankine-Hugoniot, on montre (avec le calcul de la
solution sur les caractéristiques de 1’équation, voir ci apres) que ce choc se propage a vitesse 1. La solution est bien
entropique (grace a la proposition [5.15).

En résumé, ceci donne la solution suivante :

u(z,t) =0 sur Dy = {(x,t),0 < t,z <0},
1 1 1

u(z,t) :% sur Dy = {(2,),0 < t < 3,0 <z <2} U{(a,0),t > 5,0 <a <t+ 3},

1-— 1
w(z,t) = ——  surDy = {(2,£),0 <t < =, 2t <z <1},

1-2¢ 2

r—1 1 1 1
u(xz,t) = 5 surD4:{(Jc,1f),O<t§5,1<x<1—&—21&}U{(9(:,t),t>§,t+§<az:<1—|—2t}7
u(z,t) =1 sur Dy = {(x,t),0 < t,1+ 2t < z}.
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FIGURE 5.6 —[5.6] - En haut : Droites caractéristiques pour I’équation de Burgers avec condition initiale ug; en
rouge la ligne de choc, en noir les lignes de discontinuité C'* — En bas : allure de la condition initiale .

La fonction u est discontinue sur I’ensemble {(z,¢),t > 1/2, x = t+1/2} (ligne de choc, en rouge sur la figure).
On vérifie que la relation de Rankine-Hugoniot est satisfaite en tout point de cet ensemble. En effet, soit ¢ > 1/2
etx =t + 1/2. Avec les notations de la proposition|5.15} on a

t4+1/2 1
u_(x,t) = % = +2t/ =3 + @( on utilise ici D3),
-1 t—1/2 1 1
wp(z,t) = x% - 215/ = 5 — 3 (on utilisc ici Dy).

Ceci donne u_ (z,t) + uy (z,t) = 1 et la relation de Rankine-Hugoniot est bien vérifiée. D autre part, la solution
contruite est bien entropique car u_ > u.

Exercice 5.8 (Equation de Buckley-Leverett)

1. On remarque tout d’abord que f’ est strictement croissante sur [0, a] puis strictement décroissante sur [a, 1].
On adonc f'(x) > 0et f(x) > 0 pour tout x €]0, 1].
Comme la fonction f est strictement convexe sur |0, a[ (et de classe C! sur IR),

0> f(z)+ (0 — z)f'(z), pour tout z €]0, al,

etdonc f'(x) > f(z)/x pour tout = €]0, a]. En particulier f/(a) > f(a)/a.

Pour = € [a, 1], on pose h(z) = f(x) — xf'(x), de sorte que h(a) < 0 et h(1) = f(1) > 0. Puis, comme
W(x) = —zf"(x), la fonction h est strictement croissante sur [a, 1]. Il existe donc un et un seul point
b €la, 1] tel que h(b) = 0, c’est-a-dire f'(b) = f(b)/b.

Enfin comme la fonction f’ est strictement croissante de 0 & f’a) sur [0, a] puis strictement décroissante de
f'(a) 20 sur [a, 1], il existe un unique point ¢ €0, a[ tel que f'(c) = f/(b) (car b €]a, 1|).
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2. On décompose le demi-plan IR x IR en 3 zones,

Dy = {(z,t),t >0, z < 0},
Dy = {(z,t),t >0,z = f(({)t, b< £ < 1},
D3 = {(z,t), t >0, x > f'(b)t}.

Dans chacune de ces trois zones, la fonction u est une solution classique de (et vérifie bien (3.68))). La
fonction w est continue a la frontiere entre D; et D5 (elle vaut 1, on rappelle que f'(1) = 0). La fonction u
est discontinue a la frontiere entre Do et D3. Du coté de D-, elle vaut b et elle vaut O dans Ds. La frontiére
entre Dy et Ds est la demi-droite d’équation = f’(b)t. Comme f'(b) = f(b)/b = (f(b)— f(0))/(b—0),1a
relation de Rankine-Hugoniot est bien vérifiée a la frontiere entre D5 et D3. Ceci montre que u est solution

faible de (5.67)-(5.68).

Il reste a vérifier la condition d’entropie a la frontiere entre D5 et Ds.

Soit 77 une fonction de IR dans IR de classe C*! et convexe. Comme (f'(b) — f'(z))(n'(x) — 1’ (c)) < 0 pour
presque tout z € [0, b] (pour le voir, il suffit de distinguer les cas x < c etz > cet d’utiliser f'(b) = f'(c)),

on a bien fob(f’(b) — (@) (' (z) —n'(e)) da < 0.
En notant ¢ la primitive de 7’ f’, ceci donne

F @) (n(b) = n(0)) = £/ ()0’ ()b = (¢(b) — $(0)) + f(b)n'(c) < 0.

Comme bf’(b) = f(b), on en déduit (¢(0) — ¢(b)) < f'(b)(n(0) — n(b)), ce qui est bien la condition
d’entropie a la frontiere entre D5 et Ds.

Exercice 5.9| (Construction d’une solution faible entropique, III)

Au vu de la condition initiale, on peut se douter que la solution entropique contient une discontinuité issue du
point z = 1. On cherche donc la solution sous la forme d’une fonction continue a gauche et a droite d’une ligne de
discontinuité notée L (en rouge sur la figure[5.7), définie par L = {(z,t), ¢ > 0, z = o(t)}, ot o est une fonction
de classe C'! croissante telle que o(0) = 1 et o’(t) < 2 pour tout ¢ > 0.

On pose (voir figure :

Dy = {(=,t),0 < t,x < 0},

Dy = {(z,t),0 <t,0 <z <o(t)},

D3 = {(z,t),0 < t,0(t) < z}.
On prend u(z,t) = 0si (z,t) € D;y. Dans Do, u est construite en utilisant les caractéristiques, ce qui donne
u(z,t) = x/(1 4 2t) si (x,t) € Ds. Enfin, on pose u(x,t) = 0si (z,t) € Ds.
Pour que u soit solution faible du probleme considéré, il suffit de vérifer la relation de Rankine-Hugoniot sur L,
c’est-a-dire (avec les notations de la proposition [5.13) que

o' (t) = u_(z,t) + uy(z,t) pour tout (z,t) € L.

Soitt > 0etx = o(t),onau_(z,t) + usy(z,t) = o(t)/(1 + 2t). Il suffit donc que

o'(t) = a(t)/(1 + 2t) pour tout ¢ > 0,
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| /

uo(x)

FIGURE 5.7 — En haut : Droites caractéristiques pour 1’équation de Burgers avec condition initiale ug ; en rouge la
ligne de choc, en noir les lignes de discontinuité C' — En bas : allure de la condition initiale ug.

La solution de cette équation différentielle est o'(¢) = +/1 + 2t (pour tout ¢ > 0). Avec ce choix de la fonction o, la
fonction u ainsi construite est solution faible du probléme considéré. Cette fonction est méme solution entropique
car u— > uy sur L (voir la proposition [5.13]).

Pour ¢t > 0, f]R u(z,t) doe = fO“ 12t lf% dt = % - f]R uo(z) dz.

Exercice (Construction d’une solution faible entropique, I'V)

L allure de la solution entropique est donnée sur la figure [5.8] La discontinuité de ug en = —1, commence par
se propager a la vitesse 1 (c’est-a-dire sur la droite z = —1 + t), c’est une onde de choc; elle sépare les régions
Dy et D, sur la figure. Noter que, conformément a la théorie, les caractéristiques “rentrent” dans la ligne de choc.
La discontinuité de ug en x = 1, commence par se propager a la vitesse 2 (c’est-a-dire sur la droite x = 1 4 2t),
c’est aussi une onde de choc. La discontinuité de ug en x = 0 disparait, elle donne une onde de détente (région
Ds). Dans cette onde de détente, on a u(x,t) = x/(2t).

Puis, en ¢t = 1/2, 1a “téte” de 1’onde détente rattrape 1’onde de choc de droite (au point = 2) qui alors “ralentit”
et continue sur une courbe que nous notons L1, avec Ly = {(x,t), ¢t > 1/2, 2 = 01(¢t)}. Ent = 1, 'onde de
choc de gauche rattrape le “pied” de 1’onde de détente (au point x = 0). L’onde de choc “ralentit” et continue sur
une courbe que notons Lo, avec Ly = {(z,t), ¢ > 1, z = o1(t)}. Les fonctions o7 et o2 se calculent grice aux
relations de Rankine et Hugoniot.

1. Calcul de oy. Soit (z,t) € Ly. Uensemble L, sépare I’onde de détente D5 de la zone D5 dans laquelle
u = 0. On a donc, avec la relation de Rankine-Hugoniot,

o1(0) = u(,0) s (2,0) = 5 = ”125;5).

Comme o1 (1/2) = 2, la résolution de cette équation différentielle donne o (t) = 2+/2t pour tout t > 1/2.
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t //

X

FIGURE 5.8 — En haut : Droites caractéristiques pour 1’équation de Burgers avec condition initiale uq ; en rouge la
ligne de choc, en noir les lignes de discontinuité C'' — En bas : allure de la condition initiale w.

2. Calcul de o5. Soit (z,t) € Lo. Lensemble Lo sépare la zone D dans laquelle v = 1 de ’onde de détente
D,. On a donc, avec la relation de Rankine-Hugoniot,

£_1+02(t).

ob(t) = u_(ot) +up (e, t) = 14 = = 1+ 22

Comme 05(1) = 0, la résolution de cette équation différentielle donne o5 (t) = 2(t — v/t) pour tout ¢ > 1.

Les courbes L et Ly se rencontrent pour en ¢ tel que 1+ ‘722(:) = le(tt) ,ead t = 3+2V2, pour donner naissance
a une seule discontinuité qui se propage a la vitesse 1, car cette discontinuité sépare la zone 1), dans laquelle u = 1
de la zone Dsdans laquelle u = 0.

La solution ainsi construite est bien entropique car sur chaque courbe de discontinuité on a u4 > ug4, or la fonction

flux s —+ s2 de I’équation de Burgers est bien convexe.
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Exercice 5.11| (Solution non entropique)

1. voir cours.

2. Comme L!

L. C L2 il suffit de montrer que u? € L (IR x IR ).

SoitT" > 0.Pour0 <t < T,
Vi 22 1
/ u?(z,t) dx:/ —dr = —,
R Vi 4t2 6t2

/OT(/]R Ww2(x, 1) de) dt = /OT 6;

Ce qui prouve que u? € L{, (R x R4).

et donc

dt < 4o0.

. Une démonstration (rapide) de cette question consiste a utiliser la proposition [5.17] avec, pour tout € > 0,
R X [e, 400 au lieu de IR x IR.;. Nous donnons ici une autre démonstration, plus proche de celle donné

dans la proposition [5.13]
Soit p € C}(IR x IR’ ,IR). En utilisant une intégration par parties, on obtient, pour tout = € IR,

[e'e] “+o0 T 1
/0 u(x, t)(x, t)0pp(z, t) dt = / Q—ﬁgo(z,t) dt — %ga(x,xz).

5132

En notant que les deux termes de droite sont intégrables (car ¢(z,t) = 0 pour ¢ proche de 0),

1
/ / u(z, t)(z, t)0pp(z, t) dt = / / 2<p dtdm—/ —o(z,2?) da. (5.103)

De méme, avec une intégration par parties, on obtient, pour tout t € IR”,

()0 t)do = ﬁxd Vit Vit
[ ot de=— [ ar s Gl - e Vi),

Ici encore les termes de droite sont intégrables (car ¢(z, t) = 0 pour ¢ proche de 0),

400 +o00 “+oo
/ / (2, t)0pp(x,t) do = / / —de dt+/ l((,0(\/%7 t)—p(—Vt,t))dt. (5.104)

Le théoréme de Fubini nous donne [, [ oo sip(x,t) dt doe = 0+°O f_\(t/; 57z dx dt. Puis le changement
de variable ¢t = 2% donne

+oo 1 \[ +o00 1 9 +oo 1 5
— t,t)dt = — 2¢ dx = — d
/0 4t<p( ,t) /0 41:290(.%'75(} )2z dx /0 2:174,0(:13795 ) dx

+oo 1 0 1 9 0 1 5
/0 4—tcp(f\/%, t)dt = — [W @gp(x,z )2z dx = 7/700 %cp(az,x ) da.
En additionnant (5.103) et (5.104) on obtient (5.71).

. On se donne une fonction ¢p € C*(IR,R) telle que ¥(t) = 0 pour t €] — oo,1] et 1(t) = 1 pour
t € [2, +o0]. Puis, pour n € IN*, on pose 1, (t) = ¥ (nt).
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Soit p € CH(IR x R4, R). Comme la fonction (z,t) — ¢(x, t)1),,(t) estun élément de C° (IR x R%, R),
la question précédente donne

/ / (e, )01 (00 ) (2, £) + 0 (z, £)0s () (2, £)) dz dt = 0,
R, JR

et donc
2/n
/ / u(x, t)Orp(x, t)hn (x,t) dz dt+n/ / u(x, t)p(x, t)y (nt) do dt
R4

+/ /uz(:r,t)amga(:r,t)wn(x,t) dr dt =0. (5.105)
R; /IR

La questiondonne udpp, u20,0 € L*(IR x IR, ). On en déduit, par le théoréme de convergence dominée,

lim / /u(m,t)8t<p(x,t)wn(x,t) dxdt:/ /u(x,t)atgo(%t) dz dt,
n=t+oo Jr, JR Ry /R

lim / /uQ(x,t)ﬁxw(x,t)z/)n(x,t) dxdtz/ /uQ(x,t)&;(p(x,t) dz dt.
n=toe Jr, JR R, /R

Puis,

2/n 2/n Vit 2 ,
/ / u(x, t)p(x, t)y (nt) de dt = n/l /0 ﬂ(go(x,t) — @(—z, 1))y (nt) dz dt.

En notant par M un majorant de ¢’ 9,.0, on obtient

2/n 2/n

/ —dxdt<nM Vidt < M+/2/n.

1/n

2/n
|n/ / z, t)p(z, t)y' (nt) dz dt| < nM
1

En passant a limite quand n — +oc dans (3.103), on en déduit (5.72).

1/n

. On peut supposer 7(0) = 0, cela ne change pas les termes de (5.73). On pose 1(s) = ¢(s) — sn(s) de sorte

que ¢'(s) = sn'(s) — n(s). La convexité de n donne alors 1'(s) > 0 pour s > 0 et donc ¥(s) > 0 pour
s> 0.

Pour démontrer (5.73), on peut alors utiliser la proposition avec, pour tout e > 0, IR X [, +00[ au lieu
de R x IR, ou reprendre la démontration de la question |3{en remplagant u par 7(u) et u? par ¢(u).

. La solution entropique de (5.69)-(5.70) est la fonction identiquement nulle sur IR x IR ;. La fonction v n’est

pas la solution entropique de (5.69)-(5.70).

Exercice [5.13| (Effet “Landau”)

1.

. . Ou
La premiere équation de (3.77) peut s’écrire Fn (x,y,t) +

9yu
or

(z,y,t) = 0. La notion de solution faible pour

cette équation est donc parfaitement définie.

Etape 1, construction d’une solution

Le probleme (5.77) correspond a une équation de transport dans la direction z, la vitesse du transport dépendant
de la variable y (que I’on peut voir ici comme un parametre). Le début du chapitre[5|nous suggere alors la forme
de la solution faible. Pour (z,y,t) € IR x IR x IR, on pose

u(x’:%t) = f(.]? - yt)'
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La fonction v ainsi définie appartient bien & L°° (IR X IR x IR ;). On montre maintenant que w est solution faible

de (3.77).

Soit ¢ € C}(IR? x R4, IR). On va montrer que

/]R /IR /IR u(@,y,t)(pe(,y, 1) + ypu(2,y,t)) de dy dt = — /]R f(@)p(x,y,0) dz dy. (5.106)

Ceci montrera bien que u est solution faible de (5.77). On considere de terme de gauche de (5.106) en remplacant
u(zx,y,t) par f(x — yt) et on utilise dans 1’intégrale par rapport a x le changement de variable x — yt = z (pour
y et t fixés, on profite aussi ici du théoreme de Fubini). On obtient

/ //f(w—yt)(%(x,y,t)+y<pw(a:,y7t)) dz dy dt

R, JRJR

=/ //f(Z)(sOt(z+yt7y,t)+y<px(z+yt,y,t))dzdydt-
R; /R JR

(Noter que ¢, désigne toujours la dérivée de ¢ par rapport a sa premicre variable et ¢, désigne toujours la
dérivée de ¢ par rapport a sa troisieme variable.)

Pour z,y € R ett € R4, on pose ¥(z,y,t) = ¢(z + yt,y,t), de sorte que V¢ (z,y,t) = yp(z + yt,y,t) +
wi(z + yt, y,t). On obtient ainsi

/}R+/}R/]Rf(x—yt)(wt(x,y,t)+ysom(:c,y7t))dxdydt:/m/m/mf(z)z/}t(m,t) dz dy dt.

On peut maintenant intégrer le terme de droite d’abord par rapport a ¢ (grace au théoreme de Fubini), on obtient

/]lh/]R/]Rf(xyt)(%(:l:,y,t)ers%(x,y,t))dxdydt—/]R/Rf(z)@[;(z,y,()) dz dy.

Ce qui donne

/ﬂh/m/mf(m—yt)(%(x,y,t)-l—y%(x,yﬂt)) dxdydt:—/]R/]Rf(z)@(z,y,O) dz dy.

On a bien montré (5.106)). La fonction u est donc bien une solution faible de (5.77).

Unicité de la solution faible de (5.77)

Gréce a la linéarité de la premiere équation de (5.77), il suffit de montrer que si u est solution de (5.106)
(pour tout p € C} (]R2 x IR4,IR)) avec f = 0 p.p., alors u = 0 p.p.. On suppose donc que u appartient a
L®(IR? x IR ) et vérifie

/ / / u(z, y,t) (@i (z,y,t) + yoo (2, y,t)) dz dy dt = 0 pour tout € C}(R? x Ry, R). (5.107)
R: /R /R

On va montrer que © = 0 p.p..
Soit ) € C}(IR* x R, IR). Pourz,y € Rett € IR, on pose
“+o00

o(x,y,t) = — f Yz —y(t —s),y,s)ds.
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On a aussi ¢ € Ccl(IR2 x IR, IR) et on remarque que pour tout z, y € R ettoutt > O on a

+oo

(2,9, 1) + you (2,9, 1) = V(@ 9, 1) +y / ol — y(t — 5),9,5) ds
+oo

) ww(‘x—y(t_s)ayﬂg) dS

t
et donc
eir(2,9,1) + ypu(x,y, 1) = (2, y,1).
En prenant cette fonction ¢ dans on obtient

/ / / u(x,y,t)¢(z,y,t) dz dy dt = 0 pour tout 1» € C}(R?* x R, IR).
R; JR /R

On en déduit que v = 0 p.p..
N.B. La méthode que nous venons d’utiliser est une méthode classique pour obtenir I’unicité d’un probléme par
la résolution du probléme adjoint (qui est ici ¢ + Yy, = 19 avec ¢ = 0 comme donnée “finale”.)

2.S0itT > 0t.q. f(z+T) = f(z) pour tout z € IR (la fonction f est donc de période T').
Soity e Retr >T.llexistep, g€ Z tq. (p— )T <y—7r<pT <qT <y+r<(qg+1)T.Ona alors

pT qT y+r pT y+r
2rF(y,r) = / f(z)dz + / f(z)dz + / f(z)dz = f(z)dz + (g — p)mT + / f(z)dz.

—r T T y—r qT

Ceci donne

_ pT y+
F(y,r):m—k(w—l)ani/_ f(z)dz—k%/T

2r 2r
Comme 0 < 2r — (¢ — p)T < 2T et que, avec M = max{|f(z)|, z € R},

[ e < [7 s < | [ i < [ o < it

—r y—r

on a donc
(Im|+ M)T

F —m| <
|[F'(y,7) —m| < .

ce qui prouve bien que lim,_, o F'(y, ) = m, uniformément par rapport a y € IR.

3. Soit z € IR et ¢ > 0. En utilisant le changement de variable z = z — yt, c’est-a-dire y = (x — z) /¢, on obtient

x—bt+d0t M

—bt—dt

b+d

f(z —yt) dy:/ dz = 26F (x — bt, ot).

b—o

Soit maintenant ¢ > 0. On sait que u(z,y,t) = f(x — yt), on a donc

b+o b+6
/ / u(z,y,t dxdyf/ / flx —yt) dz dy.
b b

Avec le théoréme de Fubini, on a donc

b+d a+o b+0 a+6
/ / u(z,y,t) dxdy:/ (/ f(x—yt)dy) dx=2(5/ F(x — bt,dt) do
b a—4 b—é a—§
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La deuxie¢me question donne lim;_,, F'(z — bt, 6t) = m, uniformément par rapport & x, on a donc bien

b+d

a+d
li t) dz dy = 46%m.
Jm /{H u(z,y,t) dz dy m

4. On remarque d’abord que (avec M = max{|f(z)], z € R})
(-, -, t) || Lo (m2) < M pour tout ¢ > 0.
On pose
C = {N)a—s,ats[x)p-s,d+5» @b E R, § > 0}.

La question précédente montre que pour tout ¢ € C on a

lim/ / u(z,y, t)o(z,y) d:cdy:m/ / o(z,y) do dy. (5.108)
= JR JR R /R

On note maintenant E I’espace vectoriel engendré par C. Par linéarité de I’intégrale, on a alors (5.108)) pour tout
pe k.

L’espace vectoriel E est dense dans LI(IR2) (pour la mesure de Lebesgue). Pour montrer ceci, il suffit, par
exemple, d’utiliser la densité de C,.(IR?, IR) dans L'(IR?) puis de remarquer que tout élément de C,(IR?, IR)
peut étre approché d’aussi prés que 1’on veut pour la norme de L' (]RZ) par un élément de . On en déduit bien
que E est dense dans L'(IR?). Grace a cette densité et a la borne L> (IR?) sur u(-, -, ), on conclut facilement
que est vrai pour tout u € L'(IR?). Ceci donne bien que u(.,.,t) — m x-faiblement dans L>°(IR?),
quand ¢t — +o0.

Exercice (Equations de Saint-Venant)

q
1. La fonction F est définie (sur D) par F(U) = | ¢? L 92|
h 2
2. La matrice jacobienne de F' au point U est
0 1

Le polyndme caractéristique de cette matrice est Pr(A\) = A2 — 2u) + u? — gh = (u — \)? — gh. Les valeurs
propres de DF(U) sont donc A1 (U) = u — c et \y(U) = u + c. Elles sont réelles et distinctes, et le systeme
est donc strictement hyperbolique. Une base de IR? formée de vecteurs propres de cette matrice jacobienne est

alors {1 (), ()} avec
a0 =[] aeo =], 1]

3. Soit U € D. Par la question précédente, on a Ay (U) = u — ¢ = q/h — \/gh et donc

a v, 9
@) = | O e o | k2]
h h
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ce qui donne, avec les notations précédentes :

VAW puU) = 5 4 2+ =

Comme A\2(U) =u+c,ona

Les deux champs sont donc VNL.

4. Un 1l-invariant de Riemann est une fonction r; de D dans IR de classe C"! telle que Vr1(U) - ¢1(U) = 0 pour
tout U dans D. Si on cherche r; sous la forme r;(U) = u + ¢(h) (parce que ¢a marche!), la condition sur 7
devient q

—3 TY(h) [ 1 }
1 .

U / C /
L)+ S =)
h
Une solution consiste a prendre 1)(h) = 2c¢, ceci donne bien ¢’ (h) = g = % On choisit donc 11 (U) = u + 2c.
c

De maniére analogue, un 2-invariant de Riemann est 73(U) = u — 2c.
5. On considere une solution réguliere de (5.80)-(3.8T). On multiplie (5.80) par gh et (5.81) par u, on obtient

2
hat(%) +u?Oth + 10y (hu) + hu?Opu + udyp = 0.

On additionne ces deux équations. En utilisant (3.80) et p = gh?/2, on obtient
2
O:p + h@t(%) + hu20,u + 2pdyu + 2udyp = 0.

En utilisant encore (5.80), hBt(“;) = Bt(h“;) - %@h = at(h%) + gaz(hu) et I’égalité précédente donne
2
om(U) + %(%(hu) + hu?0,u + 0, (2pu) = 0.
En posant ¢(U) = (1/2)hu® + 2pu, I’égalité précédente s’ écrit
An(U) + 8,6(U) = 0. (5.109)

Un autre moyen d’obtenir ce résultat (et nous prendrons cette méthode plus générale dans la question suivante)
est de remarquer que
1
nU) = ghUQ‘H?: =+ =,
de sorte que

Vn(U) = [‘“; o,
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2

On multiplie alors (5.80) par 8,n(U) = — % +gh et (5.81)) par 9,;n(U) = w et par des manipulations semblables
aux précédentes on obtient aussi (5.109).

Noter que 0,7 et 9,n désignent les dérivées partielles de la fonction 7, c’est-a-dire de la fonction U +— 1(U)
(de D dans R) et donc que 0xn(U) et 9gn(U) sont ces dérivées partielles prises au point U (appartenant a D),
alors que 9;n(U) et 9,n(U) désignent les dérivées partielles de la fonction 1 o U, c’est-a-dire de la fonction
(x,t) = n(U(x,t)) (de R x IR dans R).

Il reste a vérifier que 7 est une fonction convexe de D dans IR, ce qui est équivalent & montrer que sa matrice

hessienne H (U) est positive pour tout U € D, ou encore que £'H(U)E > O pourtout U € Det € € R2.
2 u2

Comme Vn(U) = 2h2q ,ona H(U) = | h v 1h ,etdonctrH(U):F—l-g—!-% > (et
h “h h
w2 g ur g . . .
detH(U) = — + = — — = = > 0. Ceci montre que H (U) est bien positive pour tout U € D.

~h? h h2 h
6. Comme h. et u. convergent vers h et u dans L, (R x R4 ), les dérivées 92h. et 2u. convergent vers 92h et
O2w au moins au sens des distributions et donc ed2h. et £02u,. convergent vers 0 au sens des distributions. Ceci

prouve que (h,u) est solution faible de (5.80)-(.8T).

On note U, = {Zs} . On remarque tout d’abord que 7(U.) et ¢(U.) convergent dans L{ (IR x R, ), quand

loc

e — 0, vers n(U) et ¢(U) respectivement.

En reprenant la méthode de la question précédente, c’est-a-dire multiplication de par 9pn(U.) et (5.81))
par 9,nm(U¢), on obtient
an(Ue) + 0:9(Ue) + Re = 0, (5.110)

avec R, = —e0pn(U.)0%he — edyn(U:)0%q. = Se + T, et

Ss = _\Eam(ahn(Us)\ﬁaxhs) - \/gax(aqﬂ(Ue)\/gasz)»
T, = €0;(0nn(Us))Ozhe + €0, (04n(Us))0z¢e -

D’une part, S; — 0 au sens des distributions quand ¢ — 0 car d,n(U,)) et 9,n(Uc)) sont bornées dans
L>®(R x Ry ) et /20, h et /20, q sont bornées dans L (IR x R).

loc
D’autre part T, = (9,U.)'H(U.)0,U., ou H(U.) désigne la matrice hessienne de 1 au point U.. Or, on a
montré a la question précédente que cette matrice hessienne est positive, on a donc 7. > 0 et donc, en passant a
la limite dans (5.110) quand £ — 0, on obtient qu’au sens des distributions, U vérifie,

On(U) + 9:6(U) < 0.

7. L’équation (5.81) donne
howu + udih + udy (hu) + hud,u + ghdh = 0.

En utilisant (5.80) et en divisant par A (on rappelle que h > 0),
O + udzu + gozh = 0.
Comme 0, (2c) = 70,honagd,h = %8:5(20) = ¢, (2¢) et donc

Oru 4+ w0 u + ¢, (2¢) = 0.
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L’équation (5.80) donne
gOoth + g(0:h)u + ghdyu = 0.

On a déja vu que g0, h = 0, (2¢). De méme goih = cO;(2¢). On en déduit
c0:(2¢) + cudy(2¢) + *0pu = 0.

Ce qui donne, en divisant par c,
0¢(2¢) + udy(2¢) 4+ cOyu =0,

et donc (5.83).

8. On cherche une solution sous la forme d’une 1-détente et d’ une 2-détente séparées par un état intermédiaire noté
(A, uy). Onnote Uy, Uqg et U, les états constants de cette solution.
On sait qu’un ¢-invariant de Riemann est constant dans une i-détente. On a donc ug + 2¢4 = u, + 2¢, et
Uqg — 2¢q = Uy — 2¢,. Ceci permet de calculer h, et ¢y,

Ug + Ug
Uy = 92 +¢g — Ca,
. _ Ug —Ud Cgt+cd
* 4 2

On a bien ¢, > 0 car uqg — uy < 2(cqy + ¢4) (qui est justement la condition de non apparition du vide).

Pour construire la solution, on sait que la 1-détente correspond a la zone {\(Uy)t < = < A(U,)t} et que la
2-détente correspond a la zone {2 (U, )t < = < Ao(Uy)}. La construction de cette solution formée de deux
détentes est donc possible si et seulement si

AM(Uy) =ug — g < uyp — ¢ = M (Uy) (5.111)
A2(Uy) = ts + e S ug +ca = A2(Ua) (5.112)

La condition (3.1TT) est équivalente a uy, — uq < 2(¢y — ¢q) et la condition (5.112)) est équivalente & ugy — ug <
2(cq — ¢g4). Ces deux conditions sont satisfaites grice a la condition 2|cy — cq| < ug — ug.

La solution du probléme de Riemann (5.82)), (5.84)-(5.83)) est donc bien formée de deux détentes. On la construit
en distinguant cinq zones D;, 7 = 1,...,5; avec

Dy = {z < (ug — ¢g)t},
Dy = {(ug — cg)t < < (ux — ci)t},
D3 = {(us — )t < & < (ux + ci)t},
Dy = {(uy + co)t < x < (ug + cq)t},
= {(ug + cq)t < x}.
— Sur Dy,ona U = U,.
— Sur D3,onaU = U,.
— Sur Ds,onaU = Uj.
). Donc sur la

M (V(a)) =

— Sur Dy, on a affaire a une 1-détente. On cherche la solution sous la forme U (z,t) = V/(
x
t

=18

droite x = at avec (uy — ¢g) < @ < (ux — ¢x), la solution U(x, t) est donnée par o =
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u — c. En écrivant de plus I’invariance du 1-invariant de Riemann, on obtient la solution en résolvant le
systeme

u—c=q,

U+ 2¢ = ug + 2cg,

ce qui donne 3u = 2a + ug + 2¢4, 3¢ = ugy + 2¢4 — .
— Enfin sur Dy, on a affaire a une 2-détente. Donc pour = at avec (uy + ¢,) < a < (ug + cq), la solution
U(z,t) est donnée par o = 7= A2(V(@)), et par invariance du 2-invariant de Riemann, on obtient donc

la solution en résolvant le systeme

u—+c=a«,

U — 2¢ = ug — 2cq,

ce qui donne 3u = 2a + ug — 2¢q, 3¢ = —uq + 2¢4 + a.

9. (Détente-choc, choc-détente et choc-choc) Dans cette question on suppose que 2|c, — ¢q| > uq — ugy. Si U est
solution faible on a donc hy # hg (en effet, si hy = hg, la relation de Rankine-Hugoniot sur la droite z = ot
donne, avec les notations du cours, o[h] = [hu| et donc u, = u,4 en contradiction avec 2|cy — cq| > ug — ug).

(a) (Calcul d’un choc)

1. La fonction U est solution faible si et seulement si les conditions de Rankine-Hugoniot sont satisfaites sur
la droite * = ot, c’est-a-dire , avec les notations du cours, o[h] = [hu] et o[hu] = [hu® + p], ce qui est
equivalent a [hu]? = [h][hu® + p] et o[h] = [hul.

Comme
[hu]® = (haug — hgug)® = hijud + hiu? — 2hghgugug et
[h][hu? + p] = hjud + hiu? — hahg(u? + u3) + [h][p],
la fonction U est solution faible si et seulement si hghg(ug —uq)? = [h][p] et o[h] = [hu]. Ceci correspond

bien a (uy — ug)? = S et o[h] = [hu].
On montre maintenant que U est un 1-choc si et seulement si ug = ugy — S et hy < hg.

Condition nécessaire. On suppose que U est un 1-choc. La condition de Lax donne alors, en utilisant
olh] = [hu],
ha(ug — ug) hg(ug — ug)
Uy —Ch >0 =1 +97:ud+L
g g hg — hq hg — hq

La premiere inégalité donne que ug —uq et hy — hg sont non nuls et de signe contraire (car ¢, > 0). Comme
Ug — Cg > Uq — Cq, ON A AUSSI Ug — Ug > g — cq. Comme ¢, — ¢4 a le méme signe que hy, — hg et donc le
signe contraire de celui de uy — uq; on en déduit ug — ug > 0 > hy — hq. Ceci donne bien ug = uy — S
et hg < hq.
Condition suffisante. On suppose maintenant que uqg = ug — S et hy < hq et on veut montrer que U est un
1-choc, c’est-a-dire que (5.113) est vérifiée. La premiere inégalité est vraie si

> ug — cq. (5.113)

ohy < h2(ug — ug)? _ h? g2 _ h? g(hg — hd)(hg — h?) _ hahy+ hd.

(hg—ha)? ~ (hy—ha)? ~ (hg—ha)®  Zhgha 'k, 2

Ceci est vrai car hy < hg.
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il

La deuxieéme inégalité est vraie si

gha > hgzz(ug - Ud)2 _ h? S2 — hg g(hg — hd)(hfy — hﬁ) _ QEM
(hg = ha)? (hg — ha)? (hg — ha)? 2hghg ha 2

Ceci est vrai car hg > hy.

De maniére analogue on montre que U est un 2-choc si et seulement si ug = ugy — S et hy > hq. La

condition de Lax (qui est (5.113)) pour les 1-choc) devient
ha(ug — uq)

hg(ug —u
ug+cg>azug—|—7:ud+M

. 5.114
hy — ha hy — ha > uq + ¢4 ( )

La deuxieme inégalité donne que ug — uq et hy — hq sont non nuls et de méme signe (car cq > 0). Comme
Ug + Cg > Uq + Cq, 0N A aussi ug — uqg > cqg — ¢q. Comme cq — ¢4 a le méme signe que hg — hy et donc le
signe contraire de celui de uy — w4, on en déduit ug — ug > 0 > hg — hg. Ceci donne bien ug = uy — S
et hg > hg. Ceci montre que la condition ug = ug — S et hy > hq est nécessaire pour avoir un 2-choc.

On montre maintenant que cette condition est suffisante. On suppose donc que uq = vy — S et hy > hg et

on veut montrer (5.114).

La premiere inégalité est équivalente a montrer que

gh > h?[(ug - Ud)2 o hz SQ _ hz g(hg B h’d)(h3 - h?l) _ @ hg + hd
g = = —_.

(hg—ha)? ~ (hy—ha)? ~ (hg—ha)®  Zhgha h, 2

Ceci est vrai car hy > hg.
La deuxiéme inégalité est équivalente a montrer que
h2 (g — ug)? h2 hy  glhg —ha)(hg —h3)  hghg+ hq

h < = SQ = =
IS Ty —ha)2  (hy — ha)? (hy — ha)? hgha Tha 2

Ceci est vrai car hg < hy.

. La fonction 2 — (1 — 1/x)(2? — 1) est strictement croissante sur [1, +oc[ (comme produit de fonctions

strictement croissantes positives); la fonction = — /2 étant strictement croissante sur R, on en déduit
que que  est strictement croissante.

Soient uy € R, hy, hg € R avec hy > hy. Pour que U soit un 1-choc, il faut et il suffit que ug = ugy — S
(et 0 = [hu]/[h]), c’est-a-dire

o [y —h)(BG =R - [ghy (hay
4= U 2hyha — 2 by

Bien siir le raisonnement est complétement semblable pour un 2-choc. Soient u, € IR, hy, hg € R avec
ha < hg. Pour que U soit un 2-choc, il faut et il suffit que uq = u, — S (et o = [hu]/[h]), c’est-a-dire

[t (B —RY) - [gha (ha
4= 2hyha g 2 hy

(b) (Détente-choc) On note U la solution recherchée. Dans la zone Dy = {z < (ug—cg4)t},onalU = Uy,. Lazone
Dy = {(ug —cg)t < & < (ux —c,)t} correspond a la 1-détente, la solution peut étre calculée comme cela été
fait dans la question (8} L’invariance des 1-invariants de Riemann dans cette zone donne uy + 2¢, = u, + 2¢4.
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Dans la zone D3 = {(ux — ¢x)t < x < ot}, la solution est U = U,. Dans la zone Dy = {z > ot}, la
solution est U = U, et la question [9a] montre que la condition nécessaire et suivante pour qu’il s’agisse bien

d’un 2-choc est que hy > hq, ug = Uy — %gp(%) eto = (hqug — hyuy)/(ha — hy).

En résumé, la construction d’une solution formée d’une 1-détente et d’un 2-choc reliés par un état intermé-
diaire (hy,u), est possible si et seulement si

Ug — Cg < Uy — Cx, (5.115)
Ug + 2¢4 = Uy + 2¢4, (5.116)
hy > hq, (5.117)

o Jaha b
us = wa | (), (5.118)

hqug — hyu
MAm*<0:4%iiﬁfi. (5.119)

Pour h € [hg, hy], on pose F'(h) = uq + %gp(h%) + 24/gh. La fonction F' est continue, strictement
croissante, F'(hq) = uq + 2¢cq et F(hy) = uqg + S + 2¢4 > ug + 2¢4. Comme ug + 2¢4 > uq + 2cq (car
2(cy — ca) = 2|eg — ca| > uqg — uy), il existe donc un (unique) h, €]hg, hy[ tel que F(hy) = uy + 2¢4. On
pose alors u, = ug + \/%g@(%) et les équations (3.116)), (3.117) et (5.118) sont bien vérifiées. Compte

tenu de (3.116), I'inégalité (5.113) est équivalente & ¢, < ¢, ce qui est bien vrai car h, < hy.
I reste & montrer (3.119). Comme

~ hyu, — hqug haq
e S e C )
la condition (5.119) est vérifiée car ¢, > 0, hy > hq et u, > ugq (par (3.113)).

(c) (Choc-détente) Le raisonnement est ici trés voisin du précédent. On note U la solution recherchée et (hy, uy)
I’état intermédiaire.

Dans la zone D; = {z < ot},onalU = U, etla question@ montre que la condition nécessaire et suivante

pour qu’il s’agisse bien d’un 1-choc est que hy < hy, t, = ug— %g@(ﬁ—;) eto = (hgug—heuy)/(hg—hy).
Dans la zone Dy = {0t < & < (u, + ¢x)t}, la solution est U = U,. La zone D3 = {(us + ¢4)t < z <
(ug+cq)t} correspond a la 2-détente, la solution peut étre calculée comme cela été fait dans la question (zone
D, de la question B[) L’invariance des 2-invariants de Riemann dans cette zone donne ug — 2¢q = Uy, — 2¢4.
Dans la zone Dy = {(ug + cq)t < z}, la solution est U = Uy.

En résumé, la construction d’une solution formée d’une 1-choc et d’un 2-détente reliés par un état intermé-
diaire noté (hy, uy), est possible si et seulement si

hy > hyg, (5.120)

hy  hy
w=%—v%%%ﬁ, (5.121)
g

B hgug — hyuy

hy — < Uy + Cy,y (5.122)
Uy + Co < Ug + Cq, (5.123)
Uqg — 2Cq = Uy — 2C4, (5.124)
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Pour h € [hg, hgl, on pose F(h) = ugy — gthgo(%) — 2y/gh. La fonction F est continue, strictement
décroissante, F'(hy) = ug — 2¢4 et F(hg) = ug — S — 2¢q4 < uq — 2cq. Comme ug — 2¢q4 < ug — 2¢,4 (car
2(cq — ¢cg) = 2|cg — cq| > ug — uy), il existe un (unique) h, €]hgy, hql tel que F(h,) = ug — 2cq. On pose
alors u, = uy — \/@ cp(%;) et les équations (5.124)), (3.120) et (5.121)) sont bien vérifiées. Compte tenu de
(3.124), I'inégalité (5.123) est équivalente a ¢, < ¢q4, ce qui est bien vrai car h, < hg.

Il reste & montrer (3.122). Comme

hatty — hgug hg
= =U, + Uy — U
hy — hy * h*—hg(* a)
la condition (5.122) est vérifiée car ¢, > 0, hy > hy et u, < ug (par (3.121)).
(d) (Choc-choc) Pour que la solution U soit formée de deux chocs séparés par un état intermédiaire noté (h,, uy ),
il faut et il suffit, d’apres la question[9a] d’avoir les conditions suivantes

\/ so » hg < hy, (5.125)
Uy = Ug + \/ QD ), ha < hy, (5.126)

hgtg — hyu, hdud — h,ou,
< . 5.127
hg — hy hg — hy ( )

La condition (5.127) indiquant que la vitesse du 1-choc est inférieure a vitesse du 2-choc.

On note h,,, = min(hg, hy). Pour h > hy,, on pose G(h) = 4/ % <p(hd) + gThq@(h%) Les conditions
ET23)-B.176) donnent
ug — uq = G(hy).

La fonction G est continue et strictement croissante sur I'intervalle [h,,, +00[. Comme G(h,,) = S, uy —
uqg > S et que limp_,oo G(h) = 400, il existe un (unique) h, €)hy,, +oo| tel que G(hy) = uy — uq. On
définit alors u, avec les conditions (5.125)-(5.126)) (qui sont identiques avec ce choix de h,). Il reste & vérifier
(3127). Ceci découle de h, > max(hg, hq), ug — ux > 0 et ug — u, < 0 car

hgtg — Ry, — Uy hdud — h,ou,

———— =u,+h ~<u,+h =

- o gh —h o dhd—h g —

NB. Si uy — ug = S, on trouve une solution de (3.82), (5.84)-(5.83) contenant seulement un 1-choc dans le
cas hy < hq et contenant seulement un 2-choc dans le cas hy > hy.

10. (Probléme de Riemann linéarisé) Les valeurs propres de la matrice B(V) sont \; = @ — ¢ et Ay = @ + ¢. Une
base de IR? de vecteurs propres associés est p; = [_11] , g = B] . La décomposition du vecteur V' = BLC}

dans la base {¢1, p2} est
V- u— 2c n u+ 2c¢
Ty T
La solution de ce nouveau probleme de Riemann est donc (u, ¢) = (ug, ¢g) pour < (@ —¢)t, (u,c) = (uq, cq)

pour z > (@ + €)t et (u,c) = (ug, cx) pour (@ — )t < x < (u + €)t avec

¥2;

Uy + 2¢ = ug + 2¢y,
Uy — 2C4 = Ug — 2¢4,

Ug—Ud + cgtca

s NPT _ ugtug _
c’est-d-dire u, = ~45—* 4 (¢cg — Ca), ¢ = ~25 5
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Exercice (Entropie pour les équations de Saint-Venant avec gradient de fond)
1. (Entropie)
Comme n(U) = $hu? + p + ghz = % + gh; + ghz,ona

~ 4 gh+ g2
2
v (U) { . }

On multiplie (5.87) par — “72 + gh + gz et (3.88) par u. On obtient

2 u3

2 2 2
—(%)Bth + at(%) +g20th = (5)9sh h%@wu + gh?0,u + u@w(%) + 920, (hu) = 0

et
2

2 h
h@t(%) + u?0:h + u20,h + u?hOyu + hu?d,u + uaL(gT) + ghuz = 0.
En additionnant ces deux équations, on obtient
om(U) + 0.¢(U) = 0,

avec ®(U) = Lhu® + guh? + ghuz = u($hu? + 2p + ghz).

La démonstration du fait que 7 est une fonction convexe de D dans IR est identique a celle de I’exercice [5.15]
question [5] car la fonction 7 définie ici est la méme que celle de I’exercice au terme ghz pres, qui, étant
linéaire, est lui méme convexe.

2. Les termes de diffusion ajoutés sont les mémes que ceux de la question [6] de I’exercice Cette question se
fait donc de maniére identique a la question[6]de I’exercice[5.13]

Exercice Solutions stationnaires régulieres pour les équations de Saint-Venant)

1. Soit (h, u) un couple de fonctions de classe C* de IR dans IR’ xIR.. Le couple (h, u) est une solution stationnaire
réguliere si et seulement si g est une fonction constante et

w(@)q (z) + h(z)u(z)u'(z) + gh(z)h'(z) + gh(x)z' () = 0, pour tout z € IR.
Comme g est une fonction constante et h(z) > 0 pour tout z, cette derniere équation est équivalente a ¢’ (x) = 0

pour tout z, c’est-a-dire a ¢ constante.

2. Soit (h, u) une solution stationnaire réguliere avec o = 0. On a donc u(x) = 0 pour tout = (car h(x) > 0) et donc
gh(xz) = B8 — gz(x) pour tout z. Ceci n’est possible que si 8§ > gz,, et la solution stationnaire correspondante
est alors donnée par u(z) = 0 et h(x) = 8/g — z(z) pour tout .

N.B. Si on autorise h a prendre la valeur 0 et a étre éventuellement une fonction non réguliére, on peut construire,
dans le cas ou z est une fonction non constante, une infinité d’autres solutions stationnaires avec u = 0.

3. Soit (h,u) une solution stationnaire réguliere associée au couple («, #). On a donc u(z) = a/h(z) pour tout
(on rappelle que h(x) > 0). Comme ¢(x) = 3 pour tout z, on a donc & /(2h?) + gh + gz = 3, ¢’est-a-dire

gh®(x) + h*(x)(gz(z) — B) + /2 = 0, pour tout 2 € TR.. (5.128)
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Comme h(z) > 0, I’équation (3.128) est impossible si § < gz(z). Une premiere condition nécessaire (pour
avoir une solution stationnaire réguliere) est donc 3 > gz, (ce qui donne 5 > gz(x) pour tout x).
Pour ga < 3, on définit le polynéme P, par P,(y) = gy> + y*(ga — B) + a?/2 de sorte que (5.128) sécrit
Comme P!(y) = 3gy® + 2y(ga — 3), le polyndme P, a un maximum local (strictement positif) en 0 et un
minimum local au point y, donné par y, = (2/(3¢g))(8 — ga). La valeur de ce minimum local est

4
27¢2

Palya) = 9o )*(6 — 90)° — (o 2(8 — ga)® +0%/2 = () (5 — ga)® + 0?2,

g 39
On a donc P,(y,) > 0si0 < (8 — ga) < (3/2)(ag)?/® et Pu(ya) < 0si (3 — ga) > (3/2)(ag)?/3. Ceci
explique I’introduction de 3,, = gz + (3/2)(ag)?/?.

(a) On suppose 3 < (,,,. Dans ce cas, il existe des points « de IR pour lesquels 8 — gz(x) < (3/2)(ag)?/3. Pour
tous ces points, P, ,)(y) > 0 pour > 0. On ne peut donc pas voir P,,)(h(z)) = 0. Ceci prouve qu’il n’y a
pas de solution stationnaire réguliére associée au couple («, ).

(b) On suppose 3 > f,,. Dans ce cas, pour tout a < z,,, I’équation P,(y) = 0 a deux solutions strictement
positives notées ¢1(a) et pa(a) avec v1(a) < yo = (2/(39))(8 — ga) < ¢2(a). Pour tout z € IR, on a
h(z) € {p1(z(x)), p2(2(z))}. Comme h est continue, on doit donc avoir h(z) = @1 (z(x)) pour tout z € IR
ou h(z) = pa(z(x)) pour tout z € RR.

Ceci suggere deux solutions stationnaires (hq,u1) et (he,us) avec, pour ¢ = 1,2, hy(z) = ¢;(z(x)) et
u;(x) = a/h;(x). Pour montrer que ces deux solutions sont bien des solutions stationnaires réguliéres, il
reste & vérifier que hy et hy sont des fonctions de classe C. Ceci est une conséquence du fait que ; et o
sont des fonctions de classes C'* au voisinage du point a pour a tel que (3 — ga) > (3/2)(ag)?/®. En effet,
on pose F'(a,y) = P,(y) et on remarque que 9, F (a,y) = 3gy? + 2y(ga — B) # 0 pour y = p;(a) (i = 1
ou 2, (8 — ga) > (3/2)(ag)?/?). Le théoreme des fonctions implicites appliqué a 1’équation F(a,y) = 0 au
voisinage des points (a, p;(a)) donne alors le caractere C'! des fonctions ;.

Comme on a supposé que z était de classe C'', on en déduit bien que les fonctions h,; sont de classe C (et
donc aussi les fonctions ;).

Enfin, comme on a raisonné par condition nécessaire, il y a bien seulement deux solutions stationnaires régu-
lieres. La figure[5.9]donne un exemple de solutions stationnaires régulieres.

4. Comme dans la question [3|et avec les mémes notations, pour tout a < z,,, I’équation P,(y) a deux solutions
strictement positives notées ¢ (a) et wa(a) avec p1(a) < y, = (2/(39))(8 — ga) < ¢2(a). Mais pour @ = 2,
ona ¢i(a) = ya = (2/(39))(8 — ga) = wa(a). Les deux solutions données dans la question [3| semblent
exister encore ici et sont d’ailleurs confondues si z est une fonction constante. la seule question restante est sur
la régularité des fonctions h;.

(a) Si z est une fonction constante (donc z = z,,), il y a une solution unique qui est h(x) = v, = (2/(39))(Bm—
gZm ) pour tout .

(b) Si z(x) # zp, pour tout x, il y a exactement deux solutions stationnaires régulieres associées au couple («, 3).
Ce sont celles calculées pour le cas 5 > 3, (et la preuve est identique).

Si z est une fonction non constante et qu’il existe x tel que z(x) = z,, (et toujours 5 = [3,,) la situation est un
peu plus complexe. Le probleme est di ici au fait que les fonctions ¢; ne sont pas dérivables au point z,,. Plus
précisément lim,_,, .. |¢i(z)] = +oo. Toutefois, si le maximum de z est atteint en un point unique noté
T et que 2" (x,,) < 0, on peut montrer qu’il y a (exactement) deux solutions stationnaires régulieres associées
au couple («, 3), obtenues en prenant ¢ différent selon que = < ., et x > x,,. Ce cas n’est pas détaillé ici.
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FIGURE 5.9 — Solutions stationnaires pour 3 = f3,,, + 0.001 et e = 0.1. Solution surcritique (v > ¢) en rouge et
souscritique (u < ¢) en bleu. Le fond est en noir

5. La premiére partie de cette question a été résolue a la question [3b] Avec les notations de la question [3b} on a
bien, pour i = 1,2, h;(x) = ¢;(z(x)) pour tout x € IR et les fonctions ¢; sont régulieres. Enfin, on a bien
hi < hs.

Pour la seconde partie de la question on remarque que h;(x) + z(z) = ¥;(z(x)) avec ¢¥;(a) = p;(a) + a (noter
que v;(a) est définie, comme ¢;(a), pour tout a tel que ga < B — (3/2)(ag)?/?).
Comme hj}(z) + z'(z) = ¥i(z(x))z'(x), la seconde partie de la question est une conséquence du fait que

7

Yh(a) < 0 et (a) > 0 pourtout a < z,. Pour montrer ce fait, soit a < 2z,,,. Ona ga < 8 — (3/2)(ag)?/?} et
g9¢i(a) + ¢7(a)(ga — B) + a®/2 = 0.

Cette premiére égalité donne en particulier gp;(a) + (ga — /) < 0. D’autre part, en dérivant cette équation par
rapport a a, on obtient

pi(a)pi(a)(3gei(a) +2(ga — B) = —g} (a). (5.129)
Pour ¢ = 2, on utilise gpa(a) + ga — B < Oety, = (2/(39))(5 — ga) < gp2(a), cela donne 0 < (3gp2(a) +
2(ga — B)) < gp2(a). On en déduit, avec (5.129), ¢4 (a) < —1 et donc 15 (a) < 0.
Pour ¢ = 1, on utilise y, = (2/(39))(8 — ga) > ¢1(a), cela donne (3gp1(a) + 2(ga — 5)) < 0. On en déduit,
avec (5.129), ¢} (a) > 0 et donc ¢j(a) > 1 > 0.
6. On reprend les notations des corrigés des questions précédentes. Pour i = 1 ou 2, u? = o?/h?, ce qui donne

2gh;(x) + 2(gz(x) — B) + u?(x) = 0, pour tout z € IR,

et donc

3ghi(z) + 2(gz(x) — B) = ghs(z) — u?(x), pour tout = € IR. (5.130)
On rappelle que le choix de 1 et @s est tel que 1 (a) < (2/(39))(8 — ga) < p2(a) pour tout a < z,.
Pour i = 2, ceci donne, avec a = z(x), u3(z) < gho(x) et donc 0 < ua(x) < \/gha(x) pour tout z € RR.
L’écoulement est ici subsonique (on rappelle que v/gh est, pour ce systéme, la “vitesse du son”).

Pour i = 1, ceci donne, avec a = z(z), uf(z) > ghi(z) et donc ui(z) > +/ghi(x) pour tout z € RR.
L’écoulement est ici supersonique.

265



5.5. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

Exercice (Equation linéaire avec terme source singulier)

1. Soient u, v deux solutions faibles de (5.96)-(3.97). On pose w = u — v. La fonction w est alors solution
faible de (5.96)-(3-97) avec b = 0 et uy = 0. L’exercice [5.3]donne alors w = 0 p.p.. Ceci prouve I’unicié de

la solution faible (3.96)-(5.97).

2. On suppose ¢ > a (le cas ¢ < a est similaire). On pose D; = {(z,t),t > 0, x < at}, Dy = {(z,t),t > 0,
at <z < ct} et D3 = {(z,t),t > 0, z > ct}. On va chercher la solution faible u de (5.96)-(5.97) sous la
forme :

u = ug dans Dy, u = u dans D2, u = uq dans Ds, (5.131)
avec U € IR. On cherche donc @ pour que u défini par (5.131) vérifie (5.98).
Soit p € C°(R x R4, IR). On pose

+oo
E(p) = /]R ]R u(Owp + adypp)d(x,t) +/ uo(x)p(x,0) do + b/o o(ct, t)dt.

R

On cherche donc % (indépendant de ) pour que E(y) = 0.

a ‘- . . . .
On pose v = ] . On note n; le vecteur normal extérieur au domaine D;, div I’opérateur divergence dans

1
le plan R x IR ety le point (z,t); on a alors

3
/}R o, M0+ 00,0)d 1) = /}R o, MR =3 /8 e ) ),

ol vy désigne la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur dD; (qui est le bord de D) et la valeur de u dans
I'intégrale sur 9 D; est prise du coté de D;. En posant 'y = {(at,t), t € IR}, on en déduit que

/ w(Brp + aduig)d(x, 1) + / wo(2)p(x,0) da = / (g — Tp(y)v - ma (4)d(y)
RxR R

a

+/r (@ — ua)p(y)v - na(y)dy(y).

c

1
—a

On remarque maintenant que n; = (1/v/1 + a2) { } etny = (1/vV1+¢?) {_lc} - Onadonc

+oo
Bp) = [ =) selet Da = driw) +b [ ottt

En paramétrant T, par ¢ (ce qui correspond a un changement de variable), I’élément d’intégration dv(y)
devient v/1 4 ¢2dt. On obtient donc

+oo +oo
E(p) = /0 (T — uq)(a —c)p(ct, t)dt + b/o w(ct, t)dt.

b

c—a’

3. Sic = a, ona, avec les notations de la question précédente, Dy = (). Le raisonnement d’unicité de I’exercice
@permet alors de montrer que u = ug sur Dy etu = uq sur D3. Le raisonnement de la question précédente
donne alors, pour tout p € C°(IR x R4, IR),

On en déduit que F(p) = 0 en prenant u tel que & = ug +

+oo
E(p) = b /O o(ct, 1)t
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Sib # 0, on en déduit qu’il existe ¢ € C°(IR x R, R) tel que E(p) # 0. Le probleme (53.96)-(5.97) n’a
donc pas de solution faible.
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