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Introduction

Ce cours décrit quelques outils pour 1’étude des équations aux dérivées partielles (EDP). Ces outils sont utilisés
pour obtenir des résultats d’existence (et souvent d’unicité) pour quelques exemples de problemes d’EDP de
natures diverses (elliptique, parabolique ou hyperbolique) linéaires ou non linéaires.



Chapter 1

Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolevﬂ sont des espaces fonctionnels, c’est-a-dire des espaces dont les élements sont des
fonctions, et ces fonctions sont telles que leurs puissances et les puissances de leurs dérivées (au sens de la
transposition, ou au sens faible, que nous allons préciser) sont intégrables au sense de Lebesque. Tout comme les
espaces de Lebesgue, ces espaces sont des espaces de Banac Le fait que les espaces de Sobolev sont complets
est trés important pour démontrer 1’existence de solutions a de nombreuses équations aux dérivées partielles.

1.1 Dérivées faibles

La notion de dérivée faible apparait déja dans un article célebre de Jean Leray E] paru en 1934, sur les équations
de Navier-Stokes ; dans cet article, elle apparait sous le nom de “quasi-dérivée”([[1] page 205). Cette notion est

fondamentale pour I’étude de I’existence de solution pour beaucoup d’équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, 2 désigne un ouvert de RN , N > 1, et on note C'°(£2) ’ensemble des fonctions de classe
C° et a support compact sur {2 c’est-a-dire

Cr(Q) ={ue C*(Q);3K C Q, K compact ; u = 0 sur K}.

De plus, I’ouvert €2 sera toujours muni de la tribu de Borel (ou tribu borélienne), notée B(£2), et de la mesure de
Lebesgue, notée Asi N = let Ay si V > 1. Les intégrales seront toujours par rapport a cette mesure de Lebesgue,
sauf indication contraire.

Le lemme suivant est absolument fondamental, car il permet de confondre f € L
Ty : C(Q) — R définie par p € C(Q) = Tr(p) = [, f(x)e(x) da.

On rappelle que f € Li (Q) si, pour tout sous—ensemble compact K de 2, la restriction f|x de f a K est un
élément de L'(K).

1

ioc (€2) avec I’application linéaire

Lemme 1.1 (Egalité presque partout dans L) Soir Q un ouvert de RY, N > 1, et soient f et g € Li ().
Alors:

o), [ f@lew) o= [ g)eta) ds] = 1f =g pp.

I'Serguei Lvovitch Sobolev, (1908-1989) est un mathématicien et physicien russe.
2Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.
3Jean Leray, 1906 -1998, est un mathématicien francais ; il a travaillé sur les équations aux dérivées partielles et sur la topologie algébrique.
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Démonstration : La démonstration de ce lemme utilise la régularisation d’une fonction intégrable par la convolution
avec une suite de noyaux régularisants : voir [2, Exercice 8.7 page 480]. U

On note D(Q) I’espace C°(§2) et D*(2) I’ensemble des formes linéaires sur D(€2) : on dit que D*(Q) est le
dual algébriqu de D(Q). SiT € D*(Q) et p € D(Q), le réel T'(¢p) s’appelle I"“action de T sur ¢” et sera noté
(T, ¢>D*(Q)7D(Q) ou (T, ©)p (), D) Le lemme nous permet de définir la dérivée par transposition d’une

fonction L] de la maniére suivante :

Définition 1.2 (Dérivée par transposition) Soir Q un ouvert de RY, N > 1 ; soit D(2) = C°(Q) et D*()
son dual algébrique, c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires sur D(Q);

e Soit f € L}, (), on appelle dérivée par transposition de f par rapport a sa i-éme variable la forme linéaire

D; f sur C°(Q) définie par :

(Dif, <P>D*(Q),D(Q) = —/Qf dip dx.

ont O0;p désigne la dérivée partielle classique de @ par rapport a sa i-eme variable. Donc D;f est un
élément de D*(Q2) Noter que si | € C*(Q), alors D; f n’est autre que 0; f car on confond 0; f et Ty, ¢ (qui
est I’élément de D*(QY) induit par 0; f). 1l s’agit donc bien d’une généralisation de la notion de dérivée.

Si la forme linéaire D, f peut étre confondue avec une fonction localement intégrable au sens du lemme
on dit que [ admet une dérivée faible.

e Soit T € D*(Q) ; on définit la dérivée par transposition D;T de T par :
(DiT', @) p+ (), p(0) = —(T,0iv)p-(2),D(92), Vo € C(Q).

La notion de dérivée au sens des distributions est un peu plus délicate a définir car elle demande la définition d’une
topologie sur C2°(€2). Nous n’en aurons pas besoin dans le cadre de ce cours. Cependant lorsque C2°(£2) est muni
de cette topologie, les deux définitions coincident.

Voici un exemple de dérivée par transposition. La fonction de Heavisideﬂ définie par

lifz >0
H(z) = -7 1.1
@) {O ifz <0, (-D
est localement intégrable. Elle admet donc une dérivée par transposition. Pour calculer cette dérivée, notée DH,
on remarque, pour ¢ € C°(IR),ona:

+oo
- / H(x)g! () dz = — / o/ (2) dz = (0),
R 0

et donc DH est la forme linéaire qui a ¢ associe sa valeur en 0, qu’on appelle aussi “mesure de Dirac en 0" :
DH = ). Par contre, cette dérivée n’est pas une dérivée faible, car §y ne peut pas étre assimilée a une fonction de
L},.. au sens ol il n’existe pas de fonction g € L{,.(IR) telle que do() = [ g¢ dz pour tout ¢ € C°(IR) (voir
exercice [I.T)).

La définition 1.2 permet de définir des dérivées par transposition d’une fonction L{ . (ou d’un élément de D*(2))

a tous les ordres. Par I’identification d’une fonction Li.,. avec I’élément de D*(£2) qu’elle représente, on peut

“Dans le cadre de la théorie des distributions, I’espace D(£2) est munie d’une topologie (assez compliquée, et dont on n’a pas besoin ici) ;
I’espace dual topologique de D(£2) est le sous-espace de D*(2) constitué des formes linéaires continues pour cette topologie, on le note
D’ (). Ici et dans toute la suite de ce cours, nous n’utiliserons pas les distributions, et donc nous ne munissons pas D(§2) d’une topologie.

5Qliver Heaviside (1850 - 1925) physicien britannique autodidacte.
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aussi définir la notion de dérivée faible a tous les ordres. Plus précisément, pour a = (aq,...ayn) € NV , et
u € LL (R™N), on définit la dérivée faible DS ... DSNu € LL (R™), si elle existe, par

loc loc
/D‘f‘l o DN u(a) () de = (=1)1 / u(w) 98N () dir, Vo € C(RY),
IRN IRN

ol |a| = aq + ...+ an et 97" ¢ désigne la dérivée partielle (classique) d’ordre ¢; par rapport a la i-eme variable.

Remarque 1.3 (Convergence dans D*) Soit Q un ouvert de RY (N > 1), (T))nen une suite déléments de
D*(Q) et T € D*(2). On dit que T,, — T dans D*(£2), quand n — +o0, si

(T, D) D+ (), p() = (T, ®)p+(02),D(02) Pour tout ¢ € C°(£2). (1.2)
11 s’agit donc de la convergence simple dans I’ensemble des applications de C'°(€2) dans IR.
Lorsque ’on s’intéresse aux distributions, on ajoute une structure topologique a I’espace C2°(f2) (non décrite
dans ce livre) et, au lieu de travailler avec D*(€), on travaille avec 1’espace strictement plus petit des applications
linéaires continues de C¢°(£2) dans IR, espace qu’on note D’(2). Toutefois, méme lorsque I’on travaille avec
I’espace D’(2), la notion de convergence est toujours donnée par (1.2).
1.2 Définition et propriétés
Définition 1.4 (Espaces de Sobolev) Soit ) un ouvert de RN, N > 1.

1. L’espace H*(SY) rdy défini par :
HY(Q) ={uec L*Q)tq Diuec L*(Q),Vi=1,...,N}.

Dans cette définition, lorsqu’on écrit Dyu € L*()), on sous-entend
3g € L*(Q); (D; f, P)pe(), D) = —/Qggo dz, Yo € C°(Q2).
2. L’espace H™ () est défini pour m € IN par :
H™(Q) = {u € L*(Q); D € L*(Q) Yo € NY; |a| < m}.
3. L’espace W™P(Q) est défini pour 1 < p < oo et m € IN, par
W™P(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), Ya € NV ; |a| < m.}

4. Noter que pour m = 0, [’espace WP (Q) est I'espace de Lebesgue LP ().

On note (- | -)z2 le produit scalaire dans L?(£2), i.e.

(u]v)pe :/uvdx,
Q

et ||.|| e la norme dans LP(2)., i.e.

lullze = (( /Q P da)}
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Proposition 1.5 (Structure d’espace vectoriel) Les espaces H™()) sont des espaces de Hilbert lorqu’on les
munit du produit scalaire

(w|v)gm = > (Du| D).

|a]<m

Noter que W™2(Q) = H™(Q).
Une norme naturelle sur W™P(Q) est définie par :

1lp
( > IIDQU||§p>, sil < p < 4o0;

||u||Wm>p = 0|alsm y
max ||D%ul|pee, sip = +o0.
0 |alsm
Muni de cette norme W™ P(Q) est un espace de Banach. On peut montrer que la norme :
S ID%ullpe, 1< p<+oo;
0<\o¢|gm
[l p = y
m,p Z HDO‘UHL“’, p= +00.
0<|al<m

est une norme équivalente a la norme définie par (13)) : ceci est une conséquence de I’ équivalence entre les normes
dans R? on q = card({a € NV |a| < m}). Les deux normes sont notées indifféremment ||.||,np ou ||.|[wym.».
L’intérét principal de la norme est que dans le cas p = 2 elle confere a H™ une structure hilbertienne, ce
qui n’est pas le cas avec la norme définie par (1.4)

Remarque 1.6 (Espaces de Sobolev et continuité) En une dimension d’espace (N = 1), avec a,b € IR, a < b,
1 < p < +oo0, tout élément de WP (Ja, b[) (qui est donc une classe de fonctions) peut étre assimilé & une fonction
continue, au sens ou il existe un représentant de la classe qui est continu (ce représentant continu est unique, voir
a ce propos ’exercice . Ceci tient au fait qu’en dimension 1, toute (classe de) fonction(s) de WP (Ja, b[) peut
s’écrire comme I’intégrale de sa dérivée.

u € WhP(Ja, b)) <= {311 € C([a,b]) etv € LP(]a,b]);u = @ p.p- et u(z) = u(a) + /mv(s) ds} .

En dimension strictement supérieure a 1, ceci est faux. En particulier H'(Q2) ¢ C(Q), comme le prouve I’exemple
suivant : soit Q = {z = (z1,22)" € R?, |;] < %,i = 1,2}, et u la fonction définie sur  par u(x) =
(—1In(|z]))7, avec v €]0,1/2[. Alors u € H'(Q) mais u ¢ L (€2) (voir exercice [1.5), et donc en particulier,

Proposition 1.7 (Séparabilité) Soit Q un ouvert de RY(N>1),meNerl< p < +oo; espace W™P(Q)
is espace séparable ( c’est-a-dire un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable dense).

La preuve de cette proposition fait 1’objet de I’exercice [I.9] ot I’on montre aussi par un contre-exemple que le
résultat de séparabilité n’est pas vrai pour p = +oc0.

La notion de séparabilité est importante, car elle permet d’approcher aussi prés que 1’on veut n’importe quel
élément de 1’espace par un élément d’une famille dénombrable : dans le cadre d’un espace de Hilbert, on peut
montrer que cette propriété est équivalente a 1’existence d’une base hilbertienne (voir par exemple[2, Proposition
6.62]).

Nous rappelons maintenant la notion importante d’espace réflexif.



1.3. RAPPELS D’ANALYSE CHAPTER 1. ESPACES DE SOBOLEV

Définition 1.8 (Espace réflexif) Soit E' un espace vectoriel normé réel. On note E' son dual topologique, c’est-
a-dire I’ensemble des formes linéaires continues de E dans IR muni de sa norme naturelle (E’ est un espace de
Banach). Pour tout x € E, on définit I’application J,, de E’ dans R par J.(T) = T'(x) pour tout T € E'. On a

[ J2(T)| = [T ()] < |Tl[e|lzlle

et donc J, est une forme linéaire continue sur E', ce qu’on note J, € E" ot E" est le bidual de E, c’est-a-dire le
dual topologique de E'. On peut montrer par le théoréme de Hahn-Banach qu’on rappelle dans le paragraphe
suivant, que || J; || g = ||z|| -

L’application J, définie de E dans E" par J(x) = J, pour tout x € E, est donc une isométrie linéaire de E sur
son image, notée Im(.J), et on a évidemment Im(J) C E”.

On dit que E est un espace réflexif si Im(J) = E”, ce qui revient a dire que J est surjective.

Notons que tout espace réflexif E est forcément complet puisque le dual d’un espace vectoriel normé quelconque
est toujours complet.

Proposition 1.9 (Réflexivité) Soir Q un ouvert de R, N > 1, et m € IN. Pour tout p €|1,+00|, I'espace
W™P(Q) est un espace réflexif.

La preuve de ce résultat fait 1’objet de I’exercice[I.10]

1.3 Rappels d’analyse fonctionnelle

Commencons par un théoréme fondamental (voir par exemple [3]]) :

Théoreme 1.10 (Hahn Banach) Soit E un espace vectoriel sur IR et p une fonction convexe définie de E dans
R. Soit F un sous-espace vectoriel de E, et T une forme linéaire sur F' qui vérifie T'(x) < p(x) pour tout x € F.
1l existe alors un une forme linéaire de F dans R, égale a T sur F, qui prolonge T sur l’espace E tout entier, et
qui vérifie encore la condition : T (x) < p(z) pour tout x € E.

Le corollaire suivant est essentiel :

Corollaire 1.11 (Prolongement d’une application linéaire) Soit E un espace normé, F' un sous-espace de E et
T une forme linéaire continue sur F. On peut alors prolonger T en une application continue définie sur F, de
méme norme que T'.

Un résultat bien connu sur les espaces de dimension finie est donné dans le théoréme suivant :

Théoreme 1.12 (CNS sur la dimension) Un espace de Banach E est de dimension finie si et seulement si sa
boule unité fermée est compacte.

Les notions de convergence faible et faible-x seront fondamentales pour la suite.
Définition 1.13 (Convergence faible et faible-x) Soit E' un espace de Banach.

1. Convergence faible Soient (u,,)ncn C E et u € E. On dit que u,, — u faiblement dans E lorsque n — 00
si T(uy) — T(u) pour tout T € E'.

2. Convergence faible-x Soient (T),)new C E' et w € E’. On dit que T,, — T dans E’ faible-x si T,,(z) —
T(x) pour tout x € E.
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Théoreme 1.14 (Compacité faible-x des bornés du dual d’un espace séparable) Soit E un espace de Banach
séparable, et soit (T),)ne une suite bornée de E' ( ¢’est-a-dire telle qu’il existe C € R ; tel que (| Ty || < C
pour tout n € IN). Alors il existe une sous-suite, encore notée (T,,)ncN, et T € E' telle que T,, — T dans E’
faible-x.

Une application importante de ce théoréme est la suivante : si  est un ouvert de R™ et (un)neN est une suite
bornée de L (), alors il existe une sous suite encore notée (uy, )new et u € L() tels que [, upp dz —
Jo uep da: pour tout ¢ € LY(€). Ceci découle du fait qu’il existe une isométrie naturelle entre L>°(2) et le dual
de L' (2) et que L' () est séparable.

Théoreme 1.15 (Compacité faible des bornés d’un espace réflexif) Soit FE un espace de Banach réflexif, et soit
(Un)ne une suite bornée de E ( ¢’est-a-dire telle qu’il existe C € Ry t.q. (||un||g < C pour toutn € IN). Alors
il existe une sous-suite, encore notée (u,)nenN, et u € E telle que u,, — u dans E faiblement.

Noter qu’un espace de Hilbert est toujours un espace de Banach réflexif.

1.4 Théoremes de densité

Définition 1.16 (Frontiére lipschitzienne) Un ouvert borné ) de RY est dit a frontiere lipschitzienne s’il existe
n € IN et des ouverts (Qo, 1, ..., Q) de RY ainsi que des applications (¢, ¢1, . . ., ¢n) telles que :

1. QcUlyQetQyC
2. ¢o: Qo — Bin = {z € RN 1.q. ||z|| < 1} est bijective et ¢ et ¢y * sont lipschitziennes,

3. Pourtouti > 1,¢; : ; — By n est bijective et ¢; et (;5;1 sont lipschitziennes, et ¢;(; NQ) = BLNOIR{E
et $;(Q;N9Q) = BinN{(0,y),y € RV} (oa RY = {(z,y) e RV;2 e R,z >0ery e RV '}

Remarque 1.17 (Frontiére fortement lipschitzienne) Un ouvert borné € de IR est dit 2 frontidre fortement
lipschitzienne si le bord de €2 est localement le graphe d’une fonction lipschitzienne et que €2 est (localement)
d’un seul coté de ce graphe. Un ouvert (borné) a frontiere fortement lipschitzienne est un ouvert a frontiere
lipschitzienne mais la réciproque est fausse comme le montre I’exercice[I.13] voir aussi [4].

Théoreme 1.18 (Densité et prolongement) Soit 2 est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < +00,
alors :

1. Sip < 400, l'ensemble C>°(Q) des restrictions a Q des fonctions C° (RN ) est dense dans WP (Q).

2. 1l existe une application linéaire continue P : WP (Q) — W1P(IRN) telle que

Yu € WhP(Q), P(u) = u p.p. dans Q.

Des résultats analogues sont vrais avec W™ (£2) (m > 1) au lieu de W1?(Q2) mais demandent plus de régularité
sur €2 (voir [3]]). La démonstration se fait par troncature et régularisation ; un cas particulier fait 1’objet de I’exercice
LISl

On peut montrer aussi que C2°(IR™) est dense dans W7 (IR™) si N > 1, mdansN etl < p < +o0. Mais ceci
est faux si on remplace RY par 2 avec 2 ouvert borné et m > 0. Par exemple, si 2 est un ouvert borné, 1’espace
C2°(2) n’est pas dense dans H'(£2). Son adhérence est un sous espace strict de H*(£2), qu’on note H}(€2).

Définition 1.19 (L’espace H} (Q2)) Soit Q un ouvert de R, N > 1.
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- _HY(Q
1. On appelle Hg(Y) I'adhérence de C2°(S)) dans H' (Q2), ce qu’on note aussi : H} () = C’g"(Q)H ( ).

2. Pourm > 0etl < p < +oo, on définit le sous espace W' (Q) de W™ (Q) comme I’adhérence de
C(Q) dans W™P(Q) :
m ()
W@ =cE@

Comme cela a été dit précédemment, si @ = R”Y on a H}(Q) = H'(Q) alors que Iinclusion est stricte si €2 est
un ouvert borné.

Remarque 1.20 (Espace C*(Q)) Soit Q un ouvertde R™, N > 1, et k € IN* U{+o0}. Soit ¢ une fonction de
Q2 dans IR. On dit que ¢ € C*(Q) s’il existe une fonction ¢ de RY dans IR, de classe C* telle que t) = ¢ dans
Q. Si Q est borné, il est bien siir possible de demander que la fonction ) soit 2 support compact dans IR, comme
cela a été fait dans le théoreme [I.I8] 1l est intéressant de noter qu’il est possible de prendre la méme définition
pour k& = 0. En effet, si ¢ est continue de {2 dans IR, il existe alors ¢ continue de R" dans R telle que Yy = @
dans €, voir I’exercice

1.5 Théoremes de trace

Théoréme 1.21 (Trace, demi-espace) Soir 2 = RY = {(z,9) € RY;2 € R,z > 0 ety € R "'}, Pour tout
ptel que 1 < p < +oc, il existe une unique application linéaire continue ~ de WP (Q) dans LP (IR 1) telle que
yu = u(0,-) p.p sur RN " (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle) siu € C°(IRY).

Remarque 1.22 (Lien avec la trace classique.) On suppose que 2 = IRf . Alors:

1. Siu € HY(Q) N C(Q), on a alors yu = u p.p sur IS (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1
dimensionnelle).

2. Kery = Wy P(RY).
Voir a ce propos 1I’exercice[T.17}

Théoreme 1.23 (Trace, ouvert borné) Soit Q2 un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < +oo. Alors,
il existe une unique application y (linéaire continue) définie de W1P(Q0) dans LP(09)) et tel que

yu = up.p. sur O siu € WHP(Q) N C(Q).

Ici encore, p.p. est a prendre au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur OS).
De plus Ker v = Wy P (Q).

Remarquons que si p > N, on peut montrer (voir théoreme [1.28) que WP () € C(Q) et yu est alors la valeur
de u au bord au sens classique.

Le théoréme suivant généralise la propriété d’intégration par parties des fonctions régulieres.
Théoreme 1.24 (Intégration par parties)

¢ SiQ=RY(={zr=(21,...,2n5) € R"; 21 > 0}), alors
Si2§i§N,/uDivdx:—/Diuvdx, V(u,v) € (H(Q))?,
Q Q

Sii= 1,/ u Dyvdx = —/ Diuvdx +/ yu(y) yo(y) dy(y), Y(u,v) € (H(Q))?,
Q Q o0

10
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o si §) est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne, alors, pour touti =1,..., N,
Jubwde= [ Duvdes [ yulw) volwyml) dr), viu,o) € (@)
Q Q o0

ou yu désigne la trace de u sur la frontiére OS) et d-y(y) désigne ’intégration par rapport a la mesure adéquate
sur O8) ( ¢’est-a-dire la mesure de Hausdorff sur Q) qu’on peut voir comme une mesure de Lebesque (N — 1)
dimensionnelle), et n = (nq,...,ny)" est la normale a 9) extérieure a ).

1.6 Théoremes de compacité

Les théoremes suivants sont une conséquence du théoréme de Kolmogorov (voir [2| chapitre 8]).

Théoréme 1.25 (Rellich) Soir Q un ouvert borné de R (N > 1) et 1 < p < +oo. Toute partie bornée de
WyP(Q) est relativement compacte dans LP(Q). Ceci revient & dire que de toute suite bornée de Wy™" (), on
peut extraire une sous-suite qui converge dans LP(Q).

Le théoréme précédent reste vrai avec W 1P(£2) a condition de supposer la frontiére lipschitzienne.

Théoréme 1.26 (Compacité des bornés de WP (Q) dans LP(Q2)) Soir Q un ouvert borné de R™ (N > 1), a
frontiere lipschitzienne, et 1 < p < +oo. Toute partie bornée de WP (Q) est relativement compacte dans LP ().
Ceci revient a dire que de toute suite bornée de W' (S2), on peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

Nous aurons aussi besoin d’une version du théoreme - dans les espaces duaux de LP et VV0 P Comme, pour
p < +00, le dual de L” est identifié a I'espace L7 avec ¢ = p/(p — 1), et que le dual de W,"* est noté W19, on
obtient le théoreme [[.271

Théoreme 1.27 Soit 2 un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < q < +oc. Toute partie bornée de LI(Q) est
relativement compacte dans W~=19(Q).

En particulier, pour ¢ = 2, L’ espace W=12(Q) est aussi noté H=*(2). Toute partie bornée de L?*(Q) est donc
relativement compacte dans H ().

1.7 Injections de Sobolev

Le théoreme suivant donne les injections de Sobolev ; ces injections établissent le fait qu’une fonction dont une
certaine puissance d’elle-méme et de sa dérivée est intégrable ( ¢’est-a-dire u € W P) est en fait dans un “meilleur”
espace (en terme d’intégration ou de régularité). On distingue trois cas différents, selon que la puissance est
inférieure strictement, égale, ou supérieure strictement a la dimension de 1’espace N.

Théoréme 1.28 (Injections de Sobolev) Soir Q un ouvertde R™, N > 1 qui est soit borné i frontiére lipschitzienne,
soit égal a RY
1. Sil <p< N, alors Wl’p(Q) C Lp*(Q), avec p* = NN—_’;), et 'injection est continue, c’est-a-dire qu’il
existe C € Ry (ne dépendant que de p, N et ) tel que
Yu € WHP(Q), ull o+ < Cllullwrs ce qu'on note WHP() < LP" ();
on a en particulier
Wh(Q) < L¥1(Q).
Pour N =1, le cas p = N est autorisé. On a donc aussi

Wh(Q) — L>®(Q)si N = 1.

11
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2. Sip> N, alors
WhP(Q) c 175 (Q)

o, pour a > 0, C®%(Q) est Iensemble des fonctions holdériennes d’exposant o défini par
CO(Q) = {u € C(Q,R)| 3k € R; [u(e) — u(y)] < klle — yl|°, Y(w,y) € Q2. (15)
La démonstration de ce résultat fait I’objet de I"exercice[I.13]

3. Dans le cas oii Q) est borné a frontiére lipschitzienne, W (Q) — L4(Q) pour tout q tel que 1 < q < +00
(et le cas q = oo est autorisé si N = 1). Ce résultat est faux dans le cas on Q = IR™, voir un contre
exemple a 'exercice[I.3)]

Si Q est un ouvert borné sans hypothése de régularité sur la frontiere, les trois assertions précédentes restent vraies
si I’on remplace I’espace WP (Q) par I'espace Wol’p(Q).

Remarque 1.29 (Compacité de I’injection de W, (£2) dans L4(£2)) Soit  un ouvert borné de IRY. Une
conséquence simple du théoréme d’injection de Sobolev (théoreme [1.28) et du théoréme de compacité de Rellich
(théoréme est que I"application u + u est compacte de W () dans L4(Q)si1 < p < Netq < p* =
£#=.

Sip > N, une conséquence simple de théoréme d’injection de Sobolev (théoremdI.28) et du théoréme (classique)
d’ Ascoli est que I"application u — u est compacte de W, **(€2) dans C(f).
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1.8 Exercices

Exercice 1.1 (Exemple de dérivée) Soient N > 1,Q = {z = (z1,...,2y)' € RV, |z;| < 1,i=1,...,N}
etw:RY — R définie par u(z) =1 siz € Q etu(z) =0 siz & Q.

1. Pouri = {1,...,N}etp € C>°(R"), montrer que S u(z) 8?0 x)dx ne dépend que des valeurs prises par
 sur le bord de (2.

2. Montrer que u ¢ WH1(IRY).

Corrigé —

1. On prend, par exemple, i = 1 (les autres valeurs de i se traitent de maniére similaire). Pour tout o € CZ°(IR™) ona

' N N | (‘)‘;,9’,7/' /'10,9, /
'/m\ u(l)(‘);l:l (z)dz = ,/Z,I‘I[A\ 0:1:1('73)(11? o = 1,1V -1 < . 6)171(,r1,y)d.r1>dy

12
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et donc 8
/ u(z )890 (z)dx / e(1,y)dy */ e(=1,y)dy.
RN L1 J—1,1[N-1 ]—1,1[N—1
Ceci montre bien que [ x u(x) % (z)dx ne dépend que des valeurs prises par o sur le bord de Q.

2. On raisonne par ’absurde. On suppose que u, € Wl’l(IRN). Il existe alors (en particulier) g € L* (IRN) L.q.
/ u(z) Op ( Ydx = / g(x)p(x)dx pour tout o € C°(RY).
RN 855 RN

1+ Lx]—1,1[V

On choisit unefonction © € CFX(MRYN) tg. o(x) > 0 pour tout v € R™, o(x) = 0siz ¢ Ar et p(z) = 1 si
z=(1,y)avecy €]— 3, §[N L (une telle fonction @ existe). Pour n € IN*, on définit alors o, par pn(1+x1,y)) =
»(1 4+ nxz1,y) pourtout t1 € Rety € RN~ (de sorte que pn = 0 hors de A,,).

Pourn € IN*, on pose A, =]1

717

Pour n € IN*, on a bien p,, € CZ° (]RN) et le choix de yp,, donne

0¢n
/ U(w)if (z)dx = / on(1,y)dy — / on(—1,y)dy > 1
JRN L1 ]-1,1[N -1 J]-1,1[N-1

[ s@en@sl < [ lgta)ian

n

et

On a donc fA, |g(z)|dz > 1 pour tout n € IN*, ce qui est impossible car la mesure de Lebesgue (N -dimensionnelle)
de A, tend vers 0 quand n — +oc.

Exercice 1.2 (Une fonction a dérivée nulle est constante p.p.) Soitu € L}, .(]0,1[) telle que Du = 0. Montrer que

Ja e R;u = ap.p.

Corrigé —  On se donne o € C°(]0,1]) t.q. fol wo(z)dr = 1.
Pour ¢ € C(]0, 1[), on définit la fonction  par

(z) = /Oxw(t)dt— (/01¢(t)dt) /0 po(t)dt. pour z €]0,1[.

Avec ce choix de ¢ on a p € C(]0, 1]) et donc, comme Du = 0,

0 = (Du, p)p+,cee = —/0 u(z)e' (z)dx.

Comme ¢’ = fo t)dt)po, on a donc
1 1
V() daz — d Yo (w)dz) = 0.
/0 u@yi@de = ( [ vma) ([ u@pot)
On pose a = fo x)o(x)dx, on a ainsi

1 1
/ u(z)y(x)de = / arp(z)dz pour tout 1 € C°(]0, 1]).
Jo 0

Le lemme[II|donne alors u = a p.p..

Une autre méthode consiste & considérer d’abord le cas uw € L'(]|0,1[) et procéder, par exemple, par densite La
fonction u peut étre approchée par convolution par des noyaux régularisants p,, qu’on prend a support dans | — = 7[
En prolongeant w par O en dehors de [0,1], on pose u, = u* pn. On a alors ul, = u * p},. On montre alors que
uy,(z) = — < Du, pn(x — ) > pour tout x €)%, 1 — L[, et on conclut que u;,(x) = 0 pour tout z €]£,1 — L.

13
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. . o . 1
On termine le raisonnement en utilisant le fait que unl] 141 tend vers w dans L™ .
n’

n

Dans le cas u € Lj,.(]0, 1]) on considére d’abord la fonction ue = ul(. 1_.) avec € > O.

L’intérét de cette deuxiéme méthode est qu’elle se généralise au cas multidimensionnel (voir I"exercice[I ).

Exercice 1.3 (Espace de Sobolev en 1d) Soit 1 < p < oo etu € WP(]0, 1[).
1. Soit u € W2(J0, 1]).

(a) Montrer qu’il existe C' € R t.q. u(z) = C + [ Du(t)dt, pour presque tout z €]0,1[. En déduire que
u € C([0,1],IR) (au sens ou il existe v € C([0, 1],IR) t.q. u = v p.p. sur |0, 1] ; en identifiant u et v, on peut
donc dire que W?(]0,1]) c C([0, 1], R)).

(b) Montrer que [|u|loo < [lullwrrqop-

(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — (1/p).

2. Soitu € C([0,1],1R). On suppose qu’il existe w € LP(]0, 1[) t.q. u(z) = u(0)+ f; w(t)dt, pour tout z €]0, 1.
Montrer que u € W?(]0, 1[) et Du = w.

Corrigé —

1.(a) Pour z € [0,1], on pose F(x) = [ Du(t)dt. Comme Du € L'(]0,1[), ona F € C([0,1],IR). On peut aussi
montrer que I est dérivable p.p. et que ' = Du p.p. mais cela est inutile ici. On s’intéresse plutét a la dérivée
par transposition de F', c¢’est-a-dire a DF' et on va montrer que DF = Du.

Soit p € C(]0,1]), ona
1

(DF. g e = = [ Pla)e (@)o = - /0 1 ( /0 1 oot (0) Du(t)dt ) ' ()

En remarquant que 1)g ((t) = 1),1((x) pour tout t, x €]0, 1| et en utilisant le théoréme de Fubini, on a donc

OF gy =~ [ ([ e @) Dutwae = [ o0 0uttar,

0 0 0
ce qui prouve que DF = Du.

Onadonc D(u— F) =0et l’exercicedonne alors 'existence de C € R t.q. w — F = C p.p. c’est-a-dire
u(z) =C + / Du(t)dt pour presque tout x €]0, 1[.
0

(b) On choisit maintenant pour u (qui est une classe de fonctions) son représentant continu ; on a alors pour tout
x € [0,1]

u(z) = u(0) + /(T Du(t)dt.

)
On a alors aussi pour tout x,y € [0,1], u(z) = u(y) + f; Du(t)dt, et on en déduit que
1

(@) < uw)] + [ [Du(o)de.
0
En intégrant cette inégalité sur 0, 1] (par rapport a y), on obtient pour tout x € [0, 1]
lu(@)| < fluller + [Dullpr = [[ullwia,
et donc, en prenant le max sur x et en utilisant 'inégalité de Holder,

lull < ullps + [Dullzs < llullze + [Dullzr = [l

14
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(c) On choisit toujours pour u son représentant continu. Soient z,y € [0,1], y > z, ona

u(y) —u(e) = [ Duar

et donc, en utilisant I'inégalité de Holder,

Y 1
\wau(ﬂ<(/IDMMWQ”wa”*SWMwwwa“ﬁ

2. Il est clair que w € LP(]0, 1[). Pour montrer que u € WP (]0, 1) il suffit de montrer que Du = w ¢ est-a-dire que

(Du, p)yp+ cee = fol w(t)e(t)dt pour tout ¢ € C°(]0, 1]).
Soit ¢ € C(]0,1[), ona

wwwWCf:fAWm¢mw:fAKAU(wz / / o(@)w(@)de) @' (1)t

En utilisant une nouvelle fois le théoreme de Fubini et le fait que 1, t[(I) Lyz,11(t) (pour tour z,t €]0,1[), on

obtient

UMJMW?:_AXAHMM)(WQ()W:—AXZZNWQWW“:AkWWWW~

ce qui donne bien Du = w.

Exercice 1.4 (Une fonction a gradient nul est constante p.p.) / Soient N > 1, B = {z ¢ R", |z| < 1} et
u € Lloc<B)

1

. On suppose que D;u = 0 pour tout ¢ € {1,..., N}. Montrer qu’il existe adansIR t.q. u = a p.p.. (u est donc

la fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :

Soit e €]0,1/2[ et (pp,)nen+ une suite de noyaux régularisants, c’est-a-dire :
pEC‘x’(IRNIR),/ pdr =1, p>0, p(x) =0si|z| > 1,
et, pourn € IN*, € RN, p,,(z) = n"p(nz).

On pose u.(x) = usi |z] <1 — ¢ etu, = 0 sinon. Puis, on pose u. , = Ug * .

Montrer que ., € CEO(IRN ,IR) et que, si 1/n < ¢, u., est constante sur la boule de centre 0 et de rayon
1 — 2¢. Puis, conclure. .. .]

. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1,..., N}. Montrer que v € C'*(B,IR) (au sens

“il existe v € C1(B,R) t.q. w = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre 1’indication de la 1&re question
et raisonner ainsi : Montrer que pour tout z,y € IR” on a

o () — 1o () = /O ety + (1 — 1)) - (y — 2)dt,
et que pour z dans la boule de centre O et rayon 1 — 2 eti € {1,...,N}ona
(Ouen/0x:)( / D;u(Z)pn(z — Z)dz.
En déduire que pour presque tout z, ydansB, on a, avec Du = {Dyu, ..., Dyu}t,
uly) —ulw) = [ Dufty + (1 1)) - (g — 2)d.

Montrer alors que u est continue et que la formule précédente est vraie pour tout z, ydansB. Conclure enfin
queu € C'(B,R).]
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3. On reprend ici la 1ére question en remplagant B par un ouvert quelconque de R™. Montrer que u est constante
sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, v constante signifie qu’il existe a € IR t.q. u = a

p.p..)

Corrigé —

1.Onau. € L' (IRN) Pour tout n. € IN*, la fonction u. », est donc bien définie sur tout RY. Le fait que u. y soit de
classe C'™ est classique et les dérivées de u. n, sont égales a la convolution de u. avec les dérivées de py. 1l est facile
aussi de voir que u. , est une fonction a support compact car u. et p, sontdes fonctions a support compact.

est nulle sur

aua,n
0.

On note By la boule de centre 0 et de rayon r. On montre maintenant que pour tout © la fonction
Bi_o:sil/n <e.

Soiti € {1,...,N} etz € RY, ona
OUe n Opn > / Opn
_— — * i = xr — d .
5o = (wer gt )@ = [ w)F @~ vy
Si1l/n < e et xdansBi—_2., la fonction p,, (x — -) appartient a C2°(B) et est nulle hors de B1—.. On remarque aussi
que

T

Gpn(as — ) _ 78p’ﬂ ({B o )
(La notation 90/0z; désigne la dérivée par rapport a la i-éme variable, a ne pas confondre avec la i-éme composante
de x dans la formule précédente. . ..) On obtient ainsi

aus,n apn
9z, &)= /B u(y) g, (@ = ¥)dy = (Ditt, pn(x =)0 ()0 (8) = 0-
Ouc n

On a ainsi montré que pour 1/n < ¢, la fonction =5=™ est, pour tout i, nulle sur Bi—2.. On en déduit que la fonction
Ue n est constante sur Bi1_o.. En effet, il suffit de remarquer que pour tout xdansBi_2. on a

1
Ue i (T) — Ue,n (0) = Vuen(tz) - xdt = 0.
0

Comme u. € Ll(]RN), la suite (Ue.n)new converge dans Ll(IRN) vers u.. En considérant les restrictions de ces
fonctions a la boule By_oc (sur la laquelle u. = w), la suite (ue n)nen converge dans L*(Bi_2.) vers u. Comme
Ue,n est une fonction constante sur B1—os. (pour 1/n < ) sa limite (dans Ll) est donc aussi une fonction constante.
Ceci montre que la fonction u est constante sur B1_2., c¢’est-a-dire qu’il existe a. € IR t.q. uw = ae p.p. sur Bi_2..
Comme € > 0 est arbitraire, on en déduit que a. ne dépend pas de € et que u est constante sur B.

2. Soite > 0. La fonction uc p, est de classe C°°. On a donc bien, pour tout x,y € ]RN,
1
Uen (Y) — Uen(x) = / Vuen(ty + (1 —t)x) - (y — x)dt. (1.6)
0

Dans cette formule Vu. ,, désigne la fonction vectorielle définie par les dérivées classiques de e .
Pourz € R eti € {1,...,N}ona

OUen , \ _\Opn
Er (z)—/]R’N ug(z)8 (z — 2)dz.

T
Si zdansBi—2c et 1/n < ¢, la fonction pn(z — -) appartient a C°(B) et est nulle hors de B1_. (et sur Bi—- ona
us = u). On en déduit
Qe n ' _ o
8791; (2) = (Diw, pr(z — -))p*(B).coo (B) = / Diu(z)pn(z — 2)dz.
7 B
Comme D;(u) est uniformément continue sur B1_., on déduit de la formule précédente que Ou. n /Ox; converge vers
D;u uniformément sur Bi1_2.. On a donc, pour tout x, ydansBi_2.
1 1
lim / Vuen(ty + (1 —t)z) - (y — z)dt. = / Du(ty + (1 — t)x) - (y — z)dt.
0 0

n—-+oo
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La suite (Uz,n)newN+ converge dans Ll(]RN) vers ues. Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut donc
supposer que cette suite converge p.p. vers ue et donc p.p. vers u sur la boule B1_.. En passant a la limite quand
n — +oo dans [’égalité [T6), on obtient pour presque tout x,y dans B1_ 2.

1
u(y) —u(z) = / Du(ty + (1 — t)z) - (y — x)dt. (1.7)
0
Comme € > 0 est arbitraire, la formule (I]) est valable pour presque tout x, ydansB.

Pour conclure, on fixe un point xdansB pour lequel {I]) est vraie pour presque tout ydansB et on pose
1
v(y) = u(z) + / Du(ty + (1 —t)z) - (y — x)dt pour tout ydansB.
0

La fonction v est de classe C* (car Du est une fonction continue et donc v est dérivable sur tout B et Vv = Du).
Comme u = v p.p., ceci termine la question.

3. On note Q2 I’ouvert remplacant B. Le raisonnement précédent montre que sur toute boule incluse dans €, u est p.p.
égale a une constante. Pour que 1’égalité soit vraie sur toute la boule (et non seulement p.p.), il suffit de définir v sur
Q par
i 1
h—»(l)fr}1>0 Ad(Bx,h)

v(z) = / u(y)dy pour tout x € Q,

B(x,h)
ou B(x, h) désigne la boule de centre x et de rayon h et \q(B(x, h)) la mesure de Lebesgue d-dimensionelle de cette
boule. On a alors v = v p.p. (v est donc un représentant de la classe ) et sur toute boule incluse dans €, v est égale

a une constante.

La fonction v est donc localement constante. On en déduit que v est constante sur chaque composante connexe de
Q. En effet, soit x € Q et U la composante connexe de § contenant x. On pose a = v(x). L’ensemble {ydansU;
v(y) = a} est un ouvert non vide de U et I’ensemble {ydansU; v(y) # a} est aussi un ouvert de U disjoint du
précédent. Par connexité de U ce dernier ensemble est donc vide, ce qui prouve que v = a sur tout U.

Exercice 1.5 (Une fonction H' n’est pas forcément continue, d > 1)

Soit Q = {z = (21,22)" € R?, || < 3,1 =1,2}, v €]0,1/2].

Soit u :  — IR définie par u(x) = (—In(]z|))”. Montrer que u € H'(2). En déduire que H'(Q) ¢ C ().
Corrigé —  La fonction w est de classe C™° sur Q \ {0} (en remarquant que |x| < v/2/2 < 1 pour tout x € Q). Les
dérivées classiques de u sont pour x = (x1,22)" # 0

ou - N—1 Ti .
@) = —1(~ (e T i = 1,2

1l est facile de voir que u € L*(Y) (et méme u € LP () pour tout 1 < p < 4o0). Comme v < 1/2, on peut aussi
montrer que les dérivées classiques de u sont dans L*(Q). Il suffit pour cela de remarquer que, pour a > 0,

/a ;d’f’ < 400
o TII(P0 |

Pour montrer que u € H* (), il suffit donc de montrer que les dérivées par transposition de u sont représentées par les
dérivées classiques, c’est-a-dire que pour tout ¢ € CZ°(Q) et pouri = 1,2, ona

/Qu(?:)g;i (z)dx = — 5 g:cuz (z)p(x)dx. (1.8)
On montre maintenant (IC8) pour i = 1 (bien siir, i = 2 se traite de maniére semblable). Soit o € C(Q) e1 0 < € <
1/2. On pose L. = [—¢,¢] x [—1/2,1/2]. En intégrant par parties, on a
Op ou 1/2
u(z) = (x)dz = — — (z)p(z)dx — u(e, x2)(p(e, x2) — p(—e, x2))dxs. (1.9)
Q\L. O, a\L. 071 —-1/2

(On a utilisé ici le fait que u(e, z2) = u(—e, z2).)
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Par convergence dominée, on a

. ' (0% / Op / ou " Ou
1 dr = dr et li —(x )dx = —(x)p(x)d
im /Q\L u(x )dLl( x)dx u(z )(h (z)dx et lim oz, 921 (z)p(x)dx | om (z)p(x)dx

e—0 e—0

1l reste & montrer que le deuxieme terme du membre de droite de [T9) tend vers 0. Ceci se fait en remarquant que la
fonction p est réguliére, il existe donc C' ne dépendant que de © t.q.
1/2
| u(e, x2)(p(e, 22) — p(—e,x2))dz2| < |In(e)|"Ce.

—~1/2
On en déduit bien que

1/2
liln/ u(e, z2)(p(e, x2) — o(—€,x2))dxs = 0,

e—0 —1/2

ce qui termine la démonstration de (L8) pouri = 1. Finalement, on a bien ainsi montré que les dérivées par transposition
de u sont représentées par les dérivées classiques et que u € H*(Q).

Exercice 1.6 (Laplacien d’un élément de H} (£2))
Soit Q2 un ouvert borné de RY (N > 1) etu € HA(Q).

1. Montrer que, pour tout ¢ € C°(2), on a
(Au, 9)pr(@).c20(2) = / () Ap(z / Vu(z) - Vo(x)dx

2. On rappelle que Hi () est un s.e.v. fermé de H'(€2). Muni de la norme de H((2), I'espace H(2) est donc
un espace de Hilbert. On note H~*(£2) le dual (topologique) de H}(€2). Déduire de la question précédente que
Au € H™1(Q) ( c’est-a-dire que 1’élément de D*(£2), noté Aw, se prolonge de maniére unique en un élément
de H~1(), encore notée Au) et que

|Aullg-10) < [ IVul ][22

NB. En fait, on montrera au chapitre 2 que sur H} () la norme H'(Q) est équivalente & la norme notée || - || H1(Q)
définie par [|ul| g1 (o) = || [Vul [|L2(q). Avec ce choix de norme sur H{ (£2) on obtient ||Aul| g-1(q) = ||u||H1(Q)

Corrigé —

1. Par définition de la dérivée par tram‘p()s*iti()n ona

(Au, p)p+ ()00 Q) = Z(D Diu, @) pr(0),c0 (@) = 2/ z)dz.

Puis, comme u € H§(Q), la forme linéaire (sur CS°(Q)) Diu est représentée par un élément de L () encore noté
Djuetona, pourtouti € {1,..., N},

/gz w(z)d; o(x)de = —(Dju, 0i0) D+ (),050 () = — ; Diu(z)0;(x)dx.
Comme Vu est lélément de L? (Q)A dont les composantes sont les D;u, on oé?tient bien
(A, 99>Dx(&2)7(720(52) = — ‘/p Vu(z) - Ve(z)dz.
2. Pour tout ¢ € CZ°(QY) on a, en utilisant I'inégalité de Cauchy—.;’chwarz,

‘(AU»’»9>D*(Q)‘C:<(Q)‘ S/ [Vu(@)||Vp(z)|de < |||VU\HL2<O)|HVSOH|L @) < HUHHl(Q)”@HHl(Q)
Q
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Ceci montre que ’application ¢ — (Au, @) p+(Q),cee (o) est linéaire continue de O (§2), muni de la norme HY(Q),
dans R. Comme D*(S2) est dense dans H () cette application se prolonge donc, par densité, de maniére unique
en une application linéaire continue de H}(Q) dans R ( c’est-a-dire en un élément de H*(Q)). Cet élément de
H™! (2) est encore noté Aw et le prolongement par densité donne, pour tout v € H} (Q),

<A'U~,’U>1171(sz),11[g(sz) =— | Vu(z) - Vu(z)dz.

Q
On a donc, pour tout v € H} (),

[(Au, v) 1), 11 (o) < / Vu(z)||Vo(z)|dr < [lull g @ 1ol a1 ) (1.10)
Jo

L’espace H§ () est muni de la norme H* (), ce qui donne

(Au,v) -1 (Q),H(Q)

HAUHH*'(Q) = sup -
vEH] (), v£0 HLHH'(Q)

on déduit alors de que
lAu|l g1y < llullgro)-
Exercice 1.7 (Petits pieges) Pour z € IR? \ {0}, on pose G(z) = In(|z|).

1. Montrer que G € C=(IR?\ {0}) et AG = 0 (au sens classique) dans IR? \ {0}. En déduire que AG = 0 dans
D*(R?) \ {0}. Que vaut AG dans D*(IR?) ?
2. Montrer que G € L? (IR?) pour tout p < 400 et VG € LP. (R?) pour p < 2.

loc loc

3. On prend dans cette question 2 =]0, 1[2. Montrer que
ue L3(Q), Auc H Q) % u e H(Q).
Montrer que
v e (H ()2, div(v) = 0 dans D*(Q) et rot(v) = 0 dans D*(Q) % v € (L2(Q))%

4. (Singularité éliminable) Soit € un ouvert de IR? contenant 0. On suppose ici que u € H'(Q) et que Au = 0

dans D*(Q2 \ {0}). Montrer que Au = 0 dans D*(2).
Exercice 1.8 (Trois applications de Hahn-Banach) Soit E un espace de Banach réel.
1. Soitx € E, x # 0. Montrer qu’il existe T' € E' t.q. T(x) = ||z||g et | T]| g = 1.

2. Soient F uns.e.vde E et x € E. Montrer que x ¢ F si et seulement si il existe T € E’ t.q. T(z) # 0 et
T'(y) = 0 pour tout ydansF.

3. Pour x € F, on définit J,. de E’ dans R par J,. (1) = T'(z) pour tout I" € E’. Montrer que .J,, € E” pour tout
x € F et que I'application J : x — J, est une isométrie de E sur J(F) C E”. (Définition : On dit que F est
réflexif si J(E) = E”.)

Indication —

1. Définir T’ sur la droite engendrée par x et prolonger I" par Hahn Banach.
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2. Sens “si”: Sens facile.
Sens “seulement si” : Construire I’application linéaire T sur Rx @ F par T'(z) = 1 et T'(y) = 0 pour tout ydansF ;
montrer que T’ est continue et conclure par Hahn Banach. La continuité de T est le point le plus technique : on peut par
exemple remarquer que si x ¢ F, alors il existe € > 0 tel que B(0,£) N F = (), et montrer ensuite que T'(z) < L||z||
pour tout zdansG = IRx & F, ce qui montre la continuité de T" sur G. )

3. La linéarité et la continuité de J sont faciles. Il reste a montrer le caractére isométrique. Soit x € F. Il est facile de
voir que |J ()| < ||x||z. Pour montrer I’égalité, considérer I"application T de la premiére question.

Exercice 1.9 (Séparabilité de LP) On désigne par L? I'espace Li; (IR, B(IR), \).
1. Soit 1 < p < oo. Montrer que L? est séparable.

2. Montrer que L°°(IR) n’est pas séparable.

Indication —

1. On pourra onstruire une famille dénombrable dense de CC(JR,) en considérant pour n € IN, ’ensemble A, des
fonctions qui sont nulles sur [—n,n|® et qui sont constantes par morceaux et a valeur rationnelles sur tous les
intervalles de la forme [:71 121 [ i € Z. Vérifier que les ensembles A,, sont dénombrables et montrer ensuite que

A = Upew Ay est dense dans LP.

2. Soit B I'ensemble des fonctions constantes sur les intervalles [i,1 + 1], i € Z, et qui ne prenent que les valeurs 0
ou 1. Vérifier que B est une partie non dénombrable de L™ et que si A est une partie dense de L*° (IR) il existe une
injection de A dans B.

Exercice 1.10 (Réflexivité de LP si1l < p < 00)

Soient (X, T, m) un espace mesuré o -fini et 1 < p < oo, montrer que L”(X,T,m) est un espace de Banach
réflexif.

Exercice 1.11 (Séparabilité et réflexivité d’un s.e.v. fermé)

Soient E un espace de Banach (réel) et F' un s.e.v. fermé de E. Montrer que :

1. E séparable = F séparable.
2. E réflexif = F réflexif.

Exercice 1.12 (Fonctions lipschitziennes) Soit €2 un ouvert borné de RY a frontiere lipschitzienne.

1. Soit u : © — IR une fonction lipschitzienne. Montrer que u € W1°°(Q).

2. Soit u € W1°°(€2). Montrer que u est lipschitzienne (au sens : il existe v :  — IR lipschitzienne t.q. u = v
p-p.)-

Exercice 1.13 (Exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien)

On appelle “ouvert lipschitzien” un ouvert a frontiére lipschitzienne (définition[T.16) et “ouvert fortement lipschitzien”
un ouvert a frontiere fortement lipschitzienne (remarque [T.17).

Pour construire un exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien, 1’idée est de construire un ouvert qui
ne vérifie pas la propriété du segment.

Définition 1.30 (Propriété du segment) On dit qu'un ouvert Q de RY satisfait la propriété du segment si que
pour tout z € 9Q, il existed € RN, d # 0 et t € R% t.q. {z + sd, s €]0,]} C Q.
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Un ouvert fortement lipschitzien de R” vérifie la propriété du segment : il suffit pour s’en convaincre de considérer
(sans restriction de généralité) que la frontiere est localement alignée avec 1’axe x1 en coordonnées cartésiennes
et de choisir d = (0, ...,0,1) Pour construire un ouvert qui ne vérifie pas la propriété du segment, 1’idée utilisée
ici (due, semble-t-il & Zerner, voir [6])) est de prendre pour ouvert une “route” allant vers le point (0,0) avec une
infinité de virages, sans changer le rayon de courbure des virages (ce qui donne que 1’ouvert est lipschitzien) mais
(bien siir) en faisant en sorte que la largeur des virages tende vers 0 quand on se rapproche de (0,0). A cause des
virages, 1I’ouvert ne vérifie pas la propriété du segment et donc n’est pas fortement lipschitzien.

Construction de I’ouvert 2 - Soit @ une fonction continue de [0, 1] dans IR, nulle en 0 et 1. On suppose que

(=) > 1. (1.11)

La fonction ¢ peut étre, par exemple, une fonction “chapeau” ou une fonction de classe C'°*° a support compact
dans ]0, 1[. On pose a,, = 1/2" pour n € N et et on définit ¢ de [0, 1] dans IR en posant

_, L — anp
(,0(1‘) = anfl@(

) six €lay, an—1] etn > 1.
Ap—1

La fonction ¢ est donc lipschitzienne de [0, 1] dans IR (en ajoutant ©(0) = 0). On remarque aussi que ¢(a,) = 0.
On pose alors Q = {(z,y) € R* 2 €]0,1[, p(z) —x <y < p(x)}.

0.8 /
y \
0.6 / \
7N\ / \
0.2 /\ /," N / /‘\ \
. M 2% // A \
/\ \
-0.2- \/ \ / \\
4] \\/ \\
0.6 \\
\

Figure 1.1: L’ouvert €2

1. D’ouvert () n’est pas fortement lipschitzien - Montrer que la propriété du segment n’est pas vérifiée pour (2
et z = 0 et en déduire que €2 n’est pas fortement lipschitzien.

2. L’ouvert (2 est faiblement lipschitzien - On pose 7' = {(x,y), z €]0,1[, —z < y < z}. On définit une
bijection v de () dans le triangle 7" en posant

Y(z,y) = (7,2 + 2(y — ¢(2))).

Montrer que v est lipschitzienne ainsi que son inverse et en déduire que €2 est un ouvert lipschitzien.
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Corrigé —

1. Soitd = (d1,d2) € R? d # Oett € RY. Onva montrer que le segment {sd, s €]0,t]} rencontre le complémentaire
de Q. On pose S = {sd, s €]0,t]}. Comme Q C R} X R, on a, bien sir, S C Q° si di < 0. On suppose donc
dy > 0 et (comme t est arbitraire) il suffit de considérer le cas d; = 1.

Sidy > 0, on a apddanssS pourn t.q. a, < tetand & Q car ands > ¢(ayn) = 0. Donc, S rencontre Q°.
Sidy <0, ona(an+ % )ddansS pourn t.q. an + %+ < t. Mais en utilisant (CI1), on a

—

Qn _ Qn
P((ln + i) — anfl§9(7) 2 An—1 2 an + 7

:
2 4
a a a . . » QAn . L
On a donc o(an + %) — (an + %) > 0 et, comme (a, + %+ )da < 0, ceci montre que (an + %3+ )d & Q. On a ainsi
montré que S rencontre 2°.

Finalement, on a bien montré que ) n’est pas fortement lipschitzien.

2. La fonction v est lipschitzienne (car o [’est) et son inverse aussi car son inverse est l’application 1) définie par

B(,9) = (@ 0(0) + 3 (s~ 9(@))).

Comme le triangle T' est fortement lipschitzien, on en déduit (assez facilement) que € est lipschitzien.

Exercice 1.1fl (Prolongement d’une fonction continue) Soient {2 un ouvert de RrY , N > 1, et f une fonction
continue de €2 dans IR. Le but de I’exercice est de montrer qu’il existe g continue de R” dans IR telle queg=f
dans Q.

Siz e S:?, on pose g(z) = f(x).
Siz & Q,on pose d,, = dansf{|z —y|, y € Q} (onadoncd, > 0), B, = {z € RY, |z — 2| < 2d,} et

anBz f(z)dz
g(z) = T 4
anBz z
Montrer que g est bien définie et est continue de IR dans IR.
Exercice 1.15 (Inégalités de Sobolev pour p > IN)

L’objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour p > N.

Siz € RY (N > 1),onnote z = (x1,7),avec z; € Retz € RN "' Onnote H = {(t, (1 — |t|)a), t €] — 1, 1],
adansBy_1},0u By_1 = {z € RV, |z| < 1}. (On rappelle que | - | désigne toujours la norme euclidienne.)
Soit N < p < 0.

1. Soit u € C*(RY,IR). Montrer qu’il existe C; € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

(1,0 — u(—1,0)| < C1|(IVul) Loy (1.12)
[On pourra commencer par écrire u(1, 0)—u(0, a) comme une intégrale utilisant convenablement Vu(t, (1—t)a)

pour ¢ €]0, 1], et intégrer pour adansBx_1 pour comparer u(1,0) et sa moyenne sur By _1. On pourra se limiter
au cas N = 2, pour éviter des complications inutiles.]

2. Soit u € C1(IR™,R). Montrer qu’il existe C, € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[u(@) = u(y)| < Call((Val)|oimnylz =yl =+ (1.13)
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[Apres, éventuellement, une rotation et une translation, on peut supposer que © = (b,0) ety = (=b,0). Se

ramener alors a (T.12)).]

Pour a €]0, 1] et K sous ensemble fermé de IR, on note

C"*(K) = {u € C(K,R), lul| Lo () < o0et  sup M < o0},
syeK, sty T =Yl
et, siu € C%¥(K),
[u(z) — u(y)|
[ullo,a = llulloe gy +  sUp  —F——"
syeK, sty [T — Yl
Noter que CO7O‘(K ), muni de cette norme, est un espace de Banach.
3. Soit u € C1(IR™,R). Montrer qu’il existe C3 € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.
lull Lo vy < Calluflyremny- (1.14)

[Cette question est plus délicate. .. Il faut utiliser (1.13)) et le fait que v € LP(IRN ).]

4. (Injection de Sobolev dans IR™.) Montrer que W'?(RY) c C%*(R"), avec v = 1 — %, et qu’il existe
Cy € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[ullco.ammy < Callullwro@mny- (1.15)

5. (Injection de Sobolev dans 2.) Soient {2 un ouvert borné de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne.
Montrer que WP (Q) € C%2(Q), avec v = 1 — %, et qu’il existe Cs € IR, ne dépendant que de €2, N et p,
t.q.

||u||co.a(§2) < C5||UHW1,1)(Q). (1.16)

Exercice 1.16 (Inégalités de Sobolev pour p < N)

L’objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour 1 < p < N.

La démonstration proposée ici est due a L. Nirenberg. Elle consiste a faire d’abord le cas p = 1, puis a en déduire
le cas 1 < p < N. Historiquement, lacas 1 < p < N a été démontré avant le cas p = 1 (et le cas p = 1 est
longtemps resté un probleme ouvert).

1. Soituw € CH(RY).

(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||u||so < ||t/]|1-

(b) Par récurrence sur N, montrer que ||ul| n/(ny—1) < ||§TZ||1/N ol aam“fv ||1/N.

(¢) Montrer que |[ul|n/(v—1) < || [Vul |1

(d) Soit 1 < p < N. Montrer qu’il existe C, ne dépendant que N et p t.q. |[ull,» < Cnypll|Vulllp, avec
p* = (Np)/(N —p).
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2. Soit 1 < p < N. Montrer que |[ul|,» < Cn | |Vul|,, pour tout u € WHP(IRN) (O, et p* sont donnés a la
question précédente). En déduire que I’injection de W'?(IR™) dans L9 (IR est continue pour tout ¢ € [p, p*].

3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W (IR™) dans L¢(IR") est continue pour tout ¢ € [N, co[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).

4. On suppose maintenant que €2 est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer que
I'injection de W1P(Q) dans L9(Q) est continue pour tout ¢ € [p,p*] (p* = (Np)/(N — p)). Montrer que
Iinjection de W% (Q) dans L4() est continue pour tout ¢ € [N, oo (Pour N = 1, le cas ¢ = oo est autorisé).

Corrigé —

1.(a) Comme u € C;(R) ona, pour z € R, u(z) = [*_ u'(t)dt et donc
©
u@l < [ Wl < o
—oo
On en déduit bien ||ul|o < ||u/]]1.
(b) La question précédente permet d’initialiser la récurrence, on a pour tout toute fonction u appartenant & C'* (IR),
llulloo < llu/[l1.
Soit maintenant N > 1. On suppose que pour toute fonction u appartenant acCt (IRN), ona

1/N 1/N
el ey v 1><|\—|\/ . n ||/ .

Soitu € CLMRNTY). Pour x € RN onnote v = (x1,y)" avec z1 € lR, ety € RYN. Pour z1 € R, I'inégalité
de Holder donne

N+1 1
[l dy= [ juen)luten. )l by
IRN RN

< ( /m Jutan, )| ¥ dy) (_/}R u(er, )ldy) ¥

On applique I’hypothese de récurrence a lafonction y > u(x1,y) (qui est bien dans C(IR™)), on obtient

1/N ou 1/N
[CICITR] I o o, Mgy - Ny @1y

(1.17)

D’autre part, en appliquant le cas N = 1 (dem(mtre a la question (a)) a la fonction z — wu(z,y) (qui est bien dans
CX(R)), on a pour tout y € RY

ou
|U(l‘17y)| < ||aTU1('7?/)HLl(]R)-

et donc, en intégrant par rapport a vy,

/ (s, Iy < s
RN

En reportant ces majorations dans ([.I7) on obtient pour tout z1 € IR

NA1 ou 1/N ou 1/N ou L
/1RN lu(z1,y)| ¥ dy < H%(Il:')HL/l(mN) H&L ( ')Hll(]n%”%(mla‘)HL\l(]RNHy

En intégrant cette inégalité par rapport a x1 et en utilisant une nouvellefois I’inégalité de Holder (avec le produit
deN fonctions dans LY, on obtient bien I’inégalité désirée, c’est-c‘l—dire

1/N 1/N
[ ||\“<H—u/ g H/

)
ou encore P P .
u u N1
< ||= N N
el <G I g

Ce qui termine la récurrence.
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(c) La moyenne géométrique de N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmétique de ces mémes nombres.
(Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité de la fonction exponentielle.)
On en déduit que

N
ou 1/N ou 1/N 1 ou
1 <|l=— R | < — —|1.
ol € Il I Y < 5 5 15

Comme || 2 ||y < || |Vul ||x pour tout i, on a bien
;

l[ullny v -1y < 1Vl [|1-

(d) Pour p =1, on a vu que Cn,, = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < N.
p(N —1)
N—p
Comme oo > 1etu € CLHIRY), on a aussiv € CL(IR™). On peut donc appliquer le résultat de la question (c) &

la fonction v. On obtient

On pose oo = (de sorte que a% =p“)etv = \u|a71u.

o\ N\
([ @)™ = ([ Ju@) " <90 .
RN RN
Comme |Vv| = alu|*"|Vul|, inégalité de Hilder (avec p et ¢ = p/(p — 1)) donne
Vol [l = allul*™" [Vul [0 < afllul*™ gl Val |lp.

Comme (. — 1)qg = (a — 1)p/(p — 1) = p*, on a donc

p*(N-1) o Y p*(p=1)
lull,. ™ = (/ Ju()[” ) <alul,. ” 1Vl [lp-
IRN
: p(N -1)
Ce qui donne, avec Cnp = av = ﬂ

l[ullpr < Cnpll [Vl [lp-

2. Soitu € WHP(IRY), il existe une suite (un)new de fonctions appartenant & CL(R™Y) t.q. un — u dans WP (IR™)
quand n — +oo. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy dans LP " Par unicité de la limite (par exemple
dans Li,.(IR™)) cette limite est nécessairement égale a u. On peut alors passer & la limite quand n — 4o dans
linégalité ||un||px < Cnpll |[Vunl||p et on obtient ainsi

lullp < Cxll IVl [l pour tout uw € WP (IRY).
Ceci donne Uinjection continue de W?(IRN) dans LP” (RN).

Linjection continue de WP (IRY) dans L? (RN est immédiate car ||ullp < ||u||w1.0 pour tout u € WP (RY).

Soit maintenant q €|p,p*[. Pour montrer que WP (IR™) s’injecte continiment dans L(R™N) il suffit d’utiliser

I’inégalité classique suivante (qui se démontre avec ’inégalité de Holder) avec p < q < r = p*.

0 1—-6
llullg < llullpllullz™, (1.18)

.9 — p(r—a)
avec 0 = r=7 €]0,1[.

3. Le cas N = 1 est facile. La question 2 donne I'injection continue de W**(IR) dans L>(IR). Comme W*(IR)
s’injecte aussi continfiment dans L*(IR), on obtient aussi une injection continu de W' (R) dans L (IR) pour tout
q €]1, +o0] (en utilisant (TI8) avec r = 400, p =1 et = 1/q).

On suppose maintenant N > 1. On a bien une injection continue de W™ (IR)) dans L™ (R)). Le seul cas a considérer
est donc N < q < 4o00. Plusieurs démonstration sont possibles. Une premiere démonstration consiste a utiliser pour
lu|®, avec u € CH(RN), l'inégalité démontrée a la question 1 (c), puis & utiliser I'inégalité de Holder (pour faire
apparitre |NVu|Y ) et l'inégalité (TI8). Enfin, on conclut avec la densité de C2(RY) dans W (R™). On donne ci
dessous une démonstration probablement plus longue mais qui utilise de maniere intéressante le caractére homogene
de la norme. de la norme.

Soit N < q < +oo. Il existe alors p €]1, N[ t.q. p* = Np/(N — p) = q. On va utiliser la question 1 avec cette
valeur de p.
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On définit ¢ de IR dans R, de classe C*, par :
p(s) =0sils| <1,
o(s) = 1(Is| - 1) si1 < |s| <2,
p(s) =|s| — 2 si2 < |s].
Onalp(u)| < 1et|o'(s)| <1 pourtout s € R.
Soitu € CH(RY) t.q ||lullyr.v = 1. Ona o(u) € CEMRYN). Par question I (et la définition ) on obtient
el < Crpll Ve Iy < Oy [ [Vu@)Pdo < Cny( [ Vu(e)do)
{Jul>1} RV
OnaXa({lul > 1} < [~ lw(@)|Nde < Vet [ n |[Vu(z)|Vde < 1. On en déduit
le()Z < Cp.

S

P
N

Aa({[ul > 1} W,

Comme |u|? < 2% (u)? + 29, on a donc
S lu(z)|tde = f{\u\<1} |u(x)|%dz + f(\'u\>1} |u(z)|?dx )
< fon [0(@) N+ 29 [ lpu(@) oz + 20 a({]u] > 1}) < 14 29CF +20.
1l existe donc Dy 4 ne dépendant que N et q t.q ||ullq < Dng siu € CH(IRYN) et ||ul| 1.y = 1 Gréce au caractére

N ) . N ~ ..
homogene de la norme, on a en déduit que ||ullq < Dy gllullywr.yqryy pour tout w € Cc (IR™). Enfin, par densité

de CL(R™) dans WY (RN) on obtient que WN(IRYN) ¢ LI(IRYN) et
lullq < Dn,gllullwr.~ vy pour tout u € whN(RY).

Ce qui montre bien qu’il y a une injection continue de W~ (R™) dans L*(IR").

4. Cette question consiste seulement & utiliser Iexistence d’un opérateur P linéaire continu de W (Q) dans W*? (R™)
t.q. Pu = wp.p. dans Q2 (opérateur dit de “prolongement” dont I’existence est donnée par le théoreme[II8). En effet,
grdce a cette opérateur, la question 4 est une conséquence des questions précédentes (et de I'inégalité ([[I)).

Exercice 1.17 (Noyau de ’opérateur trace)
Soient @ = RY, 1 < p < coety: WHP(Q) — LP(IQ) I"opérateur trace défini au théoreme [1.21

1. Montrer que Kery = Wy?(Q).

2. Soit u € WHP(Q) N C(2). Montrer que yu = u p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle sur
o).

Exercice 1.18 (Prolongement H?)
Soient N > 1,0 = lRf etp € [1,00][.

1. Montrer que C° () est dense dans WP () [On pourra s’inspirer de la démonstration de la densité de C>°(£2)
dans WHP()].

2. Montrer qu’il existe un opérateur P linéaire continu de W27(Q) dans W2?(IR") tel que Pu = u p.p. dans €,
pour tout u € W?2P(2) [On pourra chercher P sous la forme Pu(z1,y) = au(—z1,y) + fu(—2x1,y), pour
1 €ER_ et ydansIRN_l].

3. On prend maintenant p = oo. A-t-on C*°(Q) est dense dans W2°°()? Existe-t-il un opérateur P linéaire
continu de W2°°(Q) dans W2 (IRY) tel que Pu = u p.p. dans Q, pour tout u € W>P(Q)? (justifier vos
réponses. . .).

Exercice 1.19 (Convergence faible et opérateur continu) Soit E et F' deux espaces de Banach et 7" une application
linéaire continue de F dans F. Soit (uy,)nen une suite d’éléments de F et u dans E. On suppose que u, — u
faiblement dans E quand n — +o0. Montrer que T'(u,,) — T (u) faiblement dans F'. On donne maintenant deux
applications de ce résultat.
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1. Soit E et I deux espaces de Banach. On suppose que E s’injecte continiiment dans F', c’est-a-dire que £ C F
et que I’application u — u est continue de F dans F'. Soit (4, )new une suite d’éléments de E et u dans E. On
suppose que u,, — u faiblement dans F quand n — +oc. Montrer que u,, — u faiblement dans F'.

2. Soit © est un ouvert borné de IR, N > 1, (u,)nc une suite d’éléments de H} (Q) et u dans H{(Q). On
suppose que u, — u faiblement dans H{ (£2) quand n — +o0. Montrer que D;u,, — D;u faiblement dans
L?(Q) quand n — +o0.

Exercice 1.20 (Fonction non continue appartenant a ' (IR?) N L° (IR?)) Dans cet exercice, on construit
vtq. v € HY(R?)NL®(R?) etv ¢ C(IR? R) ( c’est-a-dire qu’il n’existe pas w € C(IR?, R) t.q. v = w p.p.).
Pour cela, on reprend la fonction de 1’exercice @

Soit v €]0,1/2[ et u définie par u(x) = (—In(|z|))7 si |z| < 1etwu(z) =0si |z > 1.

Pour chaque n € IN*, on définit u,, en posant u,, () = u(z) —nsin < u(z) < n+ 1etu,(z) = 0 sinon.

1. Montrer que u,, € H'(IR?) pour tout n € IN* et que

(oo}
> V] I72(m2) < +oo.

n=1
[Utiliser I’exercice ]

2. Montrer que u,, prend ses valeurs entre 0 et 1 et que le support de u,, est une boule dont le diametre tend vers 0
quand n — 4-00.

Pour n € IN*, on pose z, = (1/n,0) € IR? et on choisit m,, t.q. le support de u,, soit une boule de diamétre
plus petit que (1/2)(1/n —1/(n + 1)) et t.q. la suite (m,,)peN+ SOt strictement croissante. Puis on pose, pour
€ R, v, (2) = U, (¢ — ).

3. Montrer que toutes les fonctions v,, ont des supports disjoints.

4.0n pose v = )+ Un. Montrer que la fonction v appartient a H L(IR?) N L>°(IR?). Montrer que v est
continue sur IR?\ {0} mais n’est pas continue en 0.

Exercice 1.21 (Sur Pinjection de W* dans L") Soit Q un ouvert borné connexe de IR™Y (IV > 1) a frontidre
lipschitzienne. Soit w une partie borélienne de €2 de mesure de Lebesgue strictement positive, ¢’est-a-dire Ay (w) >
0 en désignant par Ay la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R” .

On définit ’ensemble W, par

W, = {u € W-H(Q) tel que u = 0 p.p. dans w}.

le but de cet exercice est de montrer, par deux méthodes différentes, qu’il existe C, dépendant seulement de €2 et
w, tel que

ull ey < CIl|Vul |11 (o) pour tout u € W, et pour tout 1 < p < (1.19)

N-1
I- Premiere méthode (méthode directe)
1. On suppose qu’il existe une suite (u,),en~ d’éléments de W, t.q. ||un |11 () = 1 pour tout n € IN* et

lun L1 (0) = nll [Vun| ||t (o) pour tout n € IN*.

En utilisant un théoréme de compacité du cours (chapitre 1), montrer qu’on peut supposer, apres extraction
d’une sous suite, que u, — u dans L' (£2) quand n — +oc. Montrer alors que u = 0 p.p. et que ||ul| 1 (o) =1
(ce qui est impossible.. . ).
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2. Déduire de la question précédente qu’il existe C7, dépendant seulement de (2 et w, tel que

lull L1y < Cill |Vul || L1 (q) pour tout u € W,,. (1.20)

3. On rappelle (théoréme |1.28)) qu’il existe C, dépendant seulement de €2, tel que, en posant 1* = N/(N — 1),
[ull L1+ @) < Collullw.1(q) pour tout u € WH1(Q). Avec la question précédente, en déduire qu’il existe C,
dépendant seulement de € et w, vérifiant (T.T9).

II- Deuxieéme méthode (en passant par la moyenne de u)

L. Soit H = {u € WH1(Q) t.q. [, u(x)dz = 0}. Montrer qu’il existe C's ne dépendant que de Q t.q. [|ul| 110y <
Csl| |Vul || L1 (o) pour tout u € H.

En utilisant le rappel de la question 3 de la premiére partie, en déduire qu’il existe Cy ne dépendant que de 2

tq.
[ —m| pir ) < Call [Vul || L1 (0) pour tout u € whl(Q),

avec mAy () = [, u(x)dz. [On pourra remarquer que u — mdansH.]

2. Soit u € W,, et m tel que mAn () = [, u(x)dx. Montrer que

Cy
|m| < W” IVul |1 (o)

et en déduire que

An (9) ) 11

o) vl

[l (@) < Ca (1 + (

Exercice 1.22 (Partition of unity)
Soit K un compact de RY (N > et Q,...,Q,, n € IN*, une famille finie d’ouverts tels que K C U, ;.
On va montrer ici qu’il existe des fonctions ¢, . . ., @, telles que

(p1) Pour touti € {1,...,n}, p; € C(RY,R), S; € Q;avec S; = {xz € RY, p;(z) # 0},
(P2) Yoi i =1lsur K.
Poure > 0eti € {1,...,n},onpose Q; . = {z € Oy, d(z,Qf) > e} ot d(x, Q) = dansf{lx —y|, y & L}
1. Montrer qu’il existe e > 0 tel que K C UJ_ ;2 .
Soit maintenant e donné par la question [I]
2. Montrer qu’il existe n functions f1, ..., f, such that, for all ¢, f; = 0 on 2f _ and S fi=lonUM Q..
3. Par une méthode de regularisation, montrer I’existence de n functions ¢, ..., ¢, satisfaisant (p1) et (p2).
Corrigé —
1. Pouri € {1,...,n}, ona Q; = Ue»0Qic et donc K C Uj_; Usso Q4. Comme K est compact et Q; - est ouvert

(pour tout i ete), il existe €1, . . ., en tels que €; > 0 pour tout i et K C Uj—1; «,. En prenant ¢ = min{e1,...,en},
ona K C U 1Q;..
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2. Pour tout i € {1,...,n}, on pose
filz) =1ifz € (e \Uj<ife),
fi(z) =0ifx & (e \ Uj<ife).
Avec cette définition, on obtient f; = 0 on S .. De plus, siz € U1 c. eti =min{j; x € Qj, ona fi(x) =1et
fi(x) =0ifj # i Doncy ;| fi(x) =1
3. Comme K est compact et (Uj—1$2; 2 )¢ est fermé, on a d(K, (Uj=1Q:.c)¢) =6 > 0.
On prend 1 tel que 0 < n < min{d, e}. Soit p € C°(R", R) tel que p(x) = 0si |x| > n et tel que [, p(x)dr = 1.

Pouri € {1,...,n} onprend ¢; = fi* p. Ona ; € CZ(R",R) et comme f; = 0 sur X . et < €, la fonction
;i satisfait (pI).

Comme Y " i = (31, [i) x petn < 6, les fonctions p; satisfont (p2).
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Chapter 2

Problemes elliptiques linéaires

2.1 Formulation faible

Soit Q un ouvert borné de IR™ (V> 1) de frontiere 92 = Q \ Q. Soient a; ; € L>(Q), pouri,j = 1,...

suppose que les fonctions a; ; vérifient I’hypothese d’ellipticité uniforme, c’est-a-dire :

N
Ja > 0; V= (&,....&n) € RN, > a;;6¢ > al¢f* p.p. dans Q.

4,j=1

On se donne f € L%(Q) et g : 9 — IR, et on cherche une solution au probleme :

N N
=) 0ilai j(@)0;u)(x) = f(x), x € Q,

i=1 j=1
u(r) = g(x), x € 909,

ol O;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-éme variable.

,N.On

2.1)

(2.2a)

(2.2b)

Exemple 2.1 (Le Laplacien) Si on prend a; ; = 0; j ( ¢’est-a-dire 1 si i = j, 0 si i # j), alors le probleme (2.2)

devient

—Au = f sur €,
u = g sur 0N).

Définition 2.2 (Solution classique) On suppose que a;; € C Y(Q) pour tout i,j = 1,... , IN. On suppose que
feC(Q)etge C(0Q). On appelle alors solution classique de 2.2)) une fonction u € C?(Q) vérifiant 2.2).

On rappelle que pour tout & € INU{+o0}, C*(Q) désigne I’ensemble des restrictions €2 des fonctions appartenant

a CF(RM).

Il n’existe pas forcément de solution classique a (2.2)). Mais il existe des solutions en un sens plus faible que I’on va
définir ci-apres. Pour comprendre leur nature, considérons d’abord le cas g = 0, avec a; ; € C'(Q2) et f € C(Q),

et supposons qu’il existe une solution classique u € C?(). Par définition, celle ci vérifie :

N N
3% duas(@)d5u) (@) = f(x), Vo € Q.

i=1 j=1

30



2.1. FORMULATION FAIBLE CHAPTER 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Soit ¢ € C°(Q) ; multiplions I’équation précédente par ¢(x) et intégrons sur €2 :

/ ZZ@ (ai;(z)0ju)(x) dl’—/f ) dz, Vo € C(Q).

=1 j=1

Une intégration par parties donne alors:

/Q 33 an)dule)dsp(a) | da = / F(@)p(x) de, Vg € CZ(9). 23)

Comme u € C%(Q2), onad;u € C1(Q) € C(Q) € L2(Q), et Dyu = d;u p.p (come cela a été vu au Chapitre][I).
De plus u € C(Q) C L?(2) et donc v € H*($). Enfin, comme u = 0 sur €2, on a finalement u € H{ () (voir
I’exercice|1.17).

Soit v € H} (), par densité de C2°(£2) dans H}(Q), il existe une suite (pn,)new C C°(Q) telle que v, — v
dans H'(Q), c’est-a-dire ,, — v dans L2(Q) et d;¢,, — D;v dans L(Q) pouri = 1,..., N. En écrivant (2.3)
avec p = ,, on obtient :

/ ZZa” x)0ipn (x dx—/f x)on(z) dz,

=1 j=1

et en passant a la limite, on obtient que w satisfait le probléme suivant, qu’on appelle formulation faible du probleme
(2.2) (on rappelle que I’on considere ici le cas g = 0)

u € Hg(Q)
/ Z Z a; ;( x)Div(z) | do = / f(x)v(z) dz, YodansHg (). 24)
2\ =1 =1

On vient ainsi de montrer que toute solution classique du probleme (2.2) (lorsque g = 0) est solution faible,
c’est-a-dire vérifie (2.9).

Remarque 2.3 (Cas symétrique, formulation variationnelle) Dans le cas ot a; ; = a;; p.p. pour i # j, u est
solution de (Z.4) si et seulement si u est solution du probléme suivant, qu’on appelle formulation variationnelle :

u € Hy(Q),
J(u) < J(v),VodansH (), (2.5)

ot la fonctionnelle .J est définie par : J (v / Z Z a; jDivDjv | dr — / [z
i=1 j=1

La démonstration de I’existence et de I’unicité des solutions des problemes (2.4) et (2.5) utilise le lemme de Lax-
Milgram, que nous rappelons ici :

Lemme 2.4 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-/-), de norme
associée notée || - ||, et a(-, ) une application bilinéaire de H x H dans R qui est

* continue, ce qui équivalent a dire qu’il existe ¢ > 0 t.q., pour tout (u,v)dansH?, on a |a(u,v)| < c||ul||]v],
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e coercive sur H (certains auteurs disent plutot H-elliptique), c’est-a-dire qu’il existe o > 0, t.q., pour tout
udansH, a(u,u) > allul?,

et soit T' une forme linéaire continue sur H.
Alors il existe un unique u de H tel que I’équation a(u,v) = T'(v) soit vérifiée pour tout v de H :

Nwu e H, YodansH, a(u,v) =T(v).

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle
J : H — R définie par J(v) = 1a(v,v) — T(v) pour tout v de H, c’est-a-dire :

J(u) :q;cgli?H J(w) et J(u) < J(v) siu#wv.

Notons que dans le cas ou la forme bilinéaire a est symétrique, elle définit un produit scalaire sur H équivalent
au produit scalaire initial. Dans ce cas, le lemme de Lax-Milgram est une conséquence directe du théoréme de
représentation de Riesz dans un espace de Hilbert.

Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram au probleme (2.4)), nous aurons besoin de 1’inégalité de Poincaré :

Lemme 2.5 (Inégalité de Poincaré) Soir Q2 un ouvert borné de RY, N >1 (ou qui est au moins borné dans une
direction), alors il existe Cq, ne dépendant que de ) tel que

lull2) < Call IVul|lr2(0), Yu € Hg (). (2.6)

N.B. On désigne toujours par | - | la norme euclidienne dans IR™. On a donc

N
190 2 = /Q Vo) Pdr =Y /Q Dyu(z)?dr.
=1

Démonstration Par hypothése sur €, il existe a > 0 tel que Q C] — a, a[x R 1. Soit u € C2°(Q2), on prolonge
u par 0 en dehors de €2, on a donc :
ue CP(RY),u = 0sur Q°.

Soit x = (x1,...,zx)" = (z1,y)! € Q, avec z; €] —a,a[ety = (za,...,zy) ERY . Ona:
T
u<x17 y) = alu(ta y) dt,
et donc, par I’inégalité de Cauchy—Schwarz,
a 2 a
e < ([ el ar) <2 [ @ute)? o
En intégrant entre —a et a, on obtient :
a a
[ P o < 1@ [ @)
—a —a

et donc, en intégrant par rapport a y,

/ lu(2)[2 dz < 4a? / (Oru(@))? dz, Yu € C=(Q) @.7)
Q Q
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On procede ensuite par densité ; pour u € Hg (), il existe une suite (u,)new C C°(R) telle que u,, — u dans
H}(9). On a donc u,, — u dans L?(Q) et d;u — D;u dans L?(€2). On écrit alors (2.7) pour w,, et en passant a la
limite lorsque n — 400, on obtient :

N
[ullF2q) < 40| Druf|72q) < 4a® Z I Diul| 72y = 4a®| [Vl |72
=1
|

Théoréme 2.6 (Existence et unicité de la solution de (Z4)) Soir Q un ouvert borné de RY, f € L2(Q), et soient
(@i ;)i j=1,.,~ C L>®(Q) et o > 0 tels que @.I) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de (2.4).

Démonstration Pour appliquer le lemme de Lax-Milgram on écrit le probleme (2.4) sous la forme : udansH ;
a(u,v) = T(v) pour tout vdansH, avec H = HZ (£2) (qui est bien un espace de Hilbert, muni de la norme définie
par [lull g0y = ([ull72(q) + IVl H%z(g))% ), et avec a et T' définies par

a(u,v) = /Q ZZa” z)Dyv(z) | do et T(v /f

1=1 j=1
On remarque tout d’abord que la forme linéaire 1" est bien continue. En effet,

IT()] < vllz@ 1 fllz) < lollar@ll fllzze)
Quant a la forme a, elle est évidemment bilinéaire, et elle vérifie :
N
ja(u, 0)| < D Nlaill o@Dl 2@ 1 Dsvll 20y < Cllull @) l[vll @),
i,j=1
avec C' = Z?fjﬂ llai,j|| Lo () Elle est donc continue.

Voyons si a est coercive : il faut montrer qu’il existe 5 € IR ; tel que a(u, u) > B||u||§{1(ﬂ), pour tout u € H} ().
Par hypothese sur a, on a :

N
a(u,u) = / ZZ% 2)Diu(x) dxza/ <Z|Diu(:c)2> dx:a/ V()2 da.
i=1 j=1 2 \i=1 Q
On applique alors I’inégalité de Poincaré (2.6) :
N
Hu”Hl(Q) = ||U||L2 @ Z | D; UHL?(Q (CQ +1) Z [ D; u”L?(Q)v
i=1 i=1

d’ou1 on obtient que :

1
D; 2 > — 2
;:1 [ u||L2(Q) =+l ||u||H1(Q)7

et donc
a !
2 2
a(u,u) > az 1 Dsull72(0) = 7o lullE @)
p Cs+1
ce qui démontre la coercivité de a. Par le lemme de Lax-Milgram, on a donc bien existence et unicité de la solution
du probleme (2.4). L]
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Remarque 2.7 Le lemme est encore vrai avec 1 < p < 400 au lieu de p = 2. Si 2 est un ouvert borné de
IRN, N >1,etl < p < 400, il existe C), o ne dépendant que de p et €2 tel que

[l o) < Call IVull| ooy, Yu € WyP(Q).

Ceci permet de définir une norme sur W7 () équivalente 2 la norme W12 (Q), voir la définition (Pour
p = 2, cette équivalence de norme est en fait démontrée dans la démonstration du théoreme [2.6])

Définition 2.8 Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) et 1 < p < 4o00. Pouu € Wol’p, on pose

1
||UHW01*P(Q) = (/Q|Vu(z)|pd:1:)”.

Selon la remarque c’est donc, sur Wy * (2), une norme équivalente a la norme de W' (S2).
Pour p = 2, l'espace W, *(S2) est aussi noté H () et la norme || - ||W01=2(Q) est la norme || - || 1 ().

Par le lemme de Lax-Milgram, on démontre de maniere similaire 1’existence et 1’unicité dans le cas ol le second
membre de (2.4) est donné par un élément de H~1(2) (dual de H}(f2), c’est-a-dire I’ensemble des formes
linéaires continues sur Hg (£2)).

Théoréme 2.9 (Existence et unicité, T € H 1) Soient  un ouvert borné de R”, (@ij)ij=1,..5 CL®(Q)et
a > 0 tels que @2.1)) soit vérifiée. Soit T € H~1(Q), il existe alors une unique solution u de :

u € Hy (),
N N
/ Z Z ai j(v)Dju(z)Div(x) | dz = T(v),YodansH(S2). (2.8)
Q \i=1j=1

Soit Q un ouvert borné de RY et f € L'(Q). Il est intéressant de savoir si 1’application ¢ Jo f(x)p(x)dz
(définie, par exemple, pour ¢ € C°()) se prolonge en un élément de H ~1(2) (et dans ce cas, le prolongement
sera unique par densité de C2°(2) dans H}(€2)). En dimension N = 1, 'hypothése f € L'(Q) est suffisante.
En dimension N > 3, I’hypothese f € L7(2), avec ¢ = 2N/(N + 2) est suffisante. En dimension N = 2,
I’hypotheése f € L(S2), avec g > 1 est suffisante. Un résultat plus précis (pour N = 2) est donné dans 1’exercice
211

Nous n’avons traité ici que le cas de la condition aux limites de Dirichlet homogene ( c’est-a-dire ¢ = 0 dans le
probleme[2.2)). Le cas de la condition aux limites de Dirichlet non homogene est traité dans la section [2.5]

Lexistence et I’unicité de solutions faibles est possible avec d’autres conditions aux limites. L’exercice [2.6] traite
le cas des conditions de Neuman et I’exercice[2.9]les conditions dites de Fourier (ou de Robin, selon les auteurs).
La résolution du probéme de Neuman permet d’ailleurs de montrer une décomposition utile d’un élément de
L2(Q)V, appelée décomposition de Hodge, exercice L’exercice s’intéresse a des conditions aux limites
apparaissant en mécanique du solide. Il est possible aussi de coupler un probléeme elliptique sur un ouvert €2 de
IR? avec un probléme elliptique unidimensionel sur le frontiére de 2, ceci est I’objet de I’exercice

Les exercices [2.13} 2.13] et [2.10] montrent I’existence (et ’unicité ou une “unicité partielle”) pour des systemes
elliptiques (probleme des Stokes et équation de Schrodinger).

Enfin, il est possible de traiter des problemes elliptiques avec des coefficients a; ; non bornés. On introduit alors
des espaces de Sobolev dit “a poids”, exercice [2.4]
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2.2 Analyse spectrale
2.2.1 Quelques rappels

Soit E un espace de Banach réel, et T" une application linéaire continue de ¥ dans F£. On note :
e o(T) ={X € R;T — A\ est non bijective} I'’ensemble des valeurs singulieres de T,
e p(T)={X € R;T — A\ estbijective} = IR \ o(T) I’ensemble des valeurs régulieres de T,
e VP(T) = {\ € R;T — AI est non injective} ’ensemble des valeurs propres de T,

Lorsque dim F < 400, on a VP(T) = o(T'). On a un résultat similaire en dimension infinie, & condition que
I’opérateur T soit linéaire continu et compact. Plus précisément, dans ce casona : VP(T) \ {0} = o(T) \ {0}.
Le théoreme suivant donne ce résultat dans les espaces de Hilbert séparables et pour un opérateur autoadjoint.

Proposition 2.10 (Opérateur linéaire continu compact autoajoint) Soit F un espace de Hilbert séparable muni
du produit scalaire (-, -) g, et soit T un opérateur linéaire continu compact autoadjoint dont le noyau N (T') = {u €
E; T(u) = 0} est réduit a {0}. Alors il existe une base hilbertienne de E formée de vecteurs propres de T, c¢’est-
a-dire d’éléments de E, notés e, n € IN, vérifiant (e, €m) g = O, m et tels que si u € E, alors u peut s’écrire
u = ana”sN(u, en) Een (cette série étant convergente dans E), et les valeurs propres A\, € IR associées, i.e.
telles que Te,, = \pe,, sont telles que \,, — 0 lorsque n — +o00.

2.2.2 Le Laplacien

On va considérer dans cette section, pour simplifier, le cas du Laplacien. Soit {2 un ouvert borné de RY. On
rappelle que Au = Zfil O2u si u est une fonction réguliere. Pour étendre cette définition aux fonctions seulement
localement intégrables, on pose, si v € L (), Au = Zf\il D2u. On définit maintenant un opérateur A d’une

partie de L?(Q2) dans L?(2) en définissant d’abord son domaine D(A) :
D(A) = {u € Hy() ; Au € L*(Q)},
Puis on pose Au = —Au si u € D(A). On a ainsi définit un opérateur linéaire A : D(A) C L%(2) — L?*(Q).

On a vu dans les paragraphes précédents que si f € L?(£2), il existe une unique solution au probleme Z.4) qui

s’écrit, pour le Laplacien, c’est-a-dire avec les valeurs a; ; = d; ;,¢,7=1,...,N:
u € Hy (),
/Vu(az)Vv(x) dz = / f(z)v(z) dz, YodansHg (). (2.9)
Q Q

Grace a la densité de C°(€2) dans H{ (€2), la fonction u est solution de (2.9) si et seulement si u € D(A) et
—Au = f p.p. (c’est-d-dire —Au = f dans L?(f2)). L’opérateur A est donc inversible. Son inverse, 1’opérateur
A~ est défini de L%(Q) dans L?(Q2) par A~ f = u ot u est solution de (2.9). Cet opérateur est injectif mais non
surjectif. Les deux opérateurs sont linéaires.

Pour montrer qu’il existe une base hilbertienne formée des vecteurs propres de A~!, on va démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme 2.11 Soit Q un ouvert borné de RY. Pour f € L3(Q), on note Tf 'unique solution de [2.9).
L’opérateur T est linéaire continu compact et autoadjoint de L?(Q) dans L*()). De plus N(T) = {f € L?(Q2),

Tf=0p.p}={0}
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Démonstration Il est immédiat de voir que T est linéaire. On remarque tout d’abord que N(T') = {f € E,
Tf =0p.p.} = {0}. Eneffet, soit f € L*(Q) t.q. T'f = 0 p.p.. On a donc, d’apres (Z.9),

/ fuvdx = 0 pour tout v € Hy ().
Q

Comme H} () est dense dans L%(£2) (on a méme C'°(€2) dense dans L?(£2)), on en déduit f = 0 p.p..
On montre maintenant la continuité de 7'. Soit f € L*(Q) et u = T f. En prenant v = u dans (2.9), on obtient

||u\|§lé(ﬂ)z/QVu-Vudac:/qudxg 171 e e el -

2

Par I’inégalité de Poincaré, il existe Cp € IR} ne dépendant que de €2 tel que HUH%Z(Q) < CQ||uHH1(Q), et donc :
0

N
HuH?{g(Q) = Z HDz’U||2L2(Q) < ||fHL2(Q)||UHL2(Q) < CQ||f||L2(Q)||U||H3(Q)-
=1

On en déduit que [[ul| 2 () < Call fll12(q) et donc:

||Tf||%2(sz) = HUH%Z(Q) < CQ””H%I&(Q) < Cs%”f“%%ma

ce qui démontre la continuité de 7.

Montrons maintenant que 1’opérateur 7" est compact, c’est-a-dire que I'image 7'(B) d’un ensemble B borné de
L?(9) est relativement compact dans L?(€2). On peut écrire T sous la forme 7" = I o T ou I est I'injection
canonique de H}(Q) dans L?(Q) et Ty est I’application qui a f € L?(Q) associe u = T'f € H}(Q). L’application
Ty est continue de L?(Q)) dans H}(Q) (car |Tfllzi ) < Callfllz2(n)) et Tinjection I est compacte par le
théoreme de Rellich (théoreme [I.25] page[TT)), et donc I’opérateur 1" est compact.

Montrons maintenant que 1’opérateur 7" est auto-adjoint, c’est-a-dire que

(Tf,9)r2) = (f,T9)r2(0), Vf, g € L*(). (2.10)

Soient donc f et g € L?(12), u I’'unique solution de (2.9), et v I’'unique solution de (Z.9) ot on a remplacé f par g
dans le second membre. On a, comme v est solution de (2.9) ol on a remplacé f par g :

(vag)m(ﬂ):/ngdIZ/Ude:/VwVvdx.
Q Q Q

On montre de méme que (f, Tg)2() = [, Vu - Vv dz, ce qui démontre (2.10). L]

Voici maintenant la conséquence du théoréme [2.11] et de la proposition [2.10] pour I’opérateur “Laplacien” avec
condition de Dirichlet homogene.

Théoréme 2.12 (Base hilbertienne de L2 (2) formée de fonctions propres de —A)

Soit Q un ouvert borné de RY, Au = —Au avec D(A) = {u € H}(Q); Au € L*(Q)}. il existe alors une base
hilbertienne (dénombrable) de L*(S2), notée (e, )nc+, formée de vecteurs propres de A, associés aux valeurs
propres (fin )ne+- On peut ordonner les ., dans I’ordre croissant ( ¢’est-a-dire i, < pi,11 pour tout n € IN¥)
etl’onap; >0etlimy, o by = +00.
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Démonstration Pour f € L?(12), on note 7' I’'unique solution de (2.9). D’apres le théoreme et la proposition
il existe donc une base hilbertienne (e,,),ecn+de L?(2) formées de fonctions propres de 7. Les valeurs
propres associées sont toutes strictement positives. En effet, si f € L2(Q) et f # 0, alorsu = Tf # 0 et

(Tf, ez = (u, flrze) = /QVU -Vudr = ||U||?15(Q) > 0.
Si A, est une valeur propre de 7" est associée au vecteur propre e,, # 0, ona T'e,, = A, ey, et donc, comme e,, # 0,

)\n(enyen)Lz(Q) = (Anenzen)LQ(Q) = (Tenaen)Lz(Q) > 0.

La suite (A, )nen est donc formée de nombres strictement positifs. Quitte a changer 1’ordre des A, on peut
supposer que cette suite est décroissance. Enfin, la proposition donne que lim,,_, 400 A, = 0.

Remarquons que les valeurs propres de A sont donc les valeurs u,, = )\i pour tout n € IN*, avec u,, > 0 pour
tout n € IN* et 1, — +oo lorsque n — +o00. [

En reprenant les notations du théoreme [2.12] on peut alors caractériser le domaine de 1’opérateur Laplacien (avec
condition de Dirichlet homogene) D(A) de la fagon suivante :

Soitu € L*(Q), [u € D(A)] <= Z 12 (u, en)QLz(Q) < 4o00.
nelN
De plus si u € D(A), alors Au = Z:g pin (U, €n) £2(Q)€n- On peut ainsi définir les puissances de I’opérateur A :

Définition 2.13 (Puissance de ’opérateur) Soir Q un ouvert borné de RY, Au = —Au avec D(A) = {u €
H(Q); Au € L?(Q)}. On note (ey)new+ une base hilbertienne de L?(S)) formée de vecteurs propres de A,
associés aux valeurs propres (fin)neN+. Soit s > 0. On définit

—+o0

D(A%) ={ue L2(Q) : ZM?LS(U,en)%g(Q) < 4o0}.
n=1
Et pour uw € D(A?®), on peut alors définir A%u par :
+oo
Atu = ZM;(’UH en)L2(Q)en~
n=1

Cette série étant convergente dans L?(Q).

Pour s = 0,ona D(AY) = L2(Q2) et A% = u : A est I’opérateur identité.
Pour s = 1, on retrouve 1’opérateur A.
1 1e%s) 1
Pour s = £, ona D(A%) = {u € L2(2); 3,725 i (u, en)72(q) < +0o}. On peut montrer que D(A2) = Hj(9),
etona Azu = oo Sim (u, €n)L2(2)€n-

Pour le cas N = 1, Q2 =]0, 1], Le théoreme de décomposition spectrale est détaillé dans I’exercice 2.2}
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2.3 Régularité des solutions faibles

Soit Q un ouvert borné de R” et f € L?(Q2). Sous les hypotheses (2:1), on sait par les résultats précédents qu’il
existe une unique solution au probleme (2.4), et on se demande quelle est la régularité de cette solution en fonction
des données du probleme. Le probléme est assez simple en dimension N = 1, voir I’exercice [2.1} mais beaucoup
plus difficile en dimension N > 1. La réponse dépend de la régularité des coefficients de 1’opérateur et de la
régularité de la frontiere de 1’ouvert (on dit que la frontiere de €2 est de classe C* si elle est localement le graphe
d’une fonction de classe C*).

Théoreme 2.14 (Régularité de la solution du probleme de Dirichlet)
Soit Q un ouvert borné de RN et f € L?(Q). Sous les hypothéses 1)), soit u € HE () la solution de @Z4).

1. Sia; j € CY(Q) pouri,j=1,...,N et Qest afrontiere C?, alors, pour tout f € L*(Q), onau € H*(1Q).

2. Sia;; € C®(Q) pouri,j = 1,...,N, si Q est a frontiere C*, et si f € H™(Q) avec m > 0, alors
u € H™2(Q).

En conséquence, si f € C*(Q), alors u € C*°(Q) et donc u est solution classique. De méme, si f € H™ ()
avec m > %, alors u € C?(Q) et donc u est encore solution classique.

Remarque 2.15 (Optimalité des hypotheses) Notons que la partie 1. du théoréme précédent est fausse sans les
hypotheses a; ;dansC! () et 2 est a frontiere C2.
Par contre dans le cas du Laplacien, c’est-a-dire a; j = d; ;, si { est convexe, alors u € H?({2) dés que f € L?(€2).

Idée de démonstration du théoréme |2.14} premiére partie
On se ramene par la technique dite des “cartes locales” au cas Q = RY = {(z1,y),y € RV ', 2; > 0}, etau
probléme suivant :

u € Hy(Q),
/Vu-Vvdx:/fvd:vaEH(}(Q).
Q Q

et on applique ensuite le théoreme Ce théoréme montre que la solution de ce probleéme appartient a H?2 (]Ri\_] ).
L]

La démonstration du théoréme [2.18] due a L. Nirenberd]_-] que nous énoncons un peu plus loin nécessite les lemmes
techniques suivants, que nous enongons pour N = 2, pour simplifier :

%emme 2.16\SoitQ :IIR?F = {(/xl,.y), x1 > 0,y € R}. Soit g € L?(Q) et, pour h > 0, V},g défini par :V,g =
7 (gn — g), ot g, € Hy(S2) est définie par gn(x) = g(x1, w2 + h). Alors [|[Vrg|lg-1) < llgllz2)-

Démonstration Soit g € L?(2), par définition,
[nglin-si) = sup{ | Wagwdo, v € HY@), ol o) < 1)
0
et donc, par densité de C2°(Q) dans H} (Q),

(L2 Pp— /Q Whg v de, v e C2(), o]l < 1)

!Louis Nirenberg (né en 1925) est un mathématicien Canadien qui a beaucoup contribué 2 la théorie des équations aux dérivées partielles
linéaires et non linéaires.
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Soit v € C°(Q) tel que ||[v][ g1 () < 1.
1
/ Vg vde = E/ / (9(x1,22 + h) — g(x1, 22)) v(21, 22) dory das
Q Ry JR

1 ot ~ ~
= E/ / g(x1,Z2)v(x1, T2 — h) day dZs 7/ / g(z1, 22)v(21, 22) day das
Ry /R R, /R

= _/ / 9(961,962)0(331’%2 — ) —vlwn, va) dzq das.
R, /R

—h
Donc, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

U(-,-—h)—’l)(~,~)
[ hgodal < gllzaoy 12 e < lalezco ol < lolooco

On en déduit que H\IlthH—l(Q) < lgllz2()- n

Lemme 2.17 Sous les hypotheéses du lemme soitu € L (), alors Vyu — Dou dans D* lorsque h — 0.

loc

Démonstration On pose D = C°(2). Soit ¢ € D ; on veut montrer que

/ Vpu pde — —/ udap do = (Dau, p)p+ p lorsque h — 0.
Q Q

h _
/ Uy da :/ / u(xy, oy + h) u(xhxz)(p(th) ey das
Q R: /R h

_h) —
= 7/ / u(:vl,:vg)sp(xl’x2 ) — (@1, 7) dzy dzs.
R; JR —h

Mais “"(xl’“_}i)h_ e@nr2) 9, uniformément lorsque h — 0, et le support de cette fonction est inclus dans un
compact K de €2, indépendant de h si [h| < 1. Donc limy, ¢ [o, Vpu ¢ dz = — [, udsp da. m

Théoréme 2.18 (Nirenberg) Soir Q = RY = {(z1,y),y € RV "', 21 > 0} er f € L2(Q), et soit u € HL(Q)
solution du probleme suivant :

u € Hy (%),

/Vu'Vvdo::/fvd:r,VUEHé(Q). (2.11)
Q Q

Alors u € HZ(]Rf).

Démonstration On va effectuer la démonstration dans le cas N = 2. Soit u € H{ (£2) solution de Z.T1), u vérifie
donc :

/Vu~Vvdac+/uvdx:/gvdx,VveH&(Q), olg=u+ feL*N).
Q Q Q
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On a donc
(u7v)Hé(Q) = /IR2 gvu dx § ||g||H—1(Q)HU||H1(Q), (2.12)

2
puisque, par définition, [|g|| 1) = sup{f]R%r gvdz, v e HYQ), vl (@) < 1}, ol, comme d’habitude, on
confond I’application T, qui & v € H{(Q) associe [ gv dz, qui est donc un élement de H~*(Q2), avec la (classe
de) fonction(s) g € L?(€2). On prend v = u dans (2.12). On obtient ||ul| g1 (0) < 9]l m-1(0)-

Pour montrer la régularité sur Dou, on introduit la fonction ¥pu = }L(uh —u) ol up, € HY(Q) est définie par
up(z) = u(x1, z2+h). Comme u vérifie @.11)), uy, vérifie fQ Vup-Vodx = fQ frvda ot fr(x) = f(z1,z2+h),
etdonc Wy, u = +(uy, — u) appartient & H} () et vérifie

/ VU,u-Vode = / W), fo dz pour tout v € H} ().
Q Q

On en déduit que (¥pu,v)g1(q) = [o Yrgv dz, et donc que [|[Whul| (o) < [[Yhgllg-1(q)- Parle lemmem
comme g € L*(2), on a donc

IWnullar@) < llgllz2@)-
Prenons maintenant h = L et faisons n — +oc. Par ce qui précéde, la suite (¥ 1 u),cn est bornée dans H{ (€2),
il existe donc une sous-suite encore notée (V1 u),eN, et w € HE(Q) telle qug U.u — w dans HE(Q) faible
(cest-d-dire S(V1u) — S(w) pour tout S e H=1(Q)). Donc ¥1u — w dans D*. Mais par le lemme |2.17]
\Illu — Dsou dans D*. Donc Dou = w € HE(Q), et par conséqlfent, D1Dyu € L?(Q) et DaDou € L*(9).
Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer que D1Dyu € L?(). Pour cela, on utilise 1’équation satisfaite par .

En effet, comme u est solution faible de (2.4), on a —Awu = f dans D*, et donc Dy Dju = —f — Dy Dou ce qui
prouve que Dy Dyu € L?()). Ceci termine la preuve. ]

Remarque 2.19 (Plus de régularité...)
Soit Q un ouvert borné de R et f € L?(Q). Sous les hypotheses (2-1), soit u € H{ () la solution de (Z4).

1. Supposons que a; ; € C*(Q) et que 2 est a frontiere C2. On a déjé vu que si f € L*(2) alors u € H?(Q).
On peut montrer que si f € LP(Q2) alors u € W2P(Q) (2 < p < +00).

2. Supposons maintenant qu’on ait seulement a; ; € L°(€2). On peut montrer (c’est un résultat de Meyers)
qu’il existe p* > 2tel que si f € LP(Q) avec 2 < p < p*, alors u € Wol’p(Q).

3. Toujours dans le cas a; ; € L>(2), on peut montrer (ce résultat est di & Stampacchizﬂ) quesi f € LP(9Q),
avec p > & alors u € L>(1).

4. Tl est possible aussi de démontrer des résultat de régularité pour d’autres conditions aux limites. L’exercice
[2.6]donne un exemple avec les conditions de Neuman, 1’exercice [2.9|un exemple avec conditions de Fourier

et1’exercice raite I’exemple du systéme elliptique induit par I’équation de Schrodinger (qui est généralemen
t1’ traite 1 ple du syst Lliptiq duit par I’équation de Schrodinger (qui est g 1 t

présenté comme une équation dont I’inconnue prend ses valeurs dans C).

2Mathématicien italien né 2 Naples en 1922, mort en 1978, spécialiste de calcul des variations et des équations aux dérivées partielles, entre
autres.

40



2.4. POSITIVITE DE LA SOLUTION FAIBLE CHAPTER 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

2.4 Positivité de la solution faible

Question. (Positivité de la solution faible.) Soit 2 un ouvert borné de RY, N > 1, a;; € L*™(Q), pour
i,j = 1,...,N. On suppose que les fonctions a; ; vérifient 2.I). Soit f € L?(2) et u la solution de (Z:4). On
suppose que f > 0 p.p.. A-t-onu > 0 p.p. ?

Remarque 2.20 Soit 2 un ouvert borné de R™, N > 1. On suppose que u € C?(Q), —Au = fdans Qetu =0
sur le bord de (2 (la fonction v est donc une solution classique avec a; ; = 0sié # jeta;; = 1sii = j). On
suppose aussi que f > 0 dans 2. On va montrer que © > 0 dans {2. Pour cela, on raisonne par ’absurde. On
suppose qu’il existe a € Q t.q. u(a) < 0. On choisit alors z € Q t.q. u(z) = min{u(y), y € Q} (un tel z existe
car Q) est compact, u continue et v = 0 sur le bord de €2). On a alors

diu(x) = 0 et O?u(z) > 0 pour touti € {1,...,N}.

Ceci donne Au(x) > 0 en contradiction avec Au(z) = —f(z) < 0. On obtient donc finalement que u(z) > 0
pour tout z € . Un argument supplémentaire permet de remplacer I’hypothése f > 0 par f > 0. En effet,
supposons seulement f > 0. Pour € > 0, on pose u.(x) = u(z) — ex? de sorte que —Au. = f + 2¢ > 0 dans
Q. Soit x € Q t.q. u(r) = min{u.(y), y € Q}. Si x € €, le raisonnement précédent montre que Au.(z) > 0 en
contraction avec —Au,(z) = f(x) 4+ 2¢ > 0. On adonc x € 2. On en déduit que

ue(y) > ue(z) > —e max a2 pour tout y € Q.
€N
En faisant ¢ — 0, on obtient le résultat désiré, c’est-a-dire v > 0 dans (.

La question posée au début de ce paragraphe consiste donc a étendre cette propriété de positivité aux solutions
faibles.

Nous donnons maintenant deux petits lemmes, diis a G. Stampacchia.

Lemme 2.21 Soit Q un ouvert borné de RY (N > 1) et p € CHIR,IR). On suppose que ' est bornée et
©(0) = 0. Soit u € H}(Q), alors p(u) € HE(Q) et Dip(u) = ¢’ (u)Diu p.p. (pour touti € {1,...,N}). (La
notation p(u) désigne la fonction ¢ o u.)

Démonstration Il existe une suite (u, ),en de fonctions appartenant 2 C°(Q) t.q. u, — u dans Hg (£2) (quand
n — +00), c’est-a-dire

u, — udans L2(Q),
Dju,, — D;u dans L*(Q), pour touti € {1,...,N}.

Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut méme supposer qu’il existe F' € L?(Q) et, pour tout i €
{1,...,N}, F; € L*(Q) tq.

Up, — U P.p. et |uy| < F p.p. et pour tout n € IN|
Dj;u,, = D;up.p. et |D;u,| < F; p.p. etpourtoutn € N, s € {1,...,N}.

On a alors p(u,) € C(Q) et pour tout n € N et tout s € {1,..., N},
Di‘p(un) - 8190(un) - Qpl(un)aiun-
On pose M = sup{|¢’(s)|, s € IR}, de sorte que |p(s)| < M]s|, pour tout s € IR. On a donc

o(un) = o(u) p.p. et |o(u,)| < MF p.p. et pour tout n € IN.
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Comme MF € L*(Q), le théoréme de convergence dominée (dans L?(£2)) donne p(u,,) — ¢(u) dans L%(Q).
On a donc aussi D;p(uy,) — D;p(u) dans D*(€2). On rappelle maintenant que D;p(uy,) = ¢’ (un)0;u,. Comme

¢ (un) = ¢'(u) p-p.,
3iun — Dzu p-p-
| (uy) Oy | < MF; p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne ¢’ (uy,)0;u,, — ¢’ (u) Dyu dans L2(£2) et donc aussi dans D* (). Par
unicité de la limite dans D*(€2) on a donc D;p(u) = ¢'(u)D;u p.p. (et pour tout 7). Finalement, on obtient donc
que p(u) € H}(Q) (comme limite, pour la norme de H'((2), de fonctions de H}(Q2)) et D;p(u) = ¢'(u)D;u
p.p., pour tout ¢. ]

Lemme 2.22 Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1). Soitu € H} (). On définit u* parut (x) = max{u(z),0}
Pour x € Q. Alors, ut € H}(Q) et Diut = 1,50Diu = l,~oDu p.p. (pour touti € {1,...,N}). En
particulier on a D;u = 0 p.p. (pour tout i) sur [’ensemble {u = 0}.

Démonstration Pour n € IN*, on définit ¢,, € C'(IR, R) par

©on(s) =0sis <0,
Pn(s) =2s2si0<s< i
Pn(s) =s—5-sit <s
On a donc ¢, (s) — s* pour tout s € IR (quand n — +00) et |¢],(s)] < 1 pour tout s et pour tout n € IN*. Le
lemme donne @, (u) € H () et D;(¢n(u)) = ¢, (u)D;u p.p. (et pour touti € {1,..., N}). D’autre part,
ona
on(u) = ut p.p., |pn(u)| < |ul p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne donc ¢, (u) — u™ dans L?(Q) (et donc que D;p,,(u) — D;u™ dans
D*(12)). Puis, on remarque que ¢}, (u) — 1,503 p.p. et donc

@), (u) Dy — 1gys01 Diw p.p., ¢y, (u) Diu| < |Djul p.p. et pour tout n € IN,

ce qui (toujours par le théoréme de convergence dominée) donne ¢/, (u)D;ju — 1¢,0yDsu dans L?(£2) (et donc

dans D*(2)). Comme D; (i, (1)) = ¢, (u)D;u on en déduit (par unicité de la limite dans D*(2)) que D;ut =

Ly>03Diu p.p.. La suite (¢, (u))nen est donc une suite de Hy (€2), elle converge dans H' () vers u™. On a

bien montré, finalement, que u™ € HJ () et D;u™ = L{us0}Diu p.p. (et pour tout 7).

En considérant la suite (¢, (u))nen avec ¢, définie par ¢, (s) = ¢(s+1/n)—1/(2n), un raisonnement analogue

montre que D;u™ = 1y,>0yD;u (la différence essentielle entre ¢y, et ¥, est que ¢, (0) = 0 alors que ¢;,(0) = 1).
L]

Remarque 2.23 Le lemme peut se généraliser a toute fonction lipschitzienne s’annulant en 0, on obtient
ainsi le résultat suivant : Soit © un ouvert borné de IR™Y (N > 1) et ¢ une fonction lipschitzienne de IR dans
IR, s’annulant en 0. Soit u € HZ(2). On a alors p(u) € H}(Q) et Dip(u) = ¢'(u)D;u p.p. (pour tout
i € {1,...,N}). Un exemple important consiste a prendre ¢(s) = (s — k) pour tout s € IR, avec k donné dans
IR .. On obtient ainsi, pour u € Hg (), (u — k)™ € Hg(Q) et Dip(u) = 1gyspy Div = Ly>py Diw pop..

On peut maintenant répondre a la question posée au début de ce paragraphe.

Théoreme 2.24 (Positivité de la solution faible) Soir Q un ouvert borné de R, N > 1, a;; € L>(Q), pour
i,j =1,..., N. On suppose que les a; ; vérifient Z.1). Soit f € L*(Q) et u la solution de [2.4). On suppose que
f>0p.p. Onaalorsu > 0 p.p..
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Démonstration On suppose que f < 0 p.p. et on va montrer que u < 0 p.p. (en changeant f en — f et u et —u on
obtient le résultat désiré). Comme v est solution de (2.4), on a

/Za” )Dju(x)D;v(z dm*/f x)dx pour tout v € Hy ().

1,j=1

On choisit, dans cette égalité, v = ut et on obtient

/|Vu( WP Lgusoy (2 dac</Za” )Dju(x)Djut( dx—/f x)dz < 0.

7,j=1

Qn en déduit que a||u+||§{é(ﬂ) = o [, |VuT(z)?dz < [, f(z)u(z)dz < 0, et donc u™ = 0 p.p., c’est-a-
dire v < 0 p.p.. ]

2.5 Condition de Dirichlet non homogene

Nous n’avons considéré jusqu’ici que les problemes elliptiques (linéaires) avec condition aux limites homogene
(c.a.d que la solution est nulle au bord du domaine). On souhaite maintenant remplacer la condition “u = 0 sur
le bord de 2 par “u = ¢” sur le bord de 2. Ceci va étre possible en se ramenant au probléme de Dirichlet avec
une condition aux limites homogene (c’est-a-dire en se ramenant aux théoremes [2.6et[2.9) a condition que €2 soit
assez régulier pour que 1’opérateur trace, noté y et introduit au chapitre |1} voir théoreme [1.23| soit bien défini et
que g soit dans 1’image de 7 ( ¢’est-a-dire g = y(G) avec G € H(Q)).

Plus préciseément, soit {2 un ouvert borné de RN (N > 1) a frontiere lipschitzienne. On note 0f) cette frontiére.
Soient a; ; € L*>(R2), pour 4, j = 1,..., N,vérifiant I'hypothese d’ellipticité uniforme (2.1I). Soit f une fonction
de 2 dans IR et g une fonction de 92 dans IR. On cherche une solution au probleme (2.2)). Le théoréme [2.6|permet
de démontrer le théoréme suivant, ot (2.13) est la formulation faible du probleme (2.2).

Théoreme 2.25 (Condition de Dirichlet non homogene (1)) Soit Q2 un ouvert borné de RY(N>1)a frontiére
lipschitzienne, f € L*(Q), g € Im(y) (oit v désigne I'opérateur trace de H'(Q2) dans L?(QY) vu au théoréme
. Soient (a; ;)i j=1,..n C L>®(Q) et o > 0 tels que 2.1) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de

u € HI(Q) V(u) =g,

/ Z Z a; ;( z)Dv(x) | de = / f(z ) da, Yodans Hg (). (2.13)
Q

1=1 j=1

La démonstration fait partie de 1’exercice[2.21] Elle consiste a chercher u—G comme solution faible d’un probleme
elliptique posé dans H} () avec un second membre dans L2(2) et G € H(Q) t.q. v(G) = g. 1l est possible
aussi de remplacer le second membre de par T'(v) ot T' € H~1(Q). On obtient alors le théoréme qui
se démontre aussi en cherchant « — G comme solution faible d’un probleme elliptique posé dans H{ (£2) avec un
second membre dans H ~1(Q) (voir I’exercice .

Théoreme 2.26 (Condition de Dirichlet non homogene (2)) Soit Q2 un ouvert borné de RY(N>1)a frontiere
lipschitzienne, T € H=(Q), g € Im(y) (ot -y désigne ’opérateur trace de H'(Q) dans L*(Q) vu au théoréme
. Soient (a; j)ij=1,..n C L>(Q) et o > 0 tels que (2.1) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de
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2.13).

u € H'(Q),v(u) =g,

N N
/Q Z Z ai j(x)Dju(z)Div(z) | dz = T(v), VodansH(S2).

i=1 j=1

(2.14)

Remarque 2.27 Sous les hypothéses du théoreme on peut aussi montrer, par une méthode voisine de celle
donnée dans le théoreme[2.24) que, si f = 0et A < g < B p.p., avec A, B € R (p.p. est a prendre ici au sens de
la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 9Q), on a alors A < u < B p.p.,0 i u est la solution de 2.13).
C’est ce résultat que I’on appelle “principe du maximum”.

La suite de cette section donne quelques compléments sur I'image de 1’opérateur trace (noté ) défini sur H'(Q)
lorque € est un ouvert borné de IRV 2 frontizre lipschitzienne.

Définition 2.28 (Espace H'/2(8)) Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne. On note
H'Y2(09Q) I’ensemble des traces des fonctions H' (), c’est-a-dire HY/?(9Q) = Imry oit +y est l'opérateur trace
de H'(Q) dans L*(0SY) vu au théoreme On définit sur H/?(98) une norme en posant

[ull r1r2(00) = dans f{|[@ll ar (o), V(@) = u}-

La propositionmontre que H'/? (09) est alors un espace de Hilbert et que I’application u — u est continue
de H'/?(09) dans L?(9Q). (On dit alors que H'/?(9Q) s’injecte continiiment dans L?(992).) On note H—'/%(9Q)
’espace dual de H'/?(9R) (c’est donc aussi un espace de Hilbert).

Remarque 2.29 Dans le cadre de la définition on peut montrer (mais ceci n’est pas fait dans ce cours) la
compacité de I’application u — u de H'/?(0Q) dans L?(99).

Proposition 2.30 Soit Q un ouvert borné de RY (N > 1) a frontiére lipschitzienne. On note ~ I’opérateur trace
défini sur H ().

1. Soitu € H'Y?(9Q). Alors 1wl 17200y = Ul 1 () oit @ est Uunique solution faible de — At = 0 dans ) avec
~v(@) = u, c’est-a-dire 'unique solution de

ue HI(Q)a’Y(ﬂ) =u,

/ Vi(z)Vo(z) dz = 0, YodansH} (Q).
Q

2. L’espace H'/?(0Q) est un esapce de Hilbert.
3. L’espace H'/2(0Q) s’injecte contintiment dans L?(0Q).

La démonstration de cette proposition fait 1’object de 1’exercice [2.22]

Soit 2 un ouvert borné de IR™ (IV > 1) a frontiére lipschitzienne. Avec la déﬁnition (et la proposition m,
on voit que L’ opérateur trace défini sur H' () est un opérateur linéaire continu de H'(2) dans H'/2(0Q) (et sa
norme est égale a 1). Si maintenant u € H'(Q)", on peut définir la trace de u encore notée y(u) en prenant la
trace de chacune des composantes de u. On a donc y(u) € HY2(0Q)N c L?*(0Q)Y. On note n(z) le vecteur
normal & 02, extérieur a 2. Comme §) est a frontire lipschitzienne, le vecteur n(x) est défini p.p. en = € 92 (p.p.
signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue (N — 1)-dimensionnelle sur 92) et la fonction
x +— n(x) définit un élément de L°°(9€). On obtient ainsi y(u) - n € L?(99). Cette (classe de) fonction(s)

£ G

~(u) - n est appelée “trace normale de u sur 9Q".
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L’exercicemontre qu’on peut définir () - n comme un élément de H—/2(2) sous I'hypothése u € L2(0)"
avec div(u) € L%(Q) (cette hypothése est donc plus faible que u € H'(Q)™). 1l est toutefois intéressant de noter
que, sous cette hypothese, v(u) - n n’est pas toujours représenté par une fonction sur 92 et ceci induit une difficulté
lorsque I’on souhaite considérer la restriction de ~y(u) - n & une partie du bord de €2, voir a ce propos I’exercice
2.24]

2.6 Exercices

Exercice 2.1 (Régularité en dimension 1) f € L?(]0,1[). On rappelle (cf. cours) qu’il existe un et un seul u
solution de

uEHO 10,1]),

/Du t)Do(t)dt = /f t)dt, YvdansH}(]0,1]). 2.15)

On suppose maintenant que f € C([0,1],IR)(C L2(]0,1[). On pose F(z) = [ f(t)dt, pour tout = € [0, 1]. Soit
u la solution de (Z:13). Montrer que, pour tout ¢ € C([0,1],IR), on a

/0 (Dult) + F(£))p(t)dt /0 colt)dt

avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ).
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continiment dérivable sur ]0,1[ et —u" (x) = f(x)
pour tout xdans]0, 1 (et que u(0) = u(1) = 0).

Corrigé —
Soit ¢ € C([0,1],IR). Pour x € [0, 1] on pose

o@) = [ otz / Lty

Jo
On a donc ¢ € C*([0,1]), ¥(0) = (1) = 0 et la dérivée faible de 1) est égale p.p. a sa dérivée classique (voir la
Définition[I.2), c’est-a-dire

1
Dip(z) = ' (2) = p(x) — / p(s)ds pour presque tout x €]0, 1].
0

On a donc +p € L*(Q) et Dy € L*(Q), ce qui prouve que p € H*(]0,1]). Comme (0) = (1) = 0, on a méme
¥ € HE () (voir la section[l.3). On peut donc prendre v = v dans @I3), on obtient

/.]Du,(t)gp(t)dff/ df/ Du(t)dt = /f W

Comme F est de classe C* et ' = f, on a (en utilisant aussi 1(0) = (1) = 0)

/ F(@)(z)de = [ F' (2)¢(z)de = — ‘/01 F(z)y' (z)de = — /01 F(z)p(z)dz + Al F(z)dx /0l o(t)dt.

En posant ¢ = /0 Du(t)dt + [[) t)dt, on a donc

/0. (Du(t) + F(t))e(t)dt = (i/ o(t)dt pour tout ¢ € C([0,1]).

0

Comme Du + F — c € L*(]0, 1]) et que C([0, 1]) est dense dans L*(]0, 1[), on en déduit

[
Du = —F+ cp.p. dans 0, 1].
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On pose maintenant ‘
w(x) = / (—=F(t) + ¢)dt pour z € [0, 1].

0
Comme w est de classe C(la fonction w est méme de classe C?) la dérivée par transposition de w est une dérivée faible
et est égale p.p. a la dérivée classique de w. On a donc Dw = w' = —F + ¢ p.p.. On a donc Dw = Du p.p. et on en
déduit que w — w est une fonction presque partout égale & une constante (voir I'exercice[[2). En identifiant la (classe
de) fonction(s) u a son représentant continu, on a donc u de classe C*, v' = —F + cet v’ = —F' = f. On a aussi
u(0) = u(1) (car u € HE(]0, 1]) et donc le représentant continu de u, vérifie u(0) = u(1) = 0).

Exercice 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1)

On reprend 1’exercice précédent. On pose E = L?(]0, 1[) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on rappelle qu’il
existe un et un seul u solution de (Z.I3).

On note T Iapplication de F dans E qui a f associe u (solution de (2.13)), noter que H} (]0, 1[) C E). On rappelle
que 7T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de £ dans FE.

1. Soit A € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0, 1],IR)NC?(]0, 1[,IR), u # 0, tel que —Au"" = u, sur |0, 1]
et u(0) = u(l) = 0.
2. Montrer que VP(T) = {2, k € N*} et o(T) = VP(T) U{0}.

3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢,, = 2 fol f(¢) sin(nmt)dt. Montrer que :

n
If— Z ¢psin(pm-)||2 — 0, quand n — oo.
p=1

(Comparer avec les séries de Fourier. .., )

4. Soit 4 € IR*. En utilisant I’alternative de Fredholm, donner une C.N.S. sur f € E pour que le probleéme
suivant ait une solution :

ue Hy(]0,1[),
/0 Du(t)Dv(t)dt—}-u/ u(t)v(t)dt = / f(t)v(t)dt, YodansH(]0,1]).

Corrigé —

1. On avu ala section.2.2)que N(T) = {f € E, Tf = 0pp.} = {0}, que les valeurs propres de T sont
toutes strictement positives et qu’il existe une base hilbertienne de L*(]0, 1[) formée de fonctions propres de T. On
cherche ici une telle base hilbertienne. Pour cela, on trouve tout d’abord les valeurs propres de T

On rappelle que, pour f € E, OnaTf € Hg(]0, 1] et, en posant v = T'f,

/1 Du(t)Du(t)dt = 1 F(®)v(t)dt pour tout v € Hy (10, 1]).
0 0

Soit \ une valeur propre de T'. On sait déja que \ > 0. Il existe [ € E, f #0¢t.q. Tf = \f. Enposantu = T f,
onadoncu € H5(]0,1]), u # O0et f =u/\ ce qui donne

1

Du )Du(t =5 / w(t)v(t)dt pour tout v € Hy(]0,1]).
0 0

Comme u € H} (10, 1]), on a w continu sur [0, 1] (plus précisément, w admet un représentant continu et on identifie

w a ce représentant) et u(0) = u(1) = 0. L'exercicenm()nlre alors que u est de classe C? et que

— " (z) = u(z) pour tout x €]0, 1. (2.16)
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2. Pour chercher les valeurs propres, la question précédente nous a ramené a la résolution d’une équation différentielle
linéaire classique. Il est bien connu (c’est, par exemple, une conséquence du théoreme d’existence et d’unicité de
Cauchy-Lipschitz) que I’ensemble de solutions de [Z16) est un espace vectoriel de dimension 2, engendré par le
fonctions x v+ sin(z /) et z — cos(z/V/A).

Si X est valeur propre de T, il existe donc (par la question précédente) u # 0 t.q. Tu = Au, u de classe C?, u
continu sur 0, 1], u(0) = u(1) = 0 et u solution de Z1G). Il existe donc A, B € R t.q.
x x
u(x) = Asin(—=) + B cos(—=
(z) ( ﬁ) ( 5y

Comme u(()) = 0, on a nécessairement B = 0. Puis, comme u # 0, on a nécessairement A # 0. Enfin, comme
u(1) = 0, on a nécessairement sin(1/v/X) = 0, ce qui donne Uexistence de k € Z t.q. 1/v/X = kr. Comme
A > 0, onadonck € N*, 1/)\ = k*1° et u(z) = Asin(krx) pour tout x € [0,1] avec A # 0 (la fonction u
vérifie bien T'uw = A\u, ce qu’on peut vérifier facilement en remarquant qu’il suffit d’écrire la formulation faible en
prenant des fonctions v dans C2°(]0, 1]), car C°(]0, 1[) est dense dans Hy (10, 1])).

) pour tout x € [0, 1].

On a ainsi trouvé toutes les valeurs propres de T, VP(T) = {ﬁ, k € N*}. La sectiondonne alors que
o(T)\ {0} = VP(T) \ {0}. Enfin comme T n’est pas surjectif (ce qui est toujours le cas pour un opérateur
linéaire compact en dimension infinie), on a 0 € o(T') et donc o(T) = VP (T) U {0}.

3. La question précédente nous a donné les valeurs propres de 'I" mais aussi les sous espaces propres correspondants.
Cette question est alors une application immédiate de la section Pourn € IN*, on pose e, () = /2 sin(prz)
pour tout x € [0,1]. La famille {e,, n € IN*} est une base hilbertienne de L*(]0,1[). On a donc, pour tout
f e r2(0,1),

IIf— Zcp sin(pm-)|l2 = 0, quand n — oo,
p=1

c’est-a-dire f =3 77 | cpsin(pm-), la convergence de la série étant a prendre dans ’espace L2(J0,1]).

Cette série n’est pas la série de Fourier de f. En effet, la série de Fourier de f est obtenue avec les fonctions
sin(2pm-) et cos(2pm-) (p € Z ). La décomposition de f en série de Fourier correspond aussi a I’opérateur
u s u”, mais avec des conditions périodiques (u(0) = u(1) et ' (0) = u'(1)) au lieu des conditions de Dirichlet
(u(0) = u(1) = 0).
4. Soit f € E. La fonction u est solution du probleme Q.17) si et seulement si T'(f — pu) = u, c’est-a-dire
1 T
T(u)+ —u= ﬁ (2.17)

H H
D’apres I’alternative de Fredholm, ce probleme a une solution si et seulement si f est orthogonal (dans E) au sous
espace propre de T associé a (—1/p).

Ceci peut se redémontrer a partir des questions précédentes. En effet, on pose b, = (f/en)E (la famille {e,,
n € IN*} étant la base hilbertienne de E donnée la question 3), de sorte que f = Z;‘;l bnen (cette série étant

convergente dans F). On a alors aussi
—+oo

bn
T(f) = Z n2n? €n,
n=1
Cette série étant aussi convergente dans E.
Soit u € E. On pose an, = (u/en) g, on a ainsi
to 2,2
1 w4nsT
T(u) + —u= Z anTe'ru
H pnsm

n=1
Cette série étant convergente dans E. La fonction u est donc solution de [ZTT) si et seulement si
an(p +n’n%) = b, pour tout n € IN*.
Si i # —n*n? pour tout n € IN*, il existe une et une seule solution d 1.
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Si il existe p € IN* t.q. p = p°n°, équation ZTT) a une solution si et seulement si b, = 0, c’est-a-dire si et
seulement si f est orthogonal (dans E) a ep. Ce qui est équivalent a dire que f est orthogonal au sous espace
propre de T associé a la valeur propre (—1/p).

Exercice 2.3 (1ere valeur propre de —A)

On reprend les notations du théoréme Soit donc  un ouvert borné de R”Y, Au = —Awu avec D(A) = {u €
H}(Q); Au € L*(Q)}. On note (e)nen+ une base hilbertienne de L?(2) formée de vecteurs propres de A,
associés aux valeurs propres (i, )neN+. Les u, sont ordonnées dans 1’ordre croissant ( ¢’est-a-dire pt,, < fin11
pour toutn € IN*) et 'ona 7 > 0 et lim, 4 o0 ft, = +00.

Pour u € H}(Q) \ {0}, on pose

1. Montrer que

= min Q).
L e o @)

2. Soitu € H}(Q) \ {0} tel que Q(u) = p1, montrer que u € D(A) et Au = pyu p.p..

3. On suppose maintenant que 2 est connexe. Montrer que yq est une valeur propre simple et que les fonctions
propres associées a uq ont un signe constant ( ¢’est-a-dire que Au = pqu implique v > 0 p.p. ou v < 0 p.p.).
[On rappelle que si u € Hg(2) onaaussi u™, u™ € HE (), lemme On pourra alors comparer (QQ(u) avec
Q(u™) et Q(u~) siu™ etu~ sont des fonctions non nulles p.p..]

Exercice 2.4 (Probleme elliptique a coefficients non bornés)
Soit 2 un ouvert borné de R, N > 1, et p: 2 — IR une fonction mesurable t.q. dansf{p(x), xdansQ} = a >
0. On pose H'(p,Q) = {u € L*(Q2) t.q. D;u € L () et pD;u € L*(2) pour tout i € {1,..., N}}.
On rappelle que D;u désigne la dérivée, au sens des dérivées par transposition, de u dans la direction x;, la variable
de R” étant notée = = (x1,...,zn)".

N
Pour u € H'(p, ), on définit [|u] par lu]2 = u]3 + > llp Doull3, avec || - 2 = | - (0.

i=1

1. (Etude de I’espace fonctionnel.)

(a) Montrer que H'(p, Q) C H(Q).

(b) Montrer que H(p, ), muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert. [On pourra remarquer qu’une suite
de Cauchy dans H'(p, Q) est aussi de Cauchy dans H'(€2).]

On pose H (p, ) = H' (p, Q) N Hy ().
2. (Espace fonctionnel, suite.) Montrer que H{ (p,(2) est un s.e.v. fermé de H' (p, ().

3. (solution faible.) Soit h € L?(Q), montrer qu’il existe un et un seul u t.q.

u € Hy(p, ), (2.18)

/ p?(z)Vu(z) - Vu(z)dr = / h(z)v(z)dx, YodansH (p, Q). (2.19)
Q Q
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4. (Précisions...)

(€2). Montrer que C°(Q2) C Hi (p, Q).

(b) On prend maintenant N = 1 et 2 =]0, 1[. Donner un exemple de fonction p (avec p : 2 — IR mesurable et
t.q. dansf{p(z), zdansQ} > 0) pour lequel C=(Q) N H}(p, Q) = {0} (cette question est plus difficile).

(a) On suppose ici que p?dansL},.

Exercice 2.5 (Deux problémes elliptiques emboités)
Soit €2 un ouvert borné de IRd, d > 1, et M et N deux matrices de taille d x d a coefficients dans L>°(2). On
suppose qu’il existe o > 0 t.q. pour presque tout = € € et pour tout £ € R% ona

M(z)¢- &> af¢]? et N(x)¢- &> ¢,

1. Soit f € L?(£2). Montrer qu’il existe un unique u t.q.

u € H(Q),
N(z)Vu(z) - Vo(z)dr = /(M(x) + N(2))Vw(z) - Vu(z)dz pour tout v € Hj (), (2:20)
Q Q
avec w solution de
w € Hy (D
/M -Vo(z)dr = / f(z)v(z)dz pour tout v € HA(Q). 2.21)

pour les questions suivantes, on note 7'(f) cette unique solution de (2.20) avec w solution de 2.21)).

2. Montrer que T est une application linéaire compacte de L?(£2) dans L?(2) ( c’est-a-dire que T est linéaire,
continue et transforme les parties bornées de L?(£2) en parties relativement compactes de L?((2)).

3. On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) qu’il existe A € IR t.q. M = AN. Montrer
qu’il existe une matrice A, ne dépendant que de M et A, tel que, si u = T(f),
A(z)Vu(z) - Vu(z)dr = / f(z)v(z)dx pour tout v € Hj(Q). (2.22)
Q Q

Donner I’expression de A en fonction de M et .

4. On suppose dans cette question que d = 2 et 1 < p < 4o00. Montrer que pour tout f € LP() il existe un
unique u solution de (2.20) avec w solution de (Z.21).

Montrer que I’application qui & f associe u (solution de (2.20) avec w solution de (2.21))) est compacte de LP(£2)
dans L1(Q) pour 1 < ¢ < +00

5. On suppose dans cette question que d = 3 et p = 6/5. Montrer que pour tout f € LP() il existe un unique u
solution de (2.20) avec w solution de (2.21).

Montrer que I’application qui a f associe u (solution de (2.20) avec w solution de (2.21))) est continue de LP(£2)
dans L5(£2) et compacte de L?(£2) dans L4(Q) pour 1 < g < 6.

Corrigé —
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1. Le théoréme@donne Dexistence et I'unicité de w solution de @Z1). Pour v € Hy (), on pose alors
S(v) = / (M(z) + N(@)) V() - Vo(z)da.
Q
Lapplication S est linéaire continue de Hy(Q) dans R, ¢’est donc un élément de H™*(Q2). Le théoréme@danne

alors Uexistence et ['unicité de u solution de [2.20). Ce qui est bien le résultat demandé.

2. La solution w de Z21) dépend linéairement de f. Puis, la solution v de Z20) dépend linéairement de w. On en
déduit que u dépend linéairement de f et donc que Iapplication T est lindaire de L*(Q) dans Hg () et donc aussi
linéaire de L*(Q) dans L* ().

Si w est la solution de @2T), on a, en prenant v = w dans @2]),
2
04”“]”1{3(9) < HfHL2(9)||wHL2(Q)~
En utilisant I’inégalité de Poincaré (Lemme@), il existe Cq, ne dépendant que S, tel que ||[w|| 2oy < Callw|| HE ()
On a donc, avec C1 = Cq/a,
lwllzg ) < Crllfllze)- (2.23)
Comme M et N sont a coefficients dans L= (Q), il existe B € R (ne dépendant que de M et N) tel que, pour tout
¢ e R4
|(M + N)E| < BIE] pop..
On a donc, pour tout v € H(Q) et S définie dans la premiére question,
IS(v)| < 5HwHH(§(Q)H”HH(}(Q)-
Siw="T(f), on en déduit, en prenant v = u dans [Z.20),
2
O‘HuHHé(Q) <Al

wHHé(Q)Hu”Hé(Q)v
et donc, avec Z23) et Co = BC1/
lull g @) < Collfll2)-

Ceci prouve que application f — w est lindire continue de L*(Q) dans Hy(Q). Comme I'application w — u est
compacte de Hy(Q) dans L*(Q) (théoréme , on en déduit que T est une une application linéaire compacte de
L?(Q) dans L* ().

3. On commence par remarquer que les hypothéses sur M et N imposent X > 0. Puis, si u = T(f), et 221)
donnent, pour tout v € Hg(S2),

/ M (z)Vu(x) - Vu(z)dx = /()\ + 1)M(z)Vw(z) - Vo(z)dz = (A + 1)/ f(z)v(z)dx.
Q Q Q
Ce qui donne bien que u est solution de Z22) avec A = M /(X + 1).

4. Soit f € LP(Q). On note p' Iexposant conjugué de p, c’est-a-dire p' = p/(p — 1). Le théoreme d’injection de
Sobolev (théoréme donne existence de C), (ne dépendant en fait que de p) tel que, pour tout v € H§ (), on a
ve LP '(Q) et

ol o < Collolans -

Avec I'inégalité de Hélder, on en déduit que I’application v +— fQ f(z)v(x)dx est un élément H™'(Q) et que

I/Qf(w)v(ir)dwl S Cpllfllzr@ vl g )

On peut alors reprendre (en les adpatant légeérement) les démonstrations des deux premiéres questions.

Le théoréme [2.9)donne Uexistence et 'unicité de w solution de @21) et on a a||w\|Hé(Q) < Cp|| fllzr (). Puis, le
théoreme onne alors ’existence et ['unicité de u solution de [2.20) et, avec B défini a la question 2, on obtient

BC,
lull a1y < T;||f”LP(Q)~

Ceci donne que Uapplication f — w est linéaire continue de LP(Q) dans Hy(Q). Puis, comme Uapplication u — u
est compacte de Hg (Q) dans L(Q) pour 1 < q < 400 (voir la remarque, on en déduit que 'application f — u
est une une application linéaire compacte de LP(Q) dans L (Q2) pour 1 < q < +o0.
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5. La démonstration est ici trés voisine de la précédente. On a ici p = 6/5 et donc le conjugué de p est p’ = 6 = 2*. Soit
f € L55(Q). Le théoreme d’injection de Sobolev (rhé()réme donne [’existence de C' (ne dépendant de rien) tel
que, pour tout v € Hg(Q), onav € L°(Q) et

vl ey < C 'UHH(]J(Q)'

Avec I'inégalité de Holder, on en déduit que I'application v — [, f(x)v(x)dx est un élément H~Y(Q) et que
\/ f(@)v(x)dx) < C
Q

Le théoreme W donne Iexistence et 'unicité de w solution de Z21)) et on a aHuJHH(i)(Q) < C|Ifll L6/5 (- Puis, le
théoreme [2.9donne alors I’existence et 'unicité de u solution de [2.20) et, avec 8 défini a la question 2, on obtient

fHLG/G(Q) H/UHHA(SZ)'

6C
HuHHll)(Q) < QTHfHLG/T’(SZ)‘

Ceci donne que l’application f — w est linéaire continue de L8/% (Q) dans HE(Q). Puis, comme Uapplication u — u
est continue de HJ (Q) dans L°(Q) (théoréme et est compacte de Hg () dans L?(Q) pour 1 < q < 6 = 2*
(voir la remarque , on en déduit que I’application f — wu est une application linéaire continue de LG/S(Q) dans
L5(Q) et linéaire compacte de L5/° () dans L (Q) pour 1 < q < 6.

Exercice 2.6 (Probleme de Neumann)

Soient € un ouvert borné connexe de IR™Y (N > 1), a frontiere lipschitzienne. On pose H = {u € H'(Q),
fQ u(z)dx = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L}, dont les dérivées (au sens des dérivées par
transposition) sont nulles est nécessairement constante ( ¢’est-a-dire qu’il existe C' € IR t.q. cette fonction soit
égale a C p.p.), voir Iexercice[1.4]

1. (Inégalité de “Poincaré moyenne”.) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H*(f2) et que, sur H, la norme H'!
est équivalente a la norme || - [|,,, définie par [[ul|,,, = [|(|Vul)| £2(q)-

[On pourra montrer, en raisonnant par I’absurde, qu’il existe C, ne dépendant que €2, t.q. [|ul|r2(0) < Cllullm,
pour tout udansH.]

2. (Caractérisation de (H'(2))’.) Soit T € (H'(£2))’, Montrer qu’il existe a € IR et Fdans(L*(Q))" tq.
(T, u) (1 (), 1Y (Q) = a/ u(z)dz —|—/ F(x) - Vu(z)dz, Yu € H'(Q). (2.24)
Q Q

[On pourra considérer T}, et utiliser une injection convenable de H dans L?(Q)V ]
Pour tout 2 € 2, on se donne une matrice, notée A(z), dont les coefficients sont notés a; ;(x), 4,j =1,..., N.
On suppose que a; ; € L°°(2) pour tout 4,5 = 1,..., N et qu’il existe o > 0 t.q A(z)¢ - € > a|€|?, pour tout
¢dansR™ etp.p. en z € Q. Soient a € IR et Fdans(L?(€2))N. On cherche u solution de

u € HY(Q),

/ A(x)Vu(z) - Vo(z)de = a/

Q

Q

v(x)dac—f—/QF(x) - Vo(z)dz, Yo € Hl(Q) (2.25)

3. (Existence et unicité.)

(a) Sia # 0, montrer que (2.23)) n’a pas de solution.

(b) Sia = 0, montrer que (2.23) a une solution et que cette solution est unique si I’on demande qu’elle appartienne
aH.
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(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a; jdansC> (2, IR) pour touti,j = 1,..., N,F e C>=(Q, ]RN),
Q2 est de classe C™ et que la solution (appartenant a H) de (2.23)) est aussi dans C*°(2, IR), montrer que
—div(AVu) = —divF, dans Q, et que AVu - n = F - n sur 9, ot n est la normale a 912, extérieure a ().

4. (Dépendance par rapport aux parametres.) On suppose a = 0 et on note u la solution (appartenant a H) de
(2:23). On suppose que, pour tout n € IN, u, dansH est la solution de (2:23) avec A,, au lieu de A et F}, au lieu
de F' (et a = 0). On suppose que

e A, = (a%))Z j=1,...,N Vérifie, pour tout n, les mémes hypotheses que A avec un « indépendant de n,
(n)

* (a; ; Jnen estbornée dans L>°(2), pour tout i, j = 1,..., N,

. agz) — a;,j p.p., quand n — oo, pour tout i, j = 1,..., N,
e F,, — F dans L?(Q)", quand n — oo.

Montrer que (uy )nen est bornée dans H, puis que u,, — u faiblement dans H!(Q) (quand n — oo) et enfin
que u,, — u dans H'(Q).

5. (Régularité H? par la technique des réflexions, cette question est indépendante de la précédente.). On suppose
que a = 0 et qu'il existe f € L*(Q) t.q. [, F(x)- Vu(z)dx = [, f(x) - v(z)dz, pour tout v € H' (). On
note u la solution (appartenant 2 H) de (2.25). On suppose que N = 2 et que 2 =|0, 1[x]0, 1[. On pose Q; =
| —1,1[x]0, 1. On définit A, f et u sur Q5 en posant a; ;(z1,z2) = a; ;(—x1,22) si (z1,22) €] — 1,0[x]0, 1]
eti = j, aj (w1, 22) = —a;;(—21,22) si (¥1,22) €] — 1,0[x]0,1[ et i # j, f(z1,22) = f(—21,22) si
(x1,x2)dans] —1,0[x]0, 1[ et u(z1, z2) = u(—x1,x2) si (z1, z2) €] — 1,0[x]0, 1[. Montrer que u est solution
de (2.23), avec Q; au lieu de Q.

En utilisant ainsi plusieurs réflexions, montrer (en se ramenant au théoréme de régularité locale vu en cours) que
u € H?(Q) dans le cas A(z) = Id pour tout x € ).

Corrigé —

1. Pourw € H* (), on pose S(u) = Jo u(z)dzx. L'application S est bien définie sur HY(Q) (car H'(Q) C L*(Q) C
LY(Q)). Elle est linéaire. Enfin, elle est continue car
1 1
S(u) < lullproy < llull p2oymes(Q2)2 < lul| g1 (oymes(2)2,
out mes(QY) est la mesure de Lebesgue (N -dimensionnelle) de Q2. Comme H = Ker(S), on en déduit que H est s.e.v.
fermé de H* ().
Pour tout uw € H'(2), ona || [Vul Hi?(a) < |[1Vul H?ﬁ(Q) + HUH?)(m = HUH?—II(Q)' On a donc [|ullm < [Jul g1 (q)
pour tout w € H. Pour montrer que || - ||m est équivalente dans H a || - || g1 (), il suffit donc de montrer qu’il existe
C' > 0 (ne dépendant que de 2) t.q.
llullr20) < Cllullm pour tout v € H. (2.26)
(On aura alors HuHilm) < (C? + 1)||u||2, pour tout v € H.)

Pour montrer m on raisonne par ’absurde. On suppose qu’il existe une suite déléments de H, (u,y,,),,,g N £.q.
H?L,,,HLzm) > nl|tun ||m pour tour n € IN.

En remplagant un par ; , on peut supposer ||un||r2(q) = 1. On a alors aussi ||un||m < 1/n, ce qui prouve

Un,
[un HL’Z(Q)
que la suite (71,,,,, neN est bornée dans H ! (2). Par les théorémes de compacité vu au chapitre (section , on en
déduit que la suite (un)new est relativement compacte dans LZ(Q). On peut supposer (apres extraction d’une sous
suite) qu’il existe u € L*(Q) t.q. un — u dans L*(Q), quand n — +oo. Comme llunllL2(q) = 1 pour tout n € N,
on a aussi ||ul| r2(q) = 1. On remarque aussi que les dérivées (par transposition) de u,, convergent vers les dérivées
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de u dans D*. O, de ||un|lm < 1/n on déduit Vu, — 0 dans L*(Q)Y. Comme la convergence L* entraine la
convergence dans D*, on a donc Vu = 0. Ceci montre que u est constante sur §2 (exercice . Comme u, — udans
H' () et que undansH pour tout n € IN, on a aussiw € H et donc [, u(x)dz = 0. On en déduit que u = 0 p.p.,
ce qui est impossible car ||u|| 12 q) = 1.

2. Pour v = (v1,...,vn)" € L*(Q)Y, on pose vl L2~ = [q lv(z |2dz, de sorte que L* ()N muni de cette norme
est un espace de Hilbert. Pour uw € H, on pose J(u) = Vu = (Diu,..., Dyu)'. L'application J est alors une
isométrie de H (muni de la norme || - || ) dans une partie de L*(Q)N, notée Tm(J).

Soit v € Tm(.J), il existe un unique u € H t.q. v = J(u). On pose S(v) = (T, u) g1 (q)y, ui (o). Comme J est une
isométrie et que la norme || - || 1 (q) est équivalente dans H a la norme || - ||m, I'application S est linéaire continue

de Tm(J), s.e.v. de L? (Q)N, dans R.. Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut donc prolonger S en S, élément du
dual topologique de L*(Q)". Parle théoréme de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert, il existe alors
F e L*(Q)" tq.

S(v) = / F(z) - v(z)d.
Q
On a donc, pour tout uw € H,
<’1—77 u>(H1(Q))’,H1(Q) = / F(x) . Vu(x)dx
Q

On pose maintenant
1

- M<T’ Lo) m (), 11 (2)

(ou 1q désigne la fonction constante égale a 1 dans ().

Pour u € HI(Q), onau=u—m-+m(ou, plus rigoureusement, u = u — mlg + mlq p.p.) avec

1
- da.
mes(2) /Qu(a:) *
Comme v — mdansH et V(u —m) = Vup.p. ona (T,u) g1y, mi() = Jo F(x) - Vu(x)dz et donc

(T, w) vy, mi@) = (Tsu—m) )y, mro) MU, 1) )y mi@) = / F(x) ~Vu(1:)d:c+a/ u(z)dz.
Q Q
3.(a) On suppose que w est solution de @23). En prenant v = 1 dans @23), on a alors
0 = ames(2) + 0.
Ce qui prouve que a = Q.
(b) On applique le lemme de Lax-Milgram (lemme[2.4) dans I’espace de Hilbert H (muni de la norme || - ||m) avec
a(u,v) = [ A(z)Vu(z)Vo(z)de,

et

T(v) = /QF(x) -Vou(z)dz.

La continuité de a vient du fait que a; ; € L° () pour tout i, j. La coercivité de a vient de I'existence de o > 0
donnée dans les hypothéses sur A. Enfin, la continuité de T vient du fait que F € L*(Q)N.

On obtient ainsi un unique v € H t.q. @€23) soit vrai pour tout vdansH. Comme [Z23) est aussi vrai si v est une
fonction constante, on obtient aussi existence et Uunicité de u € H t.q. @23 soit vrai pour tout v € H'(Q).

(c) On prend tout d’abord v € C£°(§2) dans @23) (avec a = 0). La régularité de A, F, u et v nous permet d’intégrer
par parties (la régularité de §) ne sert a rien pour cette étape). On obtient

/Q(—div(A(a:)Vu(x)) + div(F(z)))v(z)dz = 0 pour tout v € C°(Q).
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On en déduit que —div(A(x)Vu(x)) + div(F(xz)) = 0 p.p. (par le lemme f(mdamcntal puis, par continuité
de la fonction —div(AVu) + div(F), que —div(A(z)Vu(z)) + div(F(z)) = 0 pour tout x € S.

On prend maintenant des fonctions v € C°°(§2) dans Z23). On peut ici aussi intégrer par parties (on utilise ici la
régularité de §2). On obtient

/ (A(z)Vu(z) — F(x)) - n(z)v(z)dy(x) = 0 pour tout v € C(Q),

J o

ou O est le bord de ) et dry(x) désigne lintégration par rapport a la mesure (N — 1)-dimensionnelle sur OS2.

Par une technique de “cartes locales”, on peut se ramener au cas du lemme fondamental (lemme [[ 1) pour en
déduire que (ANVu — F) -n = 0 p.p. sur O puis partout sur 9X). Mais il est plus rapide de voir qu’il est possible
de choisir v t.q. v = (AVu — F) - n sur 9S. On obtient ainsi directement (ANVu — F) - n = 0 sur 0.

Exercice 2.7 (Norme H? sur IR"Y)

Soit N > 1. Cet exercice montre que dans IR” la norme H? est équivalente 4 la somme de la norme L? de
la fonction et de la norme L? de son laplacien. Cette équivalence est utilisée pour étudier un probléme avec le
bilaplacien.

1. Soit f € L*>(RY)
(a) Soitu € H*(IR™) eti € {1,..., N}. Montrer que Au — u = % dans D*(IR™) si et seulement si u vérifie

/Vu(m) -Vo(z)dz + /u(a:)v(z)da: = /f(z) 88;2 dx pour tout v € H(R™). (2.27)

(b) Montrer qu’il existe un et un seul v € H'(IR™) solution de @Z27) et que [|ul| g < ||f| Lz

2. Soitu € H? (]RN ). Montrer qu’il existe C; et Cy strictement positifs, ne dépendant (éventuellement) que de
N, tels que
Ci(llullze + 1AullL2) < Jullg> < Co[lullL> + [|Au] z2).
3. On note H—2(IR") le dual (topologique) de H2(IR"). Soit f € H~2(IR") et A > 0.

(a) Soit u € H2(IR"). Montrer que A(A)u + Au = f dans D*(IR”) si et seulement si u est vérifie
/Au(x)Av(x)dx + )\/u(x)v(l‘)dﬂc = (f,v) g2 2. (2.28)

(b) Montrer qu’il existe un et un seul u € H?(IR™) solution de (Z:28)

Exercice 2.8 (Modélisation d’un probleme de contact)

Onpose B = {z € R? |z| < 2},T =] - 1,1[(C R),et 2 = B\ [~1,1] x {0} (2 est donc un ouvert de R?).
On note B = B — B. On rappelle que || désigne la norme euclidienne de = € IR? et z - y le produit scalaire
correspondant de x et y (€ R?).

Soient f € L?*(Q) etg € L>°(I) t.q. g > 0 p.p. (sur I). On s’intéresse au probléme suivant.

—Au(z) = f(z),ze€Q, (2.29)
u(xr) = 0,x€dB, (2.30)

Ou oy _ Qu. -
a—y(x,o ) = ay(a:,O ),z €1, (2.31)
Z—Z(x, 0") = g(@)(u(z,0") —u(x,07)), xdansl. (2.32)
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1. (Recherche d’une formulation faible)

On suppose, dans cette question, que f est une fonction continue sur € et g une fonction continue sur [ - On
note Q. = QN {(z,y), y > 0} et Q_ = QN {(z,y), y < 0}. Soitu € C*(Q, R) t.q. U, € C%(Qy)

etu,, € C*(Q_). Noter alors que toutes les expressions dans (2:29)-(2.32) ont bien un sens. On a, par
exemple, u(z,0") = lim,_,q, y>0 u(, y).

Montrer que u est solution “classique” de (2.29)-2.32) (c’est-a-dire vérifie (2:29) pour tout = € €, 2.30)
pour tout z € 9B et (2.31)),(2.32) pour tout zdansI) si et seulement si u vérifie:

u(x) =0, Vo € 0B,
/QVu(:E) - Vo(z)dz+

/g(ff)(u(ffa(ﬁ) —u(z,07))(v(z,0") —v(z,07))dz = / f(@)v(z)dz
Q

I

(2.33)

pour tout v € C%(Q, R) t.q. Vg, € C?(Q4), vy, dansC?(Q_) et v(z) = 0 pour tout 2 € B. Noter que
dx désigne I’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue (1 ou 2 dimensionnelle).

2. (Construction de I’espace fonctionnel) On se donne une fonction p € C°(IR* Ry) t.q. p(z) = 0, si
|z| > 1, et d’intégrale 1 (sur IR?). Pour n € IN, on définit p,, par p,(z) = n2p(nx), pour tout z € IR2.

(a) (Trace sur OB, sans “cartes locales”) Soitu € H'
L)y — y)dy, pour z € D, avec D = {zdansB
Up — ), dans H'(D), quand n — oo.

(Q2). Pour n > 5, on pose uy, () = [, u( x(1—
,3 < |z| < 2}. Montrer que u, € C’OO( ) et que
En déduire qu’il existe un opérateur linéaire continu y de H'(Q) dans L*(]0,2x() t.q. y(u)(#) =

u(2cos6,2sin) p.p.en Odans)0,2n[siu € H*() et u est continue sur B \ [—1,1] x {0}.
(b) Montrer qu’il existe . [resp. y_] linéaire continu de H'(€2) dans L*(I) t.q. v4(u)(z) = u(z,0+)

[resp. v—(u)(z) = u(z,0—)] p.p. en zdansl siu € H(Q) et uj,,, est continue sur 2 [resp. vy,
est continue sur )_].
3. (Coerci(ti)vité)
On pose H = Ker~ (ou ~y est défini a la question précédente).
Montrer qu’il existe C't.q. [|ul| z2(q) < C|||Vul||12(q) pour toutw € H. [On pourra, par exemple, remarquer
quewy, € H'(Q)etu, €H(Q)]
4. (Existence et unicité de solutions faibles)

On rappelle que H = Kery. Montrer qu’il existe un et un seul u solution de (2.34).

u € H,
/QVu(z) -Vo(z)dz + /Ig(x)(7+u(:c) —v-u(@))(y+v(z) — v-v(z))dz (2.34)
= /Qf(x)v(x)dx, YodansH.

5. Pour n € IN, on note u, la solution de (2:34) avec g t.q. g(y) = n, pour tout ydansI. Montrer que u,, — u
(en un sens a préciser), quand n — oo, ot u est la (unique) solution (faible) de —Au = f dans B, u = 0 sur
J0B.
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Exercice 2.9 (De Fourier a Dirichlet...)
Soient o > 0, f € L? (IR_I?_[) et g € L>(RY™1). On s’intéresse au probléme suivant :

—Au(z) + u(z) = f(z), z € RY,
—01u(0,y) + ou(0,y) = g(y), y e RV,

1. Donner une définition de solution “classique” de (2.33) et de solution “faible” de (2.33).

(2.35)

2. Montrer I’existence et 1'unicité de la solution faible de (2.35).

3. Montrer que si ¢ = 0 presque partout, la solution faible de (2:33)) (trouvée a la question précédente)
appartient & H?(RY).

4. Toujours lorsque g = 0 presque partout, on note u,, la solution forte associée a ¢ = n. Montrer que u,,
converge dans H'(IRY) vers u solution faible de :

—Au(z) +u(z) = f(z), v € RY,

236
u(0,y) =0, y e RN! (2.36)

Exercice 2.10 (Equation de Schrodinger)

Soit N > 1. On note €2 la boule unité de RrY (en fait, les résultats de cet exercice restent vrais si {2 un ouvert
borné “assez régulier” de R™M).

Pour fi, fo € L*(9), on s’intéresse au systeéme :

—Auy + us = f1 dans €,

_AUQ — Uy = fg dans Q, (237)
avec diverses conditions aux limites.
1. On considere dans cette premiere question la condition aux limites :
uy = 0, ug = 0 sur 9f. (2.38)
Soit f1, fo € L*(f), on dit que (u1, uz) est solution faible du probleme (2.37)-(2.38) si
u; € H&(Q), Uz € H&(Q)
Vuy(z) - Vo(z)dz +/ x)dr = / fi(2)p(x)dz, Yo € HY (),

/Q 0 (2.39)

VU2($)'V90(33)d$—/U1( Je(x )da?— F2(2)p(x)dz, Vo € Hy(Q).

Q Q

(a) Montrer que le probleme admet une et une seule solution. [Utiliser I'espace V = HJ(2) x
Hy().]

(b) Montrer que le probleme (2.37)-(2.38) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H?(Q)N
HY(Q), uy € HX(Q)NHE(Q) et les équations (2.37) sont satisfaites p.p. sur §2. [Utiliser, en particulier,
la question précédente et un théoreme de régularité vu en cours. Ne pas oublier de montrer aussi
I’unicité.]

On suppose maintenant que fi, fo € C°°(Q). Montrer que u1, ug € C>(Q). [Utiliser aussi des
théoremes de régularité vu en cours.]
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(c) Pour f = (f1, f2) € L*(Q) x L*(Q), soit u = (u,u2) la solution de 2:39), on note u = T'(f).
Montrer que 1’opérateur T : f + wu est un opérateur linéaire continu et compact de L?(Q) x L?(Q)
dans lui-méme.

2. On considere dans cette deuxieme question la condition aux limites :

aul o 6uQ -
o 0, o 0 sur 992, (2.40)

ol n désigne le vecteur normal a 0f2, extérieure a €.

Pour résoudre le probleme (2.37)-(2.40), on va introduire un parametre, n € IN*, destiné a tendre vers
Iinfini.

Soit f1, fo € L*(). Pour n € IN*, on s’intéresse au systeme :

1
—Auy + us + —uy = fy dans
n

7 (2.41)
—Aug —uy + —us = fo dans 2,
n
avec la condition aux limites (2.40).
On dit que (u1, us) est solution faible du probleme 2.41)-([2.40) si
up € Hl(Q), Uy € Hl(Q),
Vuy(x) - ch(:c)dx—f—/( o(x )—|— u1 x)dx = / fi(z)p(x)dz, Vo € HY(Q), (2.42)
Q 9 :
Vua(o)  Vlaldo + [ (Lua(a) - wr(e))p(o)ds / (@) (e)dr, Vo € H'(9).
Q Q Q

Noter aussi que (u1, uz) est solution faible du probleme (2.37)-(2.40) si (u1, usz) est solution de (2.42) en
remplagant % par 0.

Soit fl; fg € L? (Q)

(a) Soitn € IN™.
Montrer que le probleme (2:42)) admet une et une seule solution, que I’on note (u§”>, uén)) dans la
suite.

(b) Montrer que :

{1226 + 1S 122 ) < 1113200 + 1212 0)-

En déduire que les suites (u\)nene, et (u$™) e+ sont bornées dans H(€).

(c) Montrer qu’il existe une et une seule solution au probleme (2.42)) obtenu en remplagant 1/n par 0,

c’est a dire une et une solution faible au probleme (2:37)-(2.40). [Pour I'existence, utiliser les suites

(@™ Y nene, et (u$™)

I’unicité.]

nen+ de la question précédente et faire tendre n vers +oo. Montrer ensuite
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(d) Montrer que le probleme (2.37)-([2.40) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H?(Q),
uy € H?(Q), les équations (2.37) sont satisfaites p.p. sur € et les équations (2Z.40) sont satisfaites
p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle) sur Of en utilisant I’opérateur “trace” (vu en

cours) de H'(Q) dans L?(9€2) pour donner un sens a %“1 et 6“2 .
On suppose maintenant que fi, fo € C*(). Montrer que uy, us € C*(£). [Utiliser aussi des
théoremes de régularité vu en cours.]

(e) Pour f = (f1, f2) € L*(Q) x L*(), soit u = (uy,uz) la solution faible de (2:37)-([2-40), on note
u = T(f). Montrer que I'opérateur T' : f +— wu est un opérateur linéaire continu et compact de
L?(Q) x L?(Q) dans lui-méme.

3. De maniere similaire, résoudre le probleme (2.37)) avec la condition aux limites :
ou
u; =0, =2 — 0sur Q.
on

Exercice 2.11 (A la limite de H 1)
Partie I, décomposition dans H} (Q2)
Soit Q un ouvert de RV, N > 1.

1. Soit ¢ € CY(IR,IR) t.q. ¢’ € L>®(IR) et p(0) = 0. Soit u € H(Q). On note o(u) la fonction (de 2 dans
R) z — ¢(u(x)). Montrer que p(u) € HL(Q) et que D;p(u) = ¢’ (u)D;u p.p. pour touti € {1,..., N} (ol
¢'(u) désigne la fonction z > ¢’ (u(z))). [Reprendre la méthode vue en cours.]

On définit maintenant ¢ de IR dans IR par

@(s) =s, pour 0 < s <1,
o(s) :—§+23—%, pour 1 < s < 2,
o(s) =3, pour2 < s,

p(s) = —p(—s), pour s < 0.
Pour & € IN*, On définit ¢, de IR dans IR par ¢y (s) = k@(3) pour s € RR.

2. Montrer que, pour tout s € IR, ¢ (s) — s et ¢} (s) — 1 quand k — oo et que |pi(s)| < |s], ¢ (s) < 1.

3. Soit u € HE(). Montrer que ¢y (u) € Ha (), pour tout kdansN*, et que oy, (u) — u dans HE (), quand
k — oo.

4. En déduire que, pour tout u € Hg () et pour tout & > 0, il existe u; € L>(Q) etug € H}(Q) t.q. u = uy +us
et fluzll gy < =,

Partie II, Inégalité de Trudinger-Moser
Soit € un ouvert borné de IR?. On admet qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de €2, t.q.

lull zacy < CVallullmy (o), Yu € Hy (), Vg € [1,00[.
(Noter que cette inégalité a ét€ démontrée en T.D. avec q au lieu de /q.)
1. Soit u € HJ () t.q. |ull zr2 () < 1. Montrer qu’il existe o > 0 et @ > 0, ne dépendant que de C' (donné ci

dessus) t.q. e7* € L*(Q) et [|e”*” 1 () < a. [Développer e en puissances de s .. ..]
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2. En utilisant la partie I (et la question précédente), Montrer que ¢*° € L(€2) pour tout u € HE () et tout
o > 0. En déduire que e”* € LP(£2) pour tout u € H}(Q), touto > Oettoutp € [1,00].

Partie I11, sur la résolution du probléme de Dirichlet
Soit  un ouvert borné de R%. Soit f € L*() t.q. f1/]In(|f])] € L'(Q).

1. (Préliminaire.) Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe 3,7 € IR’ , ne dépendant que de o, t.q.

2
st <e?® + fBty/|Int| +4t, Vs, t € R7.

[On pourra, par exemple, remarquer que st < max{St/|Int|, se(sz/ﬁ2)} pour tout 5 > 0 (et tous s,t > 0).
Puis, choisir 8 (en fonction de ¢ ) et conclure.]

2. Montrer que fu € L*(Q) pour tout u € H(Q) et que I'application T’ : u +— [, f(2)u(x)dz est un élément
de H~Y(Q).

3. Montrer qu’il existe un et un seul u € H}(Q) t.q. —Au = f dans D*(1Q).

Partie IV, contre-exemple

Soit Q un ouvert borné de IR? et 6 €]0, 1]. On suppose que 0 € Q et on se donne § €]0, 3] t.q. Bas = {z € R?,
|z] < 20} C Q.

1. Soit v €]0, 2[. Montrer qu’il existe u € H} () t.q. u(z) = (In|z|)Y p.p. sur Bs. [On pose v(z) = (In(|z|)?.
On rappelle qu'on a vu en T.D. que v € H'(By;s). Il n’est pas demandé de redémontrer ce résultat.]

2. Montrer qu’il existe f € L'(Q2) t.q. f(In|f])? € L}(Q) et fu ¢ L'(2) pour certains u € H ().

3. Montrer qu’il existe f € L'(Q) t.q. f(In|f])? € L}(Q) et t.q. il n’existe pas u € H}(Q) vérifiant —Au = f
dans D*(Q).

Exercice 2.12 (Décomposition de Hodge)
Soient €2 un ouvert borné connexe  frontiére lipschitzienne de RY (N > 1) et f € (L?(Q))V.

Montrer qu’il existe u € H*(2) t.q.
/ Vu(z) - V(z)dr = / f(x)-Ve(x)de, Yo e HY(Q).
Q Q

En déduire qu’il existe u € H'(Q) et g € (L*(Q))V t.q. f = Vu+g, p.p. dans Qet [, g(x) - Vo(z)da = 0 pour
tout o € H'(Q).

On suppose maintenant que g € C'*(Q) et que 2 = (]0, 1[)"Y. Montrer que divg = 0 sur Q et que g - n = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur 9, ot n est un vecteur normal a 9.

Corrigé — L’exercice (corrigé )dmme existence de v € H*(Q) t.q.
/ Vu(z) - Ve(z)de = / f(z) Ve(x)ds, Yo € H'(Q).
Jo Ja
On peut aussi ajouter la condition /(2 u(x)dx = 0 et on a alors existence et unicité de u (voir ’exercice .

On pose alors g = f — Vu. Les fonctions u et g vérifient les conditions demandées.
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On suppose maintenant que g € C*(Q) et que Q = (]0,1))™. On a
/ g(x) - Vo(z)dx = 0 pour tout o € H' ().
Ja

On raisonne comme dans l’exercice En prenant ¢ € CZ°(Q2), le lemme fondamental (lemme nous permet de
montrer que div(g) = 0 partout dans ). Puis, en prenant ¢ € ct (), une intégration par parties (plutot plus facile que
dans Iexercice 2.0) donne
g(x) - n(z)p(z)dy(x) = 0 pour tout p € C*(Q).

o0
De cette égalité, on déduit que g - n = 0 p.p. sur OS2
Ceci peut se démontrer si N = 2 de la maniére suivante : dy(x) = dx1 ou dxa, selon les parties de OX) (avec © =
(w1, 22)"). Avec g = (g1, 92)", on en déduit que g1(x) = 0 partout sur {0} x [0, 1] U {1} x [0, 1] et g2(x) = 0 partout
sur [0,1] x {0} U [0,1] x {1}. (Ce qui donne bien g - n = 0 p.p. sur 9%.)

La généralisation au cas N > 1 ne pose pas de difficulté.

Exercice 2.13 (Probléme de Stokes, vitesse)

Soient  un ouvert borné de R™ (N > 1) et f = (f1, ..., fv)tdans(L*(Q))N. Onpose H = {u € (H(Q))V;
divu = 0 p.p. dans Q}. On rappelle que u est solution du probleme de Stokes si:

N
u=(uy,...,ux)"dansH, Z/ Vui(z) Vui(z)de = / f(z)-v(z)de, Yo = (vq,...,o5) dansH. (2.43)
=179 Q

On se propose ici de montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.43) par une méthode de pénalisation. Soit
n € IN*, on considere le probléme suivant:

u=(uy,... ,uN)t € (H(}(Q))Nv

/Q(Vul(a?) - Vou(z) + n(divu(z))D;v(z))dx = /in(x)v(a:)dx, Yo =Hi(Q), Vie{l,...,N}. (2.44)

1. Montrer que (2:43) admet au plus une solution.

2. Montrer qu’il existe une et une seule solution a (2.44). [Utiliser le lemme de Lax-Milgram sur (Hg(2))".] On
note, dans la suite, (™ cette solution.

3. Montrer que la suite (u(™), e est bornée dans (H} ()Y et que la suite (/7 divu™),cn est bornée dans
L3(9).

4. Montrer que, apres extraction éventuelle d’une sous suite, u(® — 4 faiblement dans (H & (Q))N ,quand n — oo,
ol u est solution de (2:43). En déduire (avec la question 1) que (Z:43) admet une unique solution, notée u, et
que u(™) — v faiblement dans (H¢ (Q2))", quand n — oo (sans extraction de sous suite).

Exercice 2.14 (Conditions aux limites de Vencel)

Notations et Rappels du cours

On note H,(0,2r) = {u € H'(]0,2x(); u(0) = u(27)} (on rappelle que, si u € H'(]0,2r][), u admet toujours
un représentant continu sur [0, 27| et on identifie u avec ce représentant continu).

Soit B = {(x,y)! € R? 2% 4+ y* < 1}. On rappelle qu’il existe une application v : H'(2) — L?(0B), linéaire,
continue et t.q. y(u) = u p.p. sur dB siu € H () N C(B,R).
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Siw € L?(0B), on définit j(w) € L3(]0,2x[) par j(w)(f) = w(cosh,sinf), pour § € [0,27[. L application
j est donc une isométrie de L?(9B) sur L%(]0, 27[), de sorte que § = jory est linéaire continue de H'(f2) dans
L2(]0, 27[).

On pose H = {u € H'(Q); g(u) € H;(0,27)}. On munit H du produit scalaire (u/v)g = (u/v)g1(q) +
(@(w)/g(v) m30,2m)-

Partie I (Préliminaire d’analyse fontionnelle)
1. Montrer que H} (0, 27) est une espace de Hilbert.
2. Montrer que H est une espace de Hilbert.

Partie II (Conditions aux limites de Vencel)

Pour (z,y) € R?, (z,y) # (0,0), on définit et  par r = (2% +y2)z et 0 € [0,2n[t.q. © = rcosf ety = rsin f.
Pouru € C1(IR™\ (0,0),1R), on pose uT(x,y)i LU (g, y)—i—%%( y)etug(z,y) = —y%(m,y)—l—mg—;(x, Y).
(Dans la suite, on pose ugg = (ug)g, siu € C?(B,IR).)

Pour f et g données, on s’intéresse au probleme :

—Au(z,y) +u(z,y) = f(z,y), (z,y)dansB, (2.45)
ur(w,y) —ueg(v,y) +u(z,y) = g(z,y), (x,y) € 0B. (2.46)

Soient f € L*(B) et g € L*(9B), on appelle “solution faible” de (2.45)-(2.46) une solution du probleme suivant :

udansH, (2.47)

2
/ (3" Diu(2) Div(z) + u(z)u(=))d= + / (Dg(u)(6) Dg(v)(6) + F(u)(B)g(v)(6))d8
B % (2.48)

27
/ F2)o(2)dz + /O (0)(0)5(1(0))(0)d6, YodansH.

1. Soient f € L?(B) et g € L?(0B). Montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.47)-(2.48).

2. (Question plus difficile) On retire, dans cette question, “uv” dans la lere 1ntegrale de - Soient f € L%(B)
et g € L?(0B). Montrer qu’il existe encore une et une seule solution de (2.47}

3. Soient f € C(B,IR)etg € C(0B,IR). Soit u € C%(B,R). Montrer que u est solution au sens “classique” de
i

- - ) (c.a.d. vérifie (2.45) pour tout (z,y)dansB et (2.46) pour tout (z,y) € dB) si et seulement si u
est solution faible de (2.43)-(2.40).

4.Pour f € L*(B) et g € L*(0B), on note T(f,g) = (u,v(u)) € L*(B) x L*(0B), ou est I'unique solution
faible de (2.45)-(2.46). Montrer que 7" est un opérateur linéaire compact autoadjoint de L?(B) x L?(0B) dans
lui-méme.

Exercice 2.15 (probleme de Stokes, vitesse et pression)
Soient Q un ouvert borné connexe de IR™Y (N > 1) a frontiere lipschitzienne et f = (fi,..., fx)t € (L2(Q))V.
On s’intéresse ici au probleme de Stokes, c’est-a-dire a trouver u = (uq,...,uy)" et p solution de

—Au+ Vp = f dans €,
div(u) = 0 dans Q, (2.49)
u = 0 sur 99.
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Noter que la premiére équation de (2.49) est vectorielle.
On pose H = {u € (H}(Q))Y; divu = 0 p.p. dans Q}. On appelle solution faible de (Z.49) un couple (u,p)

solution de
uw=(uy,...,un)tdansH, p € L?(),

N
ZAVui($)~Vvi(x)d$—/ (z)divv(x dac—/f (2.50)
- pour tout v = (v1,...,vN)" Hl(Q))

On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (2.49) est solution de (2.50).

Partie I, existence et unicité de u

Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (2.49), u est alors solution de

u=(u,...,un) dansH, Z/ Vui(z) - Vui(z)de = / f(x)-v(z)dr, Yo = (vi,...,vx) dansH. (2.51)
On montre dans cette pemiére partie que (2.531)) a une et une seule solution et que si (u, p) est solution de (2.50), u
est alors 1'unique solution de (Z.51).

1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (Hg (Q))V.

2. Montrer que (2.5T)) admet une et une seule solution. [Utiliser le lemme de Lax-Milgram.]

3. Soit (u, p) une solution de (2.50). Montrer que u est 1’unique solution de 2.51).

Soit u la solution de (2.5T). La suite de I’exercice consiste a trouver p pour que (u, p) soit solution de (2:30).

Partie I1, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit E et F' deux espaces de Hilbert (réels). On note (-|-)g (resp. (-|-)r) le produit scalaire dans E (resp. F).
Soit A un opérateur linéaire continu de F dans F'. On note A* 1’opérateur adjoint de A. L’opérateur A* est un
opérateur linéaire continu de F' dans E. Pour tout gdansF', A*g est 'unique élément de F défini par

(A*glu)p = (g|Au)p pour tout u € E.

(Noter que I’existence et ’unicité de A*g est donnée par le théoreme de représentation de Riesz.)

1. Montrer que KerA = (ImA*)+.
(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (u|v) g = 0 pour tout vdansG}.)

2. Montrer que (KerA)+ = ImA*.

Partie II1, Existence et unicité partielle de p

Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. Necas, 1965) que nous admettons.

Lemme 2.31 Soient Q un ouvert borné connexe de R™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne et ¢ € L2 (Q) tq.
Jo a(@)dx = 0. Il existe alors v € (Hg ()Y t.q. div(v) = q p.p. dans Q) et

10l @~ < Cllallrz ),

ou C ne dépend que de ).
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On prend ici E = H}(Q)N et F = L?(2). Pour u € E on pose Au = div u, de sorte que A est un opérateur
linéaire continu de E dans F'.

1. Soit (pp)new une suite de F etv € E tq. A*p, — v dans E quand n — +oco. Pour n € IN, on pose
Gn = Pn — Gpn, OU a,, est la moyenne de p,, dans (2.
(a) Montrer que A*p,, = A*q,.
(b) Montrer que la suite (g, )nemn est bornée dans F'. [Utiliser le lemme ]
(c) Montrer que v € ImA*.

2. Montrer que (KerA)® = ImA* et que KerA = H.

3. On rappelle que le produit scalaire dans E est défini par
N
(u/v)g = Z/ Vu;(z) - Vo (z)dz.
i=1"9

On définit Ty € E par (Tf|v)g = [, f(z) - v(x)dx pour tout v € E. Soit u la solution de 2:3T).

(a) Montrer que u — Ty € H L. En déduire que u — Ty € ImA*.
(b) Montrer qu’il existe pdansF t.q. (u, p) est solution de (2.50).

4. Soit (u1,p1) et (uz, p2) deux solutions de (2.50). Montrer que u; = uz = u (ol u est 'unique solution de
Z3T)) et qu'il existe a € R t.q. p1 — p2 = a p.p..

Corrigé —

Partie I, existence et unicité de u

Soit (u, p) est une solution classique de @49). On remarque tout d’abord que w € H. Puis, pour vdansH, on multiplie
la premiére équation de [TA9) par v et on integre sur . Le fonctions u et v sont suffisamment régulieres pour intégrer
par parties et obtient ainsi I’équation Z31). Ceci montre que u est alors solution de Z3]).

1. Pour u € H&(Q)V on pose d(u) = div(u). L’application d est linéaire continue de H§ (Q)A dans L*(Q). Comme
H = Kerd, on en déduit que H est un s.e.v. fermé de H (Q)V

2. 1 suffit ici d’appliquer le lemme de Lax-Milgram, lemme 24 (ou le théoréme de Riesz dans les espaces de Hilbert) en
remarquant que H est un espace de Hilbert (H est muni de la norme naturelle de Hj (Q)A ), avec a et T" définis ainsi :

N

a(u,v) = Z Vui(z) - Vv (x)dz,

i=1 7%
et

Tw) = /{; f(x) - v(r)de.

3. Pour vdansH, on a div(v) = 0 p.p. dans Q et donc [, pdiv(v)dz = 0. On en déduit que w est solution de [Z3T).
Far la question précédente, la fonction (vectorielle) u est donc I"unique solution de Z3]).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle
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1. Soit u € KerA (on a donc Au = 0). Pour v € TmA*, il existe gdansF t.q. v = A*g, on a donc
(vlu)p = (A"glu)p = (9|Au)r = 0.
Ce qui montre que u € (ImA*)*. On a donc KerA C (ImA*)*.

Récirpoquement, soit u € (ImA*):. On a alors, en posant f = Au,
(AulAu)r = (fl[Au)r = (A" flu)e = 0,
car A* f € ImA*. Donc, Au =0, c’est-a-dire u € KerA. Ceci donne (ImA*)J‘ C KerA.

Finalement, on a bien montré que (ImA*)* = KerA.
2. 8i F est un s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert H, on a toujours H = F & F*. D’autre part, si G C H, on a
Gt =G*.
Si F est un s.e.v. d’un espace de Hilbert H, on a donc
H=F®F" et H=F" @ (F")".
Ceci permet de prouver que (F+)* = F.
On applique ici ce résutat avec F = ImA”*, on obtient (avec la question précédente)
ImA* = (ImA*) ") = (Kerd)™.

Partie III, Existence et unicité partielle de p

1.(a) Soitv € E. Ona
(Aplo)e = (ol Av)e = [ podiv(e)do,
Q

et

(A*gn|v)E = (gn|Av)F = /Qqndiv(v)dx = /Qpndiv(v)dz - an/ div(v)dz.

Q

Comme v € Hj (Q)N on a (en intégrant par parties) [, div(v)da = 0 et donc

(A*pplv)E = (A" qn|v) E pour tout v € H&(Q)N

Ceci montre bien que A*p,, = A" qn.
(b) Par le lemme il existe vy, € H&(Q)N t.q. div(vn) = gn p.p. dans Q et ||vn| g oyv < Cllgnllrz(o)- On

obtient alors
(N%mm:/%mmmm:/ﬁm:mw%
Q Q

La question précédente donne A*p,, = A*qn. On a donc

2 * * *
lgn |+ = (A"pnlvn) e < |ApnllEllvnlle < C|AprllBllgn] 7,
et donc
lgnllr < Cl|A™pn|l&-

L’ hypothése de convergence de A*p,, donne que la suite (A*pp)nen est bornée (dans E). On en déduit que la
suite (qn)new est bornée dans F.

(c) Comme la suite (qn)ne est bornée dans ’espace de Hilbert F', on peut supposer, apres extraction éventuelle d’une
sous suite, que cette suite converge faiblement dans F. Il existe donc q € F t.q. qgn — q faiblement dans F, quand
n — +00. On va montrer que v = A*q.

Soit w € E, On alimp— 4o (gn|Aw)r = (q|Aw) r. Mais
(gn|Aw)F = (A" qn|w)E = (A"pnlw)p.
Comme A*py, — v dans E, on a donc aussi limp—, 4 oo (gn|Aw)r = (v|w)g. On obtient donc
(¢|Aw)r = (v|w)E pour tout w € E.

Ceci donne (A*qlw)g = (v|w)g pour tout w € E, et donc v = A*q. On a bien montré que v € ImA”.
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2. La question précédente montre que TmA* est fermé (dans E). Avec la partie II, on a donc (KerA)™ = Im(A*). Ona
déjavu que KerA = H. On a donc H+ = Tm(A*).

3.(a) On a (ulv)g = [o fvdx = (Ty|v)g pour tout vdansH. Ceci signifie bien que v — Ty € H™ et donc que
u—Tf € ImA*,
(b) Comme u — Ty € TmA*, il existe pdansF = L*(Q) t.q. u — Ty = A*p. On a donc pour tout v € Hé(Q)N,
(wlo)e = [ fodz = (u=Tyl0)e = (A'plo)e = (plAv)r = [ piv(o)dz,
Ja Q

Ce qui signifie bien que (u, p) est solution de [Z30).

4. On a déja montré a la question 3 de la partie I que uy = uz = u ot u est l'unique solution de [Z31).

On obtient alors que [“ prdiv(v)dx = fQ padiv(v)dx pour tout v € H&(Q)N. En prenant v = (v1,...,vn)" avec
v € C2(Q) et vi = 0 pouri > 2, on en déduit que D1(p1 — p2) = 0 (dans D*). De maniére analogue on a
D;i(p1 — p2) = 0 pour tout i € {1,...,N}. Ceci permet d’affirmer qu’il existe a € R t.q. p1 — p2 = a p.p. (voir
I’exercice .

Exercice 2.16 (Continuité séquentielle de L2-faible dans H})

Soit  un ouvert borné de R (N > 1). Pour tout z € €, on se donne une matrice, notée A(z), dont les
coefficients sont notés a; ;(z), 4,j = 1,...,N. On suppose que a; ; € L>°(Q2) pour touté,j = 1,..., N et qu’il
existe a > 0 t.q A(x)¢ - € > alé|?, pour tout EdansRY et p.p. en z € €.

Pour f € L?(2), on sait qu’il existe une unique solution au probléme suivant :

u € HEH (D

/A -Vo(z dac—/f x)dz, pour tout v € H} (). (2.52)

Soit (fn)nenw une suite bornée de L2(2) et f € L%(£2). On note u la solution de (2:52) et, pour n € IN, on note
uy, la solution de ([2:52)) avec f,, au lieu de f. On suppose que f,, — f faiblement dans L?((2).

1. Montrer que la suite (u,,),eN est bornée dans H} (Q).
2. Montrer que u,, — u faiblement dans H{ (€2) et que u,, — u dans L?(Q) (quand n — +00).

3. Montrer que, quand n — 400,
/ A(x)Vun(x) - Vup(r)de — / A(x)Vu(z) - Vu(z)dx
Q Q

[Utiliser le fait que fQ 2)Vuy(x) - Vug (x)de = fQ Jn(x)uy(z)dz et passer 2 la limite sur le terme de droite
de cette égalité.]

4. Montrer que u,, — u dans H{(£2). [On pourra considérer [, A(z)V (un, — u)(x) - V(up — u)(z)dz.]

Corrigé —
1. En prenant v = uy dans @32) (avec fn et un au lieu de f et u), on obtient

2
a‘|u71|‘H1(SZ) < fnllzze) llunllzz@) < anHLZ(Q) (VQHMnHHI(m
ou Cq est donné par 'inégalité de Poincaré. On a donc, pour tout n. € N,

Co

Un < — Dl 72 =M< ,
lunll ) < o ESE(H.]LPHL @) +00,

la suite (fn)new étant bornée dans L? ().
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2. Siun # u faiblement dans Hy (Q), il existee >0, ¢ € H! (2) et une sous suite, encore notée (un)nen, t.q.

(¥, un — u) g—1(q),u1 ()| = € pour tout n € IN. (2.53)

Apreés une nouvelle extraction éventuelle, on peut supposer que u, — U faiblement dans Hg (€2).
Soitv € H5(Q). Ona

/ AVu, - Vodr = / frodx,
Q

Q
et donc, quand n — oo,

AVﬂ.Vvdx:/fvdx.
Q

Ja
On en déduit que i = wu, ce qui est en contradiction avec [2.53).

On a donc bien montré que u.,, — u faiblement dans H& (Q) et, par le théoreme de Rellich, que u.,, — u dans LQ(Q).

/ AVu, - Vundr = / frnundr — / fudr = /AVU -Vudzx,
Q Q Q

car u, — u dans L*(Q) et fn — f faiblement dans L* ().
4. Ona

/ A(Vun —Vu) - (Vun, — Vu)de = / AVu, - Vundx f/ AV, - Vu f/ AVu-Vu, +/ AVu-Vudz.
Q Q Q Q Q

Les quatre terme de droite de cette égalité tendent vers fQ Vu - Vudzx quand n — +o00. Le terme de gauche (qui est
positif) tend donc vers 0. Ceci donne o||u, — ’U,Hf{l @ 0 (quand n — +00) et donc, quand n — +o0,
0

Up — u  dans H&(Q).

Remarque sur la topologie faible : L’application f — u (ot w est solution de Z.52) est donc séquentiellement continue
de L*(Q)-faible dans H} (Q) (fort), c¢’est-a-dire qu’elle transforme les suites faiblement convergentes de L* () en suites
(fortement) convergentes de Hg (). Elle est donc aussi séquentiellement continue de L*(Q)-faible dans L*(Q) (fort).
Aprés avoir définie la topologie faible de L*(Q) (ce que nous ne faisons dans ce polycopié), on peut toutefois remarquer
que cette application n’est pas continue de L*(Q)-faible ( ¢’est-a-dire L*(Q) muni de la topologie faible) dans L*($2) (
c’est-a-dire L* () muni de la topologie associée & sa norme).

Exercice 2.17 (Exercice liminaire a I’exercice 2.18)
Soit ¢ une fonction décroissante de IR . dans IR ;. On suppose qu’il existe C' > 0 et 8 > 1t.q.

o(x)?

0<z<y= oy <C .
y—x

(2.54)

Montrer qu’il existe ¢ € IRy t.q. ¢(a) = 0. [On pourra montrer I’existence d’une suite strictement croissante
(ak)ken+ t.q. (ak) < 2% pour tout & € IN* et limy,_, . ax < +00. Pour cela, on pourra montrer qu’il existe ag

. p A c 1
t.q. ¢(ap) < 1 puis, par récurrence, définir ax.y; par PrSp—

1
= 1]

Corrigé —  En prenant x = 0 dans 234), on obtient lim ¢(y) = 0. Il existe donc ag t.q. ¢(ag) < 1.
y—»00

On définit maintenant, par récurrence, une suite (ak)kem par

C 1\ 1
rs1 — Qg 2k _2k:+1

1
on a alors, par récurrence, p(ax) < o

En effet pour k = 0 on a bien p(ao) < 1.
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1
Puis, pour k > 0, si p(ar) < ok ona

C ‘ C 1 1

B
o (ag+1) < ——— p(ak < ———— 5 = o7
pla) € - pla)” € — e = o
On montre maintenant que limy_, o, ay, < oo. Pour cela, on remarque que
ok 1 . 1
k1 — ap =2C—— =20 ——— =2CH" avec b = ——.
2kB 2};(;371) 28-1
On a donc
k—1 [eS) .
YN c D ZC
ar = aop + g 200" < ag +2C E b :ag—O—ﬁ.,
p=0 p=0 B
carb = 23%, < 1car B > 1. On prend donc|a = ao + 13 et on a, comme @ est décroissante,

0 < ¢(a) < ¢(ax) pourtout k € IN,
et donc

1
0<e(a) < o pour tout ke IN.

Ce qui donne ¢(a) = 0.

Exercice 2.18 (Solutions bornées d’un probleme elliptique)

Soit © un ouvert borné de IRY (N > 1). Pour tout z € , on se donne une matrice, notée A(z), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), ¢, = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(2) pour tout4,j = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(z)¢ - € > alé[?, pour tout EdansRY et p.p. enz € Q.

Si B est une partie borélienne de IR™, on note mes(B) le mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de A ( ¢’est-a-
dire la “surface” si N = 2 et le volume si N = 3).

1. Soit F' € L2(Q)". Montrer qu’il existe un et un seul u solution de
u € Hy (%),

/ A(x)Vu(z) - Vo(z)de = / F(z) - Vu(z)dw, pour tout v € H ().
Q Q

(2.55)

Soit p > N. On suppose pour la suite de ’exercice que F' € LP(Q)" (On rappelle que L?(Q)N c L2(Q2)V car
p > 2) et on note u I"'unique solution de (Z.33).
Pour k& € IR 4, on définit la fonction Sy de IR dans IR par

Sk(s)=0si —k<s<k,
Si(s) =s—ksis>k,
Sk(s) =s+ksis < —k.

On rappelle que si v € H}(Q) on a Si(v) € HE(Q) et VSi(v) = 14, Vo p.p., avec Ay = {|v| > k} (voir la

remarque [2.23).

2. Soit k € IR, Montrer que

[N

||V k()] 12y = @ (/ Vu(x).Vu(x)dx) < mes(Ag) 27 ||| || 1 () -
Ay

[On pourra prendre v = Sy (u) dans ([2.55) et utiliser I'inégalité de Holder.]
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3. On pose 1* = % On rappelle qu’il existe C; ne dépendant que de NV t.q.
lwll 1+ (@) < Cullwllyys ) = Cilll Vel L1 o) pour tout w € Wy (€2).
Soit k, h € R4 t.q. kK < h. Montrer que

N—-1

(h — k)mes(A4,) ¥

< (/A S (u(@)|" dz) T < [V Sk()lll11(0) < Call|VSk(u)| ]| L2(oymes(Ay)?.
h

En déduire qu’il existe Co ne dépendant que de C, o, F et p t.q.
(h— k)mes(Ah)¥ < Cgmes(Ak)l_%.
4. Montrer que u € L*°(Q) ( c’est-2-dire qu’il existe a € IRy t.q. mes(A4,) = 0). [On pourra poser p(k) =
mes(A) "~ et utiliser I'exercice ]
5. Montrer qu’il existe C'3 ne dépendant que de €2, « et p t.q.

[ull @) < Gl Flllr (-

Corrigé —
1. Pour u,v € H} () on pose
a(u,v) = / AVu - Vvdz et T(v) = / F.Nvdz.
Jo Q

Ly 2 . sye 2 e . . 1 .
Comme cela a été vu dans ce chapitre, la forme a est une forme bilinéaire continue coercive sur Hy()). Puis, pour

v € HY(Q), ona
T'(v) < / |[F.Volde < H'F‘HL2($2)|HV7"H|L2(SZ) = |HFH|L2(52)H“HHg(Qy
Q

On en déduit que T € (H§ ()" et donc qu’il existe un et un seul u solution de [T33).
2. En prenant v = Si(u) dans @59 on obtient

OL’H|V(Sk(U))Hiz<Q> = oz/ Vu.Vudr = FNVudzx
J a,, Ay,

SMEN 2apy 1V (Sk (@)l L2

1_1
< NE e (@) (mes(Ax)) 2~ [[[V(Sk (@)l 2 (0),

2
car/ |F|2de < (/ \F|pd;c> [ mes(Ak,)lfﬁ. On obtient ainsi
Ay, Jo

11
al[[V(Sku)lllz2) < IF[llLr@ymes(Ax)2 ™ *.

3. Pour h >k, on a|Si(u)| > (h — k) sur Ay. On a donc

(h,k-)(mes(Ah))%* < (/s

< ClIHVSk(u)\HLL(Q)

1* i
Sk(u)| dx)

2

[N

< 01/ IVSk(u)|dx < C1|||V Sk ()|l 2q)ymes(Ax) 2.
Ay
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Avec la question 2, on obtient

(h — k) (mes(Ap)) i~ < & H\FH\mees(Ak)l_%,
1o}
et donc, avec Cy = % F || e,

1—1

(h — k)mes(Ah)¥ < Cames(Ag) 7.

4. Pour k € IRy, on pose p(k) = (mes(Ak-))%. On a alors, pour h > k > 0,

N p—1

(h— k)p(h) < Cagp(k) VT "5

N -1
On pose 8 = ﬁL
- p

p—1

On remarque que 3 > 1 carp > N (en effet, on a —— >1& Np— N > Np—p).
p

N -1

On peut alors appliquer l’exercice il donne Uexistence de a € Ry t.q. ¢(a) = 0 et donc | ||ul| =) < a|

. . . C
5. On suppose tout d’abord que ||| F ||| Lr o) = 1, ce qui donne, avec les notations des questions précédentes, Co = !

On reprend alors le corrigé de l’exercice Le choix de ag est t.q. ¢(ao) < 1. Comme

»(0) < mes(Q)%, /3% = p;l et Cy = C/a,

il suffit donc de prendre ay t.q.
p—1
»

Cimes(Q2) -

aao
p—1

Cimes(Q) 7
a

On peut donc choisir ap = . On a alors ||u|| Lo (o) < a avec

2C5 Ch 2
a=ap+—>=a+———7—
1-0 al— o5

C 2
On a donc ||ul| Lo (o) < Cs, avec Cs = ao + 71171
— 35T

On remarque bien que Cs ne dépend que (2, av et p (noter que N est implicitement dans ().

On peut maintenant supposer que F' est quelconque dans LP(Q)N (la fonction w est toujours la solution de [Z39)).
Pour v > 0 la fonction u/~ est solution de @33) avec F/v au liew de F. Si |||F|||Lr(o) > 0. en choisissant
v = [|F||lr ) (de sorte que ||| F/y|||Lr o) = 1) on a donc ||u/~||<Cs ce qui donne

l[ullzoe (@) < Csll|F[llr -
(Noter aussi que I'inégalité est évidente si |||F|| L) = 0.)

Exercice 2.19 (Solutions bornées d’un probleme elliptique, suite)

On reprend les premieres hypotheses de I’exercice [2.18]

Soit 2 un ouvert borné de IRY (N > 1). Pour tout z € , on se donne une matrice, notée A(z), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), ¢, = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(2) pour tout4,j = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(z)E - € > alé[?, pour tout EdansRY et p.p. en z € Q.

1. Soit f € LP(Q2) avecp > 1si N = 2etp = 2N/(N + 2) si N > 3. Montrer qu’il existe un et un seul u

solution de
u e Hy(),

/ A(@)Vu(z) - Vo(z)de = / f(z)v(z)dz, pour toutv € Hy (). (2.56)
Q Q
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2.Soitp > N/2et f € LP(£2). Montrer qu’il existe un unique w solution de (2.36). [Se ramener a la question
précédente.]

Montrer que u € L>°(Q2) et qu’il existe C' ne dépendant que de €2, a et p t.q.
lull Lo ) < Cllflle (o)
[Se ramener a I’exercice [2.18} ]

Exercice 2.20 (Diffusion évanescente et convection)

Partie I

Soient 2 un ouvert borné de RY (N > 1) et w = (wy, ..., wy)" € (L=(Q))N t.q. div(w) = 0 dans D*(£2) (On

rappelle que div(w) = vazl D;w;). Soitu € HE ().

1. Montrer que u? € Wy () et que D;(u?) = 2uD;u, pour tout idansl, ..., N. [Utiliser la densité de C2°(£2)
dans H}(2).]

2. Montrer que / w(z) - V(z)dx = 0, pour tout o € Wy' (Q). [Utiliser la densité de C2°(€2) dans W, (2).]
Q

3. Montrer que / w(z) - V(u?)(z)dr = 2/ w(x)w(z) - Vu(z)dz = 0 (on rappelle que w - V(u?) = Zf;l
wiDi(uQ)). : .

Partie IT

Soit € un ouvert borné de IR, a frontiere lipschiztienne (cette hypothese donne I’existence de I’ opérateur “trace”,
noté +, linéaire continu de H'(f2) dans L2(99) et t.q. y(u) = u sur N siu € C(Q) N HY(Q) et Ker(y) =
H} (). Soient adansR’. et w € (L>=(2))V t.q. div(w) = 0 dans D*(Q). Soient f € L?() et gdans Im 7.
On cherche u solution du probléme suivant :

u € HY(Q), v(u) = g (dans L?(9Q)),

/ aVu(x) - Vu(x)dx +/ u(z)w(z) - Vu(z)de = | f(x)v(x)dz, Yo € Hy(Q).
Q Q Q

(2.57)

1. Soit G € H(Q2) t.q. v(G) = g (dans L?(9S2)). Montrer que u est solution de si et seulement siu = G+u
avec U solution de (2.58).

u € H}(Q),
[ avit@) - Ve@s + | w@yu(e) - Vola)do = .58)
/ f(@)v(z)dz — / aVG(z) - Vou(z)dx — / G(z)w(zx) - Vo(x)dz, Vv € H}(Q).

2. Montrer que (2.57) admet une et une seule solution.

On note u cette solution dans la suite de cette partie.

3. On suppose, dans cette question, que g = 0 (de sorte que u € H}(€2)). Montrer que a||u||§{é < / f(@)u(z)dz.
o
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4. Soit b € IR. On suppose, dans cette question, que f < 0 p.p. dans €2 et que g < b p.p. sur 9€2 (pour la mesure
N — 1-dimensionnelle sur 92). Montrer que u < b p.p. dans €. [On pourra admettre que (u — b)* € HZ () et
que V(u — b)T = 1,5, Vu p.p. (ce résultat est semblable a celui du lemme[2.22)), utiliser (2.57) et la partie L.]

Partie III

Dans cette partie on prend N = 2, Q =]0, 1[%, w = (—1,0) et ¢ = 0. On suppose aussi que f € L>(Q) et que
f > 0 p.p. sur Q. On note u, la solution de pour a = 1/n (n € IN*) et on s’intéresse a la limite de u,,
quand n — 0.

1. Soit n € IN*. Montrer que u,, > 0 p.p..[Utiliser la Partie II, question 4.]

2. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C, ne dépendant que de f, t.q. |[uy, || =) < Ci. [On pourra, par exemple,
chercher de quel probleme de type (2.57) est solution la fonction w,, + 51, avec ¢ (x) = x; et [ convenablement
choisi, et utiliser la Partie II, question 4.]

3. Soitn € IN*. Montrer qu’il existe C2, ne dépendant que de f, t.q. [[us| g1 (o) < C2v/n.

4. En utilisant la remarque [2.15] montrer que u,, € H?(£2) pour tout n € IN*.

0 Oou,,
5. Soit n € IN*. Si u,, € C*(), déduire de la question 1 de la partie III que 81:2 (0,22) > 0et — o —(1,29) <0
1 21
0 0
pour tout x5 €]0,1[ (de méme, a—?(azl,O) > 0 et %(xl, 1) < 0 pour tout x; €]0,1[). On admettra,
2 2

dans la suite, que ce résultat est encore vrai, avec seulement u,, € H?(2), au sens y(Dyuy,)(0,22) > 0 et
v(Diun)(1,22) < 0 p.p. en zg €]0,1[ (de méme v(Dauy,)(z1,0) > 0 et y(Dauy)(z1,1) < 0 p.p. en
X1 E]O, 1[)

6. En utilisant la question 2 de la partie III, montrer qu’on peut supposer (2 une sous suite pres) que wu, — u
*-faiblement dans L°°(€)) quand n — 400, c’est a dire :

/ x)dx — / x)dz, pour tout o € L'(1).
Montrer que v > 0 p.p..
On cherche, dans la suite, I’équation et les conditions aux limites satisfaites par u.
7. Montrer que Dyu = f dans D*(2).

8. Soitn € IN* et ¢ € C'(£2), montrer que

%/QVun(m)Vgo(x)dx—F%/o Y(D1un ) (0, 22)p(0, 22)dxs — %/ Y(Dyun) (1, z2)(1, 22)dxo

01

+l/ v(Dauy)(x1,0)p(x1,0)dr; — l/ ¥(Doun)(x1, ) p(x1, 1)day

n Jo
80
— —(x)dx = / f(z
Il
9. Soit p € C1(Q) t.q. ¢ > 0 sur OS2 Montrer que
¢
- / u(x) ——(z)dzx < / f(@)p(x)de. (2.59)
Q é)xl Q
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— — 0
10. On suppose, dans cette question, que u € C(Q) et que f € C(£2). Montrer que a—u = f partout dans § et
Z1
que u(0, z2) = 0 pour tout zo €]0, 1[.
La fonction u est-elle alors entierement déterminée par f?

11. On remplace w = (—1,0) par w € IR?\ {0}.... De quel probléme, dépendant de w, u est elle solution ?
[distinguer les signes des 2 composantes de w.]

Corrigé —
Partie I

1. Soit u, € CZ°(R) t.q. un — u dans H} (Q2). On a donc, quand n — +o0, un — u dans L? (Q) et Diun, — Diu
dans L? () pour touti € {1,..., N}. (On rappelle que O;uy, désigne la dérivée partielle classique de w, par rapport
a sa t-eme variable.) On peut aussi supposer (apres extraction éventuelle d’une sous suite) que w,, — u p.p. et qu’il
existe F € L*(Q) t.q. |un| < F pour tout n. € IN. On en déduit, par convergence dominée, que u? — u? dans L*(Q)
(quand n — +o0).
Soit g € CF () ert € {1,...,N}, onaalors
(Di(u,Q)., ©)D*(Q),D(Q) = —/ u?Oipdr = — lim w28, da. (2.60)
Q n—=too Jo

Comme u, et @ appartiennent a D(2), on a, en intégrant par parties

/ u,?,aigodx = 72/ PUR iUy, d.
Q Q

Comme un, — u dans L*(Q) et Oiun — Diu dans L*(Q), on a undiun, — uD;u dans L*(Q) et donc (comme
g€ L=(Q),

n—-+oo

En revenant a Z60), on en déduit que
<D7',(U2),§0>D*(gz),[)(g)) = —/ u’Oipdr = 2/ puDj;udz.
Q Q

Ce qui prouve bien que D; (uz) = 2uD;u p.p. (les dérivées par transposition de w et u> sont en fait des dérivées
faibles et donc identifiées a des fonctions).

lim PUROiUy dr = / pud;u dx.
Q Q

La démonstration précédente donne aussi que u> — u> dans Ll(Q) et al(uf,) = 2un0iuy — 2uD;u = Di(uz)
dans L' (Q). On a donc u? — u® dans W (Q), ce qui donne, comme u,, € C°(Q), que u® € W' (Q).

2. Soit ¢ € W' (Q). il existe une suite (pn)new d’éléments de C°(Q) t.q. pn — @ dans WH(Q). Comme
div(w) = 0 dans D*(Q2), on a, pour tout n € IN

N
0 = (div(w), en) o+ (@),0(0) = = ) /Q wiipn dz.
i=1

Comme 9y pn, — Dip dans L* (2) (et que w € LOO(Q)N), on en déduit, quand n — +oo,

N .
Z/ wiDipdr =0,
i=1 79

c’est-a-dire fQ w(x) - Vo(x)dz = 0.

3. On utilise le résulat de la question précédente avec ¢ = u® et le fait que D;(u?) = 2uD;u, on obtient

N
0= / w - V(ug)dm = Z/ 2w;uD;udr = 2/ uw - Vudz.
19 — Ja Q

2

Partie I1
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1. On suppose que u est solution de @37) et on pose u = v — G. On a alorsu € H! (2) et, comme ~ est un opérateur
linéaire, ¥() = v(u) — v(G) = g — g = 0 (dans L*(09Q)), ce qui prouve que @ € Hg (). Puis, siv € H}(Q), en
remplagant w par u + G dans 37), on montre bien que  est solution de [Z-53).

Réciproquement, on suppose que U est solution de Z38). On pose alors w = T + G, on a bien u € H HQ) et
y(u) = y(@) +v(G) = 0+ g = g (dans L*(9R)). Puis, si v € Hg (Q), en remplacant @ par u — G dans @38), on
montre bien que v est solution de @Z37).

On a bien ainsi montré I’équivalence désirée.
2. En utilisant la lemme de Lax-Milgram (lemme[24) on va montrer que [Z38) admet une et une seule solution (grdce a
la question précédente, on en déduit que ZXT) admet une et une seule solution).
Le probléeme [2.38) peut s’écrire
udansH, (2.61a)
a(u,v) = T(v) pour tout vdansH, (2.61b)
avec H = H}(Q),

a(u,v) = /QaVﬂ(a:) -Vo(z)dz + / u(x)w(x) - Vo(z)de

Q
et

/f dxf/aVG( ) - Vou(z da:f/G (z) - Vo(z)dz

L’espace H est bien un espace de Hilbert (avec sa norme naturelle). L’application T" est bien linéaire de H dans IR
et, en utilisant I'inégalité de Hilder, on voit que T est continue (on utilise ici le fait que f € L*(Q), G € H*(Q)
et w € L°°(Q)d). L’application @ est bien bilinéaire de H x H dans R et continue (grdce encore au fait que
w e L=(Q)7).

Pour montrer la coercivité de a, on utilise la question 3 de la partie I, elle donne, pour tout u € H,

a(u,u) = /QaVu(x) - Vu(z)dr + /Q u(z)w(z) - Vu(z)de = /ﬂaVu(x) -Vu(z)de = allull g o)-

Comme a > 0, on en déduit bien que @ est coercive. On peut donc appliquer le lemme 24} il donne I’existence et
U'unicité de @ solution de [Z38). Grace a la question précédente, on en déduit Iexistence et I'unicité de u solution de

€3

Petite précision : Noter que la non unicité de G n’est pas un probleme pour Iunicité de de la solution de Z37). En
effet, on fixe G et on note w l'unique solution de Z39). Si u est solution de @37), uw — G est solution de Z38) et donc
u =u+ G. La fonctionw + G est donc 'unique solution de Z3T). En fait, la fonction @ dépend du choix de G mais
la fonction w + G ne dépend pas de G.

3. 1l sufffit de prendre v = u dans @37). Avec la question 3 de la partie I on obtient

alluliiye = | Fau(eyds

4. Comme (u—"b)" € H}(Q), on peut prendre v = (u—b)™ dans @ST), on obtient, en utilisant V(u—b)" = 1, Vu
pp-et f<0pp.,

/u>b aVu(z) - Vu(z)dz + /Q w(@)w(z) - V(u—b)"(z)de = / f(z)(u—b)" (x)dx < 0. (2.62)

On remarque maintenant que [, aVu(zx) - Vu(z)dr = [, aV(u — Bt V(u—bt =al|(u—b" HHol(m et que

ulxr)w\x) - u — +Z’ Xr = u\xr) — o)w u — X u— X
/Q<><>v< b)* (2)d /<<>b><>v< byt d+b/ b)* (2)d

Q

= / (u(z) — b)Tw(z) - V(u —b)*(x)dx + b/ w(z) - V(u—b)*(x)de.
Q Q
La question 3 de la partie I donne [, (u(z) — b)Tw(z) - V(u — b)* (x)dz = 0. D’autre part, comme div(w) = 0

dans D*(Q), ona [, w - Vedz =0 pour tout p € C°(Q). Par densité de C°(Q) dans Hg () on a aussi (on
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utilise ici seulement le fait que w € L*(Q)Y) fQ w - Vodr = 0 pour tout ¢ € H(Q) et donc, en particulier pour
@ = (u—b)". On en déduit que

/ u(z)w(zx) - V(u —b)*(x)dx = 0.
Q

Revenant a 2.62), on obtient finalement a||(u — b)+HH(}(Q) < 0etdonc (u—b)" = 0p.p., cest-a-direu < bp.p.
dans €.

Remarque : On suppose maintenant g = 0 et on note u la solution de @37). La démonstration précédente montre
donc que uw < 0 p.p. dans Q si f < 0 p.p. dans Q. Si maintenant on suppose f > 0 On remarque que (—u) est la
solution de @37) avec (— f) au lieu de f. On a donc (—u) < 0 p.p., ¢’est-a-dire u > 0 p.p..

Partie II1
1. Le fait que w,, > 0 p.p. dans §2 est une conséquence directe de la remarque a la fin de la démonstration de la question
4 de la partie I1.

2. La fonction u,, vérfie
un € Hy (),

/Vun - Vo(z )dx—/ﬂun( x)Div(z da:—/f (z)dz, Yv € Hy(Q).

On pose U, = upn + [ (de sorte que Vi, = Vu, + B(l 0)"). Les formules d’intégration par parties dans H* ()
( theoreme-) 1.24) donnent que, pour une fonction v € H} (Q ), ona

/Dwdx—() /¢D1vda:——/v81¢da::—/vda:.
Q Q

On en déduit que la fonction U, est solution de
Un € H(Q), v(un) = Bz1 (dans L*(89)),

z /Q Viin (2) - Vo(z)de — /Q i () D1v(x)dz = /ﬂ (F(2) + B)o(x)dz, Yo € HL(Q).

On choisit = —||f| Lo (). Onaalors f + < 0 p.p. dans Q et Bz < 0 sur Q. On peut donc appliquer la
question 4 de la partie 2, elle donne t,, < 0 p.p. dans € et donc u, < ||f||poo ) p.p. dans ). Avec la question
précédente, ceci donne 0 < un < ||f|| oo () p.p. dans Q. On peut donc choisir C1 = || f|| Loo (02).-

3. La question 3 de la partie I donne
1 2
- n < n d .
Tl < [ funds
Comme (avec Cy donné a la question précédente) [, fun dx < An(Q)[|tn|lool| flloc < An(2)C1]| f]|oo, on a donc
ln gy < AN (DCa I o
On peut donc prendre Cy = /AN (2)C1]| f]|oo-
4. Soit n € IN*. La fonction ., est la solution faible de —Auw.,, = f — Dyu,. Comme § est convexe et que f — Diuy, €
L*(Q) (car u, € H3(Q)), la remarquedonne que v € H?(Q).
5. Comme u,, € C*(Q) et que u, = 0 sur 9, on a, pour tout - €]0,1],
Oun . up(z1, x2)
0, 1 —_—
8251 ( 1"2) zq g}%+ T

La question 1 de la partie IIl donne que uy(x1,x2) > 0 pour tout (x1,x2) € ) (comme uy, est continue, le fait que
Un > 0 p.p. dans Q implique que w, > 0 partout dans Q). On en déduit que 5 a“" (O, x2) > 0 pour tout x2 €]0, 1].

Les trois autres propriétés demandées se montrent de maniére analogue.

6. La question 2 de la partie Il donne que la suite (un)new est borné dans L (Q). Il existe donc une sous suite de
la suite (un)neN, encore notée (un)new, et il existe u € L°(Q) t.q. un — u x-faiblement dans L (2) quand
n — +00.
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En prenant ¢ = 1,<0, on remarque que fQ Unpdx > 0 (car un > 0 p.p.) et donc fQ updxr > 0, c’est-a-dire

/ u(z)dx > 0.
u<0

Ceci donne bien u > 0 p.p..
7. Soit ¢ € C(2). Pour toutn € IN* ona

/wﬂ Volx )dx—/ﬂun( Vool d:c—/f (w)da. 2.63)

Comme ||“nHHg(Q) < Co/n,ona

1 1 Co
\E/QVUTL(JC) “V(r)dr| < EHU"”HCI)(Q)H‘p”Hé(Q) < %H@HH&(Q)'

On a donc limy,— 4 oo % fﬂ Vun(z) - Ve(x)dz = 0.
D’autre part, on a w,, — u x-faiblement dans L>° (Q), on en déduit que

lim un(m)altp(x)dx:/u(m)@mp(m)dw

n—+oo [o Q
Quand n — o0 dans [2:63), on obtient donc

/ u(x)op(z dx—/f x)dz,

ce qui donne bien D1u = f dans D* ().
8. Comme u, € H*(Q), la dérivée par transposition —Auy, est un élément de L* () et donne

1
—EAun + Diuyn, = f p.p..

En multipliant cette équation par ¢ (on utilise ici uniquement le fait que ¢ € L*(Q)) on a donc

—l/Aungad:E—F/aleun dx:/fapdx. (2.64)
nJao Q Q

Comme les fonctions Diu,, et Dau, sont dans H* @) on peut maintenant utiliser les formules d’intégration par
parties (théoréme . On obtient (comme p € C*(Q))
1 1 I
77/(D1D1un)apdx = 7/ Diundrpdr + 7/ Y(D1un)(0,22)¢(0, x2)dz2
nJo nJao nJo
1

- /0 Y(Diun) (1, z2)e(1, x2)dz2.

et
1 1 1 (!
—= [ (D2Dsun)pdr == | Doupndopdr + — Y(D2un)(z1,0)p(x1,0)dz:
nJa nJa n Jo

L / y(Daun) (w1, 1)p(1, 1)y,

n

Une intégration par parties donne aussi (comme w,, € H ()

/@Dlundat:f/ UnO1p dx.
Q Q

En utilisant ces trois intégrations par parties dans Z:64), on obtient I’égalité demandée.

9. Comme @ > 0 sur 0X), la question 5 et I’égalité de la question 8 donnent, pour tout n € IN*,

/Vun z)Vo(x )dﬂc—/ﬁun( d:z:</f

On peut alors passer a la limite quand n — +o0o, comme a la questlon 7, et on obtient bien @

10. La question 7 donne Dyu = f dans D* (). Comme u est de classe C*, Dyu est représenté par la dérivée classique
de u. Puis, comme O1u et f sont continues sur ), on en déduit que O1u = f partout dans Q). Comme O1u et f sont
continues sur §), on a méme ovu = [ partout dans Q.
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On prend maintenant ¢ € C*(Q) t.q. ¢ > 0 sur 9Q, p(x) = 0si x = (x1,22) € O, x1 # 0.. Une intégration par
parties dans 239) donne alors

/1 u(0, z2)p(0, z2) dxe < 0.

Jo
Dans cette inégalité, la fonction p(0,-) peut étre égale (par exemple) & n’importe quelle fonction appartenant a
Ce2(]0, 1)) et prenant ses valeurs dans lR+. Comme u(0, ) est une fonction continue sur 0,1[, On déduit donc
de cette inégalité que u(0, x2) < 0 pour tout x2 €0, 1].

La question 6 donne u > 0 p.p. sur €. Comme w est continue sur S, on a donc u > 0 partout sur Q. On obtient donc
Sfinalement u(0, z2) = 0 pour tout x2 €]0, 1[ (et méme [0, 1]).

La fonction u est bien entiérement déterminée par f, on a

u(z1,x2) = /:l f(t, z2)dt.

11. On pose w = («, 8), avec a, B # 0. En reprenant la méme méthode que celle développée ci dessus pour le cas
w = (—1,0), la question équivalente a la question 10 donnera que u est solution du probleme suivant :

—w - Vu = f dans Q,
u(0, z2) = 0 pour tout x4 €]0,1[ si @ < 0 et u(1,22) = 0 pour tout x2 €]0, 1] si a > 0.
u(z1,0) = 0 pour tout 1 €]0,1[si f < 0 et u(z1,1) = 0 pour tout 1 €]0,1[si > 0.

Exercice 2.21 (Condition de Dirichlet non homogene) Soit € un ouvert borné de R a frontiere lipschitzienne
et g € Im(y) (ol 7y désigne I’opérateur trace vu au théoréme |1.23)). Soient (a; ;); j=1,... v C L>®(Q) et a > 0 tels
que soit vérifiée.

1. Soit f € L?(2). Montrer que admet une unique solution.
2. Soit T € H~'(£2). Montrer que (2.14) admet une unique solution.

3. On suppose dans cette question que N = 2 et 1 < p < +o00. Montrer que pour tout f € LP((Q) il existe une
unique solution au probleme (2.13).

4. On suppose dans cette question que N > 3 et p = 2N/(N + 2). Montrer que pour tout f € LP(Q) il existe une
unique solution au probleme (2.13).

Exercice 2.22 (Espace H'/2 (02)) Soit 2 un ouvert borné de R”Y (N > 1) a frontidre lipschitzienne. On note
7 I’ opérateur trace défini sur H!(2).
On rappelle que H'/2(99) = Imry et que |[ul| gr1/2(p0) = dans f{[[tl| g1 (o), 7(T) = u}.

1. Soitu € H'/2(99). Montrer que [|ul| 71/2(50) = |[2]| i1 (@) ot @ est I'unique solution faible de —Aw = 0 dans
Q avec v(u) = u, c’est-a-dire I'unique solution de

ae H'(Q),y(1) = u,

/ Vi(z)Vo(z) dz = 0, YodansH} (Q).
Q

2. Montrer que I’espace H'/2(9€2) est un espace de Hilbert.

3. Montrer que I’espace H'/2(9) s’injecte continiment dans L?(992).
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Exercice 2.23 (trace normale d’un élément de Hg;,,) Soit € un ouvert borné de IR? a frontiere lipschitzienne.
On pose Hyiy () = {v = (v1,v2) € L?*(Q)? t.q. div(v) € L?(Q)} et, pour vdansHg;y (£2),
. 1
1ol e () = (0llIZ2 () + 1div(0)[Z2(q))=- (2.65)
1. Montrer que Hg;y (€2), muni de la norme définie par (2.63)), est un espace de Hilbert.
2. Soit vdansH gy ().

(a) Montrer que
/ Vo -vdx +/ ediv(v)dz =0,
Q Q

Pour tout ¢ € C°(2), puis pour tout ¢ € Hi ().
(b) Soit uy,us € HY(Q) t.q. v(u1) = v(uz) (ol ~y est I'opérateur trace défini sur H!(€2)). Montrer que

/Vul-vdx—i—/ul div(v) dx:/VuQ-vdx—i—/ugdiv(v) dzx.
Q Q Q Q

On rappelle que H/2(99) = Imy et que H'/?(9Q) est un espace de Hilbert avec la norme définie dans
I’exercice On note H~'/2(02) I'espace dual de H'/?(052) ( c’est-a-dire I’ensemble des applications
linéaires continues de H'/2(9Q) dans TR).

3. Soit vdansHgi, (). Montrer que I’on peut définir un élément de H~1/2(952), noté T'(v), en posant, pour
u € HY?(Q),

<T(’U),U>H71/2(3Q)’H1/2(3Q) z/Vﬂ-vdx—i—/ﬂdiv(v)dx, (2.66)
Q Q

avecu € H'(Q) t.q. v(u) = u. (En particulier, le terme de droite de (2.66) est bien défini et ne dépend pas de
usiu e H'(Q) ety(u) = u.)

On a ainsi défini une application T de Hy;, (Q2) dans H~1/2(99).
4. Montrer que I’application 7 est linéaire continue de Hy;, () dans H~1/2(99Q).

5. On suppose dans cette question que v € H'(2)? (on a donc aussi vdansHgiy (€2)). On note y(v) la fonction
obtenue sur 92 en prenant la trace de chacune des composantes de v. (On a donc v(v) € H'/2(0Q)% C
L?(09)2.) On note n(x) le vecteur normal a 95, extérieur a 2. Comme 2 est a frontiere lipschitzienne, le
vecteur n(xz) est défini p.p. en x € I (p.p. signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue
1-dimensionnelle sur 992) et la fonction x +— n(x) définit un élément de L°°(912). On obtient ainsi y(v) - n €

L2(99). Cette (classe de) fonction(s) (u) - n est appelée “trace normale de u sur 9Q". Montrer que

(T(W),w) g=172(00),11/2(59) = /391”(”) ndA(z). (2.67)

N.B. Cette question explique pourquoi I’application 7'(v) est souvent notée v - n méme si vdansHgjy (o) (et non

a H'(22)?). On peut aussi montrer que H'/2(9Q) est dense dans L?(92). Ceci permet de montrer que, lorsque
v € HY(Q), v(v) - n est 'unique élément de L2(99) vérifiant (2.67).

Exercice 2.24 (Pas de trace normale sur une partie du bord) On reprend ici les notations de I’exercice [2.23
Soit maintenant I une partie du bord de 2. Il semble naturel de poser

HY2(I) = {ut.q. w = y(u) p.p. sur I avec @ € H'(Q)}. (2.68)
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(ol p.p. signifie p.p. pour \.) La norme sur H'/?(I) est alors
1wl 12y = dans f{|[@ll g (), v(@) = up.p. sur I}. (2.69)

H'/2(I) est alors un espace de Hilbert et on note H~'/2(I) son dual. L’objectif de cet exercice est de remarquer
qu’en général il n’existe pas d’opérateur T linéaire continu de Hy;, () dans H~'/2(I) t.q.

T, hsp v = [ wv:nd),
I

pour tout u € H'/? (I) etv € C1(2). Autrement dit on ne peut pas prolonger continiiment 1’opérateur naturel
v +— v - n (bien défini si v est réguliere) a 'espace Hgiy(£2). Nous donnons dans cet exercice un exemple pour
lequel ce prolongement est effectivement impossible.

Noter aussi que la définition de F'/2(I) (donnée par (2.68)) et de sa norme (donnée par (2.69)) dépend de € (et
pas seulement de /). Cette dépendance est sans importance. Plus précisément, soit {2; et {22 deux ouverts bornés
de IR? a frontizres lipschitziennes. On suppose que I est une partie de 9, et une partie de d€2,. Par un argument
de cartes locales, permettant de ramener 1’étude des traces de H'(€);), i = 1,2, a celles de H 1(]Ri), on peut
montrer que ’espace H'/ 2(I) ne dépend pas du fait que 1’on considere I comme une partie de 1 ou une partie
de 9Q5. De plus, les deux normes obtenues alors pour I’espace H'/2(I) sont équivalentes.

Pour construire notre exemple, on prend 2 =]0, a[?, avec a > 0 t.q. av/2 < 1, et I =)0, a[x{0}. L’ objectif est de
montrer qu’il n’existe pas d’opérateur T linéaire continu de Hg;, () dans H~'/2(I) t.q.

(T(v),w) gr=1/2(), m1/2(1) = /uv -nd\(x), pour tout u € HY?(I) etv € C*(R). (2.70)
I

Pour cela, on va raisonner par 1’absurde. On suppose donc qu’il existe 7" linéaire continu de Hg;y(£2) dans
H~1/2(I) vérifiant (Z.70).

Soit 0 < 3 < 1/2. Pour z € €2, on pose (| - | désignant la norme euclidienne classique de IR?)

u(z) = (= In(|z]))”.

Onau € C°(Q) et on sait que u € H'(Q) (exercice . La trace de w sur [ est égale (p.p. pour \) a la trace
classique. On note x1, z2 les composantes de x € R2. On prend maintenant v = (v1, v2) avec

ou ou

V)= —F—, Vg = —.
8.1327 81‘1

1. Montrer que div(v) = ggi + g% = 0 et donc que vdansHgiy ().

On définit v(™), pour n t.q. (a + 1/n)v/2 < 1, par

v(”)(ml,asg) =v(x + E,Jﬁg).

2. Montrer que v(™ € C°(Q) et v(™ — v dans Hg;, (Q) quand n — +o0.

On note  la fonction indentiquement égale a 1 sur € (cette fonction est bien dans H'/2(I) car c’est la trace
de la fonction qui vaut 1 sur tout €2).
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2.6. EXERCICES

é”) sur I, montrer que
)Pt

3. Comme v™ - p = —v
-1 +
n(xl dfﬂl.

\ . °
)N vz mran =[x ndx@) = [
I 0 r1+

33

Montrer que le terme de gauche de cette égalité tend vers (T'(v), x) -1 /2(1), 51/ () (utiliser la continuité de 77)
et que le terme de droite tend vers oo (car 5 > 0). En déduire la contradiction souhaitée.

4. Avec v - n pris au sens de I’exercice [2.23] montrer que
(V-n, X) 17200, 10172 (09) = 0

et que limy, o0 [50, X 0™ - ndA(z) =0
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Chapter 3

Problemes elliptiques non linéaires

Dans ce chapitre, on va présenter deux types de méthodes pour obtenir des résulats d’existence de solution pour
des problemes elliptiques non linéaires : une méthode de compacité et une méthode de monotonie. On donnera
également une méthode pour obtenir un résultat d’unicité.

3.1 Méthodes de compacité

3.1.1 Degré topologique et théoréme de Schauder

Ob.iectif. Soit 2 un ouvert borné de R, N > 1, ou un ouvert borné d’un espace de Balnach E. Soit f €
C(Q,RY) (ou f € C(Q, E)) ety € RY (ouy € E). On cherche 2 montrer qu’il existe z € Q t.q. f(z) = y.
On commence par donner I’existence (et ’unicité) d’une application, appelée degré topologique, en dimension
finie puis en dimension infinie. Cette application nous permet parfois d’obtenir le theoréme d’existence de solution
recherché.

Définition 3.1 Soit N > 1. On note A I’ensemble des triplets (f,€2,y) ot Q est un ouvert borné de RY, f €
CQ,RY)ery e RN 1.q. y & {f(x), z € Q).

Théoréme 3.2 (Brouwer, 1933) Soit N > 1 et A donné par la définition[3.1) Il existe alors une application d de
Adans 7ZZ, appelée “degré topologique”, vérifiant les trois propriétés suivantes :

(d1) (Normalisation) d(I1,Q,y) = 1siy € Q.

(d2) (Degré d’une union) d(f,Q,y) = d(f,Qu,y) + d(f,Q2,y) si Q1 UQ C Q Q3 NQy = Dety & {f(x),
e\ UQYL

(d3) (Invariance par homotopie) Si h € C([0,1] x Q,R™), y € C([0,1], RN) et y(t) & {h(t,z), z € IQ} (pour
tout t € [0,1]), on a alors d(h(t,-), 2, y(t)) = d(h(0,-), Q,y(0)) pour tout t € [0,1].

Remarque 3.3 Des propriétés du degré topologique (données dans le théoreme [3.2)), on déduit 2 conséquences
tres intéressantes :

L. d(f, 9, y) # 0 implique qu’il existe z € 2 t.q. f(z) = y.

2. Soit A une matrice N x N inversible, { est un ouvert borné de RY et y € R t.q. A~'y € Q. On pose
f(x) = Az pour z € R™. On aalors (f,Q,y)dansA et d(f,Q,y) est égal au signe du déterminant de A, on a
donc d(f,Q,y) # 0.
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La remarque [3.3] nous donne une méthode pour trouver des solutions a des problemes non linéaires. Soit NV > 1,
Q un ouvert borné de RY, f € C(Q, RV ) ety e II}N. On cherche a montrer qu’il existe z € Q t.q. f(z) = y.
Pour cela, on construit une application h de [0, 1] x 2 dans RY t.q.

1. h(1,-) = f,

2. h(0,-) = g avec g linéaire inversible et t.q. y € {g(z),z € Q}.

3. h(t,x) # y pour tout t € [0, 1] et tout x € IN.

On obtient alors d( f, 2, y) = d(g,€,y) # 0 et donc qu’il existe z € Q t.q. f(z) =y.

On peut remarquer que dans le cas N = 1, cette méthode dite de “degré topologique” que 1’on vient de décrire
n’apporte rien de plus que le théoréme des valeurs intermédiaires. Elle est donc sans intérét si N = 1.

Un premiere conséquence de cette méthode de “degré topologique” est le théoréme de point fixe de Brouwer que
nous donnons maintenant.

Théoréme 3.4 (Point fixe de Brouwer) Soit N > 1, R > 0 et f € C(Bg, Bg) avec Bg = {z € R" |z| <
R}. (On a muni RN d’une norme notée || - ||.) Alors f admet un point fixe, c¢’est-a-dire qu’il existe xdansBp t.q.

flx)==a.

Démonstration Si il existe © € dBpg ( ¢’est-a-dire t.q. ||z|| = R) t.q. f(z) = z, il n’y a plus rien & démontrer.
On suppose donc maintenant f(z) # z pour tout z € dBg. On pose alors Q = {z € R”, ||z] < R} (ce qui
donne Br = Q) et, pour t € [0,1] et zdansBg, h(t,r) = x — tf(x). 1l est facile de voir que h(t,z) # 0 pour
tout z € N = {z € RY, ||lz|| = R}. On en déduit que d(h(1,-),Q,0) = d(h(0,-),2,0) = d(I,Q,0) = 1 et
donc qu’il existe z € Q2 t.q. f(x) == [

Le théoreme [3.2) a été généralisé (des 1934) en dimension infinie par Leray et Schauder sous une hypothese de
compacité que nous donnons maintenant

Définition 3.5 Soit FE un espace de Banach (réel), B une partie de E et f une application de B dans E. On
dit que f est compacte (la terminologie de Leray-Schauder est différente, ils utilisent I’expression “complétement
continue”) si f vérifie les deux propriétés suivantes :

1. f est continue,

2. {f(x), x € C} est relativement compacte (dans E) pour tout partie C bornée de B.

On peut remarquer, dans la définition précédente, que si f est linéaire (et B = F)) la deuxiéme condition entraine
la premiere. Mais ceci est faux pour des applications non linéaires.

Définition 3.6 Soit I/ un espace de Banach (réel). On note A I'ensemble des triplets (I — f,Q,y) oit ) est un
ouvert borné de E, [ est une application compacte de $) dans E (ce qui est équivalent a dire que f est continue et
{f(x), x € O} est une partie relativement compacte de E) ety € E t.q. y & {x — f(x), x € IQ}.

Théoréme 3.7 (Leray, Schauder, 1934) Soit E un espace de Banach (réel) et A donné par la définition Il
existe alors une application d de A dans ZZ , appelée “degré topologique”, vérifiant les trois propriétés suivantes :

(d1) (Normalisation) d(I1d,Q,y) = 1 siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) d(I — f,Q,y) = d(I — f,Q1,y) +d(I — f,Q2,y) si Q1 UQy C Q, Q1 NQy = 0 et
y&{r— f(x),z €\ QUL
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(d3) (Invariance par homotopie) Si h est une application compacte de [0, 1] x Q dans E (ce qui est équivalent a dire
que h est continue et {h(t,z),t € [0,1], z € Q} est une partie relativement compacte de E), y € C([0,1], E)
ety(t) & {x—h(t,z), x € 0N} (pourtoutt € [0,1]), ona alors d(I —h(t,-), 2, y(t)) = d(I —h(0,-),Q,y(0))
pour tout t € [0,1].

Comme dans le cas de la dimension finie (voir la remarque[3.3), des propriétés du degré topologique (données dans
le théoréme [3.7), on déduit que d(I — f, €, y) # 0 implique qu’il existe z € Q t.q.  — f(x) = y. Pour donner
I’analogue de la seconde propriété de la remarque [3.3] nous avons besoin d’un deuxiéme théoréme dii a Leray et
Schauder que nous donnons maintenant.

Théoreme 3.8 (Application linéaire compacte) Soit E un espace de Banach (réel), L une application linéaire
compacte de E dans E et Q) un ouvert borné contenant 0. On suppose que

r€FE, Lr=x=x & 0. 3.1
Alors (I — L,,0)dansA (A est donné par la définition[3.6)) et d(I — L, 2, 0) # 0.

Noter que, comme L est linéaire, I’hypothése (3.1)) est équivalente a dire (x € E, Lx = z) = x = 0, ce qui est
équivalent a dire que 1 n’est pas valeur propre de L.

On peut maintenant, comme en dimension finie, donner une méthode pour trouver des solutions a des problemes
non linéaires. Soit £ un espace de Banach, 2 un ouvert borné de E contenant 0, f une application de ) dans E.
On cherche a montrer qu’il existe € Q t.q. z — f(z) = 0 (quitte & changer f, on peut toujours se ramener a cette
forme). Pour cela, on construit une application h de [0, 1] x € dans F, compacte et t.q.

L. h(17 ) = f9
2. h(0,-) = L avec L linéaire de E de E,
3.2 — h(t,z) # 0 pour tout t € [0, 1] et tout x € I.

On obtient alors d(I — f,9Q,0) = d(I — L,2,0) # 0 et donc qu’il existe x € Q t.q. z — f(x) = 0.
Bien siir, pour pouvoir construire une telle que fonction £, il faut que f soit une application compacte et que L soit
une application linéaire compacte.

Comme en dimension finie, une premiere conséquence de I’existence du degré topologique est 1’obtention d’un
théoreme de point fixe que nous donnons maintenant.

Théoréme 3.9 (Point fixe de Schauder) Soir E un espace de Banach, R > 0, Br = {x € E, ||z|| < R} et f une
application compacte de Bgr dans B ( ¢’est-a-dire | continue et { f(x), xdansBg} relativement compacte dans
E). Alors f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe vdansBg t.q. f(z) = .

Démonstration La démonstration est trés voisine de celle du théoréme Si il existe x € Bpg ( c’est-a-dire t.q.
lz]| = R)t.q. f(z) = z,iln’y a plus rien & démontrer. On suppose donc maintenant f(x) # x pour tout z € 9Bp.
On pose alors Q = {z € E, ||z|| < R} (ce qui donne Br = Q) et, pour t € [0,1] et zdansBg, h(t,z) = tf(z).
1l est facile de voir que = — h(t, ) # 0 pour tout z € N = {x € R", ||lz|| = R}. La compacité de h se déduit
de celle de f. On en déduit alors que d(I — h(1,-),Q,0) = d(I — h(0,-),,0) = d(I,9,0) = 1 et donc qu’il
existe x € Q t.q. f(z) = x. [

Le théoreme de Schauder est faux si on remplace I’hypothése de compacité de f par la simple hypothése de
continuité. Toutefois, la difficulté principale dans 1’utilisation du théoréme de Schauder (ou, plus généralement,

dans I’utilisation du degré topologique) est souvent de montrer la continuité de f (ou, dans I’utilisation du degré
topologique, la continuité de 1’application notée h ci avant).
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3.1.2 Existence avec le théoréme de Schauder

On rappelle tout d’abord la définition de fonction de Carathéodory.

Définition 3.10 Soit N, p,q € IN* et Q un ouvert de RYN. Soit a une application de Q x RP dans IRY. On dit que
a est fonction de Carathéodory si a(-, s) est borélienne pour tout s € RP et a(x, ) est continue pour presque tout
z € Q.

Remarque 3.11 Soit N, p,q € IN*, Q un ouvert de IRY et a une fonction de Carathéodory de 2 x IR? dans IRY.
La fonction a est alors borélienne de 2 x IR dans IRY (ce qui pourrait étre faux si a était seulement borélienne par
rapport a chacun de ses arguments). Si v est une fonction borélienne de €2 dans IR?, la fonction = — a(x, v(x)) est
alors borélienne de €2 dans IR?. Cette propriété sera plusieurs utilisée dans la suite (sans la rappeler) lorsque v sera
dans L" () (pour un r € [1, +00]) en choississant un représentant (borélien) de v (la fonction z +— a(z,v(z)) ne
dépend pas du représentant choisi pour v, modulo la relation d’équivalence “= p.p.”).

On travaille dans cette section avec les hypotheses suivantes :

N > 1, Q estun ouvert borné de R™,
a : xR — R est une fonction de Carathéodory ,

32
ilexistea >0etf8 >0tq. a <a(-,s) <Bpp.etpourtout s € R, G2
f : QxR — TR est une fonction de Carathéodory et f € L*°(Q2 x IR).
Sous les hypotheses[3.2] on cherche a montrer I’existence de u, solution du probleme suivant :
u € Hy (),
/ a(z,u(x))Vu(z) - Vo(z)de = / f(z,u(z))v(x)dz, pour tout v € Hy (). (3-3)
Q Q

Théoreme 3.12 Sous les hypotheses (3.2)), il existe u solution de (3.3).

Démonstration
Pour % € L?((), le chapitre sur les équations elliptiques linéaires nous donne I’existence et 1’unicité de u solution

de
u € Hy(9),

/ a(z,u(z))Vu(x) - Vu(z)dx = / f(x,@(x))v(x)de, pourtoutv € Hy(S).
Q Q

34)

Plus précisément, pour montrer I’existence et I'unicité de u solution de (3.4), on applique le théoreme [2.6] Pour
cela, on met le probleme (3.4) sous la forme (2.4) en posant a; ; = 0sii # j, a;; = a(-,u) et f = f(-,u) (dans
cette derniere égalité, la fonction f du terme de gauche est celle de (Z.4) et la fonction f du terme de droite est
celle de (3.4)). Le théoreme [2.6]donne bien I’existence et I’unicité de u solution de (3.4).

On pose T'(ii) = u. L’application T est donc une application de F dans E avec E = L?(Q). Un point fixe de T
est une solution de (3.3). Pour démontrer I’existence d’un tel point fixe, on va utiliser le théoreme [3.9]

Tout d’abord, en utilisant «, I’inégalité de Poincaré et la borne L>° de f, on montre facilement que 1’image de 7'
est dans un borné de H} (2) et donc (par le théoreme de Rellich) dans un compact de L?(£2). En prenant R assez
grand, ’application T envoie donc Br = {v € L?(Q), ||[v||2 < R} dans By et {T(u), & € Br} est relativement
compacte dans L?(2). Pour utiliser le théoréme il reste a montrer la continuité de 7.

83



3.1. COMPACITE CHAPTER 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Soit (@, )new une suite de E t.q. @, — @ dans E, quand n — +o00. On pose u,, = T'(4, ). Apres extraction d’une
sous suite, on peut supposer que i, — % p.p. et qu’il existe w € H}(Q) t.q. u,, — w faiblement dans H{ (2) (et
donc aussi u,, — w dans L?(£2)). On va montrer que w est solution de (3.4). En effet, Soit v € Hg(£2), on a

/ a(x, Un(2))Vuy(x) - Vo(z)de = / f (2, @, (x))v(x)dz, pour toutv € HA ().
Q Q

En passant a la limite quand n — o0 (en utilisant la convergence dominée et le passage a la limite sur le produit
d’une convergence faible et d’une convergence forte dans L?), on obtient

/ a(z,u(z))Vw(z) - Vo(a)de = / f(z,u(z))v(x)dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

Ceci prouve que w = T'(i). On a donc prouvé, apres extraction d’une sous suite, que 7'(#,,) — T'(%) dans L?(£2).
Par un raisonnement classique par 1’absurde on peut montrer que cette convergence reste vraie sans extraction de
sous suite (voir 1’exercice pour un exemple de ce type de raisonnement). On a ainsi démontré la continuité
de T'. On peut donc appliquer le théoreme [3.9et conclure a I’existence d’un point fixe de T, ce qui termine cette
démonstration. |

3.1.3 Ecxistence avec le degré topologique

On donne maintenant une application du degré topologique, (cette application pourrait d’ailleurs aussi se faire par
le théoréeme de Schauder).

On reprend le méme probleme que dans le paragraphe [3.1.2] en supprimant 1’hypothése f bornée qui permettait
une application simple du théoréme de Schauder.

On considere I’équation de diffusion-convection-réaction suivante :

u € HE(Q)

/ a(z, u(@))Vulz) - Vo(z) + /Q Gle)p(u()) - Vo(z)de = (3.5)
/Q Flasu(@))o(@)de, Vo € HL(Q)
qui est la formulation faible du probléme suivant :
_div(a(z, u)Vu) — div(G(a)p(u) = f(z,u), © € O,
{ u = 0 sur 9. G0

Notons que cette équation est non linéaire pour trois raisons : les termes de diffusion, convection et réaction sont
non linéaires. Le premier terme du membre de gauche est le terme de diffusion, le second terme du membre de
gauche est le terme de convection et le membre de droite est le terme de réaction.

On se place sous les hypotheses suivantes :
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i) Q est un ouvert borné de RY, N >1,

it) a est une fonction de Carathéodory (voir la définition [3.10),

i) o, B> 0 < a(z,s) < VseR pp-z €Q,

3.7

(

(

(

(iv) G € CH(Q,RY), divG = 0,

(v) p € C(IR,R) etil existe C; > 0 t.q. |p(s)] < Cyls| Vs € IR,
(

vi) f est une fonction de Carathéodory, et 3Cy > 0 et d € L*(Q); |f(z,s)| < d(z)+ Cals|,

(vii) lim f(z.9)

s—too S

=0.

Remarque 3.13 (Sur Pexistence et ’unicité des solutions de (3.5)) Dansle casotia =1, ¢ = Oet f estde la
forme f(x,s) = d(x) + As ol X est une valeur popre du Laplacien sur €2 avec condition de Dirichet ( ¢’est-a-
dire qu’il existe w € Hg(Q), w # 0 tq. —Aw = Aw dans D*(Q)) et d un élément de L?(£2), le probleme
(3:6) devient —Awu = Au + d, avec condition de Dirichlet. Ce probléme n’a une solution que si d est orthogonal
a I’espace propre associé a A\ (et dans ce cas on n’a pas unicité). Ceci s’appelle ’alternative de Fredholm, voir
I’exercice C’est pour assurer 1’existence pour tout d dans L?(2) qu’on ajoute I’hypothése de sous-linéarité
sur f (hypothese (vii)).

Remarque 3.14 (Coercivité) Lorsque div G # 0, le probleme peut se traiter de maniere similaire a celle donnée
dans la démonstration de théoreme a condition que div G < A; p.p. ol A; est la premiere valeur propre de
u — —div(aVu) avec condition de Dirichlet (cette valeur propre est strictement positive). Sans cette condition,
le probleme devient plus difficile (voir I’exercice , méme dans le cas linéaire, c¢’est-a-dire le cas ol a et f
ne dépendent pas de u et ol ¢(u) = w. La difficulté principale est due a I’absence de coercivité de I’opérateur
u— —div(aVu) — div(Gu).

Théoreme 3.15 (Existence) Sous les hypothéses (3.7), il existe une solution de (3.3).

Démonstration Essayons d’abord d’appliquer le théoréme de Schauder. On consideére le probleme linéaire suivant

/ a(@)Vu - Vv dr + / Gy(a)-Vodr = / f(a)v dz pour tout v € H} (). (3.8)
Q Q Q

Dans (3.8), on a noté, de maniere abrégée, a(a) et f(@) les fonctions = — a(x,u(z)) et x — f(x,u(x)). Cette
notation abrégée sera souvent utilisée par la suite.

Soit T I’opérateur défini de L?(2) dans L?(Q) par T'(#) = wu ol u est solution de (3.8). II est assez facile de
montrer que 7' est continu et méme compact. Par contre il est difficile de montrer que 7" envoie une boule de
L?(2) dans elle-méme. Pour cela, il faut obtenir une estimation sur u en fonction de i, et ce n’est pas gagné.
Prenons v = u dans (3.8), comme on a fait dans le paragraphe [3.1.2] On obtient, grace aux hypotheses (3.7),

04HU||%13(Q) < Gl s Crllall L2y llull g2 ) + Al 2o lullz2@) + Calltl L2 @) lull2 @)

Montrons que le dernier terme a lui tout seul empéche d’avoir facilement des estimations. Supposons G = 0 et
d = 0, on a alors avec I’inégalité de Poincaré :

(6 2 2 _
CT%HUHL?(Q) < allullf ) < Callul 2@ llullze @
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2 2

c’est a dire ||ul|p2) < &CZH'EL”LQ < %OQR si @ est dans la boule de centre 0 et de rayon R de L?(€2),
c’est-a-dire si ||u]| 2 () < R.

On ne peut pas en conclure que [|ullr2() < R (sauf si C3Cy < «a et dans ce cas la seule solution de (3:3)
ne peut étre que v = 0. En effet, si u est solution de (3.5), le raisonnement précédent avec & = u donne
lull2() < (CEC2/a)l|ulL> et donc u = 0 car C3Cy/a < 1). Donc, la méthode ne marche pas de maniere
directe. Toutefois, elle fonctionne avec un peu de travail supplémentaire en utilisant la dernire hypothese de (3.7).
Une solution est, par exemple, de considérer un probleme tronqué et de passer a la limite. On va maintenant donner
une preuve par degré topologique.

Cette méthode demande des estimations a priori c’est a dire des estimations sur u, sans connaitre son existence.
Supposons donc u solution de (3.3), on peut (et on va) montrer qu’il existe R > 0 tel que ||julrz < R. Le
gros avantage de considérer (3.5) plutdt que (3-8 est d’avoir uniquement w, et non pas w et @, et ceci simplifie
considérablement les estimations. Par exemple dans le terme de convection non linéaire, on peut écrire (formellement)

Go(u)-Vu dz
Q Q

= —/ divG ¢(u)dz
Q
=0 car divG =0,

G -Vo¢(u)dz

ol ¢ est la primitive de ¢ s’annulant en 0. Notons que I’estimation ||u|| z2(o) < R revient a montrer que toutes les
solutions sont dans la boule By (boule fermée de centre 0 et de rayon R), ce qui est une estimation uniforme sur
toutes les solutions.
On réécrit le probleme sous la forme :
1
u € Hy (),
1
/ a(w)Vu - Vo dz = (F(u),v) g-1(0),m11 (), Vv € Hy(Q),
Q

ot F(u) est, pour u € L?(12), ’élément de H~1({2) défini par
(F(u),v) g-1(0).m3 ) = — /Q Go(u) - Vo da + /Q flu)v da.

Comme G € L=(Q)N, |p(s)] < Cy|s| et |£(-,s)] < d+ Cy|s|, il est facile de voir que I’application F qui a u
associe F'(u) est continue de L?(92) dans H~1(Q).

Pour S € H~1(1), le probleme linéaire

w € Hy(%),

3.9
o a(u)Vw -Vodz = <S, U>H*1(Q),H(§(Q)a ( )

admet une unique solution w € H{ (2). On note B, 1’opérateur qui a S dans H ~1() associe w solution de (3.9).
L opérateur B, est linéaire continu de H () dans H}(Q) et Hg(£2) s’injecte compactement dans L?(£2). On
en déduit que 1’opérateur B,, est compact de H ~1(Q) dans L?(€2).

Le probleme (3.3)) est équivalent a résoudre le probleme de point fixe v = B, (F(u)). On va donc montrer, par
degré topologique, que le probleme suivant admet une solution

{ u € L2(9),
u = By(F(u)).
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Pour ¢ € [0, 1], on pose h(t,u) = B,(t F(u)) € L?(2). L’application h est ainsi définie de [0, 1] x L?(2) dans
L?(2). Pour R > 0, on pose Br = {u € L*(Q) t.q. [[u] z2(0) < R}. On va montrer que

1. il existe R > 0 tel que, pour tout ¢ € [0, 1] et tout u € L*(2), si u — h(t,u) = 0 alors ||u||12(0) < R. (c’est
cette estimation a priori qui est le point le plus difficile 2 montrer).

2. hest continue de [0, 1] x By dans Bg ;
3. {h(t,u), t € [0,1],u € Br} est relativement compact dans L?(2).

Si on suppose qu’on a démontré on n’a pas de solution & I’équation u — h(t,u) = 0 sur le bord de la boule
Bp, et on peut donc définir le degré d(Id — h(t,.), Bg,0). Ce degré ne dépend pas de ¢, on a donc :

d(ld_h‘(ta)aBRaO) :d(Id_h(07)7BR7O)
— d(Id, Bp,0) = 1.

On en déduit I’existence de u € Bg tel que u — h(1,u) = 0, c’est a dire
u = By (F(u)).

Donc w est solution de (3.3)) (et le théoreme [3.13| est démontré).

11 reste donc a montrer les items [T{3] Commengons par démontrer [3] (pour tout R > 0). Soit R > 0. On suppose
que |jul|rz < R.Ona:

F(u) € H1(Q), et (F(w),v)g-1(0),m1(0) = —/Qth(u) -Vudz + /Q f(u)v dx
On veut estimer (F(u), v) -1(q), 13 ()
(F(u),v)g-1),mi0) < Gl sl L2@llvllmz @) + 1 (Wllz2 @) lvllL2@)

< HGHlso Cullullzz@y vl a2 o) + lldllLz @ [Vl L20) + Collullzz@) vl L2 @)
< ([Gllloc C1 R+ Calld|z2() + C2 Ca R)|v|m1a),

ou Cq ne dépend que de 2 (et est donnée par 1’inégalité de Poincaré). Donc

tE@a-— < 1G] loo C1R + Calldl|L2) + C2 Co R, Vit € [0, 1].
Posons h(t,u) = B, (tF(u)) = w et montrons qu’il existe R dépendant que de R, G, Cq,Cy,Ca, o tel que
Rt W)l Ha) < R ;

Par définition, w est solution de

/ a(u)Vw -Vou = <t F(u)av>H*1(Q),Hé(Q) Yu € H&(Q),

0 (3.10)
w € HLQ).

En prenant v = w dans (3.10), on obtient :

w0y < F a1 @ lwllae) < Blwllw@),
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3.1. COMPACITE
avec R = G| loc C1 R+ Calld|| L2y + C2 Cq R. On a donc Hh(t,u)HHé(Q) = ||w||Hé(Q) < g =R
On en déduit par le théoreme de Rellich (théoréme [1.25) que I’ensemble {h(t,u),t € [0,1],u € Bgr} est

relativement compact dans L?(£2). Ce qui montre bien I’item [3|

Montrons maintenant l’item Soit (¢, )nen C [0, 1] telle que t,, — t lorsque n — +00 et (U, )new C L2(Q) t.q.

U, — udans L?(Q). On veut montrer que h(t,, u,) — h(t,u) dans L?(). Soit w, = h(t,,un)etw = h(t,u).
(3.11)

Pour montrer que w,, — w dans L?(£2), on cherche a passer a la limite sur I’équation suivante :
a(uy)Vw,. Vv dr = ftn/ Go(uy,) - Vo dz + tn/ fup)v de
Q Q

Q
On sait déja que (wy)ne est bornée dans Hg (€2), car la suite (uy,)nen est bornée dans L?(€) (c’est ce quon a

, on a donc

montré a I’étape précédente : si [|un|[z2(q) < Ralors [[wy | g o) < R.
La suite (w, )nen est bornée dans H{ (£2), et & une sous suite prés, (on ne renumérote pas) on a donc
wy, — w dans H} faible et w, — w dans L*(Q),

up — u p.p-et IH € L*(Q); |u,| < H p.p..

Soit v € HE () ; comme a(u,) — a(u) p.p. donc a(u,)Vv — a(v)Vv p.p., et la(u,)Vv| < B|Vo
donc a(u,)Vv — a(u)Vv dans L?(). Mais Vw,, — Vi dans (L?(Q2))" faible. On a donc

/ a(un)Vw, - Vo dz — / a(u)Vw - Vo da lorsque n — +o0.
Q Q

On remarque ensuite que p(u,) — @(u) p.p. et que |p(uy)| < Cilu,| < C1H ; donc par le théoréme de

convergence dominée de Lebesgue, ¢(u,) — ¢(u) dans L?(Q) et [ Gp(uy,) - Vo do — / Go(u) - Vo dz
Q Q

lorsque n — +o0.
Enfin pour le dernier terme, f(u,) — f(u) p.p.. Par convergence dominée (car |f(u,)| < |d| + CoH p.p.) on a
flup)vdz — | f(u)v dz lorsque n — +oo.

donc f(u,) — f(u) dans L? et donc
Q
En passant a la limite dans (3.11]), on obtient donc :
/ a(u)Vw - Vo dz = —t/ Go(u) - Vo dz —|—t/ f(u)v de.
Q Q Q

L2(Q) ot wy, = h(tn, uy,)etw = h(t,u) ; application h est donc continue. Ce qui montre bien 2}

et donc w = h(t,u) = w.
En raisonnant par 1’absurde, on montre ensuite que (sans sous-suite) w,, — w dans H{ faible et w,, — w dans
h(t,u), alors

(3.12)

Il reste maintenant & démontrer [Il
On veut montrer que qu’il existe B > 0 t.q. pour tout ¢ € [0,1] et tout u € L*(Q), si u

[ullz2) < R.
Soitt € [0,1], et u = h(t,u) =t By (F(u)), c’est a dire
/ a(u)Vu - Vo dr = ft/ Go(u) - Vo dz + t/ fluw)wdz, Yo e Hy(Q).
Q Q Q

u € HH(Q).
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Pour s € IR, on pose ®(s) = f; ©(&)d€ (P est donc une primitive de ). Comme u € H} (), il n’est pas difficile
de montrer que ®(u) € W' () et que

/QGw(u) -Vudz = /QG - VO (u) dz.

(Ceci est laissé en exercice, il suffit d’approcher u, dans H{ (£2), par une suite de fonctions appartenant a C2°(12).)
Comme div(G) = 0, on a alors

/ Go(u) - Vudz = / G- -Vo(u)dx = / divG ®(u) dz = 0.
o Q o

On choisit alors v = u dans (3.12)). Par les hypotheses (3.7) , on a donc :

wm@wnglgﬂmmm.

On va déduire de cette inégalité qu’il existe R > 0 t.q ||ul/z2(q) < R. C’estici qu’on utilise I’hypothése (vii), i.e.
lims, 100 f(z,8)/s = 0.

On raisonne par I’absurde. Supposons qu’un tel R n’existe pas. Alors il existe une suite (uy,),en+ d’éléments de
H(Q) telle que

Junll0) 2 0 et allunlByy < [ | Fun)un] do.
Q

Montrons que ceci est impossible. Posons v, = ﬁ On a donc ||v,||r2(0) = 1et
Unl|L2(0)
2 f(un)
vl < [ | o de
Or |f(s)| < |d| 4+ Cz]s|, on a donc
> |d] + Coun|

d||vn
S/ | H'U | d$+02/ ‘,Un|2 dz
o [lunllze )

< |dl 2y + Coa.

Donc, (vy,)nem+ est bornée dans Hi (), et donc, & une sous-suite pres, v, — v dans L2(£2). Onadonc ||v||pz = 1
(ce qui donne v # 0). On a aussi (toujours a une sous-suite pres) :

Up =V P.p.,
lvn] < H avec H € L?(Q).

Enfin, en utilisant I’inégalité de Poincaré, il existe C, ne dépendant que de €2 t.q.

o o 9 9 / |f(wn)]
—=—|v < allv < — v, | dz.
Co CQH e < orffonfy < Q HunHL2(Q)| °

On pose
L n)lfo]

X, =
o llunllzz@)
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et on montre maintenant que X,, — 0 lorsque n — +00, ce qui est impossible puisque X,, est minoré par la
constante ot/ Cq qui est strictement positive.

[unlz2(0)
dominée que X,, — 0 lorsque n — +o0.
On montre tout d’abord la domination. On a

| f(un)| < |d| 4 Co|uy|

lunllzz@) = llunllz2

Montrons que — 0 p.p. avec domination (dans L!(f2)), on aura alors par le théoréme de convergence

<|d| + Calv,| < |d| + C2H,

l[unllz2(0)
On montre maintanant la convergence p.p.. On a v, — v p.p. donc 34 ; mes(A°) = 0 et v, (z) — v(z)Vx € A.
Soit x € A,

lercas: siv(z) > 0;v,(x) — v(x), mais EIE lunll 22 (o) = +oo donc uy (v) = v (@)||unl| 12 () — +oo.

donc | vp| < (|d| + CoH)H € LY(9).

Slun(@)) vp(x) = SCun(@))un(z) vp(x) = Flun(z)) (v (2))*—0 quand n — co.
[[unllL2 (@ un () [lunll L2 () Un ()
On a utilisé ici lim;_, y o f(s)/s = 0.
2emecas: siv(x) <0;onademéme lim Mvn(m’) =0,car lim fs) =0.
n—-+oo ||Un||L2(Q) s—>—o0 8§

3emecas: siv(z)=0

f(u"(x)) Un(.f)‘ < |d($)|+02|un($)‘|’0n(l')|
l[unllz2(0) [unllz2(0)
< (ld(@)| + Calon(@)]) [on (2)]
—0 car w(z)=0.
En résumé on a M vy, — 0 p.p..
l[un||L2(0)

On a ainsi montré que lim,,_, ; o, X,, = 0, en contradiction avec X,, > «/Cq pour tout n € IN*.

On a donc montré qu’il existe R > 0t.q. (u = h(t,u)) = |Jul|r2q) < R. Ce qui montreE} On a ainsi montré
I’existence de solution a (3.5)). Ceci termine la démonstration du théoréme[3.1 ]

Sous les hypothéses (hypotheses du théoreme [3.13). Peut-on montrer I’unicité de la solution ? Dans le cas ol
f ne dépend pas de u et ou I’équation est linéaire ( ¢’est-a-dire que a ne dépend pas de u et ¢ est linéaire), il suffit
de prendre la différence de deux solutions comme fonction test dans les deux formulations faibles associées a ces
deux solutions et de faire la différences des deux équations obtenues. On montre ainsi que les deux solutions sont
égales (p.p.). Dans le cas général, la situation est plus compliquée.

Pour avoir I’unicité, on va supposer a lipschitzienne. Par contre il est inutile de supposer f lipschitzienne, ¢ca ne
suffira pas pour "unicité. En effet, prenons par exemple a = 1, o = O et f(u) = Au, ot \ est une valeur propre de
(—A) avec condition de Dirichlet. Le probleme est alors

Vu-Vvdx:)\/uvdx Vv € H} (),
Q Q
u € H}(Q).
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Ce probleme admet deux solutions u; = 0 et ug # 0 une fonction propre associée a A. Evidemment f(u) = Au
ne satisfait pas la condition (vi¢) mais on peut modifier 1égérement f pour vérifier (vii) et garder uy et us comme
solutions dés que us € L*>(Q) (le fait que uy € L>®°(Q) est t toujours vrai si N < 6, ceci peut se démontrer, par
exemple, a partir de I’exercice [2.19). En effet, en prenant f qui est égale a f sur | — , [ o v = lluzl[ze~ et
qui est raccordée a 0 ensuite, de telle sorte que f € C. (R,TR), on a les mémes solutions pour fec. (R,R),
c’est-a-dire pour le probleme :

Vu Vvd:v—/f v dz
U E HL(Q)
on a ainsi 2 solutions avec limg_, 10 f (s)/s = 0. Cette hypothese est donc inutile pour I’unicité.

On va montrer I’unicité dans le cas ol f ne dépend pas de s, i.e. f(x,s) = d(x), sous les hypotheses d’existence
(3.7) et en supposant de plus que a et ¢ sont lipschitziennes, c’est-a-dire :

(a(z,51) — alzs 52)] < Calss — 5ol pp. @ € IR,
lo(s1) — @(s2)| < Csls1 — sal.

Théoréme 3.16 (Existence et unicité) Sous les hypothéses (3.7) et (3:13), il existe une et une seule solution a

(3B3).

Démonstration : La technique utilisée apparait pour la premiére fois dans un article d’Artola en 1985. Soient w4
et uz deux solutions de (3:3). On a donc :

3C3 > 0; VS,SQE]R,{ (3.13)

/ a(u1)Vuy - Vo dz +/ Go(up) - Vodz = / fvdz, (3.14)
Q Q Q
et
/ a(uz)Vug - Vo dz +/ Go(uz) - Vo dz = / fvdz. (3.15)
Q Q Q
L’idée est de prendre v = T.(u; — uz) dans (3.14) et (3:I3), ot & > 0 et T, est la troncature au niveau e,
—e sis < —¢,
c’est-a-dire T.(s) =< s si —e<s<e,
€ sis>e.

Siuy etug € HY(Q), alors T.(uy — ug) € Hg(Q) et VI (uy — u2) = V(u1 — u2)1{0<|uy—us|<e} (ceci est une
généralisation simple du lemme [2.22). En prenant v = T, (u; — us), et en faisant la différence de (3:14) et (3.13),
on obtient :

/Q(a(ul)Vul V(Te(ur —u2))—  a(ug)Vug - V(Te(ur — ug))) da

A G(p(u2) — p(u1)) - V(Te(ur — uz)) du,

soit encore, en posant A, = {0 < |u; — ua| < €},
/ a(u)V(ug —ug) - V(ug —ug)de = / (a(uz) — a(u1))Vug - V(ur — ug) dz
A Ae

JF/As G(p(uz) — o(ur)) - V(ug — uz) dz.
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Par hypothese, a(u1) > « p.p., et donc :

a/ |V (ur — U2)|2 dz < / Cslus — uq| |Vus| [V (ug — uy) | dx+/ Csluy — us| |G| |V (u1 — ug)| da.
A Ac Ac

€

Ona |u; — ug| < e p.p. dans A.. En appliquant I’inégalité de Cauchy Schwarz dans les deux dernieres intégrales,
on obtient donc :

a/ IV(up —ug)|*de < Cs ¢ (/ |Vug|? dx) (/ IV (ug — uy)|? dx)
A Ae A
1/2 1/2
+C5 ¢ (/ |G|? dx> (/ IV (uy — ug)|? dx) .
Ac A
On a donc

1/2 1/2 1/2
o[ e -w)?)  <sanavee a= ([ jopac) ([ 1wPa)
A. " N

ou €ncore

1/2
a (/ V(T (uy — uz))|2dx) = ol VT (u1 — u2)| [|120) < C3 €ac
Q

donc, en désignant par m la mesure de Lebesgue sur RY,

(6]
o7l 19T = )] s @y < [V (s = 2) 10 < s ae
Comme Hi(Q) C WOIJ(Q), onaT.(u; —ug) € H(Q) C Wol’l(Q) et I'inégalité de Sobolev donne
* N
IT= (= wo)l[ o < V(w1 = w2)| |20, avee 1 = =
et donc .
tmes a7z 1Te(u —u2)llre < Cs e ae.

Si N =1,ona N/(N — 1) = 400 et conclut facilement que u; = ug p.p.. Le cas N > 2 demande un léger
développement supplémentaire. On remarque que

1
>

|Te(ur — )|l = </Q T2 (uy — ug) " dx)

1/1*
(/ et dx)
B.

v

Y2
)
2
oy}
N
2

ol B, = {z;|u1(x) — ua(x)| > }. On a donc
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et on en déduit que (m(BE))¥ < Cy a.. Prenons, pour n € N*, ¢ = 1/n, on a Aijtng1)y C Aqyp et
MnewAi/m = (), donc m(A; /n) — 0 lorsque n — +o0 (par continuité décroissante d’une mesure). On rappelle

que
1/2 1/2
a1/n = </ |G|2dx> + (/ |VuQ2da:> .
Al/n Al/n

Comme G, |[Vug| € L*(Q2), on en déduit que lim,,—,  » a1/, = 0.

On aaussi By /(n41) O Bijn et Upew By, = {|Jur — uz| > 0}. Donc lim,, , 1 oo m(B1/,,) = m{|us — ua| > 0}
(par continuité croissante d’une mesure). Comme

("n(Bl/n))T <y QA1/n;s

en passant a la limite lorsque n tend vers +oo, on obtient m{|u; — ua| > 0} < 0, et donc u; = uy p.p., ce qui
termine la démonstration. |

3.2 Méthodes de monotonie

3.2.1 Introduction

Pour le probleme (3.3), dans le cas ol f (le second membre) dépend de Vu, on sait encore prouver 1’existence
d’une solution avec le théoreme de Schauder, voir exercice La question est plus difficile dans le cas ol a
dépend de Vu. On se place sous les hypotheses suivantes :

Q ouvert borné de RY,

a € C(RY, R),

Ja, BERY;a < alf) < B,VEERY,
feL?9).

On cherche a montrer I’existence d’une solution au probléme suivant :
u € HY (),

/ a(Vu)Vu - Vo dz = / fodz, Vv € H}(Q).
Q Q

Peut-on appliquer le théoréme de Schauder ? Pour I’appliquer, il faut I’ utiliser dans H{ () pour que a(Vu) ait un
sens. Soit & € H{ (), par le lemme de Lax Milgram, il existe un unique u € H{ (2) solution de :

u € Hy(Q),

/ a(Vu)Vu - Vo dr = / fodz, Yo € HL(R).
Q Q

(3.16)

Soit T' I’opérateur de H (2) dans H (€2) défini par T'(@) = u solution de (3.16). L’ opérateur 7T est bien de H} (Q2)
dans H}(Q) et

(1) il existe R > 0t..q. [ul| g2 () < R pour tout & € Hq(9),
(2) 'application 7T est continue de H} () dans H}(Q2). En effet, si i, — @ dans H}(Q2), on a Vii,, — Vi
dans L2(Q)" et il n’est pas trés difficile de montrer que 7'(@i,,) — T'(i) dans Hg ().
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Mais 1’application 7" n’est (en général) pas compacte (de H3 () dans H{(€2)). Si on était en dimension finie,
les points (1) et (2) suffiraient a montrer I’existence d’une solution. L’idée est donc de considérer des probleémes
approchés en dimension finie et de passer a la limite en utilisant la monotonie de 1’opérateur (qui est vraie sous des
hypotheses données sur a ci-apres).

3.2.2 Opérateur de Leray-Lions

On considere ici un cas un peu simplifié des opérateurs de Leray-Lions. On considere les hypotheses suivantes :
1) Qouvert borné de RV, N > 1,1 < p < 400,

a : RY — RY continue,

2

)
)
3) (coercivité) o > 0 t.q a(€) - € > al¢|P, VE € RY,

4) (croissance) 3C € IR;[a(¢)] < C(1+ [¢P71), v¢ € RY, (3.17)
5) (monotonie) (a(€) —a(n)) - (€ —n) 20 V(& 1) € (RY)?,

6) o € L>*(Q);3og > 0,0 > 09  p.p.,

6) f € L71(Q).

Ces hypotheses permettent en particulier de traiter certains modeles dits “LES” (Large Eddy Simulations) utilisés
en mécanique des fluides. On s’intéresse alors au probleme suivant :

{ —div(o(z)a(Vu(r))) = f(z) dans £,
u=0 surdfQ.

(3.18)

Exemple 3.17 Pour o = 1 eta(€) = [£[P72£ (1 < p < +00), I’équation s’écrit —div(|Vu|P~2Vu) = f.
L opérateur v +— —div(|Vu[P~2Vu) s’appelle le p-laplacien. Pour p = 2, on retrouve le Laplacien classique. Le
cas p = 3 donne I’opérateur de Smagoriskii qui apparait dans un modele de LES.

Remarque 3.18 Le cadre général des opérateurs dits “de Leray-Lions”, contient des fonctions a(z, v, Vu) au lieu
de a(x, Vu).

Cherchons une forme faible adéquate de (3.18). Remarquons que si w € LP(Q)%, alors, I’hypothése de croissance

sur a donne
la(w)] < C(1+ |w[P~)

< C+Clwp~t e L71(Q)

oo - - : : 1,
car C € L™ et [w|P~! € LP/P=1(Q) = LP (Q) avec p’ = -7 (ou encore 1 + & = 1). Donc si u € W, *(2), on

aVu e (LP(Q)N et a(Vu) € (LP (Q))N
Prenons alors v € W, "*(2), ona Vv € LP(Q)N. On a donc

N
a(Vu) - Vo =Y a;(Vu)Div € L'(Q).

i=1

11 est donc naturel de chercher u € W, () et de prendre les fonctions test dans W ? ().
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On rappelle aussi que si f € L? (£2), I'application v — Jo f(x)v(x)dx est linéaire continue de WP () dans R.
C’est donc un élément du dual (topologique) de Wol’p () (ce dual est noté W‘lvp/(Q)). Par abus de langage, on
note encore f cet élément de W' (Q), c’est-a-dire que pour f € L¥ (), on a

(f,v)w_l,p/(m,w(},p(m = /Qf(x)v(a:)dx pour tout v € WP ().
La forme faible de (3.18) que I’on considere est donc :

u e WyP(Q),

(3.19)
/ oa(Vu) - Vo de =< f,v >y 10 ) wivg) Y € WyP(Q).
Q

Remarque 3.19 Le cadre “naturel” du probleme (3.19) n’est donc pas limité au cas f € LP/(Q). On peut
remplacer dans f par n’importe quel élément de W‘LPI(Q). Par exemple, si F' € Lp/(Q)N , on peut
remplacer, dans (3.19), (f, Oy -1/ (02), WP () PAT Jo F(z)-Vo(z)dz. Sous cette hypothese, le théoreme d’existence
et d’unicité donné ci apres (théoréme reste vrai.

Théoréme 3.20 (Existence et unicité) Sous les hypothéses (B.17), il existe u € WP (2) solution de (B-19). Si de
plus a est strictement monotone, ¢’est a dire (a(€) — a(n)) - (€ —n) > 0 pour tout (£,1) € (R™)?, € # n, alors
il existe une unique solution u de (3.19).

Pour la démonstration de ce théoréme, nous aurons besoin des lemmes (classiques) d’intégration suivants :

Lemme 3.21 (Convergence forte contre convergence faible) Soir 1 < p < +o0o. On pose p' = ﬁ On

suppose que fn, — f dans LP(Y) et g, — g faiblement dans LP (). Alors
/ fn Gn dz — / f g dzx lorsque n — +oo.
Q Q

Par contre, on rappelle que si f,, — f dans L? faible et g,, — g dans L* faible, onn’a pas en général convergence
de [, fn gn da vers [, fgdu.

Lemme 3.22 Sia € C(RY,RY),a(¢) < C(1 + |£[P~1) pour tour ¢ € RN et si u, — u dans W * () alors
a(Vuyn) = a(Vu) dans L (Q)N.

Le lemme [3.22]se démontre par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

On rappelle aussi que les espaces W, (Q), LP(2) et LP' () sont réflexifs pour 1 < p < oo, et donc pour
toute suite bornée d’un de ces espaces, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente dans cet espace.
On rappelle enfin que les espaces W, (Q), LP(Q) et L¥'(€2) sont séparables, i.e. ils contiennent une partie
dénombrable dense, ce qui va nous permettre 1’approximation par des problemes de dimension finie. On aura
également besoin pour la démonstration du lemme suivant :

Lemme 3.23 (Opérateur coercif dans RY) Soit T: RN — R continue. On suppose que T’ est coercif, c’est
a dire que
T(v) v

0]

Soitb € RY. Alors, il existe v e RY t.q. T(v) = b. L'opérateur T est donc surjectif.

— +o00 quand |v| — +o0.
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Démonstration On utilise le degré topologique de Brouwer (ce qui possible car on est en dimension finie). On
pose h(t,v) = tT'(v)+(1—t)v. Pourt = 0,onah(0,v) = v (donc h(0,v) = I, o I est1’opérateur v — v). Pour
t =1onah(1,v) = T(v). Pour appliquer le degré, on remarque d’abord que Iapplication & : [0, 1] x IR — IRY
est continue (car 1° est continue).

On veut ensuite montrer qu’il existe R > 0 t.q.
t€[0,1],v € RY et h(t,v) = b= |v| < R. (3.20)

On suppose qu’on a démontré (3.20). Quitte & augmenter R, on peut aussi supposer que [b| < R. On pose
Br = {z € R" tq. |z| < R}. Par invariance par homotopie du degré, on a donc que d(h(t, -), B, b) ne dépend
pas de ¢, et donc :

d(T, Br,b) = d(I, Bg,b).
Comme bdansBpg, on a d(I, Bg,b) = 1 et donc d(T, Bgr,b) = 1. On en déduit I’existence de vdansBg tel que
T(v) =b.
Il reste & démontrer qu’il existe R > 0 vérifiant (3.20).
Soitt € [0,1] etv € RN t.q. h(t,v) = b, ¢’est-a-dire tT(v) 4 (1 — t)v = b.
Onadonc tT(v) v+ (1 —t)v-v=">b-v < |b||lv]| etdonc, siv # 0,
T(v)-v

T(v)-v v-v

t + (1=t =t +(1-1t) < |b].
] ] el
Comme % — 400 lorsque |w| — +o00, il existe R > 0 t.q.
T(w) -
lw| > R = min((T"“", w]) > [b]-
w
On en déduit que |v| < R. Ceci termine la démonstration. ]

Ce lemme se généralise a n’importe quel espace de dimension finie :

Lemme 3.24 (Opérateur coercif en dimension finie) Soit F un espace de dimension finie, et T : E — FE'
continue (noter que dim E' = dim E < +00). On suppose que T est coercif, c’est-a-dire :

(T(v),v)p,E

— +o0 quand ||v||g — +oo.
[l
Alors, pour toutb € E' il existe v € E t.q. T(v) = b.

Démonstration On se ramene 2 IR™. Soit N = dim E. On choisit une base de E, notée (e1,...,en), et on note
(ef,...,e%) labase duale de E’ ( c’est-a-dire t.q. (e}, e;)p g = ;). On définit une application I de R™ dans
E et une application J de R” dans E’ par

N N
Ia) = Zaiei et J(B) = Zﬁie;‘ pour o, f € RY.
i=1

i=1

L’opérateur I est une bijection linéaire de IR™ dans E et I’opérateur .J est une bijection linéaire de R” dans E’.
Soit T = J ! o T o I. Lopérateur T est continu de IR"Y dans R™.
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Soit o € RY. On pose v = I(a) et 8 = T(a) (donc § = J~(T'(v))). On a donc

N N N
T(a)-a=pB-a= Zﬁz‘ai = <Z Biej, Zaiei>E’,E = (J(B), I(a))p,E = Zazez = ) B B
=1 i=1

=1

En prenant comme norme sur R, ||o|| = ||I(a)]|| g, I’hypothese de coercivité sur T’ donne alors
m L@o
o400 ||l
Par équivalence des normes en dimension finie, on a donc aussi
T(a) -
lim M = +o00.
|| =400 |Oé|

On peut donc appliquer le lemme aT.

Soit b € E’. On pose § = J‘l(b) Le lemmendonne Iexistence de @ € RY t.q. T(a) = B. On pose
v=1I(a)etonaalors T(v) =T oI(a) =JoT(a) =J(S) =0b. On a ainsi montré Iexistence de v dans F t.q.
T(v) =b. ]

Démonstration du théoreme
Etape 1 Existence de la solution a un probleme en dimension finie
L espace W, *(§) est séparable. Il existe donc une famille dénombrable (f,,)nen+ dense dans W, *(€2). Soit
E, = Vect{f1...[fn} I'espace vectoriel engendré par les n premieres fonctions de cette famille. On a donc
dim E, <netE, C E, pourtoutn € N* etonaU,enE, = W, 7. Onen dedult que pour tout v € W, ()
il existe une suite (v, )peN+ telle que v, € E,, pour tout n € IN* et v,, — v dans Wo P(Q) lorsque n — +o0.
Dans cette premiére étape, on fixe n € IN* et on cherche u,, solution du probléme suivant, posé en dimension
finie :

u, € E,,

/ oa(Vuy) - Vo dr =< f,v >, 1 Wi Yo € E,. 3.21)
Q ,

L application v ++< f,v >y, _1,/ y41.» €st une application linéaire I, dans IR (elle est donc aussi continue car
»Vo
dim E,, < 4+00). On note b,, cette application. On a donc b,, € E/, et

<bn7U>E’ _<f7v>W 1,p’ Wlp'

Soit u € E,. On note T),(u) I'application de E,, dans R qui a v € E, associe [,oa(Vu) - Vo da. Cette
application est linéaire, ¢’est donc aussi un élément de E/, et on a

(Th(u),v)Er B, = /aa(Vu) - Vo de.
Q

On a ainsi défini une application T' de F,, dans E/,. On va montrer que 7" est continue et coercive. On pourra
ainsi en déduire, par le lemme que T est surjectif, et donc qu’il existe u,, € E, vérifiant T'(u,) = by,
c’est-a-dire u,, solution du probleme (3.2T).

(a) Continuité de 7;, On rappelle que n est fixé. Pour simplifier les notations, on oublie ici I’indice n, c’est-a-
dire que ’on pose E = E,, et T = T,,. On munit E de la norme définie par || - ||z = || - ||W01,p. Soit u, @ € E. On
a:
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1T (u) = T(u)l|pr = e < T(u) = T(u),v >p.E
= max o(a(Vu) —a(Va)) - Vo dz
vEE, Hvl\wé.,p:l Q
< max / o(a(Vu) — a(Va)) - Vo dz.
eré,pv ”'UHWUl,pzl Q

On pose 3 = ||o|| L (q). on obtient alors

IT(w) =T(@)|e < max Blla(Vu) = a(Va)| || o o) V] || o)

OEWG, ol =1
< Bl a(Vu) — a(Va)l Ly (q)-

Donc si (uy, )new est une suite de F t.q. u, — % dans E, on a
1T (un) = T(@)|er < Bl la(Vur) = a(Va)| || (o)

Par le lemme [3.22| on a a(Vu,) — a(Va) dans (LP'(€2))N. On a ainsi montré que T'(u,,) — T'(@) dans E, et
donc que T est continue (de F dans E’).
(b) Coercivité de T;, On rappelle qu’on a posé E = E,, et T' = T,,. On veut montrer que

< T(u),u >E\E

— 400 lorsque ||ul| g — +o0.
lulle

Par définition, et grace aux hypotheses (3.17),

<T(u),u >E/ E= /

o a(Vu) - Vudz > o a/ [VulPdx.
Q Q

On a donc
<T(u),u>p 5> Cllul},., = Clluly  avec C =00 a.
0

Finalement,
< T(u),u >EE

lull

car on a supposé p > 1 (le cas p = 1 est plus difficile et demande des outils supplémentaires, mais il est intéressant
en géométrie pour le probleme des surfaces minimales par exemple).

On a ainsi montré que 7" est coercive. On peut donc appliquer le lemme[3.24] 11 donne I’existence d’une solution au
probleme en dimension finie (3.2T) (cette technique permet aussi par exemple de démontrer I’existence de solution
pour le probleme (3.19) approché par éléments finis P1).

Etape 2 Existence de la solution a un probleme en dimension infinie On a montré 1’existence d’une solution au
probleéme (3.2T). On va maintenant tenter (et réussir !) un passage a la limite sur ce probléme lorsque n — +oo
pour montrer I’existence d’une solution au probleme (3.19). Pour cela nous allons :

(a) obtenir une estimation sur u,,, qui nous permettra d’obtenir de la compacité, et donc d’effectuer

(b) un passage a la limite sur les problemes (3.21)) de maniére a avoir 1’existence d’une solution « du probleme
(3.19) comme limite des solutions u,, des problemes ; pour cela, il nous faudra une

(c) astuce pour montrer que la limite du terme non linéaire est bien le terme qu’on veut. ... .

> C|lull" — oo lorsque ||ul| 2 — +oo,

(a) Estimation sur u,,
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On prend v = u,, dans (3.21)). On obtient :
70 [ [FunPds < | Fly-s i
Q
par coercivité de a. On a donc : og 04||“nH€V01,p <N f =10 ||un|\W01.p, d’on

1
—1
lunliyr < S I lw -

(b) Passage a la limite

La suite (u,)nen est donc bornée dans W, (9), qui est réflexif. On en déduit qu’il existe une sous-suite encore
notée (un)nen telle que u,, — u faiblement dans W, ().

Par hypothese, |a(Vu,)| < C(1 + |Vu,[P~1), donc la suite (a(Vu,))new est bornée dans (L?'(€2))N, qui est
réflexif. Donc il existe ¢ € (L ()" telle que, 2 une sous-suite pres,

a(Vu,) — ¢ faiblement dans  (L” (Q))".

Soit v € Wol’p(Q), on sait que U E, = Wol’p, donc il existe (v, )new t.q. v, € E, pour tout n € IN* et
nelN

v,  — v dans W,P(Q),
Vv, — Vodans (LP(Q))V.

On utilise alors (3.21)) avec v = v,, on obtient :
/ ca(Vuy) - Vopudr =< fu, > .
Q

Mais < f,v, >—< f,v >, car v, converge faiblement vers v dans WO1 P(Q).
De plus a(Vu,) — ¢ faiblement dans (L*' (Q2))V et Vv,, — Vo (fortement) dans (L?(Q))". Donc par le lemme
B2T} ona
1,
/QGC -Vude =< f,v >t wihe Yo € Wyt (Q). (3.22)

On a ainsi prouvé Iexistence de u € W"*(€) t.q. u est la limite faible dans W, () de la suite (u,)nec et
t.q. la limite faible dans (L?' (Q))" de la suite (a(Vu,))ne, notée ¢, vérifie (3.22). Si ¢ était égal 2 a(Vu), on
aurait terminé. Ceci serait facile si a était linéaire. En effet, supposons qu’il existe une matrice carrée de taille
N, notée A, telle que a(¢) = A€ pour tout £ € IR™ (et donc p = p’). Comme u,, — u dans D*(£2) on a aussi
D;u,, — D;u dans D*(Q) (pour tout i). Comme la suite (D;u,,)nen est bornée dans L2(2), on en déduit que
D;u, — Dj;u faiblement dans L?(Q) (pour tout i) et donc AVu, — AVu faiblement dans L2(Q)". Ce qui
prouve que ¢ = a(Vu). Malheureusement, la situation est plus compliqués quand a est non linéaire. . .

(c) Limite du terme non linéaire Pour terminer, il reste 2 démontrer que
/ ¢ -Vodr = / o a(Vu) - Vo dz pour tout v € WyP(Q). (3.23)
Q Q

On peut le démontrer par deux manieres différentes, selon les hypotheses :
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1. Par I’astuce de Minty, qui utilise uniquement la monotonie de a, c’est-a-dire (a(¢) —a(n)).(§ —n) > 0. On
a dans ce cas uniquement u,, — u faiblement dans W, ?(€2).

2. Par la méthode de Leray-Lions, qui utilise la stricte monotonie de a, ¢’est-a-dire (a(§) —a(n)).(§—n) >0
pour tout £, 7, £ # 7. On a alors en plus u,, — u dans VVO1 "P(Q) ( ¢’est-a-dire une convergence forte et non
seulement faible).

(A) Etape commune a Minty et Leray-Lions.

Pour montrer (3.23), on commence par étudier la limite de / o a(Vu,) - Vu, dz. Lastuce consiste a utiliser
Q

I’équation ! En effet/ o a(Vuy).Vupdr =< fu, >—< f,u > car u,, — u dans WOII’(Q) faible. Mais on
Q

sait (étape précédente) que u satisfait (3.22)), et donc : < f,u >p/ p= / o¢ - Vudz.
Q

Donc lim oa(Vu,) - Vup, dr =< fu>p g

n—-+4+oo Q
= / oC-Vudz.
Q

On distingue maintenant les méthodes “Minty” et “Leray-Lions” (qui sont toutefois tres voisines).
(B) Démonstration de
e 1ére méthode : Astuce de Minty
Soit v € WyP(Q) ; il existe (v, )new tel que v, € E,, pour tout n € IN et v,, — v dans W *(€2) lorsque
n — +00. On va passer 2 la limite dans le terme / o a(Vuy,).Vu, dx grice a I’hypothése de monotonie.
En effet, “

0< /Qa(a(Vun) —a(Vu,)) - (Vu, — Vu,) doe =

/ o a(Vuy) - Vu, do — / o a(Vuy,) - Vo, doe — /
Q Q

ca(Vuy,) - Vu, de + / o a(Vuy,) - Vo, dz
Q

Q
= Tl,n - TQ,n - T3,n + T4,n

On a vu que en (A) que 77, — / o( - Vu dx lorsque n — oo.
Q
Ona
lim Tgvn:/JCVde
n—-+4oo Q

par produit d’une convergence forte dans (L?)™ et d’une convergence faible dans (L? (22)V) (lemme[3.21).
De méme,

n—+oo

lim T3, = / o a(Vv)-Vudz
Q

par produit d’une convergence forte dans (L*' (Q2)™) et d’unc convergence faible dans (L?(€2))™. Enfin, on
a aussi

n—-+oo

lim Ty, = / oa(Vv) - Vo de
Q
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lorsque n — +o00 et ce dernier terme est le plus simple car on a le produit d’une convergence forte dans
(LP (Q)™) et d’une convergence forte dans (L?(2))".

Le passage a la limite dans I’inégalité donne donc :

/ o(¢ — a(Vv)) - (Vu — Vu)dz > 0 pour tout v € W, ().
Q

- . . . 1
On choisit maintenant astucieusement la fonction test v. On prend v = u + —w, avec w € V[/O1 P(Q) et
n
n € IN*. On obtient ainsi :
1 1
—— [ o|l{—a(Vu+—-Vuw) | -Vwdz >0
n.Jo n

et donc

/O’ (C—a(Vu—i— 1Vw)> -Vwdz <0.
Q n

1 1 /
Mais u+ — w — u dans WP (), donc par le lemme|3.22] a (Vu + Vw> — a(Vu) dans (L7 (Q))V.
n n

En passant a la limite lorsque n — +00, on obtient alors

/ o(¢—a(Vu)) - Vwdr <0 Yw e WP (Q).
Q

Par linéarité (on peut changer w en —w), on a donc : [, (¢ — a(Vu)) - Vw dx = 0, Yw € WP (). On
en déduit que

/UC-dex:/ga(vu)'VUde Vw € Wy ().
Q Q

On a donc bien démontré que u est solution de (3.19).

Notons que I’on a montré ce résultat par approximation, c’est a dire en montrant d’abord I’existence de
solution a un probléme approché qui se pose en dimension finie, puis en passant a la limite. Ceci est
également possible en utilisant un probleme approché obtenu avec des schémas numériques. Par exemple,
avec un schéma numérique utilisant des éléments finis P1.

e 2éme méthode : Astuce de Leray-Lions On suppose maintenant la stricte monotonie de a, c¢’est-a-dire :

(a(§) —a(n))(§—n) >0 si {F#n.

On va montrer que u est solution de @P (on le sait déja, grice a la premiére méthode) mais aussi que
a(Vu) = ¢ et surtout que u,, — u dans W "" ().

Comme UnewFEn = Wo P il existe une suite (vy)neN t.q vn € E, pour tout n € IN et v, — u dans
WP (€2). Par hypothése de monotonie, on a :

/ o(a(Vun) — a(Von)) - (Vi — Vo) > 0
Q
Avec le méme raisonnement que pour Minty (mais maintenant v,, — w« au lieu de v, — v),on a:

lilf o(a(Vuy) —a(Vuy)) - (Vu, — Vo, )dr = / (¢ —a(Vu)). (Vu — Vu) dx
n—+oo Jq Q T
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donc si on pose F,(z) = o(a(Vun) —a(Vvy,)) - (Vup, — Vug),ona F, > 0p.p. et [, F, dz — 0 lorsque
n — +o00. Donc F,, — 0 dans L', et donc, apres extraction d’une sous-suite, F,, — 0 p.p.. On peut aussi
supposer, apres extraction d’une sous-suite, que Vv,, — Vu p.p..

Soitz € Qt.q. o(x) > 0, Fp,(z) — 0 (on a donc a(Vu,(x)) — a(Vu,(x)) - (Vu,(x) — Vo, (z)) — 0) et
V() = Vu(x) lorsque n — +o0.

Etape A : La suite (Vu,(z)),en est bornée dans IR” . En effet, grice aux hypothéses de croissance et
coercivité sur a, on a

LFy(2) > ((Vun (@) — (Vo (2)) - (Van (@) — Vo, (@)
> oV, (@) = C(1+ [V (2)P~1) [V ()] — C(L+ Vo, (@)~ Vun (@)] + a| Vo, (@) P,

On en déduit que la suite (F,,(z))ne est non bornée si la suite (Vu, (2)),en est non bornée. Or F,,(z) —
0 lorsque n — +o0. Donc il faut que la suite (Vuy, (x))nen soit bornée.

Etape B : Soit ¢ € IR” limite d’une sous suite de la suite (Vu,(z)),en. On rappelle que z est fixé.
On a donc pour cette sous suite (encore notée (Vi (2))new) limy 100 a(Vuy(z)) = a(§). Comme
limy,— 400 Frn(x) = 0, on en déduit

(a(§) — a(Vu(x)) - (€ = Vu(z)) = 0.
Or, le ler terme de cette égalité est strictement positif si £ # Vu(z). On a donc donc £ = Vu(x). On a
donc (sans extraction de sous suite pour cette étape) Vu, (x) — Vu(x) quand n — +o0.

En résumé, on a ainsi montré que Vu,, — Vu p.p. (2 une sous suite pres, car on extrait une sous suite pour
avoir F,, — 0 p.p. et Vv, — Vu p.p.). On en déduit que a(Vu,) — a(Vu) p.p.. Ceci est suffisant pour
montrer que ¢ = a(Vu). En effet, on sait déja que a(Vu,) — ¢ dans (L? )N () faible. On en déduit alors
que ¢ = a(Vu) par le lemme d’intégration (voir poly d’intégration) suivant :

Lemme 3.25 (Compacité LP — L?) Soit Q) un ouvert borné. On suppose que fr, — f p.p. et que (fn)neN
bornée dans L9, ¢ > 1. alors fp, — f dans L™ (Q) pour tout v t.q. 1 <r < gq.

Du lemme [3.25] on déduit que la suite (a(Vu,,))nen converge dans L™ (Q)Y, pour 1 < 7 < p/, vers a(Vu).
Comme cette méme suite converge faiblement dans (LP )™ () vers ¢, on peut conclure (par exemple en
utilisant I’unicité de la limite faible dans L"(Q2)") que les limites sont égales, c’est-a-dire

¢ =a(Vu) p.p..

11 reste 2 montrer que u,, — u dans W’ (€2). On sait déja que u,, — u faiblement dans W (€2) et donc
(fortement) dans LP(2). Comme, apres extraction d’une sous suite, on a Vu,, — Vu p.p., le lemme
nous donne Vu,, — Vu dans L"(Q)N pour tout 1 < r < p et donc u,, — u dans W, (€2) pour tout
1 < r < p. En raisonnant par contradiction on a méme u,, — u dans WO1 () pour tout 1 < 7 < p
sans extraction de sous suite. Mais ceci ne donne pas la convergence dans W, ** (). Pour démontrer cette
convergence dans Wol’p (€2), on réutilise 1’étape (A) commune & Minty et Leray-Lions. Cette étape a donné

lim oa(Vuy) - Vuydr = / o( - Vudz.
n—-+4o0o Q Q

Mais on sait maintenant que ¢ = a(Vu) p.p., on a donc

lim oa(Vuy,) - Vuydr = / oa(Vu) - Vudz.
n—-+oo Q Q
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On rappelle maintenant un lemme classique d’intégration (encore. .. ), valable dans tout espace mesuré mais
que 1’on donne ici dans le cas qui nous intéresse.

Lemme 3.26 (Convergence L' pour une suite de fonctions positives)

Soit Q un ouvert borné de R™. Soit f € L'(Q). On suppose que la suite (f,)nc de fonctions de L*(S2)
vérifie :

1. fr, > 0 p.p., pour tout n € N,

2. fn — fp.p. quand n — +oo,

3 limy s qoo [q fu(@)de = [, f(z)dz.

Alors f, — f dans L*().

Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer Vu,, — Vu p.p.. On applique alors le lemme
a la suite (fp)new définie par f, = ca(Vuy,) - Vu,. Le lemme donne la convergence L' (2) de
cette suite et donc 1’équiintégrabilité de la suite (f,,)new. Avec I’hypothese de coercivité sur a et I’hypothese
sur o , on obtient I’équiintégrabilité de la suite (|Vu, |?),cw. Il reste a appliquer le théoréme de Vitali (voir
le poly d’intégration) pour conclure que Vu,, — Vu dans LP(Q)" et donc que u,, — u dans WO1 P(Q).
Comme d’habitude, un argument par contradiction montre que cette convergence dans WO1 P(Q) alieu sans
extraction sous suite dés que u,, converge faiblement vers u dans VVO1 (Q) (et pour avoir cette convergence,
on a dil extraire une sous suite). Dans 1’étape 3 ci dessous, on va démontrer I'unicité de la solution de (3.19)
si a est strictement monotone. Ceci permet de conclure que la suite (u,),cn converge (sans extraction de
sous suite) dans W, () vers I'unique solution de (3.19).

On a ainsi terminé la partie “existence” du théoreme [3.20]

Etape 3 : Unicité On suppose que a est strictement monotone. Soient u; et uy deux solutions.
/Qaa(Vui)~Vvdw =< fiv> i=1,2 Yo € WP ().
On fait la différence des deux équations, et on prend v = u; — us. On obtient :
/Qa(a(Vul) —a(Vug)) - V(ug —ug) de = 0.

OrY =o(a(Vur) —a(Vuz)) - V(ug —uz) > 0,etY > 0si Vuy # Vug ; onadonc Vu; = Vug p.p. et
donc u; = ug car u; et ug € Wol’p(Q).

Remarque 3.27 Dans le cas des opérateurs de Leray - Lions, lorsque a dépend de =, Vu mais aussi de u,
on arrive encore a montrer des résulats d unicité si p < 2.

[
3.3 Exercices
Exercice 3.1 (Continuité d’une application de L? dans L9)
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, 00[ et g une application continue de IR dans IR t.q. :
3C e RE; |g(s)| < Cls|7 + C, Vs € R. (3.24)
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1. Soitu € Li; (E, T, m). Montrer que g o u € L§; (E, T, m).

Onpose L" = Lip (E,T,m), pourr = petr = q. Pouru € LP, on pose G(u) = {h € L], (E, T, m); h = gov
p.p.}, avec vdansu (de sorte que G(u) € L9).

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans .

3. Soit (uy)new C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — 400, et qu’il existe F' € LP t.q. |uy| < F p.p.,
pour tout n € IN. Montrer que G(u,,) — G(u) dans LY.

4. Montrer que G est continue de L” dans LY.

5. On considere ici (E,T,m) = ([0,1], B(IR), A) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas (3.24).
On va construire v € L' t.q. G(u) ¢ L*.

(a) Soit n € IN*, montrer qu’il existe «,, € IR tel que : |g(aw,)| > njaw| et |a,| > n.

(b) On choisit une suite («;, )+ Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe
a > 0tq.

(c) Soit (a,)new+ une suite définie par : a1 = 1l et apr1 = ap — (ol v, et « sont définies dans les 2

|an|n?

questions précédentes). On pose u = Z:ﬁ anly a,[- Montrer que u € L'etG(u) ¢ L.

An+1,

Corrigé —

1. La fonction u est mesurable de E (muni de la tribu T) dans IR (muni de la tribu B(IR)) et g est borélienne ( ¢’est-a-
dire mesurable de R dans IR, muni de la tribu B(IR)). On en déduit, par composition, que g o u est mesurable (de E
dans IR).

Pour s € [—1,1], on a |g(s)| < 2C et donc |g(s)|? < 29C9. Pour s € R\ [-1,1], ona |g(s)| < 2C\s|5 et donc
lg(s)|? < 29CY|s|P. On a donc, pour tout s € R, |g(s)|? < 29C + 29C|s|P. On en déduit que, pour tout © € F,
lg ou(x)|? = |g(u(z))|? <21CT + 27Cu(x)|?, et donc :

/ |g o ulfdm < 29C7|u||p 4+ 27C'm(E),

ce qui donne gou € L (E, T, m).

2. Soient v,w € u. Il existe AdansT t.q. m(A) = 0 et v = w sur A°. On a donc aussi g ov = g o w sur A et donc
gov = gowp.p.. Onendéduit que {h € L} (E,T,m);h=govpp.} ={h € LL(E,T,m); h=gowp.p.}.
G (u) ne dépend donc pas du choix de v dans u.

3. Pour tout n € IN, on choisit un représentant de u, encore notée w,. On choisit aussi des représentants de u et I,
notés toujours u et F'. Comme w, — w p.p. quand n — —+00 et que g est continu, il est facile de voir que gou,, — gou
p.p.. On adonc G(un) — G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o u,| < O\un\% +C < C\F|§ + C p.p. et donc |G(uyn)| < C\F|§ + C p.p., pour tout
n € IN.

Comme F € LP, on a |F

C|F| i4+C €L On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée dans LY, il donne que G(un) — G(u)
dans L quand n — +o0.

P
q

€ L% Les fonctions constantes sont aussi dans L? (car m(E) < oo0). On a donc
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4. On raisonne par I’absurde. On suppose que G n’est pas continue de LP dans L. Il existe donc u € LP et (un)nen C
L? t.q. un — udans L? et G(uy) 4 G(u) dans LY quand n — +oc.

Comme G(urn) 4 G(u), il existee > 0etp : IN — IN t.q. p(n) — oo quand n — oo et :

|G (tpiny) — G(u)|lq > € pour tout n € IN. (3.25)
(La suite (G(uy(n)))nen est une sous suite de la suite (G(un))nenN.)
Comme )y — w dans LP, on peut appliquer la “réciproque partielle de la convergence dominée dans L*”. On
obtient l'existence dep : IN — W etde F' € L* t.q. ¥(n) — 0o quand n — 00, Upoy(n) —> UP.P. €l [Upoypn)| < F
p-p-,» pour tout n. € IN. (La suite (Uyoyp(n))nelN est une sous suite de la suite (Uy(n))neN)-
On peut maintenant appliquer la question 2 a la suite (o (n))neN- Elle donne que G(Upoyp(n)) — G(u) dans L?
quand n. — +o0. Ce qui est en contradiction avec ([3.29).

5.(a) On raisonne par ’absurde. On suppose que |g(s)| < n|s| pour tout s t.q. |s| > n. On pose M = max{|g(s)|,
s € [=n,n]}. Ona M < oo car g est continue sur le compact [—n,n| (noter que n est fixé). en posant C' =
max{n, M}, on a donc :

lg(s)| < Cls| + C, pourtout s € R,
en contradiction avec I’hypothése que g ne vérifie pas [3-29).

1l existe donc s, t.q. |s| > n et |g(s)| > nls|. Ceci prouve I’existence de .

(b) Comme o, > n, ona —— < 2 et donc :
= S

| |n
1
0<p= Y <
e |on n

On choisit alors a =

=

. o
(c) Pourm > 2, onaa, =1— ZZ:]l RS
oy |p

Grdce au choix de «, on a donc a,, > 0 pour tout n € IN*, et a,, | 0, quand n — +o0.
La fonction u est bien mesurable et, par le théoreme de convergence monotone, on obtient :
' «
/ |u|ldX\ = E |an|(an — any1) = E 2 < o0.
neIN* nEN*

1 . 1 .
Donc, uw € L et aussi u € L~ en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.

on remarque ensuite que g o u = Ifl g(an)lia, 1 .a,[- Onadonc :
!
[lgouiix=3 lg@lan -z 3 & =

nelN* nelN*
ceci montre que g o u ¢ L' et donc G(u) ¢ L.

Exercice 3.2 (Existence par Schauder)
Soit © un ouvert borné de RY (N >1),g9 € LQ(Q), a une fonction continue de IR dans IR et h une fonction
continue de R x IR dans IR. On suppose que

e 0 < a=dansfsecra(s) < sup,cr a(s) = 8 < +o0,

o ilexiste § € [0,1[ et C; € R t.q. |h(s,&)| < C1(1 + |s]® + |£]°) pour tout (s,£) € R x RY.

1. Soitw € Hi (). Montrer que h(%, V) € L?(Q2) et qu’il existe un unique u solution de
u € Hg(Q),
a(@(x))Vu(z) - Vo(z)ds + / h(a(z), Va(z))o()dz = / g(@)(@)de,vo € HA(@Q). 320
Q ) %
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Dans la suite, on note 7" I’application qui 2 u associe u, unique solution de (3.26). L application 7" est donc de
H{(S2) dans H} ().

2. (Estimation sur u) Soit W € H}(Q) et u = T'(u). Montrer qu’il existe C ne dépendant que €2, o, g et C; t.q.
ull o) < C2(1+ ”H”(;Ié(ﬂ))'
[On pourra prendre v = u dans (3:26).]
En déduire qu’il existe R € R, t.q.
[l 0y < R = [lullmy o) < R
3. (Continuité de T') Soit (T, )nen une suite de Hi () et w € H(Q2). On suppose que u,, — u dans H}(Q)
(quand n — +00). On pose f,, = h(tn, V,), f = h(w, Va), u, = T(u,) etu = T(u).
(a) Montrer que f,, — f dans L?(Q).

(b) Montrer que u,, — u faiblement dans H{ (€2).

(c) Montrer que /
Q

En déduire que u,, — u dans H} (). [On pourra s’inspirer de 1’exercice M]

a(tn(x))Vup(z) - Vug (z)de — /Qa(ﬁ(x))Vu(x) - Vu(z)dz.

4. (Compacité de T') Soit (U, )nen une suite bornée de H} (). On pose f, = h(uy,, Vuy,) et u, = T(uy,).
Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (%, ),ecN, encore notée (T, )nen, et il existe f € L%(Q) et
be L>®(Q) tq.

fn — f faiblement dans L2(Q2),
a(ty,) — bp.p..
Montrer que la suite (uy, ), e est convergente dans H (€2). [On pourra raisonner comme dans I’exercice ]

5. Montrer qu’il existe u € H} (2) t.q. u = T'(u) (et donc u solution de (3.26) avec u = w).

Corrigé —

1. On remarque que |h(a, V)| < C1(1 + |al® + |Val®) € L3 (Q) C L*(Q) car§ < 1.
Pour u,v € H} (), on pose
A(u,v) = / a(u)Vu - Vo dz.
Q

L _ g ) . | 2
Comme 0 < « < a(u) < S, il est facile de montrer de A est bilinéaire continue et coercive sur (Hy(€2)).
On conclut alors qu’il existe bien une unique solution a ([3.20).

2. En prenant v = u dans [B:28)), on obtient

1/ Y 1510 ~ _\6
Q /ZHUHL’Z(Q) + ( /lH‘uPHLQ(Q) + C1 |||Vl Hl#(m) HUHH(Q)-

2
allul%s 0 < llgllzz o lull 2@y + Cs
Avec Cq donnée par ’inégalité de Poincaré, on en déduit

o ~ ~i1/2 _8 _8
(TZHUHH},(Q) < gl 20y + Ci <\52\ 2+ l|a| Iz + IVl HLQ(SZ)> . (3.27)
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Mais en utilisant l'inégalité de Holder (ou 1’inégalité de Jensen pour la fonction (concave) de IR+ dans IR+ définie

par s — s°) on obtient
—18 — 128 —2)\6 -8
ol e = [ faldo < ( [ @I,
Q Q
et
—1812 — 126 —12\0 |y 1-8
198 ey = [ 1Valae < ( [ [7aP)lo) .
Q Q
(Si 6 € [1/2,1] ces deux inégalités correspondent & I'injection classique de L*(Q) dans L*°(2).)
De ces deux majorations (et avec I'inégalité de Poincaré), on déduit I’existence de C' ne dépendant que de Q) et 6 t.q.
s AT 5 ST
alllz2(e) < Cllallgy ) et IIVUlll2 @) < Cllallg )
En revenant a [B.27), on obtient Iexistence de C ne dépend que a, g, Q et C1 t.q.
6
lull sy e < Co (14 Nl oy ) -

Pour conclure, on remarque qu’il existe R € R t.q. R > C2(1 4+ R®). En effet, on a
Ca

R—Cy—CyR’ = R(1 — o CoR*7Y).

il suffit donc de prendre R > 2C et R > (QCg)ﬁ. (c’est ici que ’hypothése 6 < 1 est utilisée.)
On a alors

_ 5
HUHH})(Q) <R= HUHH(}(Q) <C:(1+R°) <R

3.(a) Si fn /> f dans L2(Q), il existe £ > 0 et une sous suite, encore notée (fn)new 1.q.
lfn = fllL2() > € pour tout n € IN. (3.28)
Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer que
Un, — U p.p., avec un domination par une fonction G appartenant a LQ(Q).
et

Viin, — Vi p.p., avec un domination par une fonction H appartenant a L* ().

On a alors fn — f p.p. et |fa] < Ci(1+|GJ° + |H|®) p.p. (et pour tout n. € IN). Comme 0 < § < 1, ona
|G]° + |H|® € L*(Q). Le théoréme de convergence dominée (dans L*(SY)) donne alors f,, — f dans L*(Q), en
contradiction avec [328).

(b) La question 2 donne que la suite (un)nen est bornée dans Hy(Q). Si wn > u faiblement dans Hg (Q), il existe
e >0, € H Y(Q) et une sous suite, encore noté (un)nen, 1.q.

[(, upn — u)H_l(Q)’H%(Q)\ > e pour tout n € IN. (3.29)
Puis, apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer
Un — w  faiblement dans H{ (S2),
Up — U p.p.
Soit v € Hg(Q). Comme un = T(tiy), on a

/a(ﬁn)Vun~Vvdac+/ fnvdacZ/gvdaz.
Q Q Q

Comme a(t,) — a(a) p.p. et |a(an)| < B p.p., on a, par convergence dominée, a(i,)Vv — a(a)Vv dans
L? (Q)N En passant a la limite quand n — 400 dans [’égalité précédente, on obtient donc

/a(ﬂ)Vw-Vvda:—F/fvdx:/gvdx.
o o o

Ce qui prouve que w = u, en contradiction avec (3.29). On a bien ainsi montré que u, — w faiblement dans
HY(Q) quand n — +oc.
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(c) Pour toutn € IN on a

/ a(tin)Vuy - Vu, do = / gun dx — / fnun dz.
Q Q Q

Comme u, — udans L*(Q) et que fn — f dans L*(S2), on en déduit

lim a(tn)Vun - Vup, de = / gudx — / fudz.
Q Q

n—+oo Q

et donc, comme u = T (u),

lim a(tn) Vg - Vu, de = / a(u)Vu - Vudz.

n——+oo Q Q
On remarque maintenant que

o|un — “H?{é(n) < / a(tn)(Vun — Vu) - (Vu, — Vu) de.
Q
Pour montrer que w, — u dans Hg (82), il suffit donc de montrer que

lim a(tn)(Vun — Vu) - (Vu, — Vu)dz = 0. (3.30)

n—-+oo Q

Pour montrer B30), on utilise le fait (facile & montrer en raisonnant par I’absurde) que
a(tin)Vu — a(@)Vu dans L* (Q)N7 quand n — +00.
N
))
lim a(tn)Vu - Vu, de = / a(@)Vu - Vudzx

n—-+oo Q Q

et lim /a(ﬂn)Vu~Vu de = / a(u)Vu - Vudz.

n——+oo Q Q

On en déduit que (en utilisant le fait que NVu, — Vu faiblement dans L* ()

Ceci permet de montrer 330) et donc de conclure que u, — u dans Hy (Q2). Ce qui prouve la continuité de
Uopérateur T de Hy(Q) dans IS (Q).
4. La suite (fn)new est bornée dans L* () et la suite (@i, )nen est bornée dans Hy (Q) et donc relativement compacte
dans L*(Q). On peut donc supposer, aprés extraction d’une sous suite, qu’il existe f € L*() et ¢ € L*(Q) t.q.
fn — f faiblement dans L*(£2),

Up, — C p.p- - (.31
En posant b = a(C), on a donc b € L™ (Q) et a(un) — bp.p..
(On peut montrer que { € HE () mais il est faux de dire que f = h(¢, V) p.p..)
Comme o < b < B p.p., il existe un et un seul u solution de
u € Hy(Q),
(3.32)

bVu - Vudz = / (g — f)vdx pour tout v € Hy ().

Q Q

On va montrer que la suite (un )new converge dans H& (2) vers u, solution de (on travaille ici avec la suite
extraite qui vérifie 31)).

On sait déja que la suite (un)ne est bornée dans H} (QY). En raisonnant par I’absurde, il est alors assez facile de
montrer que u, — wu faiblement dans Hg (). En effet, supposons que (aprés extraction de sous suite) u, — w
faiblement dans H§ (). On a alors, pour tout n € IN et tout v € H (Q),

/ a(tn)Vuy, - Vode = /(g — fa)vdz.
Q Q

En passant a la limite quand n. — +00 dans cette équation, grdce aux convergences données dans (331), on obtient

/QbVw-Vvdx:/(gff)vdx.

Q
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Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que w, — u faiblement dans H} (Q) quand n — +o0. On a donc aussi
Un, — u (fortement) dans L*(Q).

11 reste & montrer la convergence (forte) de uy, vers u dans Hg (). Pour cela on remarque tout d’abord que

/ a(tn)Vun - Vu, de = / (9 — fn)undx — [ (9 — fludz quand n — +oo.
Q .

Q Q
Comme u est solution de @) on a donc

lim / a(tn)Vuy - Vu, de = / bVu - Vudz.
Q

n——+4oo Q

En utilisant cette convergence et (3.31) on montre alors que

lim / a(tn )V (up —u) - V(up —u)de = 0.

n—-+oo Ja

Comme «||uyn — “HZI(Q) < Jo a(n)V (un — u) - V(un — u) da on conclut bien que w, — w dans Hg ().
0 h

5. 1 suffit ici d’appliquer le théoréme de Schauder. L’opérateur T est continu et compact de Hg () dans Hg (). 11
existe R > 0 t.q. T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de H} (2)) dans elle-méme. Le théoréme de Schauder
permet alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans Hg () t.q. w = T(u). La fonction u ainsi trouvée
est solution de (B:26) avec @ = u.

Exercice 3.3 (Existence par Schauder, généralisation de I’exercice[3.2)
Soit  un ouvert borné de RY (N > 1), a une fonction de 2 x IR dans IR et f une fonction de 2 x IR x RY

dans IR vérifiant :
* a est mesurable par rapport a x € €2, pour tout s € IR, et continue par rapport a s € R, p.p. en z € Q.
* Nlexiste a, B € R% t.q. a < a(x,s) < S pourtout s € Retp.p.enx € Q.

* f est mesurable par rapport a 2 € €, pour tout s, p € IR x IR, et continue par rapport a (s, p) € R x R”,
pp.-enz € Q.

* Nlexisted € L2(),C € Retd € [0,1[tq. |f(-,5,p)| < C(d+|s]° +|p|°) p.p., pour tout 5,p € R x R™.
Montrer qu’il existe un et un seul u solution du probléme suivant :

u € Hy (),

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vu(z)dx = / f(z,u(z), Vu(z))v(x)dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

(3.33)

[On pourra construire une application de H{ () dans H{ () et utiliser le théoréme de Schauder.]

Corrigé —

On suit la méme démarche que pour I'exercice 2] (les modifications sont mineures). On construit un opérateur, noté T,
de H; () dans H (Q2). On montre que, si R est bien choisi, T envoie la boule de centre 0 et de rayon R dans elle méme.
Enfin, on montre la continuité et la compacité de 'T" et on conclut alors par le théoreme de Schauder.

Construction de 7’

Soitw € Hy (). En choisissant un représentant de la classe de fonctions i, la fonction x — a(x, u(x)) est borélienne et
ne change que sur un ensemble de mesure nulle si on change le représentant de 1, ceci est dii au fait que a est une fonction
de Carathéodory (ce qui est la premiére hypothése sur a). Avec la seconde hypothése sur a, on a donc a(-,u) € L (Q)
eta <a(,u) < pBpp.
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De méme, en choisissant des représentants de u et V', la fonction © — f(x, u(x), V) est borélienne et ne change que
sur un ensemble de mesure nulle si on change les représentants de u et Vu, ceci est aussi dii au fait que f est une fonction
de Carathéodory (ce qui est la premiére hypothese sur f). Avec la seconde hypothése sur f, on a

[f(a, Va)| < Od +[al’ + |[Val’) pp.
et donc f(-, @, Vi) € L*(Q) car d,, |Vi| € L*(Q) et § < 1.
On peut maintenant appliquer le théoréeme 2.0} il donne ’existence et I'unicité de u solution de
1
AS HO (Q)v

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z)dr = / f(x,a(x), Va(x))v(z)dz, pourtoutv € Hy(S). (3.3
Q Q

On pose v = T(@). On a ainsi construit une application T de Hg () dans H} (). Pour conclure, il suffit maintenant
de montrer que T' admet un point fixe.

Estimations sur 7'
Soitw € H(Q) et u = T(T). En prenant v = u dans (3:33), on obtient
allullfa ) < ClldllL2 o) + 1220y + CLlIVE | L2(0))[ull L2 (0) -
Avec Cq donnée par ’inégalité de Poincaré, on en déduit
C&QHUH%@ < C(lldll 2y + a2y + 11Vl [[220))- (3.35)

Mais comme dans l’exercice@ on a (en utilisant l'inégalité de Holder)
_ 1592 _2\8 -5 _ 152 _12\8 |~ 1-5
e < ([ @100 et IVl e < ([ (Va2)7 120",

On en déduit (avec I'inégalité de Poincaré) Iexistence de C ne dépendant que de Q) et § t.q.

s S 5 A1 110
a2y < Clllmy o) et lIVal’llrz @) < Cllilla q)-
Avec B27), on obtient existence de C2 ne dépend que o, Q et C' t.q.
-
iz < Ca (14 Nl oy ) - (3:36)
Pour conclure cette étape, on remarque qu'’il existe R € R% t.q. R > C2(1 + R®) (car § < 1) et donc
_ 5

HuHH(l)(Q) <R= ||UHH(}(Q) <C:(1+R°) <R
Ce qui montre que T" envoie Br dans Br ot Br est la boule (fermée) de centre O et de rayon R.
Continuité de T’

Soit (Tn)nen une suite de Hy(Q) et w € H(Q). On suppose que T, — @ dans H(Q) (quand n — +o0). On
pose u, = T(W,) et u = T(W). On veut montrer que u, — u dans H}(Q) quand n — 4-oco. On pose aussi g, =
f('rﬂ”a Vﬁ’ﬂ)’ 9= f('aﬂv Vﬂ)’ An - a('vﬂn) etA - (l(', 1_1’)

On commence par remarquer que gn,, — g dans LZ(Q) (quand n — +00). La démonstration est ici identique a celle de
fn — [ dans l’exercice la seule modification est dans la domination de gy, qui ici est |gn| < C(d + |G|° + |H|°)
p.p. (aulieu de | f,| < Ci(1 4 |G|° + |H|®) p.p. dans | ’exercice.

On montre maintenant que u, — wu faiblement dans Hg (). On suit encore le méme raisonnement que dans I’exercice
L’inégalité [B30) donne que la suite (uy)new est bornée dans HE (). Si un, + u faiblement dans H (), il existe
e >0, € H Q) et une sous suite, encore noté (un)nen, L.q.

[{(¢, un — w) -1(a),u (9| = € pour toutn € IN. (3.37)
Puis, apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer
Un — w  faiblement dans HE(Q),
Up — U Pp.p..
Soitv € Hg(Q). Comme u, = T (), on a

/ A,Vu, -Vodzr = / gnvdx. (3.38)
Q Q
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Comme A, — A p.p. (puisque a est p.p. continue par rapport a son deuxiéme argument) et |A,| < B p.p., on a, par
convergence dominée, A,V v — AVuv dans LZ(Q)N. En passant a la limite quand n — +o0o dans I’égalité précédente,

on obtient donc
/ AVw - Vodr = / gudzx.
Q Q

Ce qui prouve que w = wu (grdce & l'unicité de la solution de B38)) et donc w, — wu faiblement dans Hj (), en
contradiction avec B37). On a bien ainsi montré que w, — u faiblement dans Hg (Q) quand n — +o00 (sans extraction
de sous-suite).

on veut montrer maintenant que u,, — u dans Hg (Q) (et pas seulement faiblement). En prenant v = u,, dans [338), on

a
/ A, Vu, - Vu, de = / Gnln dz.
Q Q
Comme uy — u dans L*(Q2) et que gy, — g dans L*(Q), on en déduit
lim A, Vu, - Vu, dr = / gudzx.
n—+oo o Q

et donc, comme v = T'(u), B34) donne

lim A,NVu, - Vu, de = / AVu - Vudz. (3.39)
n—-+oo Q Q
On remarque maintenant que
allun, — u||§13(9) < / An(Vup, — Vu) - (Vup, — Vu) de. (3.40)
Q

Comme dans l’exercice@ on utilise le fait que
A, Vu — AVu dans L* (Q
et que Vu,, — Vu faiblement dans L* (). Ceci donne

)N, quand n — +00

lim A, Vu-Vu,dr= lim AVu - Vudx

n——+oo Q n—-+oo Q
et lim / A, Vu-Vudr = lim / AVu - Vudz,
n—-+oo Q n—-+oo Ie)

et donc, avec (3:39),
lim An(Vup — Vu) - (Vup, — Vu)dz = 0.

n——+oo Q
On conclut bien, avec BA0), que w, — u dans Hy(Q). Ce qui prouve la continuité de I'opérateur T' de Hg (Q) dans
Hj ().
Compacité de T’
On suit toujours le raisonnement fait pour | ’exercice Soit (Tin)new une suite bornée de H}(Q). On pose g, =
FCTn, V) et uy = T(Un).
La suite (gn)new est bornée dans L? () et la suite (Un)new est bornée dans H&(Q) et donc relativement compacte
dans L*(Q2). On peut donc supposer, aprés extraction d’une sous suite, qu’il existe g € L*(Q) et ¢ € L*(Q) t.q.

gn — g faiblement dans L*(Q),

- 341
Un, — C p.p. . ( )
En posant b = a(+,(), on adonc b € L>(Q) et a(-,Un) — bp.p..
Comme o < b < B p.p., il existe un et un seul u solution de
u € HE(Q),
(3.42)

bVu - Vodr = / gv dz pour tout v € Hy (Q).
Q Q
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On va montrer que la suite (un)neN converge dans H(g (Q2) vers u, solution de @I} (on travaille ici avec la suite extraite
qui vérifie GZI)).

On sait déja que la suite (un)ne est bornée dans H& (Q) En raisonnant par ’absurde, il est alors assez facile de
montrer que w, — u faiblement dans HE(Q). En effet, supposons que (aprés extraction de sous suite) w, — w
faiblement dans Hy (Q). On a alors, pour tout n € N et tout v € Hy (),

/ a(x, tn)Vuy, - Vodr :/ gnvdx.
Q Q

En passant a la limite quand n — +o0 dans cette équation, grdce aux convergences données dans A1), on obtient

/bVw~Vvd:v:/gvdz.
Ja Jo

Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que u, — wu faiblement dans Hg () quand n — 4o00. On a donc aussi
un — u (fortement) dans L*(Q).

Il reste a montrer la convergence (forte) de w, vers w dans Hg (). Pour cela on remarque tout d’abord que
/ a(z, Un)Vun - Vuy, de = / Gnln dz — / gu dx quand n — +0o0.
Q Jo Jo
Comme w est solution de §Z2) on a donc

lim / a(z,Un)Vuy, - Vuy de = / bVu - Vudx.
Q

n—-+oo Q

En utilisant cette convergence et (B.41) on montre alors que

lim a(z, Un)V (un —u) - V(un —u)dz = 0.

n——+oo Q
Comme a|un — /qu(l)(Q) < [oa(@, )V (un — u) - V(un — u) da on conclut bien que u, — u dans Hg(2). (On
notera que la convergence est obtenue seulement pour la suite extraite qui vérifie 3.41).)

On a bien montré la compacité de T

Conclusion

11 suffit ici d’appliquer le théoréme de Schauder. L’ opérateur T est continu et compact de H3 () dans Hg (). Il existe
R > 0t.q. T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de Hé(Q)) dans elle-méme. Le théoréme de Schauder permet
alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans H} (92)) t.q. w = T'(u). La fonction w ainsi trouvée est solution

de ET3).

Exercice 3.4 (Degré d’une application affine)
Soit E un espace de Banach (réel). Pour R > 0, on pose B = {v € E t.q. ||v||g < R}.

1. Soit f une application constante de F dans E. 1l existe donc @ € E t.q. f(v) = a pour tout v € E. Soit
R > 0tq. ||a|]|g # R. Montrer que d(I — f, Bg,0) est bien défini et que d(I — f, Br,a) = 1si R > ||a||g et
d(I — f,Br,a) =0si R < ||a||g.

2. Soit L une application linéaire compact de F dans E. On suppose que 1 n’est pas valeur propre de L. Soit
a € E. On définit f de E dans F en posant f(v) = Lv + a pour tout v € E.

(a) Montrer que 1’équation « — f(u) = 0 a au plus une solution.
(b) Montrer que I’équation © — f(u) = 0 a une unique solution. On note b cette solution. Montrer que d(I —
fyBr,0) #0si R> ||b||getd(I — f,Br,0) =0si R < ||b]| .

Corrigé —
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1. 1l est clair que f est continue et compacte et que w— f(u) = 0 si et seulement si uw = a. Si ||a||g # R, d(I — f, Br,a)
est donc bien défini.

Si R < ||a||g, I"équation v — f(u) = 0 n’a pas de solution dans Br et donc d(I — f, Br,0) = 0.

Si R > ||a||g, on pose h(t,v) = tf(v). La fonction h est continue et compacte de [0,1] X E dans E et I’équation
u = tf(u) n’a pas de solution sur OBr pour t € [0, 1] (car I'unique solution de u = tf(u) est ta). On a donc
d(I — f,Br,0) =d(I — h(1,-), Br,0) = d(I — h(0,-), Br,0) = d(I, Br,0) = 1.

2.(a) Soit uy,uz € Et.q. ur — f(u1) = 0etuz — f(uz) = 0. En posant w = w1 — uz on a donc v — Lu = 0. Comme
1 n’est pas valeur propre de L, on a donc uw = 0. Ce qui prouve bien que v — f(u) = 0 a au plus une solution.

(b) On pose h(t,u) = Lu + ta. La fonction h est continue et compacte de [0,1] X E dans E. Soit R > 0. L’équation
u = h(0,u) n’a pas de solution sur Bg (car 1 n’est pas valeur propre de L).
Si I’équation u = h(t,w) n’a pas de solution pour t €]0,1] sur dBr, on a
d(I — f,Br,0) =d(I — h(1,0), Br,0) = d(I — L, Bg,0) # 0,
d’apres le l/zéoréme@ Il existe donc u € Br t.q. u — f(u) = 0.
D’autre part, si I’équation u = h(t,u) a une solution sur O Bg pour un t dans |0, 1]. On note c cette solution et on
remarque (c/t) — f(c/t) = 0.
Dans tous les cas, on a donc montré qu’il existe uw € E t.q. u — f(u) = 0.

Enfin, il est facile de voir que d(I — f, Br,0) = d(I — L, Bg,0) # 0si R > ||b||g et d(I — f, Br,0) = 0 si
R < bz

Exercice 3.5 (Convection-diffusion, Dirichlet, existence)
Soit © un ouvert borné de R, N = 2 ou 3, p> N, W € LP(Q)", ¢ une fonction lipschitzienne de IR dans IR

tq. ¢(0) =0et f € L%(Q).
On s’intéresse ici au probleme suivant

{ —Au + div(We(u)) = f dans Q, (3.43)

u = 0 sur 0S2.

Le but de cet exercice est de montrer I’existence de solution faible au probleme (3:43). L'unicité (et la positivité si
f > 0 p.p.) de la solution faible est montré dans I’exercice [3.6]

1. Soitu € HE (), montrer que Wp(u) € L?(Q)N. [Utiliser le théoréme d’injection de Sobolev, théoreme ]

Cette premiere question permet de définir la formulation faible du probleme (3.43). Elle consiste a chercher u

solution de (3:44).

u € H} (),

/ Vu(z) - Vo(z)de — / o(u(x))W(zx) - Vo(z)dz = / f(z)v(x)dx pour tout v € HA (). (3.44)
Q Q Q

Pour montrer I’existence d’une solution a (3:44) on va utiliser la méthode du degré topologique en construisant une
application h de [0, 1] x L9(2) dans L(Q2) avec ¢ = 2p/(p — 2) (de sorte que 1/p + 1/g = 1/2). On pose donc
pour la suite ¢ = 2p/(p — 2). Si N = 3, on pose 2* = 6 et si N = 2, on choisit pour 2* un nombre strictement

supérieur a g (de sorte que, pour N = 2 ou 3, H}(Q) s’injecte continiment dans L?" () et compactement dans
LI(Q)).

113



3.3. EXERCICES CHAPTER 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

2. (Construction des opérateurs B et h) Soit 4 € L9. Montrer qu’il existe un unique « solution de

u € Hi(Q),

/ Vu(z) - Vo(z)dz — / p(a(z))W(x) - Vo(x)dx = / f(z)v(z)dx pour tout v € H (). (3.45)
Q Q Q

On note B I’opérateur qui a & dans L?(2) associe u solution de (3.43)). Puis, pour ¢ € [0, 1] et @ € L7(£2), on pose
h(t,u) = B(ta).

3. Montrer que h est continu et compact de [0, 1] x L7(2) dans L9(€2).

4. (Estimations a priori) Soit u € L1(Q2) t.q. w = h(t,u). On a donc

u € H&(Q),

/ Vu(z) - Vo(z)dr — / p(tu(x))W () - Vo(r)de = / F(@)o()dz pour tout v € HA(@). 49
Q Q Q

Pour s € IR, on pose ¢(s) = [ Wdf.

(a) Montrer que ¢(u) € H (). En prenant v = 1(u) dans (3.46), montrer qu’il existe C; ne dépendant que 2,
W, pet ftq.
[ (1 + u)[[ g o) < Ch-

(b) Pour v € L (©), montrer que pour tout A > O on a
q
J @t < ([ 1@ ar) w2 4)'F + anr(o)
Q Q

On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R .

(c) En utilisant (a) et (b), montrer qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de Q, W, p et f t.q. [lul[ 1 (0) < C.
5. (Degré topologique) Montrer I’existence d’une solution a (3.44).

6. On retire dans cette question 1’hypothése ¢(0) = 0 et on se donne un élément 7' de H~1(£2). Montrer qu’il
existe u solution de (3:44) avec [, f(x)v(x)dx remplacé par (T, v) g1 (q), 11 (o)

Corrigé —

1. Le Ihéorémedonne que w € L5(Q) si N = 3 et que w € L" () pour tout v € [1,4o00[ si N = 2. Comme
est lipschitzienne et p(0) = 0, il existe C1 t.q. |p(s)| < Ch|s| pour tout s € R. On a donc aussi p(u) € L°(Q) si
N =3etp(u) € L™ (Q) pour tout r € [1,+o0[si N = 2.

Pour N =3, ona W € L*(Q)? et p(u) € L°(Q), ce qui donne Wp(u) € L*(Q)% car 1/6 +1/3 = 1/2.

Pour N =2, onaW € LP(Q)? et p(u) € L*/P=2(Q), ce qui donne W(u) € L*(Q)? car 1/p+ (p—2)/2p =
1/2.

2. L'applicationv — [, @(i(z))W ()-Vo(z)dz+ [, f(z)v(z)dz est linéaire continue de Hq (Q2) dans IR.. Lexistence
et I'unicité de u solution de B43) est donc une conséquence du rhé()rémem
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3. On montre tout d’abord la continuité de h. Soit (ty, in)new une suite de [0,1] x LY(Q) t.q. t,, — t et @, — @ dans
LY(Q) quand n — +o00. On pose un = h(tn, ) et u = h(t,@). On veut montrer que u, — u dans L*(Q). On
raisonne par I’absurde. Si u,, +» w dans L(2), il existe ¢ > 0 et une sous suite, encore notée (un)nemw, £.q.

ltn — ullLacq)y > € pour tout n € IN. (3.47)
Aprés une éventuelle extraction de sous suite (ce qui ne change pas B&1)), on peut aussi supposer que
Up — Wp.p. et |Un| < H p.p. pour toutn € IN,
avec H € LY(Q). On en déduit (par convergence dominée dans L (§Y) car ¢ est continue et |p(s)| < Ci|s|) que
O(tniin) — @(ti) dans L9(2) et donc p(t,tin)W — o(ta)W dans L*(Q)Y (en remarquant que |HW| € L* (%),
car |[W| e LP(Q) et 1/p+1/q=1/2).

Comme la suite (¢ (tntn)W )new est bornée dans L2(Q)N et que uy, est solution de BA3) avec ty iy, au lieu de G, on
montre (en prenant v = Uy, dans que la suite (un)new est bornée dans Hg (). On peut donc supposer (toujours
apres extraction de sous suite) qu’il existe 7 t.q. un — U faiblement dans Hg (Q2). On a donc aussi (par compacité de
Pinjection de Hy (Q) dans L()) un, — @ dans L(Q). On montre alors que i est solution de B&3) avec tii au lieu
de @ (et donc que i = ). Il suffit pour cela de passer a limite, pour tout v € Hg (Y), dans I’équation suivante

Vun(z) - Vo(z)de — /

., O(tntn(z))W(z) - Vo(z)de = ; f(z)v(z)dx.

Q
Ce passage a limite découle facilement du fait que Vu, — Vi faiblement dans L*(Q)N et p(tniin )W — (ta)W
dans L*(Q)™.

On obtient ainsi que & = B(tw) = u, en contradiction avec B&T) (car w, — @ dans LY(2)). On a ainsi montré que
Un — u dans LY(Q). En fait, un raisonnement semblable par contradiction montrerait méme que u, — u faiblement
dans HE(Q) mais ceci est inutile pour la suite.

On montre maintenant la compacité de h (ce qui est un peu plus facile). On suppose que t est quelconque dans [0, 1]
et que  reste dans un borné de L(Q). On pose w = h(t,w). La fonction u est donc solution de [3.43) avec tt au
lieu de u. Grace |p(s)| < Chl|s|, la fonction o(@) reste dans un borné de L (Q2) et donc (@)W reste dans un borné
de L*(Q)N. En prenant maintenant v = u dans @A) (avec tii au lieu de i), on en déduit que u reste dans un borné
de Hy (). Comme H§ () s’injecte compactement dans L9 (), on en déduit que u reste dans un compact de L?(Q).
Ce qui prouve bien la compacité de h.

Remarque : un moyen probablement un peu plus rapide pour montrer la continuité et la compacité de h est de
remarquer que h est la composée de B, qui est un opérateur continu et compact et L4 () dans L (), avec 'application
(t,u) — tu qui est continue de [0, 1] x L9(2) dans L7 (<2).
4.(a) La fonction v (de R dans R) est de classe C* sur IR et est lipschitzienne (car |1’ (s)| < 1 pour tout s € TR).
Lemmedonne alors que 1(u) € Hg(Q) et Vap(u) = (Vu) /(1 + |u|)?. On remarque aussi |1)(s)| < 1 pour
tout s.

En prenant v = v(u) dans @A) et en utilisant |¢(s)| < Ci|s| et [1b(s)| < 1, on obtient

7|Vu(a:)|2 T 7|tu(a:)| T u(z)|dx 1
/Q 1+ ‘u(x)DQd <G o (1 Tv|u((x))‘|)2 W (2)||Vu(z)|de + || fl| L1 (o)
<G /Q |W($)|mdfﬂ + £l L1 cey-

2
En utilisant ab < 2(171 + 201> pour a,b € IR, on obtient

1 [Vu(z)|? 2 2
S L g <o .
2 /Q 1+ ‘u(m)DzdI <207 [[IW 1220y + 1fll21 (o

On remarque maintenant que (toujours par le lemme In(1+ |u|) € H} (Q) et I’inégalité précédente donne
2 2 2
(1 + |u) I @) < 2QCTIWIIZ2 ) + I1fllL1(2)-

Ce qui donne la majoration désirée avec C} = 2(2CT|||W| HQLQ(Q) + 1L )
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(b) Ona
/|v(x)|qdm:/ |v(x)|qdm+/ |"u(x)|qu§/ [v(z)|?dz + ATAN(2).
Q {lv]>A} {lo]<A} {Jo]>A}

Puis, I’inégalité de Holder (avec 2* /q et son conjugué) donne

[L
/{‘ ol v@)l'de = [ o@)" 1o < ([ 0@ de) An({io] > A"

Ce qui donne bien l’inégalité désirée.
(c) On prend v = u dans [B48), on obtient, avec I'inégalité de Hélder,
2
lullzy @) < Crllulla@lIWIllr@ lull gy @) + 1fll2Callull 1 ) (3.48)
on Cq ne dépend que <) et est donné par ’inégalité de Poincaré.
On commence par utiliser 'inégalité donnée dans 4(b) (élevée a la puissance 1/q). Pour tout A > O ona
1 1 1
lull aey < 2lull g2 v ({Jul > A}) 727 + 240N (Q)7.
Comme 'injection de H3(S2) dans L*" (Q) est continue, il existe Co, ne dépendant que de Q t.q. ||ul| 2+ @ <
Ca Hu||Hé(Q). On a donc
11 1
l[ullzace) < 2Callull gz ) An ({lu] = A})a7 424NN ()5
On utilise maintenant 4(a) (et l'inégalité de Poincaré). Pour tout A > 0 on a
1
In(1+ A)An({lu| = A})2 < [[In(1 + [u])][r2() < CollIn(1 + |[u])] g1 @) < CaCl.
Comme lima— 4o In(1 4+ A) = 400, il existe donc A ne dépendant (comme C|, noter aussi que p et q sont donnés

par W) que de Q, W, pet f tq.

11 1
ul > AV e 2 < .
vl = AN < W Ty

Avec ce choix de A, @) donne
1 1
ez ) < 5llullig @ + CACHIWIlle@ AN ()7 + 11l 222y Co) [l my -
On en déduit 1
lullzzg ) < 2CACH[Wl[Le@An (@)« + ([ fllz2(@) Co)-
Ce qui est une estimation sur Hu”Hé(ﬂ) ne dépendant que Q, W, @ et f.

5. Comme H§(Q) s’injecte continument dans L (), la question 4(c) R > 0 t.q.
te€[0,1], u € LYQ), u=h(t,u) = ||ul|La@) < R.
La question 3 donne la continuité et la compacité de h de [0,1] x L9(Q) dans L(2). On peut donc appliquer
Iinvariance par homotopie du degré topologique sur la boule (ouverte) de L*(S2) de centre O et de rayon R avec
comme point cible 0. On obtient
d(I — h(1,-), Br,0) = d(I — h(0,-), Bg,0).

L’application @ — h(0, @) est constante (h(0, Q) est, pour tout @, la solution faible de —Au = f dans 2 avec uw = 0
sur OR2). La solution de v = h(0,v) est unique et appartient & Br. Ceci suffit pour dire que d(I — h(0,-), Br,0) # 0
(on peut ramener la constante a O par homotopie en remarquant, par exemple, que d(I — th(0, ), Br,0) ne dépend
pas de t € [0, 1], voir I'exercice[34).

6. On commence par remplacer [, f(x)v(x)dx par (T, v) -1 (o), ml(q) dans B44). La démonstration est alors trés
semblable a la précédente. Les seuls points demandant une petite modification sont dans les questions 4(a) et 4(c).
Dans la question 4(a), On a majoré [, | f(u)|dx par || f| r1(q). Il faut maintenant majorer

KT, w((u»H*l(Q),Hé(Q) |
Cette majoration se fait en remarquant que

[Vl

KT, () =10y, 12 )| < 1T a-1 @) 1Y (@)l 3 ) < 17 HH*l(Q)Hi(l )2 L2 <
[Vl [Vul

< ||1 < 4|1 + - .

|| ||H 1(Q)H1 | |||L2(Q H HH 1(Q) ||1 | |HL2(Q)
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Dans la question 4(c), on a majoré [, | fuldx par Cal| f||r2(a)|lul H1(Q) Il faut maintenant majorer

(T w) =1 (), 13 (o |-
Ce qui est facile car
(T, u>H*1(£2),H(')(SZ)| < HTHH*l(SZ)HU’HH(HSZ)'

11 reste maintenant a retirer I’hypothese p(0) = 0. Ceci est assez facile car il suffit de se ramener au cas précédent en
remplagant @ par ¢ — p(0) et en ajoutant au second membre de G4 — [, p(0)W (x)- Vv(z)dx. On se rameéne bien
au cas précédent car I'application v — [, o(0)W (z)-Vu(z)dx est bien un élément de H Q) (carW € L (Q)N).

Exercice 3.6 (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité)
On reprend ici les mémes hypotheses que dans I’exercice[3.3] c¢’est-a-dire :
Soit  un ouvert borné de R, N = 2 ou 3, p> N, W € LP(Q)", ¢ une fonction lipschitzienne de IR dans IR

t.q. ¢(0) =0et f € L*(Q).
L’exercice[3.5]a montré qu’il existait u solution faible de (3.43), c¢’est-a-dire u solution de

u € Hy(9),

/ Vu(z) - Vo(z)dz — / e(u(z))W(z) - Vo(z)dr = / f(z)v(x)dx pour tout v € Hj (). (3.49)
Q Q Q
L objectif de cet exercice est de montrer I’unicité de la solution de (3.49) et de montrer que u > 0 p.p. si f > 0

p-p..
1. Montrer Iunicité de la solution de (3.49).

2. On retire dans cette question (et seulement dans cette question) 1’hypothése ¢(0) = 0 et on se donne un élément
T de H~'(©). Montrer que le probleme (3.44) avec [, f(z)v(x)da remplacé par (T, v) g1 (q),mi () @ une
unique solution (Iexistence a été montrée dans 1’exercice [3.3)).

3. On suppose f < 0 p.p.. Soit u la solution de (3:49). Montrer que u < 0 p.p.. [Pour n € IN*, on pourra prendre
v = Sp(u) dans (3:49) avec S,, € C(IR,IR) définie par S, (s) = max(0, min(s,1/n)) et faire tendre n vers
+00.]

Corrigé —
1. La démonstration d’unicité faite pour le thé{)réme@n ‘a pas utilisée complétement les hypothéses sur G (qui étaient
~ 7 . e .. > N . . !
G € CHQ,RY) et divG = 0). Elle a utilisé seulement le fait que G € L*(Q)" . Ici nous avons W € LP(Q)N.
. . v p N . . o PN .
Comme p > N, ceci donne bien W € L* (Q) et la démonstration faite pour le theoremeesr donc aussi valable
ici. Nous la rappelons rapidement.

Soient uy et uz deux solutions de 349). On a donc :

/ Vui - Vodx — / p(u)W - Vodr = / fudz, (3.50)
Q Q Ja
et
/ Vus - Vo dx — / p(u2)W - Vo dz = / fvdz. (3.51)
Ja Ja Ja

Pour n € IN* on définit T, € C(IR,R) par T),(s) = max(—1/n,min(s,1/n)). Le lemme (ou plutor sa
généralisation, voir la remarque donne Ty, (u1 — ug) € H&(Q) et VT, (u1 — u2) = V(ur — u2)la, avec
Ap ={0 < |ur —uz| < 1/n}.
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On prend v = T, (u1 — u2) dans et 331), on obtient
/ V(ur —uz) - VI, (ur — uz) do = /(cp(ul) — o(u))W - V(T (u1 — u2)) da.
Avec C1 t.q. |Ap(sﬂl) — @(s2)| < Ci|s1 — s2| pour tout si s2 € IR, ceci donne
/A |V (u1 — uz)|® dz < /A Cilur — uz| W[ |V (u1 — ug)| dz.

On alur — uz| < 1/n p.p. dans A,. En appliquant I’inégalité de Cauchy Schwarz dans la derniére intégrale, on

obtient donc :
1/2 1/2
/ |V (u1 —uz)|” dz < G (/ w? dm) (/ IV (u1 — uz)|? dx) .
A n An An

n

On a donc

12 1/2
19T s = )l = ([ 1900 = w)) < Ly avecan = ([ witas)
A

n n

On utilise maintenant ’inégalité de Sobolev et Hélder pour obtenir, avec 1* = % et en désignant par m la mesure
de Lebesgue sur RY,

Cym(Q)/?
T (ur = u2) || ae < (VT (1 = u2)] |21y < m(Q) 2|V T (ur = us)| |2y € — EL ).

On pose By, = {|u1 — u2| > 1/n}, de sorte que

1
*

1 N1 1% N
S (m(Bn)) ¥ < j/ |Tn(ur —u2)|" daz ) < |[[Tn(ur — uz)||p1v-
On a donc
N1 1/2
(m(Bn)) ¥ <Cim(R2) " "an. (3.52)
Pour n € IN*, ona Any1 C Apn. Comme Npen+An = 0, la continuité décroissante de m donne que lim,, |

m(A,) = 0. Comme W € LZ(Q)N on en déduit que limy—, 4 an = 0 et donc, grace a B52), que lim, 4o
m(B,) = 0.

On remarque enfin que By,11 D By, pour tout n € IN*, et Unen Bn = {|u1 — uz| > 0}. Donc limy— oo m(By)
= m{|u1 — uz| > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{|u1 — uz| > 0} = 0 et donc
Ul = u2 p.p..

2. La démonstration est identique a la précédente. II suffit de remplacer, dans G30) et G31), [, f(x)v(x)dz par
(T, v>H—1(Q),H(1)(Q)'

3. La démonstration est voisine de celle de la premiére question. Pour n € IN*, on prend v = Sy, (u) dans B49) avec
S, € C(IR,TR) définie par Sy,(s) = max(0, min(s, 1/n)). Ceci est possible car Sy (v) € Hy(Q). On sait aussi que
VSn(u) = 1, Vuavec E, = {0 < u < 1/n} (voir la remarque[2.23). Comme S,,(u) > 0 p.p. et f < 0 p.p., on
obtient

/ Vu- VS, (u)de — / Pp(u)W - VS, (u) dz < 0. (3.53)
Q Q

On a donc

‘AW&@FMZAVMV&@NwSAﬂWVV&WMx

Il existe Cv > 01.q. |p(s1) — @(s2)| < Cils1 — sa| pour tout s1,s2 € IR, ceci donne, avec I'inégalité de Cauchy
Schwarz dans la derniére intégrale

198 iz < ([ WP az)”

n
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1

On pose m — (fﬁ W (z))? d;L') z

On utilise maintenant 1’'inégalité de Sobolev et Holder pour obtenir, avec 1* = Nf\i] et en désignant par m la mesure
de Lebesgue sur ]RN,
' K . Cim(Q)1/2
Sl < 1192w 1 < m@)2 TS () 2@ < S,

On pose D, = {u > 1/n}, de sorte que

%(,,,(Dn))i\%l = (/

N-—1

(m(D,)) "

On conclut comme a la premiére question. Pour n € IN*, on a En4+1 C E,. Comme Npew+ En = 0, la continuité
N

1
1*

Sy ()| (u-) <

Su(w)ll1+

On a donc

< Cim(Q)Y 2. (3.54)

décroissante de m donne que lim,, oo m(E,) = 0. Comme W € L*(Q)" on en déduit que lim,,_. 1 oo yn = 0 et

donc, grice a m, que lim,, | m(Dn) =0.

On remarque enfin que Dypy1 D Dy, pour tout n € IN*, et Upewn Dy = {u > 0}. Donc limp— 4o m(Dy) =
m{u > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{u > 0} = 0 et donc v < 0 p.p..

Exercice 3.7 (Existence par minimisation)
Soit © un ouvert borné de RV (N > 1), a une fonction de 2 dans IR et f une fonction de €2 x IR dans IR, vérifiant

* a€ L™(Q).

* Dlexiste a € R% t.q. o < a p.p..

* f est mesurable par rapport a € €, pour tout s € IR, et continue par rapporta s € IR, p.p. en x € Q.

s Tlexisted € L2(Q),C € Retd € [0,1[t.q. |f(-,s)] < C|s|]® + d p.p., pour tout s € IR.
Pour tout s € R et p.p. en x € , on pose F(z,s) = [ f(x,t)dt.
1. Soit u € Hg (). Montrer que F(-,u) € L1(9).

Pour u € Hj (), on pose E(u) = 3 [, a(z)Vu(z) - Vu(z)dz — [, F(z,u(z))dz.
2. Montrer que E(u) — +o0o quand [[u| g1 () — +o0.
3. Montrer qu’il existe u € H} () t.q. E(u) < E(v) pour tout v € H} ().
4. Montrer qu’il existe u solution du probléme suivant :
u € Ho(Q),

/ a(x)Vu(z) - Vu(x)dr = / f(z,u(z))v(x)dz, pour tout v € Hy(Q).
Q Q

(3.55)

Exercice 3.8 (Minimisation avec contrainte)
Soit 2 un ouvert borné de R™ (N > 2) et p €]1, % [. On cherche une solution non nulle au probléme suivant :

— = |u|P~1
{ Ay = |u|P~1u dans , (3.56)

u = 0 sur 0f2.
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1. Pour v € H}(R), on pose E(v) = 1 [, |Vv(z)[?dx et F(v) = [, [v[P™ dz. On pose aussi A = {v € H}(Q),
F(v) = 1}. Montrer qu’il existe u € A t.q. u > 0 p.p. et E(u) < E(v) pour tout vdansA.

2. Montrer qu’il existe u non nulle, u > 0 p.p., solution faible de (3.56).

Exercice 3.9 (Convergence faible et non linéarit¢)

Remarque liminaire : Soit ¢ € C(IR,IR). Lorsque qu’une suite (u, )ne tend faiblement vers u dans un espace
LP et que la suite p(u,) tend faiblement vers f dans un espace LY, il est en général faux que f = ¢(u) p.p.. On
ajoute I’hypothese que [ u,p(u,) converge vers [uf. Si ¢ est croissante, 1'“astuce de Minty” permet alors de
montrer que [ = p(u) p.p.. Si p est strictement croissante, on obtient méme une convergence forte de u,, vers u
(c’est I’“astuce de Leray-Lions”). Cet exercice détaille ces idées dans le cadre p = ¢ = 2 avec une mesure finie.

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini ( ¢’est-a-dire m(X) < +o0). On note L? I’espace L% (X,T,m). Soit
(tn)nen et (vp)new deux suites bornées de L2 et u,v € L% On suppose que les suites (un)nen €t (Vn)neN
convergent faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim upw dm = /uw dmet lim vpw dm = /vw dm pour tout w € L?.
n—-+oo n—-+oo

1. On suppose, dans cette question seulement, que v, = u,, p.p., pour tout n € IN (et donc u = v p.p.). Montrer
que u,, — v dans L? (quand n — +00) si et seulement si f u2dm — f u?dm (quand n — +00).

On suppose pour toute la suite de I'exercice que [ u,v, dm — [wuvdm (quand n — +00) et qu’il existe une
fonction ¢ de IR dans IR t.q.

¢ continue et il existe C' € R t.q. |¢(s) < C + C|s| pour tout s € RR.
* v, = ¢(uy) p-p., pour tout n € IN.

2. Soit w € L2, montrer que, quand n — +00,
/(@(un) —o(w))(up, — w) dm — /(v —o(w))(u —w)dm. (3.57)

3. On suppose que ¢ est croissante.

(a) Soit w € L? ett € IR. Montrer que
/(v — ¢(u+tw))twdm < 0.
[Utiliser (3-37).] En déduire que [(v — ¢(u))w dm = 0.
(b) Montrer que v = ¢(u) p.p..

4. On suppose que ¢ strictement croissante. Pour n € IN, on pose G,, = (¢(un) — p(u))(un — u).

(a) Montrer que G, — 0 dans L! quand n — +oo (utiliser (3.57)).

(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (G, ) e, notée (Gw(n) Jne (avec v strictement croissante de
IN dans IN) t.q. Gy — O p.p.. En déduire que wy(,) — u p.p. (utiliser la croissance stricte de ).
(c) Montrer que u,, — u dans L? pour tout p € [1,2].

Corrigé —
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1. On remarque que
|l —u3 = /uidm—k/qum— 2/unudm. (3.58)

Comme w, — u faiblement dans L?, on a lim,, _, | o Jupudm = [ u?dm. On déduit alors facilement de (B33) que
Un — wdans L? si et seulement si lim,, _ 4 oo J widm = f w?dm.

2. On commence par remarquer que o(w) € L? (grdce aux hypothéses sur o et m(X) < 400). On a alors

/wwn—wwmmn—wra/wwn—ww—¢wmn+ﬂwmmm

Les convergences faibles de uy, et v, vers u et v donnent

lim un(w)dm = /unp(w)dm et lirf /vnwdm: /vwdm.
n—-+0o0o

n——+oo

Enfin on a, par hypothese, lim,,, 4 o f UnpUpdm = f uvdm. On en déduit que bien que

1m1wmm—wmwwn—mmn:/w—ww»w—me

n—+oo

3.(a) On utilise ici m avec w = u + tw. On obtient, quand n — +00,
/((p(un) — o+ ) (un — 1 — ) dm — — /(u — o(u + @) w dm.

Comme o est croissante, on a (¢(un) — p(u + t0)) (un —u—tw) > 0 p.p. et donc [(o(urn) — @(u+tw))(un —
u — tw)dm > 0. On en déduit, quand n — +oo, [(v — p(u + tw))tw dm < 0.

En prenant t = % (m € IN*), on a donc f(v —p(u+ %))u’] < 0. En appliquant le théoreme de convergence
dominée (remarquer que |(v — p(u + 2))w| < F p.p. avec F = (Jv| + C + Clu| + C|w|)|w| € L"), on obtient,
quand m — oo,

/(v — ¢(u))wdm < 0.

De méme, en prenant t = — =, on montre [ (v — @(u))wdm > 0. On a donc [ (v — p(u))wdm = 0.

(b) On choisit w = 14 — 1ae, avec A = {v — p(u) > 0}. La question précédente donne alors [ |[v — ¢(u)|dm = 0
et donc v = @(u) p.p..

4.(a) En prenant w = u dans B37), on obtient limy— 400 [ Gndm = 0. Comme ¢ est croissante, on a Gr, > 0 p.p.,
pour tout n € IN et donc ||Gr|1 = f G'ndm. On en déduit bien que G, — 0 dans L.
(b) Comme G, — 0 dans L", il existe une sous suite de la suite (Gn)nen, notée (Gyn))nen (avec 1) strictement
croissante de IN dans IN) t.q. Gy(ny — 0 p.p. (c’est la réciproque partielle du théoréme de convergence dominée).
Il existe donc AdansT t.q. m(A) = 0 et Gy(n)(x) = 0 (quand n — +o00) si xdansA°.

Soit xdansA°. On pose a = u(s). Pour s € R, on pose f(s) = (p(s) — ¢(a))|s — a|l. Comme  est strictement
croissante continue, la fonction f est aussi strictement croissante continue. Elle admet donc une fonction réciproque,
notée g, qui est continue. Comme |f(wyn) ()] = Gym)(x) = 0, on a f(uym)(z)) — 0 et donc wy)(x) =
9(f(uymny(x))) = g(0) = a. Onadonc limy s 4 oo Uy(n)(x) = w(x) pour tout xdansA®. Ce qui prouve bien que
Ugp(n) — U P-P..

(c) On montre que w, — w dans L” pour tout p € [1,2[ en raisonnant pas I’absurde. On suppose qu’il existe p € [1,2[
t.q. (un)nem ne converge par vers u dans LP. Il existe alors € > 0 et une sous suite de la suite (un)nem qui reste
en dehors de la boule (de L?) de centre wu et de rayon €. Par le raisonnement de la question précédente, de cette sous
suite, un peut extraire une sous suite, notée (Un)m(n) qui converge p.p. vers u. Comme la suite (un)nen\r est bornée
dans L?, on peut alors montrer que cette sous suite converge dans L¥ vers u (c’est une conséquence du théoréme de
Vitali). En contradiction avec le fait que cette sous suite reste en dehors de la boule (de L) de centre u et de rayon
€. On a ainsi montré que u,, — u dans L” pour tout p € [1,2].

Exercice 3.10 (Opérateur de Leray-Lions)
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Soit © un ouvert borné de IRV (N > 1), a une fonction de €2 x IR x RY dans RY et p €]1, 00| vérifiant (avec
P =p/(p-1):

* a est mesurable par rapport 2 € €2, pour tout s, & € IR x IR”, et continue par rapport a (s,£) € R x R,
pp.-enz € Q.

* (Coercivité) Il existe @ € IR’ t.q. a(z,5,&) - € > alé|” pour tout (s,€) € R x RY etp.p. enz € Q.

« (Croissance) Il existe d € L” (Q) et C € R tq. |a(-s,8)| < C(d + |s|P~" + |¢[P~1) p.p., pour tout
s, e R xRV,

+ (Monotonie) (a(z,s,&) — a(z,s,n) - (€ —n) > 0 pour tout (s,&,7) € R x RY x RY, £ # 7, et p.p. en
x €.

Soit f € W—1#' (€2). Montrer qu’il existe « solution du probleéme suivant :

u € WyP(Q),

/ a(z,u(z), Vu()) - Vo()dz = (f,v)y 1. ) w1 ) PoUr tout v € WyP (). (3.59)
Q o

[Reprendre la démonstration du cours.]
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Chapter 4

Problemes paraboliques

4.1 Apercu des méthodes

Equation de la chaleur dans IR", solutions classiques

Soit N > 1letug e C (IRN ,IR). On s’intéresse ici a chercher des solutions classiques au probléme suivant

oz, t) — Au(z,t) =0,z e RV, t € R%,

u(z,0) = uo(x), z € RY, 4.1

ol Oyu désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps ¢, et Au désigne le laplacien de . :

N
Ay = Z dtu,
i=1

ot O?u désigne la dérivée partielle seconde de u par rapport a la i-me variable d’espace x;. Par “solution
classique”, on entend une fonction u € C?(R™Y x R}, IR)NC(RY x R4, IR) solution de (@.I) au sens classique
de la dérivation et de la condition initiale.

On commence par un petit calcul formel (le terme “formel” signifiant souvent en mathématiques “non nécessairement
justifi€”’). On suppose qu’on peut utiliser pour la condition initiale et pour la solution la transformée de Fourier (en
espace). On retient comme formule pour la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur IR™ la formule

suivante : )
¢ — —iz-£
JO = oy [ i@

Si w est solution de (@.T)), on obtient ainsi (si on est autorisé a utiliser la transformée de Fourier)
Oeul€, 1) + [€7a(¢,t) = 0, pour € € R et > 0, eta(€,0) = o (€), pour & € RY,
ce qui donne
2
a(€,t) = e 1€ g (€), pour € € RN ett > 0.

En choisissant g(t) € L'(R") taq. g/(t\)(f) = ¢ 1€’ on a donc (-, 1) = g/(t\)ﬁo pour tout ¢t > 0 et donc (en
utilisant le fait que la transformée de Fourier transforme la convolution en produit),
(-, ) = (2m)~ % g(t) % uo pour ¢ > 0.
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ou encore N
u(+,t) = (2m)~ 2 g(t) x ug pour t > 0.

Il reste a calculer g(t). Comme g/(t\) € L'(RY) pour t > 0, le théoréme d’inversion de Fourier nous donne

g(t) = g(t)(—-), c’est-a-dire

1

9(0)) = o

/eix'ge*‘E‘Qtdf pour z € RN ett > 0.

Le changement de variable ¢ = 1/+/2t donne alors

1 1 iz _Inl?
g(t)(z) = ¥ (2t)g/e e h dn pour z € RN ett > 0.
Finalement, on obtient
1 |z |21 1 =2 N
g(t)(x) = e vl 2 = e 4 pourx € IR" ett >0,
06 = Gz G o
Ce qui donne
1 z—y|?
u(z,t) = Mm‘)g’/e it uo(y)dy pour z € RV ett > 0. 4.2)

Il est maintenant possible de donner des conditions sur uo pour lesquelles (@.2)) donne une solution classique de
(@1). Voici deux exemples de conditions suffisantes pour lesquelles la fonction u donnée par (@.2) est une solution

classique de (@) :

Exemple 1 :
ug € (LY(R™N) + L*(RY)) nC(R"Y,R).
Exemple 2 :
uo € C(IRY,IR) etil existe 3IC € R et p € IN t.q. |ug(x)| < C(1 + |z|P) pour tout z € RY. (4.3)

On a ainsi obtenu des résultats d’existence d’une solution classique pour (@.I)). A-t-on alors unicité de la solution ?
On n’a pas de résultat d’unicité si on ne met des hypotheses que sur ug. Plus précisément, on peut construire une
solution classique non nulle de (#.1) avec uo = 0. Il n’y a donc jamais unicité de la solution classique de (4.1]). Par
contre, si on rajoute une hypotheése convenable de croissance sur la solution, on a un résultat d’unicité.

Théoréme 4.1 Sous I’hypothése [@3)), il existe une et une seule fonction u vérifiant :
1. w est solution classique de (&.T).
2. VT >0,3Cr € R, Pr € N t.q. |u(z,t)| < Cp(1 + |z|F7), Vo e RY, vt € [0, T].

Comme nous I’avons déja dit, sans la deuxieme condition sur v donnée dans le théoreme4.1] il n’y a pas unicité
de la solution puisque 1’on peut trouver v € C*(IR™ x [0, +oc), u # 0 et t.q.

du — Au =0 dans RY x R,
u(x,0) =0 VzecRN.
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Un exemple est donné dans le livre de Smollefl] La démonstration de I'unicité dans le théoreme peut se

N

faire en utilisant la transformée Fourier dans I’espace S’ (ot S’ est le dual de I’ensemble S des fonctions C*> a
décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées, muni de sa topologie naturelle). Pour cela, on remarque que,
sous I’hypothese de croissance donnée dans le théoréme onau € §’. Notons que ce raisonnement par analyse
de Fourier est limité 2 IR” et essentiellement au cas du laplacien.

Solutions presque classiques, équation de diffusion, () ouvert borné

Soit £ un ouvert borné de IR" . Pour uo donné, on s’intéresse maintenant au probleme

Ou—Au=0 dans QxIRZ,
u(z,t) = 0pourx € N ett > 0, 4.4)
u(z,0) = ug(z) pour z € Q.

Pour cela on définit un opérateur A d’une partie de L?(2), notée D(A), dans L?({2) en posant
D(A) = {u € Hj(Q); Au € L*(Q)}

et, pour v € D(A), Au = —Au. Dans la définition de D(A), Au est une dérivée faible de u. Le fait que
u € D(A) signifie donc simplement que u € Hj(Q) et qu'il existe f € L*(Q) t.q. [, Vu - Vode = [, fodx
pour tout v € C2°(£2) (ou, de maniére équivalente, pour tout v € H} (12)).

On suppose maintenant que ug € L?(£2) et va chercher une solution de (#-4) au sens suivant :

u € C1(]0, +o0[, L*(2)) N C([0, +00], L*(2)),
u(t) € D(A) et/ (t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢t > 0, 4.5)

On rappelle (voir le chapitre [2) qu’il existe une base hilbertienne de L?(€2) (c’est & dire une famille orthonormale
dense dans L?((2)), notée (e, )nen+, formée de fonctions propres de I’opérateur .A. Pour tout n € IN*, la fonction
e, est une solution faible de
—Ae, = \pe, dans Q,
{ e, = 0 sur 092.

avec A, > 0 et \,, T +oo lorsque n — +o0. Pour tout n € IN*, on a donc e,, € D(A) et Ae,, = \pep.
Soit ug € L*(2). En notant (u|v)z le produit scalaire de u et v dans L*({2), on a

—+oo

Up = Z(Uo|€n)2€n

n=1

(cette série étant convergente dans L?(£2)).
+o00o

On a aussi Z(u0|en)§ = |lugl|3 < 4o0.
n=1

On pose, pour ¢t > 0,

+o00o
u(t) = Z e M (uplen)aen,
n=1

17. Smoller, Shock waves and reaction-diffusion equations. Second edition. Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental
Principles of Mathematical Sciences], 258. Springer-Verlag, New York, 1994. xxiv+632 pp. ISBN: 0-387-94259-9
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qui est une série convergente dans L?(€). On a donc ainsi u(t) € L*(IR™) pour tout t > 0 et on a méme (comme
la suite (A, )nen+ est bornée inférieurement par \; avec A\; > 0) u € C([0,+o0[, L*()) et u(0) = uo p.p..
D’autre part, comme A, T 400 quand n — 400, il est facile de montrer que la fonction w est dérivable de |0, +-o00[
dans L?(Q) et que la dérivée de u est obtenue est dérivant la série terme a terme (ceci est une conséquence du
fait que la série dérivée terme a terme est, sur |0, +oo|, localement uniformément convergente dans L?(Q2)). On a
donc, pour tout ¢ > 0,

+00
u(t) = % = ;(—An)e**nt(uo|en)gen.
(La série écrite dans le terme de droite est convergente dans L?((2)).
On rappelle que (selon le chapitre [2) u(t) € D(.A) pour tout ¢ > 0 car la série f Ane M (uglen )aen est
convergente dans L2(€2). Le chapitre[2|donne aussi, pour tout ¢ > 0, =

+oo
Au(t) =D Ane ™ (uglen)aen.
n=1

On a donc u € C*(]0, +oo[, L?(Q)) et u/(t) + A(u(t)) = 0 p.p. pour tout t €]0, +o0[. On a ainsi trouvé une
solution au probleme (@.3).

On veut montrer maintenant que cette solution est unique. Pour cela, nous allons montrer que si u est solution du
probléme avec donnée initiale nulle, c¢’est-a-dire

u € C(]0, +oo[, L*(Q)) N C(]0, +-o00[, L*(2)),
u(t) € D(A) et (t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢ > 0,
u(0) = 0 p.p.,

alors u reste nulle pour tout temps, c¢’est-a-dire u(t) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.
Soit ¢ > 0. Comme «’(t) + Au(t) = 0 p.p., en prenant le produit scalaire avec u(t) € L?(f2), on obtient
(' (t)|u(t))y + (Au(t)|u(t), = 0. Comme (Au(t)|u(t)), = [, |Vu(t)|*dz, on a donc

(' (B)|u(t))y = — ; |Vu(t)]*dz < 0.

Soit ¢ I'application définie par t — ¢ (t) = |lu(t)||, (- L'application ¢ est continue sur IR, dérivable sur
R” et o' (t) = 2(u/(t)|u(t))2 pour tout ¢ > 0. On a donc 9’(t) < 0 pour tout ¢ > 0. L’application 7 est donc
décroissante sur IR 1 et, comme 1(0) = 0, on en déduit que 1 (¢) < 0 pour tout ¢ > 0. Donc #(t) = 0 pour tout
t > 0. On a bien finalement u(¢t) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.

Nous avons ainsi montré I’existence et I’unicité de la solution de (@.3). Cette solution est dite “presque classique”
car la dérivation en temps est prise au sens classique (puisque u est de classe C! a valeurs dans L?(£2)), la condition
intiale est prise au sens classique dans L?(€). Par contre le laplacien de u(t) est pris au sens des dérivées faibles.
Il faut un travail supplémentaire (sur la régularité des fonctions e,,) pour montrer que 1I’équation dyu — Aw est
vérifiée au sens classique sur R™ x IR? . Ceci est fait pour N = 1 dans l’exercice

Remarque 4.2 (Généralisation) On peut aussi montrer I’existence et 1’unicité (pour ug € L?(£2)) de la solution

de (4.5) en remplacant, dans la définition de .4, Au par Z?fj:l Dj(a;;D;u), avec a;; € L°(Q), sous une
hypothese de coercivité, ¢’est-a-dire si il existe o > 0 t.q. a|¢[* < 3" a;;& & p.p. dans 2 et pour tout £ € RY.

On peut aussi remplacer u'(t) + Au(t) = 0 par v’ (t) + Au(t) = f(t) si f € C([0,00[, L*(£2)).
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Solutions presque classiques par semi-groupes

Soit E un espace de Banach réel et A : D(A) C E — F un opérateur linéaire. L’ensemble D(.A) est donc le
s.e.v. de F sur lequel A est défini. On dit que A est m-accrétif si A vérifie :

(i) D(A) est dense dans F,
(i) YA > 0, (I + AA) est inversible, d’inverse continue et |[( + AA) || z(g,p) < 1.
On rappelle que L(E, E) désigne I’ensemble des opérateurs linéaires continus de F dans F, et que

T
T\ z(e,5) = sup M, pour tout ' € L(E, E).

u€FE,u#0 ||UHE

Remarque 4.3 (Opérateur maximal monotone) Soit F est un espace de Hilbert réel et A : D(A) C E — E un
opérateur linéaire. L opérateur A est m-accrétif si et seulement si il vérifie :

(Aulu)g >0 Vu € D(A),
(Id + A) surjectif.

Dans ce cas, on dit que A est maximal monotone.

Exemple: Le laplacien Soit Q est un ouvert borné de R, E = L?(Q) et A défini par D(A) = {u €
H}(Q); Au € L2(Q)} et Au = —Ausiu € D(A). L’ opérateur A est alors un opérateur m-accrétif (ou maximal
monotone puisqu’on est dans le cas d’un Hilbert).

Remarque 4.4 (Graphe d’un opérateur m-accrétif) Le graphe d’un opérateur m-accrétif est fermé. En ce sens,
il est maximal, d’ou le “m” dans m-accrétif.

On admettra le théoréme suivant :

Théoréme 4.5 (Hille-Yosida) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-accrétif
et ug € D(A). Alors il existe un unique u : R — E tel que

u € C([0, +oc[, E), (4.6a)
u(t) € D(A),Vt > 0, (4.6b)
u'(t) + A(u(t)) =0 sur R7, (4.6¢)
u(0) = up. (4.6d)

La démonstration de ce théoreme peut s’effectuer par une discrétisation en temps : on considére le probleme
elliptique “#—" + Au,; = 0, qui s’écrit encore u,1; = (I +0tA )" Uy, ol 6t > 0 est le pas de la
discrétisation. On effectue ensuite un passage a la limite 6t — 0.

Définition 4.6 (Semi-groupe) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-
accrétif. Pour ug € D(A) ett > 0, on pose S(t)ug = u(t), oit u est I'unique fonction vérifiant @.6). Alors
Dopérateur S(t) est un opérateur linéaire continu de D(A) C E dans E qui vérifie

S(t+s) = S(t) o S(s) pourt,s > 0;
S(0) = Id
1S@)uollz < uol 2,

On dit que {S(t), t > 0} est un semi-groupe de contraction.
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Soit ¢t > 0. Comme D(A) = E, I’opérateur S(t) se prolonge de maniére unique a tout £ en un opérateur S(t) et

S(t)dansL(E, E).

Définition 4.7 (Solution “mild’) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-

accrétif. Soit ug € E, la fonction u(t) = S(t)ug, définie de maniére unique, s’appelle solution mild du probleme

8tu + Au = 07

{ u(0) = wo.
Dans le cas du laplacien, on peut se demander en quel sens la solution mild satisfait (#.4). On peut montrer que
la solution mild est solution en un sens faible que nous verrons dans la section 4.3} De plus, cette solution mild
est, dans ce cas particulier, I’unique solution faible. Cependant, cette situation n’est pas complétement générale.
La solution mild, obtenue par densité, est toujours unique (dés que ug € E, quelque soit I’espace de Banach E et
I’opérateur m-accrétif A). Pour les problemes issus d’équations aux dérivées partielles, cette solution mild est en
général une solution faible du probléme que 1’on veut résoudre ; toutefois le probleéme de 1’unicité de la solution
faible est beaucoup plus difficile. On peut avoir non unicité de la solution faible quand on prend une “solution
faible” dans un sens qui semble pourtant raisonnable. Il n’y a pas alors d’équivalence entre la notion de solution
mild et de solution faible, car la solution mild est unique et, malheureusement, il n’y a pas unicité de la solution
faible.

Pour essayer d’éclairer cette difficulté, nous nous intéressons, dans le paragraphe qui suit, a un probleme un
peu plus simple. Nous nous intéressons a un probleme elliptique pour lequel nous montrons que la solution
obtenue par densité, a la maniere de la solution mild introduite ci-dessus, est unique alors qu’on n’a pas unicité des
solutions faibles en prenant une définition “naturelle” de solution faible. Ceci montre en particulier que dans le cas
parabolique, il n’y a pas non plus d’équivalence entre solution mild et solution faible (par exemple en considérant
les solutions stationnaires).

Le Laplacien avec donnée L' On considére un ouvert borné €2 de RrY , N > 2, des fonctions a;;, pour ¢, j =
1,..., N, appartenant a L°°((2) et satisfaisant I’hypothése de coercivité habituelle :

Ja>0; Y o4& >alg’pp dansQ, VEe RY.
1,
On note A la fonction a valeurs matricielle donnée par les fonctions a;j, ¢, 7 = 1,..., N. On sait (par le lemme de
Lax-Milgram) que pour tout f € L?(), il existe un unique u solution de

w e (),
1 @.7
AVu.Vvdr = | fv, Yv € Hy(Q).

Q

On considere le méme probléme avec une donnée moins réguliere f € L*(Q).

Etape 1 - Estimation, cas régulier. Pour tout 1 < ¢ < % on montre qu’il existe C;, € IR tel que si u est

(I’'unique) solution de (#.7) avec f € L*(2) alors Hu||W01,q(Q) < CyllfllL1 (- On pose alors T,(f) = u.

Etape 2 - Solution mild Pour tout 1 < ¢ < -, I'application T, de L?({2) dans Wy %(£2) est continue de L?(9)
muni de la norme de L' ((2) dans VVO1 /(1) (muni de sa norme naturelle). On peut donc prolonger 7;; de manitre
unique par densité sur tout LY(9) (car L?(£2) est dense dans L' (£2)). On appelle T', ce prolongement. On remarque

alors que T,, f = T, f pour tout q1,¢2 t.q. 1 < q1 < g2 < % On peut ainsi définir un opérateur (linéaire) T’
de L' dans Mi<ge W, 9(Q) par T(f) = T, (f) pour tout 1 < ¢ < .

128



4.1. APERCU DES METHODES CHAPTER 4. PARABOLIQUE

Définition 4.8 (Solution mild pour un probléme elliptique & donnée L) Sous les hypothéses précédentes sur
Qet A, soit f € L (Q). La fonction T f est la solution mild de

(4.8)

—div(AVu) = f dans Q,
u = 0 sur 0N2.

Etape 3 - Quel sens donner a la solution mild ? Il est naturel de se demander quel rapport il y a entre la solution
mild v = T'f et une solution faible du probleme de Dirichlet homogene. Il est assez facile de montrer que u est
solution faible dans le sens (naturel) suivant :

we [ W),

1<q< 75

/AVU.Vvdx:/fvdx Yo € U Wy (Q).
Q Q

r>N

(4.9)

Remarque : un résultat analogue d’existence de solution mild et donc d’existence de solution faible est encore
vrai si f est une mesure sur 2 (dans (#.9), on remplace alors fvdz par vdf). Pour montrer ce résultat, on utilise la
densité de L?(2) dans I’ensemble des mesures sur € au sens de la convergence faible-x dans C'/(2)’(car I’ensemble
des mesures sur € peut étre vu comme une partie du dual de C'(Q)). Il faut aussi utiliser le fait que les éléments de
W," (2) sont des fonctions continues pour 7 > N.

Etape 4 - Unicité mild, non unicité faible La solution mild est unique. La solution de (#.9) est-elle unique ? pas
toujours. .. . Montrons d’abord que si N = 2, la solution faible est unique. Ceci se montre par régularité sur le
probléme dual, qui entraine I’unicité sur le probléme primal. Soit u solution de

we [ W),
1<q<2

/AVu Vodz=0 Yoe | )Wy (9Q).

r>2

(4.10)

On veut montrer que v = 0. On ne peut pas prendre comme fonction test v = u dans @.9) ou (@.10) , en raison du
manque de régularité de u. Pour contourner ce probleme, on va raisonner en utilisant la régularité des solutions du
probléme dual. On remarque d’abord que u est solution de (4.10) et que (4.10) peut se re-écrire ainsi :

u € m Wy,
tsa<2 (4.11)
/Atw Vudz =0, Yve | )Wy (Q).
r>2
Or on sait (par le lemme de Lax-Milgram) que si g € L?(€) il existe un unique v solution de
v € Hy(Q),
4.12)

/Ath-dex:/gwdx, Yw € Hy (Q).

(@E12) est le probleme dual de @.7).)

On aimerait pouvoir prendre w = u dans @12), car on aurait alors, grace a @I1), [, gu dz = 0 pour tout
g € L?(f2), ce qui permettrait de conclure que u = 0. Mais pour I’instant, on ne peut pas car v et v ne sont pas
dans les bons espaces. L’astuce consiste & considérer un second membre g plus régulier dans {.12)) et d’utiliser le
résultat de régularité dii a Meyers suivant.
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Théoreme 4.9 (Meyers) 1l existe p* > 2, ne dépendant que de A et ), t.q. si g € L*°(Q) et v solution de @.12)
alors v € Wy ().

Soit donc g € L™ () et v solution de @I12). On a alors v € Wy "() grice au théoréme de Meyers. On note
(p*)’ I'exposant conjugué de p*, de sorte que (p*)' = pf’—il < 2. Par densité de C'2°(f2) dans Wol’(p*) (), on
déduit de @.12) que

/Ath -Vwdx = /gw dx, Yw € Wol’(p*)/(Q). (4.13)

Or, comme (p*)" = F :1 < 2, toute solution u solution de @IT) appartient a W, ")’ (). On peut donc prendre

w = u dans @13). Mais comme v € Wol’p* (Q) avec p* > 2, on a également, par @I1)), [, A'Vv - Vu dz = 0.
On a donc fQ gu dz = 0, pour tout g € L>°(£2). On en déduit que u = 0 en prenant successivement g = 11,0}
puis g = lg,<o0}-

Pour N = 3, le théoréeme de régularité de Meyers est encore vrai, la démonstration d’unicité est donc encore juste
si A est telle que p* > N = 3 (afin de pouvoir prendre v comme fonction test dans (£.9)). Mais il existe des
fonctions matricielle A = (a;;); j=1,~5 (& coefficients dans L>°(2) et coercive) pour lesquelles p* < 3. L'unicité
n’est plus assuré et on peut effectivement construire des cas pour lesquels la solution de (@.9) n’est pas unique (voir
I’article de Prignet sus-mentionné).

Etape 5 Que peut-on rajouter a solution faible pour avoir I'unicité ? Pour f € L'(£2), on montre qu’il existe
une et une solution a une nouvelle formulation, due a Ph. Bénilan[7]]. Cette nouvelle formulation (aussi appelée
formulation entropique), est la suivante :

ue Wyl(Q), pourtout1 < g < 35, Ti(u) € HY(Q), V& > 0,

(4.14)
/ AVu - VTi(u — @) dz = /ka(u —p)dzx Ve e C(Q), Vk > 0.
Q

ol T}, est la fonction troncature, définie par : Ty(s) = max(min(k,s),—k). Larticle de Ph. Bénilan ef al.
démontre qu’il existe une unique solution au probleme (@.14) (qui est donc la solution mild de (4.8)). Ph. Bénilan
conjecturait que le fait d’ajouter la condition T (u) € Hg () (pour tout k > 0) a la formulation (#.9) devait suffire
a assurer I'unicité. De fait, dans les articles de Serrin et Prignet [8 9], le contre exemple consiste a constuire une
solution non nulle de avec f = 0. Mais cette solution ne vérifie pas Ty (u) € HE () pour k > 0. Toutefois,
la conjecture de Bénilan reste une conjecture. . .

Une autre question ouverte consiste & trouver une formulation semblable a (@.14) donnant 1"unicité lorsque f est
une mesure sur 2.

Remarque 4.10 (Limitation de la méthode semi-groupe) Une difficulté importante de cette méthode par semi-
groupe est sa généralisation au cas out A dépend de ¢.

Méthode de Faedo-Galerkin (discrétisation en espace)

Soit 2 un ouvert borné de R , T > 0, ug une fonction de € dans IR et f une fonction de 2x]0, T dans IR. On
considere le probleme
Oyu — Au = f dans Qx]0,T7,
u = 0 sur 90x]0, T, (4.15)
u(.,0) = ug

Pour ug € L?(f2) et f dans un espace convenablement choisi, on va chercher v € L?(]0,T[, H}(2)) solution
faible de ce probleme.
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Comme H{ (€2) est séparable, il existe une suite (E,,) e d’espaces inclus dans H}(€2), de dimension finie, par
exemple dim F,, = n, ettelsque E,, C E, 4 et

Soit {e; ...e,} une base de E,,. On cherche u,,(t) = Z a;(t)e; t.q.
i=1

Z/ ai(t)e; ep dz + Z/ a;(t)Ve; Vey de = / f(t)ex dz, pourtoutk = {1...n}ett >0,
i=1 7% =17/ Q

n

et les ;(0) sont choisis pour que u,,(0) = Y, ;(0)e; — up dans L?(2) quand n — +o00. Ceci donne, pour
tout n € IN*, un systeme de n équations différentielles avec condition initiale pour lequel on montre I’existence
d’une solution. On cherche alors des estimations sur la solution w,, qui permettent de passer a la limite quand
n — +oo. Cette technique, qu’on va développer plus loin, permet de montrer que pour f € L2(]0,T[, H™!) la
limite u« des u,, satisfait :

u € L*(]0,T[, Hy (Q)), 0u € L*(]0,T], H_I(Q)),ug C([0,T), L*(€)), u(0) = ug p.p.,

T
/(&u,v)Hfl’Hé dt+/1< Vu - Vo d:r) dt:/(f,wal,Hé dt, Vv € L*(]0, T[, H} (Q)). (4.16)
0 0 Q 0

Discrétisation en espace et en temps

On discrétise le probleme par un schéma numérique, par exemple par éléments finis P1 en espace et par un
schéma d’Euler implicite en temps. On obtient une solution approchée notée u,,. On obtient alors des estimations
sur u,,. On passe ensuite a la limite lorsque n — +oo.

Pour f € L2(0,7T,L?(f2)), on obtient ainsi pour le probleme de la chaleur @15) que la limite u du schéma
numérique satisfait :

w € L*(]0,T[, H} (),

/ / wpy dor dt + / / Vu -V drdt — / o(@)p(z,0) do (4.17)

/fgodmdt Yo € C3°([0, T[x)).
0 Q

On montrera plus loin que les problemes (#.16) et @.17) sont équivalents. Ceci est donné dans le lemme suivant.

Lemme 4.11 Soit  un ouvert borné de RN, T > 0, ug € L*(Q) et f € L?(0,T, L*(Q)). Alors, la fonction u
est solution de (A.10)) si et seulement si u est solution de [@.17).

Existence par degré topologique

Dans le cas de problemes non linéaires, plutot que d’approcher ou de discrétiser, on peut se ramener a un probleme
linéaire et appliquer un argument de type degré topologique, en utilisant les résultats connus dans le cas linéaire.
C’est ce qu’on fera par exemple sur le probleme (voir le probleme (@.33))

Opu + div(v(t, x) f(u)) — Au = 0 dans 2x]0,T7,
u = 0 sur 902 x]0, T,
u(+,0) = up.
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4.2 Intégration de fonctions a valeurs vectorielles

On a utilisé dans les formulations faible de la section {.1| les espaces L?(]0,T'[, L3(€2)), L?(]0,T[, Hi()) et
L2(]0,T[, H~1(Q)). Ce sont des espaces pour lesquels on utilise 1’intégration de fonctions a valeurs dans un
espace de Banach de dimension infinie (comme, par exemple, L?(£2)). Il nous faut donc préciser comment on
définit une telle intégrale. Rappelons d’abord comment on définit I’intégrale sur IR. On commence par définir la
notion de mesurabilité. On rappelle que si (X, T, m) est un espace mesuré, une fonction f : X — IR est mesurable
si f~1(B)dansT pour tout BdansB(R). Une généralisation facile de cette notion de mesurabilité aux espaces de
Banach est donc la suivante : une fonction f de X dans E est mesurable si f~!(B)dansT pour tout BdansB(E)
(ot B(FE) est la tribu engendrée par les ouverts de E). En fait cette notion n’a aucun intérét du point de vue de
I'intégrale si E' n’est pas séparable. Par ailleurs, une fonction réelle f : X — IR est mesurable si et seulement
si f est une limite simple de fonctions étagées, i.e. si et seulement si il existe une suite (f,,)necn de fonctions
étagées t.q. fn, — f simplement (cette équivalence n’est plus vraie si f est a valeurs dans F ol est F est un espace
de Banach non séparable). C’est cette derniere notion (limite simple de fonctions étagées) qui est intéressante
pour définir I’intégrale. Plus précisément, comme 1’intégrale ne voit pas les changements d’une fonction sur un
ensemble de mesure nulle, nous allons définir la notion de “m-mesurabilité” de la maniére suivante :

Définition 4.12 (Fonction m-mesurable) Soit (X, T, m) un espace mesuré. On dit qu’une fonction f, définie
de X a valeurs dans IR ou a valeurs dans un Banach E est m- mesurable si elle est limite presque partout de
fonctions étagées.

Proposition 4.13 (Mesurabilité et m-mesurabilité) Soit (X, T, m) un espace mesuré.
1. Une fonction f de X a valeurs dans R est m-mesurable si et seulement si il existe g mesurable t.q. f = g p.p..
2. Soit E est un espace de Banah séparable et f une fonction de X dans E. Alors,

(a) f est mesurable au sens “f~*(B)dansT pour tout BdansB(E)” si et seulement si f est limite simple de
fonctions étagées.

(b) Comme dans le cas réel, la fonction f de X dans E est m-mesurable si et seulement si il existe g mesurable
tq. f =gpp.

Soit (X, T, m) un ensemble mesuré, E un espace de Banach et f une fonction m-mesurable de X dans E. Il est
facile de voir que la fonction « — || f(z)|| g est m-mesurable de X dans IR. la quantité [ || f(z)|gdm(z) est
donc parfaitement définie dans IR . U {+o00}. Ceci permet de définir I'espace L4 (X, T, m).

Définition 4.14 (L’espace L1,(X, T, m)) Soit (X, T, m) un ensemble mesuré, E un espace de Banach et f une
fonction m-mesurable de X dans E. La fonction f appartient & L3(X, T, m) si

/ £ ()] mdm(z) < +oo.

On veut maintenant définir I'intégrale d’un élément de £ (X, T, m) ot (X, T, m) est un espace mesuré et £ un
espace de Banach. Soit f € £1(X, T, m). On ne peut pas utiliser la méme technique que pour £ = IR ( ¢’est-a-
dire décomposer f en fT et f~ et commencer par intégrer des fonctions mesurables positives). Par contre, comme
f est m-mesurable, on sait qu’il existe une suite (f,,)nen de fonctions étagées t.q. f, — f p.p.. Il existe donc
AdansT t.q. m(A°) = 0et f,(z) — f(z) pour tout xdansA. On pose alors

Ay = {xdansA; ”fn(x)”E < 2||f(x)HE} etgn = fnla,.
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(le nombre 2 pourrait étre remplacé ici par n’importe quel nombre > 1 et A pourrait étre remplacé par un
autre ensemble vérifiant les mémes propriétés. Cela ne changerait pas la définition de I’intégrale donnée dans

la définition[4.15]) La suite (g, )ne Vérifie :

gr, étagée pour tout n € IN,
gn = [ PP,

llgn. — fllzdm — 0O par convergence dominée.

La définition de I’intégrale d’une fonction étagée est immédiate. On pose

I, = /gndm.

On peut alors montrer que (I, )nen est une suite de Cauchy dans E. Cette suite converge donc dans E. On peut
aussi montrer que la limite de cette suite ne dépend que de f (et non du choix de f, et de A). Il est donc naturel
de définir I'intégrale de f comme la limite de cette suite. C’est ce qui est fait dans la définition [4.15]

Définition 4.15 (Intégrale a valeurs dans E) Soit f : X — FE ou (X, T, m) est un espace mesuré et E un espace
de Banach.

1. (Rappel) f € LL(X,T,m) si f est m-mesurable et/ I fl|edm < +oc.

2. (Intégrale) Soit f € L5(X,T,m). Soit (fn)nen suite de fonctions étagées t.q. fn, — [ p.p.. Soit AdansT
t.q. m(A°) = 0et fn(x) — f(x) pour tout xdansA. On pose A, = {xdansA t.q. ||fn(2)||lg < 2|/ f(2)|} et
gn = fn 1a,. On définit l'intégrale de f par :

d,, = lim ndm € E.
f g

n—-+oo

Avec la relation d’équivalence = p.p., on définit alors L% (X,T,m). 1l est alors facile aussi de deviner les
définitions de L%, (X, T, m) et L}, (X, T, m) pour tout 1 < p < +oo. Un élément de LY, (X, T, m) est donc
un ensemble d’éléments de L%, (X, T, m) (et deux fonctions appartenant a cet ensemble sont égales p.p.). Comme
d’habitude en intégration, si F' € L% (X, T, m), on confond F et f si f € F (de sorte que I’on raisonne comme si
F e LL(X,T,m)).

Proposition 4.16 Soir 1 < p < 400, (X, T, m) un espace mesuré o-fini et E un espace de Banach. Alors
1. L%(X ,T,m) (avec sa norme naturelle) est complet. C’est donc un espace de Banach.

2. Sip < +o0 et E est séparable, LY,(X, T, m) est séparable.

3.Sip = 2 et E est un Hilbert, alors L%(X, T, m) est aussi un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est
défini par :

(4]0) 12 (x oy = /X (u(@)|o(@)) mdm(z).

Par conséquent, de toute suite bornée de L% (X, T, m) on peut extraire une sous-suite faiblement convergente

dans L% (X, T, m).

4.8i1 < p < 400 et si E est un espace de Banach réflexif séparable, I'espace L, (X, T, m) est alors un espace
de Banach réflexif séparable.
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5. (Dualité dans L%, (X, T,m)) Soit1 < p < +oo,p' =p/(p—1) etv € Lz, (X,T,m). Pour u € LY,(X,T,m),
Uapplication T, : u v~ [(v,u)p gdm est bien définie, linéaire et continue de L, (X, T, m) dans R. (On a
donc T, € (L (X, T,m))’).

De plus, Uapplication T : v +— T, est une isométrie de L%/,(X , T, m) sur son image (qui est donc une partie
de LY,(X, T, m)’).

Si E' est séparable et p < oo, 'image de T est (L% (X, T, m))" en entier.
6. (Convergence dominée) Soit 1 < p < +00 et (U )nen une suite de L', (X, T, m). Si
(a) up, > u p.p.,
(b) |un|le < G p.p. pour tout n € IN avec GdansL (X, T, m),

alors u, — wdans L' (X, T, m).

Démonstration de la proposition [4.16]
Les propriétés 1-4 ne sont démontrées pas ici. La propriété 5 est partiellement démontrée dans 1’exercice[d.2] La
propriété 6 est plus facile. Il suffit de remarquer que

[un —ulle < llunlle + [lulle < 2G.

On a donc ||u, — ul/f, < 27|G|PdansLi; (X, T, m). Par le théoréme de convergence dominée pour les fonctions
a valeurs dans IR, on en déduit que [ ||u,, — ul/;dm — 0 et donc que u,, — u dans L%, (X, T, m). [

Remarque 4.17 Soit E une espace de Banach. On dit que E est uniformément convexe si

z+y
v >0,3>0tq. (lzlle =1, lyle =1, e —yl 2n) = |l <1-=
Les espaces LP(€2) avec 1 < p < + oo et Q ouvert de IRY sont uniformément convexes. Une conséquence
importante du fait que F soit un Banach uniformément convexe est que si (z,,) e est une suite de F t.q. z, — x
faiblement dans E et ||, ||g — |||, alors z,, — z dans E. Cette propriété permet éventuellement de simplifier
certaines démonstrations de la proposition .16] (mais n’est pas nécessaire).

Différentes notions de dérivée pour une fonction a valeurs vectorielles.
Placons nous maintenant dans le cadre qui va nous intéresser pour les équations paraboliques, c’est a dire :

(X, T,m) = (]0,T[,B(]0,T[), ).

On va d’abord définir proprement la dérivée par rapport au temps, ,u = du/dt, pour une fonction de |0, 7'[ dans
E qui n’est pas dérivable au sens classique ( c’est-a-dire au sens de 1’existence de la limite, dans E, du quotient
différentiel habituel).

On note maintenant LY, (]0, T'[) ou LP(]0, T, E) I'espace LY (]0, T[, B(]0, T[), A) et L, ;,.(]0, T) ou L;,,.(]0, T,
E) ’ensemble des (classes de) fonctions a valeurs dans F localement intégrables sur |0, 7'[ (avec la mesure de

Lebesgue).

Lemme 4.18 Soit uw € L} (|0, T, E) on suppose que fOT u(t)(t)dt = 0 pour tout ¢ € C(]0,T[,IR). Alors
u = 0 p.p.
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Démonstration : Semblable au cas £ = IR.
On peut ainsi définir la dérivée par transposition de u.

Définition 4.19 (Dérivée par transposition) Soit E un espace de Banach, 1 < p < +oo et u € L%,(]0,T[). On
note D I'espace C°(]0, T[,IR) et D%, I’ensemble des applications linéaires de D dans E. On définit dyudansD3,
par:

T
(Oru, o) pr D = —/ u(t)'(t)dt € E.
0

Remarque 4.20 Siu € C1(]0,T[,E) ona

—/ mwwaw=/ W (1) (t) = (O, )3 -
0 0

On confond alors u’ (dérivée classique) avec O;u (dérivée par transposition), c’est a dire la fonction u’ qui
appartient 2 C([0, T], E') avec I’application linéaire de D dans E notée d;u. (Grice au lemme la fonction v’
est entierement déterminée par J;u, ce qui justifie la confusion entre u’ et J;u.)

Définition 4.21 (Dérivée faible) Soit E et F' deux espaces de Banach etl < p,q < 4o00. On suppose qu’il
existe un espace vectoriel G t.q. E C G et F C G. Soit u € L%,(]0,T]) (on a donc dyudansDy;). On dit que
dvu € L1.(]0,T]) si il existe une fonction v € L%(]0,T]) telle que

T T
@mw%p:—ﬂuwwwﬁzﬁquwm

ck dansF

Cette égalité n’a de sens que s’il existe un espace vectoriel G tel que £ C G et F' C G. Dans ce cas, on confond
dvudansDy; et v € LE.(]0,T]). (Ici aussi le lemme est utile pour faire cette confusion car, grace au lemme
[4.T8] si la fonction v existe elle est alors unique.)

En résumé, on a donc trois notions de dérivée d’une fonction u de |0, 7' & valeurs dans E (espace de Banach).

(1) Dérivée classique : v’ :]0,T[— E (existe rarement...).
(2) Dérivée par transposition : d;udansD}, (existe des que u € LY (10, T)).
(3) Dérivée faible : 9,u € LE(]0,T) ot F est un Banach tel que E C G et F' C G avec G espace vectoriel.
Exemples Soit £ un ouvert borné de R
1. E=H}Q),F=H Q). Onaalors E,F C G = D*(Q).
2. 1<p<+o0,q=p/lp—1), E=WgP(Q), F=W19Q). Onaaussi E, F C G = D*(Q).

3. E=HYQ) F = (H"))". Pour cet exemple, on a F' ¢ D*(Q). En effet, on prend par exemple 7" définie,
pour v € H(Q), par

Tw) = /BQ vdy(z).

L application 7 est bien une application linéaire continue sur H*(2), donc 7' € H'(Q)’. Mais T' = 0 sur
D(Q), et donc, comme T n’est pas ’application nulle, F' ne s’injecte pas dans D*((2).
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Dans cet exemple, pour injecter E et F' dans le méme espace G, on commence par identifier (L?(2))" (dual
topologique de L?(2)) avec L?(£2). Ceci est possible car si T € L%(£2)’, par le théoréme de représentation
de Riesz, il existe un et un seul v € L?3(2) t.q. T'(v) = (v/u)s pour tout v € L%(2). On confond alors
u et T. Par cette identification, on a donc L?(2)) = L?(Q). On remarque maintenant que, si £, H sont
deux espaces de Banach avec ' C H, injection continue de F dans H et densité de £ dans H, on a alors
H' C E'. Onprendici E = H'(Q) et H = L?(2) et on a donc (grice a I'identification entre L2(£2) et
L*(Q)) H' = L*(Q) C H'(Q)'. Finalement, on a donc E, F C G en prenant G = (H*(£2))’. On a ainsi
mis F et F' dans le méme espace G = (H'(f2))’ grace a I'identification de L?(Q) avec (L?(Q))’.

4. Dans I’exemple précédent, on a deux espaces de Banach E et H avec ¥ C H, injection continue de E dans
H et densité de E dans H. On a alors H' C E’. Uespace H est une espace de Hilbert. En identifiant H
avec H' on adonc E C E’. Mais si ’objectif est seulement d’avoir E C E’, il n’est pas nécessaire d’avoir
H' C E' et on peut retirer I’hypothese de densité de F dans H. Plus précisément, soit F un espace de
Banach et H un espace de Hilbert avec £ C H et injection continue de F dans H. On identifie H avec
H’. Soit maintenant u € E. Comme v € H, on a donc identification entre u et T,, qui est I’application
v — (v|u)g de H dans IR. On peut alors aussi identifier u (qui est dans F) avec la restriction de T, & F
(qui est un élément de E’). Cette identification est légitime car si u; et ug sont deux éléments différents de
E, les restrictions de T, et T),, & E sont des applications différentes. On a ainsi £ C E’. Dans cet exemple,
il faut toutefois noter que (en I’absence de densité de F dans H) des éléments différents de H' ont la méme
restriction a E (et peuvent donc correspondre au méme élément de F).

Un exemple intéressant de cette situation est obtenu en prenant H = L*(Q)V (avec Q ouvert borné de R”,
N >1etE ={u € H tq. div(u) = 0}.

Remarque 4.22 (Comparaison de L?(]0, T'[, LP(2)) et LP(©2x]0, T'))

Soient T' > 0, 2 un ouvert de RY et 1 <p<+o0.

Soitu € LP(]0,T[, L?(2)). 1l existe alors v € LP(2x]0,T) tel que u(t) = v(-,t) p.p. (dans ) et pour presque
tout ¢ €]0, T'[. (Noter que cette égalité est vraie quel que soit les représentants choisis pour u et v.)
Récripoquement, si v € LP(£2x]0,T), il existe w € LP(]0, T[, L*(2)) tel que u(t) = v(-, ) p.p. (dans §2) et pour
presque tout ¢ €]0, T

En conservant ces notations, on peut alors comparer du/d¢ (qui s’applique 2 un élément de C2°(]0,T[,IR)) et
v /0t (qui s’applique a un élément de C'°(2x]0, T[,IR)). La réponse est que pour tout ¢ € C°(]0,T[,IR) et
tout ¢ € C°(Q,IR) ona

du r /
| Grommte@is == [ ([ uwe i@

T
ov
= —/ / v(z, )¢ ()¢ (z)dwdt = (57 ¢¥)D(@x10.7D,DE@x10.TD-
o Jo
Proposition 4.23 (Commuter action et intégrale) Soit £ un espace de Banach, u € LL(]0,T[), v» € E’ et
p € C(]0,T). Alors,

T T
<o [ ulrelidt >pe= [ <wult) >pp (O
0 0
La preuve de la proposition est laissée en exercice.

136



4.2. INTEGRATION CHAPTER 4. PARABOLIQUE

Lemme 4.24 Soit E un espace de Banach, 1 < p < 4+oc et u € LY,(]0,T[). On suppose que dyu € L%,(]0,T)
(on a alors w € WEP(10,T|). Alors, u € C([0,T), E), et méme u € C'=/2((0,T), E). Plus précisément, il
existea € Et.q. u(t) = a+ fot Oyu(s)ds pour presque tout t €]0, T et u est alors identifié a la fonction (continue
sur [0,T]) t — a + fot Oru(s)ds.

Démonstration La démonstration est semblable au cas £ = IR. On pose d,u = v € L%,(]0,T7]) et on définit w

par w(t) = f(f v(s)ds, de sorte que w € C([0,T], E). On montre assez facilement que w; = v = Jyu et donc
(w —u); = 0. On adonc

T
/ (w — u)ps dt = 0 pour tout p € C°(]0, T[,IR). (4.18)
0

On choisit maintenant une fonction ¢y € C°(]0, T[,R) t.q. fOT @wo(s)ds = 1. Pour ¢ € C°(]0,T[,IR) on
définit ¢ par

¢@>=[f¢@m&—él%meéTw@w&

de sorte que ¢ € C°(]0,T[,IR) et on peut prendre ¢ dans @.18). On en déduit (la preuve est laissée en exercice)
qu'il existe a € E t.q. w — u = a p.p. Donc u € C([0,T], E). Avec I'inégalité de Holder, on montre ensuite que
we COI-1/p, n

Nous allons maintenant montrer un lemme plus difficile donnant aussi la continuité de u. On suppose que E est
un espace de Banach et F' un espace de Hilbert t.q. £ C F', avec injection continue, et E dense dans F. On a
donc aussi F' C E’. Comme F est un espace de Hilbert, on peut identifier F' avec son dual par le théoréme de
représentation de Riesz, c’est-a-dire que I’on identifie vdansF avec I'appliaction T, : u — (v|u)p (qui est un
élément de F'). L application v — T, est une isométrie (bijective) de F' dans F”’. Avec cette identification, on a
donc E C F = F' C E’. Donc, tout élément de F est alors un élément de E’. Pour u,v € F,on a

<V,uU >p/ g= (U‘u)p,

c’est-a-dire < T,,u >p/ g= (vju)p. ou T, est I'élément de F” identifié a vdansF. Avec cette identification

de F avec F’, on va maintenant donner un résultat de continuité de u dans F si u € L%(]0,T[, E) et Qyu €
L2(]0,T[, E’). 1l faut faire trés attention que cette derniere hypothése n’a de sens que par I’identification de F
avec F’ (si on change d’espace F, on change le sens de d;u € L?(]0, T, E’), alors que E’ n’est pas changé. . .).

Lemme 4.25 Soit E un espace de Banach et F' un espace de Hilbert t.q. E C F, avec injection continue, et £
dense dans F. On identifie F avec F' (de sorte que E C F = F' C E'). Soitu € L%(]0,T[). On suppose que
Oyu € L%,(]0, T[). Alors u € C([0,T), F) et, pour tout t1,t2 € [0,T) on a

t1
(el (e} =2 [ < 0w

ta

Démonstration On va montrer que u € C([0,T'[, F).
Soit p € C°(] — 2, —1[) t.q. [ pdx = 1etp > 0. Pourn € IN*, on pose p,, = np(n-) de sorte que le support de
2 1
pr estinclus dans | — —, ——[etque [ p,dz = 1. On définit u,, par convolution avec p,,, ¢’est-a-dire u,, = U p,,
n

n
avec
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On a donc u,, — u dans L%(]0,T]), u, € C®(IR, E) et u, = i * pl,.
Soitt € IR,ona

ul (t) = /0 u(s)pl,(t — s)ds.

-2 -1 1 2
On remarque maintenant que p,,(t —s) =0sit — s & } —,— [c’estédire s 91}15—1— —t+ = {
n’' n n n

Soite > 0ett € [0,T — e[. Pourn > ng avec ng t.q. ;= < conat+ 2 < T etdonc
pn(t —-) € C2(]0, T

On a alors
u, (t) =< Opu, pr(t —-) >Dr,D

T
= / Owu(s)pn(t — s)ds € E', car dyu € L%, (]0,TY).
0

Donc, u], = Oru* py, sur [0, T — €[, avec

= | Owusur]0,T]
Opu = { 0 sur |0, T'[°.

Mais dyu * p,, — dyu dans L*(IR, E"). Donc u/, = Ay * pn, — Oyu dans L2%,(0,T — €).

up, — udans L%(]0,TY)

ul, — dyudans L%, (10,7 —e[) Ve > 0.

On va maintenant montrer que (u,,(t))nen est une suite de Cauchy dans F' pour tout ¢ € [0, 7], et méme, pour

tout £ > 0, uniformément si ¢ € [0, T — €.
Soite > O et p € C1([0,T],R) définie par p(t) = ||un(t) — um (t)||%. On a donc, pour ¢ €]0, 77,

@' (8) = 2((up, = ) () | (i — ) (1)) -
€E €E

En résumé, {

Soient t1,t2 € [0, — €], on a

p(ta) —p(t1) = /t 2 2(uy, (8) = up (8)|un(s) — um(s)) rds
- /t 2 < (un)e(8) = (um)e(5), un(s) — um(s) >pp ds.

Donc,
1/2

< 2 (un)e — (el 2, — 1.

Soit 7 > 0, comme u,, — u dans L%(]0, T'[) et que la suite ((uy)¢)nen est bornée dans L3, (J0, T — ), il existe
no t.q.
o(ta) — @(t1) < npour m,n > ng.

On a donc
p(ta) < @(t1) +1n pourn,m > ng.
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On integre cette inégalité pour ¢; €]0,T — £[. On obtient

T—¢
(T—e)plts) < / ltm — |3ty + T

0
< — 2
< Jun um”L% +Tn
En utilisant une nouvelle fois que u,, — u dans L% (]0, 7)), il existe n; t.q.
(T —e)p(ta) < (T + 1)n pour n,m > ny.
On a donc ¢(t) < % pour n,m > ny ett € [0,T — ¢]. On a ainsi montré que, pour tout ¢ € [0, T — €],

(T—i—l)n.

n,m >ny = |ju,(t) — um(t)”%7 < T _¢

Ceci montre bien que la suite (uy,(f))nen est de Cauchy dans F' uniformément par rapport a ¢, sit € [0,T — €].
Il existe donc une fonction w de [0, T dans F' t.q. uy(t) — w(t) dans F' pour tout ¢t € [0,7[. Comme cette
convergence est uniforme sur [0, T — ¢] pour tout & > 0, la fonction w est continue sur [0, T — ¢] pour tout & > 0.
Onadoncw € C([0,T], F).

Comme u,, — u dans L% (]0,T]) (et donc p.p. sur |0, T aprés extraction éventuelle d’une sous suite), on a donc
u = w p.p., et donc u € C([0,T[,F) (car on identifie, comme d’habitude, la classe de fonctions u avec son
représentant continu qui est justement w).

De maniére analogue, en décentrant les noyaux régularisants de 1’autre c6té, on montre que u € C'(]0, 77, F). On
adoncu € C([0,T], F).

Enfin, on a aussi pour ¢1, t5 € [0, 77,

lun ()% — lun(t2) 3 =2 / (0 () un(3)) s

to

= / "< (un)e(8), un(s) >p 5 ds

ta

en passant a la limite sur n, on obtient

t1
lu(t)l[F = llu(t2) |7 = 2/ < Oyul(s),u(s) >p g ds.
ta
Remarque 4.26 Un exemple classique du lemmeconsiste aprendre E = H}(Q) (ou  est un ouvert de RY,
N > 1), F = L?(Q), F’ identifié 2 F, et donc E’ = H~1(€). Le choix de E’ pour I’espace dans lequel est 9;u
est crucial dans la démonstration du lemme [4.25| mais des généralisations de ce lemme sont possibles. L’exercice
4.4 montre que w € L2(]0,1[, H*(]0, +00[) et dyu € L2(]0,1[, H~1(]0, +0c[) ("espace L? étant identifié a lui
méme) sont des hypothéses suffisantes pour obtenir v € C([0,T], L?(Q2)). Le lemme ne s’applique pas ici
directement car H~1(]0, +o0|) est le dual de H}(]0, +o00]) et n’est donc pas le dual de H*(]0, +oc[). Un argument
de prolongement permet de se ramener au lemme [4.25] (exercice [4.4).

4.3 Existence par la méthode de Faedo-Galerkin

Notation : Si E est un espace de Banach et 7' > 0, on notera souvent L2(]0, T'[, E) (au lieu de L% (]0, T'])) I’espace
L0, 7, B(0,TT, ).
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On s’intéresse dans ce paragraphe au probleme suivant :
Soit 2 un ouvert borné de R™, 7' € IR’ f une fonction de 2x]0, 7| dans IR et uo une fonction de © dans IR.
On cherche u tel que
Opu — Au= f  dans 2x]0,T7,
u=20 sur 902 x]0, 17,
u(+,0) = up.
On va donner pour ce probleme linéaire un résultat d’existence et d’unicité de solution faible.

Théoréme 4.27 (Faedo-Galerkin) Soir Q un ouvert borné de RY, T > 0 et ug € L*(). On identifie L*(1)
avec son dual et on suppose que f € L*(]0,T[, H=1(Q)). Alors, il existe un et un seul u tel que

u € L2(J0, T[, Hy()), Oyu € L*(J0,T[, H (1)),
T

7 T
< Opu(s),v(s) >p-1,m1 ds Jr/ (/ Vu(S).Vv(S)dx)dS :/ < f(s),v(s) >p-1,my ds
0 0 Q 0
Yu € L2(J0, T, H} (),

u(0) = ug p.p.. wio)

Démonstration du théoreme

On rappelle que I’on a identifié L2(Q) avec L2(€2))’, de sorte que H2 (Q) C L2(Q) = L2(Q) ¢ H~1(Q). Comme
on cherche u t.q. u € L2(]0, T[, H}(Q)) et Oyu € L2(]0, T[, H~1(Q)), on a nécessairement u € C([0, T, L2(£2))
(d’apres le lemme . La fonction u est donc définie en tout ¢ € [0, 7], ce qui permet de donner un sens a la
condition u(0) = ug p.p..

L’idée, pour démontrer ce théoréme, est de résoudre d’abord le probleme dans des espaces de dimension finie ;
on pourrait le faire par exemple avec des espaces d’éléments finis, mais c’est plus simple en utilisant une base
hilbertienne formée de fonctions propres du Laplacien ; c’est-a-dire une base hilbertienne de L?(£) , notée
{en,n € IN*} t.q. e, est (pour tout n) une solution faible de

—Ae, = A\pe, dans (),
e, =0 surdf),

avec A\, € R.

Etape 1, remarques liminaires. La famille (e,,),cn+ est une base hilbertienne de L2(2) et vérifie

en € Hy(Q),
Jo Ven - Vuda = X, [, envda, pour tout v € H} (),
avec \,, > 0 pour tout n € IN* et A, T +00 quand n — +oo.
Comme (e,,)nen+ est une base hilbertienne de L*(£2), on a, pour tout w € L*(Q), w = > o+ (wlen)2e, au

sens de la convergence L?(Q) ( ¢’est-a-dire que Y ;- (w|e;)e; — w dans L?(€2) quand n — +00).

On va montrer maintenant que la famille (A, 1/ %en)nen+ est une base hilbertienne de H, &(€). On rappelle que
H{ (£2) est un espace de Hilbert, 1a norme de u dans H{ (£2) est définie par lull g ) = I IVul[[2(q) et donc le
produit scalaire de u et v dans H () est donné par (ulv) g ) = fo Vu- Vuda.

On remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1,0on a

ven ' Ve'md-Ij = )\n e'ne'mdaj = )\n(sn,m-
Q Q
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On en déduit que (€n|em) g1 () = 0sin # met

en Ve, - Ve,
H7>\n ”%{3(9) = /Q 7)% dr = 1.

Puis, on remarque que ’espace vectoriel engendré par la famille (e, ) e+, noté ev{e,, n € IN*}, est dense dans
Hg (). En effet soit v € Hg(Q) t.q. (v|en) 1oy = 0 pour tout n € IN*. On a don, pour tout n € IN*,

0= (v|en)H01(Q) = /QVen -Voudr = A\, /Q epvde.

Comme (e, )nen+ st une base hilbertienne de L2(€2) (et \,, # 0 pour tout n € IN*), on en déduit que v = 0
p.p.. Ceci montre que I’orthogonal dans H{ (2) de ev{e,,, n € IN*} est réduit a {0} et donc que ev{e,, n € IN*}

est dense dans H}(€2). Finalement, on obtient ainsi que la famille (\,, Y26, Jnen~ est une base hilbertienne de

Etape 2, solution approchée.

Soit n € IN*. On pose E,, = ev{e,, p = 1,...n}. On cherche une solution approchée w,, sous la forme w,,(t) =
Yo ai(t)e; avec a; € C([0,T],1R). En supposant que les «; sont dérivables pour tout ¢ (ce qui n’est pas vrai,
en général), on a donc

u, (t) = Z o;(t)es,

de sorte que, pour tout ¢ € Hg () et tout ¢ €]0, T'[, on a (compte tenu de I’injection de L?(2) dans H{ (2)),

(un (1), ©Y r-1(0), 2 () = Za;(t)/ eipdz.
i=1 Q
D’autre part, pour tout t € [0,7] on a

—Auy(t) = — Z a;(t)Ae; = Z Niai(t)e; dans D*(Q) et dans H (),
i=1

=1

c’est-a-dire , pour tout p € H}(Q),

<7Aun(t),¢>H71(Q)7Hé(m = /QVun(t) -Vdr = Z)\,;ai(t)/geigadz.

i=1

Enfin, comme f € L2(]0,T[, H~!), on a pour tout p € H (), (f(-), ) a-1(Q),HL(Q) € L (]0,T]). La quantité
(f(),¢) m-1(2),m1 () est donc définie pour presque tout ¢ et on obtient finalement, pour presque tout ¢ et pour
tout ¢ € H} (),

n

(un(t) — Aun(t) = f(), 0) 1), HL(Q) = Z(ag(t) + X (1)) /Q eipdr — (f(t), o) u—1(),HL (-

i=1

Pour obtenir w,,, une idée naturelle est de choisir les fonctions a; pour que

(up (t) — Aun(t) = f(1)s0) -1(),H2(2) = 0
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pour tout ¢ € Ey,. En posant f;(t) = (f(t),€i)n-1(q),m1 (), ceci est équivalent a demander pour tout i €
{1,...,n},
a;i(t) + Nicii(t) = filt).

En tenant compte de la condition initiale et en posant ozz(-o) = (ugle;)2, ceci suggere donc de prendre

t
a;(t) = ago)e_k"’t +/ e‘At(t_S)fi(s)ds. 4.20)
0

Les fonctions «; ainsi définies appartiennent 2 C([0, 7], R) et on a donc u,, € C([0,77], E,) C C([0,T], H}(Q))
avec uy, (t) = Y i, ai(t)e;.

Etape 3, précision sur la dérivée en temps. Soit n € IN* et u,, la solution approchée donnée par 1’étape
précédente. Les fonctions «; ne sont pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut la dérivée
(par transposition) de w,,. On va noter cette dérivée (u,);. Par définition de la dérivation par transposition, (., )¢
est un élément de Dy, avec E = H{(2). Soit € C2°(]0,T[,IR) on a

T
(un)er @) = — /O un (1) (D)t € E, C HL(S).

Comme u,, = Y., a;e;, on a donc

((un)t; p)py,0 = — Z/ ai(t)eie’( z”:/ ¢ (t)dt)e;.

i=1
On utilise maintenant (@.20),
T
/ a;(t)'dt =T; + S,
0

avec

T T
T, = / ago)ef)‘itgo’(t)dt = / ago))\ief)‘itgo(t)dt.
0 0

T t
;= e t=9) £.()ds) ¢ .
sﬁ/o (/O fi(s)ds) ' ()t

Pour transformer S; on utilise le théoreme de Fubini:

T T T T
So= [ ([ toae > s = [ ([ 1m@e 0 fisas

0

-/ N / " e MO (1)) f(5)ds = / / Ne™ 0 o(0)dt) fi(s)ds — /0 Lol
/ /Ae =9 £, (5)ds) /OTﬂ

On en déduit que T; + S; = fOT i (D) p(t)dt — fo Ji()p(t)dt, et donc

((un)e, @)Drp = —Z/O )\iai(t)ei@(t)dt+2/o fi(t)eip(t)dt
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Since this equality holds for all ¢ € C2°(]0, T'[,IR), one has finally
- Z Aiaie; + Z fiei € L*(10,TY, Ey).
i=1 i=1

Ce qui peut aussi s’écrire, avec f(") = Z;;l fiei,
(un)t = Auy, + £ € L2(0,T[, E,) € L*(J0,T[, HY(Q)) ¢ L]0, T[, H~1(Q)).
Soit maintenant v € L*(]0, T[, Hy (2)). Comme (u,,); € L*(0,T[, H~(Q)), ona ((un)s,v) g-1(q),m1 (@) dans L' (10, T|)

t
e /0T<(un)t(t)7v(t)> ~1(q),H} (@) dt = / /Vun Vvda;dt—i—Z/ /fzezvdxdt

Ceci donne, en revenant a la définition de f;,

T
/0 (1) (£), 00 111 e 113 e+ / / Vu, - Vodrd = Z / R T /Q evdr) dt
/ ,Z |€Z 261 _1(0),Hé(Q)dt'
i=1

On note P, I’opérateur de projection orthogonale dans L?() sur le s.e.v. E,,. L opérateur P, peut donc étre vu
comme un opérateur de L?(2) dans H}(Q) (car E,, C Hg(9)). On note alors P! 1’opérateur transposé qui est
donc un opérateur de H~*(£2) dans (L?(£2))’ qui est lui méme identifié a L2(2) et est aussi un s.e.v. de H ().
On obtient alors (pour tout v € L?(]0,T[, H:(Q2)))

T T T T
/ ((un)e, ) g1 mpdt + / / Vu,, - Vodzdt = / (fs Pav) g1 gadt = / (P f, V) gadt. (4.21)
0 o Jo 0

0
On a aussi u,, € C([0,T], H}(2)) et u, (0) = Pyuo.

Etape 4, estimations sur la solution approchée.
Pour n € IN*, onau, € C([0,T], H}(Q)) ¢ L2>(0,T[, HA(Q)) et (un); = Au, + f™ € L2(J0,T[, H1(Q)).
D’apres la section 4.2} on a donc

1 2 1 2 g
5 lun(Dll2 = 5 lluollz = ; ((un)t, un) -1 gy dt.

En prenant v = u,, dans @.21), on en déduit
1 1 T T
Sl = Sl + [ [ 1VunPdodt = [ (5, Puen) syt
0o Ja 0
et donc

T T
1
lwnlZ2 o7 2 62)) = \Vug[Pdedt < Sluollz + [ (f, Pottn) -1 gy dt.
0 0 JQ 2 0

On en déduit, en remarquant que Py, v, = U,

T
||un||L2 (0, T[ i) = ||U0||2 /0 (fun)g—1 mpdt
||U0||2 + 1 £l 2o, 7, Q))HunHLz 0,T[,HE ()
1
< §||UOH2 ||f||L2 qorLH-1 () T 5 ||Un||L2(]o T[HL ()"
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On a donc

HUTLH%Z(]O,T[,Hé(Q)) <lwoll3 + 112 o,z r-1(02))-
Ce qui donne aussi

lunll2 o, a2 (0)) < lluollz + 1 fllL2go, -1 (@)

Comme (uy,); = Auy, + P}, f (égalité @21)) et que || Pyw|| g1(q) < llwll g () pour tout w € Hg(€2), on obtient
aussi une borne sur (uy, )¢:

[(n)ell 2ot 1) < lunllz2gorimy ) + 1f1lL2qorra-12)

et donc
[ (un)ell 2o, 11 m-1(0)) < lluoll2 + 2| fllz2qo, 7151 ()

La suite (4, )nen+ est donc bornée dans L2(]0, T, H}(Q2)) et la suite ((uy)¢)nen+ est bornée dans L2(]0, T,
H71(Q)).

Etape 5, passage a la limite. Grice aux estimations obtenues a 1’étape précédente, on peut supposer, apres
extraction éventuelle d’une sous suite, que, quand n — +0o0,

u,, — u faiblement dans L*(]0, T'[, Hg (Q2)),
()¢ — w faiblement dans L?(]0, T'[, H (1))
et les estimations sur u,, et (u,); donnent aussi les estimations suivantes sur u et Oyu :
lellz2 o, ey < lluollz + 1F 2o, m-1 (o)

1(WellL2qo,rr -1 (0)) < llwolle + 2[ fll 2o, 21 (2))-

Nous allons montrer tout d’abord que w = J;u (puis nous montrerons que v est solution de d;u = Au + f au sens

demandé par @19)).
Par définition de ;u, on a, pour tout ¢ € C°(]0,T[,IR),

/0 yu(t)p(t)dt = — /0 w(t)e! () dt.

Pour démontrer que J;u = w, il suffit donc de montrer que I’on a, pour tout ¢ € C°(]0, T[,IR),

T T
/ w(t)p(t)dt = — / w(t) (t)dt. 4.22)
0 0

On rappelle que le terme de gauche de 1'égalité [@.22) est dans H () alors que le terme de droite est dans
H}(Q). Cette égalité utilise donc le fait que H(Q) C H (), cette inclusion étant due au fait que nous avons
identifié L?(Q)" avec L?(Q).

Soit donc ¢ € C°(]0,T[,IR). Nous allons montrer (#22). Pour ¢ € H}({2), on considere ’application S de
L2(]0,T[, H}(€)) dans IR définie par

S(v) = /Q(_/o v(t)¢/ (t)dt)(z)dz pour v € L*(]0,T[, Hy(€2)).
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L application S est linéaire continue de L2(]0,T[, Hi(f)) dans IR. Comme wu,, — wu faiblement L?(]0, 7],
H{(£2)), on adonc S(uy,) — S(u) quand n — ~+o0. Or, pour v = u,, et pour v = u, on a

S(w) = —( / o(t)¢ (£)dt5)s = — / V()@ (Ot V) g1 1

On a donc, quand n — 400,

T

T
—~ / un (D)@' ()t ) s 11— — / w(t)g! (Dt W) s .

On utilise maintenant le fait que — fOT un (t)' (¢)dt = fOT(un)t(t)ap(t)dt (par définition de (u,)¢). On a donc

T T
( / () (O (O, ) g1 g — — / w(t)e! (Dt W) s .

On considére maintenant 1’application S de L2(]0, T'[, H~*(Q)) dans IR définie par

5(0) = ([ o00p(0)dt, )2,y pour 0 € 200, TLH (@),

L application S est linéaire continue de L*(]0, T, H~'(Q2)) dans IR. Comme (uy); — w faiblement L*(]0, T,
H=1(Q)), onadonc S((uy):) — S(w) quand n — +o0, ¢’est-a-dire

T T
([ @Ot vy = ([ w®pOdt 0.
0 0
On en déduit que pour tout 1) € HE(£2), on a

T

T
([l Ot ) sy = [ w11y
0 0
On a donc bien montré que — fOT u(t)y' (t)dt = fOT w(t)e(t)dt pour tout o € CX(]0,T[,IR), c’est-a-dire que
Ou = w.

Nous savons donc que u,, — u faiblement dans L?(]0, T'[, HJ (2)) et que dyu,, — Oyu faiblement dans L?(]0, T,
H~'(£2)). Pour montrer que u est solution de dyu = Au + f au sens demandé par @.19), il suffit maintenant de
passer a la limite dans (@21). Soit v € L2(]0,T'[, H}(£2)), on a pour tout n € IN*, selon @#.21)),

T T T
/ ((un)e, v) g1 mpdt +/ (un|v) gz dt = / (f, Ppv) -1 gy dt.
0 0 0
Les deux termes de gauche de cette égalité passent a limite quand n — 400 grace aux convergences de u,, et
(un)¢. Pour le terme de droite, on utilise I’étape liminaire. On remarque que P, v(t) — v(t) dans H}(Q) pour

presque tout ¢ et || Pyv(t)||gr) < [|v(t)|mp(q) pour presque tout ¢. Cela permet de passer a la limite dans le
terme de droite, par le théoréme de convergence dominée. On obtient ainsi

T T T
/()@tu??))Hfl,Hgdt‘F/o (U‘U)Hgdt:/o (f,0) -1 mpdt.
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Ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation {.19).

Etape 6, condition initiale. Comme v € L2(]0,T[, H}(Q)) et O,u € L2(]0,T[, H 1(2)), on sait que u €
C([0,T7, L*(2)) (voir la section[4.2). Pour terminer la démonstration du fait que u est solution de @-19), il reste
donc seulement & montrer que %(0) = ug p.p. ( ¢’est-a-dire u(0) = ug dans L?(£2)).

On sait que u(t) — u(0) dans L?(2) quand ¢ — 0. On sait aussi que u, (0) = >, a!¢; — ug dans L*(Q)
quand 7 — 4o00. Pour en déduire que u(0) = wo, il suffit de montrer que la suite (uy)necn+ est relativement
compacte dans C'([0, 7], H~1(12)). Eneffet, si la suite (u,),en+ est relativement compacte dans C'([0, 7, H~1(12)),
il existe w € C([0,T], H 1(Q2)) et une sous suite, encore notée (uy,)nen, t.q. un(t) — w(t) dans H~1(Q)
uniformément par rapport a ¢t € [0,7] (et donc aussi dans L?(]0,7[, H=1(9))). En particulier, on a donc
w(0) = wup. Mais on sait déja que u,, — u faiblement dans L?(]0, T, H}(2)) et donc aussi faiblement dans
L2(]0,T[, H~(Q)). Par unicité de la limite, on a donc v = w p.p. sur |0, 7| et donc u(t) = w(t) pour tout

t € [0,T] car u et w sont continues sur [0, 7']. On obtient ainsi, finalement, ©(0) = w(0) = wo.

Il reste & montrer que la suite (u,,),eN+ est relativement compacte dans C([0, 7], H~1(Q)). Par le théoreme
d’Ascoli, il suffit de montrer que

1. Pour tout ¢ € [0, T, (un(t))nen+ est relativement compacte dans H ~1(€2).

2. lun(t) — un(s)||zr-1 — 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € IN* (et pour tout ¢ € [0, T).

Par démontrer le deuxieme item, on utilise la fait que (u,,); € L*([0,T], H~(Q)). La sectionnous donne que
pour tout t1,to € [0, 7], t; > to, et toutn € IN*, on a (dans H~1(Q))

(1) — tn(t) = / () (3)ds,

to
et donc

T 1

t1
[t (1) = un(t2) - S/ [(un)e(s)|zr-1ds < (/ [(un)e(s)[[F-ds) *Vir —ta
to 0
< N un)ellL2qo,ra-—1)vViL — ta.

Comme la suite ((uy,)¢)nen+ est bornée dans L2(]0, T[, H~1(Q)), on en déduit bien que ||uy, (t) — un(s)| g-1 —
0, quand s — ¢, uniformément par rapport  n € IN* (et pour tout ¢ € [0, 7).

Pour démontrer de premier item, on utilise encore la section Comme u,, € L*(]0,T[, H}(Q)) et (u,); €
L2(]0,T[, H=1(2)), on a, pour tout ¢, s € [0, 7],

lun ()3 = llun(s)Il3 +2/ ((un)e(€), un(8)) =1,y dE,

et donc

t
lun ()13 < Hun(S)H%H/ [{(un)(€)s un(€)) g1 m3|d€ < Nun () 13420 (wn)ell 2o, -1 [unll 220,71, 13) -
En intégrant cette inégalité par rapport a s sur [0, 7], on en déduit

Tlun (3 < lunllZ2gor 220y + 271 wn)ell L2 go.rp 1) 1unll 20,7, 1) -

Ceci montre que la suite (u,,(t))nen+ est bornée dans L?(Q2) pour tout t € [0, 7] (et méme uniformément par
rapport a t). On en déduit que la suite (uy,(t)),en+ est relativement compacte dans H~1(£2) pour tout ¢ € [0, .
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On peut donc appliquer le théoreme d’Ascoli et conclure, comme cela est indiqué au début de cette étape, que
1(0) = ug p.p.. Ceci termine la démonstration du fait que u est solution de (#.19) et donc la démonstration de la
partie “existence” du théoreme |4.27

Etape 7, unicité. On montre maintenant la partie “unicité” du théoreme Soit uy, ug deux solutions de (#.19).
On pose u = u; — ug. En faisant la différence des équations satisfaites par u; et us et en prenant, pour ¢t € [0, T,
v = ulyjg ¢ comme fonction test, on obtient

/Ot@t“(s)’“(s»ff-lﬂadﬂ /0 t /Q Vu(s) - Vu(s)deds = 0.

Comme u € L2(]0, T[, H} () et dyu € L*(J0, T[, H~1(R2)), on a, d’apres la section 4.2}

%(IIU(UII% = (lu(O)3) = /O (Oru(s), u(s)) p—1,myds.

On en déduit, pour tout ¢t € [0, 77,

t
()1 = ()1 +2 [ [ Fu(s) - Vu(s)dzds 0.
Enfin, comme «(0) = 0, on obtient bien, finalement, u(¢) = 0 p.p. dans €2, pour tout ¢ € [0, T]. Ce qui montre la

partie “unicité” du théoreme |4.277 ]

Nous allons maintenant donner quelques propriétés complémentaires sur la solution de (@.19)

Proposition 4.28 (Dépendance continue)

Soit Q un ouvert borné de RY et T > 0. Pour ug € L*(Q) et f € L*(]0,T[, H~(Q)), on note T(uo, f) la
solution de @19). L’opérateur T est linéaire continu de L*(Q) x L?(]0, T[, H=*(Q)) dans L*(0,T[, H}(Q2)) et
dans C([0,T7], L*(2)).

Démonstration On note u la solution de @.19). 11 suffit de remarquer que
lullz2go,rpeyy < 1fllL2qorpa-1) + [luoll2,

lu(®)13 < lluol13 + 18eul32 o 2 1) + Il 0. s13) POUT tout ¢ € (0,71,

et enfin que
10wl 2o, rp -1y < lluoll2 + 211 fll 2o,z 1)

On en déduit bien la continuité de T dans les espaces annoncés. ]

Proposition 4.29 (Positivité et principe du maximum)
Soit Q un ouvert borné de R™N, T > 0 et ug € L*(2). On note u la solution de @19) avec f = 0.

1. On suppose ug > 0 p.p.. On a alors u(t) > 0 p.p. et pour tout t € [0,T).

2. On suppose que ug € L>=(Q). Soit A, B€Rtq A<0< BetA<uy<Bpp.Onaalors A<u(t)<B
p.p. et pour tout t € [0,T).
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Démonstration Pour démontrer le premier item, on montre plutdt (ce qui est équivalent) que ug < 0 p.p. implique
u(t) < 0 p.p. pour tout ¢t € [0,7]. On suppose donc que ug < 0 p.p.. On utilise alors le lemme avec
¢(s) = st. 1l donne que ut € L*(]0,T[, H}(2)). Pour t € [0,T], on peut donc prendre v = u*t 1o, dans
I’équation de (#.19) et on obtient

/Ot@f“(s)’“(s»fflﬂadﬂ /O t /Q Vu(s) - V't (s)deds = 0.

En utilisant encore le lemme[4.30] on a donc

1 1 ¢
=Nt @3 = sIlut O35+ [ ut(s)]3ds =0.
2 2 0 0

Comme u T (0) = ug = 0 p.p., on en déduit bien que |Ju™t (¢)|2 = 0 et donc u(t) < 0 p.p..

La démonstration du deuxiéme item est semblable en utilisant le lemme avec p(s) = (s — B)T et p(s) =
(s—A)". [

Lemme 4.30 Soit Q un ouvert borné de RY et T > 0. Soit o une fonction lipchitzienne de IR dans IR t.q.
©(0) = 0. On définit  par

&
3(6) = | ol€)dk pouré € .

Soit u € L2(]0, [, H}(Q)) t.q. Ou € L*(J0, T[, H1(2)). On a alors p(u) = L*(J0,T[, H} (), ®(u) dans
C([0,T], L*(S2)) et, pour tout ty,t5 € [0,T),

[ ot~ [ auie)de - / (Outu(s), 9 (u(s) -1y ds.

On a aussi pour presque tout t €]0,T[, p(u(t)) € HY(Q) et Vip(u(t)) = @' (u(t))Vu p.p., c’est-a-dire, en étant
plus précis, Vo(u)(z,t) = ¢ (u(z,t))Vu(x,t) pour presque tout x € . Dans cette égalité, on peut prendre
pour @' (u(x,t)) n’importe quelle valeur si ¢ n’est pas dérivable au point u(x,t). En particulier ceci montre que,
pour tout a € R, Vu = 0 p.p. sur Uensemble {u = a}.

Démonstration Ce lemme est la version “parabolique” des lemmes[2.21]et2.22]vus précédemment. La démonstration
consiste & considérer d’abord (comme dans le lemme [2.21) que ¢ est de classe C'! et a régulariser u. Puis 2
approcher ¢ par des fonctions de classe C'' (au moins lorsque ¢ est dérivable sauf en un nombre fini de points, le
cas général étant plus difficile). Cette preuve n’est pas détaillée ici. ]

On donne maintenant I’équivalence entre la formulation faible (4.19) et une autre formulation faible, la formulation
(4.23). Cette deuxieme formulation est, en particulier, intéressante lorsque 1’on cherche a prouver la convergence
des solutions approchées obtenues par une discrétisation en espace et en temps.

Proposition 4.31 (Equivalence entre deux formulations faibles) Soit Q) un ouvert borné de RY, T >0, Uug €
L2(Q) et f € L2()0,T[, H~1(Q)) (on identifie, comme d’habitude L*(2) avec L2(Q)’). Alors u est solution de
@19) si et seulement si u vérifie :.

ue L2(0,T(, H3 (),

T

—/ f(s), e, ) > gy ds pourtout p € C°([0, T[xQ, R).
0
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Démonstration On montre tout d’abord que “u solution de #.19) = u est solution de (#:23)”. On suppose donc
que u est solution de @.19). Soit p € C°(Q2 x [0, T[,IR). Pour n € IN*, on pose

n—1
t) = Z 1]tivti+1[(t)¢(xﬂ ti)7 (4.24)
=0

ou t; = (i/n)T. Comme ¢ est une fonction réguliere, il est clair que ¢, € L?(]0,T[, H}(2)) et que ¢, — ¢
dans L2(]0, T'[, H} (£2)) quand n — +o0. Comme ¢,, € L?(]0, T'[, H}(£2)) et que u est solution de @.19), on a

T T T
/ (O, on) -1 mydt + / / Vu - Vo,dedt = / (f,n)m-1 mdt.
0 o Jo 0

On pose T,, = fOT<8tu7cpn>H_17Hédt. Comme ¢,, — ¢ dans L?(]0,T[, Hi(2)) quand n — +oo, Iégalité
précédente donne

T T T
lim T, = / (Oru, ) -1 madt = —/ / Vu - Vdxdt —|—/ (fs o)1, madt. (4.25)
0 0o Jo 0

n—-+oo

On va maintenant calculer lim,,_, y o T}, en utilisant (4:24). On a

it1
Tn :/ 8{& Zl]tutz+1[ H 1 Hldt Z/ atu )>H 1 Hldt
n 1

tir
—Z/ Oeu(t)dt, (- i) -1 g -

Comme u, dyu € L2(]0, T[, H~1(Q2)) (on rappelle que Hg (2) C H~1(Q) par I'identification de L?(2) avec son
dual), on a (d’apres la section ue C([0,T), H1(Q)) et

/tti+1 Opu(t)dt = u(tir1) —u(t;) € H Q).

i

On a donc
n—1 n—1
=S (ultirn) — ult), oot = 3 /Q (ule, i) — u(e, 1)) p(a, £)da
i=0 1=0

La derniere égalité venant de la maniere avec laquelle un élément de H}(Q) est considéré comme un élément de
H~1(Q). Une intégration par parties discréte donne alors (en remarquant que ¢(-, t,,) = 0)

- /Q w01l O + 3 /Q (@, tio) — (e, ) ule, )d.

Puis, comme ¢ est une fonction réguliére,

T, = /Q( dex—Z// i, t)dt)ulz, t3)do

,/QU()(I)SD(I,O)dzf/O /QSDt(I,t) ;1]%1,ti[u($7ti)>d$dt
T
:—/Q uo(m)<ﬂ(a:,0)dx—/0 /Qg)t(x,t)(u(x,t)+Rn(x,t))da:dt,
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avec Ry, (x,t) = Y1 1 1y, gyqul@, t;) — u(x,t). Pour tout t € [0,7T], ona

T
1B ()l 220y < max{fu(sy) —u(s2)llz2(), 51,52 € [0, 7], [s1 = 52| < —}.

Comme u € C([0,7],L*(€)), on en déduit que limy, 4o || Ry (1) 22(0) = O uniformément par rapport a
t € [0,T] et donc que

n—-+4oo

T
lim / /got(x,t)Rn(x,t)dxdt =0.
0o Ja

En résumé, on a donc

lim Tn:—/Quo(x)ap(x,O)dm—/OT/ngt(x,t)u(x,t)dxdt.

Avec (@23 on a donc, pour tout ¢ € C°([0, T[xQ, R),

T T T
- / / or(z, t)u(z, t)dedt — / uo(x)e(x,0)dr + / Vu - Vpdrdt = / (f, o) madt.
0o Jo Q 0o Jo 0
Ceci montre que u est bien solution de (@.23).

On montre maintenant que “u solution de (@.23) = u est solution de #.19)”". On suppose donc que u est solution de
(4.23). On veut montrer que u est solution de (@.19). On va raisonner en deux étapes. On va d’abord montrer que
Owu € L]0, T[, H 1(Q)) et dyu = Au + f (remarquer que Au, f € L?(]0, T[, H~1(2)) puis que u(0) = uq.

Etape 1 On montre ici que du € L*(]0,T[, H 1(Q)) et du = Au + f. On utilise la définition de d;u. On a
Owu € Dy, avec E = HE (), et pour tout ¢ € C°°(]0, T[,IR)

T
(Oru, d)pr D = 7/0 u(t)e (t)dt € Hi ().

Pour montrer que dyu € L*(]0,T[, H~1(Q)) et dyu = Au + f, il s’agit donc de montrer que, pour tout ¢ €
Ce(10, T R),

T T
- [ uws i = [ @ut) + s@)oa
0 0

Noter que le membre de gauche de cette égalité est dans H (§2) et donc dans H () (grace a I’identification
entre L?(2) et son dual) et que le membre de droite est dans H ~*(2). Pour montrer 1’égalité de ces deux termes,
il suffit de montrer que

T

T
<—A wﬂw@MuquﬂgZQA<AMﬂ+fwwmewH4ﬂ“mmwmweHanx
c’est-a-dire que
T T
—A@mwwwma%mzﬁ<mww¢mwwwma%ﬁmmmWemwn

Par densité de C2°(£2, IR) dans H} (2), il suffit de considérer ¢y € C'°(2, IR). En utilisant la maniére donc H}(Q)
est inclus dans H~1(Q2), on a

T T
- [ WO @0t == [ [ wte 0o vz
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D’autre part, on a

T
‘A (Dut) + F()B(E), ) -1 gt = (/ H(1) (Au(t) + F(6), ) a1 ot
T
:_/0 o(t) Vu(a: t) - Vi(z da:dt—i—/ o) ([, ) g1 madt.

En résumé, pour terminer 1’étape 1, il suffit donc de montrer que

T T
- /0 /Q (e, O (@) dedt = /O o(1)( - /Q Vule, 1) - o()drdt + (f,0)rm ) d 406
pour tout ¢ € C°(]0,T[,IR) et tout yp € C°(Q, R).

Comme cela a été déja dit, ceci donnera 9;u € L?(]0,T[, H=*(Q)) et dyu = Au + f.

Pour montrer (.26), on utilise @.23). Soit ¢ € C>(]0,T[,IR) et ¢y € C°(2,IR). On choisit dans (@.23),
o(x,t) = ¢(t)1(x) (ce qui est possible car on a bien p € C2°(]0, T[x £, R). On obtient

T
/ / (2, 1) dmdt+/ [ (Vut@.t)- Vo(a ))(b(t)da:dt:/o (), ()0 -1yt

Ceci donne (#.26) et termine donc 1’étape 1, c’est-a-dire dyu € L*(]0,T[, H 1 (2)) et dyu = Au + f (ce qui
I’équation demandée dans (@.19)).

Etape 2 Comme u € L*(]0,T[, H}(Q2)) et O,u € L2(]0,T[, H=1(Q2)), on a (d’apres la section 4.2), u dans
C([0,T], L?(£2)). On montre dans cette deuxieme étape que u(0) = ug. Pour n € IN*, on choisit une fonction r,,
de C2°([0,T[,IR) décroissante et t.q. |, (t)| < 2n pour tout ¢, 7, (0) = letr,(t) =0sit > 1/n.
Soit € C(Q) etn € N* t.q. 1/n < T. On prend p(x, t) = 7, (t)1)(z) dans @23). On obtient

1

_/0 /Qu(x,t)ril(t)l/}(x)dxdt—/Quo(gc)w(x)dx—i—/o /QVfL(%t).Vz/J(gc)rn(t)da:dt
= [0 gty

c’est-a-dire

Tnf/uo( )b (z)dz — Ry, + Sy, (4.27)

/ / u(z, t)r (z)dzdt,

1

avec

n

Rn:/o /K)Vu(x,t).vw(x)rn(t)dxdt et Sn:/ (F), ) i1y ra(t)dt.

0
On montre tout d’abord que R,, et S, tendent vers 0. En effet, on a

R, |</ /\vux 0|V ()| ddt

/ /\Vux t |2dmdt : / /|v¢ |2dxdt) (4.28)

< ||“||L2(]0 T[,HY) \/»”T/’HH
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On a donc lim,,_, 4 oo R, = 0. On a aussi lim,,_, y o S, = 0 car

1
[Snl < I/ lle2qo wm=1) =¥l

On remarque maintenant que

T, = —/Orlz/Qu(x,O)r;(t)w(x)dxdt—/of/Q(u(m,t) —u(z,0))r] (t)Y(x)dxdt
_ /Q w(z, 0)v(x)dz — /O B /Q (u(z, ) — ulz, 0))r. (£)(x)dwdt

(On a utilisé ici 7, (0) = 1 et r,,(1/n) = 0.) On majore de dernier terme de cette égalité :

3 , |
7] ) = a0 tyia)dndt] < 2ol

n

] HU(,t) - u('a 0)||L2(Q)

Comme u € C([0,T7], L*(Q)) ce denier terme tend vers 0 quand n — oo et on a donc, finalement,

n—-+oo

lim Tn:/Qu(x,O)w(:r)dac.

Avec @27), comme lim,, oo Ry, = limy, 100 S, = 0, on en déduit

/ u(z,0)p(x)de = / uo(x)tp(x)dx pour tout ¢ € C°(Q).
Q

Q
Ceci permet de conclure que 1(0) = ug et termine la démonstration de la proposition |

Nous donnons maintenant un théoréme de compacité qui sera tres utile pour la résolution de problémes non
linéaires comme ceux de la section .4] C’est I’équivalent parabolique des théorémes de compacité vus pour
les problemes elliptiques. Soit 2 est un ouvert borné de R”. Pour f € H~'(f2), on note T'(f) la solution faible
de I’équation —Awu = f avec u € HZ(£2). On a déja montré que I’opérateur T' était compact de H~1(Q) dans
L?(Q). La proposition donne I’équivalent parabolique de ce résultat.

Proposition 4.32 (Compacité)

Soit Q un ouvert borné de R™N, T > 0 et ug € L*(Q). On identifie L*(Q) avec L(Q)'.
Pour f € L*(]0,T[, H=1(Q)), on note S(f) la solution de @19).

L’opérateur S est compact de L*(]0, T[, H=1(Q)) dans L*(]0, T, L*(Q2)).

Démonstration La proposition donne déja la continuité de S. Il reste donc a montrer que S transforme les
parties bornées de L?(]0, T[, H~1(2)) en parties relativement compactes de L?(]0, T[, L?(£2)). Soit donc A une
partie bornée de L2(]0, T[, H=1(2)). On pose B = {S(f), fdansA}. Les estimations vues dans le théoréme
montrent que B est une partie bornée de L2(]0, T[, H(€2)) et que {O;u, u € B} est une partie bornée de
L2(]0, T[, H~1(Q)) (en effet, si u € B, il existe f € Atq. u= S(f), onadonc d,u = Au + f au sens donné
par {@.19), ce qui donne I’estimation voulue sur u). Le lemme de compacité donné ci-apres (lemme [4.33), da a J.
L. Lions, donne alors la relative compacité de A dans L?(]0, T'[, L?(9)). [

Lemme 4.33 (Compacité espace-temps, cadre L2) Soir Q0 un ouvert borné de R et (un)neN une suite de
L2(]0,T[, L*(Q)). On identifie L*(Q) avec L2(Q). On suppose que
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1. la suite (up)ne est bornée dans L?(]0, T, H (),
2. la suite ((Oyun))neN est bornée dans L*(]0,T[, H()).
Alors, la suite (uy)ne est relativement compacte dans L2 ()0, T[, L*(Q)).

Démonstration Ce lemme sera démontré plus loin dans un cadre plus général, voir théoreme [4.37] n

Remarque 4.34 (Opérateurs elliptiques généraux) Les résultats de ce paragraphe, ¢’est-a-dire le théoréme[4.27]
et les propositions [4.28] 4.29] |4.31| et |4.32] sont encore vrais en remplagant I’opérateur Au par div(AVu) si la
matrice A est 2 coefficients dans L™ () et qu’il existe v > 0 t.q. A& - €& > alé|? p.p. et pour tout £ € RY
(exercice [A.5)). 1l est aussi possible de considérer le cas ol les coefficients de la matrice A dépendent aussi de
t. Une possibilité est alors de faire une discrétisation en temps et de remplacer sur chaque intervalle de temps la
matrice A par sa moyenne sur ’intervalle considéré. On résout alors le probleme sur chacun de ces intervalles
temporels. Il suffit ensuite d’obtenir des estimations sur la solution approchée et de passer a la limite sur le pas de
discrétisation.

4.4 Existence et unicité pour des problemes paraboliques non linéaires

Comme dans le cas elliptique, 1’existence de la solution d’un probléme parabolique non linéaire peut se prouver
par point fixe de Schauder ou par degré topologique.

Considérons le premier exemple suivant : soit { un ouvert borné de RY et A : R — My (IR) (ot My(IR)
désigne I’ensemble des matrices N x N a coefficiens réels) t.q.

Vs € IR,7 A(S) = (ai’j(s))i’jzl,m,N ou aij € LOO(IR) n C(IR,,IR,)7 (429)
Ja > 0; A(s)¢ - € > al¢*, V¢ e RY, Vs € R, (4.30)
feL*]0,T[, H () etug € L*(Q). 4.31)

Alors on peut montrer par le théoréme de Schauder qu’il existe u solution de (toujours avec L?(£2) identifié a
L2(Q)):

u € L2(J0,T[, H}(Q)), 0,u € L2(]0, T[, H-*(Q))( et donc u € C([0,T], L*())),

/ (3tuvH1H1 dtJr/ / w)Vu - Vo de dt
0 (4.32)
- / Fovhgros gy dt, Vo € L2(0,T], H (@),
0

u(+,0) = ug.
Pour utiliser le théoréme de Schauder, on utilise la résolution de problémes linéaires : soit u € L2(]0, T'[, L?(Q2)),

on définit I"opérateur 7' de L%(]0,T[, L?(2)) dans L?(]0,T[,L?(f2)) par T(4) = u ou u est la solution du
probleme (#.32)) ot on a remplacé A(u) par A(a), c’est-a-dire :

ueL2(]o T[, H3(9) 8tueL2 (0. T[, H~1(2)),

/ (@uleHl dt+/ / @)Vu - Vo de dt
0

- / (Froh s gy . o € L2(00, 71, HY(),
u(+,0) = up.
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On montre ensuite qu’il existe R > 0 tel que I'image de T est incluse dans Br ou By, est la boule (de L2(]0, T7,
L?(Q))) de rayon R et de centre 0. On montre que 7" est continu et que 7 est compact (par le lemme de compacité
espace-temps [4.33). On conclut avec le théoreme de Schauder. Ceci est laissé a titre d’exercice (exercice [4.6)).
Notons qu’on peut aussi montrer 1’unicité si A est lipschitzienne.

Considérons maintenant I’équation de convection-diffusion suivante (avec une convection éventuellement non
linéaire) : Oyu + div(bf(u)) — Au = 0, avec b € L2(]0, T[, (L*(Q)N), up € L?(Q) et divb = 0. On suppose
de plus que f est lipschitzienne et bornée. Une formulation faible du probleme s’écrit (avec L?(€2) identifié a
L2(Q)):

u € L2()0,T[, H}(Q)),0u € L?()0,T[, H~*(R2))(et donc u € C([0,T], L*(Q))),

T T
/ (0w, v) g1 g dt — / / bf(u) - Vo dz dt
0 ’ 0 0 (4.33)
+/ / Vu-Vodrdt =0, Yo € L*(]0,T[, Hy (),
0 Q

u(+,0) = ug.

Montrons I’existence d’une solution au probleme (@.33) par degré topologique. Pour cela on va montrer que le
probleme (@.33)) peut s’écrire sous la forme v — h(1,u) = 0, ot I"application h, définie de [0, 1] x E dans E, avec
E = L*(]0,T[, L?(%2)), vérifie :

1. h est compacte,

2. ilexiste R € IR t.q.
u—nh(s,u)=0,s€[0,1,u € FE = u¢IBg,

3. I’application définie de E dans F par u — u — h(0, u) est linéaire.

(Ceci est suffisant pour obtenir I’existence d’une solution au probleme (@.33).)
Soit s € [0,1] et u € E. On note h(s,u) la solution du probléme suivant :

w e L2(]0,T[, H}(Q)),w, € L?(]0,T[, H~Y(Q)),

T T
/ (Wt, V) g1 g1 dt—/ /sbf(u)-Vvdxdt
0 0 0 JQ

T (4.34)
+/ / Vw - Vodz dt =0, Vv € L*(J0,T[, Hy(2)),
0o Ja

w(-,0) = sug.

Notons que h(s,u) = w est bien définie car bf (u) € L2(]0, T[, (L*(Q)™).

De plus, il est facile de voir que le point 3. ci-dessus est vérifié, car h(0,u) = 0 et donc v — h(0,u) = w. 1l
reste & montrer les points 1 et 2, c’est-a-dire que h est continue, que {h(s,u), s € [0,1], udansB} est une partie
relativement compacte de E, si B est une partie bornée de F, et qu’il existe R > 0 t.q. u — h(s,u) = 0 n’a pas de
solution avec s € [0,1] et u € OBp.

Montrons d’abord que h est continue. Soit (s, ),en une suite de [0, 1] et (4, )new une suite de E t.q. s, — s dans
R et u,, — udans E lorsque n — +00. On pose w,, = h(sy, u,), w = h(s,u) et on veut montrer que w,, — w
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dans F. Les fonctions w,, vérifient :

wy, € L2(10,T[, Hy(R)), (wn)e € L*(10,T[, H(Q)),
T T
/0 ((wn)t,v>H71’H& dt—/o /an bj{"((un) -Vodx dt

(4.35)
+/ Vw, - Vo dzdt =0, Yo € L]0, T[, Hy(Q)),
0 Q

wp(+,0) = spuop.

En prenant v = w,, dans (#33), on montre que la suite (w,,)nen est bornée dans L2(]0, T'[, H}(Q)) et que la
suite ((wy)¢)nen est bornée dans L2(]0, [, H~1()). On en déduit par le lemme [4.33|que w,, — @ dans E,
aprés extraction éventuelle d’une sous suite. Mais les bornes sur w,, et (wy,); donnent aussi w,, — @ faiblement
dans L2(]0,T[, Hi(Q)) et (wy,); — w; faiblement dans L?(]0, T'[, H~1(£2)). Enfin, on peut supposer, toujours
apres extraction éventuelle d’une sous suite que u,, — u p.p.. En passant a la limite dans léquation satisfaite par
w,, et en passant a la limite sur la condition initiale, on montre alors que w = w (comme cela a été fait dans la
démonstration du théoreme . Ceci permet de conclure (sans extraction de sous suite) que w,, — w dans F et
donne donc la continuité de h.

On pose maintenant A = {h(s,u), u € L2(]0,T[, L*(Q)), s € [0,1]}. Il est facile de voir que A est borné dans
L2(]0,T[, H}(9)) et que {wy, w € A} estborné dans L2(]0, T[, H~*(£2))}. Le lemme[4.33|donne alors la relative
compacité de A dans E. Enfin I’existence de R > 0 t.q. u — h(s,u) = 0 n’ait pas de solution avec s € [0,1] et
u € OBg vient du fait que A est borné dans L2(]0, T'[, H (€2)) et donc aussi dans E.

En conclusion, on peut utiliser 1’invariance par homotopie du degré. On obtient d(Id — h(1,-), Bgr,0) = d(Id —
h(0,-), Bg,0) = d(Id, Br,0) = 1. Donc, il existe u € B t.q. u— h(1,u) = 0, c¢’est-a-dire u solution de (#.33).

On montre maintenant I"unicité de la solution de (#33). On va montrer cette unicité dans un cadre un peu plus
général (pour lequel on aurait aussi pu montrer I’existence) en remplagant Aw par div(a(u)Vu), c’est-a-dire en
considérant 1’équation

Opu + div(bf(u)) — div(a(u)Vu) =0,

avec une fonction a lipschitzienne de IR dans IR et vérifant @ < a(s) < ( pour tout s € IR et deux nombres
strictement positifs «a, 5.

Soit uy, us deux solutions de @.33) (avec div(a(u)Vu) au lieu de Au). On pose u = u; — ug et on va montrer
que u = 0 p.p..

Pour & > 0 on définit la fonction 7, de IR dans IR par 7. (s) = max{—e, min{s,e}}. On note aussi ¢. la primitive
de T, s’annulant en 0. En prenant v = T (u) dans les formulations faibles satisfaites par u; et us, on obtient

T T
/o (Ou, T () g1 grdt — /0 /Qb(f(ul) — f(ug)) - VI (u)dxdt
T T
—l—/o /Qa(ul)Vu - VT (u)dzdt = /0 /Q(a(uQ) — a(u1))Vug - VI (u)dzdt.

Comme VT, (u) = Vulgc|y/<e P-p., on en déduit que

T
/Qgﬁs(u(x,T))dx f/ﬂqﬁs(u(:r,O))dx + a/o /QVu - Vulgejy|<cdzdt

T T
< / / |b‘|f<ul) - f(u2)||vu|1(]<\u|<6dxdt +/ / ‘a(ul) - a(u2)|‘Vu2|‘vu‘1()<\u|<sdxdt- (436)
0 Q 0 Q
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Comme a et f sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q.
|f(s1) = f(s2)| < L|s1 — s2| et]a(s1) —a(s2)| < L[s1 — s2|, pourtout sy, s2 € R.

On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢ > 0 pour déduire de (£.36), avec A, = {0 < |u| < e} ety = (x,1),

T % T %
a/ /|VTE(u)\2da:dt§Le(/ fdy) (/ /|VTE(U)\2da:dt)
0 Q Ac 0 Q
+ Le / Vus|?dy
(J, [vuldy)

On a donc || VT (u) ||| L2(g) < ace, avec Q =]0,T[xQ et

aazL(/A b|2dy)%+L</A |VuQ|2dy>%.

Comme N.s9A. = 0 la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N +1 dimensionnelle)
de A, tend vers 0 quand € — 0 et on a donc, comme b, Vup € L2(Q)%, (noter que L?((Q) peut étre identifié a

L*(]0,T[, L*()))
lim/ |b|2dy:1im/ |V |*dy = 0,
e—0 A, e—0 A,

ce qui donne lim,_, a. = 0. Il nous reste maintenant a utiliser, par exemple, I'injection de W' (Q) dans L' (Q).
elle donne pour ¢ €]0, T,

=

(/OT/QWTE(u)zdxdt);.

1T (w1 (@) < NVT=(u®)]llz - (4.37)

On désigne par “mes” le mesure de le Lebesgue dans RY. On remarque maintenant que pour ¢t €]0, T
emes{[u(t)] > e} < (| [Tu(a)]" o)™
On a donc, avec (@.37),
cmes{[ult)| > e} < | VEL(u(t) 1oy = [ IV (uler )l

et, en intégrant par rapport a ¢, sachant que 1/1* = (N — 1)/N et utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

T —1 T 1
6/0 mes{|u(t)| zs}Tdtg/O /Q|VTE(u(x,t))\dxdt§ VT (u)] || 22 (Tmes () ?

- (Tmes(9))2

On a donc . .
/ mes{|u(t)| > 5}¥dt < Mas.
0 [0

quand € — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme lim._,y a. = 0)
T N—1
/ mes{[u(t)| > 0} dt < 0,
0

On en déduit que mes{|u(t)| > 0} = 0 p.p. ent €]0,T[ et donc u = 0 p.p., ce qui termine cette preuve d’unicité.
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Remarque 4.35 Voici un complément et quelques généralisations possibles (laissées en exercice) du résultat
d’existence et unicité de solution que nous venons de donner dans cette section.

1. Soit ug € L*°(Q). Il existe donc A < 0et B > 0t.q. A < ug < B p.p.. Soit u la solution de @33). On a alors
A < u < B p.p.. Pour démontrer ce résultat, il suffit de prendre v = (u — B)™ (pour montrer v < B p.p.) et
v = (A —u)" (pour montrer u > A p.p.) dans @.33).

2. On a supposé f lipschitzienne et bornée. En fait siug € L>(€), etdonc A < ug < Bp.p..avec A <0 < B, on
peut remplacer cette hypothese sur f par “ f localement lipschitzienne” (exemple : f(s) = s2). La démonstration
consiste a remplacer dans (#33)) f par f ol f est définie par f(s) = max{A, min{s, B}}. La solution obtenue,
u, vérifie alors A < u < B p.p. (d’apres I’item précédent) et est donc solution de [@.33) (avec f).

3. Pour montrer ’existence et I"unicité de solution a @.33)), on a supposé divb = 0. Cette hypotheése peut étre
remplacée par divb € L°°(Q2) (mais en conservant I’hypothése f lipschitzienne et bornée). On peut toujours
montrer un résultat d’existence et d’unicité de solution a (4.33)).

4. Enfinsidivb € L (), ||divd||o = C, f lipschitzienne de constante de Lipschitz L (mais f non nécessairement
bornée) et ug € L>(Q), ||upllcc = M, on peut aussi montrer un résultat d’existence et d’unicité de solution a
#@33). La solution v vérifie alors ||u(t)||cc < M exp(CLt) pour tout ¢ € [0,T].

4.5 Compacité en temps

Dans cette section, on démontre le lemme de compacité dans L? comme conséquence du théoréme [4.41]
énoncé dans un cadre plus général, et utile pour la résolution de nombreux problemes paraboliques.

Commencons par la version abstraite du lemme de compacité dans L2, qu’on obtient en remplacant 1’espace
L? par un espace de Hilbert quelconque.

Lemme 4.36 (Compacité en temps, cadre hilbertien) On suppose que X et H sont des espaces de Hilbert, que
X s’injecte compactement dans H, et que X est dense dans H On identifie H avec H' (par le théoréme de
représentation de Riesz). On suppose maintenant que (u,)neN est une suite bornée de L*(]0,T[, X) (T > 0
est donné) et que ((un)¢)ne est une suite bornée de L*(]0,T[, X"). Alors, la suite (u,)ne est relativement
compacte dans L*(]0,T[, H).

Notons dans le lemme ona X = H}(Q) et H= L%*()). Ce résultat de compacité dans le cadre hilbertien
(attribué a J.L.. Lions) a ensuite été généralisé par Aubin dans le cadre d’espaces de Banach [[10]]:

Théoreme 4.37 (Compacité en temps, cadre LP, p > 1) Soit X, B,Y trois espaces de Banach et 1 < p <
+00. On suppose que X s’injecte compactement dans B et que B s’injecte continiiment dans Y. On suppose
maintenant que (Up)neN. est une suite bornée de LP(]0,T[, X) (T > 0 est donné) et que ((un)t)neN est une
suite bornée de LP(]0,T[,Y). Alors, la suite (uy,)necw est relativement compacte dans L (|0, T'[, B).

Ce résultat a ensuite été généralisé par J. Simon [L1] pour avoir aussi le cas p = 1. C’est ce dernier résultat que
nous donnons dans ce paragraphe ainsi que sa démonstration (qui contient donc les démonstrations des lemmes

[£33]4.33] et du théoreme [4.37]

Nous donnons enfin quelques généralisations du résultat de Simon utiles en particulier lors de 1’étude mathématique
de schémas numériques.

Nous donnons d’abord le théoreme fondamental de compacité de Kolmogorov (sous deux formes 1égement différentes)
dont nous déduisons ensuite les théoremes [A.4T] et 4.50]
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Théoréme 4.38 (Kolmogorov (1)) Soit B un espace de Banach, 1 < p < +o00, T > 0et A C LP((0,T), B). Le
sous ensemble A est relativement compact dans LP((0,T'), B) si A verifie les conditions suivantes :

1. Pour tout f € A, il existe Pf € LP(IR, B) tel que Pf = f p.p. dans (0,T) et |Pf||Lr(r,B) < C, oit C ne
dépend que de A.

2. Pour tout ¢ € C°(IR,R), la famille { [, (P f)dt, f € A} est relativement compacte dans B.
3NPf(-+h) = Pfllrar,By — 0, lorsque h — 0, uniformément par rapport a f € A.

Ces trois conditions sont donc des conditions suffisantes pour la compacité relative ; de fait, ces conditions sont
aussi nécessaires mais ceci n’est pas la partie intéressante du théoreme.

Démonstration tu théoréme [4.3§]
Soit (pn)nen+ une suite de noyaux régularisants, c’est-a-dire :

pn(x) = np(nx), Vn € N*, Vz € R,
avec p € C° (R, IR), / pdx =1, p>0, p(—) = p. (4-38)
R

On pose K = [0,7] et, pour n € IN*, A,, = {(Pf x pn)|, f € A}. La preuve se fait en deux étapes. A Iétape
1, on utilise le théoréeme d’Ascoli et I’hypothese 2 du théoréme pour montrer que pour n € IN*, I’ensemble
A,, est relativement compact dans I’espace des fonctions continues C' (K, B) muni de sa topologie habituelle. On
en déduit que A,, est aussi relativement compact dans L?((0,T), B). A I’étape 2, on montre que les hypotheses 1
et 3 du théoreme donnent que Pf % p, — Pfin LP(IR, B), lorsque n — 00, uniformément par rapport a
f € A. Ceci permet de conclure que la famille A est relativement compacte dans LP((0,7), B).

Etape 1. Soit n € IN* ; pour montrer que A,, est relativement compact dans C' (K, B), on utilise le théoréme
d’Ascoli ; on doit donc démontrer que les propriétés suivantes sont vérifiées :

(a) pour tout ¢t € K, I’ensemble {Pf * p,(t), f € A} est relativement compact dans B,

(b) la suite { P f % p,,, f € A} est équicontinue de K dans B ( c’est-a-dire que la continuité est uniforme par rapport

afeA.

On montre d’abord la propriété (a). Soitt € K ;

Preput)= [ Preputt=sds = [ Prols)is

R

L’hypothese 2 du théorémedonne la propriété (a), a savoir que { P f x p,,(t), f € A} est relativement compact
dans B.

Voyons maintenant la propriété (b). Soient ¢1,t; € K et q = p/(p — 1) ; grice a I’inégalité de Holder, on a

[P f * pn(t2) = Pf 5 pn(ti)lls < /m [Pf(s)llBlon(ta = ) = pults — s)|ds

<|[Pflleer,Byllon(ta =) — pu(ts — )|

Li(R,R)-

Comme p,, est uniformément continue a support compact, on déduit facilement de cette inégalité (et de I’hypothese
1 du théoreme[d.38)) et que la famille A,, est uniformément equicontinue de K sur B. Ceci donne la propriété (b) ce
qui permet de conclure que A,, est relativement compact dans C(K, B). Cette compacité relative est équivalente
a dire que pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon e (pour la norme naturelle sur C(K, B))
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recouvrant I’ensemble A,,. Puisque || - ||»((0,7),5) < TP - lc(k,B)» on obtient aussi la compacité relative de
A,, dans L?((0,T), B).

Etape 2.

Soitt € IR, comme f]R pn(s)ds =1lets=mns,ona

) — Pf(t))p(5)ds.

S| @l

PJ % pult) — PI(t) = /IR (PS(t — 5) — P(t))pu(s)ds = / (Pt -

-1
Puis, par I'inégalité de Holder, on a, avec ¢ = p/(p — 1),

1 S
127 putt) =PI < ([ 1PFa=2) = Pr)Ids) Lol

En intégrant par rapport a ¢ € IR et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient
IPF %= P oy < 2ULIPFC+ 1) = PR, s 1] < LIl

Enfin, la troisieme hypothese du théorémeentraine que ||Pf % pn — Pf|lLe(0,1),8) — 0 lorque n — +oo0,
uniformément par rapport 2 f € A. En conséquence, la compacité relative de A,, dans L?((0,7"), B) pour tout
n € IN (démontrée a I’étape 1) donne lala compacité relative de A dans L?((0,7T), B). Ceci conclut la preuve du
théoreme [4.38] m

Donnons maintenant une forme alternative du théoréme préédent qui a I’avantage de ne pas demander de prolongement
de f en dehors [0, 7).

Théoréme 4.39 (Kolmogorov (2)) Soit B un espace de Banach, 1 < p < +o00, T > 0et A C LP((0,T), B). Le
sous ensemble A est relativement compact dans LP((0,T'), B) si A satisfait les conditionssuivantes :

1. le sous ensemble A est borné dans L?((0,T'), B).
2. Pour tout p € C*(IR,R), la famille {fOT fedt, f € A} est relativement compacte dans B.

3. 1l existe une fonction croissante de (0,T) to Ry telle que limy,_,q+ n(h) = 0 et, pour tout h € (0,T) et f € A,
T—h
[ s+ b = sl < o,
0

Démonstration :
La preuve utilise le théoreme avec Pf = 0sur[0,T]°. Les deux premiers items des hypothéses du Theorem
[4.38]sont clairement satisfaites. La seule difficulté est de prouver le troisi¢me item. On le fait en deux étapes.

Etape 1. On va d’abord montrer que lim;_,o foé | f(®)|'dt — 0 lorsque § — 0T, uniformément par rapport a
feA

Soitd,h € (0,T) telsque 6 + h < T. Pour tout ¢ € (0,0) one has || f(¢)||g < |f(t+h)|s+||f(t+h)— f(t)|B
et donc
IFONE < 271 f(E+ Rl +271Lf(t+ h) — f(O)5-

En intégrant cette inégalité pour ¢ € (0, §), on otient
5 s 5
[ ir@ngar <2 [Cise migae2 [ n - sl (439
0 0 0
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Soient maintenant hy € (0,7) etd € (0,7 — ho). Forall h € (0, ho), Inequality @#39) gives, using n(h) < n(ho),

) )
/ 1F(0) 1t < 2 / 17t + h)|[%dt + 2Pn(ho).
0 0

En intégrant cette inégalité pour h € (0, hg), ona:

) ho )
o [l <2 [ 1 mltddn-+ 2 honio).

Puis, grace au théoréeme de Fubini-Tonelli,
ho ) 1 ho
| e miganan= [ [+ wigana
0 0 0 0
5 T
< [ 1rs) < 811 o

d’ou I’on déduit que
s
hO/O ”f(t)H%dt < 52p||f”§,p((o,T)7B) + 2ph077(h0)- (4'40)

Soit maintenant £ > 0. On choisit d’abord hy € (0,T) tel que 2Pn(ho) < e. Puis, on choisit § = min{7T —
ho,eho/(2PC)}, avec C' = sup ¢ 4 Hf||’£p((0 7),3)- On obtient alors, pour tout f € A,

)
osssg:»/ £, < 2,
0

ce qui entraine que f05 |l f(t)|'5dt — 0asé — 0T, uniformément par rapporta f € A. On a ainsi terminé I"étape 1.
Noter que des arguments similaires donnent que f;:_ s 1F@)|5dt — 0lorsque 6 — 0, uniformément par rapport
a f € A (ceci se prouve en utilisant g définie par g(¢t) = f(T — t)) au lieu de f.

Etape 2. On montre maintenant que le troisieme item des hypotheses du théoréeme est satisfait, ce qui conclut
la preuve du théoreme [4.39)]
On rappelle que Pf(t) = 0if t € [0,T]¢, et donc, pour tout b € (0,T) et f € A,

0 T—h T
[P+ - Prapr< [+ wlde [0 - folpde [ 5@l
R —h 0 T—h

T

h T—h
< [ sl [ U m - ol [ i

Soit e > 0. Il existe hy > 0 tel que n(hy) < e. Grice a I’étape 1, il existe ho > 0 tel que pour tout f € A,

h T
0§h§h2:>/ lf()|5dt < e and / I f(®)|'pdt < e.
0 T—h

En définissant h3 = min{hq, ho}, on a pour tout f € A,
0<h<hs= / |Pf(t+h)—Pf(t)|5dt < 3e,
R

ce qui conclut I’étape 2 et la preuve du théoréme [4.39] [

On déduit alors du théoreme .39 un corollaire qui sera utile pour la preuve du théome .41}
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Corollaire 4.40 (Compacité en temps) Soit B un espace de Banach, 1 < p < +o00, T >0 A C L?((0,T), B).
Soit X be un espace de Banach inclus dans B avec injection compacte. On suppose que A verifie les conditions
ssuivantes :

1. A est borné dans LP((0,T), B).
2. A est borné dans L*((0,T), X).
Noter que ces deux conditions sont vérifiées si A est borné dans LP((0,T), X).

3. Il existe une fonction croissante de (0,T') dans R ;. telle que limy,_,q+ n(h) = 0, pour tout h € (0,T) f € A,
T—h
| e = ol < ),

Alors I’ensemble A est relativement compacte dans LP((0,T'), B).

Démonstration Pour appliquer le théoréme [4.39] on doit vérifier que, pour tout ¢ € C°(IR,IR), la famille
{ fOT fedt, f € A}est relativement compacte dans B.
Soit ¢ € C°(IR,IR). Si f € A, on a, en notant |||, = maxsecr |©(t)],

T
H / Fodtlx < lellullflz: o -

Comme A est borné dans L ((0,7T), X), la famille { fOT fedt, f € A} est borné dans X et donc relativement
compacte dans B. |

Nous donnons maintenant un théoréme, essentiallement dii a J. P. Aubin (pour p > 1) and J. Simon (pour p = 1),
qu’on a utilisé dans la section préédente pour prouver I’existence d’une solution pour des équations paraboliques.

Théoreme 4.41 (Aubin-Simon) Soit 1 < p < 400, et soient X, B, Y trois espaces de Banach tels que
(i) X C B avec injection compacte,

(ii) X C Y et si(fn)nen est une suite d’éléments de X telle que la suite (|| fn]|x)new est bornée dans R,
fan—=finBetf, —0inY (asn — +00), alors f = 0.

Soit T > 0 et (up)new une suite d’éléments de LP((0,T), X) telle que
1. (un)new est bornée dans LP((0,T), X),
2. (o), ey est bornée dans L((0,T),Y).
Alors il existe uw € LP((0,T), B) tel que a une sous-suite pres, u, — win LP((0,T), B).

Remarque 4.42 Noter que les hypotheses (i) du théorémest plus faible que I’hypothese des articles originaux
d’ Aubin et Simon, qui est :

(i)’ B C Y avec injection continue.

L’hypothése (i¢) ne demande en particulier pas B C Y, ce qui est intéressant par exemple dans les applications a
des solutions de schémas numériques. It is also interesting to notice that the hypothesis (i) may also be written:
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(@) If (||wn|lx )nen is bounded, then, up to a subsequence, there exists w € B such that w,, — w in B.

Cette reformulation conduit a une généralisation facile qui sert a prouver la convergence des approximations
numériques de la solution des équations paraboliques : dans cette généralisation, X est remplacé par une suite
(X, )new, see Theorem below.

Preuve du théoréme La preuve utilise le corollaire avec A = {u,, n € IN}. L’ensemble A est borné
dans LP((0,T), B) (car X s’injecte continfiment dans B) et donc dans L' ((0,7T'), X ), de sorte que nous n’avons
plus qu’a prouver le troisigme point des hypotheses du corollaire .40} ¢’.a.d.

T—h
/ lun (- + h) — uy,|'pdt — 0 as h — 0, uniformly w.r.t. n € IN. (4.41)
0

Soit0 < h < Tete > 0.Pourt € (0,7 — h), on aen utilisant le lemme de Lions 4.43)) donné plus loin,

[un(t +h) —un ()]s < ellun(t +h) —un ()l x + Cellun(t + h) — un(t)|ly
<ellun(t+M)lx +ellun®)llx + Cellun(t +h) = un(®)ly,

et donc
[un(t + ) —un ()| < )P llunlt +h)[I% + Be)"lun ()% + BC)Plun(t + 1) — un @)y

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ (entre O et 7' — h) conduit a

T—h T—h
/ e (£ + h) = un (8)][5dt < 2032)" [unll? 1 0.7y .x) + (305)1’/ tn (£ + B) — un (t)||2dt.  (4.42)
0 0

On utilise maintenant le deuxiéme point de la remarque@ (également donné dans la section[d.2)), qui nous donne

que u, € C([0,T],Y) et up(t1) — un(t2) ftQ d“” s)ds pour tout t1,t2 € [0,T]. Ceci nous permet de majorer
le deuxieme terme du second membre de @[)

p

T—h T—h t+h du
[ e+ m - wnolige < [ ( JAE=E >|yds> i
0 0 t
T—h t+h
<art [ (/ % s )||yds> dt
0 t
T—h T
du,
<ot [ ( AT dt<>|yds> a,
0 0

ou M est un majorant de la norme L'((0,7),Y) de d“" (ie |5 d“" Li((o,r),y) < M for all n).
En utilisant le fait que 1f; ;4 4)(s) = 1[s—p,(t) and le theorme de Fubini-Tonelli, on obtient

T—h
/ |tn (t + h) — un (t)||5-dt < hMP. (4.43)
0
Donc, en tenant compte de (4.43)), #-42)) donne

T—h
/ e (t + 1) = (8) [yt < 23€)P b 0.1y x) + (BCo)PRMP. (4.44)
0
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On peut alors conclure :.soit > 0, on choisit € > 0 pour majorer le premier terme du second membre de (@.44)
par 1) (indépendamment de n € IN). Comme C est donné, il existe kg € (0,T) tel que le second terme du second
membre de (4.44) est majoré par 7 (indépendamment de n € IN) si 0 < h < hg. Finalement, on obtient

T—h
0<h<hy= / i (t + ) — un(8)[Bydt < 20,
0
ce qui conclut la preuve du théoreme [4.41] [

Lemme 4.43 (Lions) Soient X, B, Y trois espaces de Banach tels que
(i) X C B avec injection compacte,

(ii) X CY et si (up)nen est une suite d’éléments de X telle que la suite (||un||x)new est bornée, u, — wu in
Betu, — 0dansY (asn — +00), alors u = 0.

Alors pour tout € > 0, il existe C; tel que, pour w € X,
[wlz < ellwllx + Cellwlly-

Remarque 4.44 (Sur les hypothéses du lemme de Lions) Comme dans le théoréeme I’hypothese (i:) du
lemme [4.43| peut étre remplacée par 1’hypothese plus forte

(ii))’ B C Y avec injection continue.

Preuve du lemme On raisonne par contradiction : on suppose qu’il existe € > 0 et une suite (uy, )n,ecn telle
que (U )nen telle que u, € X et 1 = |Juy||p > €llun||x +nllu, |y, pour tout n € IN. Alors (uy,)nen est bornée
dans X and donc relativement compacte dans B. On peut donc supposer (2 une sous-suite pres) que u,, — u dans
Bet ||lul|p = 1. De plus u, — 0inY (car |[u,|y < 1/n). L'hypothese (ii) du lemme [4.43| donne donc que
u = 0, ce qui contredit ||u||p = 1. [

Remarque 4.45 (Sur la dérivée faible de ) On rappelle ici (points 1 et 2) certains résultats essentiellement donnés
dans la section (avec une preuve différente pour le deuxieme point). Soient X, Y deux espaces Banach et Z
un espace vectoriel tel que X, Y C Z (bien siir, un cas simple est Z = Y'). Soientt p, g € [1, o0].

1. En supposant que v € LP((0,T"), X), la dérivée faible de u, notée du/dt, est définie par son action sur les
fonctions test, c’est-a-dire son action sur ¢ pour tout ¢ € C2°((0,7")) (noter que ¢ prend ses valeurs dans IR).
En fait, si ¢ € C°((0,T)) (et ¢’ est la dérivée classique de ¢), la fonction ¢’u appartient & LP((0,T), X) et
donc a L((0,T), X) et I'action de du/dt sur o est définie comme

) T
G == [ St

Noter que (2%, o) € X.
Puis du/dt € L1((0,T),Y) signifie qu’il existe v € L2((0,T"),Y") (et ce v est unique) de telle sorte que

T T
- / O (t)u(t)dt = / e(t)v(t)dt for all p € C°((0,T)). (4.45)
0 0

Noter que fOT O (u(t)dt € X C Z et fOT o(t)v(t)dt € Y C Z, donc I"égalité dans [@.43) tient dans Z. Enfin,
on identifie la dérivée faible de w (qui est une forme linéaire sur C2°((0, T'))) avec la fonction v (qui appartient
aLi((0,T),Y)).
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2.Siu e LP((0,T), X) etdu/dt € L1((0,T),Y), il est assez facile de prouver que u € C'([0,7],Y) et que

t
u(t) = u(0) + %(s)ds, forall ¢ € [0,T].
0

En effet, on pose v = du/dt et on définit w € C([0,T],Y") par
t
Jw(t) = / v(s)ds for all t € [0,T].
0

Pour n € IN*, soit u,, = u * p,, avec p, défini par @.38) et en ayant prolongé u par 0 en dehors de [0, 7.
Comme v € LP(IR, X), on a u, — u dans LP(IR, X) et donc, a une sous-suite pres, u, (t) — u(t) dans X
(lorque n — +o00) pour p.p. t € (0,7).

Soit t1,te € (0,T) tel que 0 < t1 < to < T et u,(t;) — u(t;) dans X (lorsque n — +00) pour i = 1, 2. Pour
n € IN* tel que 1/n < t; et 1/n < T — tq, on définit ¢,, par

on(t) = /t pn(te — s)ds — /t pn(ts — s)ds.

t2 tl

Onap, € CX((0,T),IR) et ¢, (t) = pn(ta —t) — pp(t1 —t) pour t € (0,T). De plus,

wnlte) = wnltr) = [ (o) (s)ds = = [ o(s)ens)is

Remarquons maintenant que (en utilisant p(—-) = p et avec un changement de variable)

on®) = [ puls—ta)ds = [ pnls—ti)ds == [ palt = 9)ds = <1 ) )

to t1 t1

De plus, @, — —1(, ,) p-p. et puisque [¢,,| < 1 p.p. (pour tous les n), le théoréme de convergence dominée

donne
to

—/0 v(8)n(s)ds — v(s)dsinY.

ty
On obtient alors, en faisant n — 400,

u(ts) — u(ty) = / Cu(s)ds = wlts) — w(t).

t1

Ceci prouve qu’il existe ¢ € IR tel que u = w + ¢ p.p. sur (0,7") puis que u € C((0,T),Y") (puisque, comme
d’habitude, nous identifions u avec la fonction continue w + c).

3. Dans le théoreme grice au point précédent, on a u,, € C([0,7],Y") pour tous les n € IN. Cependant, la
limite u n’est pas nécessairement continue. Un simple contre-exemple est obtenu avec p = 1, X = B =Y et,
par exemple, T = 2. Ensuite, il est assez facile de construire une suite (u,,),, bornée dans W11((0,7)) dont la
limite est la fonction caractéristique de [1, 2].

Remarque 4.46 (Un cas classique plus simple) Il existe un cas classique ol le lemme {.43]est plus simple. Soit
B un espace Hilbert et X un espace Banach X C B. On définit sur X la norme duale de || - || x pour le produit
scalaire de B, a savoir

[ully = sup{(ulv)s, ;v € X, [lv]x <1}.
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Ensuite, pour toute > Oetu € X,
1
lull s < ellullx + Zlully-

La preuve est simple, puisque

1 1 1
lulls = (ulw) < (ully ullx)® < ellulx + Zlluly-

Noter que la compacité de X en B n’est pas nécessaire ici (mais, méme dans ce cas simple du lemme [4.43]la
compacité de X en B est nécessaire pour le Théoreme )

Nous donnons maintenant une généralisation du corollaire [#.40] et du théoreme [4.41] en utilisant une suite de
sous-espaces de B au lieu des espaces X et Y.

Définition 4.47 (Suite compactement incluse) Soit B un espace Banach et (X,,)nc une suite d’espaces Banach
inclus dans B. On dira que la suite (X,,) e est compactement incluse dans B si toute suite (u, )ncN satisfaisant

e u, € X, foralln € IN,
o la suite (||un || x, )new est bornée

est relativement compacte dans B.

Proposition 4.48 (Compacité en temps avec une suite de sous-espaces) Soient 1 < p < +oo et T > 0. Soit
(fn)new une suite de LP((0,T), B) satisfaisant aux conditions suivantes

1. La suite (f)new est bornée dans L?((0,T), B).
2. La suite (|| fnllL1((0,7),x,,))ne est bornée.

3. Il existe une fonction croissante de (0,T) a Ry telle que limy,_g+ n(h) = 0 et, pour tous h € (0,T) etn € IN,
T—h
[ Ut ) = Fa®lFpde < 0,
0

alors la suite (fy)new est relativement compacte dans LP((0,T'), B).

Preuve Comme dans le corollaire 4.40} pour appliquer le Théoreme il suffit de prouver que, pour tous les
v € CX(R,IR), le La suite {fOT fnedt,n € IN} est relativement compacte en B.
Let o € C*(IR,IR). Pour n € IN, on a, avec ||¢||, = maxier |p(t)],

T
|| / Fupdtlxe, < lollall full ooy x00-

Puisque la suite (|| f»||£1((0,7),x,))ne est bornée, la suite {|| fOT fnipdt||x,,, n € IN} est également bornée. Par

conséquent, la suite { fOT fnepdt, n € IN} est relativement compacte en B. |

Voici maintenant une généralisation du Théoreme [4.4T] utilisant une suite de sous-espaces de B.

Définition 4.49 (Suite compacte-continue) Soit B un espace de Banach, (X,,)ncN une suite d’espaces de Banach
incluse dans B et (Y, )ne une suite d’espaces Banach. On dira que la suite (X,,, Y, )ncn est compacte-continue
dans B si les conditions suivantes sont remplies

165



4.5. COMPACITE EN TEMPS CHAPTER 4. PARABOLIQUE

1. La suite (X,,)new est compactement incluse dans B (voir définition .

2. X,, C 'Y, (pour tous les n € IN) et si la suite (u,)ncw est telle que u, € X, (for all n € W), (||lun|lx, )nen
bornée et ||uy, ||y, — O (lorsque n — +00), alors toute sous-suite de (un)new convergeant dans B converge
(en B) vers Q.

Théoreme 4.50 (Aubin-Simon avec une suite de sous-espaces) Let 1 < p < +oo. Soit B un espace Banach,

(Xn)new une suite d’espaces Banach incluse dans B et (Y,,)neN une suite d’espaces Banach. On suppose que
la suite (X, Yy, )neN est compacte-continue dans B (voir définition .
Soit T > 0 et (fn)new une suite d’éléments de LP((0,T), B) satisfaisant aux conditions suivantes

1. la suite (f)new est bornée dans LP((0,T), B),
2. fn € LP((0,T), Xy,) (pour tout n € IN) et la suite (|| fn||Lr((0,7),x,.))neN est bornée,

3. %‘” € LY((0,T),Y,) (forall n € IN) et la suite (”%”Ll((O,T),KL))nGIN est bornée,

alors il existe f € LP((0,T), B) telle que, a une sous-suite pres, f, — f dans LP((0,T), B).

Démonstration La preuve utilise la proposition 11 suffit de prouver la troisieme hypothése sur (f,)new de
la Proposition[#.48] c.a.d.

T—h
/ | fn( + h) = follpdt — 0 as h — 0, uniformément par rapport a n € IN.
0

En effet, pour tous les n € IN, comme f,, € LP((0,T), B), on a OTfh Il fn(- + h) — foll5dt — 0 lorsque b — 0.
La seule difficulté est de prouver I’'uniformité de cette convergence par rapport a n € IN. Ainsi, il suffit de prouver
que pour tous les n > O il existe ng € IN et 0 < hg < T tel que

T—h
n2n0,0<h§h0:>/ | fn(-+h) — follmdt <. (4.46)
0

Soite > 0 ; le lemma[4.5T|donne I'existence de ny € IN et de C. € IR tel que
n>no, u € X, = [lullp <elullx, + Ccllully,.

On adonc, pourn > ng, 0 < h < Tett e (0,7 —h),ona

[fn(t+h) = fu(@)lB < ellfult +h) = fo@)llx, + Cellfu(t +h) = fu(@)ly,
< 5||fn(t + h)”Xn =+ €||fn(t)||Xn + Ce“fn(t + h) - fn(t)HYna

puis
[fn(t+h) = fa@lE < Be)PIlfult+ W), + B)PIfn®)l, + BC) I fult + 1) = fu(®)IF, -

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ conduit a
T—h T—h
/0 [t 4 1) = Fa(0)l3dt < 23711 fulll 0.2x,) + (3C=)? / [ fult + 1) = fu(0)]15, dt. @47)
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Rappelons (voir la remarque l que fr, € C([0,T],Yn) et fir(t1) — fr(ta) = fttf %(s)ds forall t1, 5 € [0,T].
On peut donc majorer le second terme du second membre de (#.47)) :

T—h T—h thh gr P
[t n = sl i< | ( / ||dt<s>||ynds> dr
T—h t+h df
1 n
S (/ |dt<s>||ynds)dt

- T—h T dfn
<M Lo 526y, ds | at,
0 0

ot M est une borne de la norme L*((0,7),Y,,) de dg’;—;.
En utilisant 1f; ;1 ](s) = 1[s—p,s(t) et le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

T—h
/ 1t + h) — fu ()12, dt < hMP. (4.48)
0

Grice a cette derniere inégalité, ({.47) donne

T—h
[ It ) = Fa Ot < 26071l o, + (BC1P0A. (4.49)
0

On peut maintenant conclure. Soit > 0 ; on choisit € > 0 de maniere a majorer par 77 le premier terme du second
membre de @) (indépendamment de n € IN). Ce choix de € impose ng et C.. Pour ce C. donné, il existe
ho € (0,T) tel que le deuxieme terme du second membre de (#.49) est majoré par 7 (indépendamment de n € IN)
si 0 < h < hg. Enfin, on obtient

T—h
nzno 0<h<ho= [ k) - @l <2
0
Ceci conclut la preuve du Théoreme .50} m

Lemme 4.51 (Aubin-Simon pour une suite de sous-espaces) Soit B un espace de Banach, (X,,)necN une suite
d’espaces Banach incluse dans B et (Y,,)ncw étre une suite d’espaces Banach. Nous supposons que la suite
(X, Yo ) new est compacte-continue en B (voir définition .

Ensuite, pour tout € > 0, il existe ng € IN et C; tel que, pourn > ngetw € X,,, ona

x, + Cellw

wls < ellwl Y-

Démonstration. La preuve peut se faire par contradiction. Supposons qu’il existe € > 0, une fonction croissante
wde IN a N et, pour tous les n € IN, ug () € X (p) telles que

1 = |Jupm)llB > elltpm)llx, + nlltem)lly, -

Afin de définir u,, pour tous les n, on pose u,, = 0 pour n & Im(yp). La suite (u,)nen est telle que u,, € X, (for
alln € IN), (|lun| x,, Jnen bornée et |u, ||y, — 0 quand n — +o0 ; la deuxieme hypothese de la définition [4.49]
donne que toute sous-suite (de la suite (u,),ecn) convergeant dans B converge (dans B) vers 0. Mais, comme
(Jlun |l x,, Jne est borné, la premiere hypothese de la définition donne que la sous-suite (e (,))nen admet
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une sous-suite convergeant dans B. La limite de cette sous-suite doit étre OetsanormedansBdoittregalel, ce qui
est impossible. Ceci conclut la preuve du lemma[d.51] [

I est également possible de remplacer dans le Théoreme [4.50]la dérivée temporelle par une dérivée discrete. Ceci
est intéressant pour prouver la convergence de la solution approximative d’un probléme parabolique en utilisant un
schéma numérique. C’est le but du Théoreme §.52]

Théoreme 4.52 (Aubin-Simon pour une suite de sous-espaces et une dérivée en temps discrete) Soir1l < p <
+00, soit B un espace de Banach, (X, )neN une suite d’espaces Banach inclus dans B et (Yy)neN une suite
d’espaces de Banach. On suppose que la suite (X,,, Y, )neN est compacte-continue dans B (voir définition .
Soit T > 0 et (un)new une suite de LP((0,T), B) satisfaisant aux conditions suivantes

1. Pour tous les n € N, il existe N € IN* et ky,...,ky dans ]Ri tel que Zfil ki = T et u,(t) = v; pour
t € (ti—1,t;), 1 € {1,...,N}, to = 0, ¢t; = t;—1 + ki, v; € X,,. (Bien entendu, les valeurs N, k; et v;
dépendent de n).

La dérivée discrete en temps Ou,, est défine p.p. par

afun(t) = %fori € (ti—17ti)-

2. La suite (U, )neN est bornée dans LP((0,T), B),

3. La suite (||un|| 1 ((0,7),x,,) )nelN st bornée.

4. La suite (||0sun||L1((0,7),v,))neN est bornée.

Alors, il existe u € LP((0,T), B) telle que, a une sous-suite pres, u, — w dans LP((0,T), B).

Démonstration.
Le début de la preuve suit de pres celle du Théoréme [4.50] Comme pour cette derniere, on utilise la proposition
et il ne reste qu’a prouver la troisiemehypothése sur (u,, ),cn de lcette proposition , c.a.d.

T—h
/ lun (- + h) — uy,|'pdt — 0as h — 0, uniformément w.r.t. n € IN.
0

Ici aussi, pour tous les n € IN, puisque u,, € LP((0,T), B),ona OT_h |un (- + h) — uy |5 dt — 0 lorsque h — 0.

La seule difficulté est de prouver I’uniformité de cette convergence par rapport a n € IN. Ainsi, il suffit de prouver
que pour tous les 7 > O il existe ng € IN et 0 < hg < T tels que

T—h
n>no, 0<h < ho= / tn(- + B) — wn|Bdt < 1. 4.50)
0

Soit & > 0. le lemme [#.5T|donne I’existence de ng € IN et C. € R tel que

nzng, u€ Xp = |ullp <ellufx, + Ccllul

Y,
Pourn > np, 0 <h<Tett € (0,7 —h),ona

[un(t+h) = un()ll < ellun(t +h) —un(t)lx, + Cellun(t +h) = un(@)]ly,
< ellun(t +h)lx, +ellun(®)llx, + Cellun(t +h) = un(®)]ly,,
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et donc
[un(t +h) —un (D)5 < Be)P[lun(t + )%, + ) lun (O, + (BC)P[lun(t + ) — un(t)ly,, -

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ conduit a

T—h T—h
/O it (t + 1) = un (Bt < 230 a0 ) + (308)1’/0 lun (£ + B) — un (D)%, db. (451)

La preuve differe maintenant de celle du Théoreme [£.50] car on a affaire a la dérivée discréte de u,, au lieu de la
dérivée de u,,. Nous remarquons que pour p.p. t € (0,7 — h) (n et h sont fixes)

N-1 N-1
(% — V;
Un(t+h) —un(t) = Z (Vi1 — ;) Z (Vig1 — Vi) L pqn)(ti) = Z %kiJrll(t,t—&-h) (ti),
isti€(t,t+h) i=1 i=1 i+l
ol Ly pqn)(ts) = 1sit; € (t,t+h)etOsit; & (t,t+ h).
Soit M une borne de la norme L'((0,7),Y,,) de d,u,, : M > Z H vizlﬂm |ly;, kit for all n. On obtient alors

Hun(t +h)— un(t)

Vi41 U;
E ||7J;€ » v ki1 Lie,my (£:))"
1=1 v

v v
< MPH( ZH%HY kita1(e,eqn (ti)

L’intégration de cette inégalité par rapport a t € (0,7 — h) donne, puisque 1(¢ ¢4n)(t:;) = 1z, —n1,) (1),

T—h
/ e (t + ) — wn (£)|[2, dt < hMP.
0

En utilisant cette inégalité dans #.31)), on a

T—h
/ l[wn(t + h) — un(t)|pdt < 2(35)p||unsz,p((oyT),Xn) + (3Ce)P MPh. (4.52)
0

Nous pouvons maintenant conclure comme dans le Théoréme 4.50]: soit 7 > 0. on choisit £ > 0 pour que le
premier terme du second membre de (#.32)) soit majoré par 7 (indépendamment de n € IN). Ce choix de & impose
ng et Ce. Pour C. est donné, il existe hy € (0,7') de sorte que le deuxieme terme du second membre de #.52)
soit borné par 7 (indépendamment de n € IN) si 0 < h < hg. Enfin, on obtient

T—
n>ng, 0 < h<hy= / |wn (£ + h) — un(t) |55 dt < 2n.
0

Ceci conclut la preuve du Théoreme [#.52]

Sous les hypotheses du théoreme [.50] ou du théoréme [4.52] une autre question intéressante est de prouver une
régularité supplémentaire pour u, a savoir que u € LP((0,7T), X) ot X est un espace 1ié aux espaces X, (et inclus
dans B). Dans la définition 53] nous précisons le sens de la phrase "X étroitement li€ au X,," et nous donnons
dans Théoréme [.54] un résultat de régularité.
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Définition 4.53 (Suite B-limite-incluse) Soient B étre un espace Banach, (X,,)necN une suite d’espaces Banach
inclus dans B et X un espace Banach inclus dans B. La suite (X, )nc est dite B-limite-incluse dans X s’il existe
C € IR tel que si u est la limite dans B d’une sous-suite d’une suite (up)new Vérifiant u, € X, et |uy||x, <1,
alorsu € X et |lu]|x < C.

Théoreme 4.54 (Régularité de la limite) Soient 1 < p < +oo, T > 0, B un espace Banach, X un espace
Banach inclus dans B, et (X,,)new une suite d’espaces Banach incluse dans B et B-limite-incluse dans X au
sens de la définition Pour n € N, soit u, € LP((0,T),X,,) telle que la suite (||un||Lr(0,1),x,))neN est
bornée et que u, — w dans L?((0,T), B) quand n — +oc. Alors w € LP((0,T), X).

Démonstration.
Puisque u,, — w dans LP((0,T), B) lorsque n — +00, nous pouvons supposer, a une sous-suite prés, que u,, — u
dans B p.p.. Comme la suite (X,,),ecn est B-limite comprise dans X, on obtient, avec C' donné par la définition

B.53

lullx < Climinf ||u,|/x, p-p--
n—-+oo
Par le lemme de Fatou, on a

T T T
P dt < CP lim inf 4 < C?liminf 4 .
| e < € [ tamint ()15, e < €7 timint [ 015, a0

Enfin, puisque la suite (||uy |27 ((0,7),x,))ne est bornée, on a bien u € LP((0,T), X). ]

4.6 Exercices

Exercice 4.1 (Solution classique en dimension 1) Corrigé

Soit ug € L*(]0,1[). On s’intéresse ici au probléme suivant :

Opu(x,t) — ugy(x,t) =0, x €]0,1[, t €]0, +o00],
w(0,t) = u(1,t) = 0, ¢ €]0, +00], (4.53)
U(J}7O) = u0($)7 HAES [07 1}

La notation d;u désigne la dérivée de u par rapport a ¢ et 9%u désigne la dérivée seconde de u par rapport a z. On
dit que u est une solution classique de [@.53)) si u vérifie les trois conditions suivantes

(c1) u est de classe C? sur |0, 1[x]0, +o0| et vérifie au sens classique dyu— d2u = 0 en tout point de ]0, 1[x]0, +-o0],
(c2) pour tout ¢ > 0, les fonctions u, ,u et O sont continues sur [0, 1] x [t, 400 et u(0,t) = u(1,t) = 0,
(¢3) u(-,t) — up dans L?(]0, 1[) quand ¢ — 0 (¢ > 0).

1. Montrer que le probleme (#.53) admet au plus une solution classique. [On pourra reprendre la méthode développée
a la section [4.1]]

2. Montrer que le probleme (4.53) admet une solution classique. [On pourra reprendre la méthode développée a la
section 4. 1]en explicitant une base hilbertienne convenable de L(]0, 1[), voir I’exercice 2.2}]

Exercice 4.2 (Dual de L%,) Corrigé
Soit (X, T, m) un espace mesuré, F un espace de Banachet 1 < p < +o00. On pose p’ = p/(p — 1).

170



4.6. EXERCICES CHAPTER 4. PARABOLIQUE

1. Soitv € L%,, (X,T,m)etu € LY (X, T, m). Montrer que I"application z — (v(x),u(z)) g, est m-mesurable
de X dans IR puis que (v, u) g g € L (X, T,m) et

[ 11w e plam < ol

2. Soitv € L, (X, T, m).

(a) Montrer que I'application u — [ (v, u) gr, gdm est bien définie, linéaire et continue de L, (X, T',m) dans IR.
On note T, cette application (on a donc T, € LY.(X,T,m)’.)

(b) Montrer que ||T, ||Lp (X, Tomy < ||v||Lp (X.T.m)"

(c) (Question plus difficile) Montrer que || 10| 2, (x, 7.m) = ||v||Lg/(X7T,m).

Exercice 4.3 (Dérivée faible pour une union de domaines)

On suppose que €23 et {25 sont deux disjoints de RY (N > 1) et on note 2 ’intérieur de 1’adhérence de €21 U Q5
(I’ouvert €2 peut donc étre différent de €21 U €25).

Soit f € L?(]0,T[, L*(2)). Pour i = 1,2, on note f; la fonction obtenue en restreignant f a 2;, on a donc
fi € L2(]0, T, L?(©;)).

On identifie (comme d’habitude) L?(2) avec son dual et L?(€2;) avec son dual (pour i = 1, 2).

On suppose df;/dt € L*(]0,T[, H'(2;)") (pour i = 1,2). Montrer que df /dt € L*(]0, T, Hl(Q) ).

Corrigé — Il s’agit de montrer qu’il existe u € L*(]0,T[, H' ()') tel que, pour tout ¢ € C°(Q, R),

—A ) (B)dt = / w(t)olt)dt.

Le terme de gauche de cette égalité est dans L*(Q) et le terme de droite est dans H*(Q)'. Comme on a identifié L*(Q)
avec son dual et que H'(Q) est dense dans L*(Q), on a L*(Q) C H*(Q)’ et montrer cette égalité consiste donc a
montrer que pour tout ) € H'(Q) on a

T
X / FOR(O) @) i@)ds = (| u®eOdt 0 oy (454)
0 0
On cherche donc w € L*(]0,T[, H*(Q)') vérifiant @3 pour tout ¢ € C°(Q,R) et tout 1 € H'(Q).

Pour i = 1,2, on sait que df;/dt € L*(]0,T[, H"(Q;)"), il existe donc u; € L*(]0,T[, H' (%)) (que peut confondre
avec dfl/dt) tel que, pour tout ¢ € C2°(Q,R) et tout 1 € H () ona

/ / fit )¢ (x)dr = </ £)dt, ) i,y 11 (9)- (4.55)

Soient ¢ € C(Q,R) et p € HY(Q). On note 1; la restriction de 1 a Q. On a donc p; € H*(Q;) et Hw“?{l(sz) <
2 H?{l(ﬂ,)- En utilisant @33) (et la proposition ona

| (= [ roeman @ = Z/ (- | F0eva) @@y
Z: / t)dt, Vi) g1,y 1L () = / Z wi(t)p(t), Vi) g1,y 11 (o)At

2 7
/ Z wi(t), Vi) g1,y m1 (o) P t)dt = / (u(t), V) g1,y mio;)e(t)dt
P Jo

.,
= </ w(t)p(t)dt, V) g1y, w1 (o)

0
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ou u(t) est défini (pour presque tout t) par
2
(), Y) gy, mi (o) = ZW(W7ﬁi‘>H1(sz,)/.Hl<sz,,>-
i=1
Comme u; € L*(]0, T[, H*(%)") et H“Hlqul(m <37 “lf*’ﬂ|‘§{l(sz,,)' onabienu € L*()0,T[, H*(Q)") et cela termine
la démonstration.

Exercice 4.4 (Sur la continuité a valeurs L?) On pose 7' > 0 et 2 =0, +oo[. On identifie, comme d’habitude,
L?(2) avec son dual. On suppose que u € L?(]0, T[, H'(2)) et dyu € L2(]0, T[, H1(Q)).
On rappelle la définition de “dérivée par transposition de u”. C’est I’élément de D7, @) noté O;u, tel que, pour
tout p € D = C°(Q),

(Oru, o)

PP

= —/0 u(-, 1) (t)dt.

La notation u(-, ) désigne la fonction = +— u(-, t)). Noter que d fOT u(-, 1)’ (t)dt € H(Q).
On rappelle aussi que d;u € L?(]0,T[, H~*()) signifie qu’il existe une fonction v (encore notée d;u et appelée
“dérivée faible de u”) appartenant a L2(]0, T'[, H (1)) telle que

(O, Do = —/0 u(~,t)<p’(t)dt:/0 o(e, D)t dt.

Py

Noter que fo St)p(t)dt € H71(Q).
Cette égalité a blen un sens car H(Q) C L?(Q2) = L*(Q) ¢ H~Y(Q).
On montre dans cet exercice que u € C([0,77], L?(12)). Le lemme“ne s’applique pas directement car H ~1(Q)
n’est pas le dual de H'(Q) (noté (H'(2)’). On peut d’ailleurs remarquer que I'application qui & 7" élément de
H'(£2)' associe sa restriction a H} (), qui est donc un élément de H ! (2), n’est pas injective.
La méthode proposée ici consiste & se ramener au lemme (avec E = H(IR) et F = L*(IR)) en utilisant un
prolongement convenable de w.
On se donne trois nombres «, 3 et 7y strictement positifs vérifiant « — § = 1l et (a + 1) — 8/v = 0 (un exemple
possible est « = 2, § = 1,y = 1/3). On définit % de IR x]0, T'[ par
a(z,t) = u(x,t) sixz >0,
a(x,t) = au(—x,t) — fu(—yx,t) siz < 0.
1. Montrer que @ € L%(]0, T[, H}(R)).
Corrigé —  La condition o— 3 = 1 donne que u(t) est continue au point x = 0 (pour presque tout t). Cette continuité
en 0 permet alors de montrer que u € L*(]0, T[, H*(IR)).

2. Cette question donne une égalité essentielle pour calculer 0;@, c’est-a-dire fOT a(-,t) (t)dt.
Soit € C°(]0,T]) et p € C(IR). Pour 2 > 0, on pose

) =Y(x « fx—é _z
V(@) = ¥() + av(=2) = Z9(=2).
(a) Montrer que

</0 (-, 1) (t)dt, V) 1m0 (R) :/o (/0°° u(z, t)p(x)dx) ¢ (t)dt.

[Utiliser la proposition [4.23] puis des changements de variables.]
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Corrigé — Comme u € L*(]0,T], jo L)@’ (t)dt € H'(IR). Grace a l'identification de L*(TR)
avec son dual, H*(R) ¢ L*(R) = LQ(IR) c H* (IR) = H_l( ) (les inclusions étant avec continuité).
On calcule maintenant (fOT u(-,t) (t)dt, V) -1y, m1(r) en utilisant la proposition le fait que u(-,t) €
H~Y(R) (par Uidentification de L*(IR.) avec son dual) et des changements de variables.

T

< / ()0 (0t ) -1 )01 ) = / (- 0" (6, ) 11 ey 1t ey I
= / (£, 11 . ) @ (£) it = / ( /}R (e, £y () dr) ' (t)dt

-/ T( | wteovao+ | " (-, Op(e)ds - / " (e, (@) de) ¢ (Dt

= /0 (/(;OO U(x,t)ib(x)dx + Aoo au(x,t)z/;(—m)dm — gu(x t)iﬁ(—%)dx)cp'(t)dt

0

_ /OT (/OOO u(z, )P (x)dz) @ (t)dt.

(b) Montrer que 1) € H} (). En déduire que

T T ~
</ a(-, )" (t)dt, V) p-1 (R, 1 (R) =/ (1), V) -1 (), 12 e(t)dl,
0 0

ol v = dyu (et donc v € L2(]0, T[, H1(2))).

Corrigé —  La fonction 1 appartient a C°(Q) ( ¢ est-a-dire qu’elle est la restriction & Q d’un élément de C’°°( )
et sa trace en x = 0 est nulle grace au fait que (o + 1) — 8/~ = 0. La fonction W appartient donc a H} (Q) et il
est facile de montrer qu’il existe C, ne dépendant que de o, [3 et v, tel que HwHHé(Q) < Ol g (my-

Dans I’égalité obtenue a la question précédente, on utilise le fait que u(-,t) € Hﬁl(Q) (par Uidentification de
L?(Q) avec son dual), de nouveau la propositionel le fait que Oyu = v € L*(]0, T[, H~(Q)). On obtient

< / (-, ' ()t B) -1 oy 11 ) = / ( / " (e £y (x)de) ! (£)d

0

T B T -~
:/0 <U(':t)7¢>H—1(Q),H[}(Q)<P/(t)dt:/O <u('7t)‘P/(t)ﬂ/)>H—l(Q),H3(Q)dt
T

— ([ a0 (0t B sy = = [ 0 00O o1 0,y

0 0

T —
= —/0 (W5 8):¥) 1), m3 (P (t)dE

3. Montrer que d;u € L?(]0,T[, H (IR))). En déduire que u € C ([0, T], L*(IR)) et que u € C ([0, T], L?(2)).

Corrigé — Pour o € C°(]0,T) et p € CZ(IR), on note ¢ ® ¢ la fonction (x,t) — 1 (x)p(t).
On note S Uapplication de CZ°(IR) x C°(]0,T[) dans R définie par

T —
SWo9) = [ 06D o2

o v est définie comme a la questionIZI
Par linéarité, S se prolonge sur I’espace vectoriel, noté G, engendré par les fonctions 1 & .
Sigp € G, Pp(x,t) =" aipi(t)i(x), avecn € IN, p € C(]0,T) et 1y € C°(IR) (pour tout i), et

T n _
S(¢) :/0 <U('7t)vZai¢i(t)¢i>H*1(Q),Hé(ﬂ)dt'
i=1
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On a, pour tout t, avec C donné a la question@

1> aspi(OPill gy < CIl D aipi ()
i=1

i=1

mmw) = |00 O)la )

On en déduit que

syt < C [ 0Ol o6, s vy

T n
SO [ oDl @l Y asei®d:
0 i—1

<C

UHLQ(J(),T[A,Hfl(SZ)) HG‘)HLZ(]O,T[,H L(IR))*

L’application S se prolonge donc en une application linéaire continue de L? (Jo,T[, H ! (R)) dans R (ce prolongement
est méme unique car G est dense dans L* ()0, T[, H*(IR))). Ceci montre qu’il existe w € L*(]0, T[, (H'(IR)") (qui
est le dual de L*(]0, T[, H*(R))) tel que

T
5(¢) :/ (w(1), @5 1) m—1 (), 11 (w) dt-

0
En particulier ceci donne pour tout ¢ € C°(]0,T]) et ) € C°(IR),

T T
</ a(-, 1) () dt, ) r—1(ry, i (my) = —SW @ ¢) = — / (w(-,t), (V) 1wy, 11 () A
Jo

J 0

.
= <7/ w(t)p(t)dt, ) -1 vy, 11 (1) -
0

Onadone [ a(-, )¢ (tdt = — [T w(t)o(t)dt pour tout € C=(0, TY),
cest-a-dire Oy = w € L*(0,T[, (H'(IR)").
Le Zemmedamze alors 4 € C([0,T), L*(IR)) et donc u € C([0,T], L*(Q)).

N.B. Par un argument de cartes locales, le résultat démontré dans cet exercice reste vrai si {2 est un ouvert borné
de RN, N > 1, a bord fortement lipschitzien (remarque 1.17) [12].
Exercice 4.5 (Diffusion non homogene et non isotrope) Corrigé

On reprend les hypotheses du théoréme Soit donc € un ouvert borné de R, T > 0 et ug € L?(Q). On
identifie L?(Q2) avec son dual et on suppose que f € L?(]0,T[, H=*(Q)).

On se donne aussi une application, notée A, de €2 dans My (IR) (ensemble des matrices carrés & N lignes et N
colonnes, a coefficients dans IR). On suppose que les coefficients de A appartiennent a L°>°(2) et qu’il existe
a>0tq.

A€ - € > al€)? p.p., pourtout & € RV,

En suivant la démonstration donnée dans ce chapitre, montrer qu’il existe un et un seul u tel que
u € L*(10,T[, Hy(Q)), 0w € L*(10,T[, H~H(Q)),

T T
/ < Owu(s),v(s) >g-1 g1 ds +/ (/ AVu(s).Vu(s)dz)ds =
0 o 0 Q (4.56)
Jo < f(s),0(s) > g1 gz ds pour tout v € L2(J0, T, HY (%)),
u(0) = ug p-p.-

Exercice 4.6 (Existence par le théoréme de Schauder) Corrigé
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Soit Q un ouvertborné de R et A : R — My (R) (ot My (IR) désigne les matrices N x N a coefficients réels)
t.q.

Vs € ]R,, A(S) = (ai’j(s))i’jzl ’’’’’ N ou aij € L™ (IR) n C(]R,, ]R,), 4.57)
Ja > 0; A(s)E - € > al€)?, Ve e RV Vs € R, (4.58)
fe L]0, T, H () etug € L*(Q). (4.59)

On identifie L2(2) a L2(£2)’, comme d’habitude. On veut, dans cet exercice, montrer I’existence d’une solution

au probleme (@:32).
Soit 4 € L?(]0,T[, L*(€2)), on définit I'opérateur 7' de L?(]0, T'[, L*(2)) dans L2(]0, T[, L?(2)) par T(ii) = u
ot u est la solution (donnée par I’exercice [d.5) du probleme

u € L2()0,T[, H (), 0w € L2(]0,T[, H~Y(Q)),
/T (Oput, V) -1 g1 dt + /T/ A(@)Vu - Vo dr dt
0 - e 0o Ja
= | by at v e 220 1L (@),

u(-,0) = uo.
1. Montrer que 7T est continu de L?(]0, T'[, L?(£2)) dans L?(]0, T'[, L?(£2)).
2. Montrer que T est compact de L2(]0, T'[, L*(2)) dans L?(]0, T'[, L*(2)).
3. Montrer qu’il existe R > 0 t.q. |T'(@)| 2o, 7[,12(2)) < R pour tout u € L*(]0,T7[, L*(2)).
4. Montrer qu’il existe u solution de (@.32).

5. On suppose maintenant de plus que a; ; est, pour tout ¢, j, une fonction lipschitzienne. Montrer que (#.32) admet
une unique solution.
Exercice 4.7 (Existence par schéma numérique) Corrigé

On se propose, dans cet exercice, de montrer I’existence d’une solution faible au probleme (@.60)-(@.62) en passant
a la limite sur un solution approchée donnée par un schéma numérique.

ou 0?o(u)
E(xvt) - o2 (ZC,t) = ’U(xvt)? T 6]07 1[7 13 E]OaT[a (4.60)
dp(u) _ Op(u) _
ox (Oat) - ox (Lt) - Oa 3 G]OaT[a (461)
u(z,0) = up(x), z €]0,1], (4.62)

ol p, v, T, ug sont donnés et sont t.q.
1. T > 0,v € L*(]0,1[x]0,T)),
2. ¢ croissante, lipschitzienne de IR dans IR,

3. ug € L>=(]0,1]) et v(ug) lipschitzienne de [0, 1] dans IR.
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Un exemple important est donné par ¢(s) = ayssis <0, ¢(s) =0si0< s < Letp(s) =as(s—L)sis > L,
avec v, v et L donnés dans IR, . Noter pour cet exemple que ' = 0 sur |0, L[.

Les ensembles |0, 1 et |0, 1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette tribu.
On appelle “solution faible” de @.60), (@.61), (@.62) une solution de

u e L=(]0,1[x]0, T]), (4.63)

2
/ / (o, t aﬂ (0,1) + plus(, ) 5 O (0 1) + vl pi(e, 1)) dads

(4.64)
+/ uo(z)(z,0)dz = 0, Vi € CH'(R?),
0

ol C%’l(le) ={¢: IR? — IR, 2 fois continfiment dérivable par rapport a z et une fois continfiment dérivable

0 8
par rapport a ¢, t.q. a—w(o, t) = 61/} (1,t) = 0 pour tout ¢t € [0,T] et ¢(x,T) = 0 pour tout z € [0,1]}.
X
1. (Question indépendante des questions suivantes.) On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de classe
C?, v est continue sur [0, 1] x [0, 7] et ug est continue sur [0, 1]. Soit w € C?(IR?,IR) et u la restriction de w

a]0,1[x]0, T[. Montrer que u est solution de ({#.63)),(@.64) si et seulement si u vérifie (4.60), (4.61) et (4.62) au

sens classique ( ¢’est-a-dire pour tout (x,t) € [0,1] x [0, 7).

2. (Un résulat de compacité.) Soit A C C([0,T], L?(]0, 1[)). On munit C([0, T, L?(]0, 1[)) de la norme usuelle,
c’est-a-dire
[ull = sup{{lu(t)l|L2qo,1p, ¢ € [0,77}-

On suppose que A vérifie les 2 hypothéses suivantes

(a) Pour tout ¢ € [0, T, {u(t), u € A} est un borné de L>°(]0, 1]) et il existe C t.q.

[ @+ ) = u(t)@) e < o,
R
pour tout ) € IR}, et tout u € A, avec u(t) prolongée par 0 hors de [0, 1].
(b) Nexiste C € R t.q. [|u(t) — u(s)|[z2o,1p) < C[t — s/, pour tout ¢, s € [0, T] et tout u € A.
Montrer que A est relativement compacte dans C([0, 7], L*(]0, 1])).

3. (Passage a la limite sur une non linéarité, cette question est indépendante de la question précédente.)
Soit (uy, )nen une suite bornée de L>°(]0, 1[x]0, T[). Soient u € L>(]0,1[x]0,T[) et f € L*(]0, 1[x]0,T]).

On suppose que, quand n — oo,

(a) up, — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T'[),
() (u,) — f dans L1(]0, 1[x]0, T[) et p.p..

Montrer que ¢(u) = f p.p. sur |0, 1[x]0, T'[.
[Indication : Utiliser I’astuce de Minty.. . ]

On cherche maintenant une solution approchée de (#.60),(#.61)),{#.62).
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1 T
Soient N, M € IN*. On pose h = N etk = I On va construire une solution approchée de (#.60),[#.61),@.62)

a partir de la famille {u}, i =1,...,N,n =0,..., M} vérifiant les équations suivantes
1 ih
ud = —/ ug(z)dx, i =1,...,N, (4.65)
h Ji-in
7_1+1 o un-{-l ) un+1 + u'r_L-l—l
i g pluiny) 2T ) W) oy N =0, M~ (466)
k h?
1 [tk ek
avec up "t = u T, u"Nill =u\", pourtoutn = 0,..., M —letov! = T / v(x, t)dzdt, pour
nk (i—1)h

touts =1,...,N,pourtoutn =0,..., M.

4. (Existence et unicité de la solution approchée.)
Soitn € {0,..., M — 1}. On suppose connu {u}, i =1,...,N}.

() On suppose que ¢ est bijective de IR dans R.. Soit {u"**,i =1,..., N. On pose r; = (u}"") pour tout
i=1,...,N}. Montrer que {u?“, i=1,...,N} estsolution de (#.66) si et seulement si (r;);—1,.. N
est un point fixe de I’application (bien définie...) qui & w = (w;);=1,... v associe 1 = (r;);=1,... n défini

(avec wyg = wy et wy 41 = wy) par
2k k )
o)+ 337 = gy (wicy +win) +uf +kof, i =1, N,

Montrer que cette application est strictement contractante (de IR" dans IR pour la norme dite “du sup”.
En déduire qu’il existe une unique famille {u?*' i = 1,..., N'} solution de (#.66).

(b) (plus difficile) On ne suppose plus que ¢ est bijective de IR dans IR. Montrer qu’il existe une unique
famille {u**, i =1,..., N} solution de (#.66).

Les trois questions suivantes donnent des estimations sur la solution approchée dont on vient de montrer
I’existence et 1’unicité.

5. (Estimation L*°(]0, 1[x]0, T'[) sur la solution approchée.)
On pose A = ||uo ||z (j0,1p) €t B = [[v[|z=o,11x]0,T])-
Montrer, par récurrence sur n, que u}’ € [-A —nkB, A+ nkB]pourtouti =1,...,Nettoutn =0,..., M.
[On pourra, par exemple, considérer @66) avec i t.q. uf "' = min{u} ™, j =1,...,N}]

6. (Estimation de la dérivée p.r. a = de ¢(u).) Montrer qu’il existe C; (ne dépendant que de 7', ¢, v et up) t.q.,
pourtoutn =0,..., M — 1,

N-1

— h
Z (W(U;:—T) - ‘P(U?—H))Q < Cl%-
i=1

n+1

[indication: multiplier (#.66) par u] ™" et sommer sur i.]
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7. (Estimation de la dérivée p.r. a t de ¢(u).) Montrer qu’il existe Cy (ne dépendant que de T', o, v et ug) t.q.

M—-1 N+1
Z h Z uthy — p(ul))? < Cok.

n+1)

[indication: multiplier (.66) par ¢ (u ©(ul") et sommer sur i et n]

L’ objectif est maintenant de passer a la limite sur les paramétres de discrétisation. Pour M € IN* donné, on
prend N = M? (et donc h et k sont donnés et k = T/h), on définit, avec les uj' trouvés dans les questions
précédentes, une fonction, uy, sur [0, 1] x [0, T] en posant

t—nk ( Dk—t oy, . .
un(z,t) = k” ul +1)(x)+%ug)( ), sit € [nk, (n + 1)k]

et

ugbn)(x):u?,sime [(i —1)h,ih],i=1,...,N,n=0,..., M.

8. Soient A; = {up, M € IN*} et Ay = {p(up), M € IN*}.

Montrer que A; est relativement séquentiellement compacte dans L>°(]0, 1[x]0, T'[), pour la topologie faible-x,
et que Aj est relativement (séquentiellement) compacte dans C'([0, 77, L2(]0, 1])).
t

En déduire que I’on peut trouver une suite (h,)nen et u € L*(]0,1[x]0,T) t.q., en posant u, = up, (on
rappelle que k,, = T'v/h,,), on ait, quand n — oo,

(a) h, > 0etk, — 0,
(b) u,, — u %-faiblement dans L>(]0, 1[x]0,T'[),
(©) ¢(un) — @(u) dans LP(]0,1[x]0,T[), pour tout p € [1, 00|.

9. Montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de [#.63)),(@.64).

Remarque. On peut aussi montrer I'unicité de la solution de (#.63)),@.64).

Exercice 4.8 (Théoreme de Kolmogorov, avec B = IR) Corrigé Le but de cet exercice est de refaire la
démonstration du théoreme [.39] dans le cas (plus simple) B = R et p = 1.

Soit T > 0. On note L' I'espace L' (]0, T[,IR). Soit (un,)nen une suite bornée de L' (on a donc sup,, ¢y [|unlj1 <
+00).

On suppose que pour tout /. €]0, T et tout n € IN on a

T—h
/O i+ ) — 1 (B)dt < (B,

ou 7 est une fonction croissante de |0, T'[ dans R ;. t.q. limy,_,o+ n(h) = 0.
L’ objectif de I’exercice est de démontrer que la suite (u,)neN est relativement compacte dans L'.

1. Soit §, h €]0,T[ t.q. § + h < T. Montrer que
5 5 5
| tun®ldt < [ une+ ldt [ e+ ) - un o) (4.67)
0 0 0
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2. Soit hg €]0,T[ et 6 €]0,T — ho[, montrer que

)
ho / fun (8)]dt < Sllwnlls + hon(ho). 4.68)
0

3. Montrer que f(f |u, (t)]dt — 0 quand § — 0, uniformément par rapport a n.

4. Montrer que la suite (uy,),cn est relativement compacte dans L.

[Appliquer le théoréme de Kolmogorov, théoreme [#.38] en utilisant le prolongement de u,, par 0.]

4.7 Corrigés d’exercices

Corrigé 4.1 (Solution classique en dimension 1)

Soit ug € L*(]0,1[). On s’intéresse ici au probléme suivant :

Opu(x,t) — O%u(x,t) =0, = €]0, 1], t €]0, +oo],
w(0,) = u(1,t) = 0, ¢ €]0, +ool, (4.69)
u(z,0) = up(x), z € [0,1].

La notation d;u désigne la dérivée de u par rapport a ¢ et u,, désigne la dérivée seconde de u par rapport a . On
dit que u est une solution classique de #.69) si u vérifie les trois conditions suivantes

(c1) u est de classe C? sur |0, 1[x]0, +o0| et vérifie au sens classique dyu— d2u = 0 en tout point de ]0, 1[x]0, +o0],
(c2) pour tout t > 0, les fonctions u, u, et u,, sont continues sur [0, 1] x [¢, +oo[ et u(0,t) = u(1,t) = 0,
(c3) u(-,t) — ug dans L2(]0, 1[) quand t — 0 (¢ > 0).

1. Montrer que le probleme (@.69) admet au plus une solution classique. [On pourra reprendre la méthode développée

a la section g1}

Corrigé —  Si u et u sont deux solutions classiques de @.69). La fonction (u — @) est alors une solution classique
de @B9) avec uo = 0 p.p. (sur]0,1[). Pour montrer que u = 4, il suffit donc de montrer que la fonction nulle est
I'unique solution de @89) lorsque ug = 0 p.p..

On suppose donc que w est une solution classique de @69) avec uo = 0 p.p.. On va montrer que u(z,t) = 0 pour
tout (x,t) € [0,1]x]0, +o0l.

Soitt > 0, les hypothéses (cl) et (c2) permettent de dire que

.1 1/ 1 1
/ Oyu(z, t)u(x, t)de = ;/ (W®)e(z, t)dz = 7i(/ u’(z,t)dz)
Jo 2 Jo 2.dt
et
1 .1 K
/ Uza (2, t)u(z, t)de = 7/ u,r((l?,f)zdflf.
0 0
Comme dyun, — ugzu = 0 sur |0, 1[x]0, +00(, on en déduit que

1d /'1 5 1 5
= — u”(z,t)dx +/ Ug(x,t) " dx = 0.
2t I+,

0
Soit 0 < e < T < 4o0. En intégrant ’équation précédente entre € et T', on obtient

1/t T 1 1 1
j/ 112(:1?,7‘)d:r+/ / ul(x, t)dedt = j/ u(z, )dz,
2Jo Jo Jo 2Jo
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ce qui donne
1 1
/ w?(z, T)dx < / u?(z,)dz.
0 0
Quand € — 0, le membre de droite de cette inégalité tend vers O (par (c3)), on a donc (/»01 u? (z,T)dx = 0, ce qui
donne u(-,T) = 0 p.p. et donc u(z,T) = 0 pour tout x € [0,1] (car u(-,T) est supposée étre continue sur [0, 1]).
Comme T > 0 est arbitraire, on a bien montré que u(x,t) = 0 pour tout (x,t) € [0,1]x]0, +ool.

2. Montrer que le probleme (@.1)) admet une solution classique. [On pourra reprendre la méthode développée a la
sectionen explicitant une base hilbertienne convenable de L?(]0, 1[), voir I’exercice ]

Corrigé —
On utilise un résultat de l’exercice Pour n. € IN*, on pose ¢, = 2 fol uo () sin(nt)dt. L’exercice donne
que
n
[|wo — Zcp sin(pm-)|l2 — 0, quand n — .
p=1

(On rappelle que || - ||2 désigne || - || L2(j0,1p). Comme |c,| < 2|lugl|2 pour tout n € IN*, la suite (cn)nen+ est bornée.
On en déduit que la série

+oo

Z —n2n?t .

e cn Sinnre
n=1

est convergente (dans IR) pour tout x € IR et t > 0. De plus, pour tout € > 0, les séries

+oo +oo

—n?r2e . 2 —n?n3e N
g ne |cn| et g n’e |cn|
n=1 n=1

sont convergentes. Ceci montre que la fonction
400
—n2r2%t .
z,t— g e cp SINNTX
n=1

est, pour tout £ > 0, de classe C* sur R x]e, +o0] (elle est méme de classe C*°) et que la série peut étre dérivée
terme a terme, une fois en t et deux fois en x. On pose donc, pour x €]0,1[ et t > 0
= 2_2
u(z,t) = Z e " e, sinnm.
n=1

La fonction w ainsi définie vérifie bien les conditions (cl) et (c2).

1l reste a montrer que u vérifie (¢3). Soit € > 0. Pour toutt > 0 et ng > 0, on a
n0
2[2

no
[w(-,t) —uoll2 < || Z cn(1—e ™ " )sin(nm)||2 + 2[Juo — Z e sin(n)||2.
n=1 n=1
On commence par choisir ng pour que le deuxieme terme du membre de droite de cette inégalité soit inférieur a e.
Puis, comme ng est maintenant fixé, on remarque qu’il existe to > 0 t.q. le premier terme du membre de droite de cette
inégalité est inférieur a € des que t €)0,to]. On en déduit bien que u vérifie (¢3).

Corrigé 4.2 (Dual de L%)
Soit (X, T, m) un espace mesuré, F un espace de Banach et 1 < p < 4+00. On pose p’ = p/(p — 1).

1. Soitw € L%/, (X,T,m)etu € LY(X, T, m). Montrer que I"application z — (v(x),u(z)) g, g est m-mesurable
de X dans IR puis que (v, u) g g € L (X, T,m) et

[ 1w pldm < ol oy
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Corrigé — On choisit pour u et v des représentants, de sorte que v € L’;, (X, T,m) etu € LY(X,T,m). La
m-mesurabilité de I’application © — (u(zx),v(x)) g g (notée (v,u) g g) est assez simple a montrer (et ne dépend
pas des représentants choisis pour u et v). 1l suffit de remarquer qu’il existe deux suites de fonctions étagées (vn)neN
et (Un)new (vn est une fonction de X dans E' et u, de X dans E) t.q. v, — v p.p. et u, — u p.p. (quand
n — +00). Pour tout n € IN, la fonction (vy, un) g/ g est alors une fonction étagée de X dans IR. Quand n — +oo,
elle converge p.p. vers la fonction (v,u) g/ g qui est donc m-mesurable.

On remarque ensuite que |(v(x),u(z)) g g| < ||v(z)|| g ||u(z)||E pour tout x € X. En intégrant par rapport a la
mesure m (on utilise ici la monotonie de 1’intégrale pour les fonctions m-mesurables a valeurs dans IR, et ’'inégalité de
Holder), on obtient que (v, u) g g € Lz (X, T, m) (et donc (v,u) g g € Lz (X, T, m) avec la confusion habituelle
entre LY et L) et

/|<v7U>EmE|dm <€ tljoll g lull zdm < o]l L llull e -
E/

2. Soitv € L2, (X, T, m).

(a) Montrer que I'application u — [ (v, u) gr, pdm est bien définie, linéaire et continue de LY, (X, T, m) dans IR.

Corrigé — La question précédente donne bien que (v,u)pr g € Ly (X,T,m) pour tout v € L5 (X,T,m).
Lapplication u — [(v,u) g pdm est donc bien définie de L%, (X, T, m) dans IR. Elle est trivialement linéaire.
Sa continuité est une conséquence du fait que

\/(vm)E',Edml <€ tfv, w)pr, pldm < o L flull e -
El

On note T, cette application (on a donc T}, € LY.(X,T,m)".)
(b) Montrer que || T || 2 (x,7,m) < HUHL%,,(X,T,m)'
Corrigé —  Par définition de la norme dans le dual d’un espace de Banach, on a
1Tl ey = sup{|To(u)], v € L .q. [lull Lz, = 1}.

La question précédente donne que |T,(u)| < [lv]| , si HU”L% =1, on a donc
B/

HTU”L%(X7T,m)’ < HU”LI};,,(X,T,m)‘

(¢) (Question plus difficile) Montrer que || T, | 2 (x 7,m) = ||v||L%/,(X’T7m).

Corrigé — On pose q = p’. On raisonne ici en deux étapes. On commence par montrer I’égalité demandée si v est
une fonction étagée. Puis, on traite le cas général.

Etape 1

On suppose, dans cette étape, que v est une fonction étagée non nulle. Il existe donc n € IN*, une famille A1, . .., A,
d’éléments de la tribu T et une famille by, . .. , b, d’éléments de E’, non nuls, t.q.

v = zn:bilAi.
i=1

Soit € > 0. De la définition de la norme dans E', on déduit que, pour tout i € {1, R n} il existe a; € E t.q.
laille = 1et (bi,ai)pr,p > (1 —¢)||bifl &

On pose a; = ||bi||%, " a; pour touti € {1,...,n} et

n
u = Za‘ilAi'
i=1
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La fonction u est une fonction étagée (de X dans F) et on a
/(v u) g, pdm = Zm b aq ELE 2 (1 —s)m(Ai)HbZ'H[,{}, - ( )H HLq :

D’autre part, on a (comme p(q — 1) =q)

n
lull, = Zm bl =3 m(A) bl = HUHZ%,-
=1 ’
On a donc

1 H@HLq

HUHL%

/(v,u}EuEdm >(1-¢) =(1-=e)|vl|la -
E/

HUIL

En posant © = on a donc HﬂHLzIL =1let [(v,a)pr pdm > (1 —¢€)||v|| o . Ceci prouve que
& h : E

u
Tlloy”
ITllwny > (= 2)lellzs,.

v

Etape 2

On traite maintenant le cas général. Soit v € L, non nulle (si v = 0 p.p. Iégalité demandée est triviale). Il existe
une suite (Un)ngm de fonctions étagée (de X dans L) t.q. v — v dans L(Z , (cette suite peut se construire comme
cela a été pour la définition de L', c¢’est-a-dire en construisant vy, t.q. an( N e < 2||v(x)|| g pour presque tout
x € E' et pour tout n € IN).

Soit € > 0, il existe donc w fonction étagée t.q. |w —v||r < e. Parl’étape 1, il existe u € LY; t.q. HUHL% =1let
E
/(w,u>ElyEdm > HWHL‘L, —e.
On a donc (avec la question 1)
/(mu}mﬁdm = /(w,u)wﬁdm + /<u —w,u) g, pdm > HwHLqE/ —e—|jv— wHL(sz,,

Comme HU*“’HL‘}E, <ceet] |L(fz/ > |

w

v

| La ,—¢gona donc
E

/{v,u)E/_,Edm > H’UHLQ‘/ — 3e.

Comme ¢ > 0 est arbitraire, ceci permet d’affirmer que ||T, || b

e, . Finalement, avec la question 2(b),

on a bien HTvH(L% ;= HUH,qPI

Corrigé 4.3 (Diffusion non homogene et non isotrope)
On reprend les hypotheses du théoréme Soit donc € un ouvert borné de RY, T > 0 et uy € L?(Q). On
identifie L%(Q2) avec son dual et on suppose que f € L?(]0, T[, H=(Q)).

On se donne aussi une application, notée A, de Q2 dans My (IR) (ensemble des matrices carrés & N lignes et N
colonnes, a coefficients dans IR). On suppose que les coefficients de A appartiennent a L>°(Q) et qu’il existe
a>0tq.

A€ - € > al¢)? p.p., pourtout & € RV,

En suivant la démonstration donnée dans ce chapitre, montrer qu’il existe un et un seul w tel que
we L2(]0,T[, H (), 0yu € L?(]0,T[, H~*(Q)),
T
e tl < du(s),v(s) >p-1,p ds —|—/ (/ AVu(s).Vu(s)dz)ds =
0 Q

fOT < f(8),v(s) >p-1,yz ds pour tout v € L2(]0,T[, H()),
u(0) = ug p.p..

(4.70)
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Corrigé — Si A est symétrique, le plus simple consiste a utiliser une base hilbertienne de LQ(Q) formée de fonctions
propres de I’opérateur u — —div(AVu) (avec condition de Dirichlet, c¢’est-a-dire u = 0 sur 9S2). On prend donc une
Sfamille {en,n € IN*} t.q. e, est (pour tout n) une solution faible de

—divAVe, = A\nen dans €,

en =0 surofl,
avec A\, € IR. (On a vu dans la section@qu’une telle base existait.) La démontration de I’existence (et de ['unicité)
d’une solution de [.70) est alors trés voisine de celle donnée pour le cas ou A est la matrice Identité.

Le cas oit A est non symétrique est plus difficile car on n’a pas nécessairement une base hilbertienne de L* (Q) formée de
fonctions propres de 'opérateur u — —div(AVuw). 1l faut alors modifier légerement la démonstration. On va faire cette
démonstration ici en prenant la base hilbertienne {e,,n € IN*} associée au Laplacien (avec condition de Dirichlet).
Pour n € IN*, la fonction e,, est donc solution faible (non nulle) de

—Aeyn = A\pey dans €2,

en = 0 sur 0.

On rappelle que ||enHLz(ﬂ) =1, Ay > 0etlim,ioo A\ = +00. On a aussi HenHH(%(Q) = VA et la famille
{en/VAn,n € IN*} est une base hilbertienne de Hg (). C’était I’étape 1 de la démonstration du théoréme .

Remarque 4.55 Compte tenu de la maniére dont H¢ (Q) s’injecte dans H™*(Q) (par Iidentification de L*(Q)" avec
L*(Q)) et de la définition du produit scalaire dans H~*(Q) (a partir du produit scalaire dans H{ (), on peut aussi
remarquer que

(en/em)g—1 = 0sin #m,

(en/em)g—1 = ﬁ sin =m. @70

La famille {\/Xnen,n € IN*} est donc une famille orthonormée de H™ () (c’est méme une base hilbertienne de
H~(Q)). Pour montrer {@T1), on rappelle tout d’abord la définition du produit scalaire dans H™"(Q). Siu € H{ (),
on définit T,, dans H~*(Q) par

(T )i-r,my = (wf o)y = [ uTids.
Q

Lapplication T est bijective de Hg(Q) dans H™*(Q). Pour u,v € H}(SY), on définit alors le produit scalaire dans
H™ Q) par
(Tu/To)a-1(0) = (W/V) g1 () = /Q Vu.Vodz.

Soitn € IN*, compte tenu de la maniére dont Hg (Q) s’injecte dans H™"(Q) (par Uidentification de L* (Q)/ avec L*(Q)),
on a, pour tout ¢ € Hg (),

el = |

ce qui montre que Te,) = A\peyn. On a donc, pour n, m € IN*,

Andm(en/em)u-1(0) = (Ten/Ten)a-1(0) = (en/em) i) = / Ven - Vendr = Anbn,m.
Q
On en déduit bien ET1).

enpdr = Ve, - Vydz,
Q

On construit maintenant une solution approchée (étape 2 du théoreme[#27).

Soit n € IN*. On pose E,, = ev{ep, p=1,.. .n}. On cherche une solution approchée ., sous la forme un(t) =
>orai(t)es avec a; € C([0,T],R). Le calcul formel fait dans la démonstration du théoréme donne ici (en
supposant que les ou; sont dérivables pour tout t), pour tout ¢ € H} (2) et presque tout t €0, T,

(un (t) — div(AVun (1)) — f(t), P H-1(0),HL ()

=3 (e /ﬂ eipdz + ai(t) /Q AVe; - Vipda ) = (£(8),2) -1 (0 1130
i=1
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On souhaite alors choisir les fonctions o; pour que (u,, (t) — div(AVu,)(t) — f(¢), §0>H71(Q)‘Hé<ﬂ) = 0 pour tout
p € Ey.

On pose fi(t) = (f(t), ei>H_1(Q)’H5(Q) et on note F(t) le vecteur donc les composantes sont les fi(t), i =1,...,n.
On définit aussi la matrice n X n (a coefficients réels) M en posant M; ; = fQ AVe; - Veidx (M; ; est le coefficient
de M en ligne i et colonne j). en notant «(t) le vecteur donc les composantes sont les «;(t), i = 1, ..., n, on souhaite

donc avoir
a'(t) + Ma(t) = F(t).

En tenant compte de la condition initiale et en posant ago) = (uo/ei)2 et a9 le vecteur donc les composantes sont les
(0)

o, ,1=1,...,n, ceci suggere donc de prendre

t
at) = e Ma® -I-/ e M=) P(s)ds. 4.72)
0

Les fonctions «; ainsi définies appartiennent a C([0,T), R) et on a donc u,, € C([0,T], En) C C([0,T], H3(Q)) avec
unlt) = Y0, ault)e.

Nous avons ici raisonné a n fixé. La matrice M et les fonctions F' et « dépendent donc de n.

Nous adaptons maintenant [’étape 3 du théoreme Soit n € IN* et uy, la solution approchée donnée par I’étape
précédente. On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par transposition) de . Cette dérivée est notée (uy)s. Par
définition de la dérivation par transposition, (uy,); est un élément de Dy avec E = Hg (). Soit o € C(]0, T[,R) on
a . 1
(wn)esplogo = = [ un() (it € B, < HY(Q)
0

Comme u, = ZLI a;e;, on a donc

n_ T n T

(e, #)py 0 = — Z/O ait)ess (B)dt = — 3 (/0 ai () (8)dt)es.
i=1 i=1

On utilise maintenant @72),
T

ai(t)cp/dt =T, +S;,
0
avec

T T
T = / (e M8 ), (t)dt = / (Me™ 0 )ip(t)dt.
0

0

S; = /T (/t e MO p(s)ds) o (t)dt.

0 0
Pour transformer S; on utilise le théoreme de Fubini et on obtient

Si:/o (/ (Me*M(t*S)F(s))idS)tp(t)dt—/0 fi(t)p(t)dt.

0
On en déduit que T; + S; = fOT(Moz(t))igo(t)dt - fOT fi(t)p(t)dt, et donc

(e oo = =3 [ (a)epat+3 [ e

Comme  est arbitraire dans C° (10, T'[,R), on a donc (p.p. en't)

n n
(un)e = — > _(Ma)ie; + > fiei € L*(10, T, Ey).
i=1 i=1
Le premier terme du membre de droite de cette égalité est méme continu de [0, T a valeurs dans E,. En reprenant la
définition de M, cette égalité donne (p.p. ent)

(un)e ==Y (/ AVuy, - Veidz)e; + Y fiei. 4.73)
i=1 7O i=1
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La situation est légérement différente de celle du théoréme[27] Mais on a toujours
(un)e € L*(J0,T[, En) C L*(10,T[, Hy(Q)) € L*(10, T[, H~(2)).

Compte tenu de la maniére dont Hg () s’injecte dans H () (par Uidentification de L*(2)" avec L*(S2)) on a pour
toutv € L*(]0, T[, Hy (2)),

/()T((un)t(t),v(t))Hfl(Q)yHé(mdt = f/T/Qi(Ma(t))ieivdxdtJr i/OT/inewd:cdt.

Ceci est intéressant surtout lorsque v € L*(0,T[, E,) car en reprenant la définition de M on obtient

/O T<(un)t(t),v(t))H_l(Q)ﬁHém)dt / / AVu,, - dedt+z / / fieivdzdt.

Ceci donne, en revenant a la définition de f;, toujours pour v € L*(]0, T[, E,),

T T
/ ((un)z(t),v(t))Hﬂ(Q)yHé(Q)dt + / AVuy, - Vodzdt
o, 0o Ja (4.74)

T T
:Z/O <f(t)7ei>H*1(Q),Hé(Q)(/Qeivdm)dt:/0 (f(£),0) =10, (@ dt-

i=1
On rapelle aussi que w, € C([0,T), H} () et un(0) = Pnuo oit Py, est I'opérateur de projection orthogonale dans
L*(Q) surle s.e.v. Ey.

On cherche maintenant (étape 4) des estimations sur la solution approchée.
Pourn € IN*, ona

un, € C([0,T], Hy () € L*(J0, T[, Hy (Q)) et (un)e € L*(10,T[, En) C L*(10,T[, H ' (Q)).
D apreés la section2) on a donc

1 5 1 5 r
Slun (D2 = Sllucllz = [ ((un)e,un) g1 gadt.
2 2 0 0

En prenant v = u,, dans @73), on en déduit

1 1 T T
fmamﬁffwm@+/ /Av%-mew=/“vwnHaHma
2 2 o Ja 0 o

et donc
2 r 1 2 T
aHU‘nHL2(]O,T[,H(1)(Q>) S . o AVun . V’U,ndxdt S §HUOH2 + ) <f, u">H_1,H[1)dt'
On en déduit .,
ameOHWm»_nmm+/<ﬁwm4%w
*||U0H2 + ||f||L2(]o,T[,H—1(Q))||Un||L2(]o,T[,H3(Q))
1 « 2
§||U0H2 + HfHL 20,7 H-1(Q)) T §Hun“L2(]o,T[,H3(sz))~
On a donc
2 2
aHu"HL2(]0,T[,H1(Q)) < luollz + = HfHLQ(]O,T[,H—l(Q))'

Ce qui donne une borne sur u,, dans L*(]0, T[, H} (Q)).

Pour obtenir la borne sur (un ), on utilise @.T3). Pour presque tout t on a

(wn)e(t) = *Z (/ﬂAVun(t).Veidx)eiJeri(t)e
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Soit v € H(), onav = >° (v/e;)2e; et cette série est convergente dans L*(Y) et dans H (). En posant
Pa(v) = S0, (vfes)p2es on'a | Pavll g oy < 0l - Comme

(un)e(t). P} g1,y = (un)o(8),0) g1 g1y = / () (t)vdz

. " (4.75)
== (/QAVun(t) Veide)(wfese + 3 Filo/er)se.

on en déduit que
[ (un)e ()Nl 5r-1) = sup{{(un)e(t), V) -1 1, v € En, [[0]lgy ) < 1}
Or, pour v € E,, on obtient avec @)

(e (8),0) 11 s = /QAVun(t) Voda + (f(£), 0 g1y

En utilisant le fait que les coefficients de A sont dans L=°(Q2), on en déduit I’existence de (3, ne dépendant que de A, t.q.
pour presque tout t,

1(un)e (@)l ir-10) < Bllun )z ) + 1f Ol r-10)-
La suite (un,)nen+ est bornée dans L* (10, T[, Hy (), la suite ((un)¢)nen+ est donc bornée dans L ()0, T[, H™(Q)).

1l s’agit maintenant (étape 5) de passer a la limite quand n — +oc. Grdce aux estimations obtenues a l’étape précédente,
on peut supposer, apres extraction éventuelle d’une sous suite, que, quand n — +oQ,

U, — u faiblement dans L* ()0, T[, Hy (),
(tn): — w faiblement dans L*(]0, T[, H ' ()).
Comme nous I’avons dans la démonstration du théoremeE27] on a w = O,u.

Soitv € L*(]0,T[, H}(Q)). Soitn € IN*. On pose v, (t) = P, (v(t)), de sorte que, par convergence dominée, v, — v
dans L*(]0,T[, Hy (Q2)). On utilise alors @T3) avec vy, au lieu de v . On obtient

T T T
/ ((un)ts Vn) g1 Hldt+/ /AVun - Vo dzdzdt :/ (fyon) -1 g dt.
0 o o Jo 0 oo

Les trois termes de cette égalité passent a limite quand n — 400 grdce aux convergences de Uy, vy, et (up)¢. On obtient

ainsi
T

T T
/ <atu,'U>H—1’H(l)dt + / AVu - Vodzdt = / (f, ’U>H—1’Hédt.
0 0 0
Ce qui est bien ce qui était souhaité.
Comme u € L*(0,T[, H5(Q)) et d:u € L*(|0,T[, H*(Q)), on sait que u € C([0,T], L*(R)). Pour terminer la
démonstration du fait que u est solution de {70), il reste donc seulement & montrer que u(0) = ug p.p. ( c’est-a-

dire u(0) = wg dans L*(Q)). La démonstration de ce point est identique & celle donnée dans la démonstration du
théoréeme |27} Cela termine la démonstration de Iexistence d’une solution a [{70).

On montre maintenant ['unicité de la solution de {¢.70). La démonstration est tres proche de celle donnée pour le théoréme
Soit w1, uz deux solutions de 3. 70). On pose u = w1 — uo. En faisant la différence des équations satisfaites par
w1 et ug et en prenant, pour t € [07 T], v = uljo ;[ comme fonction test, on obtient

/0 (@u(s),u(s))Hfl’Héds + /0 /QAVu(s) - Vu(s)dzds = 0.
Comme u € L*()0, T[, Hy (Q)) et Oyu € L*()0, T[, H*(Q)), on a, d’apres la section
1 2 o [*
3 (@l = (llu(0)]12) 7/0 (Oru(s), u(s)) -1,y ds.

On en déduit, pour tout t € [0, T,

(a2 - (lu(O)[13) +2 / / AVu(s) - Vu(s)ddt = 0.
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Enfin, comme u(0) = 0 et AVu - Vu > 0 p.p., on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans Q, pour tout t € [0,T].
Ce qui termine la démonstration de ['unicité de la solution de (.70).

Corrigé 4.4 (Existence par le théoréeme de Schauder)
Soit Q un ouvert borné de RN et A : R — My (R) (ot My (IR) désigne les matrices N x N a coefficients réels)
tq.

Vs € IR,A(S) = (am(s))i’j:l,m,]\z ou ajj € LOO(]PL) n C(R,R), 4.76)
Ja > 0; A(s)E - € > al€)?, Ve e RV Vs € R, (4.77)
feL*]0,T[, H () etug € L*(Q). (4.78)

On identifie L2(2) a2 L2(2)’, comme d’habitude. On veut, dans cet exercice, montrer Iexistence d’une solution
au probleme #32).

Soit w € L*(]0, T, L?(£2)), on définit I'opérateur 7" de L?(]0, T'[, L*(2)) dans L2(]0, T[, L*()) par T(a) = u
ot u est la solution (donnée par I’exercice[d.5) du probleme

u € L2(J0,T[, H (), 0w € L2(]0,T[, H~1(Q)),

T T
/ (0w, V) 1 dt + / / A(@)Vu - Vo dx dt
0 T ’ o Ja (4.79)

= [ty an v 12007 1),
u(+,0) = ug.

1. Montrer que 7T est continu de L2(]0, T'[, L?(Q2)) dans L?(]0, T[, L?(£2)).

Corrigé —  Soit (iin)new une suite de L*()0, T[, L*(Q)) etu € L*(]0,T[, L*(Q)) telle que @, — u dans L*(]0, T7,
L2(Q)) quand n — +oo. On pose u, = T(uy,) et u = T(@). Pour montrer que u,, — u dans L*(]0, T[, L*(Q))
quand n — 00 , on raisonne par Uabsurde. Si u, + w dans L*(]0,T[, L*(Q)), il existe £ > 0 et une sous suite,
encore notée (Un)neN, 1.q.

lwn — ullL20, 7, L2(02)) > € pour tout n € IN. (4.80)
Pour n € IN, u,, est la solution de (]Z:_Tg[) avec U, au lieu de u. En prenant v = w, comme fonction test, on en déduit,
grdce a {@TT), que la suite (uy)new est bornée dans L*(]0, T[, H5 (). Puis, comme

(un)t = div(A(tn)Vun) + f

dans L*(]0, T[, H *(Q)), on en déduit que la suite ((un):)nen est bornée dans L* ()0, T[, H~(Q)).

Apres extraction éventuelle de sous suite, on peut donc supposer qu’il existe w € L*(]0,T[, H} (Q)) et ¢ € L*(]0, T
H™1(Q)) t.q., quand n — +oo,
U, — w faiblement dans L* (|0, T[, Hg (Q2)),
(un)e — C faiblement dans L* ()0, T[, H*(Q)).
Par le théoréme on a aussi u, — u dans L*()0, T[, L*(Q)).
Comme cela a été montré dans la démonstration du tl1é0ré171€0n a nécessairement ¢ = wy.

On peut également supposer, toujours aprés extraction de sous suite, que i, — u p.p. de sorte que A(u,) — A(u)
p.p. (grdce a la continuité des a; ;).

Soitv € L*(]0,T[, Hj(2)), on peut alors passer a la limite quand n — +oo dans @T9) écrit avec T, et uy, (au lieu
de u et u). On obtient que w est a solution de {19), c’est-a-dire que w = v = T(@). On a donc un, — u dans
L?(J0, T[, L*()), en contradiction avec {80).

On a bien ainsi montré la continuité de T'.
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2. Montrer que T est compact de L2(]0, T'[, L*(2)) dans L?(]0, T'[, L*(2)).

Corrigé —  Le début du raisonnement de la question précédente montre que Tm(T) est bornée dans L*(]0, T[, H5 (Q))
et que {dyu, u € Tm(T)} est une partie bornée de L*(|0, T[, H™*(Q)). Le lemme de compacité donne alors que
Im(T) est relativement compacte dans L* ()0, T[, L*()), ce qui donne la compacité de T.

3. Montrer qu’il existe R > 0 t.q. | T(@) || £2(o, 7, 2(0)) < R pour tout u € L*(]0, T'[, L*(£2)).

Corrigé — Ici encore, ceci découle du raisonnement fait a la premiére question. En effet, on sait que ITm(T') est
bornée dans L* ()0, T[, H (2)) et donc aussi dans L*(]0, T, L*(Q)).

4. Montrer qu’il existe u solution de (#.32).

Corrigé— On note Br la boule de L*()0,T[,L*(Q)) de centre O et de rayon R, avec R donné & la question
précédente. L’opérateur T" est continu et compact de Br dans Br. Le théoréme de Schauder donne alors [’existence

deu € B (et doncu € L*(0,T[, L*(Q))) t.q. u = T(u), ¢ est-a-dire u solution de [{=32).

5. On suppose maintenant de plus que a; ; est, pour tout 4, j, une fonction lipschitzienne. Montrer que (4.32)) admet
une unique solution.

Corrigé — La démonstration est ici tres proche de celle faite pour montrer I'unicité de la solution de {@33).

Soit w1, uz deux solutions de @E32). On pose u = u1 — us et on va montrer que u. = 0 p.p..

Pour € > 0 on définit la fonction T; de R dans R par T.(s) = max{—e, min{s, e}}. On note aussi ¢. la primitive
de T- s’annulant en 0. En prenant v = T, (u) dans les formulations faibles satisfaites par u et uz, on obtient

T T
/ (&u,TE(u))Hq_’Hédt—I—/ / A(u1)Vu - VT:(u)dxdt
0 . o Ja
- / / (A(us) — A(u1)) Vg - VT (w)dadt.
JOo JQ
Comme VT (u) = Vuloc|y|<e p.p., on en déduit que
. . T
/ ¢ (u(z, T))dx — / o= (u(z,0))dx + oz/ / Vu - Vulgejy|<ededt
Q o . 0o Ja
< / (A(ur) — A(uz)) Vo] [Vl Loe <o dad.

“Jo Ja
Comme les a;,; sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q., pour touti,j € {1,..., N} et 51, s2 € R,

4.81)

|ai ;(s1) — aij(s2)] < Lls1 — sal,
On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢ > 0 pour déduire de @B]), avec A. = {0 < |u| < e} ety = (z,1),

T r , N, , 1
a/ /\VTE(u)\dedthst(/ |qu|2dy> (/ /\VTE(u)dedt) .
o Ja A, o Ja

On a donc o|| VT (u) ||| 12(q) < aeg, avec Q =]0,T[xQ et

1
Qe :NQL(/ \Vuz\Qdy)Q.
Ae

Comme Ne>oAe = 0 la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N +1 dimensionnelle)
de A. tend vers 0 quand € — 0 et on a donc, comme Vus € L*(Q)Y, (noter que L*(Q) peut étre identifié a
L*(0,T[, L*(2)))

e—0

lim |Vus|*dy = 0,
A

188



7. CORRIGES D’EXERCICES CHAPTER 4. PARABOLIQUE

ce qui donne lim._,0 a. = 0. Il nous reste maintenant a utiliser, par exemple, [’injection de W'[)l‘l () dans LY (92).
elle donne pour t €]0,T],
1T (u(®) 21+ ) < NVTe(uE)llL1(o)- (4.82)

On désigne par “mes” le mesure de le Lebesgue dans R™ . On remarque maintenant que pour t €10, T

emes{|u(t)| > c}% / |T. (uw)|* dx) i
On a donc, avec [{@32),
emes{lu(t)] 2 £} < | VT ulo) sy = | 9T (u(o,0)de
et, en intégrant par rapport a t, sachant que 1/1* = (N — 1)/N et utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
€ /T mes{|u(t)| > € } v dt < / / IVT:(u(zx,t))|dedt < || |VTe(uw)|| L2 (Q)(Tmes(Q))
. (Tmes(&))) R

[0}

[SIE

On a donc .
r Tmes(2))2
/ mes{|u(t)| > 5} dt < Mag.

0 «@

quand € — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme lim¢_,o a. = 0)

/ " mes{lut)

Jo
Ce qui donne mes{|u(t)| > 0} = 0p.p. ent €]0, T et donc u = 0 p.p., ce qui termine cette preuve d’unicité.

Corrigé 4.5 (Existence par schéma numérique)

On se propose, dans cet exercice, de montrer I’existence d’une solution faible au probleme (@.83)-(@.83) en passant
a la limite sur un solution approchée donnée par un schéma numérique.

2
%%aﬂ—aif%%wzu@mxenujemTL (4.83)
dp(u) _ 9p(u) _
0.0) = Z5 2 (1,0) = 0, ¢ €0, T, (4.84)
u(z,0) = up(x), z €]0,1], (4.85)

ol p, v, T, ug sont donnés et sont t.q.
1. T > 0,v e L>(]0,1[x]0,T]),
2. ¢ croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. ug € L*(]0,1]) et p(ug) lipschitzienne de [0, 1] dans TR.

Un exemple important est donné par ¢(s) = a1ssis <0, p(s) =0si0< s < Letp(s) =as(s—L)sis > L,
avec o, avp et L donnés dans IR”_. Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur |0, L.

Les ensembles |0, 1[ et |0, 1[x]0, 7' sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette tribu.
On appelle “solution faible” de (@#.83), (@#.84), (@.83) une solution de

u e L]0, 1[x]0, 7)), (4.86)
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T 1 2
| [ o055 w0+ otute.0) S5 ) + ol o)
0 0

L (4.87)
+/ uo(z)(z,0)dz = 0, Vi € CH'(R?),
0

ol C%’l(]RQ) ={¢: IR? — IR, 2 fois continiiment dérivable par rapport a z et une fois continfiment dérivable
0 0
par rapport a t, t.q. a—w(o, t)= a—w(l, t) = 0 pour tout ¢t € [0, T] et ¢)(x, T) = 0 pour tout z € [0, 1]}.
x x
1. (Question indépendante des questions suivantes.) On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de classe
C?, v est continue sur [0, 1] x [0, 7] et ug est continue sur [0, 1]. Soit w € C?(IR?,IR) et u la restriction de w
10, 1[x]0, T'[. Montrer que u est solution de ([@.86),(.87) si et seulement si u vérifie (4.83), (@-84) et @.83) au

sens classique ( ¢’est-a-dire pour tout (x,¢) € [0,1] x [0, T)).

2. (Un résulat de compacité.) Soit A C C([0,T], L?(]0,1[)). On munit C([0, T, L?(]0, 1[)) de la norme usuelle,
c’est-a-dire

lull = sup{[lu()]l2o,1p, t € [0,T7}-
On suppose que A vérifie les 2 hypotheéses suivantes

(a) Pour tout ¢ € [0, T, {u(t), u € A} est un borné de L>°(]0, 1) et il existe C t.q.

[ @+ n) = u(t)@) Pz < o,
R
pour tout ) € IR}, et tout u € A, avec u(t) prolongée par 0 hors de [0, 1].
(b) Nl existe C € R t.q. [|u(t) — u(s)||z2(o,11) < C|t — s/, pour tout ¢, s € [0, T] et tout u € A.
Montrer que A est relativement compacte dans C([0, T, L*(]0, 1[)).

3. (Passage a la limite sur une non linéarité, cette question est indépendante de la question précédente.)
Soit (4 )neN une suite bornée de L°°(]0, 1[x]0, T'[). Soient u € L>°(]0, 1[x]0, T]) et f € L*(]0, 1[x]0, T7).
On suppose que, quand n — oo,
(a) up, — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T'[),
() (u,) — f dans L1(]0, 1[x]0, T[) et p.p..
Montrer que p(u) = f p.p. sur |0, 1[x]0, 7.
[Indication : Utiliser I’astuce de Minty... ]

On cherche maintenant une solution approchée de (#.83),(#-84),(#.83).

1 T
Soient N, M € IN*. Onpose h = i etk = I On va construire une solution approchée de (#.83)),(#-84),@.83)

a partir de la famille {u?,i=1,...,N,n=0,..., M} vérifiant les équations suivantes
1 i
ud = f/ ug(x)dx,i=1,...,N, (4.88)
b Ji—1yn
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ultt — () = 20(uf ) + p(u)
- i1 h; oy i=1,...,N,n=0,...,M—1, (4.89)
(n+1)k  pih
avec up ™t = u T, u"Nill =uy", pourtoutn = 0,..., M —letov! = W) /( o v(x, t)dzdt, pour
n 11— 1

touts =1,...,N,pourtoutn =0,..., M.

4. (Existence et unicité de la solution approchée.)

Soitn € {0,..., M — 1}. On suppose connu {u}, i =1,...,N}.

() On suppose que ¢ est bijective de IR dans R.. Soit {u}"**,i =1,..., N. On pose r; = (u}"") pour tout
i=1,...,N}. Montrer que {u?“, i=1,...,N} estsolution de (4.89) si et seulement si (r;);—1,.. n
est un point fixe de I’application (bien définie...) qui 8 w = (w;);=1,... v associe r = (r;);=1,... n défini

(avec wy = wy et wy 41 = wy) par
2k k )
o) + 337 = gy (wicy +win) +uf +kef, i=1,. N,

Montrer que cette application est strictement contractante (de IR" dans IR") pour la norme dite “du sup”.
En déduire qu’il existe une unique famille {u?*' i = 1,..., N'} solution de [#89).

(b) (plus difficile) On ne suppose plus que ¢ est bijective de IR dans IR. Montrer qu’il existe une unique
famille {u**, i =1,..., N} solution de {#389).

Les trois questions suivantes donnent des estimations sur la solution approchée dont on vient de montrer
I’existence et 1’unicité.

5. (Estimation L*°(]0, 1[x]0, T'[) sur la solution approchée.)
On pose A = ||uo ||z (j0,1p) €t B = [[v[|z=o,11x]0,T])-
Montrer, par récurrence sur n, que ul’ € [-A —nkB, A+ nkB]pourtouti =1,...,Nettoutn =0,..., M.
[On pourra, par exemple, considérer @#89) avec i t.q. uf "' = min{u} ™, j =1,...,N}]

6. (Estimation de la dérivée p.r. a = de ¢(u).) Montrer qu’il existe C; (ne dépendant que de 7', ¢, v et ug) t.q.,
pourtoutn =0,...,M — 1,

h
S (i) — el )P < €
i=1
n+1

[indication: multiplier (#-89) par u] ™" et sommer sur i.]

7. (Estimation de la dérivée p.r. a t de ¢(u).) Montrer qu’il existe C (ne dépendant que de 7', ¢, v et ug) t.q.

M—-1 N+1

SR (et — p(ul))? < Cok.
n=0 =0

n+1
%

[indication: multiplier (#-89) par ¢ (u] ") — ©(ul) et sommer sur i et n]
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L’ objectif est maintenant de passer a la limite sur les paramétres de discrétisation. Pour M € IN* donné, on
prend N = M 2 (et donc h et k sont donnés et k = T\/E), on définit, avec les v}’ trouvés dans les questions
précédentes, une fonction, uy, sur [0, 1] x [0, T] en posant

t —nk

(Tl+ 1)]17 —t (n
k i

un(z,t) = ul" ) (z) + (2).sit € [nk, (n+ 1)k]

et

ugbn)(x):u?,sixe [(i —1)h,ih],i=1,...,N,n=0,..., M.

8. Soient A; = {up, M € IN*} et Ay = {p(up), M € IN*}.

Montrer que A; est relativement séquentiellement compacte dans L>°(]0, 1[x]0, T'[), pour la topologie faible-x,
et que As est relativement (séquentiellement) compacte dans C'([0, 77, L2(]0, 1])).
J0

En déduire que I’on peut trouver une suite (h,)nen et u € L (]0, 1[x

,T]) tq., en posant u,, = uy, (on
rappelle que k,, = T\/h,,), on ait, quand n — 00,

(@ hp, —0etk, — 0,
(b) u,, — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T']),
(©) p(un) — ¢(u) dans LP(]0, 1[x]0,T[), pour tout p € [1, col.

9. Montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de (4.86),(@.87).

Remarque. On peut aussi montrer I’unicité de la solution de (#.86),#.87).

Corrigé 4.6 (Théoreme de Kolmogorov, avec B = IR) Le but de cet exercice est de refaire la démonstration
du théoréme [4.39]dans le cas (plus simple) B =R etp = 1.

Soit T > 0. On note L' I’espace Li; (]0,T[,B(]0,T7),A). Soit (u)nen une suite bornée de L' (on a donc
by [y < +00)

On suppose que pour tout h €]0, T et toutn € IN on a

T—h
A (£ 4+ 1) — un(8)]dt < n(h),

oll i est une fonction croissante de |0, 7 dans IR ;. t.q. limy, o+ n(h) = 0.
L objectif de I’exercice est de démontrer que la suite (., ),e1v est relativement compacte dans L.

1. Soit §, h €]0,T[ t.q. § + h < T. Montrer que

4 ) )
/|un(t)|dt§/ |un(t—|—h)|dt—|—/ (4 ) — (). (4.90)
0 0 0

Corrigé —  Pour tout t €]0,8[ on a |un(t)| < |un(t + h)| + |un(t + h) — un(t)|. En intégrant cette inégalité entre
0 et 8, on obtient bien @
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2. Soit hg €]0,T[ et 6 €]0,T — ho[, montrer que

o
o [ Jun(®)ldt < 8l 1+ honho). (491)
0

Corrigé — Comme d’habitude, on choisit pour w,, I'un de représentants, de sorte que w,, € Li; (]0,T[, B(]0, T[), \)
(pour tout n € IN).

L’inégalité @I0) est vraie pour tout h €10, ho[. En intégrant {EI0) entre 0 et ho et en remarquant que fo(s [ (¢ +
h) — un(t)|dt < n(h) < n(ho) (carh < hoetd <T — ho < T — h) on obtient

5 ho 5 ho 5
ho [ |un(t)|dt < / (/ [un (t + h)|dt)dh+/ ([ |un(t+h) —un(t)|dt)dh
0 0

0 0 0

< /Oh0 (/0(S un (t + R)|dt)dh + hon(ho).

La mesure de Lebesgue est o -finie et I’application (t, h) — un(t + h) est borélienne de |0, 6[x]0, ho[ dans IR, (car
c’est la composée de (t,h) — t + h qui est continue donc borélienne et de s — un(s) qui est borélienne). On peut
donc appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli pour obtenir que

'/Oh0 (/0(S lun (t + h)|dt)dh = ./0(S (/Oho |un(t + R)|dh)dt
= /05 (/OTlun(s)lds) < 8[tun]f1-

3. Montrer que f05 |un (t)]dt — 0 quand § — 0, uniformément par rapport a n.

On en déduit {EI91).

Corrigé — Soit ¢ > 0. On choisit d’abord hy €]0,T[ t.q. n(ho) < e. Puis, avec C = sup, o ||un|1, on pose

= min{7T" — ho,cho/C}. On obtient alors, pour tout n € N,
5
0<6<6= / [un (t)|dt < 2e.
0

On a donc joé |un (t)|dt — O quand § — O, uniformément par rapport a n.

Une démonstration analogue donne aussi que fos |un (t)|dt — 0 quand § — O, uniformément par rapport a n (il
suffit de raisonner avec vy (t) = un (T —t)).

4. Montrer que la suite (u, e est relativement compacte dans L.
[Appliquer le théoréme de Kolmogorov, théoreme [#.39] qui utilise le prolongement de w,, par 0.]

Corrigé — On prolonge u,, par 0 hors de 10, T (et on note toujours u,, la fonction prolongée). Pour appliquer le
thé()réme il suffit de montrer que

/ |un (t + h) — un(t)|dt — 0 quand h — O"'7 uniformément par rapport an € IN.
R

Pour cela, on remarque que pour h > 0 et n € N,
/ [ (£ + h) — un (£)]dt
R

) T —h T
g/ Iun(t+h)\dt+/ (¢ + B) —u,,,(t)ldt-&-/ o (8)dt
—h

0 T—h

:/O |un(t)\dt+/0 . |un(t+h)—un(t)|dt+/ | ()]t

T—h
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Soite > 0. Il existe h1 > 0t.q. n(h1) < e. Puis, avec la question précédente, il existe ha > 0 t.q. (pour tout n € IN)

"h T
0<h<hy= / |un (t)|dt < e et / [un (t)]dt < e.
0 JT—h
Avec hs = min{h, ha}, on a donc (pour tout n. € IN)
0<h<hs= / |un (t + h) — un(t)|dt < 3e.
R

Ceci termine la question.
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Chapter 5

Problemes hyperboliques

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux équations hyperboliques scalaires, et nous allons démontrer le
théoreme d’existence et d’unicité de la solution entropique dii 8 Kruskov. Commencgons par le cas unidimensionnel.

5.1 Le cas unidimensionnel

Les équations de type hyperbolique interviennent principalement en mécanique des fluides (aéronautique, écoulements
diphasiques, modélisation de rupture de barrage et d’avalanches). Elles sont souvent obtenues en négligeant les
phénomenes de diffusion (parce qu’ils sont faibles a 1’échelle considérée) dans les équations de conservation
de la mécanique. L’exemple le plus classique d’équation hyperbolique linéaire est 1’équation de transport (ou
d’advection).

8{[14—083311:0, t€R+, zeIR, 6.1

ol ¢ est la vitesse de transport avec condition initiale :
u(z,0) = up(x). (5.2)
Dans le cas ol la condition initiale ug est suffisamment réguliere, il est facile de voir que la fonction :
u(z,t) = up(z + ct), (5.3)

est solution de (5.1)-(5.2)). Si ug est non réguliere (par exemple discontinue), nous verrons qu’il y a encore moyen
de montrer que la fonction définie par (5.3)) est solution en un sens que nous qualifierons de “faible”.
Si I’équation est non linéaire, i.e.

Ou+ 0,(f(u))=0,t e Ry, z € R, (5.4)

avec par exemple f(u) = u?, et condition initiale (5.2, on peut encore définir des solutions faibles, mais leur
calcul est plus difficile.

Remarque 5.1 Sur le plan de la simulation numérique, les équations hyperboliques sont discrétisées de maniere
usuelle par la méthode des volumes finis. Les discrétisations par éléments finis meénent souvent a des schémas
instables (en particulier, les solutions discrétes ne vérifient pas certaines propriétés physiques souvent souhaitées).
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On se donne f € CY(IR,R) et up € C(IR) et on consideére maintenant I’équation hyperbolique non linéaire :

Ou+ 0x(f(uw) =0, (z,t) e R xRy, (5.5a)
u(z,0) = up(x). (5.5b)

Commencons par donner la définition de solution classique de ce probleme méme si, comme nous le verrons
apres, le probleme (3.5) n’a pas, en général, de solution classique.

Notations. Soit ) une partie de IR” (p > 1) et k € IN. On dit que u € C*(Q) si u est la restriction a ) d’une
fonction de classe C* sur IR”. Ceci est équivalent 2 la définition usuelle si k& = 0. On utilisera aussi la notation
u € C*(Q) qui signifie que u € C*(Q) et qu’il existe K C @, K compact t.q. u = 0 sur K°. Cette notation sera
utilisée par exemple pour @ = IR X R ou @ =R x [0, 7.

Définition 5.2 (Solution classique) On suppose que ug € C'(R) et f € C'(IR,IR). Alors u est solution
classique de 5.3) siu € C*(IR x Ry, R) et u vérifie

{ Opu(w,t) + 0x(f(u))(z,t) =0, V(x,t) € R xR,
u(z,0) = up(x), Vo € R.

Avant de donner un résultat de non existence d’une solution classique (proposition[5.5)), nous rappelons le résultat
classique d’existence et d’unicité locale de solutions pour une équation différentielle non linéaire (théoreme de
Cauchy-Lipschitz), avec une fonction a localement lipschitzienne de R x IRy dans R et zg € IR,

{ ;’((t))::;ts.:v(t)ﬁ), teRY, (5.6)

Pour tout 7" > 0, le probleme @]) admet au plus une solution (classique) définie sur [0, T[. 1l existe Tiax >
0 (éventuellement égal a +0o) et une fonction x continue sur [0, Tiax[, de classe C1 sur ]0, Tinax[, solution
(classique) de (5.6). De plus, si Tynax < +00 alors |z(t)| — +oo lorsque ¢ — Tryax.

Soit u une solution classique de (3.5). On définit alors

aeC(R xRy, R)
(z,t) = a(z,t) = f'(u(z,t)). (5.7)

Il est clair que la fonction u est alors une solution classique du probléme suivant :

{ Owu(x,t) + a(x, t)0,u(z,t) =0, (z,t) € R xR, (5.8)

u(z,0) = up(x).

Nous donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques pour 1’équation (5.8), qui permet le lien entre
les équations hyperboliques linéaires et les équations différentielles ordinaires.

Définition 5.3 (Courbe caractéristique) On suppose que la fonction a définie par (5.7) est localement lipschitzienne
de R x R, dans R. Soit xg € R. On appelle courbe caractéristique du probleme (5.8) issue de xy € R, la
courbe définie par le probleme de Cauchy suivant :

{ ' (t) = a(z(t), 1)

5.9
z(0) = g e
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Proposition 5.4 (Solutions classiques et courbes caractéristiques) Soir f € C*(IR,R), ug € C'(IR) et u une
solution classique de (5.3). Alors, pour tout xy € R et tout t € Ry, on a u(xg + f'(uo(zo))t, t) = uo(xo).
Autrement dit, pour tout o € R, la fonction u est constante sur la droite t — xz(t) = xg + f'(uo(xo))t. (Cette
droite est la courbe caractéristique du probleme (5.8) issue de o € R avec a(z,t) = f'(u(z,t)).)

Démonstration On pose a(z,t) = f'(u(z,t)). Comme f € C?*(IR,IR) et que u € C* (IR x R, IR), la fonction
a est bien localement lipschitzienne de IR x IR ; dans IR. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique donc pour
le probleme (5.8). Soit 2y € IR, le probleme (5.8)) admet alors une solution maximale z(t) définie sur [0, Tinax/,
et |z(t)| tend vers I’infini lorsque ¢ tend vers Tiax Si Tmax < +00. Les trois étapes de la démonstration sont les
suivantes :

1. Comme u est solution classique, on a u(x(t),t) = ug(xo), Vt € [0, Tiax[, et donc u (solution de (5.3)) est
constante sur la droite caractéristique issue de . En effet, soit ¢ définie par ¢(t) = u(x(¢),t) ; en dérivant
o, on obtient : ¢’ (t) = dyu(x(t),t) + dru(x(t), t)x’(t). Comme la fonction x vérifie (5.9), ceci entraine :
O (t) = Opul(z(t),t) + f(u(z(t),t))0zu(z(t),t), et donc

¢'(t) = Opu(a(t),t) + Ozu(f(u))(2(t),t) = 0.

La fonction ¢ est donc constante, et on a :

u(z(t),t) = o(t) = ¢(0) = u(x(0),0) = u(xo,0) = uo(xo),t € [0, Tmax|-

2. Les courbes caractéristiques sont des droites, car u(z(t),t) = wug(zo),Vt € [0, Tmax|, et donc z’'(t) =
f(ug(z0)). En intégrant, on obtient que le systeme (5.9) décrit la droite d’équation :

z(t) = f'(uo(wo))t + xo. (5.10)

3. Tmax = +0o etdonc u(x,t) = ug(xo) Vt € [0,400[.
En effet, puisque x vérifie (5.10), on a donc, si Tax < 00,

lim |z(t)| < 4+00. On en déduit que Tpax = +00.
t—Tmax
L]

Proposition 5.5 (Non existence d’une solution classique) Soit f € C?(IR,IR), on suppose que f' n’est pas
constante, alors il existe ug € C°(IR) telle que (5.3) n’admette pas de solution classique.

Démonstration Comme f’ est non constante, il existe vg, vy tel que f'(vg) > f'(v1), et on peut construire
ug € CX(IR,IR) telle que ug(wo) = vo et ug(z1) = v1, ol zg et 1 sont donnés et o < x1, voir figure [5.1}
Supposons que u soit solution classique avec cette donnée initiale. Alors, par la proposition [5.4]:

w(zo + f'(ug(z0))t,t) = ug(xo) = vo et u(xy + f'(uo(x1))t,t) = ug(x1) = v1.
Soit T tel que zo + f'(vo)T = z1 + f'(v1)T = &, c’est a dire

Tr1 — Xo

r= f'(vo) = f/(v1)”

On a alors :
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1)t
z(t) = zo + f'(vo)t

Vo

Figure 5.1: Droites caractéristiques, cas non linéaire

ce qui est impossible. On en conclut que (3.3)) n’admet pas de solution classique pour cette donnée initiale.
|

On introduit maintenant la notion de solution faible. Nous allons donner cette définition dans un cadre légérement
plus général consistant & supposer que f est localement lipschitzienne (au lieu d’étre de classe C''). On note
Lip;o.(IR,IR) 'ensemble des fonctions localement lipschitziennes de IR dans IR. On rappelle que si f €
Lipioc(IR,IR), la fonction f est alors derivable p.p., sa dérivée est localement bornée et on a f(c) — f(d) =

fcd f'(t)dt pour tout ¢,d € R.

Définition 5.6 (Solution faible) Soir ug € L (IR) et f € Lipio.(IR,R), On appelle solution faible de (3.3)) une
Sfonction u € L*(IR x IR ) telle que

// [z, ) (2, 1) + f(u(x,t))gom(m,t)]dxdt+/ wo(@)p(z, 0)dz = 0,¥p € CL(R x R, R). (5.11)
R xR R
Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.
Proposition 5.7 Soient f € C1(IR,R) et up € L=®(IR).
1. Si u est solution classique de (5.3) (et donc ug € CY(IR,R)) alors u est solution faible de (-3).

2. Siu € CYR x Ry) est solution faible de (5.3)) alors ug € C*(IR,IR) (au sens oit la classe de fonctions
ug admet un représentant de classe C" et est alors identifiée a ce représentant) et u est solution classique

de (5.3).

3. Soito € R, Dy = {(z,t) e R x R%;x < ot} et Dy = {(z,t) € R x R ;x > ot}.

(a) On suppose que w € C(R x RY), que up, € C*(D;,R), i = 1,2, que I'équation (5.5a) est vérifiée
pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (5.3b)) est satisfaite p.p.. Alors u est solution
faible de (5.3).

(b) Plus généralement, on suppose que u|p, € CY(D;,R) (i = 1,2), que I’équation (3:34d) est vérifiée pour
tout (z,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (5.3D) est satisfaite p.p.. Pour t € R, on pose

uy(ot,t) = lim u(z,t) et u_(ot,t) = lim u(z,t),

zlot ztot

[u](ot,t) = uy(ot,t) —u_(ot,t),
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[f()l(at,t) = f(uy(ot, 1)) = flu_(ot,t)).

Alors w est solution faible de (3.3)) si et seulement si
olul(ot,t) = [f(uw)](ot,t) pour toutt € R ;. (5.12)

Cette relation s’appelle “relation de Rankine-Hugoniot”.

Démonstration

1. Supposons que u est solution classique de (53.3), c’est-a-dire de :

{ Ou~+05(f(u)) =0, (x,t) € R xR,
u(z,0) =up(x), ze€lR.

Soit p € CH(IR x R4, IR). Multiplions (5.3)) par ¢ et intégrons sur IR x IR. On obtient :
/ Opu(z, t)(x, t)dtde + / O (f(w))(z, t)p(x, t)dtdz = 0.
R JR, R JR,
L application du théoréme de Fubini et une intégration par parties donnent alors :
- [ e orele0)ds ~ [ [t vpetiards - [ [ f@(oten e odd =0,
R R JR, R, /IR

(car le support de ¢ est un compact de IR X IR ). On obtient donc bien la relation (53.11)), grace a la condition
initiale u(z,0) = up(x).

. Soit u une solution faible de (5.3)), qui vérifie de plus u € C*(IR x [0, +oc[). On a donc suffisamment de
régularité pour intégrer par parties dans (3.11).

Commengons par prendre ¢ a support compact dans IR x]0, +o0c[. On a donc ¢(z, 0) = 0, et une intégration
par parties dans (3.11)) donne :

- /]R - Opu(x, t)p(x, t)dtde — /IR+ Aﬁx(f(u))(x,t)w(x,t)dxdt =0.
On a donc :
/]R /]R (Opu(z,t) 4+ 05 (f (w)) (2, 1)) p(z, t)dtdz = 0,Yp € CH(IRx]0, +o0]).

Comme 0,u+0,(f(u)) est continue sur IR xIR”, on en déduit que 9;u+0,(f(u)) = 0. En effet, on rappelle
que si h € L} (Rx]0,400[) et [ f]R+ h(zx,t))e(z,t)dtde = 0 pour toute fonction ¢ appartenant a

loc
CH(IR x]0, +00]), alors f = 0 p.p. ; si de plus A est continue sur IR x]0, +ool, alors f = 0 partout sur
IR x]0, 4-o00].
On prend alors » € C} (IR x IR ). Dans ce cas, une intégration par parties dans (5.11)) donne

/ u(z, 0)p(x,0)dx — / / (Opu(z,t) + 0 (f (u))(z, 1)) p(x, t)dtdx — / ug(x)e(x,0)dr = 0.
R R JR, R
Mais on vient de montrer que d;u + 9 (f(u)) = 0. On en déduit que
/ (uo(x) — u(w,0))p(z,0)dz = 0,Yp € CL(IR x R,).
R

Ceci donne ug = u(-,0) p.p.. Comme u est continue, on a donc u continue (au sens ot on identifie ug et
u(-,0)) et u est solution classique de (5.3).

199



5.1. LE CAS UNIDIMENSIONNEL CHAPTER 5. HYPERBOLIQUE

3. On montre directement I’item (b) (qui contient I’item (a)). On suppose que u|p, € C 1(DZ-, R) (i =1,2),
que la premiere équation de (5.3)) est vérifiée pour tout (z,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale
(de (5-3)) est satisfaite p.p. sur IR. Nous allons montrer que u est solution faible de (5.3) si et seulement si
(3-12) est vérifiée. Pour cela, on pose

X = / /]R+ x,t) o (z t)dtdm+/ /]Rf(u)(:r,t)@z(x,t)dxdt.

On adonc X = X7 + X5, avec

X, = / / u(x, t)p(x, t)dtde et Xo = / / (z,t)pq(x, t)dzdt.
R R

Calculons X ;. Comme u n’est de classe C'* que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit d’intégrer
par parties sur IR x IR entier. On va donc décomposer I’intégrale sur D et D ; supposons par exemple
o < 0, voir figure[5.2] (Le cas o > 0 se traite de fagon similaire et le cas o = 0 est plutdt plus simple). On
aalors Dy = {(z,t);z €c R_et0 <t < Z}et Dy =Ry xRy U{(z,t);z € R_etZ <t < +oo}.

D, D,

Figure 5.2: Les domaines D; et Dy

On a donc :

+oo
X = / / u(z, t)p(x,t) dtd:r—i—/ / u(z, t)p(x,t) dtdm—i—/ / u(x, t)p(x, t)dtde.
R

Comme u est de classe C'' sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne :

X1 :/ u_(z, ;)cp(x, g)dx —/ u(z,0)p(x,0)dz — /]R 0;; Ou(z, t)p(x, t)dtde

T T oo
[ we Dt Do [ [ gt el ddrds
R_ g g R_J2Z

—/ u(x,O)go(x,O)d;U—/ Opu(x, t)p(x, t)dtde.  (5.13)
R

Ry JR.

200



5.1. LE CAS UNIDIMENSIONNEL CHAPTER 5. HYPERBOLIQUE

En regroupant, il vient :

X = /]R u(z, 0)p(, 0)dz — / | e gt ~ / drula, ) (e, )dtde

Do

Dans la derniére intégrale, on effectue le changement de varaible ¢ = x /o . On obtient

X1 =— /]R u(x, O)QD(I,O)dI - / b 8tu(xvt)50(xvt)dtd‘r - / 8tu(x,t)g0(l’,t)dtd£€

D>
+o [u](at, t)p(ot, t)dt.
R

On décompose de méme X5 sur Dy U Do, en remarquant maintenant que D = {(z,t) € R xR’ ;z < ot}
et Dy = {(z,t) e R x R%;z > ot} :

X, :/]PL+ /_Z f(u)(x,t)gow(x7t)d:vdt+/]R+ /U:‘OO fu)(x, t)pz(x, t)dadt.

La fonction v est de classe C'! sur chacun des domaines, on peut 14 encore intégrer par parties. Comme ¢
est a support compact sur IR x IR, on obtient :

-] ()= e, o || (t@)ute 00w, tydsat

D

—[ [f(w)](at, t)p(at, t)dt.
R
Comme dyu + 9, (f(u)) = 0 sur Dy et Do, on a donc :

X:X1+X2:f/
R

u(z, 0)p(z, 0)dx + / (olul(at,t) = [f(w)](at,1))p(at, t)dL.
R

On en déduit bien que u est solution faible de (5.3) si et seulement si (5.12) est vérifiée.

[

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d’une notion supplémentaire pour les
distinguer. C’est la notion de solution entropique, qui nous permettra d’obtenir 1’unicité. Donnons tout d’abord un
exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer une équation modele, appelée équation de
Burgers, qui s’écrit

Opu + 0, (u?) =0, (5.14)

et des données initiales particulieres, sous la forme

ug siz <0,
up(x) = .
o(2) {ud51x>0,

avec ug, uq € IR. Ces données initiales définissent un probleme de Cauchy particulier, qu’on appelle probleme de
Riemann.
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Nous considérons maintenant I’exemple simple obtenu avec u, = —1 et ug = 1. Le probléme considéré est donc
le probléme suivant, avec f(u) = u?, ug=—1Lug=1:

Opu+ 0,(f(u)) =0,
| ugsiz <O, (5.15)
uo(x) = { ug siz > 0.

On cherche tout d’abord une solution faible de la forme :

ug siz < ot,
u(z,t) = ) (5.16)
Uqg S1x > ot.

Cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation x = ot dans le plan (z, ¢). On remplace
u(z,t) par ces valeurs dans (5.11). D’aprés la proposition on sait que u est solution faible si la condition
suivante (condition de Rankine et Hugoniot) est vérifiée:

o(ug —ugy) = (f(ua) — f(ug)), (5.17)

ce qui avec la condition initiale particuliere choisie ici, donne 20 = 12 — (—1)% = 0.

Mais on peut trouver d’autres solutions faibles. Si u est solution réguliere, on sait que sur les courbes caractéristiques,
qui ont pour équation z(t) = xo + f’'(uo(xo))t, la fonction u est constante. Comme f’(u) = 2u, les courbes
caractéristiques sont donc des droites de pente -2 si xg < 0, et de pente 2 si &g > 0. Construisons ces
caractéristiques sur la figure[5.3]: Dans la zone du milieu, ol I’on a représenté un point d’interrogation, on cherche

T =T T = xo £ =¢

u(z, t) =44 =[—1 (2,%) =jua F 1 ()

Figure 5.3: Probleéme de Riemann pour léquation de Burgers
u sous la forme u(x,t) = ¢ (%) et telle que u soit continue sur IR x IR” . La fonction u suivante convient :
—1six < —2t,
u(z,t) = 2% Si— 2t < <2, (5.18)
1six > 2t.

Comment choisir la “bonne” solution faible, entre (5.16) et(3.18) ? Comme les problemes hyperboliques sont
souvent obtenus en négligeant les termes de diffusion dans des équations paraboliques, une technique pour choisir
la solution est de chercher la limite du probléme de diffusion associé qui s’écrit :

Opu+ 0 (f(u)) — eugy =0, (5.19)
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lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c¢’est-a-dire lorsque e tend vers 0. Soit . la solution de (5.19)
avec la condition initiale u.(-,0) = ug(-) (on admet pour I'instant I’existence et 1’unicité de u.). On peut montrer
que u, tend vers u (en un sens convenable) lorsque ¢ tend vers 0, ol u est la “solution faible entropique™ de (5.19),
définie comme suit.

Définition 5.8 (Solution entropique) Soir ug € L°(IR) et f € Lip;o.(R,IR). Soit u € L>*(IR x IR). On dit
que  est solution faible entropique de (5.3)) si pour toute fonction n de R dans IR, convexe, appelée “entropie”,
et pour ¢ définie par ¢(s) = f; f()n'(7)dr (pour s € R), appelé “flux d’entropie”, on a :

/ / (n(u)pr + S(u) o) didt + / n(uo(z))p(z,0)dz > 0.9 € CHR x Ry Ry).  (5.20)
RJR, R

On rappelle que si la fonction 7 (de IR dans IR) est convexe, elle est localement lipschitzienne (ce qui permet
de remarquer que ¢ est bien définie). Il est intéressant aussi de remarquer que dans la définition on peut se
limiter a des fonctions 7 de classe C? (il suffit de régulariser 1) avec une famille de noyaux régularisants pour s’en
convaincre). Si f et i sont des fonctions de classe C, la fonction ¢ est simplement une fonction de classe C! telle
que ¢ =7'f".

Enfin, bien sir, si u est solution faible entropique alors u est solution faible (proposition [5.1T).

Remarque 5.9 (Condition initiale) Noter que dans la définition on prend une fois de plus ¢ € CH(IR x
R,,IR.) de maniere a bien prendre en compte la condition initiale ; ceci n’est pas toujours fait de cette maniére
dans les travaux plus anciens sur le sujet. Si la condition initiale est prise en compte seulement dans la définition
de solution faible (et n’est pas reprise dans la condition d’entropie), le choix de 1’espace fonctionel dans lequel on
recherche la solution devient crucial pour ne pas perdre I’unicité de la solution entropique. Un exemple est donné
dans I’exercice On peut toutefois préciser en quel sens la condition initiale est satisfaite. Si u est solution
entropique, alors u € C([0, +ool, L{ .(R)) et u(t) — ug dans L{ . quand t — 0.

loc loc

Nous démontrerons plus loin le théoreme[5.20]dans le cadre multidimensionnel (mais avec la variable spatiale dans
un domaine borné plutot que dans tout I’espace). Ce théoréme affirme que si ug € L®°(IR) et f € Lip;o.(IR,R)
alors il existe une unique solution entropique de (5.3 au sens de la définition [5.8] Voyons maintenant les liens
entre solution classique, solution faible et solution entropique.

Proposition 5.10 Soit f € C1(IR,R) et up € L>°(IR) N C* (IR, IR). Si u est solution classique de (5.3)), alors u
est solution (faible) entropique.

Démonstration Soit u une solution classique de (5.3). Soit 7 € C*(IR) (la convexité de 7 est inutile ici) et ¢ tel
que ¢’ = f'n’ (¢ est la fonction flux associée a 7). Multiplions (5.3) par 7' (u):

7' (u)Opu + f'(u)Opun’(u) =0
Soit encore, puisque ¢’ = f'7y/,
(n(uw)): + ¢’ (w)uzy =0
On a donc finalement :
(n(u)e + (¢(u))e =0 (5.21)

De plus, comme u(z,0) = ug(z), on a aussi : n(u(z,0)) = n(uo(z)). Soit p € CL(R x R4, IR), on multiplie
(5.21) par ¢, on integre sur IR x IR ; et on obtient (5.20) (avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas d’une
solution classique, 1’inégalité d’entropie est une égalité. ]

Une solution faible entropique est solution faible :
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Proposition 5.11 Soit f € Lip;oc(IR,IR) et ug € L (IR). Si u est solution faible entropique de (5.3)), alors u est
solution faible de (3.3).
Démonstration 11 suffit de prendre 7(u) = u et n(u) = —u dans (3.20) pour se convaincre du résultat. ~ m

On déduit de la proposition [5.10] et du théoréme [5.20] de Kruskov que si on a plusieurs solutions faibles au
probleme (5.3)) et que I'une d’entre elles est réguliere, alors cette derniere est forcément la solution entropique.
La caractérisation suivante, que 1’on admettra, est souvent utilisée en pratique :

Proposition 5.12 (Entropies de Kruskov) Soitug € L>*(IR) et f € Lipioc(IR,IR). Soitu € L*(IR x R). La
Jfonction u est solution entropique de (3.3)) (au sens de la définition si et seulement si pour tout k € R (5.20)
est vérifiée avec n définie par n(s) = |s — k|, et ¢, flux d’entropie associé, défini par :

¢(u) = f(max(u, k)) — f(min(u, k)).
Notons que la fonction n, dite “entropie de Kruskov”, n’est pas de classe C.

Nous examinons maintenant le cas particulier des solutions ayant une ligne de discontinuité, comme dans la
derniere partie de la proposition[5.7]

Proposition 5.13 Soient f € C'(IR,R) et ug € L>(R). Soit 0 € R, Dy = {(x,t) € R x R’ ;2 < ot} er
Dy = {(z,t) € R x R ;z > ot}. On suppose que up, € C*(D;,R) (i = 1,2), que la premiere équation
de (5.3) est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (de (5.3)) est satisfaite p.p.. Pour
t € R4, on pose
ug (ot t) = himt u(z,t) etu_(ot,t) = hTmt u(zx,t),
[ul(ot,t) = ui(ot,t) —u_(ot,1),
F@))(ot,) = (s (0t,) = Flu_(ot,1).

Alors w est solution faible entropique de (5.3) si et seulement si
olul(ot,t) = [f(uw)](ot,t) pour tout t € R4 (5.22)
et, pour toute fonction 1 € C1(IR) convexe et ¢ € C! telle que ¢' = f'1f/,
o[n(u)](ot,t) > [¢(u)](ot,t) pour tourt € R . (5.23)

Démonstration La proposition [5.7] montre que w est solution faible si et seulement si (5.22) est satisfaite. En
reprenant la démonstration de la proposition [5.7} on montre que u est solution faible entropique si et seulement si
(5.22) et (5.23) sont satisfaites. Ceci fait I’objet de la premiere question de I’exercice[5.12] L]

Dans le cas ou la fonction f est strictement convexe, la proposition peut &tre précisée. Ceci est fait dans la
proposition [5.14] donnée ci apres, dont la démonstration repose sur le petit lemme technique suivant.

Lemme 5.14 (Un résultat pour des fonctions convexes) Soit f et 1 deux fonctions convexes de R, a IR. Soit
a,b € R, a < b eto=(f(b)— f(a))/(b—a). Soit ¢ défini par $(s) = [, n'(t)f'(t)dt pour s € R (de sorte
que ¢' =n'f' p.p. sur R). Alors,

1. a(n(b) —n(a)) < (¢(b) — ¢(a)),

2. si m est strictement convexe et | est convexe et non dffine entre a et b, alors o(n(b) — n(a)) < (¢(b) — ¢(a)).
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Démonstration Rappelons d’abord que si ¢ est une fonction convexe de IR a IR, alors c¢’est une fonction localement
lipschitzienne. Elle est donc dérivable presque partout, sa dérivée est localement bornée et p(a) — o(B8) =

ff ¢’ (t)dt pour tout (a, ) € IR?. Pour tout v € IR,

b b
(¢(b) — ¢(a)) — o(n(b) —n(a)) = / n' () (f'(t) — o)dt = / (n'(t) = 7)(f'(t) — o)dt (5.24)
Puisque f est convexe, la fonction f’ est croissante. Puisque o est la valeur moyenne de f’ sur ]a, b[, il existe
¢ €la, b[ tel que
f'(t) < o forp.p. t €a,c|, f'(t) > o forp.p. t €€]c,b|.

Soit maintenant v = sup{7n’(s), s < ¢} dans (5.24) de sorte que n'(s) < ysis < cetn'(s) > vsis > c. Bien
sir, si 77 est continu, on ay = 7'(c)). Comme (7' (t) —v)(f'(t) — o) > 0 for p.p. t €]a, b[, on obtient

b
(6(b) — 6(a)) — o (n(b) — n(a)) = / (' (t) = 1) (J'(t) — o)t > 0,

ce qui donne le premier item du lemme.

Pour le deuxigme item, on remarque que o (n(b) — n(a)) = (¢(b) — ¢(a)) donne (n'(t) —v)(f'(t) — o) = 0 p.p.
sur Ja, b[. Puisque 7 est strictement convexe, on a (" — ) # 0 p.p. sur Ja,b[. On a alors f’ = o p.p. sur ]a, b et
cela donne que f est affine sur |a, b[ , ce qui contredit I’hypothese. ]

Proposition 5.15 Sous les hypothéses de la proposition [5.13] on suppose que u est solution faible de (3.5). On
suppose de plus que f est strictement convexe, les trois conditions suivantes sont alors équivalentes :

1. u est solution faible entropique,
2. u_(ot,t) > uy(ot,t) pourtoutt € R,

3. il existe ) strictement convexe (de R dans R ) t.q. (5.23)) est vérifiée (avec ¢ telle que ¢' = f'n’).

Démonstration Prouvons d’abord 1’équivalence entre les deux premiers items.

Si u est une solution faible entropique, on a (5.23)) pour tout ¢ et pour toute fonction C'* convexe 7). En prenant pour
7 une fonction strictement convexe, le lemme donne nécessairement, grace au fait que f est aussi strictement
convexe, u_(ot,t) > u, (ot,t) pourt € R™T.

Réciproquement, si u satisfait u_(ot,t) > uy(ot,t) pour t € RT, alors le lemme donne (5.23) pour
tout ¢ et toute fonction C'* convexe 7 (et c’est également vrai si f n’est qu’une fonction convexe). Ceci conclut
I’équivalence entre les éléments 1 et 2.

Pour conclure la preuve de la proposition [5.14] on remarque que le premier item implique bien sdr le troisieme.
Réciproquement, si w satisfait le troisieme item, le lemme donne nécessairement, grice au fait que f est
également strictement convexe, que u_(ot,t) > u, (ot,t) pour t € IR™, et u est donc une solution a entropie
faible. ]

Remarque 5.16 (Contre-exemple si f n’est pas strictement convexe) Le deuxiéme item de la proposition [5.14]
est faux si I’on remplace I’hypothése " f strictement convexe". Bien siir, cela est évident si ug prend ses valeurs
dans un intervalle ol f est une fonction affine mais c’est aussi le cas pour les ug plus généraux. On commpence
par donner un exemple qui apparait dans certains articles concernant la modélisation de la circulation routiere.
Ensuite, nous adaptons légérement cet exemple afin d’étre exactement dans les hypotheses de la proposition [5.14]
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Soitax > 0, 8 < Oeta = —3/(a — B) (noter que a €]0,1[ et acx = S(a — 1)). On définit f par f(s) = as pour
s €0,al, f(s) = B(s —1) s €la,1[. Soit uy €la, 1] et ug €]0,al et ug = ugen R_, uy = ug en IR 1. Dans ce
cas, il est assez facile de prouver que la solution faible entropique de (5.3)) est la fonction v définie par

ug if x < Bt,

u(z,t) =< a if Bt <z < o,
ug if x > at.

Puisque u, > a (et aussi @ > uqg) et puisque f est concave, cette solution semble en contradiction avec la
proposition [5.14}
Dans cet exemple, la fonction f est lipschitzienne et la solution comporte deux lignes de discontinuités. En
moditiant 1égérement cet exemple, on va obtenir une fonction f € C*(IR) et une seule discontinuité. On prend
a=1/2et f(s) = aspours € [0,a, f(s) = Bs —ys® + §aveca = v =4/3, 3 = 8/3, 5 = —1/3. La fonction
[ est de la classe C'', strictement concave sur [a, 1], affine sur [0, a]. Comme précédemment, on prend u, €a, 1|
et ug €]0,af et ug = ugy dans R_, up = u,4 dans IR4. Alors la solution faible entropique de (5.3)) est la fonction
u définie par (puisque f'(a) = «)
u(z,t) = uy if ©< f'(uy)t,
. x
u(z,t) =& if f(ug)t <z < f'(a)t et f(§) = T € €la,ugyl,
u(x,t) =uq ifz > f'(a)t = at.
Ici aussi, puisque a > ugq et f est concave, cette solution semble en contradiction avec la proposition [5.14] (mais
en fait non, puisque les hypotheses de la proposition ne sont pas respectées).

Les propositions [5.13] et [5.14] peuvent étre généralisées aux cas de courbes de discontinuité.

Proposition 5.17 (Rankine-Hugoniot, cas courbe) Soient f € C*(IR,IR) et ug € L¥(IR). On suppose qu'’il
existe un nombre fini d’ouverts a frontiére lipschitzienne, D;, 1 = 1,..., N, tels que

I. R xR, =UY,D,

2. Pouri # j, D; N D; = {(t,0,;()), tdansl; ;} oi I, ; est un intervalle de R4 et o; ; une fonction
lipschitzienne de I; j dans IR.

3. Pour tout i, u|p, appartient a CY(D;,R) et est solution (classique) de la premiere équation de B3 et
satisfait (p.p.) la condition initiale (de (3.3)) lorsque D; rencontre ’axe t = 0.

Pouri,j € {1,...,N} et tdansl; j, on pose

uy (o;,(t), 1) = mJ,}ri-H-l(t) u(z,t) etu_(o;;(t),t) = IT}Tim(t) u(z,t),

[u(04,5(t),t) = uq (033 (1), ) — u—(0i;(t), 1),
[f(W)(oi,; (), t) = f(us(0i;(t),1) — f(u—(03;(t)t)).
Alors u est solution faible entropique de (5.3)) si et seulement si

Ug’j(t)[u](oi,j(t), t) = [f(w)](04 (), t) pour presque tout tdansl; ;, (5.25)

et, pour toute fonction ) € C1(IR) convexe et ¢ € C* telle que ¢' = f'1f,

o, () [n(w)](e:; ()t t) > [p(uw)](04,;(t), t) pour presque tout tdansl; ;. (5.26)

]
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5.1. LE CAS UNIDIMENSIONNEL CHAPTER 5. HYPERBOLIQUE

Démonstration La démonstration peut se faire en utilisant la formule de Stokes (espace temps) sur chaque D;. En
notant u; le prolongement par continuité de u sur D;, la formule de Stokes fait apparaitre pour tout couple (4, 5),

i # j (lorsque I; ; est non vide),
flui(z,0)|
/Ii j |: Ui(l‘, t) nl“jd,)/(x’ t)’

ol v désigne la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur I; ; et n; ; est le vecteur normal a I; ; extérieur a D;.
Pour que u soit solution faible, il faut et il suffit que le terme correspondant a ¢ sur I; ; se compense avec le terme

correspondant a j. Comme n; ;(o; ;(t),t) est colinéaire au vecteur [a’_ ( t)] (et que m; j; = —n; ;), on obtient la
.3
condition (5.23).
Un raisonnement analogue avec le vecteur VEUZ; ] donne la condition (5.26). L]
K2

Remarquons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution initiale.

Proposition 5.18 (Principe du maximum) Soit ug € L°(IR) et soit A et B € IR tels que A < ug < B p.p..
Soit f € Lipioe.(R,R), alors la solution entropique u € L™ (IR x Ry ) de (5.3) vérifie : A < u(x) < B p.p.
dans R x IR.

Cette propriété se démontre en passant a la limite soit sur les solutions de I’équation visqueuse associée, soit sur
les solutions approchées par schéma numérique ; il faut pour cela avoir pris soin de mettre au point un schéma qui
respecte les bornes, mais ceci est de toutes fagon souhaitable pour respecter les bornes physiques.

Remarque 5.19 (Domaine borné) Que faire si le domaine spatial est différent de IR, par exemple si le probleme
(5.3) est posé pour xzdansl ol I est un intervalle de IR. Si f’ ne change pas de signe, il est assez facile de donner
une bonne définition de solution entropique et de montrer un théoreme d’existence et d’unicité de la solution
entropique. Dans le cas ol f’ change de signe (et ce cas est trés intéressant pour de nombreux problémes), le
probléme est beaucoup plus difficile. Le premier résultat sur la question est celui de Bardos-Leroux-Nedelec
(1979). Dans la thése de Otto (1996), il y a une tres jolie formulation pour les conditions aux limites. Un intérét
considérable de cette formulation est qu’elle est tres pratique pour montrer la convergence des schémas numériques.
Dans le cas multidimensionnel de la section suivante, on s’intéressera & un probleme similaire a (5.3)) posé dans un
domaine borné de R™ (N > 1) mais sans aborder vraiment ce délicat probléme des conditions aux limites (car
dans le théoreme [5.20]on considere un champ de vecteurs b nul sur le bord du domaine considéré).

CLINNTS

On termine ce paragraphe en introduisant les notions de “discontinuité de contact”, “onde de choc” et “onde de
détente”. Si f est linéaire (ou affine, ce qui revient au méme car on peut supposer f(0) = 0) et si ug € L=(IR),
la solution faible de (5.5) est unique (voir I’exercice[5.3)), ¢’est donc la solution entropique. On peut aussi montrer
dans ce cas que les inégalités d’entropie sont des égalités. Si la solution u a une courbe de discontinuité
(nécessairement une demi droite en fait), on parle alors de “discontinuité de contact”. Si f est strictement convexe
et que la solution faible entropique u de (5.3) a une courbe de discontinuité, on parle d’un “choc” ou d’une “onde
de choc”. On peut montrer dans ce cas que les inégalités d’entropie (5