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Introduction

This course gives some tools for the study of partial differential equations. These tools are used to obtain existence
results (and also often uniqueness results) for some examples of linear or nonlinear PDEs of various nature (elliptic,
parabolic or hyperbolic).



Chapitre 1

Sobolev spaces

Sobolev ! spaces are functional spaces, that is spaces containing functions, and these functions are such that their
powers and the powers of their derivatives (in the sense of transposition, or in a weak sense which we shall give
later) are Lebesgue-integrable. Similarly to the Lebesgue spaces, these spaces are Banach spaces 2. The fact that
the Sobolev spaces are complete is very important to prove the existence of solutions to some partial differential
equations.

1.1 Weak derivatives

The notion of weak derivative is already in a famous article by Jean Leray  published in 1934, on the Navier-
Stokes equations ; in this article, it is named “quasi-derivative” ([7] page 205). This notion is crucial for the study
of the existence of solutions to many partial differential equations.

Throughout the sequel, € is an open subset of RN, N > 1, and C2°(€2) denotes the set of functions of class C*°
and with compact support on §2, that is :

C(Q) ={ue C™®(Q);3IK C Q, K compact ;u = 0 sur K}.

Moreover, the open subset {2 will always equipped with the Borel o-algebra, denoted by B(f2), and with the
Lebesgue measure, denoted by A if N = 1 and Ay si N > 1. Integration will always be with respect to the
Lebesgue measure, unless otherwise mentioned.

The following lemma is absolutely fundamental, because it allows to merge the (class of ) function(s) f € Li. (€2)
with the linear mapping T : C2°(Q) — IR defined by ¢ € C2°(Q) — Ty(¢) = [, f(z)p(z) dz.

Recall that f € L{ () means that for any compact subset K of €, the restriction f|x of f to K belongs to
LY(K).

Lemme 1.1 (Almost everywhere equality in L') Let ) be an open subset of RY, N > 1, and let fand g €
L (Q). Then :

loc

Yo e @), [ fahel) o = [ g)eta) da] = 17 =g ael.

1. Serguei Lvovitch Sobolev, 1908-1989) is a Russian mathematician and physicist.
2. A Banach space is a is a complete normed vector space.
3. Jean Leray, 1906 -1998, is a French mathematician who worked on partial differential equations and on algebraic topology.



1.1. WEAK DERIVATIVES CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

Proof : The proof of this lemma uses the regularization of an integrable function by the convolution with a
sequence of mollifiers : see [3, Problem 8.7 page 480]. (]

Let D(2) denote the space C2°(€2) and D*(€2) denote the set of linear forms on D(€2), which is called the algebraic
dual space of D(Q) (to distinguish it from the continuous dual space of D(2), which is denoted D’(2), and which
is the set of all continuous linear forms on D(€2), once a topology is defined on this space, which will be unuseful
for this course). Let T' € D*(Q2) and ¢ € D(), then the real number T'(¢p) is called the action of T on ¢ and is
denoted by (T, ¢) p+(q),c () Of (T, 9)p+(Q),D(0)-

Lemma 1.1Almost everywhere equality in L'theorem.1.1 allows the definition the derivative by transposition of a
L} function in the following way :

Définition 1.2 (Derivate by transposition) Let 2 be an open subset of R, N > 1, and let f € L} ().

loc

o Let () be an open subset oflRN, N >1,andlet f € L}, (). The derivate by transposition of f with respect

loc

to its i-eth variable is the linear form D; f on C°(QY), defined by :

(D f, <)0>D*(Q),C§0(Q) = —/Qf dip dx

where 0;p is the classical partial derivative of ¢ with respect to its i-th variable. Therefore D; f belongs to
D*(R). Note that if f € CY(SY), then D, f is nothing but 0; f, merging 0; f and Ty, ¢ (which is the element
of D*(R2) induced by 0; f). It is therefore a generalisation of the notion of derivative.

If the linear form D;f can be merged with a locally integrable function in the sense of Lemma 1.1Almost
everywhere equality in L'theorem.1.1, then f is said to admit a weak derivative.

o Let T € D*(Q); then its derivative by transposition D;T is defined by :
(DiT, p)p(),c @) = —(T,0ip)pr(9),0= (@), Vo € CZ ().

The notion of derivative in the sense of distribution is somewhat more tricky to define since it requires the definition
of a topology on C'2°(£2). We shall not need it in the framework of this course.
Let us give an example of derivate by transposition. The Heaviside * function is defined by

lifz >0
H(z) = = 1.1
() {Oﬁx<0, (1)

is locally integrable. Thus it admits a derivate by transposition. To find this derivative D H, one note that for any
p € C°(IR), the following equality holds :

+oo
—/IRH(m)go (x) dac:—/o ¢'(z) dz = ¢(0),

and therefore D H is the linear form which maps any function ¢ to its value at 0 ; this linear form is also called the *
Dirac measure at 0” : DH = §;. But this derivative is not a weak derivative, because §g may not be associated with
an Lj,. function : there does not exist any function g € L{, (IR ) such that 5o (¢) = [}; g dz forany p € C°(IR)
(see exercise 1.1Example if derivativeexo.1.1).

Definition 1.2Derivate by transpositiontheorem. 1.2 allows to define the derivate by transposition of an L{. . function
(or of an element of D*(£2)) of higher order. By identifying an L{ . function with the element of D*((2) that it re-
presents, one may also define the notion of weak derivative of higher order. More precisely, for « = (ay,...ay) €
INV, etu € Ll (IRY), the weak derivative DS ... DSNu € LL (IRN), if it exists, is defined by :

D ... D () o) da = (—1)e / (@) 98N () dir, Vg € C(RY),
RN RN

4. Oliver Heaviside (1850 - 1925) physicien britannique autodidacte.
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1.2. DEFINITION AND PROPERTIES CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

where |a| = aq +... +an et 0] ¢ is the (classical) partial derivative of order cv; with respect to the i-th variable.

Remarque 1.3 (Convergence in D*) Let ) be an open subset of RY (N > 1), (Th)new a sequence of elements
of D*(Q) and T' € D*(2). Then T, is said to converge to T in D*(2) as n — 400, if

(T, &) (), () = (T, d)p+(0),c () forany ¢ € C°(Q). (1.2)

It is therefore a pointwise convergence in the set of mappings from C°(2) to IR.

When looking at distributions, a topological structure must be added to the space CS°(€2) (which will not be
described in this course, because it is not needed) and instead of working with D*(£2), one works with the smaller
space of linear continuous mappings from C2°(€2) to IR, which is denoted by D’(§2). However, the notion of
convergence remains the same in the space D’() : it is still given by (1.2Convergence in D*equation.1.2).

1.2 Definition and properties

Définition 1.4 (Sobolev spaces ) Let ) be an open subset of R, N > 1.
1. The space H'(Q)) is defined by :

HY(Q)={uec L*(Q) tq Diuc L*(Q), Vi=1,...,N}.
In this definition, when writing D;u € L?(Q), we mean in fact
3g € L*(Q); (Dif, @)D (),00(2) = —/QQSD dz, Vo € C(Q).
2. The space H™ () : For m € IN, we define :
H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q) Vo € NV;|a| < m}.
3. The space W™P(Q) is definedfor 1 < p < oo and m € IN, by
W™P(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), Ya € NV ; |af < m.}
4. Note that for m = 0, the space WP () is the Lebesgue space LP ().

Let (- | -)z2 denote the inner product in L?(), that is :

(u|v)pe = / uv dz,
Q

and |.|| e the norm in LP(£2)., that is :
Jullr = ([ Jul” dz).
Q

Proposition 1.5 (Vector space structure) When equipped with the following inner product,

(wv)n = 3 (D | D)y,

la|<m

the spaces H™ () are Hilbert spaces. Note that W™?2(Q) = H™ ().

EDP, Télé-enseignement, M2 6



1.2. DEFINITION AND PROPERTIES CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

A natural norm on WP () is defined by :

1lp
< > IIDauII’Ep) if1 < p < 4o0;

0<al<
[ullwm.» = s (1.3)
max ||[D%u| oo, if p = +o0.
0<|al<m
Equipped with this norm, WP (Q) is a Banach space. One may show that the following norm :
S ID%ullpe, 1< p< +oo;
0<al<m
[ellm.p = (1.4)
" > ID%ul[ze, p=+oo.
0<lalsm

is equivalent to the norm defined by (1.3Vector space structureequation.1.3) : this follows from the equivalence
between the norms on R? where ¢ = card({a. € INY |a| < m}). The two norms are denoted indifferently by
Illm,p oF || |lwm.». The main interest of the norm (1.3 Vector space structureequation.1.3) is that in the case p = 2,
it gives H™ a Hilbertian structure, and this is not the case with the norm (1.4Vector space structureequation.1.4).

Remarque 1.6 (Sobolev spaces and continuity) In one space dimension (N = 1), witha,b € R, a < b, 1 <
p < +oo0, any element of WP (]a, b[) (which is a class of functions) can be seen as a continuous function, in the
sense that there exists a continuous representative of the class (this continuous representative is unique, see Exercise
1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3). This follows from the fact that any (class of) function(s) of W1 (]a, b[) can
be written as the integral of its derivative.

u € WP (Ja, b)) <= {3& € C([a,b]) and v € LP(]a,b]);u = @ a.e. and 4(z) = u(a) + /m v(s) ds} .

If the space dimension is greater than 1, then this is no longer true. In particular H'(Q2) ¢ C(f2), as shown by
the following example : let Q = {z = (z1,22)" € R?, |2;] < %, = 1,2}, and u the function defined from
to IR by par u(x) = (—In(|z|))?, with v €]0,1/2[. Then u € H'(Q) whereas u & L°°(£2) (see Problem 1.5Non
généralisation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3ex0.1.5), and so, in particular, v & C (ﬁ)

Proposition 1.7 (Separability) Let ) be an open subset of RY(N>1),meNandl < p < +00; the space
W™P(Q) is a separable space (that is to say a normed vector space which contains a dense countable subset).

The proof of this proposition is the object of Problem 1.9Séparabilité de LPexo.1.9, where it is also shown by a
counter example that the result is not true for p = +o0.

The notion of separability is important because it allows to get as close as need of an vector of the space with
an element of a countable family ; in the case of a Hilbert space, separability is equivalent to the ’existence of a
Hilbert basis (see e.g. [3, Proposition 6.62]) .

Let us now recall the important notion of reflexive space.

Définition 1.8 (Reflexive space) Let F be a real normed vector space. Let E' be its topological dual, that is to
say the set of continuous linear forms continues from E to R equipped with its natural norm (E' is a Banach
space). For all z € FE, let us define the mapping J,, from E' to R by J.(T) = T(z) for any T € E'. Then

[ Jo(T) = [T(2)] < 1Tl & ||| 2

EDP, Télé-enseignement, M2 7



1.3. FUNCTIONAL ANALYSIS CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

and therefore J, is a continuous linear form over E', which is denoted by J, € E" where E" est le bidual space
of E, that is to say the topological dual space of E'. Thanks to the Hahn-Banach theorem which is recalled in the
next section, it can be shown that : || J;|| g = ||z| &

The mapping J, defined from E to E"” by J(x) = J, for any x € E, is therefore a linear isometry from E to its
image Tm(J), and of course, we have Im(J) C E".

The space E is said to be reflexive if Im(J) = E”, which amounts to saying that J is surjective.

Note that a reflexive space E is complete, since the dual space of any normed vector space is complete.

Proposition 1.9 (Reflexivity) Ler Q be an open subset of R, N > 1, and m € N. For any p €]1,+oc], the
space W™ P(Q) is a reflexive space.

The proof of this result is the object of Problem 1.10Réflexivité de LP si 1 < p < ocexo.1.10.

1.3 Functional Analysis tools

Let us start with a fundamental theorem :

Théoreme 1.10 (Hahn Banach) Ler E be a vector space over IR, and p a convex function defined from E to R.
Let F be a sub-space of E, and T a linear form on F which satisfies T (x) < p(x) for any x € F. Then there exists
a linear form from E to IR, equal to T on F, which prolonges T to the whole space E and which still satisfies the
condition : T(x) < p(x) for any x € E.

The following corollary is essential :

Corollaire 1.11 Let E be a normed space, F' un sub-space of E and Ta continuous linear form over F. One may
then prolonge T into a continuous mapping defined over E, with same norm as T

A well-known characterization of finite dimensional spaces is given in the following theorem :

Théoreme 1.12 (Finite dimensional spaces) A Banach space E is finite dimensional if and only if its closed unit
ball is compact.

The notions de weak and weak-x convergence will be fundamental in the sequel of this course.

Définition 1.13 (Weak and weak-x convergence) Let E be a Banach space.

1. Weak convergence Let (uy)nen C E and u € E. We say that u,, — u weakly in E as n — oo if
T(up) = T(u) forany T € E'.

2. Weak-* convergence Let (T),)nen C E' andw € E'. We say that T,, — T in E' weakly-* if T,,(z) — T (x)
forany x € E.

Théoreme 1.14 (Weak-x compactness of the bounded subsets of the dual of a separable space)

Let E be a separable Banach space, and let (T),)n,cin be a bounded sequence of E' (that is to say there exists
C € R such that (| T, ||gr < C for any n € IN). Then there exists a subsequence, still denoted by (T},)ncN, and
T € E' such that T,, — T in B’ weak-x.

An important application of this theorem is the following : let {2 be an open subset of R" and (tn)nen a boun-
ded sequence of L>°(f2), then there exists a subsequence, still denoted by (u,)new and u € L>°(Q2) such that
fQ Upp do — fQ ugp da for any ¢ € L*(Q). This is a consequence of the existence of a natural isometry between
L (£2) and the dual space of L'() and of the separability of L!(12).

EDP, Télé-enseignement, M2 8



1.4. DENSITY THEOREMS CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

Théoreme 1.15 (Weak compactness of the bounded subsets of of a reflexive space) Let F be a reflexive Ba-
nach space, and let (up)necN be a bounded sequence of E (that is to say such that there exists C € R such
that (||un||g < C for any n € IN). Then there exists a subsequence, still denoted by (uy,)nenN, et u € E such that
U, — u weakly in E.

Note that a Hilbert is always a reflexive Banach space.

1.4 Density theorems

Définition 1.16 (Lipschitz boundary) A bounded open subset Q de R” has a Lipschitz boundary if there exists
afamily (Q, Q1 ..., Q) of open subsets of R™ and an associated family of mappings (¢o, ¢1, . . . , ¢ )such that :

1. Qc Ul Qet Q C

2. ¢o:Q0 — Biy = {z € RN such that ||z|| < 1} is bijective et ¢ et ¢y are Lipschitz-continuous,

3. Foranyi > 1,¢9; : Q; — DBy n is bijective, ¢; and gﬁ:l are Lipschitz-continuous, and ¢;(Q; N Q) =
Bin ﬂIR_I?_[ et $;( NINQ) = By .y N{(0,y),y € RN} (with ]Ri\_[ = {(z,y) € RV;z ¢ R,z >
Oety c RV}

Remarque 1.17 (Ouvert  frontiére fortement lipschitzienne) Un ouvert borné  de IR est dit 2 frontiére for-
tement lipschitzienne si le bord de 2 est localement le graphe d’une fonction lipschitzienne et que € est (locale-
ment) d’un seul c6té de ce graphe. Un ouvert (borné) a frontiere fortement lipschitzienne est un ouvert a frontiere
lipschitzienne mais la réciproque est fausse comme le montre 1’exercice 1.13Exemple d’ouvert lipschitzien non
fortement lipschitzienexo.1.13.

Théoreme 1.18 Soit Q2 est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < 400 alors :
1. Sip < 400, l'ensemble C>°(Q) des restrictions a Q des fonctions C>° (RN ) est dense dans W' (Q).
2. 1l existe une application linéaire continue P : W'P(Q) — WP(RY) telle que

Yu € WHP(Q), P(u) = u p.p. dans Q.

Des résultats analogues sont vrais avec WP (Q) (m > 1) au lieu de W1 () mais demandent plus de régularité
sur €2 (voir [1]). La démonstration se fait par troncature et régularisation. Un cas particulier fait I’objet de 1’exercice
1.18Prolongement H2exo.1.18.

On peut montrer aussi que C2°(IR™) est dense dans WP(IRY)si N > 1,m € Net1 < p < 400. Mais, ceci

est faux si on remplace IR par  avec Q2 ouvert borné et m > 0. Par exemple, si {2 est un ouvert borné, I’espace
C2°(£2) n’est pas dense dans H'(£2). Son adhérence est un sous espace strict de H'(€2), qu’on note H2 ().

Définition 1.19 (Espace H} (2)) Soit Q un ouvert de R™, N > 1.
—___HYO
1. On appelle Hi(Y) I'adhérence de C2°(2) dans H' (Q2), ce qu’on note aussi : H} (Q) = C° (Q)H “@
2. Pourm > 0etl < p < +oo, on définit le sous espace W"""'(Q) de WP (Q) comme I’adhérence de
C(Q) dans W™P(Q) :
7Wmvp Q
Wi =cE@ .

Comme cela a été dit précédemment, si @ = RY on a H}(Q) = H'(Q) alors que Iinclusion est stricte si € est
un ouvert borné.

EDP, Télé-enseignement, M2 9



1.5. THEOREMES DE TRACE CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

Remarque 1.20 (Espace C*(Q)) Soit Q un ouvert de R™, N > 1, et k € IN* U {+00}. Soit ¢ une fonction de
Q dans IR. On dit que ¢ € C*(Q) si il existe une fonction v de ]RN dans IR, de classe C* telle que 1) = ¢ dans
Q. Si Q est borné, il est bien siir possible de demander que la fonction v soit a support compact dans IR, comme
cela a été fait dans le théoreme 1.18Density theoremstheorem.1.18. 1l est intéressant de noter qu’il est possible de
prendre la méme définition pour k£ = 0. En effet, si ¢ est continue de Q dans IR, il existe alors 1) continue de RrY
dans IR telle que 1) = ¢ dans Q, voir I’exercice 1.14Prolongement d’une fonction continueexo.1.14.

1.5 Théoremes de trace

Théoréme 1.21 (Trace) Soir @ = RY = {(z,y) € RY;2 € R,z > Oery € RY"'}. Pour tout p tel
que 1 < p < +oo, il existe une unique application linéaire continue y de W?(Q) dans LP (IR ~1) telle que
yu = u(0,-) p.p sur RN (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle) si u € C°(IR _IX)

Remarque 1.22 (Lien avec la trace classique.) On suppose que 2 = IRf . Alors :

1. Siu € HY(Q)NC(Q), on aalors yu = u p.p sur I (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimension-
nelle).

2. Kery = Wy P(RY).

Voir a ce propos I’exercice 1.17Noyau de 1’opérateur “trace”’exo.1.17.

Théoreme 1.23 Soit ) un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < +o00. Alors, il existe une unique
application vy (linéaire continue) définie de WP (Q) dans LP(0R) et tel que

yu = u p.p. sur O siu € WHP(Q) N C(Q).

Ici encore, p.p. est a prendre au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 0f).
De plus Ker v = Wy P (Q).

Remarquons que sip > N, on peut montrer (voir théoréme 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28) que Whr(Q) C
C(2) et yu est alors la valeur de w au bord au sens classique.

Le théoreme suivant généralise la propriété d’intégration par parties des fonctions régulieres.

Théoreme 1.24 (Intégration par parties)
o SiQ=RY(={z=(z1,...,2n)" € RY;21 > 0}), alors

Sl2<z<N/uDvdx— /Duvdx Y(u,v) € (H'(Q))?,
Sii=1 /Qu Dyvdx = / Dyuvdx + /69 yu(y) yo(y) dy(y), Y(u,v) € (H'(Q))?,
o si () est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne, alors, pour touti = 1,..., N,
/Qu Dyvdx =— /Q Diuvdz + /89 yu(y) yo(y)ni(y) dy(y), Y(u,v) € (H(Q))?,

oul yu désigne la trace de u sur la frontiére 0S) et dy(y) désigne I’intégration par rapport a la mesure adéquate
sur OSY (that is to say la mesure de Hausdorff sur O qu’on peut voir comme une mesure de Lebesque (N — 1)
dimensionnelle), et n = (nq, ... ,nN)t est la normale a OX) extérieure a Q.

EDP, Télé-enseignement, M2 10
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1.6 Théoremes de compacité

Les théoremes suivants sont une conséquence du théoreme de Kolmogorov (voir [4, Théoréme 8.5]).

Théoreme 1.25 (Rellich) Soir Q2 un ouvert borné de RY (N > 1)etl < p < 4oo. Toute partie bornée de
WyP(Q) est relativement compacte dans LP(SY). Ceci revient a dire que de toute suite bornée de Wy™* (), on
peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

Le théoreme précédent reste vrai avec W1(Q) a condition de supposer la frontiere lipschitzienne.

Théoreme 1.26 Soir Q un ouvert borné de YN (N > 1), a frontiére lipschitzienne, et 1 < p < +oo. Toute
partie bornée de W' (Q) est relativement compacte dans LP()). Ceci revient a dire que de toute suite bornée de
WLP(Q), on peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

Nous aurons aussi besoin d’une version du théoreme 1.25Rellichtheorem.1.25 dans les espaces duaux de L? et
Wol’p. Comme, pour p < +00, le dual de LP est identifié a I’espace L? avec ¢ = p/(p — 1), et que le dual de Wol’p
est noté W14, on obtient le théoréme 1.27Théoremes de compacitétheorem.1.27.

Théoreéme 1.27 Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < q < +oc. Toute partie bornée de L() est
relativement compacte dans W =14((Q).

En particulier, pour q = 2, L’espace W ~12(Q) est aussi noté H=*(2). Toute partie bornée de L?*()) est donc
relativement compacte dans H~1((2).

1.7 Sobolev embeddings

The following theorem states the Sobolev embeddings ; these embeddings that a function which is such that a
power of itself and its derivative are integrable (that is to say u € WP) is in fact in a “better” espace (in terms of
integration or regularity). There are three different cases, whether the power is lower than, equal to, or larger than
the space dimension N.

Théoreme 1.28 (Sobolev embeddings) Let € be an open subset of RY, N > 1, which is either bounded with
Lipschitz boundary, or equal to R .

1. If1 < p < N, then W"P(Q) C LP"(Q), with p* = NN—f;j, and the embedding is continuous, that is to

say there exists C € IR (only depending on p, N and ) such that
Yu € WHP(Q), |ull e < Cllullwr, which is denoted by W P () < LP" (Q);

in particular we have
WhHQ) < L¥1(Q).
For N =1, the case p = N is allowed. We thus have
Whi(Q) — L>®(Q)if N = 1.

2. Ifp> N, then
Whe(Q) c O (Q)

where , for o > 0, C%(Q) is the set of a-Holder functions, defined by
() = {u € C(AR) |3k € R; |u(z) — u(y)| < kl|lz —y||*, V(z,y) € 2%} (1.5)

The proof of this result is the object of Problem 1.15Inégalités de Sobolev pour p > Nexo.1.15.
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3. In the case where Q) is a bounded domain with Lipschitz boudnary, W (Q) — L4(X2) for any q such that
1 < q < 400 (and the case q¢ = oo is authorized ifi N = 1). This result is wrong in the case = RY,
see Problem 1.5Non généralisation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en ldexo.1.3exo.1.5 for a counter-
example.

If Q is an open bounded subset with no regularity assumption on the boundary, the three preceding assertions are
still valid for the space W, ¥ () instead of WP () ;.

Remarque 1.29 Let Q be an open bounded subset of IR™. A simple consequence of the Sobolev injection theorem

(theorem 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28) and of the Rellich compactness theorem (theorem 1.25Rellichtheorem.1.25)
is that the mapping u — wu is compact from W, *(£2) into L4(Q) if 1 < p < N and ¢ < p* = ﬁ—fp.

If p > N, asimple consequence of the Sobolev injection theorem (theorem 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28)

and of the (classical) Ascoli theorem is that the mapping u — u is compact from W **(€2) to C(€2).
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1.8 Exercices

Exercice 1.1 (Example if derivative) Solution I.1Exemple de dérivéecor.1.1
LetN > 1,Q = {z = (21,...,an)' € R, |zy) < 1,i=1,...,N}andu : R — R defined by u(z) = 1
ifreQ andu(zx) =0 ifz ¢ Q.

1. Fori = {1,...,N} ety € C>(R"), show that S u(m)%(m)dw only depends on the values taken by ¢
on 0€2.

Indication —  Start with the case N = 1 and use an integration by parts.

2. Show that u ¢ WHH(RY).

Indication—  For N = 1, the question amounts to showing that the Dirac measure cannot be associated to an L*
Sfunction. To show this fact, one may use the fokkowing integration result : if g € L* (IR), et si (An)nen is a sequence
of measurable sets, the measure of which tends to 0 as n — +00, then f A g(z)dr — 0asn — +oo.

v aAn

Exercice 1.2 ( A function with null derivative is constant) Solution 1.2Une fonction de dérivée nulle est constantecor.1.2
Letu € L}, .(]0,1[) such that Du = 0. Show that

loc

Ja € R;u=aae..
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Indication —  On pourra considérer d’abord le cas v € L*(]0, 1[) et procéder; par exemple, par densité. La Jfonction
w peut étre approchée par convolution par des noyaux régularisants pp, qu’on piena’ a support dans | — ;, 7[ En
prolongeant w par 0 en dehors de [0, 1], on pose w, = u* pn. On a alors v, = ux p,,. Montrer alors que u,,(z) = — <

Du, pn(z — ) > pour tout x €)% 1 — L[ et en conclure que u;, (x) = 0 pour tout v €], 1 — L.
Terminer le raisonnement en Lmlmam le fait que u,,,,l] L1 tend vers u dans L.

Dans le cas u € L;,lm:(](), 1[) considérer u. = ulj. 1_.) et refaire le raisonnement précédent de maniére habile. . .
Le raisonnement donné ici se généralise au cas multidimensionnel (voir l’exercice 1.4Généralisation de ’exercice 1.2A

function with null derivative is constantexo.l.2exo.1.4 et son corrigé). Une autre méthode, plus spécifiquement liée au cas
unidimensionnel, est donnée dans le corrigé 1.2Une fonction de dérivée nulle est constantecor.1.2.

Exercice 1.3 (Espace de Sobolev en 1d) Solution 1.3Espace de Sobolev en ldcor.1.3
Soit 1 < p < ccetu € WHP(]0, 1]).
1. Soit u € WHP(]0, 1[).
(a) Montrer qu’il existe C € R t.q. u(z) = C + fo Du(t)dt, pour presque tout x €]0, 1[. En déduire que

u € C([0,1],IR) (au sens qu’il existe v € C([0,1],IR) t.q. u = v p.p. sur |0, 1, en identifiant u et v, on peut
donc dire que WP(]0, 1[)  C([0, 1], IR).

Indication —  Introduire la fonction F(z fo Du(t) dt (qui est dans L?), calculer sa dérivée faible et montrer
qu’elle est égale a Du. Pour cela, appllquer Fubini en mrmdmsant la fonction caratéristique 1(o ) et en notant que
pour x,t € [0,1], 10,4 (t) = 1p,17().

Montrer alors que F est continue et conclure grdce a l’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.1.2.

(b) Montrer que ||u||oo < Hu||W1 p(]o 10)-

Indication —  Ecrire u(x) = u(s) + f Du(t) dt, et intégrer par rapport a s.

(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — (1/p).

Indication —  Majorer u(z) — u(y) par 'inégalité de Holder.

2. Soitu € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe w € LP(]0, 1[) t.q. u(x) (0)+ J; w(t)dt, pour tout z €]0, 1.
Montrer que u € W1P(]0,1]) et Du = w

Indication — Encore Fubini. . .

Exercice 1.4 (Généralisation de I’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.1.2) Solution 1.4Gé-
néralisation de I’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.l.2cor. 1.4
Soient N > 1, B={z ¢ RY, |z| < 1} etu € L}, (B).

1. On suppose que D;u = 0 pour tout ¢ € {1,..., N}. Montrer qu’il existe a € IR t.q. v = a p.p.. (u est donc la
fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :

Soit e €]0,1/2[ et (pn)nen~ une suite de noyaux régularisants, that is to say :

pECOO(IRN]R),/ pdx =1, p>0, p(x) =0si|z| > 1, (16)
et, pourn € IN*, z € R™, p,(z) = n" p(nz).
On pose u.(x) = usi |z| < 1 — € et u. = 0 sinon. Puis, on pose u. ,, = ue * .

Montrer que ue , € CZ° (RN, IR) et que, si 1/n < &, U, est constante sur la boule de centre O et de rayon
1 — 2¢. Puis, conclure....]
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2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1, ..., N}. Montrer que u € C*(B,IR) (au sens
“il existe v € C1(B,IR) t.q. u = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre I’indication de la 1ére question et
raisonner ainsi : Montrer que pour tout z,y € IR" ona

e (y) — ton(2) = / Viten(ty + (1— t)z) - (y — z)dt,

et que pour z dans la boule de centre O et rayon 1 — 2eeti € {1,...,N}ona

(OUe,n/0x;)(2) = /BDz‘U(f)Pn(Z —Z)dz.

En déduire que pour presque tout x,y € B, on a, avec Du = {Dyu, ..., Dyu}?,

u(y) —u(z) = /0 Du(ty + (1 — t)x) - (y — x)dt.

Montrer alors que u est continue et que la formule précédente est vraie pour tout z,y € B. Conclure enfin que
u e CY(B,R).]

3. On reprend ici la 1ere question en remplacant B par un ouvert quelconque de IR”. Montrer que u est constante
sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, u constante signifie qu’il existe a € R t.q. u = a

p-p.)

Exercice 1.5 (Non généralisation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3) Solution 1.5Non générali-
sation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3cor.1.5

Soit Q = {z = (z1,22)" € R?, |z;| < 1,i=1,2},v€]0,1/2[ et u: Q — R définie par u(z) = (— In(|z[))".
Montrer que v € H'(Q). En déduire que H'(Q) ¢ C(Q).

Indication — Montrer que la dérivée par transposition de w est une dérivée faible et que cette dérivée faible est égale
(presque partout) a sa dérivée classique .

Exercice 1.6 (Laplacien d’un élément de H{ () Solution 1.6Laplacien d’un élément de H}(Q)cor.1.6
Soit  un ouvert borné de RY (N > 1) etu € HA ().

1. Montrer que, pour tout ¢ € C2°(2), on a

<AU,S0>D*(Q)7CCOO(Q) = /u(x)Agp(x)dx = - /Q Vu(zx) - Vo(x)de.

2. On rappelle que Hg () est un s.e.v. fermé de H'(£2). Muni de la norme de H'(2), 'espace H} () est donc
un espace de Hilbert. On note H~1(12) le dual (topologique) de H} (€2). Déduire de la question précédente que
Au € H~1(Q) (that is to say que I’élément de D*(£2), noté Au, se prolonge de maniére unique en un élément
de H=1(Q), encore notée Au) et que

AUl -1y < [[1Vull[22(0)-

NB. En fait, on montrera au chapitre 2 que sur H}(2) la norme H'(2) est équivalente a la norme notée || - || HY(Q)
définie par [|ul| g1 (q) = || [Vul [|L2(q). Avec ce choix de norme sur H{(£2) on obtient [|Au|| g-1(q) = lwll z2 (-

Exercice 1.7 (Petits piéges...) Pour 2 € IR?\ {0}, on pose G(z) = In(|z|).
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1. Montrer que G € C*°(IR?\ {0}) et AG = 0 (au sens classique) dans IR? \ {0}. En déduire que AG = 0 dans
D*(R?) \ {0}. Que vaut AG dans D*(IR?)?
2. Montrer que G € L? (IR?) pour tout p < 400 et VG € LY. (R?) pour p < 2.

loc loc

3. On prend dans cette question 2 =]0, 1[2. Montrer que
ue L*(Q), Aue H Q) % u e H(Q).
Montrer que
ve (H1(Q))?, div(v) = 0 dans D*(Q) et rot(v) = 0 dans D*(2) % v € (L?(Q))?.

4. (Singularité éliminable) Soit € un ouvert de IR? contenant 0. On suppose ici que u € H' () et que Au = 0
dans D*(Q2 \ {0}). Montrer que Au = 0 dans D*(£2). [On pourra utiliser astucieusement la fonction G...].

Exercice 1.8 (Trois applications de Hahn-Banach) Soit £ un espace de Banach réel.
1. Soitx € E, x # 0. Montrer qu’il existe T € E' t.q. T(z) = ||z||g et |T|| g = 1.

Indication —  Définir T sur la droite engendrée par x et prolonger I" par Hahn Banach.

2. Soient F un s.e.vde E et z € E. Montrer que © ¢ F si et seulement si il existe T € E’ t.q. T(x) # 0 et
T(y) =0 pourtouty € F.

Indication —  Sens = : Sens facile.

Sens < : construire I’application linéaire T sur Rx @ F par T'(z) = 1 et T'(y) = 0 pour tout y € F ; montrer que
T est continue et conclure par Hahn Banach. La continuité de T est le point le plus technique : on peut par exemple
remarquer que six ¢ F, alors il existe € > 0 tel que B(0,e) N F = (), et montrer ensuite que T(z) < ||z pour tout
z € G=1Rx @ F, ce qui montre la continuité d T sur G.

3. Pour x € E, on définit J,, de E’ dans IR par J,(T') = T'(x) pour tout I" € E’. Montrer que J,, € E” pour tout
x € E et que I'application J : x — J, est une isométrie de F sur J(E) C E”. (Définition : On dit que E est
réflexif si J(E) = E”)

Indication —  La linéarité et la continuité de J sont faciles. 1l reste a montrer le caractére isométrique. Soit x € F. Il
est facile de voir que

J(x)| < ||z|| . Pour montrer I’égalité, considérer I'application T' de la premiére question.

Exercice 1.9 (Séparabilité de L”) On désigne par L” I’espace LT; (IR, B(IR), A).

1. Soit 1 < p < co. Montrer que LP est séparable.
Indication —  On pourra onstruire une famille dénombrable dense de C.(IR)) en considérant pour n. € IN, I’ensemble
A, des fonctions qui sont nulles sur [—n,n|° et qui sont constantes par morceaux et a valeur rationnelles sur tous les

intervalles de la forme [, 1 [ i € Z .. Vérifier que les ensembles A,, sont dénombrables, et montrer ensuite que
A = Upew Ay est dense dans LP.

n’ n

2. Montrer que L>°(IR) n’est pas séparable.

Indication —  Soit B I’ensemble des fonctions constantes sur les intervalles [i,1+ 1], ¢ € ZZ et qui ne prenent que les
valeurs 0 ou 1. Vérifier que B est une partie non dénombrable de L™ et que si A est une partie dense de L°°(IR) il
existe une injection de A dans B.
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Exercice 1.10 (Réflexivité de 1.7 si 1 < p < 00)

Soient (X, T, m) un espace mesuré o-fini et 1 < p < oo, montrer que LP(X,T,m) est un espace de Banach
réflexif.

Exercice 1.11 (Séparabilité et réflexivité d’un s.e.v. fermé)
Soient E un espace de Banach (réel) et F' un s.e.v. fermé de E. Montrer que :

1. E séparable = F' séparable.
2. E réflexif = F réflexif.

Exercice 1.12 (Fonctions lipschitziennes) Soient €2 un ouvert de RY etw:Q — IR une fonction lipschitzienne.
Montrer que D;u € L () pour tout i € {1,...,N}.

N.B. : Réciproquement, si u € L}, () et D;u € L>(£2) pour tout i € {1,..., N}, alors u est lipschitzienne (au
sens : il existe v :  — IR lipschitzienne t.q. u = v p.p.).

Exercice 1.13 (Exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien)

On appelle “ouvert lipschitzien” un ouvert a forntiere lipschitzienne (définition 1.16Lipschitz boundarytheorem.1.16)
et “ouvert fortement lipschitzien” un ouvert a frontiere fortement lipschitzienne (remarque 1.170Ouvert a fronticre
fortement lipschitziennetheorem.1.17).

L’idée (due, semble-t-il & Zerner) est de prendre pour ouvert une route allant vers le point (0, 0) avec une infinité
de virages, sans changer le rayon de courbure des virages (ce qui donne que 1’ouvert est lipschitzien) mais (bien
slir) dont la largeur tend vers 0 quand on se rapproche de (0,0). A cause des virages, 1’ouvert ne vérifie pas la
propriété du segment et donc n’est pas fortement lipschitzien.

Soit @ une fonction continue de [0, 1] dans IR, nulle en 0 et 1. On suppose que

@(Z) > 1. (1.7

La fonction ¢ peut étre, par exemple, une fonction “chapeau” ou une fonction de classe C*>° a support compact
dans ]0, 1].

Construction de ¢
On pose a,, = 1/2™ pour n € IN et et on définit  de [0, 1] dans IR en posant

) six €lan, an—1]etn > 1.
La fonction ¢ est donc lipschitzienne de [0, 1] dans IR, (en ajoutant ©(0) = 0). On remarque aussi que ¢(a,,) = 0.
On pose Q = {(z,y) € R*; 2 €]0,1], p(z) —2 < y < p(z)}.

L’ouvert 2 n’est pas fortement lipschizien

Un ouvert fortement ipschitzien vérifie la propriété du segment, that is to say que pour tout z € 0f), il existe
deR? d+#0ett € RY tq. {z+sd, s €)0,t]} C Q.

1. Montrer que cette propriété n’est pas vérifiée pour €2 et z = 0.
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FIGURE 1.1 — L’ouvert )
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Corrigé — Soit d = (d1,d2) € R? d # 0 ett € RY. On va montrer que le segment {sd, s €]0,t]} rencontre le
complémentaire de ). On pose S = {sd, s €]0,t]}. Comme Q C IR* X IR, on a, bien siir, S C Q°sidi < 0. On
suppose donc di > 0 et (comme t est arbitraire) il suffit de considérer le cas di = 1.

Sids > 0,0naand € Spourntq. an, <tetand & Qcarands > ¢(an) = 0. Donc, S rencontre Q°.

Sidy <0, 0na (an,+ %)d € S pourn tq. an + % < t. Mais, en utilisant (1.7Exemple d’ouvert lipschitzien non

Sfortement lipschitzienequation.1.7), on a

an 1 an

7) — (lnfl\',?(z) 2 An—1 2 an + 7

On a donc o(an + %) — (an + %) > 0 et, comme (an + % )da < 0, ceci montre que (an + %+)d € Q0. On a ainsi
montré que S rencontre )°.

e(an +

Finalement, on a bien montré que ) n’est pas fortement lipschitzien.

L’ouvert (2 est faiblement lipschizien

Onpose T = {(z,y), « €]0, 1], —x < y < x}. On définit une bijection 1) de €2 dans le triangle T en posant

Pz, y) = (2,2 +2(y — ¢(2)))-
2. Montrer que 1) est lipschitzienne ainsi que son inverse. En déduire que €2 est un ouvert lipschitzien.
Corrigé —  La fonction 1 est lipschitzienne (car o [’est) et son inverse aussi car son inverse est I’application ) définie
par
$(@y) = (2, 0lw) + 5y — o).

Comme le triangle T' est fortement lipschitzien, on en déduit (assez facilement) que € est lipschitzien.

Exercice 1.1fl (Prolongement d’une fonction continue) Soient {2 un ouvert de RN , N > 1, et f une fonction
continue de ) dans IR. Le but de I’exercice est de montrer qu’il existe g continue de IRY dans IR telle queg=f
dans Q.

Siz € Q,onpose g(x) = f(z).
Six ¢ Q, on pose d, = inf{|z — y|, y € Q} (onadonc d, > 0), B, = {z € RY, |z — 2| < 2d,} et
_ mez f(z)dz

9lw) = fQﬂBI dz

Montrer que g est bien définie et est continue de IR dans IR.

Exercice 1.15 (Inégalités de Sobolev pour p > N)

L’ objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour p > N.

Siz e RY (N > 1),onnote z = (x1,%),avec z; € Retz € RV~ Onnote H = {(t,(1— |t|)a), t €] —1,1],
a € By_1},00 By 1 = {z € RN, 2| < 1}. (On rappelle que | - | désigne toujours la norme euclidienne.)
Soit N < p < oc.
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1. Soit u € C*(RY,IR). Montrer qu’il existe C; € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[u(1,0) — u(~1,0)] < G4 [(IVul) Lo (1.8)

[On pourra commencer par écrire u(1, 0)—u(0, a) comme une intégrale utilisant convenablement Vu(t, (1—t)a)
pour ¢ €]0, 1], et intégrer pour a € By _;1 pour comparer u(1,0) et sa moyenne sur By _1. On pourra se limiter
au cas N = 2, pour éviter des complications inutiles.]

2. Soit u € C1(IR™,R). Montrer qu’il existe C € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[u@) = u()| < Coll(IVu)| ommyle =y =7 . (1.9)

[Apres, éventuellement, une rotation et une translation, on peut supposer que z = (b,0) et y = (—b,0). Se
ramener alors a (1.8Exercicesequation.1.8).]

Pour o €]0, 1] et K sous ensemble fermé de IR, on note

u(z) — u(y)|

C**(K) ={u € C(K,R), |ulp=) <ocoet sup o < oo},
vyeK oty |T =Y
et, siu € C%*(K),
|u(z) — u(y)]
[ullo.o = llullpoe ey +  sup — ————7==.
vyek,azy [T =Yl
Noter que C**®(K ), muni de cette norme, est un espace de Banach.
3. Soit u € C1(IR™, IR). Montrer qu’il existe C5 € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[Cette question est plus délicate. . . 11 faut utiliser (1.9Exercicesequation.1.9) et le fait que u € LP(IRN ).

4. (Injection de Sobolev dans IR™V.) Montrer que W'?(RY) ¢ CO*(R"), avec @ = 1 — %, et qu’il existe
C4 € IR, ne dépendant que de IV et p, t.q.

[ullco.amny < Callullwr @y (1.11)

5. (Injection de Sobolev dans 2.) Soient 2 un ouvert borné de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne.
Montrer que WP(Q) C C%%(Q), avec v = 1 — %, et qu’il existe Cs € IR, ne dépendant que de 2, N et p, t.q.
[ullco.e(y < Csllullwir@)- (1.12)

Exercice 1.16 (Inégalités de Sobolev pour p < N) Solution 1.7Inégalités de Sobolev pour p < Ncor.1.7
L’objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour 1 < p < N.
1. Soitu € C}(RY).

(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||u||o < ||u/]|1-

(b) Par récurrence sur N, montrer que ||u||n/(n—1) < ||§—JZ||%/N | 8‘1“; ||1/N.

(c) Montrer que ||u| n/(v—1) < || [Vul 1.
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(d) Soit 1 < p < N. Montrer qu’il existe Cn, ne dépendant que N et p t.q. [|ul,x < Cnypll|Vul
p* = (Np)/(N = p).

2. Soit 1 < p < N. Montrer que ||ull, < Cn |l [Vul|,, pour tout u € WHP(RN) (Cy,, et p* sont donnés a la

question précédente). En déduire que I’injection de W'?(IR™) dans L9(IR™) est continue pour tout ¢ € [p, p*].

3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W (IR") dans L9(IR™) est continue pour tout ¢ € [N, oo[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).

p» AVEC

4. On suppose maintenant que 2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer que
I'injection de W1P(Q) dans L7(f2) est continue pour tout ¢ € [p,p*] (p* = (Np)/(N — p)). Montrer que
Iinjection de W (Q) dans L4(2) est continue pour tout ¢ € [N, oo (Pour N = 1, le cas ¢ = oo est autorisé).

Exercice 1.17 (Noyau de I’opérateur ‘“trace”)
Soient @ =RY, 1 < p < coety: WHP(Q) — LP(9N) I'opérateur “trace” (vu en cours).

1. Montrer que Kery = W, ?(Q).

2. Soit u € W1P(Q) N C(Q). Montrer que yu = u p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle sur
o).

Exercice 1.18 (Prolongement H?)
Soient N > 1,2 = RY etp € [1, o0].

1. Montrer que C>°(Q) est dense dans W 2P (§2) [On pourra s’inspirer de la démonstration de la densité de C>°(£2)
dans WP (Q)].

2. Montrer qu’il existe un opérateur P linéaire continu de W27 () dans W2?(IRY) tel que Pu = u p.p. dans Q,
pour tout u € W?2P(Q) [On pourra chercher P sous la forme Pu(z1,y) = au(—x1,y) + Bu(—2x1,y), pour
z1 € R_ety e RV 7M.

3. On prend maintenant p = oo. A-t-on C*°(€2) est dense dans W?2°°(Q) ? Existe-t-il un opérateur P linéaire
continu de W2°°(Q) dans W2°°(R") tel que Pu = u p.p. dans €2, pour tout u € W2?(Q) ? (justifier vos
réponses. .. ).

Exercice 1.19 (Convergence faible et opérateur continu) Soit F et F' deux espaces de Banach et T" une applica-

tion linéaire continue de E dans F'. Soit (u,, )necn une suite d’éléments de E et u dans E. On suppose que u,, — u

faiblement dans F quand n — +oo. Montrer que T'(u,,) — T'(u) faiblement dans F'. On donne maintenant deux

applications de ce résultat.

1. Soit E et F' deux espaces de Banach. On suppose que E s’injecte continiiment dans F', that is to say que & C F
et que I’application u — w est continue de E dans F. Soit (4, )nen une suite d’éléments de F et v dans E. On
suppose que u,, — u faiblement dans F quand n — +oco. Montrer que u,, — u faiblement dans F'.

2. Soit © est un ouvert borné de R, N > 1, (uy)nen une suite d’éléments de Hg () et u dans H}(£2). On
suppose que u, — u faiblement dans H¢ (£2) quand n — +oo. Montrer que D;u,, — D;u faiblement dans
L?(Q) quand n — +oo0.

Exercice 1.20 (Fonction non continue appartenant & H'(IR?) N L>°(IR?)) Dans cet exercice, on construit v
tq. v € H'(R*) N L>®(R?) et v ¢ C(IR? R) (that is to say qu’il n’existe pas w € C(IR* R) t.q. v = w
pP-p)-

Pour cela, on reprend la fonction de 1’exercice 1.5Non généralisation de 1’exercice 1.3Espace de Sobolev en
1dexo.1.3exo0.1.5.

Soit v €]0, 1/2[ et u définie par u(x) = (—In(|z|))7 si |z| < 1etu(z) =0si |z > 1.

Pour chaque n € IN*, on définit u,, en posant u,(x) = u(z) —nsin < u(z) < n+ 1 etu,(z) = 0 sinon.
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1. Montrer que u,, € H'(IR?) pour tout n € IN* et que

S Va1 22y < +0o.

n=1
[Utiliser I’exercice 1.5Non généralisation de 1’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3exo0.1.5.]

2. Montrer que u,, prend ses valeurs entre 0 et 1 et que le support de u,, est une boule dont le diametre tend vers 0
quand n — 4o00.

Pour n € IN*, on pose z,, = (1/n,0) € IR? et on choisit m,, t.q. le support de wu,, soit une boule de diamétre
plus petit que (1/2)(1/n —1/(n 4+ 1)) et t.q. la suite (m,, )peN+ Soit strictement croissante. Puis on pose, pour
z € R2, v,(2) = U, (z — 21,).

3. Montrer que toutes les fonctions v,, ont des supports disjoints.

4.0nposev =Y, -+ Un. Montrer que la fonction v appartient a H'* (IR?)NL>(IR?). Montrer que v est continue
sur IR? \ {0} mais n’est pas continue en 0.

Exercice 1.21 (Sur P’injection de 11! dans L") Soit £ un ouvert borné connexe de RY (N > 1) a fron-
tiere lipschitzienne. Soit w une partie borélienne de ) de mesure de Lebesgue strictement positive, that is to
say An(w) > 0 en désignant par Ay la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RY.

On définit I’ensemble W, par

W, = {u € W"(Q) tel que u = 0 p.p. dans w}.

le but de cet exercice est de montrer, par deux méthodes différentes, qu’il existe C', dépendant seulement de {2 et
w, tel que

ull ey < CIl[Vul |1 (o) pour tout u € W, et pour tout 1 < p < (1.13)

N-1
I- Premiere méthode (méthode directe)

1. On suppose qu’il existe une suite (u,)nen+ d’éléments de W, t.q. ||u, || 11 (o) = 1 pour tout n € IN* et
lun L1 (@) = nll [Vun| |1 (o) pour tout n € IN*.

En utilisant un théoréme de compacité du cours (chapitre 1), montrer qu’on peut supposer, apres extraction d’une
sous suite, que u,, — u dans L'(£2) quand n — +occ. Montrer alors que u = 0 p.p. et que lull 1 (@) = 1 (ce qui
est impossible. . . ).

2. Déduire de la question précédente qu’il existe Cy, dépendant seulement de €2 et w, tel que
llull 1) < Cill [Vul || L1 (q) pour tout u € W,,. (1.14)

3. On rappelle (théoreme 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28) qu’il existe C5, dépendant seulement de (2, tel
que, en posant 1* = N/(N — 1), [Jul| 1+ () < Callullw1.1(q) pour tout u € W1(Q). Avec la question précé-
dente, en déduire qu’il existe C, dépendant seulement de Q2 et w, vérifiant (1.13Sur I’injection de W'! dans L'” equation.1.13).

II- Deuxiéme méthode (en passant par la moyenne de w)

L. Soit H = {u € W (Q) t.q. [, u(x)dx = 0}. Montrer qu’il existe C's ne dépendant que de 2 t.q. [|ul| ;1 (o) <
Csl| |Vul || L1 (o) pour tout u € H.
En utilisant le rappel de la question 3 de la premiére partie, en déduire qu’il existe Cy ne dépendant que de €2

t.q.
|lw — m||L1*(Q) < Gyl |Vul || 1) pour tout u € whl(Q),

avec mAy () = [, u(x)dx. [On pourra remarquer que u — m € H.]
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2. Soitu € W, et m tel que mAn ( fﬂ x)dz. Montrer que

C
Im| < Til/l*” IVl || L1(a)

et en déduire que

/\N(Q)>1/1*

s LI

Jull 2 @y < Ca (14 (

1.9 Corrigés d’exercices

Corrigé 1.1 (Exemple de dérivée)

Soient N > 1,Q = {z = (z1,...,zny)' € RV, || <1,i=1,...,N}etu: R" — IR définie par u(z) = 1

sizeQetu(x)=0siz & .

1.Pouri = {1,...,N}etp € C(IRY), montrer que Jr~ u(w)%%(x)dx ne dépend que des valeurs prises par
 sur le bord de (2.

Corrigé — On prend, par exemple, i = 1 (les autres valeurs de i se traitent de maniére similaire). Pour tout ¢ €

CX(MRN) ona
' il ' i _ / /l 9¢
/]RN ( )() (T)dI o /]7111[N ()J'l (T)d”b o -1, 1[\71 ( 1 07;1 (Il,}j)dﬂh)d}j

: 8 : :
/ v“(x)afw(x)dm :/ e(1,y)dy —/ (=1, y)dy.
RN | ]—1,1[N—-1 ]—1,1[N—1

Ceci montre bien que fIR ~ u(z) % (z)dx ne dépend que des valeurs prises par o sur le bord de Q.

et donc

2. Montrer que u ¢ WH1(IRY).

Corrigé —  On raisonne par I’absurde. On suppose que u € W*'* (IRN). Il existe alors (en particulier) g € L' (IRA)
Lq.

/IRV u(x )((;jl( )dx = /IRN g(x)o(z)dx pour tout o € C°(RN).

Pourn € IN*, on pose An, =]1 — 1, 14 L[x] —1,1[N !

On choisit Lmefoncrion @ € C(MRN) t.q. o(x) > 0 pour tout x € RN, p(x) = 0six & Ay et p(x) = 1si
v = (1,y) avecy €] — L, 1[N~ (une telle fonction ¢ existe). Pour n € IN*, on définit alors ¢n par on(1+z1,y)) =
©(1 4+ nx1,y) pourtout z1 € Rety € RN (de sorte que pn = 0hors de Ay).

Pour n € IN*, on a bien p,, € CZ° (]RN) et le choix de y,, donne
Opn,
/ u(@) 5~ (@)de = / wn(lyy)dyf/ en(—1,y)dy > 1
JIRN L1 J]—1,1[N—1 J]—1,1[N—1

\/ ) on (x)dx| </ lg(z)|dz.
An

On a donc [4 lg(x)|dx > 1 pour tout n € IN*, ce qui est impossible car la mesure de Lebesgue (N -dimensionnelle)
de A, tend vers 0 quand n — +o0.

et

Corrigé 1.2 (Une fonction de dérivée nulle est constante)
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Soit u € L}, (]0,1[) t.q. Du = 0. Montrer qu’il existe @ € IR t.q. u = a p.p.. (u est donc la fonction constante
égale a a.)

Corrigé —  On se donne o € C°(]0,1]) t.q. fol vo(z)de = 1.

Pour ¢ € C(]0, 1[), on définit la fonction ¢ par

o(z) = /T P(t)dt — ( 01 w(t)dt) /OT wo(t)dt. pour z €]0,1].

0

Avec ce choix de ¢ on a p € C(]0, 1]) et donc, comme Du = 0,

0 = (Du, p)p+,cee = f/ u(z)e' (z)dx.

0
Comme ' = 1) — (fol P (t)dt)po, on a donc

/; w(@)(z)de — (/01 w(t)dt> (/O1 u(.r)c,po(x)d.r> = 0.

On pose a = fol u(z)po(z)dx, on a ainsi

/0 u(x)(z)dr = /0 ap(z)dx pour tout p € C°(]0, 1]).

Le lemme 1.1Almost everywhere equality in L*theorem.1.1 donne alors w = a p.p..

Corrigé 1.3 (Espace de Sobolev en 1d)
Soit 1 < p < ccetu € WHP(]0,1]).
1. Soit w € WHP(]0, 1[).
(a) Montrer qu’il existe C' € R tq. u(z) = C + [, Du(t)dt, pour presque tout z €0, 1[. En déduire que

u € C([0,1],IR) (au sens qu’il existe v € C([0, 1],IR) t.q. u = v p.p. sur |0, 1, en identifiant u et v, on peut
donc dire que W1P(]0,1[) € C([0,1],R).

Corrigé— Pour x € [0,1], on pose F(z) = [} Du(t)dt. Comme Du € L'(]0,1]), ona F € C([0,1],R). On
peut aussi montrer que F est dérivable p.p. et que F' = Du p.p. mais cela est inutile ici. On s’intéresse plutét a la
dérivée par transposition de F, that is to say a DF' et on va montrer que DF = Du.

Soit p € C(]0,1]). Ona
(DF, @) ¢ = — /0l F(2)4 (2)dz = — /01 (/0l oot (1) Du(t)dt) ' (2)da.

En remarquant que 11 ,(t) = 1y, 1((x) pour tout t,x €]0, 1] et en utilisant le théoréme de Fubini, on a donc

1 1 1
(DF ez == [ ([ @y (0de) Dutvyit = [ olyDutt)at,
0 0 0
ce qui prouve que DF' = Du.

On a donc D(u — F) = 0 et I’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.1.2 donne alors I’existence
deC € Rtq u—F = C p.p. that is to say
u(z) =C + / Du(t)dt pour presque tout z €]0, 1].
Jo

(b) Montrer que [|ulloo < [lullwrrqop-
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Corrigé —  On choisit maintenant pour u (qui est une classe de fonctions) son représentant continu. On a alors
pour tout x € [0, 1]

u(x) = u(0) + /I Du(t)dt

On a alors aussi pour tout x,y € [0, 1], u(z) = u(y) + f Du(t)dt, on en déduit

muﬂswwﬂ+/|Dmmw
0
En intégrant cette inégalité sur [0, 1] (par rapport a y), on obtient pour tout x € [0, 1]

u(z)] <

et donc, en prenant le max sur x et en utilisant l'inégalité de Holder,

lullee < lullzr + | Dullpr < lullze + [[Dullze = [lullwre.
(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — (1/p).
Corrigé —  On choisit toujours pour u son représentant continu. Soit x,y € [0,1], y > xz, ona

u(y) — u( / Du(t

et donc, en utilisant I’inégalité de Holder,

4 : 1 11
\Mw*uuﬂé(/IDMWWQ”mfﬂlpéHmemfwfp

2. Soitu € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe w € LP(]0, 1[) t.q. u(x (0)+ [y w(t)dt, pour tout z €]0, 1.
Montrer que u € W1?(]0,1[) et Du = w.

Corrigé — 1l est clair que w € L*( }(J l[) Pour montrer que v € WP(|0, 1[) il suffit de montrer que Du = w that
is to say que (Du, @) px ceo = fo Yo(t)dt pour tout p € C(]0, 1]).
Soit p € C(]0,1]). Ona

umeww:f/ﬁwwwﬁ:f/XAﬁmwa¢mﬁ:fAXA3mm>(MQ '(t)dt.

0 0
On utilise une nouvelle fois le thézoréme de Fubini et le fait que 1jg(x) = 1j51((t) (pour tout x,t €]0,1[). On
obtient

Duponce == [ ([ e Oat)uwris=— [ ([ sat)uwr= [ e

Ce qui donne bien Du = w.

Corrigé 1.4 (Généralisation de ’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.1.2)

Soient N > 1, B = {z € RY, |z| < 1} etu € L}, (B).

1. On suppose que D;u = 0 pour tout i € {1,..., N}. Montrer qu’il existe a € IR t.q. w = a p.p.. (u est donc la
fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :
Soit ¢ €]0,1/2] et (p,,)nen+ une suite de noyaux régularisants, that is to say :

p e CP(RY,R), / pdr =1, p>0inRY, p(z) = 0si |z > 1,
N (1.15)

R
et,pourn € IN* z € RY, p,(z) = n p(nz).
On pose us(x) = usi |z| < 1 — e et u. = 0 sinon. Puis, on pose u. , = U * Py

Montrer que u. , € CZ° (IRN ,IR) et que, si 1/n < &, ue,y est constante sur la boule de centre 0 et de rayon
1 — 2¢. Puis, conclure.. . .]
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Corrigé— Onau. € L*(IR™). Pour tout n € IN*, la fonction u. .., est donc bien définie sur tout R™ . Le fait que
Ue,pn, SOIt de classe C° est classique et les dérivées de u. n sont égales a la convolution de u. avec les dérivées de
pn. 1l est facile aussi de voir que u. ,, est une fonction a support compact car u. et p, sont des fonctions a support
compact.

Oue,n

o est nulle sur
z;

On note B, la boule de centre O et de rayon r. On montre maintenant que pour tout i la fonction
Bi_a:sil/n <e.

Soiti € {1,...,NYetz € RY, ona
aus,n P o apn o 8pn o
Ba; )= G da; )@) = /]RN ue(¥) g, (& = V).

Sil/n < eetx € Bi_s., la fonction p,(x — -) appartient a C°(B) et est nulle hors de Bi—.. On remarque aussi
que

pn(—-) _ _9pn (z —)
aLI?,' 89@- ’
(La notation 9/0x; désigne la dérivée par rapport a la i-eme variable, a ne pas confondre avec la i-éme composante
de x dans la formule précédente. . ..) On obtient ainsi

Qe n ' Opn
2 (w) = [ uln) G o= )iy = (Dt (e = ) o0 = O

On a ainsi montré que pour 1/n < ¢, la fonction 5= est, pour tout i, nulle sur Bi_sc. On en déduit que la fonction
i
Ue n est constante sur By _o.. En effet, il suffit de remarquer que pour tout x € B1_2. ona

1
Ue,n () — Ue,n (0) = / Ve n(tx) - xdt = 0.
0

Comme u. € Lt (IRN), la suite (ugm,)ne]N converge dans Lt (IRN) vers u.. En considérant les restrictions de ces
fonctions a la boule B1—2. (sur la laguelle u. = ), la suite (Uen)new converge dans Ll(Bl,QE) vers u. Comme
Ue,n, est une fonction constante sur Bi_ac (pour 1/n < &) sa limite (dans ! ) est donc aussi une fonction constante.
Ceci montre que la fonction u est constante sur Bi_a., that is to say qu’il existe a- € IR t.q. u = az p.p. sur B1_2-.
Comme € > ( est arbitraire, on en déduit que a. ne dépend pas de € et que u est constante sur B.

2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1,..., N'}. Montrer que u € C*(B,R) (au sens

“il existe v € C1(B,IR) t.q. u = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre I’indication de la 1&re question et
raisonner ainsi : Montrer que pour tout x,y € R ona

Ue i (Y) — e () = /01 Vuen(ty + (1 = t)z) - (y — 2)dt,
et que pour z dans la boule de centre 0 et rayon 1 — 2ceti € {1,..., N} ona
(Dug p/O:) () = /B Di(Z)pu(z — 3)d5.
En déduire que pour presque tout x,y € B, on a, avec Du = {Dyu, ..., Dyu}?,
u(y) —u(z) = /01 Du(ty + (1 —t)z) - (y — x)dt.

Montrer alors que u est continue et que la formule précédente est vraie pour tout x,y € B. Conclure enfin que
ue CYB,R).]

Corrigé — Soit € > 0. La fonction ue ., est de classe C°°. On a donc bien, pour tout x,y € IRN,

1
Uen (Y) — Uen(T) = / Vuen(ty + (1 —t)z) - (y — z)dt. (1.16)
0
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Dans cette formule Vu. ,, désigne la fonction vectorielle définie par les dérivées classiques de e .
Pourz € RN eti € {1,...,N}ona

OUe n -~ .\ Opn .
prs (z)f/IRN ue (%) e (z — 2)dz.

Siz € Bi—2: et 1/n < g, la fonction pn(z — -) appartient & C°(B) et est nulle hors de B1—_c (et sur Bi—c on a
us = u). On en déduit
8Us,n _ N
) (2) = (D, pr(z = ) p=(By.cooB) = [ Diu(2)pn(z — 2)dz.
i J B
Comme D;(u) est uniformément continue sur B1_., on déduit de la formule précédente que Ou p, / dx; converge vers
Dju uniformément sur B1_2.. On a donc, pour tout x,y € B1_2.

lim /0 Vuen(ty + (1 —t)z) - (y — z)dt. = /0 Du(ty + (1 — t)z) - (y — x)dt.

n—-+oo

La suite (Uen)new+ converge dans Lt (]RN) vers ue. Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut donc
supposer que cette suite converge p.p. vers u. et donc p.p. vers u sur la boule B1_.. En passant a la limite quand
n — 400 dans ’égalité (1.16Corrigés d’exercicesequation.1.16), on obtient pour presque tout x,y dans By _2.

u(y) —u(z) = /(1 Du(ty + (1 — t)z) - (y — x)dt. (1.17)

)
Comme € > 0 est arbitraire, la formule (1.17Corrigés d’exercicesequation.1.17) est valable pour presque tout x,y €

B.

Pour conclure, on fixe un point x € B pour lequel (1.17Corrigés d’exercicesequation.1.17) est vraie pour presque tout

y € B et on pose
1

v(y) = u(z) + Du(ty + (1 — t)z) - (y — x)dt pour tout y € B.
0
La fonction v est de classe C* (car Du est une fonction continue et donc v est dérivable sur tout B et Vv = Du).
Comme u = v p.p., ceci termine la question.

3. On reprend ici la lére question en remplacant B par un ouvert quelconque de IR”. Montrer que u est constante
sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, « constante signifie qu’il existe a € R t.q. u = a

p-p-)

Corrigé — On note §) l’ouvert remplacant B. Le raisonnement précédent montre que sur toute boule incluse dans 2,
u est p.p. égale a une constante. Pour que [’égalité soit vraie sur toute la boule (et non seulement p.p.), il suffit de

définir v sur 2 par
1

)=l — Q
v(z) i N (Bor) /B(w,h) u(y)dy pour tout x € Q,

out B(x, h) désigne la boule de centre x et de rayon h et \a(B(x, h)) la mesure de Lebesgue d-dimensionelle de cette
boule. On a alors w = v p.p. (v est donc un représentant de la classe u) et sur toute boule incluse dans 2, v est égale
a une constante.

La fonction v est donc localement constante. On en déduit que v est constante sur chaque composante connexe de ).
En effet, soit © € Q et U la composante connexe de §) contenant x. On pose a. = v(z). L’ensemble {y € U; v(y) = a}
est un ouvert non vide de U et I’ensemble {y € U; v(y) # a} est aussi un ouvert de U disjoint du précédent. Par
connexité de U ce dernier ensemble est donc vide, ce qui prouve que v = a sur tout U.

Corrigé 1.5 (Non généralisation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3)

Soit @ = {z = (z1,22)! € R?, |zi| < 3,4 =1,2}, 7 €]0,1/2[ etw: Q — IR définie par u(z) = (- In(|z]))".
Montrer que u € H*(Q). En déduire que H'(Q) ¢ C(Q).
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Corrigé —  La fonction u est de classe C°° sur Q \ {0} (en remarquant que || < /2/2 < 1 pour tout x € Q). Les
dérivées classiques de u sont pour © = (x1,12)" # 0

ou —1 T .
a:ci (J") - _’\/(_ln(|x‘))’Y |l’|27 1= 17 2.

1l est facile de voir que u € L*(2) (et méme u € LF(Q) pour tout 1 < p < +oc). Comme v < 1/2, on peut aussi
montrer que les dérivées classiques de w sont dans L* (Q). Il suffit pour cela de remarquer que, pour a > 0,

| gyt <+
o 7ln(r)[F=7 '

Pour montrer que u € H* (), il suffit donc de montrer que les dérivées par transposition de u sont représentées par les
dérivées classiques, that is to say que pour tout € C°(QQ) et pouri = 1,2, ona

/Qu(:r) 8622 (e)de =~ | aa;i_ (z)¢p(z)da. (1.18)
On montre maintenant (1.18Corrigés d’exercicesequation.1.18) pour i = 1 (bien sir, © = 2 se traite de maniere sem-
blable). Soit p € C°(Q) et 0 < & < 1/2. On pose L. = [—¢,¢| x [—1/2,1/2]. En intégrant par parties, on a
Op ou 1/2
u(x) =—(z)de = — —(x)p(z)dx — u(e, x2)(p(e, x2) — @(—¢, x2))dxs. (1.19)
Q\L. Ory O\ L. Ory —1/2

(On a utilisé ici le fait que u(e, r2) = u(—¢, z2).)
Par convergence dominée, on a
. de Oy . ou ou
lim . u(m)afm(x)da: = /Q u(x)afwl(x)dx et lim - afm(m)tp(a:)dx =/ Tm(x)W(x)dx
1l reste a montrer que le deuxieme terme du membre de droite de (1.19Corrigés d’exercicesequation.1.19) tend vers 0.
Ceci se fait en remarquant que la fonction ¢ est réguliere, il existe donc C' ne dépendant que de ¢ t.q.
1/2

| u(e, x2)(p(e, ¥2) — (=€, m2))dz2| < |In(e)|" Ce.
—1/2
On en déduit bien que
1/2
lim u(e, z2)(p(g, z2) — p(—¢€, 22))dz2 = 0,
e—0 —1/2

ce qui termine la démonstration de (1.18Corrigés d’exercicesequation.1.18) pour i = 1. Finalement, on a bien ainsi
montré que les dérivées par transposition de u sont représentées par les dérivées classiques et que u € H* Q).
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Devoir 1, exercice 1.6

Corrigé 1.6 (Laplacien d’un élément de H: (£2)) Soit {2 un ouvert borné de RY (N > 1)etue HY(Q).
1. Montrer que, pour tout ¢ € C°(2), on a

(B plome e = [ u@Aplalde =~ [ Vut@) - Vel)ds

Corrigé — Par définition de la dérivée par transposition, on a
N

N 3
(Au, @)D*(mﬁcgc(n) = Z(Dv‘,Di?/«,99>D*(s2),(7§°(sz) = Z/ U(T)dzzvﬁ(T)dT
i=17€

i=1
Puis, comme u € Hy(Q), la forme linéaire (sur C°(Q)) Dyu est représentée par un élément de L* () encore noté
Djiuetona, pourtouti € {1,...,N},
/ u(z)0; p(x)dz = —(Diu, 0ip) pr (0,00 Q) = — / Diu(z)0;p(x)dx.
Q Jo
Comme Vu est lélément de L (Q)N dont les composantes sont les D;u, on obtient bien

(Au, 9)p+ ()00 Q) = 7/ Vu(z) - V(z)dz.
Q

2. On rappelle que Hg () est un s.e.v. fermé de H'(£2). Muni de la norme de H*(2), 'espace H} () est donc
un espace de Hilbert. On note H~1(12) le dual (topologique) de H} (€2). Déduire de la question précédente que
Au € H~1(Q) (that is to say que I’élément de D*(£2), noté Au, se prolonge de maniére unique en un élément
de H~1(9), encore notée Au) et que

|Aull 1) < VUl |22

Corrigé —  Pour tout ¢ € C°(2) on a, en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
[(Au, 9)pr(@).c0 (@) < / IVu(@)|[Ve(x)|de < [[|VulllL2@) [IVelllL2 ) < lullar@llella @)
Ja

Ceci montre que Uapplication ¢ — (Au, ) p+(0),co (o) est linéaire continue de C°(SY), muni de la norme qY(Q),
dans IR. Comme D* () est dense dans HL(Q) cette application se prolonge donc, par densité, de maniére unique
en une application linéaire continue de Hj(Q) dans TR (that is to say en un élément de H™'(Q)). Cet élément de
H™(Q) est encore noté Au et le prolongement par densité donne, pour tout v € Hg (),

(Au,v) g-1(9),m1(Q) = — /g Vu(z) - Vou(z)dz.
Ja
On a donc, pour tout v € H§ (Q),
|<A/“’7/U>H*1(SZ),H'(SZ)| < [Vu(@)|[Vo(z)|de < [lull 1o llv]l m1o)- (1.20)
0 Q

L'espace Hg () est muni de la norme H* (), ce qui donne

(Au,v) -1 (), HA ()

HAUHH*HQ) = sup -
vEHJ (Q), v#£0 HUHHl(Q)

on déduit alors de (1.20Laplacien d’un élément de Hg (Q)equation.1.20) que

AUl -1 0) < llull g (q)-

NB. En fait, on montrera au chapitre 2 que sur H (£2) la norme H' () est équivalente a la norme notée || - || HY(Q)
définie par [|ul 73 (o) = || [Vul [|£2(q). Avec ce choix de norme sur H{(€2) on obtient [|Au|| g-1(q) = 1wl 2 -
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Corrigé 1.7 (Inégalités de Sobolev pour p < N)

L’objet de cet exercice est de démontrer 1’injection de Sobolev pour 1 < p < N.

La démonstration proposée ici est due a L. Nirenberg. Elle consiste a faire d’abord le cas p = 1, puis a en déduire
lecas 1 < p < N. Historiquement, lacas 1 < p < N a été démontré avant le cas p = 1 (et le cas p = 1 est
longtemps resté un probléme ouvert).

1. Soit u € CH(IRY).
(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||uoo < ||u/]]1-

Corrigé —  Comme u € C,(R) on a, pour x € R, u(x) = [*__u'(t)dt et donc

|wws/xwwwsmm.

—o0
On en déduit bien ||ul|o < ||u/]]1.
||1/N ||1/N

(b) Par récurrence sur IV, montrer que ||ul| y/(ny—1) < || 2 o (s Rrye

Corrigé — la question précédente permet d’initialiser la récurrence, on a pour tout toute fonction u appartenant a
1 /
Ce(R), Jlufloo < flu'll1.

Soit maintenant N > 1. On suppose que pour toute fonction u appartenant acl (IRN ), ona

1/N 1/N
HuuNﬂN-1><|+—fH/ ..|\ ||/.

Soitu € C! (]RNH). Pour x € RN on note x = (xl,y) avec z1 € R ety € RY. Pour 1 € R, linégalité
de Holder donne

/IR\ fua, )|V dy = /1RN [, y)|u(e1, 9)| ¥ dy

: <-/H‘{A‘ fu(zs,y)| \*1dy> - <./|1.1N |u(£51,y)|d1/> .

On applique I'hypothése de récurrence a la fonction y — u(z1,y) (qui est bien dans CL(IR™)), on obtient
ou 1/N ou 1/N
[ [ e CatDl ()l

N
LN-T(RN) LI(RN)* H(‘)x LI(RN)"

D’autre part, en appliquant le cas N = 1 (demontre a la question (a)) a lafonctu)n z > u(z,y) (qui est bien dans
CY(R)), on a pour tout y € RN

(1.21)

ou

[u(z1,y)] < ||71( 7?/)“L1(IR)~
et donc, en intégrant par rapport a vy,
[t wldy < 155 ooy
RN
En reportant ces maj()rati()ns dans (1.21Corrigés d’ exerclcesequatl()n.].2]) on obtient pour tout x1 € IR
' ou 1/N ou 1/N ou &
/]R (e, )|~ dy < H*(/17')HL1(IR,N)~~~\|m(ﬂf1s')”p<mw)“ (”17')”L\l<1RN+1)'

En intégrant cette inégalité par rapport a x1 et en utilisant une nouvelle fois ’'inégalité de Holder (avec le produit
deN fonctions dans L™, on obtient bien I'inégalité désirée, that is to S‘ay

ou 1/N 1/N
|\n%11<\wgfu/ e \|/.
ou encore 8 |
u < || =¥ 2 - U~
[ [poest H H I g

Ce qui termine la récurrence.
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(¢) Montrer que ||ul|n/(v—1) < || [Vul |1
Corrigé — La moyenne géométrique de N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmétique de ces
mémes nombres. (Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité de la fonction exponentielle.)
On en déduit que

1/N ou 1Y < ou
llullv/v-1) <\|7|| e llg s NZH*Hl

ou

Comme || 52|11 < || [Vul ||lx pour tout i, on a bien

lull /v -1y < 11Vl ]]1.

(d) Soit 1 < p < N. Montrer qu’il existe Cn, ne dépendant que N et p t.q. ||ull,x < Cnpll|Vulllp, avec

= (Np)/(N —p).
Corrigé — Pourp =1, on a vu que C'n,, = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < N.
N -1 _
On pose o = p(Ni,p) (de sorte que "~ = p*) et v = |u|” Yu

Comme oo > 1etu € CHIRYN), on a aussiv € CL(IRN). On peut donc appliquer le résultat de la question (c) &

la fonction v. On obtient
N—1

([ @)™ = ([ ju@

RN RN

Comme |Vv| = a|u|* ! |Vul|, inégalité de Hilder (avec p et ¢ = p/(p — 1)) donne
V0l = alllul*" [Vl |+ < alllul*™ ol [Vul [l

Comme (o« — 1)qg = (a — 1)p/(p — 1) = p*, on a donc

N—1
N
)T <vel

p*(N—1) ) N]\71 *(p 1)
H’U,HP* N = </ ‘u(x”P ) < aHuH || ‘Vu| Hp
RN
. p(N —1)
Ce qui donne, avec Cn,p = ov = ﬂ

[ullys < Cnpll [Vl 5

2. Soit 1 < p < N. Montrer que ||ull,» < Cn |l |[Vul|,, pour tout u € WHP(R™N) (C ., et p* sont donnés a la
question précédente). En déduire que I’injection de W'?(IR™) dans L9(IR™) est continue pour tout ¢ € [p, p*].

Corrigé — Soit u € Wl’p(IRN), il existe une suite (un)new de fonctions appartenant a CCI(IRN) tg. un — u
dans WP (RN quand n — +oo. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy dans LP . Par unicité de la
limite (par exemple dans LfOC(IRN)) cette limite est nécessairement égale a u. On peut alors passer a la limite quand
| [Vun|||p et on obtient ainsi

n — +oo dans 'inégalité ||un||px < Cn,p
lullpx < Cnpll [Vul || pour tout uw € WHP(IR™).

Ceci donne Uinjection continue de WP (IRN) dans LP" (RN).

Linjection continue de WP (IR™) dans LP(IR™) est immédiate car ||ul|, < ||u|lw1.r pour tout v € WH? (RY).

Soit maintenant q €|p, p*[. Pour montrer que W P(IRY) s’injecte continiment dans L*(R™) il suffit d’utiliser

*

I’inégalité classique suivante (qui se démontre avec I’inégalité de Holder) avec p < q < r = p”*.
0y, 11-0
lulle < flullpllwll-"", (1.22)
, p(r—q)
avec 6 = T-—7 €]0, 1[.
3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W (IR") dans LI(IR™) est continue pour tout ¢ € [N, oo[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).
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Corrigé — Le cas N = 1 est facile. La question 2 donne Dinjection continue de W"'(IR) dans L™ (IR). Comme
WHHIR) s’injecte aussi continiment dans L' (IR, on obtient aussi une injection continu de W' (IR) dans L (IR
pour tout q €]1, +00] (en utilisant (1.22Corrigés d’exercicesequation.1.22) avec r = 400, p =1 et 0 = 1/q).

On suppose maintenant N > 1. On a bien une injection continue de W~ (R) dans L™ (R). Le seul cas a considérer
est donc N < q < 4o00. Plusieurs démonstration sont possibles. Une premiere démonstration consiste a utiliser
pour |u|®, avec u € C} (]RN) l’inégalité démontrée a la question 1 (c), puis a utiliser I’inégalité de Holder (pour
faire apparitre |NVu|™) et I'inégalité (1.22Corrigés d’exercicesequation.1.22). Enfin, on conclut avec la densité de
CHMRYN) dans WHN(RYN). On donne ci dessous une démonstration probablement plus longue mais qui utilise de
maniere intéressante le caractéere homogene de la norme. de la norme.

Soit N < q < 4oc. Il existe alors p €]1, N[ t.q. p* = Np/(N —p) = q. Onva utiliser la question 1 avec cette valeur
de p.
On définit ¢ de R dans R, de classe C*, par :

o(s) =0sils| <1,

o(s) = %(|s| — 1)2 sil<|s| <2,

p(s) =|s| — 3si2 < |s].
Onalp(u)| < let|o'(s)| <1 pourtout s € R.
Soitu € CHIR™) t.q ||ullyr.~ = 1. Ona p(u) € CLH(RYN). Par question 1 (et la définition ) on obtient

p
, ~ _z
Il < Ol 90 Il < Oy [ (Vu@Pde < Oy ([ 190@1Yte) (il 2 177
u|>1 R
OnaXa({|ul > 1} < [pn [u(@)|Nde < et [ n |[Vu(z)|Vdz < 1. On en déduit
le(ullg < Cnp-
Comme |u|? < 2% (u)? + 29, on a donc
S Ju(@)|*de = f{\u\g} u(z)|dx + f{\u|>1} lu(z)|"dx ,
< S u(@)[Vde +27 [ lo(u(@)de + 27 Aa({Jul > 1}) <1+ 27CF , +2%.
1l existe donc Dy 4 ne dépendant que N et q t.q ||ullq < Dn.,q siu € CEHIRY) et ||ullyy1.v = 1 Grdce au caractére
homogene de la norme, on a en déduit que ||ullq < D qllully1.5 r~y pour tout u € CHIR™N). Enfin, par densité
de CH(R™N) dans W N (RN) on obtient que WY (IR™) ¢ LY{(IR™) et
llullg < Dngllullwr.v @y pour tout u € whN (IR

N
).
Ce qui montre bien qu’il y a une injection continue de W'~ (RN) dans LY(IR™).

4. On suppose maintenant que {2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer que
I'injection de W1P(2) dans L9(Q) est continue pour tout ¢ € [p,p*] (p* = (Np)/(N — p)). Montrer que
Iinjection de WV (2) dans L4(€2) est continue pour tout ¢ € [N, co[ (Pour N = 1, le cas ¢ = oo est autorisé).

Corrigé —  Cette question consiste seulement & utiliser Iexistence d’un opérateur P linéaire continu de W (Q) dans
WEP(RYN) t.q. Pu = u p.p. dans Q (opérateur dit de “prolongement” dont I’existence est donnée par le théoréme
1.18Density theoremstheorem.1.18). En effet, grdce a cette opérateur, la question 4 est une conséquence des questions
précédentes (et de 'inégalité (1.22Corrigés d’exercicesequation.1.22)).
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Chapitre 2

Problemes elliptiques linéaires

2.1 Formulation faible

Soit £ un ouvert borné de R™ (N > 1) de frontiere 9 = Q\ Q. Soient a; ; € L>=(2), pouri,j = 1,. ..

suppose que les fonctions a; ; vérifient I’hypothese d’ellipticité uniforme, that is to say :

N
Ja > 05 V€= (&,...,&n) € RN, D 4,68 > af¢]* pp. dans Q.
i,5=1
On se donne f € L? () et g: 9Q — IR, et on cherche une solution au probleme :

N N

=3 0i(aij(2)05u)(x) = f(z), T € Q,

i=1j=1
u(@) = g(x), « € 00,

ol J;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-éme variable.

,N.On

2.1)

(2.2a)

(2.2b)

Exemple 2.1 (Le Laplacien) Si on prend a; ; = 0, ; (that is to say 1 si i = j, 0 si 1 # j), alors le probléeme

(2.2Formulation faibleequation.2.2) devient

—Au = f sur €,
u = g sur 082.

Définition 2.2 (Solution classique) On suppose que a;j € C Y(Q) pour tout i,5 = 1,...,N. On suppose que
feC(Q)etge C(ON). On appelle alors solution classique de (2.2Formulation faibleequation.2.2) une fonction

u € C%(Q) vérifiant (2.2Formulation faibleequation.2.2).

On rappelle que pour tout & € INU{+oc}, C*(Q) désigne I’ensemble des restrictions a 2 des fonctions appartenant

aC*(RYN).

Il n’existe pas forcément de solution classique a (2.2Formulation faibleequation.2.2). Mais il existe des solutions
en un sens plus faible que 1’on va définir ci-apres. Pour comprendre leur nature, considérons d’abord le cas g = 0,
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avec a; ; € C1(Q) et f € C(Q), et supposons qu’il existe une solution classique u € C?(Q). Par définition, celle
ci vérifie : [

3% duas(@)du)(@) = f(x), Vo € Q.

i=1 j=1

Soit ¢ € C$° () ; multiplions I’équation précédente par () et intégrons sur €2 :

/ ZZ&Z ai,3(z)05u)() dw—/f z) dz, Vi € C2(9).

i=1 j=1

Une intégration par parties donne alors :

/Q Zzau( z)0ju(z)0ip(x) | dz = Qf(a:)<p(a:) dz, Yo € C=(Q). (2.3)

Comme u € C?(2), ona d;u € CH(Q) C C(Q) C L*(Q), et Dju = dju p.p (come cela a été vu au Chapitre
1Sobolev spaceschapter.1). De plus u € C(Q2) C L?*(Q) et donc u € H'(2). Enfin, comme u = 0 sur 9, on a
finalement u € H{ (£2) (voir I’exercice 1.17Noyau de 1’ opérateur “trace”exo.1.17).

Soit v € H}(Q), par densité de C2°(€2) dans H}(Q), il existe une suite (¢, )nenw C C°(Q) telle que p, — v
dans H'(Q), that is to say ¢, — v dans L%(2) et d;p0,, — D;v dans L?(Q) pour i = 1,..., N. En écrivant
(2.3Formulation faibleequation.2.3) avec ¢ = ¢,,, on obtient :

/ Zzaw )i (2 dx_/f z)pn () d,

=1 j=1

et en passant a la limite, on obtient que w satisfait le probleéme suivant, qu’on appelle formulation faible du probleme
(2.2Formulation faibleequation.2.2) (on rappelle que 1’on considere ici le cas g = 0)

u € H& (Q)
/ Z Z a; ;( r)Dyw(z) | de = [ f(x)v(z)de, Vo € HY (). 24
=1 j=1 Q2

On vient ainsi de montrer que toute solution classique du probléme (2.2Formulation faibleequation.2.2) (lorsque
g = 0) est solution faible, that is to say vérifie (2.4Formulation faibleequation.2.4).

Remarque 2.3 (Cas symétrique, formulation variationnelle) Dans le cas ol a; ; = a;; p.p. pour ¢ # j, u est
solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4) si et seulement si u est solution du probléme suivant, qu’on appelle
formulation variationnelle :

u € Hy(9),
(v),Yv € Hy(9), (2.5)
N

J(u) < J
ou la fonctionnelle J est définie par : J(v / Z Z a; jDivDjv | do — / flz)v(z) dz
Q

=1 j=1

EDP, Télé-enseignement, M2 33



2.1. FORMULATION FAIBLE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

La démonstration de I’existence et de 1’unicité des solutions des problemes (2.4Formulation faibleequation.2.4) et
(2.5Cas symétrique, formulation variationnelleequation.2.5) utilise le lemme de Lax-Milgram, que nous rappelons
ici:

Lemme 2.4 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-/-), de norme
associée notée || - ||, et a(-, -) une application bilinéaire de H x H dans R qui est

— continue, ce qui équivalent a dire qu’il existe ¢ > 0 t.q., pour tout (u,v) € H?, on a |a(u,v)| < cl|ul|||v

s

— coercive sur H (certains auteurs disent plutot H -elliptique), that is to say qu’il existe o > 0, t.q., pour tout
u € H, au,u) > allul/?

et soit T une forme linéaire continue sur H.
Alors il existe un unique u de H tel que I’équation a(u,v) = T(v) soit vérifiée pour tout v de H :

Nuwe H YweH a(uv)=T().

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle
J : H — R définie par J(v) = 2a(v,v) — T(v) pour tout v de H, that is to say :

J(u) =min J(v) et J(u) < J(v) siu#v.

veEH

Notons que dans le cas ou la forme bilinéaire a est symétrique, elle définit un produit scalaire sur H équivalent
au produit scalaire initial. Dans ce cas, le lemme de Lax-Milgram est une conséquence directe du théoréme de
représentation de Riesz dans un espace de Hilbert.

Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram au probléme (2.4Formulation faibleequation.2.4), nous aurons besoin
de I’inégalité de Poincaré :

Lemme 2.5 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné de R™, N > 1 (ou qui est au moins borné dans une
direction), alors il existe Cq ne dépendant que de € tel que

lullz2) < Call IVul|lr2(0), Yu € Hy (). (2.6)

N.B. On désigne toujours par | - | la norme euclidienne dans IR”. On adonc

N
11V 220 :/Q\Vu(x)\zdaj:Z/QDiu(x)de.
1=1

Démonstration Par hypothése sur €, il existe a > 0 tel que Q C] — a, a[xIR¥ 1. Soit u € C2°(Q2), on prolonge
u par 0 en dehors de €2, on a donc :
u e CX(RN),u = 0sur Q°.
Soitz = (z1,...,zn5)" = (z1,y)! € Q, avec 21 €] — a,alety = (za,...,zx) € RN Ona:
x
w(rn,y) = [ Owu(t,y) dt,
et donc, par I’inégalité de Cauchy—Schwarz,

e < ([ oty dt)2 <2 [ (@utt)? ar

—a —a
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En intégrant entre —a et a, on obtient :
a a
[ e an < 40 [ @utep)? o
—a —a

et donc, en intégrant par rapport a y,
/ lu(x)]? do < 4a® / (O1u(x))? dz, Yu € C°(Q) 2.7
Q Q

On procéde ensuite par densité ; pour u € H} (), il existe une suite (up)new C C2°(R) telle que u,, — u dans
H{(£2). Onadonc u,, — udans L?(Q2) et d;u — D;u dans L*(Q). On écrit alors (2.7Formulation faibleequation.2.7)
pour u,, et en passant a la limite lorsque n — +o00, on obtient :

N

[ull72(qy < 46®||Drul|7z () < 4a® Z I Diull72 0y = 4a°|| [Vl |72 (q)-
i=1

Théoreme 2.6 (Existence et unicité de la solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4)) Soit Q un ouvert borné
deRY, f e L2(Q), et soient (a; ;)i j=1,..N C L>(S2) et a > 0 tels que (2.1Formulation faibleequation.2.1) soit
vérifiée. Alors il existe une unique solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4).

Démonstration Pour appliquer le lemme de Lax-Milgram on écrit le probleme (2.4Formulation faibleequation.2.4)
sous la forme : u € H; a(u,v) = T(v) pour tout v € H, avec H = H{ () (qui est bien un espace de Hilbert,
muni de la norme définie par ||u| i1 (o) = (||ullZ2(q) + I [Vl ||%2(Q))% ), et avec a et T' définies par

a(u / Zza,j 2)D;v(z) | do et T(v /f

1=1 j=1
On remarque tout d’abord que la forme linéaire 7" est bien continue. En effet,
ITW)] < vllzz@) I fllrz) < vl @l fllz2e)

Quant a la forme a, elle est évidemment bilinéaire, et elle vérifie :

N

la(u, v)| < Z @i jll Lo @)l DiullL2@) [ Djvll2 ) < Cllullm@ vl m @),
ij=1

avec C' = Zf\fj:l llai ;|| o= (c)- Elle est donc continue.
Voyons si a est coercive : il faut montrer qu’il existe 8 € IR ;. tel que a(u,u) > ﬁ||u||%{1(m7 pour tout u € H} ().
Par hypothése sur a, on a :

a(u / ZZ@U x)Du(z) dea/Q <i|Dlu(x)2> dx:a/Q|Vu(m)|2 dez.

i=1 j=1
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On applique alors I’inégalité de Poincaré (2.6Inégalité de Poincaréequation.2.6) :

N N
Hu”%ﬂ(ﬁ) = ||u||i2(9) + Z ||Diu\|%2(sz) <(C4+1) Z |\Diu||2L2(Q)7

i=1 i=1

d’ol on obtient que :

Z I Diul|72 (0 > 02 1 [l ()
et donc

!
a(u,u) > @Y || Daullz0) > WHUH?P(Q)a
i=1
ce qui démontre la coercivité de a. Par le lemme de Lax-Milgram, on a donc bien existence et unicité de la solution
du probleme (2.4Formulation faibleequation.2.4). ]

Remarque 2.7 Le lemme 2.5Inégalité de Poincarétheorem.2.5 est encore vrai avec 1 < p < +o0 au lieude p = 2.
Si Q est un ouvert borné de IRN, N >1,etl < p < 400, il existe (), o ne dépendant que de p et €2 tel que

]l o0y < Call [Vl || o), Yu € WyP(Q).

Ceci permet de définir une norme sur W, *(£2) équivalente a la norme W7 (Q), voir la définition 2.8Formula-
tion faibletheorem.2.8. (Pour p = 2, cette équivalence de norme est en fait démontrée dans la démonstration du
théoreme 2.6Existence et unicité de la solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4)theorem.2.6.)

Définition 2.8 Soir Q un ouvert borné de R~ (N>1)etl <p <400 Pouu € Wol’p, on pose

||UHW01’p(Q) - (L |Vu(x)|pdz)5

Selon la remarque 2.7Formulation faibletheorem.2.7, c’est donc, sur VVO1 "P(Q), une norme équivalente & la norme
de WHP(Q).
Pour p = 2, 'espace W2 (2) est aussi noté HL () et la norme || - ||W01.,2(Q) est lanorme || - || g1 (q)

Par le lemme de Lax-Milgram, on démontre de maniere similaire 1’existence et 1’unicité dans le cas ou le second
membre de (2.4Formulation faibleequation.2.4) est donné par un élément de H ~!(Q) (dual de H{ (£2), that is to
say I’ensemble des formes linéaires continues sur H}()).

Théoréme 2.9 (Existence et unicité, T € H ') Soient Q un ouvert borné de R™, (a; ;)i j=1...n C L>®() et
a > 0 tels que (2.1Formulation faibleequation.2.1) soit vérifiée. Soit T € H~1(Q), il existe alors une unique
solution u de :

u € Hy(9),

/ ZZa” 2)Dy(z) | dz = T(v),Yo € H}(Q). (2.8)

=1 j=1
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Soit Q un ouvert borné de R™ et f € L'(Q). Il est intéressant de savoir si I’application ¢ Jo f(@)p(x)d
(définie, par exemple, pour p € C°(€2)) se prolonge en un élément de H ~1(£2) (et dans ce cas, le prolongement
sera unique par densité de C°(€2) dans H}(€2)). En dimension N = 1, I'hypotheése f € L!(€2) est suffisante. En
dimension N > 3, ’hypothese f € L1(Q)), avec ¢ = 2N /(N +2) est suffisante. En dimension N = 2, I’hypothése
f € L1(Q), avec ¢ > 1 est suffisante. Un résultat plus précis (pour N = 2) est donné dans ’exercice 2.10A la
limite de H ~'ex0.2.10.

Nous n’avons traité ici que le cas de la condition aux limites de Dirichlet homogene (that is to say g = 0 dans
le probleme 2.2Formulation faibleequation.2.2). Le cas de la condition aux limites de Dirichlet non homogene est
traité dans la section 2.5Condition de Dirichlet non homogenesection.2.5.

L’existence et 1'unicité de solutions faibles est possible avec d’autres conditions aux limites. L’exercice 2.5Pro-
bleme de Neumannexo.2.5 traite le cas des conditions de Neuman et I’exercice 2.8De Fourier a Dirichlet. . . ex0.2.8
les conditions dites de Fourier (ou de Robin, selon les auteurs). La résolution du probeme de Neuman permet
d’ailleurs de montrer une décomposition utile d’un élément de L?(2)", appelée décomposition de Hodge, exercice
2.11Décomposition de Hodgeexo.2.11. L’exercice 2.7Modélisation d’un probleme de contactexo.2.7 s’intéresse a
des conditions aux limites apparaissant en mécanique du solide. Il est possible aussi de coupler un probleme ellip-
tique sur un ouvert  de IR? avec un probleéme elliptique unidimensionel sur le frontiere de 2, ceci est 1’objet de
I’exercice 2.13Conditions aux limites de Vencelexo.2.13.

Les exercices 2.12Probleme de Stokes, vitesseexo.2.12, 2.14probleme de Stokes, vitesse et pressionexo.2.14 et
2.9Equation de Schrodingerexo.2.9 montrent 1’existence (et 1’unicité ou une “unicité partielle”’) pour des systémes
elliptiques (probléme des Stokes et équation de Schrodinger).

Enfin, il est possible de traiter des problemes elliptiques avec des coefficients a; ; non bornés. On introduit alors
des espaces de Sobolev dit “a poids”, exercice 2.3Probleme elliptique a coefficients non bornésexo.2.3.

2.2 Analyse spectrale

2.2.1 Quelques rappels

Soit £ un espace de Banach réel, et T" une application linéaire continue de £ dans E. On note :
o o(T) ={X € R; T — A est non bijective} I’ensemble des valeurs singulieres de T,
o p(T)={X € R;T — A est bijective} = R \ o(T') I"’ensemble des valeurs régulieres de T,
e VP(T) ={\ € R;T — Al est non injective} ’ensemble des valeurs propres de T,
Lorsque dim E < +o00, on a VP(T) = o(T). On a un résultat similaire en dimension infinie, & condition que

I’opérateur T soit linéaire continu et compact. Plus précisément, dans ce cason a: VP(T) \ {0} = o(T) \ {0}.
Le théoreme suivant donne ce résultat dans les espaces de Hilbert séparables et pour un opérateur autoadjoint.

Proposition 2.10 (Opérateur linéaire continu compact autoajoint) Soit F un espace de Hilbert séparable muni
du produit scalaire (-, -) g, et soit T un opérateur linéaire continu compact autoadjoint dont le noyau N (T') = {u €
E ; T(u) = 0} est réduit a {0}. Alors il existe une base hilbertienne de E formée de vecteurs propres de T, that
is to say d’éléments de E, notés e,, n € IN, vérifiant (ey, €m)E = On.m et tels que si uw € E, alors u peut s’écrire
u = En c (U, en) E€n (cette série étant convergente dans E), et les valeurs propres A, € IR associées, i.e. telles
que Te,, = \pey, sont telles que \,, — 0 lorsque n — +oc.

2.2.2 Le Laplacien

On va considérer dans cette section, pour simplifier, le cas du Laplacien. Soit  un ouvert borné de IR”". On
rappelle que Au = Zf\; 02w si u est une fonction réguliere. Pour étendre cette définition aux fonctions seulement
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localement intégrables, on pose, si u € Li (Q), Au = Zf\il D2u. On définit maintenant un opérateur A d’une
partie de L?(Q2) dans L?(12) en définissant d’abord son domaine D(A) :

D(A) = {u € Hy(Q) ; Au € L*(Q)},
Puis on pose Au = —Aw si u € D(A). On a ainsi définit un opérateur linéaire A : D(A) C L?(Q) — L*(9).

On a vu dans les paragraphes précédents que si f € L?(£2), il existe une unique solution au probléme (2.4Formulation faibleequation.

qui s’écrit, pour le Laplacien, that is to say avec les valeurs a; ; = 6; 5,4,7 =1,...,N :
u € Hy(Q),
/Vu YWo(z) dz = / f(x)v(z) dz, Yo € HY(Q). (2.9)

Grace 2 la densité de C°(Q2) dans H{ (1), la fonction u est solution de (2.9Le Laplacienequation.2.9) si et
seulement si u € D(A) et —Au = f p.p. (that is to say —Au = f dans L?({2)). L'opérateur A est donc in-
versible. Son inverse, I’opérateur A~!, est défini de L?(2) dans L?(f2) par A~'f = u o u est solution de
(2.9Le Laplacienequation.2.9). Cet opérateur est injectif mais non surjectif. Les deux opérateurs sont linéaires.
Pour montrer qu’il existe une base hilbertienne formée des vecteurs propres de A~!, on va démontrer le théoreme
suivant :

Théoréme 2.11 Soit Q un ouvert borné de R™ . Pour f € L? (Q), onnote T f I'unique solution de (2.9Le Laplacienequation.2.9).
L’opérateur T est linéaire continu compact et autoadjoint de L?(Y) dans L*(Q). De plus N(T) = {f € L*(Q2),

Tf=0p.p.}={0}

Démonstration Il est immédiat de voir que 7' est linéaire. On remarque tout d’abord que N(T) = {f € E,
Tf=0p.p.} = {0}. Eneffet, soit f € L?(Q) t.q. T'f = 0 p.p.. On a donc, d’apres (2.9Le Laplacienequation.2.9),
/ fuvdx = 0 pour tout v € Hy ().

Q

Comme H} () est dense dans L?(£2) (on a méme C2°(2) dense dans L?(£2)), on en déduit f = 0 p.p..

On montre maintenant la continuité de 7. Soit f € L?(Q2) etu = T'f. En prenant v = u dans (2.9Le Laplacienequation.2.9),
on obtient

[ullF () :/QVU'VU dx:/qu dz < || fll2llullL2(0)-

Par I'inégalité de Poincaré, il existe Co € IR 4 ne dépendant que de Q tel que [|u/|72 ) < Collul|}1 ). et donc :
0

@y

N

HUH%(Q) = Z HDiUH?}‘(Q) < fllzz@llullzz@) < CQHfHLZ(Q)”“HH(}(Q)
i=1

On en déduit que [[ul| g1 (o) < Cal|f|lz2(n) et donc:
ITfNZ2() = llulZ2(e) < Callul o) < C3llfI72@),

ce qui démontre la continuité de 7T'.

Montrons maintenant que I’opérateur 7 est compact, that is to say que I’image 7'(B) d’un ensemble B borné de
L?(92) est relativement compact dans L?(£2). On peut écrire 1" sous la forme T = I o Ty ou I est I'injection
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canonique de H}(Q) dans L?(£2) et Ty est I’application qui a f € L?(£2) associe u = T'f € H}(Q2). L’application
Ty est continue de L?(Q)) dans H}(Q) (car |Tfllzi) < Callfllzz2(n)) et Tinjection I est compacte par le
théoreme de Rellich (théoreme 1.25Rellichtheorem.1.25 page 11Rellichtheorem.1.25), et donc 1’opérateur 1" est
compact.

Montrons maintenant que I’opérateur 7' est auto-adjoint, that is to say que

(Tf,9)r2) = (f,T9)r2(0), Vf, g € L*(Q). (2.10)

Soient donc f et ¢ € L?(Q), u I'unique solution de (2.9Le Laplacienequation.2.9), et v 1’unique solution de
(2.9Le Laplacienequation.2.9) ou on a remplacé f par g dans le second membre. On a, comme v est solution de
(2.9Le Laplacienequation.2.9) ol on a remplacé f par g :

(vag)m(ﬂ):/ngd$:/Ugdx:/Vu~Vvdx.
Q Q Q

On montre de méme que (f,7T'g)2() = fQ Vu - Vv dz, ce qui démontre (2.10Le Laplacienequation.2.10).
[

Voici maintenant la conséquence du théoreme ?? et de la proposition ?? pour I’opérateur “Laplacien” avec condi-
tion de Dirichlet homogene.

Théoréme 2.12 (Base hilbertienne de L2?(Q2) formée de fonctions propres de —A)

Soit Q un ouvert borné de RY, Au = —Au avec D(A) = {u € HL(Q); Au € L*(Q)}. il existe alors une base
hilbertienne (dénombrable) de L*(Y), notée (e, )nec+, formée de vecteurs propres de A, associés aux valeurs
propres (i )new+. On peut ordonner les i, dans I’ordre croissant (that is to say jin, < pin11 pour tout n € IN*)
etl’onap; >0etlimy,_, o fby, = +00.

Démonstration Pour f € L?(Q2), on note 7'f I’'unique solution de (2.9Le Laplacienequation.2.9). D’apres le
théoréme ?? et la proposition ??, il existe donc une base hilbertienne (e,,),cn+de L?(§2) formées de fonctions
propres de T'. Les valeurs propres associées sont toutes strictement positives. En effet, si f € L?(Q) et f # 0,
alorsu =Tf #0et

(Tf, ) = (u, frz) = /QVU -Vudr = ||U||?13(Q) > 0.

Si A, est une valeur propre de 7" est associée au vecteur propre e,, # 0, onaT’e,, = A, ey, et donc, comme e,, # 0,

)\n(enaen)Lz(Q) = ()\neruen)L?(Q) = (Tenaen)L2(Q) > 0.

La suite (\,)new est donc formée de nombres strictement positifs. Quitte a changer 1’ordre des A, on peut
supposer que cette suite est décroissance. Enfin, la proposition ?? donne que lim,,—, 4 oo A, = 0.

Remarquons que les valeurs propres de A sont donc les valeurs p,, = )\i pour tout n € IN*, avec y,, > 0 pour
tout n € IN* et pu,, — +oo lorsque n — +oc. [

En reprenant les notations du théoréme ??, on peut alors caractériser le domaine de 1’opérateur Laplacien (avec
condition de Dirichlet homogene) D(A) de la fagon suivante :

Soitu € L*(Q), [u € D(A)] <= Z 12 (u, en)QLz(Q) < 4o00.
nelN

De plus si u € D(A), alors Au = 3" i, (u, €n) 1.2(0)€n. On peut ainsi définir les puissances de 1’opérateur A :
p n_llu‘ Q) p
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Définition 2.13 (Puissance de ’opérateur) Soir Q un ouvert borné de RY, Au = —Au avec D(A) = {u €
H(Q); Au € L*(Q)}. On note (en)new+ une base hilbertienne de L?(Y) formée de vecteurs propres de A,
associés aux valeurs propres (in )ne+. Soit s > 0. On définit

+oo
D(A*) = {u € L*(Q) : > _p2*(u, en)72(q) < +00}.
n=1
Et pour uw € D(A?®), on peut alors définir ASu par :
+o00
Au = Zﬂi(u, en)LQ(Q)en~
n=1

Cette série étant convergente dans L* ().

Pour s = 0, ona D(A%) = L?(Q) et A%u = u : AY est I’opérateur identité.

Pour s = 1, on retrouve 1’opérateur A.

Pours=1,ona D(Az2) = {u € L2(Q); :zun(u, en)QLQ(Q) < +00}. On peut montrer que D(Az2) = HZ (1),
etona Ay = S i (u, €n)12(0)€n-

Pour le cas N = 1, Q =]0, 1], Le théoréme de décomposition spectrale est détaillé dans 1’exercice 2.2Décomposi-
tion spectrale en dimension lexo.2.2.

2.3 Régularité des solutions faibles

Soit  un ouvert borné de R™ et f € L?(9)). Sous les hypotheéses (2.1Formulation faibleequation.2.1), on sait
par les résultats précédents qu’il existe une unique solution au probleme (2.4Formulation faibleequation.2.4), et on
se demande quelle est la régularité de cette solution en fonction des données du probleme. Le probleme est assez
simple en dimension N = 1, voir ’exercice 2.1Régularité en dimension lexo.2.1, mais beaucoup plus difficile
en dimension N > 1. La réponse dépend de la régularité des coefficients de 1I’opérateur et de la régularité de la
frontiere de I’ouvert (on dit que la frontiere de € est de classe C* si elle est localement le graphe d’une fonction
de classe C%).

Théoreme 2.14 (Régularité de la solution du probleme de Dirichlet)
Soit Q un ouvert borné de R™ et f € L?(Q). Sous les hypothéses (2.1Formulation faibleequation.2.1), soif u €
H}(Q) la solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4).
1. Sia; j € CY(Q) pouri,j=1,...,N et Qest afrontiere C?, alors, pour tout f € L*(Q), onau € H*(Q).
2. Sia;; € C®(Q) pouri,j = 1,...,N, si Q est a frontiere C=, et si f € H™(Q) avec m > 0, alors
u € H™2(Q).
En conséquence, si f € C™(Q), alors u € C™(Q) et donc u est solution classique. De méme, si f € H™ ()
avec m > %, alors u € C?(Q) et donc u est encore solution classique.

Remarque 2.15 (Optimalité des hypotheses) Notons que la partie 1. du théoréme précédent est fausse sans les

hypotheses a; ; € C*(Q) et  est a frontiere C2.
Par contre dans le cas du Laplacien, thatis to say a; ; = &; j, si {2 est convexe, alors u € H?(Q2) dés que f € L?(12).
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Idée de démonstration du théoreme 2.13Régularité de la solution du probleme de Dirichlettheorem.2.13,
premiere partie
On se ramene par la technique dite des “cartes locales” au cas 2 = IRf = {(z1,9),y € RY "' 2; > 0}, etau
probléme suivant :

u € Hy (%),

/Vu~Vvdm:/fvdx,Vv€H&(Q).
Q Q

et on applique ensuite le théoreme 2.17Nirenbergtheorem.2.17. Ce théoréme montre que la solution de ce probleme
appartient a H2(IRY). n

La démonstration du théoréme 2.17Nirenbergtheorem.2.17, due a L. Nirenberg ! que nous énongons un peu plus
loin nécessite les lemmes techniques suivants, que nous enongons pour N = 2, pour simplifier :

Ifemme 2.16\S0itQ :1IR2+ = {(}xl,.y), x1 >0,y € R}. Soit g € L*(Q) et, pour h > 0, V},g défini par :Vj,g =
7(gn — g), o1 gn, € Hy () est définie par gn(x) = g(x1, 22 + h). Alors ||Vhgllg-10) < |9ll2(0)-

Démonstration Soit g € L?((2), par définition,

[nglin-si) = sup{ | Wagdo, v € B, ol o) < 1)
Q

et donc, par densité de C=°(§2) dans Hi (9),
sl = supd | Wng v de, v € C2(@). ol < 1)

Soit v € C°(Q) tel que ||[v][ 1) < 1.
1

/ Vg vdr = E/ / (9(x1,22 + h) — g(x1, 22)) v(21, 22) dory dao
Q Ry /R

1 i~ ~, ~
= E/ / g(x1,Z2)v(x1, T2 — h) doy dZo — / / g(x1, z2)v(21, 22) doy dag
Ry JR R, JR

_/ / 9(961,%2)0(3:1@2 — ) —vlwn, va) dzq dxo.
R, JR

—h
Donc, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

U','—h —v(-,-
|/Q‘I'hgvdx\§||g||L2<m I ( jh ( )|

lz2) < llgllzz@llvlla @) < lgllz2)-
On en déduit que |9l g-1(0) < ll9llz2(0)- [

Lemme 2.17 Sous les hypothéses du lemme 2.15Régularité des solutionstheorem.2.15, soit u € Li (Q), alors
U,u — Dou dans D* lorsque h — 0.

1. Louis Nirenberg (né en 1925) est un mathématicien Canadien qui a beaucoup contribué a la théorie des équations aux dérivées partielles
linéaires et non linéaires.
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Démonstration On pose D = C°(Q). Soit ¢ € D ; on veut montrer que

/ Upu o dr — —/ udap dx = (Dau, ¢)p+ p lorsque h — 0.
Q Q

h _
/ Vg da :/ / u(xy, vy + h) u(:m,xz)(p(xhw) ey das
Q R, JR h

—h) —
:_/ / u(x1’$2)90(x17$2 ) 80(9317962) dzy dzs.
R, /R —h

Mais “’(zl’“_}i)h_ e@ne2) 9, uniformément lorsque h — 0, et le support de cette fonction est inclus dans un
compact K de €2, indépendant de h si |h| < 1. Donc limp, o [, Uru ¢ do = — [, udz¢ da. m

Théoréme 2.18 (Nirenberg) Soit @ = RY = {(z1,y),y € RV "' 21 > 0} et f € L2(Q), et soit u € H}(Q)
solution du probleme suivant :

u € Hy(9),

/Vu-Vvdx:/fvdm,VvEHé(Q). (2.11)
Q Q

Alors u € H*(RY).

Démonstration On va effectuer la démonstration dans le cas N = 2. Soitu € H () solution de (2.11Nirenbergequation.2.11),
u vérifie donc :

/vu.vvdx+/uvdx:/gudx,vveHg(Q), olg=u+feL*).
Q Q Q

On a donc
(wv) g3 0) = /]R2 gvdz < | gllag-rllvlla ), (2.12)
+
puisque, par définition, ||g||z-1q) = sup{flR2+ gvdz, v e Hy(Q),|v|m @ < 1}, o, comme d’habitude,
on confond I'application Ty, qui & v € H{(€) associe [ gv dz, qui est donc un élement de H~*(Q), avec la
(classe de) fonction(s) g € L?(€2). On prend v = u dans (2.12Régularité des solutionsequation.2.12). On obtient
lullr @) < llgla-1(0)-

Pour montrer la régularité sur Dou, on introduit la fonction Wpu = +(uj, — u) ot uy, € H{(€2) est définie par

up(x) = u(xy,x2 + h). Comme u vérifie (2.11Nirenbergequation.2. 1 1), uy, vérifie fQ Vuy - Vo da = fQ frv dx
ou fu(z) = f(z1,22 + h), et donc Wyu = +(up — u) appartient & H () et vérifie

/ VVU,u-Vodr = / Uy, fv dx pour tout v € H&(Q)
Q Q

On en déduit que (Vpu,v)pi(q) = [ Yagv dz, et donc que || Wyullgio) < [|¥ngllg-1(q)- Par le lemme
2.15Régularité des solutionstheorem.2.15, comme g € L?(2), on a donc

[ rull ) < llgll2)-

EDP, Télé-enseignement, M2 42



2.4. POSITIVITE DE LA SOLUTION FAIBLE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Prenons maintenant i = L et faisons n — +oc. Par ce qui précéde, la suite (¥ 1) e est bornée dans H{ (€2), il
existe donc une sous-suite encore notée (V1 u), e, et w € HE(Q) telle que \I/Zu — w dans H}(Q) faible (that is
tosay S(V1u) — S(w) pourtout S € i (Q)). Donc ¥ 1 u — w dans D*. Mais par le lemme 2.16Régularité des
solutionstheorem.2.16, W1 u — Dyu dans D*. Donc Dyu = w € H{ (), et par conséquent, D1 Dou € L*(Q)
et DoDou € L%(Q). Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer que D1 Dyu € L?(12). Pour cela, on utilise
I’équation satisfaite par u. En effet, comme w est solution faible de (2.4Formulation faibleequation.2.4), on a
—Au = f dans D*, et donc D1Dyu = —f — DyDou ce qui prouve que Dy Diu € L?(Q). Ceci termine la
preuve. ]

Remarque 2.19 (Plus de régularité...)
1. Supposons que a; ; € C*(Q) et que 2 est & frontiere C2. On a déjé vu que si f € L?(Q) alors u € H%(Q).
On peut montrer que si f € LP(£2) alors u € W2P(Q) (2 < p < +00).

2. Supposons maintenant qu’on ait seulement a; ; € L°°(£2). On peut montrer (c’est un résultat de Meyers)
qu’il existe p* > 2 tel que si f € LP(2) avec 2 < p < p*, alors u € W2P(Q).

3. Toujours dans le cas a; ; € L>(£2), on peut montrer (ce résultat est dit & Stampacchia?) que si f € LP(1),
avec p > & alors u € L>®(9).

4. Tl est possible aussi de démontrer des résultat de régularité pour d’autres conditions aux limites. L’exercice
2.5Probleme de Neumannexo.2.5 donne un exemple avec les conditions de Neuman, 1’exercice 2.8De Fou-
rier a Dirichlet. . . ex0.2.8 un exemple avec conditions de Fourier et I’exercice 2.9Equation de Schrodingerexo.2.9
traite I’exemple du systéme elliptique induit par 1’équation de Schrodinger (qui est généralement présenté
comme une équation dont I’inconnue prend ses valeurs dans C).

2.4 Positivité de la solution faible

Question. (Positivité de la solution faible.) Soit Q un ouvert borné de R™, N > 1, a;; € L>(Q), pour i,j =
1,..., N. On suppose que les fonctions a; ; vérifient (2.1Formulation faibleequation.2.1). Soit f € L*(Q2) et u la
solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4). On suppose que f > 0 p.p.. A-t-onu > 0 p.p.?

Remarque 2.20 Soit 2 un ouvert borné de IR™, N > 1. On suppose que u € C?(Q), —Au = fdans Qetu =0
sur le bord de (2 (la fonction u est donc une solution classique avec a; ; = 0sii # jeta; ; = 1sii = j). On
suppose aussi que f > 0 dans 2. On va montrer que v > 0 dans (). Pour cela, on raisonne par 1’absurde. On
suppose qu’il existe a € Q2 t.q. u(a) < 0. On choisit alors z € Q t.q. u(z) = min{u(y), y € O} (un tel z existe
car ) est compact, u continue et u = 0 sur le bord de €2). On a alors

du(z) = 0 et O?u(x) > 0 pour touti € {1,..., N}.

Ceci donne Au(z) > 0 en contradiction avec Au(x) = —f(x) < 0. On obtient donc finalement que u(z) > 0
pour tout x € €. Un argument supplémentaire permet de remplacer ’hypotheése f > 0 par f > 0. En effet,
supposons seulement f > 0. Pour € > 0, on pose u.(z) = u(x) — ex? de sorte que —Au. = f + 2 > 0 dans
Q. Soit z € Q t.q. u(xr) = min{u.(y), y € Q}. Si x € Q, le raisonnement précédent montre que Au.(x) > 0 en
contraction avec —Au,(z) = f(z) 4+ 2¢ > 0. On a donc z € 9. On en déduit que

Ue(y) > ue(x) > —¢ max % pour tout y € Q.

€0

2. Mathématicien italien né a Naples en 1922, mort en 1978, spécialiste de calcul des variations et des équations aux dérivées partielles,
entre autres.
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En faisant ¢ — 0, on obtient le résultat désiré, that is to say v > 0 dans Q.
La question posée au début de ce paragraphe consiste donc a étendre cette propriété de positivité aux solutions
faibles.

Nous donnons maintenant deux petits lemmes, diis a G. Stampacchia.

Lemme 2.21 Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et ¢ € CYIR,IR). On suppose que ' est bornée et
©(0) = 0. Soit u € HL(Q), alors p(u) € HE(Q) et Dip(u) = ¢’ (u)Dsu p.p. (pour touti € {1,...,N}). (La
notation @(u) désigne la fonction ¢ o u.)

Démonstration I existe une suite (uy,),ecn de fonctions appartenant 2 C2°(Q) t.q. u,, — u dans Hg () (quand
n — +00), that is to say

Uy, — u dans L2(€2),
Dju,, — D;u dans L?(Q), pour touti € {1,...,N}.

Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut méme supposer qu’il existe F' € L?(£2) et, pour tout i €
{1, e ,N}, F; e Lz(Q) t.q.

Up, — U P.p. et |uy| < F p.p. et pour tout n € IN,
Djuy, — Djup.p.et|Du,| < F;p.p.etpourtoutn € N, i € {1,...,N}.

On a alors (uy,,) € CL(Q) et pour tout n € N et touti € {1,..., N},
Dz‘P(un) = 8190('“71) = Spl(un)aiun-
On pose M = sup{|¢’(s)|, s € R}, de sorte que |p(s)| < M|s

, pour tout s € IR. On a donc
©(ty) = o(u) p.p. et [p(uy)| < MF p.p. et pour tout n € IN.

Comme M F € L?(Q), le théoréme de convergence dominée (dans L?(Q2)) donne ¢(u,,) — ¢(u) dans L2(£2). On
a donc aussi D;p(un,) — D;e(u) dans D*(€2). On rappelle maintenant que D;p(uy,) = ¢’ (uy,)d;uy,. Comme

¢ (un) = ¢'(u) p.p.,
|©" (ur)Oiur| < MF; p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne ¢’ (u,,)0;u, — ¢’ (u)D;u dans L?(£2) et donc aussi dans D*((2). Par
unicité de la limite dans D*(€2) on a donc D;p(u) = ¢'(u)D;u p.p. (et pour tout ¢). Finalement, on obtient donc
que p(u) € HY(Q) (comme limite, pour la norme de H'((2), de fonctions de H}(Q2)) et D;p(u) = ¢'(u)D;u
p-p-, pour tout 7. ]

Lemme 2.22 Soit Q un ouvert borné de R”™ (N > 1). Soitu € HZ (). On définit u™ par u™ (z) = max{u(z), 0}
Pour x € Q. Alors, u™ € H}(Q) et Diu™ = 1,>0D;u = 1y>oD;up.p. (pourtouti € {1,..., N}). En particulier
ona D;u = 0 p.p. (pour tout i) sur ’ensemble {u = 0}.

Démonstration Pour n € IN*, on définit ¢,, € C*(IR, IR) par

©on(s) =0sis <0,
Pn(s) =2s2si0<s< i
Pn(s) =s—5-sit <s
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On a donc ¢, (s) — s™ pour tout s € IR (quand n — +00) et |, (s)| < 1 pour tout s et pour tout n € IN*. Le
lemme 2.20Positivité de la solution faibletheorem.2.20 donne ¢,,(u) € Hg(Q) et D;(¢n(u)) = ¢!, (u)Dsu p.p.
(etpourtouts € {1,..., N}). D’autre part, on a

on(u) — ut p.p., |@n(u)| < |u| p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne donc ¢, (u) — u™ dans L2(£2) (et donc que D;p,,(u) — D;u™ dans
D*(£2)). Puis, on remarque que ¢, (u) — 1{,>0y p-p. et donc

@ (w)Diw — 1501 Diu p.p., @), (u)Diu| < |Djul p.p. et pour tout n € IN,

ce qui (toujours par le théoréme de convergence dominée) donne ¢/, (u) D;ju — 1¢,0yDsu dans L?(£2) (et donc

dans D*(Q2)). Comme D; (¢, (1)) = ¢, (u)D;u on en déduit (par unicité de la limite dans D*(Q)) que D;u™ =

L{y>03Diu p.p.. La suite (¢, (1)) nen est donc une suite de H (€2), elle converge dans H* () vers u™. On a bien

montré, finalement, que v € Hj(Q) et Diu™ = 1,0y Diu p.p. (et pour tout ).

En considérant la suite (¢, (u))nen avec ¢y, définie par ¢, (s) = ¢(s+1/n)—1/(2n), un raisonnement analogue

montre que D;u™ = 1,0y D;u (la différence essentielle entre ,, et 1, est que ¢/, (0) = 0 alors que 1, (0) = 1).
]

Remarque 2.23 Le lemme 2.21Positivité de la solution faibletheorem.2.21 peut se généraliser a toute fonction
lipschitzienne s’annulant en 0, on obtient ainsi le résultat suivant : Soit {2 un ouvert borné de RY (N > 1)et
¢ une fonction lipschitzienne de IR dans IR, s’annulant en 0. Soit u € H}(2). On a alors p(u) € HE(Q) et
D;p(u) = ¢'(u)Dju p.p. (pour tout 7 € {1,..., N}). Un exemple important consiste & prendre ¢(s) = (s — k)"
pour tout s € IR, avec k donné dans IR ;. On obtient ainsi, pour u € H}(Q), (u — k)T € H}(Q) et D;p(u) =
1{u>k}Diu = 1{u2k}Diu p-p.-

On peut maintenant répondre a la question posée au début de ce paragraphe.

Théoréme 2.24 (Positivité de la solution faible) Soit Q un ouvert borné de RN, N > 1, a;,; € L>(Q), pour
1,7 = 1,...,N. On suppose que les a; ; vérifient (2.1Formulation faibleequation.2.1). Soit f € L2(Q) et u la
solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4). On suppose que f > 0 p.p.. On a alors u > 0 p.p..

Démonstration On suppose que f < 0 p.p. et on va montrer que u < 0 p.p. (en changeant f en —f et u et —u on
obtient le résultat désiré). Comme u est solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4), on a

/ > aij(x) Dju(w) Dyv(x)ds = / f(x)v(z)dz pour tout v € HE(Q).
Q7 Q
1,7=1
On choisit, dans cette égalité, v = u™ et on obtient
a/ IVu(2)*1{ys0y(z)dr < / Z a; j(z)Dju(z)Diut (z)dx = / f(x)u™ (z)dz < 0.
Q Q51 Q

On en déduit que a||u+||§{é(m = o[, |[Vut(z)Pde < [, f(x)ut(x)dz < 0, et donc ut = 0 p.p., that is to
say u < 0 p.p.. ]
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2.5 Condition de Dirichlet non homogene

Nous n’avons considéré jusqu’ici que les problemes elliptiques (linéaires) avec condition aux limites homogene
(that is to say solution nulle au bord du domaine). On souhaite maintenant remplacer la condition “u = 0” sur le
bord de €2 par “u = g” sur le bord de €2. Ceci va étre possible en se ramenant au probleéme de Dirichlet avec une
condition aux limites homogene (that is to say en se ramenant aux théoremes 2.6Existence et unicité de la solution
de (2.4Formulation faibleequation.2.4)theorem.2.6 et 2.9Existence et unicité, T' € H~'theorem.2.9) & condition
que (Q est assez régulier pour que I’opérateur “trace”, noté +y et introduit au chapitre 1Sobolev spaceschapter.1, soit
bien défini et que g soit dans I'image de ~ (that is to say g = v(G) avec G € H(Q)).

Plus préciseément, soit 2 un ouvert borné de RrY (N > 1) a frontiere lipschitzienne. On note 0 cette frontiere.

Soienta; ; € L*°(2),pours, j = 1,..., N, vérifiant I’hypothese d’ellipticité uniforme (2.1Formulation faibleequation.2.1).

Soit f une fonction de €2 dans IR et g une fonction de O dans IR. On cherche une solution au probleme
(2.2Formulation faibleequation.2.2). Le théoréeme 2.6Existence et unicité de la solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4)theore
permet de démontrer le théoréme suivant, ou (2.13Condition de Dirichlet non homogene (1)equation.2.13) est la

formulation faible du probleme (2.2Formulation faibleequation.2.2).

Théoreme 2.25 (Condition de Dirichlet non homogene (1)) Soit ) un ouvert borné de RY (N > 1) a fron-

tiere lipschitzienne, f € L?(Q), g € Im(vy) (ol -y désigne I’opérateur trace de H'(Q) dans L?(Q) vu au théoreme
1.23Théoreémes de tracetheorem.1.23). Soient (a; ;)i j=1,..N C L>(Q) et a > 0tels que (2.1Formulation faibleequation.2.1)
soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de (2.13Condition de Dirichlet non homogene (1)equation.2.13).

u € H'(Q),v(u) =g,

N N
/sz Z Z ai,j(¢) Dju(z)Div(z) | do = ; f(z)v(z) dz, Yo € HY(Q).

i=1 j=1

(2.13)

La démonstration fait partie de 1’exercice 2.20Condition de Dirichlet non homogeneexo.2.20. Elle consiste a cher-

cher u—G comme solution faible d’un probleme elliptique posé dans H{ (£2) avec un second membre dans L?(2) et

G € H' () t.q.v(G) = g.ll est possible aussi de remplacer le second membre de (2.13Condition de Dirichlet non homogene (1)equ
parT(v)ouT € H~1(£2). On obtient alors le théoreme 2.25Condition de Dirichlet non homogene (2)theorem.2.25

qui se démontre aussi en cherchant u — G' comme solution faible d’un probleme elliptique posé dans H} () avec

un second membre dans H ~1(Q) (voir I’exercice 2.20Condition de Dirichlet non homogéneexo.2.20).

Théoreme 2.26 (Condition de Dirichlet non homogene (2)) Soit Q2 un ouvert borné de RY(N>1)a frontiere
lipschitzienne, T € H=Y(Q), g € Im(v) (oit v désigne ’opérateur trace de H'(Q) dans L*(Q) vu au théoréeme
1.23Théoremes de tracetheorem.1.23). Soient (a; ;)i j=1,..8 C L>() et o > 0 tels que (2.1Formulation faibleequation.2.1)
soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de (2.14Condition de Dirichlet non homogene (2)equation.2.14).

u € H'(Q),7(u) =g,

N N
/Q S 3 ai(@)Dyu(@) Div(a) | da = T(v),¥o € H(9).

i=1 j=1

(2.14)

Remarque 2.27 Sous les hypothéses du théoreme 2.24Condition de Dirichlet non homogene (1)theorem.2.24,
on peut aussi montrer, par une méthode voisine de celle donnée dans le théoreme 2.23Positivité de la solution
faibletheorem.2.23, que, si f = 0et A < g < B p.p., avec A, B € R (p.p. est a prendre ici au sens de la mesure
de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 0S2), on a alors A < u < B p.p.,o0 it u est la solution de (2.13Condition de
Dirichlet non homogeéne (1)equation.2.13). C’est ce résultat que I’on appelle “principe du maximum”.
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La suite de cette section donne quelques compléments sur 1’image de I’opérateur trace (noté ) défini sur H ()
lorque € est un ouvert borné de IR a frontizre lipschitzienne.

Définition 2.28 (Espace H'/2(0Q)) Soit Q un ouvert borné de RY (N > 1) a frontiére lipschitzienne. On note
H'Y2(99) I’ensemble des traces des fonctions H(Q), that is to say H'/?(0Q) = Tm~ oi y est l'opérateur trace
de H'(Q) dans L?(09) vu au théoréme 1.23Théorémes de tracetheorem.1.23. On définit sur H'/?(9§2) une norme
en posant

1wl /200y = f{[[@] g1 (o), 7(@) = u}.

La proposition 2.29Condition de Dirichlet non homogénetheorem.2.29 montre que H'/?(9Q) est alors un espace
de Hilbert et que 'application u + u est continue de HY/?(9Q) dans L*(99). (On dit alors que H/?(05)
s’injecte continiiment dans L*(992).) On note H='/%(9Q) I'espace dual de H'/?(0Q) (c’est donc aussi un espace
de Hilbert).

Remarque 2.29 Dans le cadre de la définition 2.27Espace H'/%(992)theorem.2.27, on peut montrer (mais ceci
n’est pas fait dans ce cours) la compacité de I’application u + u de H'/2(9§) dans L?(0).

Proposition 2.30 Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne. On note -y ’opérateur trace

défini sur H (Q).

1. Soitu € HY?(9Q). Alors 1wl 17200y = |l 1 () ot @ est I'unique solution faible de —Au = 0 dans €2 avec
~(@) = u, that is to say 'unique solution de

ue Hl(Q>7’7(a) = U,

/ Via(z)Vo(z) dz = 0,Yv € H} (Q).
Q

2. L’espace H'/?(0Q) est un esapce de Hilbert.
3. L’espace H'/2(0Q) s’injecte contintiment dans L?(0Q).

La démonstration de cette proposition fait 1’object de I’exercice 2.21Espace H'/? (0Q)ex0.2.21.

Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne. Avec la définition 2.27Espace H'/2(99)theorem.2.27
(et la proposition 2.29Condition de Dirichlet non homogenetheorem.2.29), on voit que L’ opérateur trace défini sur
H'(Q) est un opérateur linéaire continu de H'(Q) dans H'/2(9) (et sa norme est égale a 1). Si maintenant
u € HY(Q)N, on peut définir la trace de u encore notée () en prenant la trace de chacune des composantes de w.
On a donc y(u) € HY2(9Q)N ¢ L?(99)N. On note n(x) le vecteur normal a 9S2, extérieur a 2. Comme 2 est 2
frontiere lipschizienne, le vecteur n(x) est défini p.p. en z € 9 (p.p. signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la
mesure de Lebesgue (IV — 1)-dimensionnelle sur 0R2) et la fonction  — n(x) définit un élément de L>°(9S2). On
obtient ainsi y(u) - n € L?(99). Cette (classe de) fonction(s) v(u) - n est appelée “trace normale de u sur 9Q".
L’exercice 2.22trace normale d’un élément de Hg;y€x0.2.22 montre qu’on peut définir y(u) - n comme un élément
de H=Y/2(Q) sous I'hypothese u € L2(Q)" avec div(u) € L2(Q) (cette hypothése est donc plus faible que
u € HY(Q)N). 1l est toutefois intéressant de noter que, sous cette hypothése, v(u) - 7 n’est pas toujours représenté
par une fonction sur 92 et ceci induit une difficulté lorsque I’on souhaite considérer la restriction de v(u) - n & une
partie du bord de €2, voir a ce propos 1’exercice 2.23Pas de trace normale sur une partie du bordexo.2.23.
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2.6 Exercices

Exercice 2.1 (Régularité en dimension 1) Solution 2.1Régularité en dimension 1cor.2.1
f € L*(]0,1]). On rappelle (cf. cours) qu’il existe un et un seul u solution de

u € H}(]0,1]),
2.15
/ Du(t)Du(t)dt = / Ft)v(t)dt, Yo € Hi(]0,1]). 2.15)
On suppose maintenant que f € C([0,1],IR)(C L*(]0,1[). On pose F(z) = [, f(t)dt, pour tout z € [0, 1]. Soit

u la solution de (2.15Exercicesequation.2.15). Montrer que, pour tout ¢ E c([o,1], IR) ona

1 1
/ (Du(t) + F(t))p(t)dt = / co(t)dt
0 0

avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ).
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continiment dérivable sur ]0,1[ et —u" (x) = f(x)
pour tout z €]0, 1] (et que u(0) = u(1) = 0).

Exercice 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1) Solution 2.2Décomposition spectrale en dimension 1cor.2.2
On reprend 1’exercice précédent. On pose E = L?(]0, 1) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on rappelle qu’il
existe un et un seul w solution de (2.15Exercicesequation.2.15).
On note 7" I’application de E dans FE qui a f associe u (solution de (2.15Exercicesequation.2.15), noter que
H}(]0,1]) C E). On rappelle que T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de F dans E.

1. Soit A € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0, 1], IR) N C2(]0, 1[,IR), u # 0, tel que —Au" = u, sur |0, 1|

etu(0) =u(l) =0.
2. Montrer que VP(T) = {2, k € N*} et o(T) = VP(T) U {0}.

3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢,, = 2 fol f(¢t) sin(nmt)dt. Montrer que :

n
IIf — Zcp sin(pm-)|l2 — 0, quand n — oco.
p=1
(Comparer avec les séries de Fourier. .., )

4. Soit p € IR*. En utilisant Ialternative de Fredholm, donner une C.N.S. sur f € F pour que le probleme
suivant ait une solution :

u€ Hyg(]0,1)),
/0 Du(t)Dv(t)dt—l—u/ w(t)o(t)dt = / Fty(t)dt, Yo € HL(0, 1]).

Exercice 2.3 (1ere valeur propre de —A)

On reprend les notations du théoréme ??. Soit donc € un ouvert borné de R”Y, Au = —Au avec D(A) = {u €
HY(Q); Au € L*(Q)}. On note (e, )nen+ une base hilbertienne de L2(£2) formée de vecteurs propres de A,
associés aux valeurs propres (i, )necN*- Les p, sont ordonnées dans 1’ordre croissant (that is to say p, < fn+1
pour tout n € IN*) et 'ona g > 0 et limy, 4 o0 ft, = +00.

Pour u € H}(Q) \ {0}, on pose
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1. Montrer que

(v).

= min
veHE(2)\{0}
2. Soitu € H}(Q) \ {0} tel que Q(u) = p1, montrer que u € D(A) et Au = pyu p.p..

3. On suppose maintenant que {2 est connexe. Montrer que p; est une valeur propre simple et que les fonctions
propres associées a p1 ont un signe constant (that is to say que Au = pju implique v > 0 p.p. ou u <
0 p.p.)- [On rappelle que si v € H(Q) on a aussi u™, u~ € HJ (), lemme 2.21Positivité de la solution
faibletheorem.2.21. On pourra alors comparer Q(u) avec Q(u™) et Q(u™) si w™t et u~ sont des fonctions non
nulles p.p..]

Exercice 2.4 (Probleme elliptique a coefficients non bornés)
Soit 2 un ouvert borné de R™, N > 1, et p: Q — IR une fonction mesurable t.q. inf{p(z), z € Q} = a > 0. On
pose H!(p, Q) = {u € L*(Q) t.q. D;u € L{ (Q) et p D;u € L*(Q) pour touti € {1,...,N}}.

loc
On rappelle que D;u désigne la dérivée, au sens des dérivées par transposition, de v dans la direction z;, la variable
de RY étant notée = = (1,...,zx)".

N
Pour u € H'(p, ), on définit [lu] par ul2 = [[ull3 + 3" [lp Deull3. avec || - [l2 = | - | 2(c-
=1

1. (Etude de I’espace fonctionnel.)

(a) Montrer que H'(p, Q) C H(Q).

(b) Montrer que H*(p, ), muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert. [On pourra remarquer qu’une suite
de Cauchy dans H!(p, Q) est aussi de Cauchy dans H'(€2).]

On pose Hy (p, ) = H'(p,2) N H ().
2. (Espace fonctionnel, suite.) Montrer que H} (p, ) est un s.e.v. fermé de H(p, Q).

3. (solution faible.) Soit » € L?(£2), montrer qu’il existe un et un seul v t.q.

u € Hy (p, Q) (2.16)

/ p?(z)Vu(z) - Vu(z)de = / h(z)v(z)dz, Yo € Hy(p, Q). (2.17)
Q Q

4. (Précisions. . .)

(a) On suppose ici que p? € L}, (). Montrer que C°(Q2) C Hi (p, Q).
(b) On prend maintenant N = 1 et 2 =]0, 1[. Donner un exemple de fonction p (avec p : 2 — IR mesurable et

t.q. inf{p(z), z € Q} > 0) pour lequel C2°(2) N H} (p, Q) = {0} (cette question est plus difficile).

Exercice 2.5 (Deux problémes elliptiques emboités) Solution 2.3Deux problémes elliptiques emboitéscor.2.3
Soit €2 un ouvert borné de IRd, d > 1,et M et N deux matrices de taille d x d a coefficients dans L>°(£2). On
suppose qu’il existe o > 0 t.q. pour presque tout z € €2 et pour tout £ € IR¢, ona

M(z)€- &> af¢]? et N(z)¢- &> al¢f.
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1. Soit f € L?(£2). Montrer qu’il existe un unique u t.q.

S H0
/ N(z ) - Vo(z)dr = / (M(x) + N(z))Vw(z) - Vo(z)dz pour tout v € Ha(Q), (2.18)
Q
avec w solution de
w e H0
/ Mz - Vu(z)de = / f(x)v(x)dz pour tout v € Hy (). (2.19)

pour les questions suivantes, on note 7'( f) cette unique solution de (2.18Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.18)
avec w solution de (2.19Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.19).

2. Montrer que 7T est une application linéaire compacte de L?(£2) dans L2(£2) (that is to say que T est linéaire,
continue et transforme les parties bornées de L?((2) en parties relativement compactes de L?((2)).

3. On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) qu’il existe A € IR t.q. M = AN. Montrer
qu’il existe une matrice A, ne dépendant que de M et ), tel que, si u = T'(f),

/A )Vu(z) - Vo(z d;v—/f x)dx pour tout v € Hj ().

Donner I’expression de A en fonction de M et .

4. On suppose dans cette question que d = 2 et 1 < p < +o00. Montrer que pour tout f € LP(Q) il existe un unique
u solution de (2.18Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.18) avec w solution de (2.19Deux problemes
elliptiques emboitésequation.2.19).

Montrer que 1’application qui a f associe u (solution de (2.18Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.18)
avec w solution de (2.19Deux problémes elliptiques emboitésequation.2.19)) est compacte de LP(€2) dans L9(£2)
pour 1 < g < 400

5. On suppose dans cette question que d = 3 et p = 6/5. Montrer que pour tout f € LP(€?) il existe un unique u
solution de (2.18Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.18) avec w solution de (2.19Deux problemes
elliptiques emboitésequation.2.19).

Montrer que I’application qui a f associe u (solution de (2.18Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.18)
avec w solution de (2.19Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.19)) est continue de LP(£2) dans L5(£2)
et compacte de LP () dans L9(§2) pour 1 < ¢ < 6.

Exercice 2.6 (Probleme de Neumann) Solution 2.4Probléeme de Neumanncor.2.4

Soient Q un ouvert borné connexe de R™ (N > 1), a frontidre lipschitzienne. On pose H = {u € HY(Q),
fﬂ x)dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L}, dont les dérivées (au sens des dérivées par
transposmon) sont nulles est nécessairement constante (that is to say qu’il existe C' € IR t.q. cette fonction soit
égale a C' p.p.).
1. (Inégalité de “Poincaré moyenne”.) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H'(f2) et que, sur H, lanorme H'! est
équivalente a la norme || - ||,,, définie par |[ull,, = [|(|Vu|)| £2(0)-
[On pourra montrer, en raisonnant par 1’absurde, qu’il existe C, ne dépendant que 2, t.q. ||ul|z2() < C||u/|m.
pour tout u € H.]
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2. (Caractérisation de (H'(2))".) Soit T' € (H'(2))’, Montrer qu’il existe a € R et F € (L?(Q))" tq.

(T, u) (g1 (), HY(Q) = a/ u(z)dz +/ F(x) - Vu(z)dz, Yu € H'(Q). (2.20)
Q Q

[On pourra considérer T}, et utiliser une injection convenable de H dans L2(Q)N ]

Pour tout 2 € €2, on se donne une matrice, notée A(x), dont les coefficients sont notés a; ;(x),4,j =1,..., N.
On suppose que a; ; € L°°(2) pour tout 4,5 = 1,..., N et qu’il existe o > 0 t.q A(z)¢ - € > a|€|?, pour tout
¢ RN etp.p.enz € Q. Soienta € R et F € (L?(R2))". On cherche u solution de

u e HY(Q),

/QA(LU)Vu(x) -Vo(z)dr = a/ (2.21)

A v(x)dx —l—/QF(a:) - Vu(z)dz, Yv € H(Q).

3. (Existence et unicité.)

(a) Si a # 0, montrer que (2.21Exercicesequation.2.21) n’a pas de solution.

(b) Si a = 0, montrer que (2.21Exercicesequation.2.21) a une solution et que cette solution est unique si I’on
demande qu’elle appartienne a H.

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a; ; € C°°(Q,R) pour tout i, j = 1,..., N, F € C*(Q, RY),
2 est de classe C'™° et que la solution (appartenant & H) de (2.21Exercicesequation.2.21) est aussi dans
Cce (Q, R), montrer que —div(AVu) = —divF, dans €, et que AVu-n = F-n sur 9€, ot n est la normale
a 0f), extérieure a 2.

4. (Dépendance par rapport aux parametres.) On suppose a = 0 et on note u la solution (appartenant a ) de
(2.21Exercicesequation.2.21). On suppose que, pour toutn € IN, u,, € H estla solution de (2.21Exercicesequation.2.21)
avec A, au lieu de A et F), au lieu de F' (et @ = 0). On suppose que

— A, = (U,ET;))Z j=1,...,N Vérifie, pour tout n, les mémes hypothéses que A avec un o indépendant de n,

— (agz))nem est bornée dans L>((2), pour touté,j =1,..., N,

(n)

0.
— F,, — F dans L*(Q)", quand n — oc.

Montrer que (uy, )nen est bornée dans H, puis que u,, — u faiblement dans H' () (quand n — o00) et enfin

que u,, — u dans H'(Q).

—a,; 7 — a;; p.p.,quand n — oo, pour toutz,j =1,..., N,

5. (Régularité H? par la technique des réflexions, cette question est indépendante de la précédente.). On suppose
que a = 0 et quil existe f € L*(Q) t.q. [, F(x) - Vo(z)dx = [, f(x) - v(x)dz, pour tout v € H'(2). On
note u la solution (appartenant a H) de (2.21Exercicesequation.2.21). On suppose que N = 2 et que 2 =
10, 1[x]0, 1[. On pose Q, =] — 1,1[x]0, 1[. On définit A, f et u sur Q, en posant a; ;(x1,x2) = a; ;(—x1,x2)
si (z1,22) €] — 1,0[x]0,1[ et = j, a;j(w1,22) = —a;j(—21,22) si (v1,22) €] — 1,0[x]0,1[ et # j,
fz1,22) = f(—x1,22) si (x1,22) €] — 1,0[x]0, 1] et u(z1,22) = u(—2x1,z2) si (x1,22) €] — 1,0[x]0,1[.
Montrer que u est solution de (2.21Exercicesequation.2.21), avec {2 au lieu de 2.

En utilisant ainsi plusieurs réflexions, montrer (en se ramenant au théoreme de régularité locale vu en cours) que
u € H%(2) dans le cas A(z) = Id pour tout x € Q.

Exercice 2.7 (Norme H?2 sur R")
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Soit N > 1. Cet exercice montre que dans RR" la norme H? est équivalente 4 la somme de la norme L? de
la fonction et de la norme L? de son laplacien. Cette équivalence est utilisée pour étudier un probléme avec le
bilaplacien.

1. Soit f € L*>(RY)
(a) Soitu € H*(IR™) eti € {1,..., N}. Montrer que Au — u = 5?7] dans D*(IR") si et seulement si u vérifie

/Vu(m) -Vo(z)dr + /u(m)v(w)dm = /f(m) 5); dz pour tout v € H'(R™). (2.22)

(b) Montrer qu’il existe un et un seul v € H'(IRY) solution de (2.22Exercicesequation.2.22) et que ||uz1 <
£l 22
2. Soitu € H? (]RN ). Montrer qu’il existe C et Cy strictement positifs, ne dépendant (éventuellement) que de N,
tels que
Cillullez + [AullL2) < [lullaz < Collullrz + [[Aull2).
3. On note H—2(IR™Y) le dual (topologique) de H?(IR™). Soit f € H-2(R") et A > 0.
(a) Soit u € H2(IR™). Montrer que A(A)u + Mu = f dans D*(IR™Y) si et seulement si u est vérifie

/Au(x)Av(x)da: + )\/u(a:)v(x)da: =(f,v)g-2 2. (2.23)

(b) Montrer qu’il existe un et un seul u € H 2(IRN) solution de (2.23Exercicesequation.2.23)

Exercice 2.8 (Modélisation d’un probleme de contact)
On pose B = {z € R?, |z| <2}, T =] —1,1[(C R),et Q = B\ [~1,1] x {0} (2 est donc un ouvert de R?).
On note 0B = B — B. On rappelle que |x| désigne la norme euclidienne de = € IR? et z - y le produit scalaire

correspondant de = et y (€ R?).
Soient f € L?(Q) etg € L>®(I) t.q. g > 0 a.e. (sur I). On s’intéresse au probléme suivant.

—Au(z) = f(z),ze€Q, (2.24)
u(z) = 0,z€dB, (2.25)

ou o Ou _
67;<x70 ) = a—y(m,o ),z el (2.26)
.00 = g@)(u@0") < (w0 ) s e L (2.27)

1. (Recherche d’une formulation faible)
On suppose, dans cette question, que f est une fonction continue sur ) et ¢ une fonction continue sur
I.Onnote Q. = QN {(x,y),y > 0} et Q- = QN {(z,y),y < 0}. Soit u € C?*(Q,R) tq. U,
€ C?(Qy) et u, € C?(Q_). Noter alors que toutes les expressions dans (2.24Exercicesequation.2.24)-
(2.27Exercicesequation.2.24) ont bien un sens. On a, par exemple, u(z, 0") = limy_,, >0 u(z, y).

Montrer que u est solution “classique” de (2.24Exercicesequation.2.24)-(2.27Exercicesequation.2.24) (c’est-
a-dire vérifie (2.24Exercicesequation.2.24) pour tout = € €2, (2.25Exercicesequation.2.24) pour tout z € 0B
et (2.26Exercicesequation.2.24),(2.27Exercicesequation.2.24) pour tout € I) si et seulement si u vérifie :
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u(z) =0, Vo € 0B,
/QVu(ac) - Vo(z)dz+ (2.28)
/g(ff)(u(ffam) —u(z,07))(v(z,0") — v(w,07))dz = /Qf(ff)v(x)dff

I
pour tout v € C?(Q,R) t.q. Vo, € C?(Q4), v, € C*(Q_)etv(x) = 0 pour tout 2 € B. Noter que dx:
désigne I’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue (1 ou 2 dimensionnelle).
2. (Construction de I’espace fonctionnel) On se donne une fonction p € C§°(]R2,1R+) t.q. p(x) = 0, si
|z| > 1, et d’intégrale 1 (sur IR?). Pour n € IN, on définit p,, par p, () = n?p(nz), pour tout z € IF{2

(a) (Trace sur OB, sans “cartes locales”) Soit u € H*(£2). Pour n > 5, on pose u, (= fQ x(1—
Ly — y)dy, pour € D, avec D = {z € B,2 < |z| < 2}. Montrer que u, € C’°°( ) et que
Un — U, dans H'(D), quand n — oo.

En déduire qu’il existe un opérateur linéaire continu v de H'(Q) dans L? (]O7 27[) t.q. y(u)(9) =
u(2cosf,2sinf) ae.end €]0, 27| siu € H(Q) et u est continue sur B \ [—1, 1] x {0}

(b) Montrer qu’il existe v, [resp. v_] linéaire continu de H'(2) dans L%(I) t.q. v+ (u)(z) = u(x,0+)
[resp. 7—(u)(z) = u(z,0—)] ae.enz € [ siu € H'(Q)et Uy, estcontinue sur Q4 [resp. uy, est
continue sur Q_].

3. (Coerci(ti)vité)
On pose H = Ker~y (ou y est défini a la question précédente).
Montrer qu’il existe C't.q. [|ul| z2(q) < C|||Vul|[z2(q) pour tout u € H. [On pourra, par exemple, remarquer
que ), € H'(Qy)etu, € HY(Q)]
4. (Existence et unicité de solutions faibles)
On rappelle que I = Ker~y. Montrer qu’il existe un et un seul u solution de (2.29Exercicesequation.2.29).

u € H,
[ 9u@) - Vol@do + [ g@)u@) — @)oo —ro@de )
= /Qf(x)v(x)dm, Yv e H.

5. Pour n € IN, on note u,, la solution de (2.29Exercicesequation.2.29) avec g t.q. g(y) = n, pour touty € 1.
Montrer que u,, — u (en un sens a préciser), quand n — 00, oll u est la (unique) solution (faible) de
—Au = f dans B, u = 0 sur 0B.

Exercice 2.9 (De Fourier a Dirichlet...)
Soiento > 0, f € L*(RY) et g € L?(IR"N ). On s’intéresse au probléme suivant :

—Au(z) +u(z) = f(z), v € RY,
—01u(0,y) + ou(0,y) = g(y), y e RV .

1. Donner une définition de solution “classique” de (2.30Exercicesequation.2.30) et de solution “faible” de
(2.30Exercicesequation.2.30).

(2.30)

2. Montrer I’existence et I’unicité de la solution faible de (2.30Exercicesequation.2.30).

3. Montrer que si g = 0 presque partout, la solution faible de (2.30Exercicesequation.2.30) (trouvée a la
question précédente) appartient & H?(RY).
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4. Toujours lorsque g = 0 presque partout, on note u,, la solution forte associée a ¢ = n. Montrer que u,,
converge dans H'(IRY) vers u solution faible de :

—Au(z) +u(z) = f(z), z € RY,

u(0,y) =0, ye RV™! @30

Exercice 2.10 (Equation de Schriodinger)

Soit N > 1. On note 2 la boule unité de RY (en fait, les résultats de cet exercice restent vrais si {2 un ouvert borné
“assez régulier” de R™).

Pour f1, fo € L?(f2), on s’intéresse au systeme :

—Auq + us = f1 dans Q,

2.32
—Aus — uy = fo dans Q, ( )
avec diverses conditions aux limites.
1. On considere dans cette premiere question la condition aux limites :
w1 = 0, ug = 0 sur 9f. (2.33)

Soit f1, fo € L2(f2), on dit que (u1, uz) est solution faible du probleme (2.32Exercicesequation.2.32)-
(2.33Exercicesequation.2.33) si

uy € H(%(Q)7 Uz € H(%(Q)
/le(x)-w( )d:c+/ dfv—/fl w)dz, Vo € H(9), (2.34)

VU2($)'V@($)d$—/U1( Je(x )dw— Fa(2)p(x)dz, Vo € Hy(Q).

Q Q

(a) Montrer que le probleéme (2.34Exercicesequation.2.34) admet une et une seule solution. [Utiliser 1’es-
pace V = H}(Q) x HE(Q).]

(b) Montrer que le probleme (2.32Exercicesequation.2.32)-(2.33Exercicesequation.2.33) admet une et une
seule solution au sens suivant : u; € H2(Q) N HY(Q), uz € H2() N HE(Q) et les équations
(2.32Exercicesequation.2.32) sont satisfaites p.p. sur €. [Utiliser, en particulier, la question précédente
et un théoreme de régularité vu en cours. Ne pas oublier de montrer aussi I’ unicité.]

On suppose maintenant que fi, fo € C*(Q). Montrer que uy, us € C°°(€). [Utiliser aussi des
théoremes de régularité vu en cours.]

(c) Pour f = (f1,f2) € L?(2) x L%(), soit u = (u1,us) la solution de (2.34Exercicesequation.2.34),
on note u = T'(f). Montrer que ’opérateur 7" : f — w est un opérateur linéaire continu et compact de
L?(Q) x L?(Q) dans lui-méme.

2. On considere dans cette deuxieme question la condition aux limites :

8u1 - 8u2 -
87 = 07 % =0 sur 897 (235)

ol n désigne le vecteur normal a OS2, extérieure a (2.

Pour résoudre le probleme (2.32Exercicesequation.2.32)-(2.35Exercicesequation.2.35), on va introduire un
parametre, n € IN*, destiné a tendre vers 1’infini.
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Soit f1, fo € L%(2). Pour n € IN*, on s’intéresse au systéme :

1
7AU1 + Uo + —u1 = f1 dans Q,
n (2.36)
—Aug —uy + —us = fo dans ),
n

avec la condition aux limites (2.35Exercicesequation.2.35).

On dit que (u1, ug) est solution faible du probleme (2.36Exercicesequation.2.36)-(2.35Exercicesequation.2.35)
si

u; € Hl(Q), Uy € Hl(Q),

[ V@) Vel)da + [ (o) + L @)e@is = [ f@ptdr, Vo e 1@, )

Vus(z) - Vo(z)dz + / (lug(x) —uy(z))p(z)de = / fa(z)p(x)dx, Yo € H ().
Q Q

n Q

Noter aussi que (u1, u2) est solution faible du probleme (2.32Exercicesequation.2.32)-(2.35Exercicesequation.2.35)
si (u1, ug) est solution de (2.37Exercicesequation.2.37) en remplacant % par 0.

Soit f1, fo € L3(9).

(a) Soitn € IN*.
Montrer que le probleme (2.37Exercicesequation.2.37) admet une et une seule solution, que I’on note
(u{™, u{™) dans 1a suite.

(b) Montrer que :

{12 + 1S 122 ) < 1113200 + 1212 0)-

En déduire que les suites (u\"”)nene, et (ul™) e+ sont bornées dans H(€).

(c) Montrer qu’il existe une et une seule solution au probleme (2.37Exercicesequation.2.37) obtenu en
remplagant 1/n par 0, ¢’est a dire une et une solution faible au probleéme (2.32Exercicesequation.2.32)-
(2.35Exercicesequation.2.35). [Pour I’existence, utiliser les suites (ugn))nem*, et (ug”))ne]N* de la
question précédente et faire tendre n vers +oo. Montrer ensuite 1’unicité.]

(d) Montrer que le probleme (2.32Exercicesequation.2.32)-(2.35Exercicesequation.2.35) admet une et une
seule solution au sens suivant : u; € H2(Q), us € H?(Q), les équations (2.32Exercicesequation.2.32)
sont satisfaites p.p. sur € et les équations (2.35Exercicesequation.2.35) sont satisfaites p.p. (pour la

mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle) sur 02 en utilisant 1’opérateur “trace” (vu en cours) de
H'(Q) dans L?(992) pour donner un sens a 24 et 92

On suppose maintenant que fi, f» € C™(Q). Montrer que u;, us € C°(Q). [Utiliser aussi des
théoremes de régularité vu en cours.]

(e) Pour f = (f1, f2) € L*(Q)x L*(R), soitu = (u1,us) la solution faible de (2.32Exercicesequation.2.32)-
(2.35Exercicesequation.2.35), on note « = T'(f). Montrer que I’opérateur 7" : f — u est un opérateur
linéaire continu et compact de L?(Q2) x L?(Q) dans lui-méme.

3. De maniere similaire, résoudre le probleme (2.32Exercicesequation.2.32) avec la condition aux limites :

u; =0, % = 0 sur 0.
on
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Exercice 2.11 (A la limite de H 1)
Partie I, décomposition dans H{ ()
Soit £ un ouvert de ]RN, N > 1.

1. Soit p € CY(IR,R) t.q. ¢’ € L¥(IR) et p(0) = 0. Soit u € H(2). On note ¢(u) la fonction (de  dans
R) z — p(u(x)). Montrer que p(u) € H}(Q) et que D;p(u) = ¢'(u)Dsu p.p. pour tout i € {1,..., N} (ou
¢ (u) désigne la fonction = — ¢’ (u(z))). [Reprendre la méthode vue en cours.]

On définit maintenant ¢ de IR dans IR par

o(s) =s, pour0<s<1
p(s)=—%5 +2s— 1, pourl <s<2,
p(s) = pour 2< s

o(s) = —p(—s), pour s < 0.

Pour k& € IN*, On définit ¢, de IR dans IR par ¢ (s) = ke(3) pour s € IR.
2. Montrer que, pour tout s € IR, ¢ (s) — s et ¢} (s) — 1 quand k — oo et que |pi(s)| < |s], ¢ (s) < 1.

3. Soit u € H{(£2). Montrer que ¢y (u) € Hg (), pour tout k € N*, et que o5 (u) — u dans H}(Q), quand
k — oo.

4. En déduire que, pour tout u € HJ (£2) et pour tout & > 0, il existe u; € L>(Q) etus € H} () t.q. u = ug +us
et ||U2||Hé <e.

Partie II, Inégalité de Trudinger-Moser

Soit 2 un ouvert borné de IR?. On admet qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de €, t.q.

lull Laey < CVallull (o), Yu € Hy(R), Vq € [1,00[.
(Noter que cette inégalité a ét€ démontrée en T.D. avec q au lieu de /q.)
1. Soit uw € H} () tq. [ull g1 (o) < 1. Montrer qu’il existe o > 0 et a > 0, ne dépendant que de C' (donné ci
dessus) t.q. 7" € L1(Q) et ||’ |1 (o) < a. [Développer e® en puissances de s .. . ..]

2. En utilisant la partie I (et la question précédente), Montrer que eV’ € LY(Q) pour tout u € H(Q) et tout
o > 0. En déduire que e”*” € LP(Q) pour tout u € H(Q), tout o > O et tout p € [1,00].

Partie II1, sur la résolution du probleme de dirichlet

Soit 2 un ouvert borné de IR%. Soit f € L'(Q) t.q. f1/|In (|f))] € L' (Q)
1. (Préliminaire.) Soit & > 0. Montrer qu’il existe 3,7 € IR, ne dépendant que de o, t.q.

st < e’ 4 Bty/|Int| + ~t, Vs, t € R

[On pourra, par exemple, remarquer que st < max{ft\/|Int|, se(sz/ﬁQ)} pour tout 8 > 0 (et tous s,t > 0).
Puis, choisir 3 (en fonction de o) et conclure.]

2. Montrer que fu € L'(€2) pour tout u € H{(Q) et que 'application T : u — [, f(z)u(z)dz est un élément
de H-1(9).
3. Montrer qu’il existe un et un seul v € H} () t.q. —Au = f dans D*(Q).
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Partie IV, contre-exemple

Soit €2 un ouvert borné de IR et  €]0, 2[. On suppose que 0 € 2 et on se donne § €]0, 2[ t.q. Bos = {z € R?,
|z| <28} C Q.

1. Soit v €]0, £[. Montrer qu’il existe u € H§ () t.q. u(z) = (In|x])” p.p. sur Bs. [On pose v(z) = (In(|z|)?.
On rappelle qu’on a vu en T.D. que v € H*(Bys). Il n’est pas demandé de redémontrer ce résultat. ]

2. Montrer qu’il existe f € L1(Q) t.q. f(In|f|)? € LY(Q) et fu ¢ L*(Q) pour certains u € HE(Q).

3. Montrer qu’il existe f € L*(Q) t.q. f(In|f])? € L}(Q) et t.q. il n’existe pas u € HE () vérifiant —Au = f
dans D*(Q).

Exercice 2.12 (Décomposition de Hodge) Solution 2.5Décomposition de Hodgecor.2.5

Soient £ un ouvert borné connexe 2 frontizre lipschitzienne de R™Y (N > 1) et f e (L2(Q))N.

Montrer qu’il existe u € H*(2) t.q.

/ Vu(z) - Vo(z)de = / f(z) Vo(z)dz, Yo € HY(Q).
Q Q

En déduire qu’il existe u € H'(Q) et g € (L*(Q))" t.q. f = Vu+g, p.p. dans Qet [, g(x) - V(z)dx = 0 pour
tout p € H(Q).

On suppose maintenant que g € C'(Q) et que Q = (]0, 1[)Y. Montrer que divg = 0 sur Q et que g - n = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur 9€2, ol n est un vecteur normal & 9.

Exercice 2.13 (Probléme de Stokes, vitesse)

Soient Q un ouvert borné de RN (N > 1) et f = (f1,..., fn)" € (L2(Q))N. On pose H = {u € (H(Q)V;
divu = 0 p.p. dans ©2}. On rappelle que u est solution du probleme de Stokes si :

N
u=(u,...,uy)" € H, Z/QVUZ(ZI‘) -V (x)de = /Qf(x) ~v(z)dz, Yo = (vy,...,on)" € H. (2.38)
i=1

On se propose ici de montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.38Exercicesequation.2.38) par une méthode
de pénalisation. Soit n. € IN*, on considere le probléme suivant :

u= (uy,...,un)" € (Hg(Q)",

/Q (Vaui(z) - Vo(z) + n(divu(z)) Div())dz = /Q fil@)v(@)dz, Yo = HY(Q), Vi e {1,...,N}. @3

1. Montrer que (2.38Exercicesequation.2.38) admet au plus une solution.

2. Montrer qu’il existe une et une seule solution a (2.39Exercicesequation.2.39). [Utiliser le lemme de Lax-
Milgram sur (FH{ (22))"V.] On note, dans la suite, u(™ cette solution.

3. Montrer que la suite (u(™), < est bornée dans (H} ()Y et que la suite (/7 divu™),cn est bornée dans
L2(Q).

4. Montrer que, aprés extraction éventuelle d’une sous suite, u(™) — u faiblement dans (H3(€2))", quand n — oo,
ou u est solution de (2.38Exercicesequation.2.38). En déduire (avec la question 1) que (2.38Exercicesequation.2.38)
admet une unique solution, notée u, et que (™ — v faiblement dans (H} (22))", quand n — oo (sans extraction
de sous suite).
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Exercice 2.14 (Conditions aux limites de Vencel)

Notations et Rappels du cours

On note H,)(0,27) = {u € H'(]0,2x(); u(0) = u(27)} (on rappelle que, si u € H'(]0,2x[), u admet toujours
un représentant continu sur [0, 27| et on identifie u avec ce représentant continu).

Soit B = {(z,y)! € R? 22 + 4> < 1}. On rappelle qu’il existe une application vy : H'(Q) — L*(9B), linéaire,
continue et t.q. y(u) = up.p. sur dB siu € H(Q) N C(B,R).

Siw € L?(dB), on définit j(w) € L*(]0,2x|) par j(w)(#) = w(cosb,sind), pour § € [0, 27[. L application
j est donc une isométrie de L?(9B) sur L*(]0,27(), de sorte que § = joy est linéaire continue de H*({)) dans
L2(]0, 2m[).

Onpose H = {u € H'(Q); g(u) € H}(0,2r)}. On munit H du produit scalaire (u/v)g = (u/v)p1 (o) +
(@(w)/9(v)) 13 (0,27)-

Partie I (Préliminaire d’analyse fontionnelle)

1. Montrer que H} (0, 27) est une espace de Hilbert.
2. Montrer que H est une espace de Hilbert.

Partie II (Conditions aux limites de Vencel)

Pour (,y) € R?, (z,y) # (0,0), on définit r et @ par r = (x2+y2)2 et € [0, 27 t.q. 2 = rcosf et y = rsin f.
Pour u € C*(IR™\ (0,0),R), on pose u,(x,y) = LU (g, y)+ %a—z z,y) etug(z,y) = —y22(z,y) +mg—Z(x, ).
(Dans la suite, on pose ugy = (ug)g, siu € C?(B,IR).)

Pour f et g données, on s’intéresse au probleme :

ur(2,y) —uge(z,y) +ulz,y) = g(x,y), (z,y) € OB. (2.41)

Soient f € L?(B)etg € L?(0B), on appelle “solution faible” de (2.40Exercicesequation.2.40)-(2.41Exercicesequation.2.40)
une solution du probleme suivant :

u € H, (2.42)

2
/ (3" Diu(2)Div(z) + u(=)o(2))d + / (Dg(u)(6) Dg(v)(6) + 5(u)(B)g(v)(6))dB
B 0 . (2.43)
- /B F(z)dz + / §(9)(0)(+(v))(6)d6, o € H.

0

1. Soient f € L?(B)etg € L?(0B). Montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.42Exercicesequation.2.42)-
(2.43Exercicesequation.2.43).

2. (Question plus difficile) On retire, dans cette question, “uv” dans la l1ere intégrale de (2.43Exercicesequation.2.43).
Soient f € L?(B)etg € L?(dB). Montrer qu’il existe encore une et une seule solution de (2.42Exercicesequation.2.42)-
(2.43Exercicesequation.2.43).

3. Soient f € C(B,R) et g € C(B,R). Soit u € C?(B,R). Montrer que u est solution au sens “classique”
de (2.40Exercicesequation.2.40)-(2.4 1 Exercicesequation.2.40) (c.a.d. vérifie (2.40Exercicesequation.2.40) pour
tout (x,y) € B et (2.41Exercicesequation.2.40) pour tout (z,y) € OB) si et seulement si u est solution faible
de (2.40Exercicesequation.2.40)-(2.41Exercicesequation.2.40).
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4. Pour f € L*(B) etg € L?*(0B), onnote T(f,g) = (u,y(u)) € L?*(B) x L?(0B), ou est I'unique solution
faible de (2.40Exercicesequation.2.40)-(2.41Exercicesequation.2.40). Montrer que 7" est un opérateur linéaire
compact autoadjoint de L?(B) x L?(9B) dans lui-méme.

Exercice 2.15 (probleme de Stokes, vitesse et pression) Solution 2.6probléme de Stokes, vitesse et pressioncor.2.6

Soient Q un ouvert borné connexe de IR™Y (N > 1) a frontiére lipschitzienne et f = (fi,..., fx)t € (L2(Q))V.

On s’intéresse ici au probléme de Stokes, that is to say a trouver v = (u1, ..., ux)" et p solution de

—Au+ Vp = f dans Q,
div(u) = 0 dans Q, (2.44)
u = 0 sur 92.

Noter que la premiere équation de (2.44Exercicesequation.2.44) est vectorielle.
Onpose H = {u € (H(Q))"; divu = 0p.p. dans Q}. On appelle solution faible de (2.44Exercicesequation.2.44)
un couple (u, p) solution de

uNz (u1,...,un)t € H, p € L3(),
Z /Q Vui(z) - Vi (z)dx — / (z)divu(x)dx = / f(z (2.45)
B pour tout v = (v1,...,vN)" € (HH(Q))N
On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (2.44Exercicesequation.2.44) est solution de (2.45Exercicesequation.2.45).

Partie I, existence et unicité de u

Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (2.44Exercicesequation.2.44), u est alors solution de

N
u=(u,...,uy)" € H, Z Vui(z) - Vi (z)de = [ f(z)-v(z)de, Yo = (vy,...,on)" € H. (2.46)
—1 /0 Q

On montre dans cette pemiére partie que (2.46Exercicesequation.2.46) a une et une seule solution et que si (u, p)
est solution de (2.45Exercicesequation.2.45), u est alors I’unique solution de (2.46Exercicesequation.2.46).

1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (H}(Q))V.
2. Montrer que (2.46Exercicesequation.2.46) admet une et une seule solution. [Utiliser le lemme de Lax-Milgram.]

3. Soit (u, p) une solution de (2.45Exercicesequation.2.45). Montrer que u est 1’unique solution de (2.46Exercicesequation.2.46).

Soit u 1a solution de (2.46Exercicesequation.2.46). La suite de ’exercice consiste a trouver p pour que (u, p) soit
solution de (2.45Exercicesequation.2.45).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit E et F’ deux espaces de Hilbert (réels). On note (-/-) g (resp. (-/-) r) le produit scalaire dans E (resp. F'). Soit
A un opérateur linéaire continu de F dans F. On note A* I’opérateur adjoint de A. I’ opérateur A* est un opérateur
linéaire continu de F’ dans E. Pour tout g € F', A*g est ’unique élément de F défini par

(A*g/u)g = (9/Au)F pour tout u € E.

(Noter que I’existence et ’unicité de A*g est donnée par le théoreme de représentation de Riesz.)
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1. Montrer que KerA = (ImA*)+.
(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (u/v)g = 0 pour tout v € G}.)
2. Montrer que (KerA)+ = ImA*.

Partie II1, Existence et unicité partielle de p
Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. Nec€as, 1965) que nous admettons.

Lemme 2.31 Soient  un ouvert borné connexe de R (N > 1) a frontiére lipschitzienne et q € L2 (Q) tq.
Jo a(@)dx = 0. Il existe alors v € (H(Q))N t.q. div(v) = q p.p. dans Q et

vz~ < Cllallr2 (o),
ou C ne dépend que de ).

On prend ici E = H}(Q)N et F = L%(Q). Pour u € F on pose Au = div u, de sorte que A est un opérateur
linéaire continu de £ dans F'.

1. Soit (pp,)nen une suite de F et v € F t.q. A*p, — v dans F quand n — +oo. Pour n € IN, on pose ¢, =
Pn — Qp, OU a, est la moyenne de p,, dans €.

(a) Montrer que A*p,, = A*q,,.
(b) Montrer que la suite (¢, )necw est bornée dans F'. [Utiliser le lemme 2.30Exercicestheorem.2.30.]
(c) Montrer que v € ImA*.

2. Montrer que (KerA)* = ImA* et que KerA = H.

3. On rappelle que le produit scalaire dans £ est défini par

N
(u/v)gp = Z/S)Vul(x) -V, (z)dz.

On définit Ty € Epar (Ty/v)g = [, f(x)-v(x)dz pourtoutv € E. Soit v la solution de (2.46Exercicesequation.2.46).
(a) Montrer que u — Ty € HL. En déduire que u — Ty € ImA*.
(b) Montrer qu’il existe p € F' t.q. (u, p) est solution de (2.45Exercicesequation.2.45).

4. Soit (u1,p1) et (ug, p2) deux solutions de (2.45Exercicesequation.2.45). Montrer que u; = ug = u (ol u est
I’unique solution de (2.46Exercicesequation.2.46)) et qu’il existe a € IR t.q. p1 — p2 = a p.p..

Exercice 2.16 (Continuité séquentielle de L>-faible dans H}) Solution 2.7Continuité séquentielle de L*-faible
dans H}cor2.7

Soit © un ouvert borné de R (N > 1). Pour tout = € €2, on se donne une matrice, notée A(z), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), ¢, = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(€2) pour tout 7,5 = 1,..., N et qu’il
existe a« > 0t.q A(z) 2 pour tout £ € RN etp.p.enz € Q.

Pour f € L*(Q), on sait qu’il existe une unique solution au probléme suivant :

uEHO

/ Az -Vo(z)dr = / f(x)v(x)dz, pourtoutv € Hy(S). 247

Soit ( fn)new une suite bornée de L2(2) et f € L?(©2). On note u la solution de (2.47Exercicesequation.2.47) et,
pour n € IN, on note u,, la solution de (2.47Exercicesequation.2.47) avec f,, aulieu de f. On suppose que f, — f
faiblement dans L?((2).
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1. Montrer que la suite (uy,),eN est bornée dans H} (Q).
2. Montrer que u,, — u faiblement dans H{ (2) et que u,, — u dans L?(Q2) (quand n — +00).
3. Montrer que, quand n — 400,

/ A(x)Vun(z) - Vuy(r)de — / A(x)Vu(z) - Vu(x)dz.
Q Q

[Utiliser le fait que [, A(x) V() - Vu, (z)dz = [ fn(z)u, (x)dz et passer a la limite sur le terme de droite
de cette égalité.]

4. Montrer que u,, — u dans H{(£2). [On pourra considérer [, A(x)V (up — u)(z) - V(uy — u)(x)dz.]

Exercice 2.17 (Exercice liminaire a ’exercice 2.17Solutions bornées d’un probleme elliptiqueexo.2.17) Solution
2.8Exercice liminaire a l’exercice 2.17Solutions bornées d’un probléeme elliptiqueexo.2.17cor.2.8

Soit ¢ une fonction décroissante de IR 4 dans IR ;. On suppose qu’il existe C' > O et 5 > 1t.q.

B
O§x<y:>g0(y)§0g;(f)x.

Montrer qu’il existe a € IR t.q. ¢(a) = 0. [On pourra montrer ’existence d’une suite strictement croissante

(ag)ken+ t.q. p(ag) < 2% pour tout k € IN* et limy_,o, ax < +00. Pour cela, on pourra montrer qu’il existe ag

. . ) . C 1 _ 1
t.q. ¢(ag) < 1 puis, par récurrence, définir aj1 par aiTi—ar 3V = =l

Exercice 2.18 (Solutions bornées d’un probléme elliptique) Solution 2.9Solutions bornées d’un probleme elliptiquecor.2.9

Soit  un ouvert borné de RY (N > 1). Pour tout z € £, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), ¢, = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(€2) pour tout 7,5 = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(z)¢ - € > alé|?, pour tout € € R etp.p.enz € Q.

Si B est une partie borélienne de IR, on note mes(B) le mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de A (that is to
say la “surface” si N = 2 et le volume si N = 3).

1. Soit F € L2(Q)"N. Montrer qu’il existe un et un seul u solution de
u € Hg(Q),

/ A(z)Vu(z) - Vo(x)de = / F(x) - Vu(z)dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

(2.48)

Soit p > N. On suppose pour la suite de I’exercice que F' € LP(Q)™ (On rappelle que LP(Q)™ c L2(Q)V car
p > 2) et on note u 1’'unique solution de (2.48Exercicesequation.2.48).
Pour k € IR, on définit la fonction Sy, de IR dans IR par

Sk(s)=0si —k<s<k,
Sk(s) =s—ksis >k,
Sk(s) =s+ksis< —k.
On rappelle que si v € Hg(2) ona Sy (v) € HL(Q) et VSi(v) = 14, Vv p.p., avec Ay, = {|v| > k}.
2. Soit k € IR, Montrer que

1

||V k()] L2 () = @ </ Vu(x).Vu(x)dm) < mes(Ag) 27 ||| F|| 1o () -
Ay

[On pourra prendre v = Si(u) dans (2.48Exercicesequation.2.48) et utiliser I’inégalité de Holder.]
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3. On pose 1* = % On rappelle qu’il existe C'; ne dépendant que de N t.q.
1,1
Hw||L1*(Q) < C’1Hw||W01,1(Q) = C1|[|Vwl|| 1 () pour tout w € Wy ().

Soit k, h € R4 t.q. k < h. Montrer que

(h — k)mes(An) "~ s(/A S (u(@)|* dz) ™ < C1|||VSk()|]| iy < Cull|VSk(w)|]| L2 ymes(Ax) 2.

En déduire qu’il existe C5 ne dépendant que de C1, o, F et p t.q.
(h— k)mes(Ah) < Comes(Ay)! 5.

4. Montrer que u € L () (that is to say qu’il existe a € R4 t.q. mes(A,) = 0). [On pourra poser p(k) =
mes(Ak)% et utiliser 1’exercice 2.16Exercice liminaire a 1’exercice 2.17Solutions bornées d’un probléme
elliptiqueexo.2.17ex0.2.16.]

5. Montrer qu’il existe C's ne dépendant que de 2, a et p t.q.
[ull Lo (@) < Csll[Fll| o (e)

Exercice 2.19 (Solutions bornées d’un probléme elliptique, suite)
On reprend les premieres hypotheses de 1’exercice 2.17Solutions bornées d’un probleme elliptiqueexo.2.17.

Soit Q un ouvert borné de RY (N > 1). Pour tout z € €2, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), 4,7 = 1,..., N. On suppose que a; ; € L*°(€2) pour tout 7,5 = 1,..., N et qu’il
existe v > 0t.q A(z)€ - € > alé]?, pour tout ¢ € RV etp.p.enz € Q.

1. Soit f € LP(Q) avecp > 1si N = 2etp = 2N/(N +2) si N > 3. Montrer qu’il existe un et un seul u solution
de
u € Hy(Q

/A -Vo(z dm—/f x)dz, pour toutv € H} (). (249

2. Soitp > N/2et f € LP(Q). Montrer qu’il existe un unique « solution de (2.49Exercicesequation.2.49). [Se
ramener 2 la question précédente.]

Montrer que u € L>(Q2) et qu’il existe C' ne dépendant que de €2, « et p t.q.

llull () < CllfllLr )
[Se ramener a I’exercice 2.17Solutions bornées d’un probleme elliptiqueexo.2.17.]

Exercice 2.20 (Diffusion évanescente et convection) Solution 2.10Diffusion évanescente et convectioncor.2.10

Partie I Soient  un ouvert borné de RY (N > 1) etw = (wy,...,wy)t € (L=(Q))N tq. div(w) = 0 dans

D*(€2) (On rappelle que div(w) = Zfil D;w;). Soitu € HE ().

1. Montrer que u*> € W, (2) et que D;(u?) = 2uDju, pour tout i € 1,..., N. [Utiliser la densité de C2°(Q2)
dans H}(Q).]

2. Montrer que / w(z) - V(z)dx = 0, pour tout € W' (Q). [Utiliser la densité de C2°(€2) dans W' (Q).]
Q
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3. Montrer que / w(z) - V(u?)(z)dr = 2/ uw(z)w(x) - Vu(z)dr = 0 (on rappelle que w - V(u?) = Zfil

Partie IT Soit © un ouvert borné de IR™,  frontizre lipschiztienne (cette hypothese donne I’existence de 1’ opérateur
“trace”, noté v, linéaire continu de H'(f2) dans L?(0Q) et t.q. v(u) = u sur O si u € C(Q) N H(Q) et
Ker(y) = H}(Q)). Soient a € R’ etw € (L>=(Q))"N t.q. div(w) = 0 dans D*(12). Soient f € L*() et g € Im
v. On cherche u solution du probleme suivant :

u € HY(Q), v(u) = g (dans L?(99Q)),

/QaVu(x) -Vou(x)dz + /Q u(z)w(z) - Vo(z)dr = /Qf(x)v(z)da:, Yo € Hy ().

1. Soit G € H'(Q) t.q. v(G) = g (dans L?(92)). Montrer que u est solution de (2.50Exercicesequation.2.50) si
et seulement si w = G + w avec w solution de (2.51Exercicesequation.2.51).

(2.50)

u e H} (),
/QaVH(m) -Vou(x)dz + /Qﬂ(x)w(x) -Vo(z)dr = @.51)
f(@)v(x)dx — / aVG(z) - Vo(z)dr — [ G(x)w(x) - Vo(x)dz, Vv € H} ().
Q Q Q
2. Montrer que (2.50Exercicesequation.2.50) admet une et une seule solution.

On note u cette solution dans la suite de cette partie.
3. On suppose, dans cette question, que g = 0 (de sorte que u € H} (£2)). Montrer que a||u||i,é < / f(x)u(x)dz.
Q

4. Soit b € IR. On suppose, dans cette question, que f < 0 p.p. dans 2 et que g < b p.p. sur 9€2 (pour la mesure
N — 1-dimensionnelle sur 9€2). Montrer que u < b p.p. dans €. [On pourra admettre que (u — b)* € Hg ()
et que V(u — b)T = 1,5,Vu p.p. (ce résultat est semblable a celui du lemme 2.21Positivité de la solution
faibletheorem.2.21), utiliser (2.50Exercicesequation.2.50) et la partie I.]

Partie ITI Dans cette partie on prend N = 2, 2 =]0, 1[2, w = (—1,0) et g = 0. On suppose aussi que f € L>°({2)

et que f > 0 p.p. sur Q. On note u,, la solution de (2.50Exercicesequation.2.50) pour a = 1/n (n € IN*) et on

s’intéresse a la limite de u,, quand n — co.

1. Soit n € IN*. Montrer que u,, > 0 p.p..[Utiliser la Partie II, question 4.]

2. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C1, ne dépendant que de f, t.q. ||tn|| oo (o) < C1. [On pourra, par exemple,
chercher de quel probleme de type (2.50Exercicesequation.2.50) est solution la fonction w,, + S, avec ¢ () =
x1 et 8 convenablement choisi, et utiliser la Partie II, question 4.]

3. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe Cs, ne dépendant que de f, t.q. [unll 1) < C2v/n.

4. En utilisant la remarque 2.14Optimalité des hypothésestheorem.2.14, montrer que u,, € H?(Q2) pour tout
n € IN*.

_ Qup Ouy,
5. Soit n € IN*. Si u,, € C(2), déduire de la question 1 de la partie III que %(0@2) > 0et 6L(1’ x2) <
1 L1

Ouy, Oun
0 pour tout x5 €]0, 1] (de méme, %(xho) > 0 et %(ml, 1) < 0 pour tout x; €]0,1[). On admettra,
T2 X2

dans la suite, que ce résultat est encore vrai, avec seulement u,, € HZ2({2), au sens v(Diu,)(0,22) > 0
et Y(Dyup)(1,22) < 0 p.p. en z2 €]0,1] (de méme y(Dauy)(z1,0) > 0 et y(Dauy)(x1,1) < 0 p.p. en
1 €]0, 1.
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. En utilisant la question 2 de la partie III, montrer qu’on peut supposer (a une sous suite pres) que u, — U

*-faiblement dans L>°(€2) quand n — 400, c’est a dire :

/ x)dr — / x)dzx, pour tout p € L'(Q).

Montrer que © > 0 p.p..

On cherche, dans la suite, 1’équation et les conditions aux limites satisfaites par u.

. Montrer que Dyu = f dans D*(Q).

8. Soitn € IN* et ¢ € C'(£2), montrer que

10.

11.

%/QVun(ac)Vgo(m)dx—i—%/O ¥(D1un) (0, 22)(0, z2)dxe — %/0 Y(Dyun) (1, z2)(1, 22)dxo

1 1t
b [ ADa) 0, 0 = 1 [ (Do), Vi,
0

n
g o
/ u(:c 99 (2w < / @ 2:52)

_ _ 0
On suppose, dans cette question, que u € C*(Q) et que f € C(£2). Montrer que a—u = f partout dans 2 et que
Z1

. Soit p € C1(Q2) t.q. ¢ > 0 sur OQ. Montrer que

u(0, z2) = 0 pour tout x5 €]0, 1].
La fonction u est-elle alors entierement déterminée par f ?

On remplace w = (—1,0) par w € IR?\ {0}.... De quel probleme, dépendant de w, u est elle solution ?
[distinguer les signes des 2 composantes de w.]

Exercice 2.21 (Condition de Dirichlet non homogéne) Soit Q un ouvert borné de IR” a frontiére lipschitzienne
et g € Im(y) (ou vy désigne I’opérateur trace vu au théoreme 1.23Théorémes de tracetheorem.l.23). Soient
(@i)ij=1,..8 C L®(2) et a > 0 tels que (2.1Formulation faibleequation.2.1) soit vérifice.

1.

Soit f € L%(£2). Montrer que (2.13Condition de Dirichlet non homogene (1)equation.2.13) admet une unique
solution.

. Soit T € H~1(£2). Montrer que (2.14Condition de Dirichlet non homogéne (2)equation.2.14) admet une unique

solution.

. On suppose dans cette question que N = 2 et 1 < p < +o00. Montrer que pour tout f € LP({2) il existe une

unique solution au probleme (2.13Condition de Dirichlet non homogene (1)equation.2.13).

. On suppose dans cette question que N > 3 et p = 2N /(N + 2). Montrer que pour tout f € LP(Q) il existe une

unique solution au probleme (2.13Condition de Dirichlet non homogene (1)equation.2.13).

Exercice 2.22 (Espace H'/ 2(09)) Soit 2 un ouvert borné de RY (N > 1) a frontiere lipschitzienne. On note -y
I’opérateur trace défini sur H(Q).
On rappelle que H'/2(9€) = Imy et que [|u| z1/2 90y = nf{|[Tl| g1 (), ¥(@) = u}.

EDP, Télé-enseignement, M2 64



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

1. Soit u € H/?(982). Montrer que [l 17200y = Ul 1 () ob @ est I'unique solution faible de —Au = 0 dans
Q avec v(u) = wu, that is to say I’'unique solution de

i€ H'(Q),~() =u,

/ Vi(x)Vo(z) dz = 0,Vv € H} ().
Q

2. Montrer que I’espace H'/2(9€2) est un espace de Hilbert.
3. Montrer que I’espace H'/2(99) s’injecte continiment dans L?(992).

Exercice 2.23 (trace normale d’un élément de Hy;,) Soit  un ouvert borné de IR? a frontiere lipschitzienne.
On pose Hyiy () = {v = (v1,v2) € L*(Q)? t.q. div(v) € L*(2)} et, pour v € Hygiy (),

[0l 0 2y = (0] 72 () + [[div(0)[[Z2(0y) 2 (2.53)
1. Montrer que Hygsy, (€2), muni de la norme définie par (2.53trace normale d’un élément de Hg;,equation.2.53), est
un espace de Hilbert.
2. Soit v € Hygiv(Q).

(a) Montrer que
/ Vo -vdz +/ pdiv(v)dr =0,
Q Q

Pour tout ¢ € C°(2), puis pour tout ¢ € Hi ().
(b) Soit uy,us € HY(Q) t.q. v(u1) = y(uz) (ol 7 est I’opérateur trace défini sur H*(£2)). Montrer que

/Vu1~vdx+/u1div(v)d:c:/Vu2~vdx+/u2div(v)dx.
Q Q Q Q

On rappelle que H'/2(99) = Tmry et que H'/?(9€) est un espace de Hilbert avec la norme définie dans I’exer-
cice 2.21Espace H'/2(0Q)ex0.2.21. On note H~'/2(9Q) I'espace dual de H'/2(9Q) (that is to say ’ensemble
des applications linéaires continues de H'/2(99) dans IR).

3. Soit v € Hgiy(£2). Montrer que 1’on peut définir un élément de H~1/2(952), noté T'(v), en posant, pour u €
H1/2 (Q),
<T(U)7U>H*1/2(8Q),H1/2(8§2) = Vu - vdx + / ﬂdiV(U)dZ‘, (254)
Q Q
avec © € H'(Q) tq. v(u) = wu. (En particulier, le terme de droite de (2.54trace normale d’un élément de
Hgivequation.2.54) est bien défini et ne dépend pas de usiuw € H'(Q2) et y(u) = u.)
On a ainsi défini une application T’ de Hg;, (Q2) dans H~1/2(99).
4. Montrer que I’application 7 est linéaire continue de Hg;, () dans H~1/2(99Q).

5. On suppose dans cette question que v € H'(£2)? (on a donc aussi v € Hg;,(2)). On note (v) la fonction
obtenue sur OS2 en prenant la trace de chacune des composantes de v. (On a donc y(v) € HY2(0Q)? C
L?(99)2.) On note n(z) le vecteur normal a 99, extérieur & . Comme () est & frontiere lipschizienne, le
vecteur n(x) est défini p.p. en x € 9 (p.p. signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue
1-dimensionnelle sur 9N2) et la fonction = +— n(x) définit un élément de L>°(9€2). On obtient ainsi y(v) - n €

£ G

L?(09). Cette (classe de) fonction(s) v(u) - n est appelée “trace normale de u sur 9€2". Montrer que

(T(v),u) g-1/2(00), 1172 (09) = /{m uvy(v) - nd\(z). (2.55)
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N.B. Cette question explique pourquoi 1’application 7'(v) est souvent notée v - n méme si v € Hgiy(q) (et

non a H'(£2)?). On peut aussi montrer que H'/2(052) est dense dans L?(992). Ceci permet de montrer que,
lorsque v € HY(Q), y(v) - n est I'unique élément de L?(9N2) vérifiant (2.55trace normale d’un élément de
H givequation.2.55).

Exercice 2.24 (Pas de trace normale sur une partie du bord) On reprend ici les notations de 1’exercice 2.22trace
normale d’un élément de H4;,€x0.2.22. Soit maintenant I une partie du bord de 2. Il semble naturel de poser

HY2(I) = {utq. u = v(@) p.p. sur I avecw € H'(Q)}. (2.56)
(ol p.p. signifie p.p. pour \.) La norme sur H'/2(I) est alors
1wl gi/2(ry = inf{[[@]| g1 (o), ¥(@) = up.p.sur I} (2.57)

H*'/2(I) est alors un espace de Hilbert et on note H ~'/2(I) son dual. L’objectif de cet exercice est de remarquer
qu’en général il n’existe pas d’opérateur T linéaire continu de Hg;, () dans H~/2(I) t.q.

(T(v),w) g—1r2(1y,11/2(1) = /uv~nd)\(at),
I

pour tout u € H'/2(I) et v € C'(Q). Autrement dit on ne peut pas prolonger continiiment I’opérateur naturel
v — v - n (bien défini si v est réguliere) a I’espace Hyg;y (€2). Nous donnons dans cet exercice un exemple pour
lequel ce prolongement est effectivement impossible.

Noter aussi que la définition de H'/?(I) (donnée par (2.56Pas de trace normale sur une partie du bordequation.2.56))
et de sa norme (donnée par (2.57Pas de trace normale sur une partie du bordequation.2.57)) dépend de €2 (et pas
seulement de ). Cette dépendance est sans importance. Plus précisément, soit 21 et {25 deux ouverts bornés de
IR? a frontieres lipschitziennes. On suppose que I est une partie de 9 et une partie de 9. Par un argument de
cartes locales, permettant de ramener 1’étude des traces de H*(£2;), i = 1,2, a celles de H'! (]Rf_), on peut montrer
que I’espace H'/?(I) ne dépend pas du fait que 1’on considere I comme une partie de 9 ou une partie de 9.
De plus, les deux normes obtenues alors pour I’espace H'/?(I) sont équivalentes.

Pour construire notre exemple, on prend Q =0, a[?, avec a > 0 t.q. av/2 < 1, et I =)0, a[x{0}. L’ objectif est de
montrer qu’il n’existe pas d’opérateur 7" linéaire continu de Hy;, () dans H~'/2(I) t.q.

<T(’U)7u>H*1/2(I),H1/2(I) = /UU : ﬂdA(J?), pour tout u € Hl/Q(I) etv € CI(Q) (258)
I

Pour cela, on va raisonner par I’absurde. On suppose donc qu’il existe 7' linéaire continu de Hg;,(2) dans
H-Y2(1 ) vérifiant (2.58Pas de trace normale sur une partie du bordequation.2.58).

Soit 0 < 8 < 1/2. Pour x € €, on pose (| - | désignant la norme euclidienne classique de IR?)

u(z) = (~In(|z]))”.

Onau € C*(Q) et on sait que u € H'(Q) (exercice 1.5Non généralisation de 1’exercice 1.3Espace de Sobolev en
ldexo.1.3ex0.1.5). La trace de u sur I est égale (p.p. pour \) a la trace classique. On note z;, x2 les composantes
de z € IR?. On prend maintenant v = (v, v3) avec

ou _ Ou

V)= —F—, Vg = —.
83327 8331
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1. Montrer que div(v) = g;l + 8”2 = O et donc que v € Hyg; ().

On définit v(™), pour n t.q. (a + 1/n)\/§ < 1, par
v (1, 22) = v(@r + —, w2).

2. Montrer que v(™ € C>(Q) et v — v dans Hy;, () quand n — +oo0.
On note y la fonction indentiquement égale a 1 sur € (cette fonction est bien dans H'/?(I) car c’est la trace
de la fonction qui vaut 1 sur tout €2).

3. Comme v(™ - n = —v{"

—In(z, + -1
T X = [ man) = [ pEHEE DI g,
$1+*

sur I, montrer que

Montrer que le terme de gauche de cette égalité tend vers (T'(v), X) g-1/2(1y, gr1/2(r) (utiliser la continuité de 7))
et que le terme de droite tend vers oo (car 5 > 0). En déduire la contradiction souhaitée.

4. Avec v - n pris au sens de 1’exercice 2.22trace normale d’un élément de H 4;,€x0.2.22, montrer que
(V- n, X)H-172(00),1172(09) = 0

et que limy, o [50 X 0™ - ndA(z) =

2.7 Corrigés d’exercices

Corrigé 2.1 (Régularité en dimension 1)

f € L?(]0,1]). On rappelle (cf. cours) qu’il existe un et un seul u solution de

u € H(]0,1]),
2.
/ Du(t)Do(t)dt = / F(u(t)dt, Yo € HY(]0,1]). 2.59)
On suppose maintenant que f € C([0,1],IR)(C L*(]0,1[). On pose F(z) = [ f(t)dt, pour tout z € [0, 1]. Soit

u la solution de (2.59Corrigés d’exercicesequation.2.59). Montrer que, pour tout ¢ 6 C ([0, 1],IR),on a

/O (Du(t) + F(t))p(t)dt = /0 colt)dt

avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ¢).
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continiment dérivable sur ]0, 1[ et —u" (z) = f(x)
pour tout  €]0, 1] (et que u(0) = u(1) = 0).

Corrigé —  Soit p € C([0,1],IR). Pour z € [0, 1] on pose

v = [ ewit—s [ ()t

On a donc ¢ € C*([0,1]), ¥(0) = ¥(1) = 0 et la dérivée faible de 1) est égale p.p. & sa dérivée classique (voir la
Définition 1.2Derivate by transpositiontheorem.1.2), that is to say
1

Dy(z) = ¢’ (z) = o(z) — / ©(s)ds pour presque tout x €]0, 1].
Jo
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On a donc € L*(Q) et Dy € L*(), ce qui prouve que v € H'(]0, 1]). Comme 1(0) = ( ) = 0, on a méme
P € H&(Q) (voir la section 1.5Théorémes de tracesection.1.5). On peut donc prendre v = 1 dans (2.59Corrigés
d’exercicesequation.2.59), on obtient

/Du dt—/ dt/. Du(t)dt = /f Yob(x

Comme I est de classe Cl et F' = f, on a (en utilisant aussi 1(0) = (1) = 0)
1 1 1 1
/ f(@)Y(z)de = F’(gj)w(w)dx = 7/ F(x)y (z)dx = 7/ F(z)e(x)dz +/ F(x)d:L/ p(t)dt.
0 0 0 0 0
En posant ¢ = fo Du(t)dt + jo t)dt, on a donc

/0 (Du(t) + F(t))p(t)dt = C/o w(t)dt pour tout o € C([0,1]).

Comme Du + F — ¢ € L*(]0,1]) et que C(]0,1]) est dense dans L*(]0, 1[), on en déduit
Du = —F + cp.p. dans |0, 1[.

On pose maintenant
x
w(z) = / (=F(t) + ¢)dt pour x € [0, 1].
0

Comme w est de classe C*(la fonction w est méme de classe C?) la dérivée par transposition de w est une dérivée faible
et est égale p.p. a la dérivée classique de w. On a donc Dw = w' = —F + ¢ p.p.. On a donc Dw = Du p.p. et
on en déduit que w — wu est une fonction presque partout égale a une constante (voir l’exercice 1.2A function with null
derivative is constantexo.1.2). En identifiant la (classe de) fonction(s) w a son représentant continu, on a donc w de classe
C* v =—F4cetu' = —F = f. Onaaussiu(0) = u(1) (car u € Hg(]0,1[) et donc le représentant continu de u
vérifie u(0) = u(1) = 0).

Corrigé 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1)

On reprend 1’exercice précédent. On pose E = L?(]0, 1[) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on rappelle qu’il
existe un et un seul u solution de (2.59Corrigés d’exercicesequation.2.59).

On note 1" I’application de E dans E qui a f associe u (solution de (2.59Corrigés d’exercicesequation.2.59), noter
que H}(]0,1[) C E). On rappelle que T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de E dans E.

1. Soit A € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0, 1], R) N C%(]0,1[,IR), u # 0, tel que —Au" = u, sur |0, 1]
etu(0) =u(l) =0.
Corrigé — On avu a la section 2.2.2Le Laplaciensubsection.2.2.2 que N(T) = {f € E, Tf = 0p.p.} = {0},
que les valeurs propres de T' sont toutes strictement positives et qu’il existe une base hilbertienne de L2(]O, 1[)

formée de fonctions propres de T'. On cherche ici une telle base hilbertienne. Pour cela, on trouve tout d’abord les
valeurs propres de T'.

On rappelle que, pour f € E, Ona Tf € HS(]0, 1] et, en posant u = T'f,

/1 Du(t)Du(t)dt = /1 f(t)v(t)dt pour tout v € Hy (]0, 1[).
Soit \ une valeur propre d((],’ T. On sait déja que )? >0.llexiste fe E, f #0tq. Tf = \f. Enposantu =T'f,
onadoncu € H}(]0,1]), u # 0 et f = u/), ce qui donne

/: Du(t)Du(t)dt = % ‘/0.1 u(t)v(t)dt pour tout v € Hy (]0, 1[).

Comme u € Hg (]0, 1)), on a w continu sur [0, 1] (plus précisément, u admet un représentant continu et on identifie
u a ce représentant) et w(0) = u(1) = 0. L’exercice 2.1Régularité en dimension lexo.2.1 montre alors que u est
de classe C? et que

—u" (z) = u(z) pour tout x €)0, 1]. (2.60)
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2. Montrer que VP(T) = {2, k € N*} et o(T) = VP(T) U{0}.

Corrigé —  Pour chercher les valeurs propres, la question précédente nous a ramené a la résolution d’une équa-
tion différentielle linéaire classique. Il est bien connu (c’est, par exemple, une conséquence du théoreme d’existence
et d’unicité de Cauchy-Lipschitz) que ’ensemble de solutions de (2.60Corrigés d’exercicesequation.2.60) est un
espace vectoriel de dimension 2, engendré par le fonctions x — sin(z/\/X) et z — cos(z/v/A).

Si X est valeur propre de T, il existe donc (par la question précédente) v # 0 t.q. Tu = \u, u de classe C?,
u continu sur [0,1], u(0) = u(1) = 0 et u solution de (2.60Corrigés d’exercicesequation.2.60). Il existe donc
A,BeTRtg
u(z) = Asin(i) + Bcos(i
VA VA
Comme u(0) = 0, on a nécessairement B = 0. Puis, comme u # 0, on a nécessairement A # 0. Enfin, comme
u(1) = 0, on a nécessairement sin(1/v/X) = 0, ce qui donne existence de k € Z t.q. 1/v/A = kr. Comme
A >0, onadonck € N*, 1/X = k?7? et u(z) = Asin(krx) pour tout x € [0,1] avec A # 0 (la fonction u
vérifie bien Tuw = \u, ce qu’on peut vérifier facilement en remarquant qu’il suffit d’écrire la formulation faible en
prenant des fonctions v dans CS°(]0, 1[), car C£2(]0, 1[) est dense dans H3 (]0,1])).

) pour tout = € [0, 1].

On a ainsi trouvé toutes les valeurs propres de T, VP(T') = {#, k € IN*}. La section 2.2Analyse spectralesection.2.2
donne alors que o(T') \ {0} = VP(T) \ {0}. Enfin comme T n’est pas surjectif (ce qui est toujours le cas pour
un opérateur linéaire compact en dimension infinie), on a 0 € o(T) et donc o(T') = VP(T) U {0}.

3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢, = 2 fol f(t) sin(nnt)dt. Montrer que :

n
f— Zcp sin(pm-)||2 — 0, quand n — oco.
p=1

(Comparer avec les séries de Fourier. . ., )

Corrigé — La question précédente nous a donné les valeurs propres de T mais aussi les sous espaces propres cor-
respondants. Cette question est alors une application immédiate de la section 2.2.2Le Laplaciensubsection.2.2.2.
Pour n € IN*, on pose e, (x) = \/2sin(pra) pour tout = € [0,1]. La famille {e,,, n € IN*} est une base hilber-
tienne de L*(]0, 1]). On a donc, pour tout f € L*(]0, 1[),

n
IIf— Zcp sin(pm)|l2 — 0, quand n — o,
p=1
that is to say [ = 3707 | cpsin(pm), la convergence de la série étant a prendre dans espace L2(]o, 1]).
Cette série n’est pas la série de Fourier de f. En effet, la série de Fourier de f est obtenue avec les fonctions
sin(2pm-) et cos(2pm-) (p € Z ). La décomposition de f en série de Fourier correspond aussi a I’opérateur

w s u'’, mais avec des conditions périodiques (u(0) = u(1) et v’ (0) = u’(1)) au lieu des conditions de Dirichlet

(u(0) = u(1) =0).

4. Soit 4 € IR*. En utilisant I’alternative de Fredholm, donner une C.N.S. sur f € F pour que le probleme
suivant ait une solution :

u € Hg(]0,1]),

/1 Du(t)Do(t)dt + ﬂ/l u(tyo(t)dt = /1 Feyo(t)dt, Yo € H2(0.1]). (2.61)
0 0 0
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Corrigé — Soit f € E. La fonction u est solution du probléme (2.61Corrigés d’exercicesequation.2.61) si et seulement
siT(f — pu) = u, that is to say

—u = —== (2.62)
K K

D’apres ’alternative de Fredholm, ce probléme & une solution si et seulement si f est orthogonal (dans E) au sous espace
propre de T associé a (—1/p).

Ceci peut se redémontrer a partir des questions précédentes. En effet, on pose b, = (f/en)r (la famille {e,,, n € IN*}
étant la base hilbertienne de E donnée la question 3), de sorte que f = Z;‘;l bnen (cette série étant convergente dans

FE). On a alors aussi
—+o0o

b
T(f) = —e
(=3 e
n—1
Cette série étant aussi convergente dans E.
Soit u € E. On pose a, = (u/en)E, on a ainsi
too 2 2
1 w+ncm
T(u) + —u = Zan?ena
H n=1 pmem

Cette série étant convergente dans E. La fonction u est donc solution de (2.62Corrigés d’exercicesequation.2.62) si et
seulement si
an(p +n°n?) = pb, pour tout n € IN*.

Si pp # —n*m? pour tout n € IN*, il existe une et une seule solution & (2.62Corrigés d’exercicesequation.2.62).

Si il existe p € IN* t.q. u = p>m?, I’équation (2.62Corrigés d’exercicesequation.2.62) a une solution si et seulement si
by = 0, that is to say si et seulement si [ est orthogonal (dans E) a e,,. Ce qui est équivalent a dire que f est orthogonal
au sous espace propre de T associé a la valeur propre (—1/p).
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Devoir 1, exercice 2.4

Corrigé 2.3 (Deux problemes elliptiques emboités)
Soit €2 un ouvert borné de ]Rd, d > 1, et M et N deux matrices de taille d x d a coefficients dans L°°(£2). On
suppose qu’il existe a > 0 t.q. pour presque tout x € 2 et pour tout £ € R% ona

M(z)¢- € > al¢]? et N(z)¢-€ > al¢f.

1. Soit f € L?(£2). Montrer qu’il existe un unique u t.q.

u € HO
/ N(z ) - Vo(z)dr = / (M(z) + N(z))Vw(z) - Vo(z)dz pour tout v € Hy (), (2.63)
Q
avec w solution de
w E Ho
/ M (x (x) - Vo(z)dr = / f(z)v(z)dx pour tout v € Hj(Q). (2.64)

pour les questions suivantes, on note 7'( f) cette unique solution de (2.63Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.63)
avec w solution de (2.64Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.64).

Corrigé — Le théoreme 2.6Existence et unicité de la solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4)theorem.2.6 donne
Uexistence et I'unicité de w solution de (2.64Deux problémes elliptiques emboitésequation.2.64). Pour v € Hg (), on
pose alors

S(v) = /Q(]\[( z) + N(z))Vw(z) - Vo(z)dz.

L’application S est linéaire continue de Hy(Q) dans IR, ¢’est donc un élément de H™"(Q). Le théoréme 2.9Existence
et unicité, T € H ™ *theorem.2.9 donne alors ’existence et ['unicité de u solution de (2.63Deux probleémes elliptiques
emboitésequation.2.63). Ce qui est bien le résultat demandé.

2. Montrer que T est une application linéaire compacte de L?(£2) dans L?(Q) (that is to say que 7 est linéaire,
continue et transforme les parties bornées de L?((2) en parties relativement compactes de L?(12)).

Corrigé — La solution w de (2.64Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.64) dépend linéairement de f. Puis,
la solution w de (2.63Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.63) dépend linéairement de w. On en déduit que
u dépend linéairement de f et donc que Uapplication T est lindaire de L? () dans H} (Q) et donc aussi linéaire de
L?(Q) dans L* ().

Si w est la solution de (2.64Deux problémes elliptiques emboitésequation.2.64), on a, en prenant v = w dans
(2.64Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.64),

(’éH’wHiﬂ(sz) = HfHIZ(Q)HwHIZ(Q)

En utilisant I'inégalité de Poincaré (Lemme 2.5Inégalité de Poincarétheorem.2.5), il existe Cq, ne dépendant que (),
|L2(Q> < CQHwHHé(m. On a donc, avec C1 = Cq/a,

tel que ||w

(2.65)

HwHHg(Q) <y
Comme M et N sont a coefficients dans L= (Q), il existe B € IR+ (ne dépendant que de M et N) tel que, pour tout
¢eRY,
|(M + N)¢| < BIE] p-p..
On a donc, pour tout v € HE(Q) et S définie dans la premiére question,
1S(v)| < B

w

|v

|H5(Q) |H5(Q>-
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Siuw = T(f), on en déduit, en prenant v = w dans (2.63Deux problémes elliptiques emboitésequation.2.63),
2
QHUHH%(Q) < /BH"UHHQ)(Q)HUHHQ)(Q)a
et donc, avec (2.65Deux problémes elliptiques emboitésequation.2.65) et Cy = BC1/a,
lull g @) < Collfll2@)-

Ceci prouve que Uapplication f + u est lindire continue de L*() dans H§(Q). Comme Uapplication v +— u est
compacte de H (Q) dans L? () (théoréme 1.25Rellichtheorem.1.25), on en déduit que T' est une une application
linéaire compacte de L* () dans L*(Q).

3. On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) qu’il existe A € IR t.q. M = AN. Montrer
qu’il existe une matrice A, ne dépendant que de M et A, tel que, si u = T(f),

/ A(x)Vu(z) - Vo(z)de = / f(z)v(x)dx pour tout v € HJ (). (2.66)
Q Q

Donner I’expression de A en fonction de M et A.

Corrigé — On commence par remarquer que les hypothéses sur M et N imposent X > 0. Puis, si u = T(f),
(2.63Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.63) et (2.64Deux problémes elliptiques emboitésequation.2.64)
donnent, pour tout v € H& (),
/ M (z)Vu(x) - Vo(x)dz = / A+ )M (x)Vw(x) - Vo(x)de = (A + 1)/ f(x)v(x)dz.

Ja Q

Q
Ce qui donne bien que u est solution de (2.66Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.66) avec A = M /(A+1).

4. On suppose dans cette question que d = 2 et 1 < p < 400. Montrer que pour tout f € L?((Q) il existe un unique
u solution de (2.63Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.63) avec w solution de (2.64Deux problemes
elliptiques emboitésequation.2.64).

Montrer que I’application qui a f associe u (solution de (2.63Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.63)
avec w solution de (2.64Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.64)) est compacte de L”(€2) dans L9(£2)
pour1l < g < +o00
Corrigé — Soit [ € LP(Q). On note p' I’exposant conjugué de p, that is to say p' = p/(p — 1). Le théoréme
d’injection de Sobolev (théoréme 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28) donne ’existence de C, (ne dépendant en fait
que de p) tel que, pour tout v € H(Q), onav € r’ (Q) et
HUHLP’(Q) < CpH””H(%(Q)-

Avec l'inégalité de Holder, on en déduit que I'application v — [, f(x)v(x)dx est un élément H™*(2) et que

| raiais] < Gyl

On peut alors reprendre (en les adpatant légerement) les démonstrations des deux premieres questions.

Le théoréme 2.9Existence et unicité, T € H~'theorem.2.9 donne I’existence et 'unicité de w solution de (2.64Deux
problémes elliptiques emboitésequation.2.64) et on a ol||w|| g1 ) < CpllfllLr (). Puis, le théoreme 2.9Existence et

LP(R) HUHHd(Q)'

unicité, T € H~‘theorem.2.9 donne alors I’existence et I'unicité de u solution de (2.63Deux problémes elliptiques
emboitésequation.2.63) et, avec [3 défini a la question 2, on obtient

BCyp
lull s @) < TZIHfHLP(Q)-

Ceci donne que application f — w est linéaire continue de LP (Q) dans H} (). Puis, comme I’application u — w est
compacte de Hg (Q) dans L(Q) pour 1 < q < +oo0 (voir la remarque 1.29Sobolev embeddingstheorem.1.29), on en
déduit que I'application [ +— wu est une une application linéaire compacte de L? () dans L (Q2) pour 1 < g < +o0.
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5. On suppose dans cette question que d = 3 et p = 6/5. Montrer que pour tout f € LP(Q) il existe un unique u
solution de (2.63Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.63) avec w solution de (2.64Deux problemes
elliptiques emboitésequation.2.64).

Montrer que I’application qui a f associe u (solution de (2.63Deux problémes elliptiques emboitésequation.2.63)
avec w solution de (2.64Deux problemes elliptiques emboitésequation.2.64)) est continue de LP(£2) dans L5(£2)
et compacte de LP(2) dans L(Q2) pour 1 < ¢ < 6.

Corrigé — La démonstration est ici trés voisine de la précédente. On a ici p = 6/5 et donc le conjugué de p est
p =6 =2" Soit f € L°(Q). Le théoréme d’injection de Sobolev (théoréme 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28)
donne existence de C (ne dépendant de rien) tel que, pour tout v € H} (Q),onav e LG(Q) et

[vllLe(e) < Cllvll g o)-

Avec I'inégalité de Holder, on en déduit que I'application v — [, f(x)v(x)dx est un élément H™' () et que

‘/“ f(@)v(z)dz| < OHfHLG/5(Q)HUHHé(SZ)'

Le théoréme 2.9Existence et unicité, T € H 'theorem.2.9 donne I’existence et 'unicité de w solution de (2.64Deux
problemes elliptiques emboitésequation.2.64) et on a anHH%(Q) < Cfllpes5 (- Puis, le théoreme 2.9Existence et
unicité, T € H ™ 'theorem.2.9 donne alors existence et 'unicité de u solution de (2.63Deux problémes elliptiques
emboitésequation.2.63) et, avec [3 défini a la question 2, on obtient

BC
HUHHA(SZ) < §‘|f“L6/5(Q)-

Ceci donne que l'application [ +— u est linéaire continue de L8/° (2) dans H} (2). Puis, comme I’application u — u
est continue de H () dans L° () (théoréme 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28) et est compacte de H$ (Q) dans
L) pour 1 < q < 6 = 2* (voir la remarque 1.29Sobolev embeddingstheorem.1.29), on en déduit que I’application
[+ w est une application linéaire continue de L°°(QY) dans L°(S) et linéaire compacte de L°/°(Q) dans L%(2)
pourl < q < 6.
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Corrigé 2.4 (Probleme de Neumann)

Soient Q un ouvert borné connexe de R™Y (N > 1), a frontiere lipschitzienne. On pose H = {u € H*(Q),

fQ x)dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L}, dont les dérivées (au sens des dérivées par

transposmon) sont nulles est nécessairement constante, that is to say qu’il existe C' € IR t.q. cette fonction soit

égale a C' p.p..

1. (Inégalité de “Poincaré moyenne”.) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H' () et que, sur H, lanorme H! est
équivalente a la norme || - ||,,, définie par |[ull,, = [|(|Vul)| z2(0)-

[On pourra montrer, en raisonnant par 1’absurde, qu’il existe C, ne dépendant que €2, t.q. |[u|z2(0) < Cllullm,
pour tout u € H.]

Corrigé — Pouru € H'(Q), on pose S(u) fﬂ w(x)dx. L'application S est bien définie sur H*(Q) (car H* () C
L*(Q) C LY(Q)). Elle est linéaire. Enfin, elle est continue car

S(u) < lullzray < llu

ou mes(§2) est la mesure de Lebesgue (N -dimensionnelle) de Q. Comme H = Ker(S), on en déduit que H est s.e.v.
fermé de H*(€2).

,sz)mes(ﬁl)% HuHHl(Q)mes(SZ)%

Pour tout w € H'(©), on a [V [0y < |19l 1250 + 30y = s oy On @ done [l < 1
pour tout u € H. Pour montrer que || - || est équivalente dans H & || - || 1 (g, il suffit donc de montrer qu’il existe
C > 0 (ne dépendant que de $2) t.q.

llull 2y < Cllullm pour tout w € H. (2.67)
(On aura alors HuHHl(Q) (C? + 1)||ul|2, pour tout v € H.)

Pour montrer (2.67Corrigés d’exercicesequation.2.67), on raisonne par ’absurde. On suppose qu’il existe une suite
déléments de H, (un)nen 1.q.
lunll L2 () > nllunllm pour tout n. € IN.

En remplacant u,, par on peut supposer ||un | 2oy = 1. On a alors aussi ||[un||m < 1/n, ce qui prouve

HunH 2(q)’
que la suite (Un)»n,e]N est bornée dans H* (Q) Far les théoréemes de compacité vu au chapitre 1Sobolev spaceschapter. 1
(section 1.6Théorémes de compacitésection.1.6), on en déduit que la suite (un)new est relativement compacte dans
L?(Q). On peut supposer (apreés extraction d’une sous suite) qu’il existe w € L*(Q) t.q. un — u dans L*(Q), quand
n — +oo. Comme |[un| p2(q) = 1 pour tout n € N, on a aussi ||ul|2(q) = 1. On remarque aussi que les dérivées
(par transposition) de ur, convergent vers les dérivées de u dans D*. Or, de ||un||m < 1/n on déduit Vu, — 0
dans LQ(Q)N . Comme la convergence L* entraine la convergence dans D*, on a donc Vu = 0. Ceci montre que
u est constante sur Q). Comme u, — u dans Hl(Q) et que u, € H pour tout n € IN, on a aussi w € H et donc
Jo w(z)dz = 0. On en déduit que . = 0 p.p., ce qui est impossible car ||u 2 o) = 1.

2. (Caractérisation de (H'(2))".) Soit T' € (H'(12))’, Montrer qu’il existe a € R et F € (L?(Q))" tq.

(T, u) (m )y v (@) = a/

u(x)dx + / F(x) - Vu(x)dz, Yu € H(Q). (2.68)
Q Q

[On pourra considérer 77, et utiliser une injection convenable de H dans L?(2)V.]

Corrigé — Pourv = (v1,...,un)" € L2(Q)Y, on pose [v]l L2y = [ [v(@)[*da, de sorte que LA(Q)N muni de
cette norme est un espace de Hilbert. Pour uw € H, on pose J(u) = Vu = (Diu,...,Dyu). L'application J est
alors une isométrie de H (muni de la norme || - ||,m) dans une partie de L*(Q)N, notée Tm(.J).

Soit v € Im(J), il existe un unique v € H t.q. v = J(u). On pose S(v) = (T, u) m1(a)y ,ut (o). Comme J est une

isométrie et que la norme || - || g1 (qy est équivalente dans H a la norme || - ||m, U'application S est linéaire continue
de Im(J), s.e.v. de Lz(Q)N, dans R.. Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut donc prolonger S en S, élément du
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dual topologique de L2(Q)N. FParle théoréme de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert, il existe alors

F e L2 Q)" tq.
Sw) = [ F@) - v(z)da.
On a donc, pour tout u € H, .
(T, “/>(H1(Q))h,H1 «) = /Q (z) - Vu(z)dz.
On pose maintenant
- m<T7 IQ>(H1(SZ))’,H1(SZ)7

(ou 1o désigne la fonction constante égale a 1 dans ().

Pouru € H! (), onaw = u —m + m (ou, plus rigoureusement, u = v — mlo + mlq p.p.) avec

1
n = m/ﬁu(l)dl

Comme uw —m € H et V(u—m) = Vup.p. ona(T,u) g1y o) = fﬂ ) - Vu(z)dx et donc

(T, w) o)y 1) = (T u—m) o)y, mt ) F7UTs 1a) (g o)y, 11 (o) :/ F(z)-Vu(z )di+@/ u(z)dz.
Q Q

Pour tout 2 € €2, on se donne une matrice, notée A(x), dont les coefficients sont notés a; ;(x), 4,5 =1,...,N.
On suppose que a; ; € L°°() pour tout i, = 1,..., N et quil existe & > 0 t.q A(x)¢ - € > al€|?, pour tout
¢ RN etp.p.enz € Q. Soienta € R et F € (L?(R2))". On cherche u solution de

u e HY D

/A z)Vo(z) xza/gv(x)dw—i—/QF(x)-Vv(as)dx, Yo e HY(Q).

3. (Existence et unicité.)

(2.69)

(a) Si a # 0, montrer que (2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69) n’a pas de solution.

Corrigé — On suppose que u est solution de (2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69). En prenant v = lq dans
(2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69), on a alors

0 = ames(Q2) + 0.

Ce qui prouve que a = 0.
(b) Si @ = 0, montrer que (2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69) a une solution et que cette solution est unique
si I’on demande qu’elle appartienne a H.

Corrigé — On applique le lemme de Lax-Milgram (lemme 2.4Lax-Milgramtheorem.2.4) dans I’espace de Hilbert
H (muni de la norme || - ||m) avec

a(u,v) = A( ) Vu(z)Vo(z)de,
et

T(v) = /QF(T) - Vo(z)dz.

La continuité de a vient du fait que a; ; € L% () pour tout i, j. La coercivité de a vient de I’existence de o > 0
donnée dans les hypothéses sur A. Enfin, la continuité de T vient du fait que F' € L? (Q)N
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On obtient ainsi un unique v € H t.q. (2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69) soit vrai pour tout v € H. Comme
(2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69) est aussi vrai si v est une fonction constante, on obtient aussi l’existence et
Punicité de u € H t.q. (2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69) soit vrai pour tout v € H*(Q).

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a; ; € C*(Q, R) pour tout i, j = 1,..., N, F € C>(, ]RN),
Q est de classe C*° et que la solution (appartenant a H) de (2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69) est aussi
dans C* (€, IR), montrer que —div(AVu) = —divF, dans €2, et que AV -n = F - n sur 92, oli n est la
normale & 052, extérieure a (2.

Corrigé —  On prend tout d’abord v € CZ°(Q) dans (2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69) (avec a = 0). La
régularité de A, F, u et v nous permet d’intégrer par parties (la régularité de §) ne sert a rien pour cette étape). On
obtient

/Q(—div(A(z)Vu(a:)) + div(F(x)))v(z)dz = 0 pour tout v € C°(£2).

On en déduit que —div(A(z)Vu(z)) + div(F(z)) = 0 p.p. (par le lemme fondamental 1.1Almost everywhere
equality in L'theorem.1.1) puis, par continuité de la fonction —div(AVu) + div(F), que —div(A(z)Vu(z)) +
div(F(x)) = 0 pour tout x € .

On prend maintenant des fonctions v € C'* (Q) dans (2.69Corrigés d’exercicesequation.2.69). On peut ici aussi
intégrer par parties (on utilise ici la régularité de 2). On obtient

(A(z)Vu(z) — F(x)) - n(x)v(z)dy(z) = 0 pour tout v € C(Q),
Joo
ou O est le bord de Q) et dy(x) désigne lintégration par rapport a la mesure (N — 1)-dimensionnelle sur OS.

Par une technique de “cartes locales”, on peut se ramener au cas du lemme fondamental (lemme 1.1Almost everyw-
here equality in L*theorem.1.1) pour en déduire que (ANVu — F) - n = 0 p.p. sur OS2 puis partout sur 990. Mais, il
est plus rapide de voir qu’il est possible de choisir v t.q. v = (AVu — F) - n sur 9Q. On obtient ainsi directement
(AVu — F) - n = 0 sur 0SL

Corrigé 2.5 (Décomposition de Hodge)
Soient © un ouvert borné connexe 2 frontidre lipschitzienne de RY (N > 1) et f € (L2(Q))N.
Montrer qu’il existe u € H () t.q.

/ Vu(z) - Vp(z)dr = / f(x) - Ve(x)dr, Yo e H(Q).

Q Q

En déduire qu’il existe u € H*(Q) et g € (L2(Q))N t.q. f = Vu+ g, p.p. dans Q et Jo 9(x) - V(z)dz = 0 pour
tout p € H(RQ).

On suppose maintenant que g € C'*(Q) et que Q = (]0, 1[)"V. Montrer que divg = 0 sur Q et que g - n = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur €, ot n est un vecteur normal a O€2.

Corrigé — L’exercice 2.5Probleme de Neumannexo.2.5 (corrigé 2.4Probleme de Neumanncor.2.4) donne [’existence de
uwe HY(Q) tq.

/Vu -Vo(z dz—/f x)dz, Yo € H'(Q).

On peut aussi ajouter la condition jsz (z)dz = 0 et on a alors existence et unicité de u (corrigé 2.4Probléme de
Neumanncor.2.4).

On pose alors g = f — Vu. Les fonctions u et g vérifient les conditions demandées.

On suppose maintenant que g € C' (Q) et que Q) = (]0 1NN, Ona
z)dx = 0 pour tout ¢ € H' ().
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On raisonne comme pour la fin du corrigé 2.4Probléme de Neumanncor.2.4. En prenant ¢ € CZ°(Q), le lemme fon-
damental (lemme 1.1AImost everywhere equality in L'theorem.1.1) nous permet de montrer que div(g) = 0 partout
dans Q. Puis, en prenant p € C*(Q), une intégration par parties (plutot plus facile que dans le corrigé 2.4Probleme de
Neumanncor.2.4) donne

/ g(z) - n(z)e(x)dy(z) = 0 pour tout ¢ € C*(Q).
ro)

De cette égalité, on déduit que g - n = 0 p.p. sur 0K

Ceci peut se démontrer si N = 2 de la maniére suivante : dy(x) = dx1 ou dxs, selon les parties de Q) (avec x =
(w1,22)"). Avec g = (g1, g2)", on en déduit que g1 (x) = 0 partout sur {0} x [0,1] U {1} x [0, 1] et g2(x) = 0 partout
sur [0,1] x {0} U[0,1] x {1}. (Ce qui donne bien g - n. = 0 p.p. sur 95.)

La généralisation au cas N > 1 ne pose pas de difficulté.

Corrigé 2.6 (probleme de Stokes, vitesse et pression)

Soient Q un ouvert borné connexe de IR™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne et f = (fi, ..., fx)t € (L2(Q))V.
On s’intéresse ici au probléme de Stokes, that is to say a trouver v = (u1, ..., ux)" et p solution de

—Au+ Vp = f dans Q,
div(u) = 0 dans €, (2.70)
u = 0 sur 0S).

Noter que la premiere équation de (2.70Corrigés d’exercicesequation.2.70) est vectorielle.
Onpose H = {u € (H}(Q))V; divu = 0p.p. dans Q}. On appelle solution faible de (2.70Corrigés d’exercicesequation.2.70)
un couple (u, p) solution de

u=(u,...,un)' € H, pe L*(Q),

é/QVui(x)~Vvi(x)dx—/ (z)divo(x dac—/f 2.71)

pour tout v = (v1,...,vn)" € (HH(Q))N

On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (2.70Corrigés d’exercicesequation.2.70) est solution de
(2.71Corrigés d’exercicesequation.2.71).

Partie I, existence et unicité de u

Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (2.70Corrigés d’exercicesequation.2.70), u est alors solution
de

u=(up,...,un)" € H, Z/Vul -V (z dac—/f z)dzr, Yo = (vy,...,o§) € H. (2.72)

Corrigé —  Soit (u, p) est une solution classique de (2.70Corrigés d’exercicesequation.2.70). On remarque tout d’abord
que w € H. Puis, pour v € H, on multiplie la premiere équation de (2.70Corrigés d’exercicesequation.2.70) par v et
on integre sur §). Le fonctions wu et v sont suffisamment réguliéres pour intégrer par parties et obtient ainsi [’équation
(2.72Corrigés d’exercicesequation.2.72). Ceci montre que u est alors solution de (2.72Corrigés d’exercicesequation.2.72).

On montre dans cette pemiere partie que (2.72Corrigés d’exercicesequation.2.72) a une et une seule solution et
que si (u, p) est solution de (2.71Corrigés d’exercicesequation.2.71), u est alors 1’unique solution de (2.72Corrigés
d’exercicesequation.2.72).
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1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (H}(Q))V.

Corrigé — Pour u € H&(Q)N, on pose d(u) = div(u). L'application d est linéaire continue de H&(Q)N dans
L?(Q). Comme H = Ker d, on en déduit que H est un s.e.v. fermé de Hj (Q)N.

2. Montrer que (2.72Corrigés d’exercicesequation.2.72) admet une et une seule solution. [Utiliser le lemme de
Lax-Milgram.]
Corrigé — Il suffit ici d’appliquer le lemme de Lax-Milgram, lemme 2.4Lax-Milgramtheorem.2.4 (ou le théoréme de
Riesz dans les espaces de Hilbert) en remarquant que H est un espace de Hilbert (H est muni de la norme naturelle
de H} (Q)N ), avec a et T définis ainsi :
N

a(u,v) = Z , Vu;(x) - Vi (z)de,

1=1 2

et

T(v) = /Q f(x) - v(z)d.

3. Soit (u,p) une solution de (2.71Corrigés d’exercicesequation.2.71). Montrer que u est I’'unique solution de
(2.72Corrigés d’exercicesequation.2.72).

Corrigé — Pourv € H, on a div(v) = 0 p.p. dans Q) et donc /sz pdiv(v)dx = 0. On en déduit que u est solution
de (2.72Corrigés d’exercicesequation.2.72). Par la question précédente, la fonction (vectorielle) u est donc 'unique
solution de (2.72Corrigés d’exercicesequation.2.72).

Soit u la solution de (2.72Corrigés d’exercicesequation.2.72). La suite de 1’exercice consiste a trouver p pour que
(u, p) soit solution de (2.71Corrigés d’exercicesequation.2.71).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit E et F’ deux espaces de Hilbert (réels). On note (-/-) g (resp. (-/-) r) le produit scalaire dans E (resp. F'). Soit
A un opérateur linéaire continu de F dans F'. On note A* I’opérateur adjoint de A. L’ opérateur A* est un opérateur
linéaire continu de F' dans E. Pour tout g € F, A*g est I’'unique élément de E défini par

(A*g/u)g = (9/Au)F pour tout u € E.

(Noter que I’existence et ’unicité de A*g est donnée par le théoreme de représentation de Riesz.)
1. Montrer que KerA = (ImA*)+.
(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (u/v)g = 0 pour tout v € G'}.)

Corrigé — Soit u € KerA (on a donc Au = 0). Pour v € TmA”*, il existe g € F' t.q. v = A*g, on a donc

(v/u) e = (A"g/u)e = (9/Au)F = 0.
Ce qui montre que v € (ImA*)*. On a donc KerA C (ImA*)~*.

4 . . | .
Récirpoquement, soit u € (ImA*)~. On a alors, en posant f = Au,

(Au/Au)p = (f/Au)p = (A" f/u)e =0,
car A* f € ImA*. Donc, Au = 0, that is to say u € KerA. Ceci donne (ImA*)L C KerA.

. . P i
Finalement, on a bien montré que (ImA*)~ = KerA.

2. Montrer que (KerA)t = ImA*.
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Corrigé — Si F est un s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert H, on a toujours H = F & FL. D’autre part, si G C H,
onaG*+ =G .
Si F est un s.e.v. d’un espace de Hilbert H, on a donc
H=F®F" e¢ H=F @ (F")".
Ceci permet de prouver que (F)* = F.
On applique ici ce résutat avec ' = ImA*, on obtient (avec la question précédente)
ImA* = ((ImA*)")* = (KerA)™.

Partie IT1, Existence et unicité partielle de p
Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. NecCas, 1965) que nous admettons.

Lemme 2.32 Soient Q) un ouvert borné connexe de R (N > 1) a frontiére lipschitzienne et q € L2 (Q) tq.
J a(@)dx = 0. Il existe alors v € (H} (Q))N t.q. div(v) = g p.p. dans Q et

[vllz2 @)y < Cllallzz().
o C' ne dépend que de ).

On prend ici E = H}(Q)N et F = L*(Q). Pour u € F on pose Au = div u, de sorte que A est un opérateur
linéaire continu de E dans F.

1. Soit (py)nen une suite de F et v € E t.q. A*p, — v dans E quand n — +o0. Pour n € IN, on pose ¢, =
Pn — Gy, OU a,, est la moyenne de p,, dans €.

(a) Montrer que A*p,, = A*q,.
Corrigé — Soitv € E. Ona
(A*pp/v)E = (pn/AV)F = / prdiv(v)dz,
Q

et

(Aqn/v)E = (gn/AV)F = /S2 Gndiv(v)dz = /sz prdiv(v)dz — an / div(v)dz.

JQ

Comme v € H} (Q)N, on a (en intégrant par parties) fQ div(v)dz = 0 et donc
(A*pn/v)E = (A"qn/v) E pour tout v € H&(Q)N.
Ceci montre bien que A*p, = A*qn.
(b) Montrer que la suite (g, )nen est bornée dans F'. [Utiliser le lemme 2.31Corrigés d’exercicestheorem.2.31.]

Corrigé —  Par le lemme 2.31Corrigés d’exercicestheorem.2.31, il existe v,, € H&(Q)N t.q. div(vn) = gn p.p.
dans Q et ||vy, HH%(Q>;‘\" < Cllgnllp2(q)- On obtient alors

(A an/v.)e = [ gudiv(on)ds = [ dido = gl
Q Jo
La question précédente donne A*p,, = A*qn. On a donc
lgn |/ = (A"Pn/vn)E < |A"PallE

lunlle < CllA pallEllgnl 7,

et donc
lgnllr < ClIA™pnllE-

L”hypothése de convergence de A*p,, donne que la suite (A*pn)ngm est bornée (dans E). On en déduit que la
suite (qn)new est bornée dans F.
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(c) Montrer que v € ImA*.

Corrigé — Comme la suite (qn)new est bornée dans (I’espace de Hilbert) F', on peut supposer, apres extraction
éventuelle d’une sous suite, que cette suite converge faiblement dans F'. Il existe donc q € F t.q. ¢, — q faiblement
dans F, quand n — +o0. On va montrer que v = A*q.

Soit w € E, On alimp— 4o (gn /Aw)r = (¢/Aw) r. Mais,
(gn/Aw)p = (A%qn/w)p = (A"pn/w) 5.
Comme A*p, — v dans E, on a donc aussi lim, 4o (qn/Aw)r = (v/w) . On obtient donc
(¢/Aw)F = (v/w)E pour tout w € E.
Ceci donne (A*q/w)g = (v/w)E pour tout w € E, et donc v = A*q. On a bien montré que v € ImA*.

2. Montrer que (KerA)® = ImA* et que Ker4 = H.
Corrigé — La question précédente montre que TmA* est fermé (dans E). Avec la partie II, on a donc (KerA)l =

Im(A*). On a déja vu que KerA = H. On a donc H+ = Im(A*).

3. On rappelle que le produit scalaire dans E est défini par

N
(u/v)g = Z/(;Vul(:c) -V (z)dz.

On définit Ty € E par (Tf/v)g = [, f(x) - v(z)dx pour tout v € E. Soit u la solution de (2.72Corrigés
d’exercicesequation.2.72).

(a) Montrer que u — Ty € H*. En déduire que u — Ty € ImA*.

Corrigé— Ona (u/v)g = [, fvdz = (Ty/v)E pour tout v € H. Ceci signifie bien que u — Ty € H™ et donc
que u — Ty € ImA*.

(b) Montrer qu’il existe p € F' t.q. (u, p) est solution de (2.71Corrigés d’exercicesequation.2.71).

Corrigé —  Comme u — Ty € TmA*, il existe p € F = L*(Q) t.q. u — Ty = A*p. On a donc pour tout
ve HH(Q)",

(ufo)p — [ fode = (u=Ty/v)e = (A'p/o)p = (p/Av)r = / pdiv(v)ds.

Ce qui signifie bien que (u,p) est solution de (2.71Corrigés d’exercicesequation.2.71).

4. Soit (u1,p1) et (ug, p2) deux solutions de (2.71Corrigés d’exercicesequation.2.71). Montrer que u; = ug = u
(ol u est I’'unique solution de (2.72Corrigés d’exercicesequation.2.72)) et qu’il existe a € R t.q. p1 —p2 = a
p-p.-

Corrigé — On a déja montré a la question 3 de la partie I que w1 = uz = u out u est ['unique solution de (2.72Cor-
rigés d’exercicesequation.2.72).

On obtient alors que [, p1div(v)de = [, p2div(v)dz pour tout v € Hy (Q)A En prenant v = (v1,...,vn)" avec
v € C°(Q) et vy = 0 pouri > 2, on en déduit que D1(p1 — p2) = 0 (dans D*). De maniére analogue on a
Di(p1 — p2) = 0 pour tout i € {1,...,N}. Ceci permet d’affirmer qu’il existe a € IR t.q. pr — p2 = a p.p. (voir
I’exercice 1.4Généralisation de I’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.1.2exo.1.4).

Corrigé 2.7 (Continuité séquentielle de L>-faible dans H{)
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Soit  un ouvert borné de R (N > 1). Pour tout € €, on se donne une matrice, notée A(z), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), ¢, = 1,..., N. On suppose que a; ; € L°°(€2) pour tout 7,5 = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(z)¢ - € > alé|?, pour tout € € R etp.p.enz € Q.

Pour f € L%(Q), on sait qu’il existe une unique solution au probléme suivant :

u e HY(Q

/A -Vou(z dx—/f x)dz, pour tout v € Hy (). (2.73)

Soit (f,)nemn une suite bornée de L?(Q2) et f € L?(2). On note u la solution de (2.73Corrigés d’exercicesequation.2.73)
et, pour n € IN, on note u,, la solution de (2.73Corrigés d’exercicesequation.2.73) avec f,, au lieu de f. On suppose
que f,, — f faiblement dans L?(%2).

1. Montrer que la suite (u,,),eN est bornée dans H} ().

Corrigé — En prenant v = u,, dans (2.73Corrigés d’exercicesequation.2.73) (avec f, et u, au lieu de f et u), on
obtient
2
“L’HUnHHT(m <N fallz2 2(Q) HUHHH(Q) < anHIZ(o) (VQHUnHUl(sz)

ou Cq est donné par ’'inégalité de Poincaré. On a donc, pour tout n € IN,
Ca ,
lunllai) < — sup([[fpllz2(0) = M < 400,
@ pelN

la suite (fn)new étant bornée dans LQ(Q).

2. Montrer que u,, — u faiblement dans Hg (2) et que u,, — u dans L?(Q) (quand n — +00).

Corrigé —  Si u, > u faiblement dans Hy(Q), il existe ¢ > 0, v € H™'(Q) et une sous suite, encore notée

(un,)nE]N, t~q~
[0, tn = u) =1 (), 13 ()| = € pour tout n € IN. (2.74)

N . P P 1
Apres une nouvelle extraction éventuelle, on peut supposer que u, — U faiblement dans Hg ().

Soitv € H5(Q). Ona
/ AVu, - Vodr = / frodx,
Q

/AVﬁ.V’Ud.'L‘:/ fudzx.
Q Q

On en déduit que u = u, ce qui est en contradiction avec (2.74Corrigés d’exercicesequation.2.74).

et donc, quand n — oo,

On a donc bien montré que w,, — u faiblement dans H, J (2) et, par le théoreme de Rellich, que u,, — u dans LQ(Q).

3. Montrer que, quand n — 400,
/ A(x)Vun(z) - Vuy(r)de — / A(x)Vu(z) - Vu(z)dx
Q Q

[Utiliser le fait que fQ 2)Vuy(x) - Vuy(z)de = fQ Sfn(x)un(z)dz et passer a la limite sur le terme de droite
de cette égalité.]

Corrigé —

/ AVuy - Vupdr = | faundxr — / fodr = /AVU -Vudz,
Q Ja

Ja
car u, — u dans L*(Q) et fn — f faiblement dans L*(£2).
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4. Montrer que u,, — u dans H{ (). [On pourra considérer [, A(x)V (un, — u)(z) - V(up — u)(x)da.]
Corrigé —
/ A(Vun —Vu) - (Vu, — Vu)dr = / AVuy, - Vundr — / AVuy -Vu— / AVu-Vun + / AVu-Vudz.
JQ JQ JQ JQ JQ

Les quatre terme de droite de cette égalité tendent vers fs) Vu - Vudx quand n — +o0. Le terme de gauche (qui est
positif) tend donc vers 0. Ceci donne (MH’u,,,, — uHZHI(Q) — 0 (quand n — +00) et donc, quand n — 400,
0

Un — u  dans Hé(Q).

Remarque sur la topologie faible : L’application f — u (ot u est solution de (2.73Corrigés d’exercicesequation.2.73))
est donc séquentiellement continue de L?(2)-faible dans H{ (£2) (fort), that is to say qu’elle transforme les suites
faiblement convergentes de L?(€2) en suites (fortement) convergentes de H{ (2). Elle est donc aussi séquentielle-
ment continue de L?({2)-faible dans L?(Q) (fort). Apres avoir définie la topologie faible de L?({2) (ce que nous ne
faisons dans ce polycopié), on peut toutefois remarquer que cette application n’est pas continue de L?(2)-faible
(that is to say L?(€2) muni de la topologie faible) dans L?(£2) (that is to say L?(£2) muni de la topologie associée

a sa norme).

Corrigé 2.8 (Exercice liminaire a I’exercice 2.17Solutions bornées d’un probleme elliptiqueexo.2.17)

Soit ¢ une fonction décroissante de IR ; dans IR. On suppose qu’il existe C' > 0Oet 8 > 1t.q.
B
0<a<y= o) < orasiy (2.75)
y—x

Montrer qu’il existe a € IR t.q. ¢(a) = 0. [On pourra montrer I’existence d’une suite strictement croissante
(ag)ken+ .- p(ag) < 2% pour tout k& € IN* et limy_, o, ax < +00. Pour cela, on pourra montrer qu’il existe ag

. 2 2 . C 1 1
t.q. ¢(ap) < 1 puis, par récurrence, définir ay 1 par a8 = o]
Corrigé —  En prenant x = 0 dans (2.75Corrigés d’exercicesequation.2.75), on obtient lim ¢(y) = 0. Il existe donc
y—oo
ao t.q. p(ag) < 1.
On définit maintenant, par récurrence, une suite ((Lk) keIN par
B
C 1 1
Ar+1 — Ak 2k 2k+1
g 5, 1
on a alors, par récurrence, p(ay) < ok
En effet pour k = 0 on a bien p(ap) < 1.
. . 1
Puis, pour k > 0, si p(ax) < ok ona
C « C 1 1
pakt1) < ——plar)” < ————— 55 = 5007
o (ar+ ) Ger1 — ak w(ak) Q1 — a 2kB ok+1
On montre maintenant que limy_, o aj < 0o. Pour cela, on remarque que
c 2k 1 oLk 1
k41 — A = ZCW = QCW = 2Cb" avec b = 551"
On a donc
k—1 oo 20
ar =ao+ Y 200" <ag+2C) b’ =ao+ —,
> > s
p=0 p=0
. ) 2C L
car b = AT <lcarf >1.0n prend donc|a = ao + ﬁ et on a, comme p est décroissante,

0 < ¢(a) < ¢(ar) pourtout k € IN,
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et donc .
0<y(a)< o pour tout k€ IN.

Ce qui donne ¢(a) = 0.

Corrigé 2.9 (Solutions bornées d’un probleme elliptique)

Soit © un ouvert borné de IR (N > 1). Pour tout z € €, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), 4,7 = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>(€2) pour tout 4,5 = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(z)¢ - € > alé|?, pour tout € € RY et p.p.enz € Q.

Si B est une partie borélienne de IR”, on note mes(B) le mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de B (that is to
say la “surface” si NV = 2 et le volume si N = 3).

1. Soit F' € L2(Q)"™. Montrer qu’il existe un et un seul u solution de

u € Hy (%),

/QA(x)Vu(ac) -Vo(z)de = /QF(:U) - Vu(z)dz, pour toutv € Hj(Q).

(2.76)

Corrigé — Pour u,v € H} (Q) on pose

a(u,v) :/ AVu-Vudz et T(v) = / FNvdx.
Q JQ

Comme cela a été vu dans ce chapitre, la forme a est une forme bilinéaire continue coercive sur Hg (). Puis, pour
v € H(Q), ona

T(v) < / |[FNVv|de < [[[Fl[ 2@l Vol 2 ) = |W“H|L2(Q)H/UHU(g Q)"
Ja
On en déduit que T € (Hg (Q)) et donc qu’il existe un et un seul u solution de (2.76Corrigés d’exercicesequation.2.76).
Soit p > N. On suppose pour la suite de 1’exercice que F' € LP ()N (On rappelle que LP(Q)N < L2(Q)V si

p > 2) et on note u ’'unique solution de (2.76Corrigés d’exercicesequation.2.76).
Pour k € IR, on définit la fonction S, de IR dans IR par

Sk(s)=0si —k<s<k,
Sp(s) =s—ksis>k,
Sk(s) =s+ksis < —k.

On rappelle que si v € H(2) ona Si(v) € HE () et VSk(v) = 14, Vv p.p., avec A = {|v| > k} (voir la
remarque 2.22Positivité de la solution faibletheorem.2.22).

2. Soit k € IR 4+, Montrer que

a|||vsk<u>|||m>=a( /A vw).wx)dx) < mes(A)F 1 F o -
k

[On pourra prendre v = Sy (u) dans (2.76Corrigés d’exercicesequation.2.76) et utiliser 1’inégalité de Holder.]
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Corrigé —  En prenant v = Sy (u) dans (2.76Corrigés d’exercicesequation.2.76) on obtient

O(H|V(Sk(u))‘|iz<9) :a/4 Vu.Vudr = /4 FYudx
v AR J A k

S Ez2ap IV Sk (@)lllz2(0)

11
S E N 2o (mes(Ax)) 27 [[[V (Sk (@)l L2(0)

2
car/ |F|2da < (/ \F|pdx> ' mes(Ay)" ~%. On obtient ainsi
Ay Jo

S

1
al[[V(Sk(u)lllz2@) < [1F[llLrymes(Ax)?

3. On pose 1* = % On rappelle qu’il existe C; ne dépendant que de NV t.q.
||w||L1*(Q) < C’1||w||W01,1(Q) = C1[[Vwl| L1 (e pour tout w € Wol’l(Q).

Soit k, h € R4 t.q. k < h. Montrer que

(h — k)mes(Ay) ¥ £</ |Sk(u(@)[" dz) T < C1l[|VSk(u)|ll L2 () < ClllVSk(u)lll L2(oymes(Ax) .
Ap

En déduire qu’il existe Co ne dépendant que de C1, o, F et p t.q.

(h— k)mes(Ah) <02mes(Ak) 5.

Corrigé — Pour h >k, on a |Sk(u)| > (h — k) sur Ay. On a donc

(h — k) (mes(An)) T (/ EXC “m) -

< ClIHVSk(u)\HLum

1
< C1/ [VSk(u)|dz < C1|||VSk(u)||2q)ymes(Ax) 2.
Ay,
Avec la question 2, on obtient

(h — k‘)(mes(Ah))lL* < Ci s(Ak)' TP

et donc, avec Cy = % E e ),

(h— k)mes(A;L) N < Comes(Ag)'™ v

4. Montrer que u € L () (that is to say qu’il existe a € IR t.q. mes(4,) = 0). [On pourra poser p(k) =
mes(Ak)¥ et utiliser I’exercice 2.16Exercice liminaire a 1’exercice 2.17Solutions bornées d’un probleme
elliptiqueexo.2.17ex0.2.16.]

N—
Corrigé — Pour k € Ry, on pose p(k) = (mes(Ay)) N . Ona alors, pour h > k > 0,

(h— k)p(h) < Cap(k)¥=1 5
N p—-1
-1 p

On pose B = N
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1
pT>1<:>Np7N>prp)4

N
On remarque que 3 > 1 carp > N (en effet, on a N1

On peut alors appliquer I’exercice 2.16Exercice liminaire a I’ exercice 2.17Solutions bornées d’un probleme elliptiqueexo.2.17ex0.2.16,

il donne lexistence de a € IRy t.q. p(a) = 0 et donc| ||ul| L (o) < al

5. Montrer qu’il existe C'3 ne dépendant que de €2, « et p t.q.

lull = () < C3l[[F|l|Lr(e)-

Corrigé —  On suppose tout d’abord que |||F|||» () = 1, ce qui donne, avec les notations des questions précédentes,
1

Co=—.
@

On reprend alors le corrigé de l'exercice 2.16Exercice liminaire a l'exercice 2.17Solutions bornées d’un probleme

elliptiqueexo.2.17ex0.2.16 (that is to say le corrigé 2.8Exercice liminaire a [’exercice 2.17Solutions bornées d’un pro-

bléme elliptiqueexo.2.17cor.2.8). Le choix de ag est t.q. p(ao) < 1. Comme

N1 N —1 -1
0(0) <mes(Q) N, f—r— = L et Cy = Ci/a,
N p
il suffit donc de prendre ag t.q.
—1
Clmes(Q)pT <1
aaop
Cumes(Q)"7
On peut donc choisir ap = M On a alors ||u|| oo (o) < a avec
a
a ao + —2 2 ao + G 72
= ao =ao+ — .
1-0 a l— 72Q1,1

C 2
On a donc ||u|| L (o) < Cs, avec C3 = ao + ~L P
al—
28—1

On remarque bien que C's ne dépend que ), « et p (noter que N est implicitement dans Q).

On peut maintenant supposer que F' est quelconque dans L"(Q)N (la fonction u est toujours la solution de (2.76Cor-
rigés d’exercicesequation.2.76)). Pour v > 0 la fonction u/y est solution de (2.76Corrigés d’exercicesequation.2.76)
avec F/~ au liew de F. Si ||| F|||r(o) > 0, en choisissant v = ||| F||| r () (de sorte que |||F/~y|||Lr) = 1) on a
donc ||u/v||<Cs ce qui donne

[ullLoe (@) < Csl[|F[||Lr(0)-

(Noter aussi que I'inéaglité est évidente si |||F||| L) = 0.)

Corrigé 2.10 (Diffusion évanescente et convection)

Partie I Soient © un ouvert borné de RY (N > 1) etw = (wy,...,wxn)t € (L®(N))N tq. div(w) = 0 dans
D*(9) (On rappelle que div(w) = YN | Dyw;). Soitu € HL ().
1. Montrer que u®> € W, (2) et que D;(u?) = 2uDju, pour tout i € 1,..., N. [Utiliser la densité de CS°(Q2)
dans H}(2).]
Corrigé —  Soit un, € CZ(Q) t.q. un — u dans Hj (Q2). On a donc, quand n — +o0, u, — u dans LQ(Q) et
i, — Diu dans L*(Q) pour tout i € {1,..., N}. (On rappelle que O;u,, désigne la dérivée partielle classique
de uy, par rapport a sa i-eme variable.) On peut aussi supposer (apres extraction éventuelle d’une sous suite) que
Un — u p.p. et qu’il existe F € L*(Q) t.q. |un| < F pour tout n € IN. On en déduit, par convergence dominée, que
uZ — u? dans L' (Q) (quand n — +00).
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Soit g € CF () ett € {1,...,N}, onaalors

(Di(ug),@p*(mcgo(g) =— / u?dipdr = — lim /ui(?l,oda: 2.77)
Je Q

Q n~>+oc.

Comme u, et @ appartiennent a C°(Q2), on a, en intégrant par parties

/ u2Bipdr = 72/ OUR iUy, dx.
Q Q

Comme u, — u dans LZ(Q) et Oiun — D;u dans LQ(Q), on a und;un — uD;u dans L' (Q2) et donc (comme
p € L>(Q),

lim /(punaiu,,, dr = / pudiu dx.

n—+00 Jq Jo

En revenant a (2.77Corrigés d’exercicesequation.2.77), on en déduit que

<Di(u2),@>p*(Q)}Cgo(Q) = —/ w00 dx = 2/f wuD;udzx.
Q Jo

Ce qui prouve bien que D;(u?) = 2uD;u p.p. (les dérivées par transposition de u et u” sont en fait des dérivées
faibles et donc identifiées a des fonctions).

La démonstration précédente donne aussi que u2 — u”> dans Ll(Q) et 0,,1(’11,721) = 2u, 0iup — 2uD;u = Dj(U,Q)
dans L*(Q). On a donc u? — u? dans WY (Q), ce qui donne, comme u,, € C°(Q), que u® € Wy (Q).

2. Montrer que / w(z) - V(z)dx = 0, pour tout o € W' (Q). [Utiliser la densité de C2°(€2) dans W' ().]
Q

Corrigé—  Soit o € W' (Q). il existe une suite (on)nen d'éléments de C(Q) t.q. on — @ dans WH(R).
Comme div(w) = 0 dans D*(2), on a, pour tout n € IN

N
0 = (div(w), o) (@),co(0) = — Z/ wiOitpn da.
i—1 7/ Q

Comme 0;pn, — D dans L*(Q) (et que w € L>=(Q)™), on en déduit, quand n — +oo,

N
Z/ wiD;pdx =0,
i=1 Q

that is to say [, w(zx) - V(z)dr = 0.

3. Montrer que / w(zx) - V(u?)(z)de = 2/ uw(z)w(x) - Vu(z)dr = 0 (on rappelle que w - V(u?) = Zfil
Q

Q
wiDi (u2))

Corrigé —  On utilise le résulat de la question précédente avec ¢ = u? et le fait que D;(u?) = 2uD;u, on obtient

N
0= / w - V(UQ)dl' = Z/ 2w;uD;udr = 2/ uw - Vudz.
Q — Ja Q

Partie IT Soit © un ouvert borné de IR™,  frontizre lipschiztienne (cette hypothese donne I’existence de I’ opérateur
“trace”, noté v, linéaire continu de H'(f2) dans L?(9Q) et t.q. y(u) = u sur 9 si u € C(Q) N HY(Q) et
Ker(y) = H}(Q2)). Soient a € R’ etw € (L>=(Q))V t.q. div(w) = 0 dans D*(Q). Soient f € L?(2) et g € Im
. On cherche u solution du probleme suivant :

u € HY(Q), v(u) = g (dans L?(99)),

= x)v(z)dz, Y HQ).
/QaVu(w)‘Vv(m)dx—l—/gu(x)w(:c)~Vv(w)dac—/ﬂf( Yo(z)dx, Yv € Hy(82)

(2.78)
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1. Soit G € H'(Q) t.q. 7(G) = g (dans L?(912)). Montrer que u est solution de (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78)
si et seulement si u = G + u avec U solution de (2.79Corrigés d’exercicesequation.2.79).

u € Hy(Q),
/QaVﬂ(x) -Vo(z)dz + /Qﬂ(x)w(x) -Vo(z)dr = 2.79)
/ f@)v(x)dx — / aVG(z) - Vou(z)dr — / G(z)w(x) - Vo(z)dz, Vv € H&(Q)

Q Q Q

Corrigé — On suppose que u est solution de (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78) et on pose u = v — G. On a
alorsw € H'(Q) et, comme ~y est un opérateur linéaire, ¥() = v(u) — y(G) = g — g = 0 (dans L*(0S)), ce qui
prouve que @ € H{ (Q). Puis, siv € H(Q), en remplacant u par G+ G dans (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78),
on montre bien que w est solution de (2.79Corrigés d’exercicesequation.2.79).

Réciproquement, on suppose que 7 est solution de (2.79Corrigés d’exercicesequation.2.79). On pose alors w = u+ G,
on a bienu € H(Q) et y(u) = v(1) +v(G) = 0+ g = g (dans L*(9Q)). Puis, si v € Hy(Q), en rempla-
cant w par u — G dans (2.79Corrigés d’exercicesequation.2.79), on montre bien que u est solution de (2.78Corrigés
d’exercicesequation.2.78).

On a bien ainsi montré ’équivalence désirée.

2. Montrer que (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78) admet une et une seule solution.

Corrigé — En utilisant la lemme de Lax-Milgram (lemme 2.4Lax-Milgramtheorem.2.4) on va montrer que (2.79Cor-
rigés d’exercicesequation.2.79) admet une et une seule solution (grdce a la question précédente, on en déduit que
(2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78) admet une et une seule solution).

Le probléeme (2.79Corrigés d’exercicesequation.2.79) peut s’écrire
we H, (2.80a)
a(u,v) = T (v) pour toutv € H, (2.80b)
avec H = Hj(Q),
a(u,v) = / aVu(zx) - Vo(x)dxr + / u(x)w(z) - Vo(z)dz
Ja Jo
et

T(v) = /ﬂ f(z)v(x)dz — /(2 aVG(z) - Vo(z)dr — /Q G(z)w(z) - Vo(z)d.

L’espace H est bien un espace de Hilbert (avec sa norme naturelle). L’application T" est bien linéaire de H dans R et,
en utilisant I'inégalité de Hilder, on voit que T est continue (on utilise ici le fait que f € L*(Q), G € H*(Q) etw €
L>°(Q)?). L’application @ est bien bilinéaire de H x H dans R et continue (grdce encore au fait que w € L°°(Q)%).
Pour montrer la coercivité de a, on utilise la question 3 de la partie I, elle donne, pour tout u € H,

a(u,u) = /QaVu(JL) - Vu(z)dx + /Q u(z)w(z) - Vu(z)de = /QaVu(J;) -Vu(z)de = GHUHH(}(Q)-

Comme a > 0, on en déduit bien que a est coercive. On peut donc appliquer le lemme 2.4Lax-Milgramtheorem.2.4, il
donne [’existence et ['unicité de w solution de (2.79Corrigés d’exercicesequation.2.79). Grdce a la question précédente,
on en déduit I’existence et ['unicité de u solution de (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78).

On note u cette solution dans la suite de cette partie.

3. On suppose, dans cette question, que g = 0 (de sorte que u € H}(£2)). Montrer que a||u||§lé < / f(z)u(z)dz.
Q
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Corrigé — 1l sufffit de prendre v = u dans (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78). Avec la question 3 de la partie I
on obtient

aHuHi[%(m = /Q f(@)u(z)dz.

4. Soit b € IR. On suppose, dans cette question, que f < 0 p.p. dans 2 et que g < b p.p. sur 9f2 (pour la mesure
N — 1-dimensionnelle sur d€2). Montrer que u < b p.p. dans 2. [On pourra admettre que (u — b)* € H}(Q)
et que V(u — b)T = 1,5, Vu p.p. (ce résultat est semblable a celui du lemme 2.21Positivité de la solution
faibletheorem.2.21), utiliser (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78) et la partie 1.]

Corrigé — Comme (u—b)* € Hg (), on peut prendre v = (u—b)" dans (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78),
on obtient, en utilisant V(u — b)* = 1,~,Vu p.p. et f <0 p.p,
/ aVu(z) - Vu(z)dz + / w(z)w(z) - V(u—b) " (z)dz = / f(x)(u—b)"(z)dzx < 0. (2.81)
u>b Q Q
On remarque maintenant que [, aVu(zx) - Vu(x)dr = [, aV(u — BT V(u—b" =a|(u—-0b)" HHOI(Q) et que

/Q w(@)w(@) - V(u— b (z)dz = /

JQ

(u(z) — b)w(x) - V(u —b)* (x)dx + b/Q w(z) - V(u—b)*(x)de

= / (w(z) —b)Tw(x) - V(u—b)"(x)dx + b / w(z) - V(u—0b)"(z)dz.

Q Ja
La question 3 de la partie I donne [, (u(z) — b)tw(x) - V(u — b)* (z)dx = 0. D’autre part, comme div(w) = 0
dans D*(Q), on a [, w - Vdz = 0 pour tout ¢ € C°(2). Par densité de CZ°() dans Hg () on a aussi (on
utilise ici seulement le fait que w € LQ(Q)N) fQ w - Vpdz = 0 pour tout ¢ € Hg () et donc, en particulier pour
© = (u—b)". On en déduit que

/ u(z)w(z) - V(u —b) " (z)dzr = 0.
Q

Revenant i (2.81Corrigés d’exercicesequation.2.81), on obtient finalement al|(u —b)™ HH(; @) < 0etdonce (u— bt =
0 p.p., that is to say u < b p.p. dans €.

Remarque : On suppose maintenant g = 0 et on note u la solution de (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78). La
démonstration précédente montre donc que u < 0 p.p. dans Q si f < 0 p.p. dans §2. Si maintenant on suppose f > 0
On remarque que (—u) est la solution de (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78) avec (— f) au lieu de f. On a donc
(—u) < 0p.p., that is to say u > 0 p.p..

Partie III Dans cette partie on prend N = 2, Q =0, 1[%, w = (—1,0) et g = 0. On suppose aussi que f € L>(Q)
et que f > 0 p.p. sur Q. On note u,, la solution de (2.50Exercicesequation.2.50) pour a = 1/n (n € IN*) et on
s’intéresse a la limite de u,, quand n — co.

1. Soit n € IN*. Montrer que u,, > 0 p.p..[Utiliser la Partie II, question 4.]
Corrigé —  Le fait que u,, > 0 p.p. dans $2 est une conséquence directe de la remarque a la fin de la démonstration de

la question 4 de la partie II.

2. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C1, ne dépendant que de f, t.q. ||t || (o) < C1. [On pourra, par exemple,
chercher de quel probleme de type (2.78Corrigés d’exercicesequation.2.78) est solution la fonction w,, + S,
avec 1(x) = x1 et 8 convenablement choisi, et utiliser la Partie II, question 4.]

Corrigé — La fonction u.,, vérfie
1
Up € HO (Q)~

1 [ ' ' 1
o /Q Vun(z) - Vo(z)de — /Q Up () Div(x)dr = /Q f(x)v(x)dx, Yv € Hy(S2).

EDP, Télé-enseignement, M2 88



2.7. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

On pose Uy = un + B (de sorte que Vi, = Vu, + B(1, O)t). Les formules d’intégration par parties dans H! (Q)
(théoréme 1.24Intégration par partiestheorem.1.24) donnent que, pour une fonction v € Hg (Q), ona

/Dwdw:O, /d}Dlvdm:—/v(‘)lu)dm:—/vdm.
Ja Q Ja Jo

On en déduit que la fonction u,, est solution de
Uy € H' (), v(un) = fz1 (dans L*(99)),

% /Q Vi (z) - Vo(z)de — /S;ﬂn,(m)Dw(m)dx = /Q(f(T) + B)v(x)dz, Yv € Hy ().

On choisit B = —||f||Loc (). On a alors f + § < 0 p.p. dans Q et Bx1 < 0 sur Q. On peut donc appliquer la
question 4 de la partie 2, elle donne i, < 0 p.p. dans S et donc u, < || f||Loo(q) p.p. dans Q. Avec la question
précédente, ceci donne 0 < uy, < || f|Lo () p.p. dans Q. On peut donc choisir Cy = || f

Loo(Q)-

3. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe Cs, ne dépendant que de f, t.q. [[un || g1 () < Cav/n.

Corrigé — La question 3 de la partie 1l donne

1, o '
ﬁ ||7Lr,1,“ H[l) (Q) S /Q f’lLyL dz.
Comme (avec Cy donné a la question précédente) [, fun dz < An(Q)||tnlool| fllooc < An(Q2)C1]|flloo, on a donc
lun |73 ) < nAN(Q)C1 ]| flloo-

On peut donc prendre Co = \/An(Q)C1|| ]| co-

4. En utilisant la remarque 2.14Optimalité des hypothésestheorem.2.14, montrer que u,, € H?(Q) pour tout
n € IN*.

Corrigé — Soit n € IN*. La fonction uy, est la solution faible de —Au,, = f — Diu,. Comme ) est convexe et
que f — Dyun, € L*(Q) (car un, € H(Q)), la remarque 2.140ptimalité des hypothésestheorem.2.14 donne que
u € H*(Q).

_ ) )
5. Soit n € IN*. Si u,, € (), déduire de la question 1 de la partie III que %(o,xg) > 0 et %(1, 2) <
1 1

Ouy, Ouy,
0 pour tout z2 €]0, 1] (de méme, %(xl,O) > 0et %(wl, 1) < 0 pour tout z; €]0, 1]). On admettra,
To X2
dans la suite, que ce résultat est encore vrai, avec seulement u,, € H?({), au sens y(D1u,)(0,22) > 0
et y(Dyun)(1,22) < 0 p.p. en x5 €]0, 1] (de méme ~v(Dauy,)(x1,0) > 0 et y(Dauy)(x1,1) < 0 p.p. en
x1 €]0, 1.
Corrigé —  Comme u, € C*(Q) et que un, = 0 sur 99, on a, pour tout 2 €)0, 1],
Oun, Un (T1,T2)

(0,z2) = lim ————=.
al'l ’ z1—0t T

La question 1 de la partie Il donne que u,(x1,x2) > 0 pour tout (x1,x2) € Q (comme u,, est continue, le fait que

Uy, > 0 p.p. dans Q) implique que uy,, > 0 partout dans 2). On en déduit que gqi'l’ (0,22) > 0 pour tout x5 €]0, 1].

Les trois autres propriétés demandées se montrent de maniére analogue.

6. En utilisant la question 2 de la partie III, montrer qu’on peut supposer (a une sous suite pres) que u, — U
*-faiblement dans L>°(€2) quand n — 400, c’est a dire :

/Qun(x)go(x)dq: — /Qu(m)go(a:)dx, pour tout ¢ € L' ().

Montrer que © > 0 p.p..
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Corrigé —  La question 2 de la partie III donne que la suite (i, )new est borné dans L (S2). 1l existe donc une sous
suite de la suite (Un)new, encore notée (un)new, et il existe u € L°(Q) t.q. un — u *-faiblement dans L*°(2)

quand n — +00.
En prenant ¢ = 1y<o, on remarque que fQ unpdx > 0 (car un, > 0 p.p.) et donc fQ up dx > 0, that is to say

/ u(z)dx > 0.
u<0

Ceci donne bien v > 0 p.p..

On cherche, dans la suite, 1’équation et les conditions aux limites satisfaites par u.
7. Montrer que Dyu = f dans D*(2).
Corrigé —  Soit p € C°(Q). Pour toutn € IN* ona

/vu,, V(z )dT—/ﬂ’un( )01 p(x dr—/f (z)dz. (2.82)

Comme H“nHH(‘)(Q) < Caoy/n,ona
1 [ 1 Co
‘E /Q Vun () - Vo(x)de| < ﬁHU'VLHHA(Q)HQOHH%(Q) < %HWHHg(Qy

On a donc limy,_, 4 o % fQ Vun(x) - Vo(z)dr = 0.
D’autre part, on a w,, — u x-faiblement dans L>° (Q), on en déduit que

lim /ﬂ n(z)01p(x )dlf/u(:p)algo(:c)dl‘

n—-+oo Q

Quand n — +oo dans (2.82Corrigés d’exercicesequation.2.82), on obtient donc

- [w@drp@o = [ f@)plais

ce qui donne bien Dyu = f dans D* ().

8. Soitn € IN* et p € C'1(€2), montrer que

%/S]Vun(a:)V@(:c)dﬂc—i—%/o ’y(Dlun)(O,xg)go(O,@)dxg—%/O Y(Dyun) (1, z2)(1, 22)dxo

1 [t 1 [t
+—/ (Do )(21,0)p(21, )dxl_ﬁ/ Y(Douy)(z1,1)p(x1, 1)dxy

o - [ @5 M—/f

Corrigé — Comme u, € H?(Q), la dérivée par transposition —Au, est un élément de L*(Q) et (2.82Corrigés
d’exercicesequation.2.82) donne
1 .
fﬁAun + Diun, = [ p.p..

En multipliant cette équation par o (on utilise ici uniquement le fait que o € L*(2)) on a donc
1 .
77/ Aunapd:r+/ pDuy dx = / fodx. (2.83)
nJa Q Q

Comme les fonctions Diuy et Dau, sont dans Hl(Q), on peut maintenant utiliser les formules d’intégration par
parties (théoréme 1.24Intégration par partiestheorem.1.24). On obtient (comme ¢ € C*(Q))

1 1 1t
77/(D1D1un)<pd:v: - DyunOi1pdx + f/ Y(D1un)(0,22)¢(0, x2)dxs
nJa nJa n

0

1
- / Y(Dyun)(1,z2)p(1, x2)dxs.
Jo
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et

1 1 1t
77/(D2D2un)npdx: E/ Doun 02 dz + E/ Y(Daun)(z1,0)e(z1,0)dz:
Q Q

n 0

1 1
- / (Do) (1, Vip(ar, 1) s
0

Une intégration par parties donne aussi (comme uy, € H& (Q))

/ DUy, de = 7/ UnO1p dx.
Q Q

En utilisant ces trois intégrations par parties dans (2.83Corrigés d’exercicesequation.2.83), on obtient 1’égalité de-
mandée.

9. Soit ¢ € C'(Q) t.q. ¢ > 0 sur 2. Montrer que

0
- / u(:c)—go (z)dx < / f(z)p(z)d. (2.84)
Q 833']_ 0
Corrigé — Comme ¢ > 0 sur 99, la question 5 et I’égalité de la question 8 donnent, pour tout n € IN*,

o [ Vu@ @i~ [ @) fE @i < [ fe)pds.

On peut alors passer a la limite quand n. — +00, comme a la question 7, et on obtient bien (2.84Corrigés d’exercicesequation.2.84).

) _ — ou
10. On suppose, dans cette question, que u € C*(Q) et que f € C(Q2). Montrer que D f partout dans 2 et que
T
u(0,22) = 0 pour tout x5 €]0, 1].
La fonction u est-elle alors entierement déterminée par f ?
Corrigé — La question 7 donne Dyu = f dans D* (). Comme u est de classe C*, Dy est représenté par la dérivée
classique de w. Puis, comme O1u et [ sont continues sur $Y, on en déduit que O1u = f partout dans Q). Comme O1u et
f sont continues sur §2, on a méme O1u = f partout dans S.

On prend maintenant o € C*(Q) t.q. ¢ > 0sur 0Q, p(x) = 0si x = (x1,22) € OQ, 1 # 0.. Une intégration par
parties dans (2.84Corrigés d’exercicesequation.2.84) donne alors

1
/ u(0, 22)p(0, z2) dre < 0.
0

Dans cette inégalité, la fonction ¢(0,-) peut étre égale (par exemple) a n’importe quelle fonction appartenant &
Ce°(]0, 1)) et prenant ses valeurs dans R . Comme u(0, ) est une fonction continue sur |0, 1], On déduit donc
de cette inégalité que u(0,x2) < 0 pour tout x2 €]0, 1].

La question 6 donne u > 0 p.p. sur 0. Comme wu est continue sur Q, on a donc u > 0 partout sur Q. On obtient donc
finalement u(0, z2) = 0 pour tout x2 €]0, 1[ (et méme [0, 1]).

La fonction u est bien entierement déterminée par f, on a

u(x, 2) = /0'11 f(t, z2)dt.

11. On remplage w = (—1,0) par w € IR? \ {0}.... De quel probleme, dépendant de w, u est elle solution ?
[distinguer les signes des 2 composantes de w.]
Corrigé —  On pose w = («a, ), avec o, B # 0. En reprenant la méme méthode que celle développée ci dessus pour
le cas w = (—1,0), la question équivalente a la question 10 donnera que u est solution du probleme suivant :
—w - Vu = fdans ),
(0, z2) = 0 pour tout xo €]0, 1] si a« < 0 et u(1, x2) = 0 pour tout x2 €10, 1[ si o > 0.
u(z1,0) = 0 pour tout x1 €]0,1[si f < 0 et u(x1,1) = 0 pour tout 1 €]0,1]si > 0.
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Chapitre 3

Problemes elliptiques non linéaires

Dans ce chapitre, on va présenter deux types de méthodes pour obtenir des résulats d’existence de solution pour
des problemes elliptiques non linéaires : une méthode de compacité et une méthode de monotonie. On donnera
également une méthode pour obtenir un résultat d’unicité.

3.1 Méthodes de compacité

3.1.1 Degré topologique et théoréeme de Schauder

Obiectif. Soit  un ouvert borné de RY , N > 1, ou un ouvert borné d’un espace de Bgnach E. Soit f €
C(Q,RY) (ou f € C(Q,E)) ety € RY (ouy € E). On cherche 2 montrer qu’il existe = € Q t.q. f(x) =

On commence par donner 1’existence (et I’unicité) d’une application, appelée degré topologique, en dimension
finie puis en dimension infinie. Cette application nous permet parfois d’obtenir le theoreme d’existence de solution
recherché.

Définition 3.1 Soit N > 1. On note A I’ensemble des triplets (f,Q,y) on Q est un ouvert borné de RY, f e
CURY) ety e RY 1.q.y & {f(z), z € 9Q}.

Théoreme 3.2 (Brouwer, 1933) Soitr N > 1 et A donné par la définition 3.1Degré topologique et théoréme de
Schaudertheorem.3.1. 1l existe alors une application d de A dans ZZ , appelée “degré topologique”, vérifiant les
trois propriétés suivantes :
(d1) (Normalisation) d(I1,Q,y) = 1siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) d(f,Q,y) = d(f,Q,y) +d(f,Q2,y) si L UQ C QA NQ =0ery & {f(x),
(d3) (Invariance par homotopie) Si h € C’([ 1] x QRY), y e C([0,1],RY) et y(t) & {h(t,x), z € ON} (pour
tout t € [0,1]), on a alors d(h(t,-), 2, y(t)) = d(h(0,-), Q,y(0)) pour tout t € [0,1].

Remarque 3.3 Des propriétés du degré topologique (données dans le théoreme 3.2Brouwer, 1933theorem.3.2),
on déduit 2 conséquences tres intéressantes :

1. d(f,Q,y) # 0 implique qu’il existe z € Q t.q. f(z) =y

2. Soit A une matrice N x N inversible,  est un ouvert borné de RY et y € RY t.q. A~y € Q. On pose

f(z) = Az pour z € RY. On aalors (f,Q,y) € Aetd(f,Q,y) est égal au signe du déterminant de A, on a
donc d(f,Q,y) # 0.
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La remarque 3.3Degré topologique et théoreme de Schaudertheorem.3.3 nous donne une méthode pour trouver des
solutions a des problemes non linéaires. Soit N > 1, Q un ouvert borné de RY, f e, RY ety € IR_N .On
cherche a montrer qu’il existe x € Q t.q. f(xz) = y. Pour cela, on construit une application & de [0,1] x Q dans
RY t.q.

La(1,-) =/,

2. h(0,-) = g avec g linéaire inversible et t.q. y € {g(z),z € Q}.

3. h(t,z) # y pour tout ¢t € [0, 1] et tout z € .

On obtient alors d(f, 2, y) = d(g,Q,y) # 0 et donc qu’il existe x € Q t.q. f(x) = y.

On peut remarquer que dans le cas N = 1, cette méthode dite de “degré topologique” que 1’on vient de décrire
n’apporte rien de plus que le théoreme des valeurs intermédiaires. Elle est donc sans intérét si N = 1.

Un premiere conséquence de cette méthode de “degré topologique” est le théoréme de point fixe de Brouwer que
nous donnons maintenant.

Théoréme 3.4 (Point fixe de Brouwer) Soit N > 1, R > O et f € C(Bg, Bg) avec Bp = {x € RY | |z| <

R}. (On a muni R™ d’une norme notée || - ||.) Alors f admet un point fixe, that is to say qu’il existe © € Br, t.q.
f(z) = .
Démonstration Si il existe © € 0Bp (that is to say t.q. ||| = R) t.q. f(z) = z, il n’y a plus rien & démontrer.

On suppose donc maintenant f(x) # x pour tout 2 € Bg. On pose alors = {x € RY, ||lz|| < R} (ce qui
donne Br = Q) et, pourt € [0,1] etz € B, h(t,z) = x — tf(x). Il est facile de voir que h(t, z) # 0 pour tout
z €90 ={zeR",|z| = R}. On en déduit que d(h(1,-),,0) = d(h(0,-),Q,0) = d(I,Q,0) = 1 et donc
quilexiste x € Q t.q. f(z) == (]

Le théoreme 3.2Brouwer, 1933theorem.3.2 a été généralisé (des 1934) en dimension infinie par Leray et Schauder
sous une hypothese de compacité que nous donnons maintenant

Définition 3.5 Soit E un espace de Banach (réel), B une partie de E et f une application de B dans E. On
dit que f est compacte (la terminologie de Leray-Schauder est différente, ils utilisent I’expression “complétement
continue”) si f vérifie les deux propriétés suivantes :

1. f est continue,

2. {f(x), x € C} est relativement compacte (dans E) pour tout partie C bornée de B.

On peut remarquer, dans la définition précédente, que si f est linéaire (et B = F) la deuxieme condition entraine
la premiere. Mais ceci est faux pour des applications non linéaires.

Définition 3.6 Soit I un espace de Banach (réel). On note A I’ensemble des triplets (I — f,€,y) ou Q) est un
ouvert borné de E, [ est une application compacte de §) dans E (ce qui est équivalent a dire que f est continue et
{f(x), x € Q} est une partie relativement compacte de E) ety € E t.q. y & {x — f(z), x € 0Q}.

Théoreme 3.7 (Leray, Schauder, 1934) Soit E un espace de Banach (réel) et A donné par la définition 3.6Degré
topologique et théoreme de Schaudertheorem.3.6. Il existe alors une application d de A dans ZZ, appelée “degré
topologique”, vérifiant les trois propriétés suivantes :
(d1) (Normalisation) d(1d,Q,y) = 1 siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) d(I — f,Q,y) = d(I — f,Q,y) +d(I — f,Q2,y) si ©yUQy C QA NQy = Pet
y&{x— f(x),z€Q\Q U}
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(d3) (Invariance par homotopie) Si h est une application compacte de [0, 1] x Q dans E (ce qui est équivalent a dire
que h est continue et {h(t,z),t € [0,1], x € Q} est une partie relativement compacte de E), y € C([0,1], E)
ety(t) & {x—h(t,x), x € N} (pourtoutt € [0, 1)), on a alors d(I — h(t,-),Q,y(t)) = d(I —h(0,-),Q,y(0))
pour tout t € [0, 1].

Comme dans le cas de la dimension finie (voir la remarque 3.3Degré topologique et théoréme de Schaudertheorem.3.3),
des propriétés du degré topologique (données dans le théoreme 3.7Leray, Schauder, 1934theorem.3.7), on déduit
que d(I — f,Q,y) # 0 implique qu’il existe x € Q t.q. x — f(x) = y. Pour donner I’analogue de la seconde pro-
priété de la remarque 3.3Degré topologique et théoréeme de Schaudertheorem.3.3, nous avons besoin d’un deuxieéme
théoreme dii a Leray et Schauder que nous donnons maintenant.

Théoreme 3.8 (Application linéaire compacte) Soit E un espace de Banach (réel), L une application linéaire
compacte de E dans E et  un ouvert borné contenant 0. On suppose que

r€FE, Lv =x=x & 0. 3.1

Alors (I —L,Q,0) € A (A est donné par la définition 3.6Degré topologique et théoréme de Schaudertheorem.3.6)
etd(I — L,Q,0) #0.

Noter que, comme L est linéaire, I’hypothése (3.1Application linéaire compacteequation.3.1) est équivalente a dire
(x € E, Lv = x) = x = 0, ce qui est équivalent a dire que 1 n’est pas valeur propre de L.

On peut maintenant, comme en dimension finie, donner une méthode pour trouver des solutions a des problémes
non linéaires. Soit F un espace de Banach, (2 un ouvert borné de E contenant 0, f une application de 2 dans E.
On cherche a montrer qu’il existe €  t.q. z — f(z) = 0 (quitte a changer f, on peut toujours se ramener & cette
forme). Pour cela, on construit une application A de [0, 1] x Q dans E, compacte et t.q.

1. h(1,) = f,

2. h(0,-) = L avec L linéaire de E de F,

3.2 — h(t,z) # 0 pour tout ¢ € [0, 1] et tout x € .

On obtient alors d(I — f,9,0) = d(I — L,Q,0) # 0 et donc qu’il existe x € Q t.q. z — f(z) = 0.

Comme en dimension finie, une premiere conséquence de 1’existence du degré topologique est I’obtention d’un
théoréme de point fixe que nous donnons maintenant.

Théoreme 3.9 (Point fixe de Schauder) Soit E un espace de Banach, R > 0, Bg = {z € E, ||z|| < R} et f une
application compacte de B dans Bp, (that is to say f continue et { f(x), x € Br} relativement compacte dans
E). Alors f admet un point fixe, that is to say qu’il existe © € Bg t.q. f(z) = z.

Démonstration La démonstration est trés voisine de celle du théoréme 3.4Point fixe de Brouwertheorem.3.4. Si
il existe z € OBpg (that is to say t.q. ||z|| = R) t.q. f(z) = z, il n’y a plus rien a démontrer. On suppose donc
maintenant f(z) # z pour tout z € Bg. On pose alors Q2 = {z € E, ||z|| < R} (ce qui donne By = ) et, pour
t € [0,1] etz € Bg, h(t,x) = tf(x). Il est facile de voir que = — h(t,z) # 0 pour tout z € IQ = {x € RY,
|z]| = R}. La compacité de h se déduit de celle de f. On en déduit alors que d(I — h(1,-),§,0) = d(I —
h(0,-),Q,0) =d(I,Q,0) = 1 et donc qu’il existe x € Q t.q. f(z) = x. [

Le théoreme de Schauder est faux si on remplace I’hypothése de compacité de f par la simple hypothese de
continuité. Toutefois, la difficulté principale dans 1’utilisation du théoréme de Schauder (ou, plus généralement,

dans 1’utilisation du degré topologique) est souvent de montrer la continuité de f (ou, dans ’utilisation du degré
topologique, la continuité de 1’application notée h ci avant).
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3.1.2 Existence avec le théoréme de Schauder

On rappelle tout d’abord la définition de fonction de Carathéodory.

Définition 3.10 Soit N, p,q € IN* et Q un ouvert de RY. Soit a une application de Q) x R? dans RY. On dit que
a est fonction de Carathéodory si a(-, s) est borélienne pour tout s € RP et a(x, ) est continue pour presque tout
x € Q.

Remarque 3.11 Soit N, p,q € IN*, Q un ouvert de IRY et a une fonction de Carathéodory de 2 x IR? dans IR?.
La fonction a est alors borélienne de 2 x IR dans IR? (ce qui pourrait étre faux si a était seulement borélienne par
rapport a chacun de ses arguments). Si v est une fonction borélienne de {2 dans IR?, 1a fonction = — a(x, v(x)) est
alors borélienne de €2 dans IR?. Cette propriété sera plusieurs utilisée dans la suite (sans la rappeler) lorsque v sera
dans L"(Q) (pour un r € [1,+00]) en choississant un représentant (borélien) de v (la fonction z — a(x, v(x)) ne
dépend pas du représentant choisi pour v, modulo la relation d’équivalence “= p.p.”).

On travaille dans cette section avec les hypotheses suivantes :

N > 1, Q est un ouvert borné de IR™Y,

a : QxR — IR est une fonction de Carathéodory ,

ilexistea >0et 3 >0tq. o <a(,s) < fp.p.etpourtouts € R,
feL*(QxR).

(3.2)

Sous les hypotheses 3.2Existence avec le théoreme de Schauderequation.3.2, on cherche a montrer 1’existence de
u, solution du probleme suivant :

u € H&(Q),

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z)dx = / f(z,u(z))v(x)dz, pour tout v € Hy(9).
Q Q

(3.3)

Théoreme 3.12 Sous les hypothéses (3.2Existence avec le théoreme de Schauderequation.3.2), il existe u solution
de (3.3Existence avec le théoreme de Schauderequation.3.3).

Démonstration
Pour % € L?((2), le chapitre sur les équations elliptiques linéaires nous donne I’existence et 1’unicité de u solution
de

/ a(z,u(x))Vu(z) - Vo(z)dr = / f(x,u(x))v(x)dz, pour toutv € HA ().
Q Q

(3.4)

Plus précisément, pour montrer I’existence et I’unicité de u solution de (3.4Existence avec le théoreme de Schauderequation.3.4),

on applique le théoreme 2.6Existence et unicité de la solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4)theorem.2.6.

Pour cela, on met le probleme (3.4Existence avec le théoréme de Schauderequation.3.4) sous la forme (2.4Formulation faibleequatios
en posant a; ; = 0sii # j, a;; = a(-,u) et f = f(-,u) (dans cette derniére égalité, la fonction f du

terme de gauche est celle de (2.4Formulation faibleequation.2.4) et la fonction f du terme de droite est celle de

(3.4Existence avec le théoreme de Schauderequation.3.4)). Le théoreme 2.6Existence et unicité de la solution de

(2.4Formulation faibleequation.2.4)theorem.2.6 donne bien 1’existence et 1’unicité de u solution de (3.4Existence avec le théoréeme d

On pose T'(i) = u. L’application T' est donc une application de F dans E avec E = L?(2). Un point fixe de T
est une solution de (3.3Existence avec le théoreme de Schauderequation.3.3). Pour démontrer 1’existence d’un tel
point fixe, on va utiliser le théoréeme 3.9Point fixe de Schaudertheorem.3.9.
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Tout d’abord, en utilisant «, ’inégalité de Poincaré et la borne L>° de f, on montre facilement que I’image de
T est dans un borné de H} () et donc (par le théoreme de Rellich) dans un compact de L?(2). En prenant
R assez grand, 1’application T envoie donc Br = {v € L?*(), ||v|2 < R} dans Bg et {T'(d), @ € Bgr}
est relativement compacte dans L?(€). Pour utiliser le théoreme 3.9Point fixe de Schaudertheorem.3.9, il reste a
montrer la continuité de 7.

Soit (&, )new une suite de F t.q. @, — @ dans E, quand n — 4o00. On pose u,, = T'(&y,). Aprés extraction d’une

sous suite, on peut supposer que i, —  p.p. et qu’il existe w € H}(Q) t.q. u, — w faiblement dans Hg (€2) (et

donc aussi u,, — w dans L? (€2)). On va montrer que w est solution de (3.4Existence avec le théoréme de Schauderequation.3.4).
En effet, Soit v € HJ(2), ona

/ a(x, Up(2))Vuy(z) - Vo(x)dz = / f(z, 0, (z))v(x)dz, pour tout v € Hy(Q).
Q Q

En passant a la limite quand n — +o00 (en utilisant la convergence dominée et le passage a la limite sur le produit
d’une convergence faible et d’une convergence forte dans L?), on obtient

/ a(z,u(z))Vw(z) - Vo(x)dr = / f(z,u(z))v(x)dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

Ceci prouve que w = T'(). On a donc prouvé, apres extraction d’une sous suite, que T'(#,,) — T'(%) dans L?(2).
Par un raisonnement classique par 1’absurde on peut montrer que cette convergence reste vraie sans extraction
de sous suite (voir I’exercice 3.1Continuité d’une application de L? dans L%ex0.3.1 pour un exemple de ce type
de raisonnement). On a ainsi démontré la continuité de 7'. On peut donc appliquer le théoréme 3.9Point fixe de
Schaudertheorem.3.9 et conclure a I’existence d’un point fixe de 7", ce qui termine cette démonstration. |

3.1.3 Ecxistence avec le degré topologique

On donne maintenant une application du degré topologique, (cette application pourrait d’ailleurs aussi se faire par
le théoréeme de Schauder).

On reprend le méme probleme que dans le paragraphe 3.1.2Existence avec le théoreme de Schaudersubsection.3.1.2
en supprimant I’hypothese f bornée qui permettait une application simple du théoreme de Schauder.

On considere I’équation de diffusion-convection-réaction suivante :

u € HHQ)
/a(l‘,u(ﬂf))VU(x) Vo(z) + A G(z)p(u(z)) - Vo(z)dr = (3.5)
/Qf(%u(x))v(m)dx, Vv € H} (Q)

qui est la formulation faible du probléme suivant :

{ —div(a(z,u)Vu) — div(G(x)e(u)) = f(z,u), z € Q,
u = 0 sur 092

(3.6)

Notons que cette équation est non linéaire pour trois raisons : les termes de diffusion, convection et réaction sont
non linéaires. Le premier terme du membre de gauche est le terme de diffusion, le second terme du membre de
gauche est le terme de convection et le membre de droite est le terme de réaction.
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On se place sous les hypotheses suivantes :

(i) © est un ouvert borné de RY, N > 1,

(#7) a est une fonction de Carathéodory (voir la définition 3.10Existence avec le théoréme de Schaudertheorem.3.10),
(14) Ja, B> 05 < a(x,s) < B VseR pp.x €9,

(iv) G € C*(Q,RY), divG =0,

(v) ¢ € C(R,R) etil existe C; > 0t.q. |p(s)| < C1]s] Vs e R,

(

vi) f est une fonction de Carathéodory, et 3Co > O etd € L3(Q); |f(z,s)| < d(z) + Cals|,

(vid) lim f(z,9)

s—+oo S

=0.

(3.7)

Remarque 3.13 (Sur I’existence et I’unicité des solutions de (3.5Existence avec le degré topologiqueequation.3.5))
Dansle casota = 1, ¢ = O et f est de la forme f(x,s) = d(x) + As olt A est une valeur popre du Laplacien
sur ) avec condition de Dirichet (that is to say qu’il existe w € HE (), w # 0 t.q. —Aw = Aw dans D*(Q)) et d
un élément de L?(£2), le probleme (3.6Existence avec le degré topologiqueequation.3.6) devient —Au = \u + d,
avec condition de Dirichlet. Ce probleme n’a une solution que si d est orthogonal a 1’espace propre associé a A
(et dans ce cas on n’a pas unicité). Ceci s’appelle I’alternative de Fredholm, voir 1’exercice 2.2Décomposition
spectrale en dimension 1exo.2.2. C’est pour assurer |’existence pour tout d dans L?(€2) qu’on ajoute 1’hypothése

de sous-linéarité sur f (hypothése (vii)).

Remarque 3.14 (Coercivité) Lorsque div G # 0, le probleme peut se traiter de maniére similaire a celle don-
née dans la démonstration de théoréme 3.15Existencetheorem.3.15 a condition que div G < A; p.p. out Ay est la
premiere valeur propre de u — —div(aVu) avec condition de Dirichlet (cette valeur propre est strictement po-
sitive). Sans cette condition, le probleme devient plus difficile (voir I’exercice 3.5Convection-diffusion, Dirichlet,
existenceexo.3.5), méme dans le cas linéaire, that is to say le cas ol a et f ne dépendent pas de u et ot p(u) = u.
La difficulté principale est due a I’absence de coercivité de I’opérateur v — —div(aVu) — div(Gu).

Théoreéme 3.15 (Existence) Sous les hypothéses (3.7Existence avec le degré topologiqueequation.3.7), il existe
une solution de (3.5Existence avec le degré topologiqueequation.3.5).

Démonstration Essayons d’abord d’appliquer le théoréme de Schauder. On considére le probléme linéaire suivant :
/ a(@)Vu - Vo dz + / Go(a) - Vo der = / f(w)v dx pour tout v € HJ (). (3.3)
Q Q Q

Dans (3.8Existence avec le degré topologiqueequation.3.8), on a noté, de maniére abrégée, a(u) et f(u) les fonc-
tions x — a(x,u(x)) etz — f(z,u(x)). Cette notation abrégée sera souvent utilisée par la suite.

Soit T' I’opérateur défini de L?(€2) dans L?(§2) par T'(i) = u ot u est solution de (3.8Existence avec le degré topologiqueequation.3..
Il est assez facile de montrer que 7' est continu et méme compact. Par contre il est difficile de montrer que 7' en-

voie une boule de L?(2) dans elle-méme. Pour cela, il faut obtenir une estimation sur « en fonction de , et ce

n’est pas gagné. Prenons v = wu dans (3.8Existence avec le degré topologiqueequation.3.8), comme on a fait dans

le paragraphe 3.1.2Existence avec le théoreme de Schaudersubsection.3.1.2. On obtient, grace aux hypotheses

(3.7Existence avec le degré topologiqueequation.3.7),

04”“”?15(9) < NGHsCrllall L2@llull g ) + Al L2@llull 2@y + Colltl L2 )llull 22

EDP, Télé-enseignement, M2 97



3.1. COMPACITE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Montrons que le dernier terme a lui tout seul empéche d’avoir facilement des estimations. Supposons G = 0 et
d = 0, on a alors avec I’inégalité de Poincaré :

@ 2 2 .
Fé||u|‘L2(Q) < allullf ) < Callul 2@ llulle @

2 2
c’est a dire [|ul|r2(q) < %CQH'ELHLQ < %CQR si 4 est dans la boule de centre 0 et de rayon R de L?(12), that

is to say si ||t 2 () < R.

On ne peut pas en conclure que ||u[|2(q) < R (sauf si CZCy < a etdans ce cas la seule solution de (3.5Existence avec le degré topol
estu = 0...). Donc, la méthode ne marche pas de maniere directe. Toutefois, elle fonctionne avec un peu de travail

supplémentaire en utilisant la derniere hypothese de (3.7Existence avec le degré topologiqueequation.3.7). Une so-

lution est, par exemple, de considérer un probleme tronqué et de passer a la limite. On va maintenant donner une

preuve par degré topologique.

Cette méthode demande des estimations a priori c’est a dire des estimations sur u, sans connaitre son existence.

Supposons donc u solution de (3.5Existence avec le degré topologiqueequation.3.5), on peut (et on va) montrer

qu'il existe R > Otel que ||ul|2 < R.Le gros avantage de considérer (3.5Existence avec le degré topologiqueequation.3.5)

plutdt que (3.8Existence avec le degré topologiqueequation.3.8) est d’avoir uniquement u, et non pas u et @, et ceci

simplifie considérablement les estimations. Par exemple dans le terme de convection non linéaire, on peut écrire

(formellement)

/ Go(u)-Vu dzx / G -Vo¢(u)dz

Q Q

= —/ divG ¢(u) dz
=0 . car divG =0,

ol ¢ est la primitive de ¢ s’annulant en 0. Notons que I’estimation ||ul|z2(o) < R revient a2 montrer que toutes les
solutions sont dans la boule By (boule fermée de centre 0 et de rayon R), ce qui est une estimation uniforme sur
toutes les solutions.

On réécrit le probleme sous la forme :

u € Hé(Q),

/ a(u)Vu -Vode = <F(u), ’U>H71(Q)7Hé(ﬂ),vv S Hé(Q),
Q

ot F(u) est, pour u € L2(2), I'élément de H~*(£2) défini par
(Pla). b0 o) = = [ Glw) Voda+ [ fluoda.

Comme G € L=(Q)N, |p(s)] < Cy|s| et |£(-,s)] < d+ Ca|s|, il est facile de voir que I’application F' qui & u
associe F'(u) est continue de L?(§2) dans H~1(Q).

Pour S € H~1(Q), le probleme linéaire

w € Hy(Q),

3.9
[ aw)Vw: Vo de = (5,0) 510 @), Y

admet une unique solution w € Hg (). On note B, I'opérateur qui a S dans H~!({2) associe w solution de
(3.9Existence avec le degré topologiqueequation.3.9). L’ opérateur B,, est linéaire continu de H ~1(€2) dans H}(Q)
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et H}(Q) s’injecte compactement dans L?(£2). On en déduit que 1’opérateur B,, est compact de H~1({2) dans
L2(Q).

Le probleme (3.5Existence avec le degré topologiqueequation.3.5) est équivalent a résoudre le probleme de point
fixe u = By (F(u)). On va donc montrer, par degré topologique, que le probléme suivant admet une solution

{ u € L3(9),
w = Bu(F(u).

Pour ¢ € [0,1], on pose h(t,u) = B,(t F(u)) € L*(). L'application h est ainsi définie de [0, 1] x L?(2) dans
L?(2). Pour R > 0, on pose Br = {u € L*() t.q. ||u||12(0) < R}. On va montrer que

f u—h(t,u)=0
(D 3R>0,{ e [0,1],UGL2(Q) } = ||u||L2(Q) <R
(c’est I’estimation a priori, qui est le point le plus difficile a montrer) ;

(2) h est continue de [0, 1] x By dans Bp;
(3) {h(t,u), t €[0,1],u € Br} estrelativement compact dans L*(2).

Si on suppose qu’on a démontré (1) (2) (3), on n’a pas de solution a I’équation v — h(t,u) = 0 sur le bord de la
boule Bg, et on peut donc définir le degré d(Id — h(t,.), Br,0). Ce degré ne dépend pas de ¢, on a donc :

d(ld_h(ta)aBRaO) :d(Id_h(O7)7BR7O)
= d(Id, Bg,0) = 1.

On en déduit ’existence de u € Bp tel que u — h(1,u) = 0, c’est a dire
u = By(F(u)).

Donc u est solution de (3.5Existence avec le degré topologiqueequation.3.5) (et le théoréeme 3.15Existencetheorem.3.15
est démontré).

Il reste donc a montrer (1), (2) et (3). Commencons par démontrer (3) (pour tout R > 0). Soit R > 0. On suppose
que ||lu|lpz < R.Ona:

F(u) € H1(Q), et (F(w),v)g-1(0),m1(0) = —/Qth(u) -Voudz + /Q f(u)v dx
On veut estimer (F'(u), v) g-1(),11(0)-

<F(U)aU>H—1(Q),H3(Q) <G| ||oo||<P(U)||L2(Q)||UHH3(Q) + Hf(u)||L2(Q)HU||L2(Q)
< Gl e Crllullzzlvll 22 0) + Il 22 Ivll2 @) + Collull 2@ vl (@)
< (1G] lse C1 R+ Cqlld|p2(2) + C2 Ca R)||v|l g0
ou Cq ne dépend que de €2 (et est donnée par 1’inégalité de Poincaré). Donc
tE@) -1+ <Gl e C1R+ Calld||2() + C2 Ca R, Vt € [0,1].
Posons h(t,u) = B,(tF(u)) = w et montrons qu’il existe R dépendant que de R, G, Cq, C1,Ca, a0 tel que

At W 1) < R ;

EDP, Télé-enseignement, M2 99



3.1. COMPACITE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Par définition, w est solution de

/ a(u)Vw - Vo = (t F(U),U>H71(Q)’H3(Q) Yv € Hé(Q),
Q (3.10)

w € HHQ).
En prenant v = w dans (3.10Existence avec le degré topologiqueequation.3.10), on obtient :

anH?qu(Q) < tE@ -1 @ llwlla@) < Rlwlla @)

avec R = || |G| |loe C1R + Calld||L2(q) + C2 Ca R. Onadonc ||h(t, u)| g ) = |wllgi@) < & = R
On en déduit par le théoréme de Rellich (théoreme 1.25Rellichtheorem.1.25) que I'ensemble {h(t,u),t € [0, 1], u €
Br} est relativement compact dans L?(£2). Ce qui montre bien (3).

2 |

Montrons maintenant le point (2). Soit (,),en C [0, 1] telle que ¢, — t lorsque n — 400 et (U, )new C L2(9)
t.q. u, — u dans L?(Q). On veut montrer que h(t,,u,) — h(t,u) dans L?(2). Soit w, = h(t,,u,) et
w = h(t,u). Pour montrer que w, — w dans L?(2), on cherche a passer a la limite sur 1’équation suivante :

a(un)Vw, Vv dz = —tn/ Go(uy) - Vodx 4+ tn/ flup)v de
Q Q

o (3.11)
wy, € H(Q).

On sait déja que (wy,)neN est bornée dans H} (), car la suite (u,,)nen est bornée dans L?(€2) (c’est ce qu’on a
montré a I'étape précédente : si [|un[|r2(0) < R alors [[wy g ) < R
La suite (w,, )nen est bornée dans Hy (£2), et & une sous suite pres, (on ne renumérote pas) on a donc

wy, — w dans H} faible et w,, — w dans L%(Q),
U, — u pp.et IH € L?(Q); |u,| < H p.p..

Soit v € H(Q2); comme a(u,) — a(u) p.p. donc a(u,)Vv — a(v)Vv p.p., et |a(u,)Vv| < 8|Vv|, on a donc
donc a(u,)Vv — a(u)Vu dans L?(€2). Mais Vw,, — Vi dans (L?(£2))" faible. On a donc

/ a(uy)Vwy, - Vo dz — / a(u)Vw - Vv dz lorsque n — +o0.
Q Q

On remarque ensuite que ¢(u,) — @(u) p.p. et que |¢(uy,)| < Ci|uy,| < C1H ; donc par le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue, p(u,) — o(u) dans L?(Q) et / Go(uy) - Vv dr — / Go(u) - Vo dz lorsque
Q Q

n — +0o0.
Enfin pour le dernier terme, f(uy,) — f(u) p.p.. Par convergence dominée (car |f(uy)| < |d| + C2H p.p.) on a

donc f(uy,) — f(u)dans L? etdonc | f(u,)vdx — [ f(u)vdz lorsque n — +oc.

Q
En passant a la limite dans (3.11Existence avec le degré topologiqueequation.3.11), on obtient donc :

/ a(u)Vw - Vv do = —t/ Go(u) - Vo dz + t/ fu)v de.
Q Q Q
et donc w = h(t,u) = w.

En raisonnant par ’absurde, on montre ensuite que (sans sous-suite) w,, — w dans H{ faible et w,, — w dans
L?(Q2) ot wy,, = h(t,, u,)etw = h(t,u); ’application h est donc continue. Ce qui montre bien (2).
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Il reste maintenant a démontrer (1). On veut montrer que 3R > 0 t.q. :

t €10,1]

EIR>O;{ w=h(t,u

)) } = ||UHL2(Q) < R.
Soitt € [0,1], et u = h(t,u) =t By (F(u)), c’est a dire

/ a(u)Vu - Vo de = —t/ Go(u) - Vo dz +t/ fw)vdz, Yove Hi(Q).
Q Q Q (3.12)

u € H(Q).

Pour 5 € IR, on pose ®(s) = [, (£)d€ (P est donc une primitive de ). Comme u € H{ (€2), il n’est pas difficile
de montrer que ®(u) € W' () et que

/QGgo(u) -Vudz = /QG -V (u) dz.

(Ceci est laissé en exercice, il suffit d’approcher u, dans H{ (£2), par une suite de fonctions appartenant a C2°(12).)
Comme div(G) = 0, on a alors

/QG(p(u) Vude = /QG~V<I>(u) dz — /QdivG B(u) dz = 0.

On choisit alors v = u dans (3.12Existence avec le degré topologiqueequation.3.12). Par les hypotheses (3.7Existence avec le degré t
,on adonc :

olelfyyy < [ Ifu)ulda.

On va déduire de cette inégalité qu’il existe R > 0 t.q |lu||z2() < R. C’estici qu’on utilise I’hypothése (vii), i.e.
limg, 100 f(z,8)/s = 0.

On raisonne par I’absurde. Supposons qu’un tel R n’existe pas. Alors il existe une suite (u,)pen+ d’éléments de
H}(Q) telle que

Junlley = et allunlyy < [ 1fun)un| da.
Q

Montrons que ceci est impossible. Posons v,, = ﬁ On a donc ||v,||r20) = 1 et
UnllL2(0)
2 f(un)
Or |f(s)| < |d| 4+ Cx]s|, on a donc
2 |d] + Caun|

d||vy,
S/ | HU | dx+02/ ‘,Un|2 dz
a llunllze Q

< ld|| 2 () + Ca.

EDP, Télé-enseignement, M2 101



3.1. COMPACITE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Donc, (vy, )nen+ est bornée dans H} (), et donc, & une sous-suite pres, v, — v dans L?(€2). Onadonc |[v]|z2 = 1
(ce qui donne v # 0). On a aussi (toujours a une sous-suite pres) :

Up =V P.p.,
lvn] < H avec H € L*(Q).

Enfin, en utilisant I’inégalité de Poincaré, il existe Cp, ne dépendant que de €2 t.q.

a o | f (un)]

2 2
— = ) < allv < — v, | dz.
CQ CQH n||L2 = H n”Hé = Jo HunHLz(Q)| n‘

On pose
|f (un)[vn]

X, =
o llunlle@

dx
et on montre maintenant que X,, — 0 lorsque n — 400, ce qui est impossible puisque X,, est minoré par la
constante ot/ Cq, qui est strictement positive.

S(un)oa|
”UHHLQ(Q)
dominée que X,, — 0 lorsque n — +4o0.

On montre tout d’abord la domination. On a
lunllzz@) = llunllze

Montrons que — 0 p.p. avec domination (dans L*(£)), on aura alors par le théoréme de convergence

< |d| + Ca|v,| < |d| + C2H,

[unllz2(0)

On montre maintanant la convergence p.p.. On a v,, — v p.p. donc 34 ; mes(A°) = 0 et v, (z) = v(z)Vx € A.

Soit z € A,

lercas: siv(z) > 0;v,(x) — v(x), mais lirf lunll 22 (o) = +oo donc uy (x) = v, (@) ||unl| 12 () — +oo.
n—-+0oo

f(un(x))v (.23 _ f(un(x))un(x) v (.2? _ f(un(x))

n n

donc | vn| < (|d| + CoH)H € LY(9).

(vn(2))*—=0 quand n — oo.

[unll L2 (o tn (2)||un | 2 () un ()
On a utilisé ici lim,_, y o f(s)/s = 0.
2emecas: siv(z) <0;onademéme lim Mvn(:c) =0,car lim /() =0.
n—-+oo ||Un||L2(Q) s——o0 8§

3emecas: siv(r)=0

l[unllzz() [unllz2(0)
< (ld(@)| + Calon(@)]) [ (2)]
—0 car w(z)=0.
En résumé on a M vy, — 0 p.p..
l[tn||L2(0)

On a ainsi montré que lim,,_, ; o, X,, = 0, en contradiction avec X,, > a/Cq pour tout n € IN*.
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On a donc montré qu’il existe R > 0 t.q. (u = h(t,u)) = ||lullz2q) < R.Ce qui montre (1). On a ainsi montré
I’existence de solution a (3.5Existence avec le degré topologiqueequation.3.5). Ceci termine la démonstration du
théoreme 3.15Existencetheorem.3.15. |

Sous les hypotheses (3.7Existence avec le degré topologiqueequation.3.7) (hypotheses du théoreme 3.15Existencetheorem.3.15).
Peut-on montrer 1’unicité de la solution ? Dans le cas ou f ne dépend pas de u et ol I’équation est linéaire (that

is to say que a ne dépend pas de u et ¢ est linéaire), il suffit de prendre la différence de deux solutions comme

fonction test dans les deux formulations faibles associées a ces deux solutions et de faire la différences des deux

équations obtenues. On montre ainsi que les deux solutions sont égales (p.p.). Dans le cas général, la situation est

plus compliquée.

Pour avoir I’unicité, on va supposer « lipschitzienne. Par contre il est inutile de supposer f lipschitzienne, ca ne

suffira pas pour I"unicité. En effet, prenons par exemple a = 1, o = 0 et f(u) = Au, ol A est une valeur propre de

(—A) avec condition de Dirichlet. Le probleéme est alors

Vu-Vvdxz)\/uvda: Vv € H} (),
Q Q
u € H ().

Ce probléme admet deux solutions u; = 0 et us # 0 une fonction propre associée a \. Evidemment f(u) = Au
ne satisfait pas la condition (vii) mais on peut modifier légérement f pour vérifier (vii) et garder u; et us comme
solutions dés que us € L () (le fait que ug € L () est toujours vrai si N < 6, ceci peut se démontrer, par
exemple, a partir de I’exercice 2.18Solutions bornées d’un probleme elliptique, suiteexo.2.18). En effet, en prenant
f quiest égale a f sur] — v,y ot v = |Juz]| L~ et qui est raccordée a 0 ensuite, de telle sorte que f € Co(IR, R),
on a les mémes solutions pour fe C.(IR,IR), that is to say pour le probleme :

Vu-Vodr = / f(u)v dz
Q Q
u € HHQ)
on a ainsi 2 solutions avec lim,_, 1 f (s)/s = 0. Cette hypothése est donc inutile pour I’unicité.
On va montrer 1’unicité dans le cas ot f ne dépend pas de s, i.e. f(z,s) = d(x), sous les hypotheses d’existence

(3.7Existence avec le degré topologiqueequation.3.7) et en supposant de plus que a et ¢ sont lipschitziennes, c’est-
a-dire :

la(x, s1) — a(z, s2)| < C3ls1 — 2| p-p. ¢ € R,

lp(s1) — @(s2)] < Cals1 — sa. (3.13)

303>0; VS,SQGIR,{

Théoreéme 3.16 (Existence et unicité) Sous les hypotheses (3.7Existence avec le degré topologiqueequation.3.7)
et (3.13Existence avec le degré topologiqueequation.3.13), il existe une et une seule solution a (3.5Existence avec le degré topologiq

Démonstration : La technique utilisée apparait pour la premiere fois dans un article d’ Artola en 1985. Soient uy
et uy deux solutions de (3.5Existence avec le degré topologiqueequation.3.5). On a donc :

/ a(up)Vuy - Vo dx —|—/ Go(uy) - Vo dz = / fvde, (3.14)
Q Q Q

et
/ a(uz)Vug - Vo dz —|—/ Go(uz) - Vo de = / fodz. (3.15)
Q Q Q
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L’idée est de prendre v = T, (u; — ug) dans (3.14Existence avec le degré topologiqueequation.3.14) et (3.15Exis-
tence avec le degré topologiqueequation.3.15), ol £ > 0 et 7. est la troncature au niveau ¢, that is to say T.(s) =
—& sis < —¢,
ssi —e<s<e,
€ sis>e.
Siuy etug € HY(Q), alors T, (uy — ug) € Hg(Q) et VI (uy — uz) = V(u1 — u2)1{0<|uy—us|<e} (ceCi est une
généralisation simple du lemme 2.21Positivité de la solution faibletheorem.2.21). En prenant v = T (u; —uz), eten
faisant la différence de (3.14Existence avec le degré topologiqueequation.3.14) et (3.15Existence avec le degré topologiqueequation.
on obtient :

/Q(a(ul)Vu1-V(TE(U1 —u2))—  a(u2)Vug - V(T:(u1 — u2))) dv

/G (u2) — (ur) - V(To (1 — us)) da,

soit encore, en posant A, = {0 < |u; — us| < €},

/ a(u1)V(ug —u2) - V(ug —ug) de = / (a(u2) — a(u1))Vug - V(ug — ug) dz
Ac Ae

+/A G(o(uz) — @(u1)) - V(ug — ug) dz.

Par hypothese, a(u1) > « p.p., et donc :

a/ V(w1 — up)|? dz g/ Chlus — us] [Vus| \V(ug—u1)|dx+/ Chlur — us] |G| [V (ur — )| da.
Ac A Ae

On a |u; — ug| < e p.p. dans A.. En appliquant I’inégalité de Cauchy Schwarz dans les deux dernieres intégrales,
on obtient donc :

a/ IV(uy —ug)|*de < Cs ¢ (/ |Vug|? dx) (/ |V (ug — uy)|? dx)
A, Ae Ac
1/2 1/2
+C5 ¢ (/ |G|? dx> (/ |V (uy — ug)|? dx) .
Ac A
On a donc

1/2 1/2 1/2
@ </ (V(ul - u2))2> <Cs ¢ e, AVEC Qe = (/ G|2d1'> + (/ |VU2|2d1'>
A. " N

ou encore

1/2
o) (/ V(T (u1 — uz))|2dx) = o VT (u1 — u2)| ||r20) < Cs € ac
Q
donc, en désignant par m la mesure de Lebesgue sur RY s

(6%
WH VT (ur —w2))| 1) < ol [VTe(ur — u2)| [|r20) < Cs € a.
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Comme H}(Q) € Wy ' (Q), ona Te(uy — ug) € HE(Q) € Wy ' (Q) et I'inégalité de Sobolev donne

% N
||T5(U1 - UQ)HLI* S || |VT5(U1 - U2)| ||L1(Q)7aVCC 1* = m
et donc .
fmes a7 ITe(u — w2l < Gy e ae.

SiN =1,ona N/(N —1) = +00 et conclut facilement que u; = uy p.p.. Le cas N > 2 demande un léger
développement supplémentaire. On remarque que

1
1*

T = uallr = ([ 17200 - w) a)

1/1*
></ el d:c)

> e(m(B)) v,

ol B, = {z;|u1(x) — ua(x)| > e}. On a donc

e(m(B.)) '~ < (m(@))'2

C38a5

—1

et on en déduit que (m(BE))NN < Cjy ae. Prenons, pour n € IN*, ¢ = 1/n, on a Ay/pq1) C Aiyp et
MnewNAi/m = (0, donc m(Al/n) — 0 lorsque n — +oo (par continuité décroissante d’une mesure). On rap-

pelle que
1/2
a1 /m = </ |G|2dx> + (/ |Vuz2dac>
Al/ Al/n

Comme G, |[Vus| € L*(Q2), on en déduit que lim,,_, { o a1/, = 0.

1/2

n

On a aussi By /(n41) D Bi/n et UpewBi/n = {|u1 — ua| > 0}. Donc lim,, oo m(B1/,) = m{|us — ua| > 0}
(par continuité croissante d’une mesure). Comme

N-1
(m<B1/n)) No< Oy Qa1/ns

en passant a la limite lorsque n tend vers +oo, on obtient m{|u; — ua| > 0} < 0, et donc u; = uy p.p., ce qui
termine la démonstration. |

3.2 Méthodes de monotonie

3.2.1 Introduction

Pour le probleme (3.3Existence avec le théoréme de Schauderequation.3.3), dans le cas ou f (le second membre)
dépend de Vu, on sait encore prouver 1’existence d’une solution avec le théoreme de Schauder, voir exercice
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3.3Existence par Schauder, généralisation de I’exercice 3.2Existence par Schauderexo.3.2ex0.3.3. La question est
plus difficile dans le cas ol @ dépend de Vu. On se place sous les hypotheses suivantes :

Q ouvert borné de RY,

ac C(RY,R),

Ja, BERY;a < alf) < B,VEERY,
feL?).

On cherche a montrer I’existence d’une solution au probléme suivant :

u € Hy (),

a(Vu)Vu - Vo dz = / fodz, Vv € H}(Q).
Q Q

Peut-on appliquer le théoréme de Schauder ? Pour I’appliquer, il faut I’ utiliser dans H (£2) pour que a(Vu) ait un
sens. Soit @ € H}(Q), par le lemme de Lax Milgram, il existe un unique u € H} () solution de :

u € HE(Q),

a(Va)Vu - Vo da = / fodz, Yo € Hi(Q). (3.16)
o

Q

Soit T I’opérateur de H¢ () dans H{ () défini par T'(4) = u solution de (3.16Introductionequation.3.16). L opé-
rateur 7" est bien de H} (€2) dans H{ () et

(1) il existe R > 0 t..q. ||ul g3 () < R pour tout @ € Hg (<),
(2) I'application T est continue de H{ (€2) dans H{ (€2). En effet, si @, — @ dans Hg(Q), on a Vi, — Vi
dans L2(Q)" et il n’est pas trés difficile de montrer que 7'(@i,,) — T(1) dans HZ ().
Mais, I’application 7' n’est (en général) pas compacte (de HJ (2) dans H}()). Si on était en dimension finie,
les points (1) et (2) suffiraient a montrer ’existence d’une solution. L’idée est donc de considérer des problemes

approchés en dimension finie et de passer a la limite en utilisant la monotonie de I’opérateur (qui est vraie sous des
hypotheses données sur a ci-apres).

3.2.2 Opérateur de Leray-Lions

On considere ici un cas un peu simplifié des opérateurs de Leray-Lions. On considere les hypotheéses suivantes :
1) © ouvert borné de RY S N2> 1< p<+oo,

a: RY - RY continue,

4) (croissance) 3C € R; |a(&)| < C(1 + [¢P~1), Ve e RV, 3.17)

5) (monotonie) (a(£) — a(n)) - (€ —n) >0 V(¢,n) € (RV)?,

)
)
3) (coercivité) o > 0t.q a(€) - € > al¢|P, VE € RY,
)
)
6) 0 € L®(Q);3o¢ > 0;0 > 00 p.p.,

6) f € LvT1(Q).
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Ces hypotheses permettent en particulier de traiter certains modeles dits “LES” (Large Eddy Simulations) utilisés
en mécanique des fluides. On s’intéresse alors au probleme suivant :

{ —div(o(z)a(Vu(z))) = f(z) dans £,
u=0 sur 9.

(3.18)

Exemple 3.17 Pour o = 1 eta(§) = [£[P72£ (1 < p < +00), I'équation s’écrit —div(|Vu[P~2Vu) = f.
L opérateur u +— —div(|Vu|P~2Vu) s’ appelle le p-laplacien. Pour p = 2, on retrouve le Laplacien classique. Le
cas p = 3 donne I’opérateur de Smagoriskii qui apparait dans un modele de LES.

Remarque 3.18 Le cadre général des opérateurs dits “de Leray-Lions”, contient des fonctions a(z, v, Vu) au lieu
de a(x, Vu).

Cherchons une forme faible adéquate de (3.180pérateur de Leray-Lionsequation.3.18). Remarquons que si w €
LP(Q)N, alors, I'hypothese de croissance sur a donne

la(w)| < O+ [w]P~)
< C+ClwlP~! € L71(Q)

car C' € L et [w|P~! € LP/P~1(Q) = LP' () avec p’ = -2 (ou encore % + 1% = 1). Donc si u € W, *(£2), on
aVu e (LP(Q)N et a(Vu) € (LY ().
Prenons alors v € W, *(2), ona Vo € LP(Q)N. On a donc

N
a(Vu) - Vo = Zai(Vu)Div € L'(Q).
i=1
11 est donc naturel de chercher u € W, () et de prendre les fonctions test dans W, ? ().

On rappelle aussi que si f € L?' (), I'application v > Jo f(z)v(x)dz est linéaire continue de VVO1 ?(Q) dans IR.
C’est donc un élément du dual (topologique) de VVO1 ?(0)) (ce dual est noté W17 (Q)). Par abus de langage, on
note encore f cet élément de W 1" (Q), that is to say que pour f € L¥' (), on a

(f,v>W,1,p/(Q)7W01,p(Q) = /Qf(x)v(a:)d:c pour tout v € WyP().
La forme faible de (3.180Opérateur de Leray-Lionsequation.3.18) que 1’on considere est donc :

u e Wy?(Q),

(3.19)
/ ca(Vu) - Vo dr =< f,v > (), wir @) TV € WyP ().
Q

Remarque 3.19 Le cadre “naturel” du probleme (3.190pérateur de Leray-Lionsequation.3.19) n’est donc pas
limité au cas f € LP (2). On peut remplacer dans (3.190pérateur de Leray-Lionsequation.3.19) f par n’im-
porte quel élément de W~ (Q). Par exemple, si F' € LP (Q)", on peut remplacer, dans (3.190pérateur de
Leray-Lionsequation.3.19), (f, v)W_L,,/(Q),WOl,p(Q) par [, F(x) - Vu(x)dz. Sous cette hypothese, le théoreme
d’existence et d’unicité donné ci apres (théoreme 3.20Existence et unicitétheorem.3.20) reste vrai.
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Théoreéme 3.20 (Existence et unicité) Sous les hypotheses (3.170pérateur de Leray-Lionsequation.3.17), il existe
u € VVO1 P(Q) solution de (3.190pérateur de Leray-Lionsequation.3.19). Si de plus a est strictement monotone,
c’est a dire (a(€) — a(n)) - (€ —n) > 0 pour tout (£,1) € (R™)2, & # , alors il existe une unique solution u de
(3.190pérateur de Leray-Lionsequation.3.19).

Pour la démonstration de ce théoréme, nous aurons besoin des lemmes (classiques) d’intégration suivants :

Lemme 3.21 (Cv forte contre cv faible) Soit 1 < p < +oc. On pose p' = ]ﬁ. On suppose que f, — [ dans
LP(Q) et g, — g faiblement dans LP' (Q). Alors

/ fn gn dz — / f g dx lorsque n — +oo.
Q Q

Par contre, on rappelle que si f,, — f dans LP? faible et g,, — g dans L* faible, onn’a pas en général convergence
de [, fn gn da vers [, fgdz.

Lemme 3.22 Sia € C(RY,RY), a(¢) < C(1 + |£[P~1) pour tour &€ € RY et si u, — u dans W'* () alors
a(Vuy,) = a(Vu) dans L (Q)N.

Le lemme 3.220pérateur de Leray-Lionstheorem.3.22 se démontre par le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue.

On rappelle aussi que les espaces W, **(2), L?(€2) et L¥'(€2) sont réflexifs pour 1 < p < 400, et donc pour toute
suite bornée d’un de ces espaces, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente dans cet espace. On rap-
pelle enfin que les espaces W, 7 (Q), LP(Q) et LP' (Q) sont séparables, i.e. ils contiennent une partie dénombrable
dense, ce qui va nous permettre 1’approximation par des problémes de dimension finie. On aura également besoin
pour la démonstration du lemme suivant :

Lemme 3.23 (Opérateur coercif dans RY) Soir T : RY — R continue. On suppose que T est coercif. ¢’est
a dire que

T(v) v
v

Soit b € RY. Alors, il existe v e RY t.q. T(v) = b. L’opérateur T est donc surjectif.

— +o00 quand |v| — +o0.

Démonstration On utilise le degré topologique de Brouwer (ce qui possible car on est en dimension finie). On
pose h(t,v) = tT'(v)+(1—t)v. Pourt = 0,ona h(0,v) = v (donc h(0,v) = I, ol I est’opérateur v — v). Pour
t =1onah(1,v) = T(v). Pour appliquer le degré, on remarque d’abord que I’application A : [0, 1] x R — RY
est continue (car 1° est continue).

On veut ensuite montrer qu’il existe R > 0 t.q.
t€0,1],v € RN et h(t,v) = b= |v| < R. (3.20)

On suppose qu’on a démontré (3.200pérateur de Leray-Lionsequation.3.20). Quitte a augmenter R, on peut aussi
supposer que |b| < R. On pose Br = {z € R t.q. |z| < R}. Par invariance par homotopie du degré, on a donc
que d(h(t,-), Br,b) ne dépend pas de ¢, et donc :

d(T, Br,b) = d(I, Bg,b).
Comme b € Bp, onad(Il,Bgr,b) = 1 et donc d(T, Br,b) = 1. On en déduit ’existence de v € Bp tel que
T(v) =b.
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Il reste a démontrer qu’il existe R > 0 vérifiant (3.200pérateur de Leray-Lionsequation.3.20).
Soitt € [0, 1] etv € R™ t.q. h(t,v) = b, ¢’est-a-dire tT'(v) + (1 — t)v = b.
Onadonc tT(v)-v+ (1 —t)v-v=">b-v < |b||v]| etdonc, siv # 0,

Tw) v Tw) v v
t(i) + (1 =9 = t(i) + (1 —¢t)— < |bl.
[v] ] [l
Comme T(llsj)l'w — +oo lorsque |w| — 400, il existe R > 0 t.q.
T(w) -
lw| > R = min((T’)“’, w]) > [b]-
w
On en déduit que |v| < R. Ceci termine la démonstration. [

Ce lemme se généralise a n’importe quel espace de dimension finie :

Lemme 3.24 (Opérateur coercif en dimension finie) Soit F un espace de dimension finie, et T : E — E' conti-
nue (noter que dim E' = dim E < +o00). On suppose que T est coercif, that is to say :

(T(),v)p B

— o0 quand ||v||g — +oo.
[l 2

Alors, pour tout b € E' il existe v € E t.q. T(v) = b.

Démonstration On se raméne 2 IR™. Soit N = dim E. On choisit une base de E, notée (e1,...,en), et on note
(ef,...,ek) labase duale de E’ (that is to say t.q. (¢}, e;) g g = ;). On définit une application I de IR™ dans
E et une application J de RY dans E’ par

N N
I(a) = Zaiei et J(B) = Zﬁief pour o, 3 € R™.
i=1 i=1

L’opérateur I est une bijection linéaire de IR™ dans E et I’opérateur .J est une bijection linéaire de IR” dans E’.
Soit T'=J ' o T o I. Lopérateur T est continu de IR" dans R”.

Soit & € R™Y. On pose v = I(a) et § = T(a) (donc 8 = J~(T(v))). On a donc

i N N N N
T(a)-a=Ba=)» = (Z Bje;, Z%‘%)E’,E = (J(B), I(a))pr &2 = J(ﬁ)(z ae;) = (T'(v),v)pr B

i=1
En prenant comme norme sur R, ||a|| = [|[I(a)]||z, I'hypothese de coercivité sur T’ donne alors
im Lle)a
lafl=+oo ||
Par équivalence des normes en dimension finie, on a donc aussi
T(a) -
lim M = +o00.
|| =400 |Oé|

On peut donc appliquer le lemme 3.230pérateur coercif dans IR™ theorem.3.23 a T.

EDP, Télé-enseignement, M2 109



3.2. MONOTONIE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Soit b € E'. On pose 8 = J ~1(b). Le lemme 3.230pérateur coercif dans IR theorem.3.23 donne I’existence de
a € RY t.q. T(a) = 8. On pose v = I(a) eton aalors T'(v) = T o I(a) = J o T(a) = J(B) = b. On a ainsi
montré I’existence de v dans E t.q. T'(v) = b. (]

Démonstration du théoréme 3.20Existence et unicitétheorem.3.20
Etape 1 Existence de la solution a un probleme en dimension finie
Lespace W,"(Q2) est séparable. Il existe donc une famille dénombrable (f,)nen+ dense dans W, (). Soit
E, = Vect{f;...fn} 'espace vectoriel engendré par les n premieéres fonctions de cette famille. On a donc
dimE, <netE, C E, 1 pourtoutn € N*etonaU,cnE, = Wol’p. On en déduit que pour tout v € Wol’p(Q)
il existe une suite (v, )nen+ telle que v, € E,, pour tout n € IN* et v,, — v dans Wol’p(Q) lorsque n — +o00.
Dans cette premiére étape, on fixe n € IN* et on cherche u,, solution du probléme suivant, posé en dimension
finie :

Uy € By,

3.21

/Qaa(Vun) -Vodx =< f,v >t Wi Yv € E,. (321
L application v +—< f,v >, 1, wie estune application linéaire E,, dans IR (elle est donc aussi continue car
dim E,, < 4+00). On note b,, cette application. On a donc b,, € F/, et

<bn7U>E;L,En =< f,v >W71,p/7w(}vp .

Soit u € FE,. On note T, (u) I’application de F,, dans IR qui a v € E,, associe fn oa(Vu) - Vv dz. Cette
application est linéaire, c’est donc aussi un élément de E/, et on a

(Th(u),v) B, = / oa(Vu) - Vo dz.
Q

On a ainsi défini une application T de E,, dans E/,. On va montrer que 7" est continue et coercive. On pourra ainsi

en déduire, par le lemme 3.24Opérateur coercif en dimension finietheorem.3.24, que 7' est surjectif, et donc qu’il

existe u,, € F, vérifiant T'(u,,) = b,, thatis to say w,, solution du probleme (3.210pérateur de Leray-Lionsequation.3.21).
(a) Continuité de T;, On rappelle que n est fixé. Pour simplifier les notations, on oublie ici I’indice 7, that is to

say que I’on pose E = E,, et T = T,,. On munit E de la norme définie par || - ||z = || - HW(}.p. Soit u,u € E. On

a:

IT(w) —T(@)|g = max <T(u)—T(a),v>p g
veE, |[v]| p=1

o(a(Vu) —a(Va)) - Vo dx

max
veB, [vlly0=1Jo

< max /QU(a(Vu) —a(Va)) - Vo da.

vEWg T, ollyap=1
On pose 3 = ||o|| L (q). on obtient alors

1T (u) = T(@)|ler < max Blla(Vu) = a(Va)| || o ) V] || o)

vEWG T, [[vl] 1.0 =1
< Bllla(Vu) = a(Va)| || Lo (o)-

Donc si (t,)nen est une suite de F t.q. u, — @ dans F, on a

1T (un) = T(@)||&r < Bl |a(Vun) = a(Va)| || )
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Par le lemme 3.220pérateur de Leray-Lionstheorem.3.22, on a a(Vu,) — a(Va) dans (LP' (Q2))N. On a ainsi
montré que T'(u,) — T(@) dans E’, et donc que T est continue (de F dans E’).
(b) Coercivité de T;, On rappelle qu’on a posé E = E,, et T = T,,. On veut montrer que

<T >E
WEE — +oo lorsque [|ul g — +00.
U||\E

Par définition, et grace aux hypotheses (3.17Opérateur de Leray-Lionsequation.3.17),

< T(u),u >E/ E= /

oa(Vu) -Vudr > opa | |[VulPde.
Q Q

On a donc
<T(u),u>p 5= Cllul},., = Cluly  avec C =00 a.
0
Finalement,
T /
= (TILIU ZELE S OBt — oo lorsque JJull 5 — oo,
u

car on a supposé p > 1 (le cas p = 1 est plus difficile et demande des outils supplémentaires, mais il est intéressant

en géométrie pour le probleme des surfaces minimales par exemple).

On a ainsi montré que 7' est coercive. On peut donc appliquer le lemme 3.24Opérateur coercif en dimension
finietheorem.3.24. Il donne I’existence d’une solution au probleme en dimension finie (3.210pérateur de Leray-Lionsequation.3.21)
(cette technique permet aussi par exemple de démontrer I’existence de solution pour le probleme (3.190pérateur

de Leray-Lionsequation.3.19) approché par éléments finis P1).

Etape 2 Existence de la solution a un probleme en dimension infinie On a montré 1’existence d’une solution

au probléme (3.210pérateur de Leray-Lionsequation.3.21). On va maintenant tenter (et réussir !) un passage a la li-

mite sur ce probleme lorsque 7 — +o00 pour montrer I’existence d’une solution au probleme (3.190pérateur de Leray-Lionsequation
Pour cela nous allons :

(a) obtenir une estimation sur u,,, qui nous permettra d’obtenir de la compacité, et donc d’effectuer

(b) un passage a la limite sur les problémes (3.210pérateur de Leray-Lionsequation.3.21) de maniére a avoir I’exis-

tence d’une solution » du probleme (3.190pérateur de Leray-Lionsequation.3.19) comme limite des solutions u,,

des problemes (3.210pérateur de Leray-Lionsequation.3.21) ; pour cela, il nous faudra une

(c) astuce pour montrer que la limite du terme non linéaire est bien le terme qu’on veut.. ..

(a) Estimation sur u,,
On prend v = u,, dans (3.210pérateur de Leray-Lionsequation.3.21). On obtient :

70 [ [Tz < | Fl-s i
Q
par coercivité de a. On a donc : o aHunHI";V&‘,, < N llw v lun iy 2. 0ot

1
-1
ity € —[1F g1

(b) Passage a la limite
La suite (u, )nen est donc bornée dans W, (), qui est réflexif. On en déduit qu’il existe une sous-suite encore
notée (un )nen telle que u,, — u faiblement dans W, ?(Q).
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Par hypothese, |a(Vu,)| < C(1 + [Vu,[P~1), donc la suite (a(Vu,))new est bornée dans (LP'(€2))N, qui est

/

réflexif. Donc il existe ¢ € (LP (2))¥ telle que, & une sous-suite pres,

)
a(Vu,) — ¢ faiblement dans  (L¥' ()",

Soitv € Wol’p(Q), on sait que U E, = Wol’p, donc il existe (vp, )new t.q. v, € E, pour tout n € IN* et
nelN

v,  — vdans W, P(Q),
Vv, — Vodans (LP(Q))V.

On utilise alors (3.210pérateur de Leray-Lionsequation.3.21) avec v = v,, on obtient :
/ oca(Vuy) - Vopude =< fv, > .
Q

Mais < f, v, >—< f,v >, car v,, converge faiblement vers v dans WO1 P(Q).
De plus a(Vu,) — ¢ faiblement dans (L?' (€2))N et Vuv,, — Vo (fortement) dans (L?(€2))". Donc par le lemme
3.21Cyv forte contre cv faibletheorem.3.21, on a

/ o(-Vodr =< f,v >yore ie YU E WP (). (3.22)
Q

On a ainsi prouvé I'existence de u € W, () t.q. u est la limite faible dans W, *(2) de la suite (u,, )nen et t.q. la
limite faible dans (L*' (2))~ de la suite (a(Vu,))nen. notée ¢, vérifie (3.220pérateur de Leray-Lionsequation.3.22).
Si ¢ était égal a a(Vu), on aurait terminé. Malheureusement, ceci n’est pas évident car a peut étre non linéaire. . .

(c) Limite du terme non linéaire Pour terminer, il reste 8 démontrer que
/ o¢-Vodr = / o a(Vu) - Vo dz pour tout v € WP (). (3.23)
Q Q

On peut le démontrer par deux manieres différentes, selon les hypotheses :

1. Par I’astuce de Minty, qui utilise uniquement la monotonie de a, that is to say (a(¢) — a(n)).(§ —n) > 0.
On a dans ce cas uniquement u,, — u faiblement dans VVO1 P(Q).

2. Par la méthode de Leray-Lions, qui utilise la stricte monotonie de a, that is to say (a(§) —a(n)).(6—=n) >0
pour tout £, 7, £ # 7. On a alors en plus u,, — u dans WO1 "P(Q) (that is to say une convergence forte et non
seulement faible).

(A) Etape commune a Minty et Leray-Lions.

Pour montrer (3.230pérateur de Leray-Lionsequation.3.23), on commence par étudier la limite de / o a(Vuy,) -
Q

Vu, dz. L astuce consiste a utiliser I’équation ! En effet/ o a(Vuy) . Vupdr =< f,u, >—=< f,u > car u, —
Q

u dans I/VO1 "P(Q) faible. Mais on sait (étape précédente) que u satisfait (3.220pérateur de Leray-Lionsequation.3.22),

etdonc: < f,u >E/7E:/U§-Vudac.
Q

Donc lim oa(Vup) - Vu, de =< f,u>p g

n—+o0o Q
= / oC¢-Vudz.
Q
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On distingue maintenant les méthodes “Minty” et “Leray-Lions” (qui sont toutefois tres voisines).
(B) Démonstration de (3.230pérateur de Leray-Lionsequation.3.23)
e 1ére méthode : Astuce de Minty
Soit v € Wol’p(Q) ; il existe (v, )new tel que v, € F,, pour tout n € IN et v,, — v dans Wol’p(Q) lorsque
n — +00. On va passer 2 la limite dans le terme [ o a(Vu,).Vv, dz grice a I’hypothése de monotonie.
Q

En effet,

0< /QU(G(VUn) —a(Vu,)) - (Vu, — Vu,) doe =

/ o a(Vuy) - Vu, de — / o a(Vuy,) - Vo, doe — / ca(Vuy,) - Vu, de + / o a(Vuy) - Vo, dz
Q Q Q Q

= Tl,n - T2,n - T3,n + T4,n

Onavuqueen (A)que Ty, = [ o¢-Vudzlorsque n — oo.
Q
Ona

lim Tgyn:/JCVde
Q

n—-+4oo

par produit d’une convergence forte dans (L?)Y et d’une convergence faible dans (L*' (Q)") (lemme 3.21Cv
forte contre cv faibletheorem.3.21). De méme,

n—+oo

lim T3, = / o a(Vv)-Vudz
Q

par produit d’une convergence forte dans (L*' (Q)) et d’unc convergence faible dans (L?(£2))V. Enfin, on
a aussi

lim Ty, = / oa(Vv) - Vo de
Q

n—-+oo

lorsque n — 400 et ce dernier terme est le plus simple car on a le produit d’une convergence forte dans
(LP (2)NV) et d’une convergence forte dans (LP(Q2))™.

Le passage a la limite dans I’inégalité donne donc :

/ o(¢ — a(Vv)) - (Vu — Vu)dz > 0 pour tout v € W, P ().
Q

. . . . 1
On choisit maintenant astucieusement la fonction test v. On prend v = u + —w, avec w € WO1 P(Q) et
n

n € IN*. On obtient ainsi :

1/Qg<<a(w+ivw)> Vwds >0

n

et donc )
/ o (( —a(Vu + Vw)> -Vwdz <0.
Q n
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1 1
Mais u+— w — u dans WO1 "P(Q), donc par le lemme 3.220pérateur de Leray-Lionstheorem.3.22, a (Vu + Vw) —
n n

a(Vu) dans (L” (22))". En passant a la limite lorsque n — 400, on obtient alors
/ o(¢—a(Vu)) - Vwdz <0 Ywe W, P(Q).
Q

Par linéarité (on peut changer w en —w), on a donc : [, 0(¢ — a(Vu)) - Vw dz = 0, Yw € WP (2). On
en déduit que

/ac-dea:=/"a<W)~dex Vw € Wy P (9).
Q Q

On a donc bien démontré que u est solution de (3.190pérateur de Leray-Lionsequation.3.19).

Notons que I’on a montré ce résultat par approximation, c’est a dire en montrant d’abord I’existence de
solution a un probleme approché qui se pose en dimension finie, puis en passant a la limite. Ceci est égale-
ment possible en utilisant un probléme approché obtenu avec des schémas numériques. Par exemple, avec
un schéma numérique utilisant des éléments finis P1.

e 2ére méthode : Astuce de Leray-Lions On suppose maintenant la stricte monotonie de a, that is to say :

(a(§) —a(n)).(C—n) >0 si &#mn.
On va montrer que u est solution de (3.190pérateur de Leray-Lionsequation.3.19) (on le sait déja, grace a la
premiere méthode) mais aussi que a(Vu) = ( et surtout que u,, — u dans WO1 P(Q).

Comme U,enE, = Wol’p, il existe une suite (v )new t.q v, € E, pour tout n € IN et v,, — u dans
W, P (€2). Par hypothese de monotonie, on a :

/ o(a(Vuy) —a(Voy)) - (Vu, — Vu,) > 0.
Q
Avec le méme raisonnement que pour Minty (mais maintenant v,, — u au lieu de v,, — v),ona:

lim o(a(Vuy) — a(Voy)) - (Vu, — Vu,)de = / (¢ —a(Vu)). (Vu — Vu) dz,
n—+oo Jo Q N————
=0

donc si on pose F,(z) = o(a(Vun) — a(Vvy,)) - (Vu, — Voy),ona F, > 0p.p. et [, F, dz — 0 lorsque
n — +o00. Donc F,, — 0 dans L', et donc, aprés extraction d’une sous-suite, F,, — 0 p.p.. On peut aussi
supposer, apres extraction d’une sous-suite, que Vv,, — Vu p.p..

Soitz € Q t.q. o(x) > 09, F(x) — 0 (on a donc a(Vu,(z)) — a(Vu,(z)) - (Vuy(x) — Vo, (z)) — 0) et
Vo, (x) = Vu(x) lorsque n — +o0.

Etape A : La suite (Vu,(z)),cn est bornée dans IR™. En effet, grice aux hypotheses de croissance et
coercivité sur a, on a

%Fn(x) = (a(Vun(2)) — a(Vup () - (Vug(z) — Vou(2))
> a|Vu, (2)|P — C(1 + |[Vu, (2)[P~H Vo, ()| — C(1 + [V, (2) P71 | Vu, ()| + a| Vo, (z)[P.

On en déduit que la suite (F},(x))nen est non bornée si la suite (Vuy, (2)),en est non bornée. Or F,, (z) —
0 lorsque n — +o00. Donc il faut que la suite (Vuy, (2))pen soit borné.
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Etape B : Soit ( € IR limite d’une sous suite de la suite (Vu,(z)),en. On a donc pour cette sous suite
(encore notée (Vi (2))nen) limy,—s 4 oo a(Vuy () = a(¢). Comme lim,,_, + o Fy,(z) = 0, on en déduit

(a(¢) — a(Vu(z)) - (¢ = Vu(z)) = 0.

Or, le ler terme ce cette égalité est strictement positif si ¢ # Vu(z). On a donc donc ¢ = Vu(z). On a donc
(sans extraction de sous suite pour cette étape) Vu,, (z) — Vu(z) quand n — +o0.

En résumé, on a ainsi montré que Vu,, — Vu p.p. (2 une sous suite preés, car on extrait une sous suite pour
avoir F,, — 0 p.p. et Vuv,, — Vu p.p.). On en déduit que a(Vu,) — a(Vu) p.p.. Ceci est suffisant pour
montrer que ¢ = a(Vu). En effet, on sait déja que a(Vu,,) — ¢ dans (L? )N (Q) faible. On en déduit alors
que ¢ = a(Vu) par le lemme d’intégration (voir poly d’intégration) suivant :

Lemme 3.25 (Compacité LP — L?) Soit Q un ouvert borné. On suppose que f, — [ p.p. et que (fn)neN
bornée dans L4, ¢ > 1. alors f, — f dans L"(Q) pour toutr t.q. 1 <r < q.

Du lemme 3.25Compacité LP— L7theorem.3.25, on déduit que la suite (a(Vu,))nen converge dans L” (Q)%,
pour 1 < 7 < p/, vers a(Vu). Comme cette méme suite converge faiblement dans (L*" )N (Q) vers ¢, on
peut conclure (par exemple en utilisant I unicité de la limite faible dans L" (£2)") que les limites sont égales,
that is to say

¢ = a(Vu) p.p..

1l reste & montrer que u,, — u dans W, (€). On sait déja que u,, — u faiblement dans W,*(Q) et
donc (fortement) dans LP(€)). Comme, aprés extraction d’une sous suite, on a Vu,, — Vu p.p., le lemme
3.25Compacité LP — L9theorem.3.25 nous donne Vu,, — Vu dans L"(2)" pour tout 1 < r < p et donc
Uy — u dans Wg ""(Q) pour tout 1 < r < p. En raisonnant par contradiction on a méme u,, — w dans
Wl’T(Q) pour tout 1 < r < p sans extraction de sous suite. Mais ceci ne donne pas la convergence dans

ng’p (€2). Pour démontrer cette convergence dans I/VO1 "P(Q), on réutilise I’étape (A) commune & Minty et

Leray-Lions. Cette étape a donné

lim oa(Vuy) - Vuydr = / o( - Vudzx.
n—-4o0o Q Q

Mais, on sait maintenant que ¢ = a(Vu) p.p., on a donc

lim ca(Vuy) - Vupde = / ca(Vu) - Vudz.
n—-+oo Q Q

On rappelle maintenant un lemme classique d’intégration (encore. .. ), valable dans tout espace mesuré mais
que I’on donne ici dans le cas qui nous intéresse.

Lemme 3.26 (Convergence L' pour une suite de fonctions positives)

Soit Q un ouvert borné de R” . Soit f € L'(Q). On suppose que la suite (f,)new de fonctions de L*(S2)
vérifie :

1. fr, > 0 p.p., pour tout n € N,

2. fn — f p.p. quand n — +o0,

3 limy, sy o0 [o fu(2)de = [, f(x)da.

Alors f, — f dans L*().
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Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer Vu,, — Vu p.p.. On applique alors le
lemme 3.26Convergence L' pour une suite de fonctions positivestheorem.3.26 a la suite (f,,)nen définie
par f,, = ca(Vu,)- Vu,. Le lemme 3.26Convergence L' pour une suite de fonctions positivestheorem.3.26
donne la convergence L' () de cette suite et donc 1’équiintégrabilité de la suite ( f,,)ne. Avec I’hypothese
de coercivité sur a et I’hypothese sur o, on obtient I’équiintégrabilité de la suite (|Vuy,|P)new. Il reste &
appliquer le théoréme de Vitali (voir le poly d’intégration) pour conclure que Vu,, — Vu dans LP ()Y
et donc que u,, — u dans VVO1 "P(Q). Comme d’habitude, un argument par contradiction montre que cette
convergence dans Wol’p () a lieu sans extraction sous suite d&s que w,, converge faiblement vers u dans
WO1 P(Q) (et pour avoir cette convergence, on a dii extraire une sous suite). Dans I’étape 3 ci dessous, on
va démontrer I’unicité de la solution de (3.190pérateur de Leray-Lionsequation.3.19) si a est strictement
monotone. Ceci permet de conclure que la suite (u,),cn converge (sans extraction de sous suite) dans
VVO1 P (Q) vers 'unique solution de (3.190pérateur de Leray-Lionsequation.3.19).

On a ainsi terminé la partie “existence” du théoreme 3.20Existence et unicitétheorem.3.20

Etape 3 : Unicité On suppose que a est strictement monotone. Soient w1 et us deux solutions.
/Q oca(Vu;) - Voder =< flo> i=1,2  Yoe WP Q).
On fait la différence des deux équations, et on prend v = u; — uz. On obtient :
/Qa(a(Vul) —a(Vug)) - V(u1 — ug) de = 0.

OrY =o(a(Vur) —a(Vuz)) - V(ug —uz) > 0,etY > 0si Vuy # Vug; onadonc Vuy = Vug p.p. et
1p
donc uy = ug car uy et ug € Wy (Q).

Remarque 3.27 Dans le cas des opérateurs de Leray - Lions, lorsque a dépend de =, Vu mais aussi de u,
on arrive encore a montrer des résulats d unicité si p < 2.
L]

3.3 Exercices
Exercice 3.1 (Continuité d’une application de L? dans L9) Solution 3.1Continuité d’une application de LP dans
Licor3.1

Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, o] et g une application continue de R dans R t.q. :
3C e RY; |g(s)| < Cls|7 + C, Vs € R. (3.24)

1. Soit w € L1, (E, T, m). Montrer que g o u € L (E, T, m).

Onpose L" = L (E,T,m),pourr = petr = ¢q. Pouru € L”, onpose G(u) = {h € LE (E,T,m); h = gov
p.p.}, avec v € u (de sorte que G(u) € L9).

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans w.

3. Soit (uy)nenw C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — +o00, et qu’il existe F' € LP t.q. |u,| < F p.p.,
pour tout n € IN. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L9.

4. Montrer que G est continue de L” dans L9.
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5. On considere ici (E,T,m) = ([0,1], B(IR),A) et on prend p = g = 1. On suppose que g ne vérifie pas
(3.24Exercicesequation.3.24). On va construire u € L' t.q. G(u) € L.
(a) Soit n € IN*, montrer qu’il existe o,, € IR tel que : |g(a,)| > nlay,| et |ay,| > n.

(b) On choisit une suite (o, ),en+ vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a>0tq.
+oo
(0%
ZW =1
1 Anp N

(c) Soit (a, )new+ une suite définie par : a; = 1 et apt1 = a, — (ol oy, et o sont définies dans les 2

|am|n?
questions précédentes). On pose u = Z:z ol ;.. Montrer que u € L' et G(u) & L*.
Exercice 3.2 (Existence par Schauder) Solution 3.2Existence par Schaudercor.3.2

Soit 2 un ouvert borné de R (N >1),9 € LQ(Q), a une fonction continue de IR dans IR et A une fonction
continue de IR x IR” dans IR. On suppose que

— 0 < a=infyer a(s) < sup,er a(s) = B < +o0,
— ilexiste § € [0,1[ et C; € R t.q. |h(s,&)| < C1(1 +|s]° + [€]°) pour tout (s,&) € R x RY.
1. Soitw € H{(£2). Montrer que h(u, Vu) € L?(Q2) et qu’il existe un unique u solution de

u € Hy (),
/Qa(ﬁ(z))Vu(x) - Vo(x)dx +/

Q

Q
Dans la suite, on note 7" I’application qui a u associe u, unique solution de (3.25Exercicesequation.3.25). L’ap-
plication T est donc de H} () dans H}(Q).

2. (Estimation sur u) Soitw € H}(Q) et u = T'(w). Montrer qu’il existe Co ne dépendant que 2, o, g et C t.q.

ull o) < C2(1+ ||ﬂ||§13(9))-

[On pourra prendre v = u dans (3.25Exercicesequation.3.25).]
En déduire qu’il existe R € R t.q.

[l zi ) < R = lullgio) < R

3. (Continuité de T') Soit (uy,)nen une suite de H(Q) et w € HE(Q). On suppose que u, — u dans H} (1)
(quand n — +00). On pose f,, = h(Un, Vi,), f = h(w, Va), u, = T(u,) etu = T(a).
(a) Montrer que f,, — f dans L?(2).
(b) Montrer que u,, — u faiblement dans Hg (€2).

(c) Montrer que /
Q

En déduire que u,, — u dans H}(Q). [On pourra s’inspirer de 1’exercice 2.15Continuité séquentielle de
L?-faible dans H}exo0.2.15.]

4. (Compacité de T) Soit (T, )nen une suite bornée de H}(Q). On pose f, = h(un, Vu,) et u, = T(uy,).

Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (7, )neN, encore notée (i, )nen, et il existe f € L2() et
be L>*(Q) tq.

a(tn(2))Vuy(z) - Vuy(x)de — /Qa(ﬂ(a:))Vu(:r) - Vu(zr)de.
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fn — f faiblement dans L?(12),
a(uy) — bp.p..

Montrer que la suite (u,, ) e est convergente dans H{ (€2). [On pourra raisonner comme dans 1”exercice 2.15Conti-
nuité séquentielle de L2-faible dans H}exo.2.15.]

5. Montrer qu’il existe u € H} () t.q. u = T'(u) (et donc u solution de (3.25Exercicesequation.3.25) avec & = u).

Exercice 3.3 (Existence par Schauder, généralisation de ’exercice 3.2Existence par Schauderexo.3.2) Solution
3.3Existence par Schauder, généralisation de ’exercice 3.2Existence par Schauderexo.3.2cor.3.3

Soit  un ouvert borné de RY (N > 1), a une fonction de  x IR dans IR et f une fonction de Q2 x IR x RY
dans IR vérifiant :

— a est mesurable par rapport a x € €2, pour tout s € IR, et continue par rapport a s € IR, p.p. en z € Q.

— Tlexiste o, f € R} t.q. o < a(z,s) < fpourtout s € Retp.p.enz € .

— f est mesurable par rapport a x € €2, pour tout s,p € IR x IRY, et continue par rapport a (s, p) € IR x RY,
p-p-enz € .

— Nexisted € L2(2),C € Retd € [0,1[t.q. |f(-,s,p)| < C(d+]|s|° + |p|®) p.p., pour tout 5,p € R x RY.
Montrer qu’il existe un et un seul u solution du probleme suivant :
u € Hy (%),

/ a(z,u(z))Vu(x) - Vu(z)dx = / f(z,u(z), Vu(z))v(x)dz, pour tout v € Hy(9).
Q o

(3.26)

[On pourra construire une application de Hg (€2) dans HE () et utiliser le théoréme de Schauder.]

Exercice 3.4 (Degré d’une application affine) Solution 3.4Degré d’une application affinecor.3.4
Soit E un espace de Banach (réel). Pour R > 0, on pose Br = {v € E t.q. ||v||g < R}.

1. Soit f une application constante de E dans E. Il existe donc a € FE t.q. f(v) = a pour tout v € E. Soit
R > 0t.q. ||a||g # R. Montrer que d(I — f, Bg,0) est bien défini et que d(I — f, Br,a) = 1si R > ||a||g et
d(I — f,Br,a) =0si R < ||a||g.

2. Soit L une application linéaire compact de E dans E. On suppose que 1 n’est pas valeur propre de L. Soit
a € E. On définit f de E dans E en posant f(v) = Lv + a pour tout v € E.

(a) Montrer que I’équation v — f(u) = 0 a au plus une solution.

(b) Montrer que 1’équation u — f(u) = 0 a une unique solution. On note b cette solution. Montrer que d(I —
fyBr,0) #0si R> ||b||getd(I — f,Br,0) =0si R < ||b]| .

Exercice 3.5 (Convection-diffusion, Dirichlet, existence) Solution 3.5Convection-diffusion, Dirichlet, existencecor.3.5

Soit 2 un ouvert borné de R ,N=2o0u3,p>N,W € LP(Q)N , © une fonction lipschitzienne de IR dans IR

t.q. p(0) =0et f € L*(Q).
On s’intéresse ici au probléme suivant

{—mudwmwwn=f®mQ (3.27)

u = 0 sur 0S).

Le but de cet exercice est de montrer 1’existence de solution faible au probléme (3.27Exercicesequation.3.27).
L'unicité (et la positivité si f > 0 p.p.) de la solution faible est montré dans 1I’exercice 3.6Convection-diffusion,
Dirichlet, unicitéexo.3.6.
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1. Soit u € HE(Q), montrer que Wep(u) € L*(Q)N. [Utiliser le théoreme d’injection de Sobolev, théoreme
1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28.]

Cette premiere question permet de définir la formulation faible du probleme (3.27Exercicesequation.3.27). Elle
consiste a chercher u solution de (3.28Exercicesequation.3.28).

u € Hy(Q),

/ Vu(z) - Vo(z)dz — / e(u(@))W(z) - Vu(z)de = / f(z)v(x)dx pour tout v € HA (). (3.28)
Q Q o

Pour montrer 1’existence d’une solution a (3.28Exercicesequation.3.28) on va utiliser la méthode du degré to-
pologique en construisant une application & de [0, 1] x L9(€2) dans L9(2) avec ¢ = 2p/(p — 2) (de sorte que
1/p+1/q = 1/2). On pose donc pour la suite ¢ = 2p/(p—2). Si N = 3, on pose 2* = 6 et si N = 2, on choisit
pour 2* un nombre strictement supérieur 2 ¢ (de sorte que, pour N = 2 ou 3, H} () s’injecte continfiment dans
L? (Q) et compactement dans L9(12)).

2. (Construction des opérateurs B et h) Soit & € L. Montrer qu’il existe un unique u solution de

u € Hy(Q),

/ Vu(z) - Vo(z)dz — / p(u(@))W (z) - Vu(z)dr = / f(2)v(x)dx pour tout v € HA (). (3.29)
Q o o

On note B 'opérateur qui a @ dans L9(2) associe u solution de (3.29Exercicesequation.3.29). Puis, pour ¢ €
[0,1] et@ € L), on pose h(t, 1) = B(ta).

3. Montrer que h est continu et compact de [0, 1] x L2(€2) dans L4(2).

4. (Estimations a priori) Soit u € L9(2) t.q. u = h(t,u). On a donc

u € Hi(Q),

/ Vu(z) - Vo(x)dr — / o(tu(x))W(z) - Vo(z)dr = [ f(z)v(z)dz pour tout v € Hg (). (3.30)
Q Q Q

Pour s € IR, on pose 9(s) = fos Wdf'

(a) Montrer que ¥(u) € H}(Q). En prenant v = v(u) dans (3.30Exercicesequation.3.30), montrer qu’il existe
C) ne dépendant que 2, W, p et f t.q.

(1 + [ul)[[ gy 0) < Ci-

(b) Pour v € L (€2), montrer que pour tout A > 0 on a
/ o(@)|dr < ( / [o@)? dz) " An({le] > AD'F + AT (Q).
Q Q

On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R .

(c) En utilisant () et (b), montrer qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de Q, W, p et f t.q. [|ul g1 o) < C.

5. (Degré topologique) Montrer I’existence d’une solution a (3.28Exercicesequation.3.28).
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6. On retire dans cette question I’hypothése ¢(0) = 0 et on se donne un élément T' de H (). Montrer qu’il
existe u solution de (3.28Exercicesequation.3.28) avec [, f(x)v(x)dx remplacé par (T, V) H-1(Q), HY(Q)-

Exercice 3.6 (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité) Solution 3.6Convection-diffusion, Dirichlet, unicitécor.3.6

On reprend ici les mémes hypotheses que dans 1’exercice 3.5Convection-diffusion, Dirichlet, existenceexo.3.5, that

istosay :

Soit 2 un ouvert borné de RY, N = 2 ou 3, p>N,We LP(Q)N, o une fonction lipschitzienne de IR dans IR

t.q. p(0) =0et f € L*(Q).

L’exercice 3.5Convection-diffusion, Dirichlet, existenceexo.3.5 a montré qu’il existait u solution faible de (3.27Exercicesequation.3.
that is to say u solution de

u € Hy (),

/Vu(a:)-Vv(x)dx—/<p( ()W (z) - Vu(z dx_/f x)dx pour tout v € H(S). (3.31)
Q Q

L objectif de cet exercice est de montrer 1’unicité de la solution de (3.31Exercicesequation.3.31) et de montrer que
u > 0p.p.sif>0p.p.
1. Montrer I’unicité de la solution de (3.31Exercicesequation.3.31).

2. On retire dans cette question (et seulement dans cette question) 1’hypotheése ¢(0) = 0 et on se donne un élé-
ment 7" de H~'(€2). Montrer que le probleme (3.28Exercicesequation.3.28) avec [, f()v(x)dx remplacé par
(T, v) H-1(Q),H}(Q) @ une unique solution (I’existence a été montrée dans 1’exercice 3.5Convection-diffusion,
Dirichlet, existenceexo.3.5).

3. On suppose f < 0 p.p.. Soit u la solution de (3.31Exercicesequation.3.31). Montrer que v < 0 p.p.. [Pour
n € IN*, on pourra prendre v = S, (u) dans (3.31Exercicesequation.3.31) avec S, € C(IR,IR) deﬁme par
Sp(s) = max(0, min(s, 1/n)) et faire tendre n vers +00.]

Exercice 3.7 (Existence par minimisation)

Soit  un ouvert borné de R™Y (IV > 1), a une fonction de 2 dans IR et f une fonction de 2 x IR dans IR vérifiant :
— a € L>=(Q).

— Ilexiste « € RY t.q. o < ap.p..
— f est mesurable par rapport a « € (2, pour tout s € IR, et continue par rapporta s € R, p.p.enx € Q.
— Tlexisted € L2(Q),C € Retd € [0,1[tq. |f(-,5)| < C|s|° + d p.p., pour tout s € IR.
Pour tout s € R et p.p. en = € €, on pose F(z,s) = fo f(z, t)dt.
1. Soit u € H}(). Montrer que F( u) € Ll(Q)
Pour u € H}(9), on pose E(u) = 35 [, af ) - Vu(x)de — [ F(x,u(z))dz.
2. Montrer que E(u) — 400 quand ||uHH3(Q) — +o00.
3. Montrer qu’il existe u € H}(Q) t.q. E(u) < E(v) pour toutv € H(9).

4. Montrer qu’il existe u solution du probléme suivant :

u € Hy (),

a(@)Vu(z) - Vo(z)dr = /Qf(l“,u(:IC))v(ﬂc)alx7 pour tout v € H} (). (3.32)
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Exercice 3.8 (Minimisation avec contrainte)

Soit 2 un ouvert borné de R™ (N > 2) et p €1, % [. On cherche une solution non nulle au probleme suivant :

— = |ylP?
{ Au = |u|P~1u dans €, (333)

u = 0 sur 0S2.

1. Pour v € H}(R), on pose E(v) = & [, |[Vu(z)|?dz et F(v) = [, [v[PT'dz. On pose aussi A = {v € H}(Q),
F(v) = 1}. Montrer qu’il existe u € A t.q. u > 0 p.p. et E(u) < E(v) pour tout v € A.

2. Montrer qu’il existe v non nulle, u > 0 p.p., solution faible de (3.33Exercicesequation.3.33).

Exercice 3.9 (Convergence faible et non linéarité) Solution 3.7Convergence faible et non linéaritécor.3.7

Remarque liminaire : Soit ¢ € C(IR,IR). Lorsque qu’une suite (u,),cn tend faiblement vers « dans un espace
L? et que la suite ¢(u,) tend faiblement vers f dans un espace LY, il est en général faux que f = ¢(u) p.p.. On
ajoute I’hypothese que [ u,p(u,) converge vers [uf. Si ¢ est croissante, I’“astuce de Minty” permet alors de
montrer que f = @(u) p.p.. Si ¢ est strictement croissante, on obtient méme une convergence forte de u,, vers u
(c’est I’“astuce de Leray-Lions”). Cet exercice détaille ces idées dans le cadre p = ¢ = 2 avec une mesure finie.

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini (that is to say m(X) < -+00). On note L? 'espace L& (X, T, m). Soit
(tn)nen €t (Un)nen deux suites bornées de L? et u,v € L2. On suppose que les suites (uy)nenN €t (Vn)neN
convergent faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim upw dm = /uw dmet lim vpwdm = /vw dm pour tout w € L2,

n—-+oo n—-+oo
1. On suppose, dans cette question seulement, que v,, = u,, p.p., pour tout n € IN (et donc v = v p.p.). Montrer
que u,, — v dans L? (quand n — +00) si et seulement si f uZdm — f u?dm (quand n — +00).

On suppose pour toute la suite de I’exercice que [ w,v, dm — [uvdm (quand n — +00) et qu’il existe une
fonction ¢ de IR dans IR t.q.

— ¢ continue et il existe C' € R t.q. |¢(s) < C + C|s| pour tout s € IR.
— vy, = ¢(uy) p-p., pour tout n € IN.

2. Soit w € L?, montrer que, quand n — 400,
/((p(un) — o(w))(u, —w)dm — /(v — o(w))(u —w) dm. (3.34)

3. On suppose que ¢ est croissante.
(a) Soit w € L? ett € IR. Montrer que

/(v — ¢(u+tw))twdm < 0.

[Utiliser (3.34Exercicesequation.3.34).] En déduire que [ (v — ¢(u))w dm = 0.
(b) Montrer que v = ¢(u) p.p..
4. On suppose que ¢ strictement croissante. Pour n € IN, on pose G, = (¢(uy,) — @(u))(u, — u).
(a) Montrer que G,, — 0 dans L' quand n — +oo (utiliser (3.34Exercicesequation.3.34)).

(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (G, )nem, notée (Gy(n))ne (avec 1 strictement croissante de
IN dans IN) t.q. G(,) — 0 p.p.. En déduire que w,,) — u p.p. (utiliser la croissance stricte de ().
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(c) Montrer que u,, — u dans L? pour tout p € [1,2].

Exercice 3.10 (Opérateur de Leray-Lions)
Soit 2 un ouvert borné de R (IV > 1), a une fonction de Q x R x R dans R” et p €]1, +oo] vérifiant (avec
P =p/(p—1):
— a est mesurable par rapport 2 2 € €, pour tout s, ¢ € IR x IR, et continue par rapport a (s,£) € R x R,
p.p-enx € .

— (Coercivité) Il existe a € RY t.q. a(z, 5,€) - € > al¢|P pour tout (s,€) € R x RY etp.p.enz € Q.

— (Croissance) 1l existe d € L¥ () et C € R tq. |a(-,s,€)| < C(d + |s|P~ + |€|P~1) p.p., pour tout
s, e R xRV,

— (Monotonie) (a(z, s,€) — a(z,s,n) - (€ —n) > 0 pour tout (s,&,7) € R x RY x RN, ¢ # n, et p.p. en
x € .

Soit f € W17 (€2). Montrer qu’il existe u solution du probléme suivant :

ue WyP(Q),

/Qa(x,u(x), Vu(z)) - Vo(x)dx = (f, v}W,l,p/(Q)ywol,p(Q), pour tout v € W, P (). (3.35)
[Reprendre la démonstration du cours.]
3.4 Corrigés d’exercices
Corrigé 3.1 (Continuité d’une application de L.? dans L?)
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, 00| et g une application continue de IR dans R t.q. :
3C e R”; [g(s)| < Cls|7 + C, Vs € R. (3.36)

1. Soit u € L4 (E, T, m). Montrer que g o u € L (E, T, m).

Corrigé — La fonction u est mesurable de E (muni de la tribu T') dans IR, (muni de la tribu B(IR)) et g est borélienne
(that is to say mesurable de IR dans IR, muni de la tribu B(IR)). On en déduit, par composition, que gou est mesurable
(de E dans IR).

Pour s € [—1,1], on a |g(s)| < 2C et donc |g(s)|? < 29C. Pours € R\ [-1,1], ona |g(s)] < 2C|s\§ et donc
lg(s)]? < 29C7|s|P. On a donc, pour tout s € R, |g(s)|? < 29C7T 4 29C?|s|P. On en déduit que, pour tout x € E,
lg ou(x)|? = |g(u(z))|? <21CT + 27Cu(x)|?, et donc :

/ |g o ulTdm < 29C7|u||p 4+ 27°C'm(E),
ce qui donne gou € L (E, T, m).
Onpose L" = L (E,T,m),pourr = petr = q. Pouru € LP, onpose G(u) = {h € L (E,T,m); h = gov

p.p.}, avec v € u (de sorte que G(u) € L9).

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans w.
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Corrigé —  Soient v,w € w. Il existe A € T t.q. m(A) = 0 et v = w sur A°. On a donc aussi gov = g o w sur A°
et donc gov = gow p.p.. On en déduit que {h € L% (E,T,m);h=govpp}={he€ LL(E,T,m);h=gow
p-p.}-

G (u) ne dépend donc pas du choix de v dans u.

3. Soit (tn)new C LP. On suppose que u, — u p.p., quand n — 400, et qu’il existe F' € LP t.q. |u,| < F p.p.,
pour tout # € IN. Montrer que G (u,,) — G(u) dans L9.

Corrigé — Pour tout n € IN, on choisit un représentant de u.,, encore notée u,. On choisit aussi des représentants
de u et F, notés toujours u et F. Comme u, — wu p.p. quand n — +00 et que g est continu, il est facile de voir que
g oun — goup.p. Onadonc G(u,) — G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o un| < C\un\% +C< C\F|§ + C p.p. et donc |G (un)| < C|F|§ + C p.p., pour tout
n € IN.

Comme F' € L?, on a |F\§ € LY. Les fonctions constantes sont aussi dans L7 (car m(E) < oo). On a donc
C|F| “4+C € L% On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée dans LY, il donne que G(un) — G(u)
dans L quand n — +o0.

4. Montrer que G est continue de L” dans L9.

Corrigé —  On raisonne par I’absurde. On suppose que G n’est pas continue de L* dans L. 1l existe donc u € LP et
(un)new C LP t.q. up — udans LP et G(un) # G(u) dans L7 quand n — +oo.
Comme G(un) /4 G(u), il existee > 0et o : IN = IN £.q. o(n) — oo quand n — oo et :

|G (upn)) — G(u)|lq > € pour tout n € IN. (3.37)
(La suite (G(Uy(n)))ne est une sous suite de la suite (G (tn))nen.)

Comme () — u dans L, on peut appliquer la “réciproque partielle de la convergence dominée dans LP”. On
obtient I'existence devp : IN — IN etde F' € L* t.q. 1)(n) — 0o quandn — 00, Ugyoyp(n) — U P-P- €t [Ugoypn)| < F
p.p., pour tout n. € IN. (La suite (Upoyp(n) )nelN est une sous suite de la suite (Uy(r))neN)-

On peut maintenant appliquer la question 2 a la suite (Ugoy(n))neN. Elle donne que G(tUpoy(n)) — G(u) dans L7
quand n — +o00. Ce qui est en contradiction avec (3.37Corrigés d’exercicesequation.3.37).

5. On considere ici (E,T,m) = ([0,1],B(IR),A) et on prend p = g = 1. On suppose que g ne vérifie pas
(3.36Corrigés d’exercicesequation.3.36). On va construire u € L' t.q. G(u) ¢ L*.
(a) Soit n € IN*, montrer qu’il existe a,, € IR tel que : |g(,)| = nlan] et |ay| > n.
Corrigé —  On raisonne par I'absurde. On suppose que |g(s)| < nl|s| pour tout s t.q. |s| > n. On pose M =
max{|g(s)|, s € [-n,n]}. Ona M < oo car g est continue sur le compact [—n, n] (noter que n est fixé). en posant

C = max{n, M}, on a donc :
lg(s)| < Cls| + C, pourtout s € R,

en contradiction avec I’hypothése que g ne vérifie pas (3.36Corrigés d’exercicesequation.3.36).

Il existe donc s, t.q. |s| > n et |g(s)| > n|s|. Ceci prouve Iexistence de .
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(b) On choisit une suite (o, ),en+ Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a > 0tq.
+oo
>
2
n=1 |an|n
Corrigé — Comme a, > n, ona L < L etdonc:
lap |n n3

. 1
0<pB= E T < oo
< |an|n
nelN*
On choisit alors o = %

(c) Soit (ay)nen+ une suite définie par : a; = 1 et apy1 = ap — (ol «, et o sont définies dans les 2

| [
questions précédentes). On pose u = >, onlig, 1 a,[- Montrer que u € L' et G(u) & L'

n—1 «

Corrigé — Pourn > 2,onaan, =1 — Zp:l 5
|y |p

Grace au choix de o, on a donc a,, > 0 pour toutn € IN*, et a,, | 0, quand n — +oc.
La fonction u est bien mesurable et, par le théoreme de convergence monotone, on obtient :
' «
|uld\ = E |an|(an — ant1) = E 2 < 0.
h nelN* nelN*

1 . 1 R
Donc, uw € L et aussiu € L~ en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.

on remarque ensuite que g o u =y "> g(an)lia, 1 a,[- On adonc
' «@
lg o uld\ = § lg(an)|(an — an+1) > E " = Q.
. nelN* nEIN*

ceci montre que g ou & L et donc G(u) ¢ L*.

Corrigé 3.2 (Existence par Schauder)

Soit © un ouvert borné de R (N >1),9 € L2 (Q), a une fonction continue de IR dans IR et h une fonction
continue de R x IR™ dans IR. On suppose que

— 0 < a=infyer a(s) < sup,er a(s) = B < 4o,
— ilexiste § € [0,1[ et C; € R t.q. |h(s,&)| < C1(1 +|s|° + |€]°) pour tout (s,&) € R x RY.
1. Soitw € H (). Montrer que h(u, V) € L*() et qu’il existe un unique u solution de

u € Hy (%),

/Q a(T(x))Vu(z) - Vo(z)ds + /Q h(a(x), Va(z) o(z)dz = /Q g(@)o(@)de, o € HY(Q). G

Corrigé —  On remarque que |h(@, Va)| < C1(1 + |al® + |Val®) € L3 Q) C L*(Q) card < 1.
Pour u,v € Hy (), on pose
A(u,v) = / a(u)Vu - Vodz.
Q

Comme 0 < a < a(@t) < B, il est facile de montrer de A est bilinéaire continue et coercive sur (Hg ()2
On conclut alors qu’il existe bien une unique solution a (3.38Corrigés d’exercicesequation.3.38).
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Dans la suite, on note 7" 1”application qui a @ associe u, unique solution de (3.38Corrigés d’exercicesequation.3.38).
L application T est donc de H}(€2) dans H}(€2).

2. (Estimation sur u) Soit W € HJ () et u = T'(%). Montrer qu’il existe Cy ne dépendant que ©, «, g et C t.q.
lull ) < C2(1+ ||ﬂ||§{3(n))-

[On pourra prendre v = w dans (3.38Corrigés d’exercicesequation.3.38).]
En déduire qu’il existe R € R}, t.q.

1@l g1 < R = |ullgi@ < R
Corrigé — En prenant v = u dans (3.38Corrigés d’exercicesequation.3.38), on obtient

2 1/2 5 15
aHUHHé(sz) < llgllz@llull L2 @) + C11€ / ullL2) + (CLH\UI L2 + C1ll|VHl HL2(9)> lullz2 -
Avec Cq donnée par ’inégalité de Poincaré, on en déduit
(0% ~11/2 —16 —10
a‘lu“Hé(fz) <llgllL2) + Ca <\Q\ 2+ @l 2o + IVl HLQ(Q)> . (3.39)

Mais, en utilisant l'inégalité de Holder (ou l'inégalité de Jensen pour la fonction (concave) de IR+ dans IR+ définie

par s — 35) on obtient
—19112 — 126 _9\ 6 1-6
Nl e = [ e < ([ @)l
Q Q

et

193 13200y = [ IV < ([ va)lo/ =,

(Si & € [1/2,1], ces deux inégalités correspondent a injection classique de L*(Q) dans L*(R).)
De ces deux majorations (et avec ’inégalité de Poincaré), on déduit Iexistence de C' ne dépendant que de ) et 6 t.q.
18 01116 16 A1 1|0
Nl llz2@) < Cllallgy o) et [IValll2 @) < Cllallgy -

En revenant a (3.39Corrigés d’exercicesequation.3.39), on obtient I’existence de Ca ne dépend que «, g, 2 et C1 t.q.
16
lull sy < Co (14 Nl oy ) -

Pour conclure, on remarque qu’il existe R € IR% t.q. R > Cy(1 + Rﬁ). En effet, on a
C: _
R—Cy—CyR’ = R(1 — f — CLR°7h).
il suffit donc de prendre R > 2C5 et R > (2C%) =3 (c’est ici que I’hypothése § < 1 est utilisée.)

On a alors
_ 5
H“’HH%(Q) <R= HUHH%(Q) <C(1+R°) <R,

3. (Continuité de T') Soit (%, )nen une suite de Hi(Q) et w € HE(Q). On suppose que u, — u dans H} (1)
(quand n — +00). On pose f,, = h(Uy, Vuy,), f = h(T, Va), u, = T(u,) etu = T(T).
(a) Montrer que f,, — f dans L?(2).
Corrigé — Si fn / [ dans LQ(Q), il existe € > 0 et une sous suite, encore notée (fn)new .q.
lfn = fllL2() > € pour tout n € IN. (3.40)
Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer que
Un — U p.p., avec un domination par une fonction G appartenant a LQ(SZ).

et
Vi, — Vu p.p., avec un domination par une fonction H appartenant a LZ(Q).
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On a alors f,, — fpp.et|fa] < Ci(1 + |G|° 4 |H|°) p.p. (et pour tout n € IN). Comme 0 < § < 1, on a
|G]° + |H|® € L*(Q). Le théoréme de convergence dominée (dans L*(Q)) donne alors fn — f dans L*(Q), en
contradiction avec (3.40Corrigés d’exercicesequation.3.40).

(b) Montrer que u,, — u faiblement dans Hg (€2).
Corrigé —  La question 2 donne que la suite (up )new est bornée dans H} (Q). Si upn, 4 u faiblement dans H (),
il existee > 0, € H_l(Q) et une sous suite, encore noté (un )neN, .q.
(s un — ) g1 (), 13 ()| = € pour tout n € IN. (3.41)
Puis, apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer
Un — w  faiblement dans H{ (S2),
Up — U Pp.p..

Soit v € Hy(Q). Comme u, = T (), ona

/a(ﬁn)Vun-Vvdx+/ fnvdx:/gvdx.
Q Q Q

Comme a(tn) — a(u) p.p. et |a(,)| < B p.p., on a, par convergence dominée, a(un)Vv — a(@)Vv dans
L? (Q)N. En passant a la limite quand n — +oo dans I’égalité précédente, on obtient donc

/a(ﬁ)Vw‘Vvda:Jr/fvda::/gvda:.
Q Q Q

Ce qui prouve que w = u, en contradiction avec (3.41Corrigés d’exercicesequation.3.41). On a bien ainsi montré
que u, — u faiblement dans H{ () quand n — ~+oo.

(c) Montrer que /
Q

En déduire que u,, — u dans H}(Q). [On pourra s’inspirer de I’exercice 2.15Continuité séquentielle de
L2-faible dans H}exo0.2.15.]

a(tn(z))Vug(x) - Vug, (x)de — / a(tu(x))Vu(x) - Vu(z)dz.
Q

Corrigé — Pour toutn € IN on a
/ a(tin)Vuy - Vu, do = / gun dx — fnun dx.
Q Q Q
Comme w,, — u dans LQ(Q) et que fn — f dans L? (2), on en déduit

lim a(tn)Vun - Vu, de = / gudr — / fudx.
Q Q

n—-+oo Q

et donc, comme u = T'(0),

lim / a(tin) Vg - Vu, de = / a(u)Vu - Vudz.
Q

n——+oo Q

On remarque maintenant que
ol|un — u”i{é(sz) < / a(tn)(Vun — Vu) - (Vu, — Vu) de.
Q
Pour montrer que u,, — u dans H& (82), il suffit donc de montrer que

lim a(tn)(Vun — Vu) - (Vu, — Vu)dz = 0. (3.42)
n—+oo Jo
Pour montrer (3.42Corrigés d’exercicesequation.3.42), on utilise le fait (facile a montrer en raisonnant par l’ab-
surde) que

a(iin)Vu — a(@)Vu dans L* (Q)N, quand n — +00.
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On en déduit que (en utilisant le fait que Vu, — Vu faiblement dans LQ(Q)N)

lim a(tn)Vu - Vuy, de = / a(u)Vu - Vudz
n—-4oo Q JQ

et lim /a(ﬂn)Vu-Vudw:/a(ﬂ)Vu‘Vudw.
n—-+o0o Q Q

Ceci permet de montrer (3.42Corrigés d’exercicesequation.3.42) et donc de conclure que u, — u dans Hg (). Ce
qui prouve la continuité de I'opérateur T de H{ () dans H (€2).

4. (Compacité de T) Soit (Up)nen une suite bornée de H{ (€2). On pose fn, = h(ty,, Vu,) et u, = T ().
Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (U, )nenN, encore notée (Un)nen, et il existe f € L%(Q) et
be L>®(Q) tq.

fn — f faiblement dans L?(Q),

a(ty,) — bp.p..
Montrer que la suite (u,, ), e est convergente dans Hg (€2). [On pourra raisonner comme dans I’exercice 2.15Conti-
nuité séquentielle de L2-faible dans H}exo.2.15.]

Corrigé —  La suite (fn)nen est bornée dans L* () et la suite (tin ) new est bornée dans Hg (Q) et donc relativement
compacte dans L*(Q). On peut donc supposer, aprés extraction d’une sous suite, qu’il existe f € L*(Q) et ¢ € L*(Q)
Lq.

fn — f faiblement dans L* (L),

Un, — C p.p. . (3.43)
En posant b = a((), on a donc b € L* () et a(un) — b p.p..
(On peut montrer que ¢ € Hg () mais il est faux de dire que f = h(¢, V) p.p..)
Comme o < b < S8 p.p., il existe un et un seul u solution de
u € Hj(Q),
‘ bVu-Vvdr = / (g — f)vdax pour tout v € H (). (3.44)
Q Q

On va montrer que la suite (U, )new converge dans Hg () vers u, solution de (3.44Corrigés d’exercicesequation.3.44)
(on travaille ici avec la suite extraite qui vérifie (3.43Corrigés d’exercicesequation.3.43)).

On sait déja que la suite (un)new est bornée dans H (Q2). En raisonnant par I’absurde, il est alors assez facile de
montrer que w, — u faiblement dans Hg (). En effet, supposons que (aprés extraction de sous suite) U, — w
faiblement dans H{ (). On a alors, pour tout n. € I et tout v € Hg (£2),

/ a(tn)Vuy, - Vodr = /(g — fn)vdz.
Q Q

En passant a la limite quand n — 400 dans cette équation, grdce aux convergences données dans (3.43Corrigés
d’exercicesequation.3.43), on obtient

/QbVw-Vvd:L‘:/(gff)vdm.

Q
Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que w, — v faiblement dans H} (Q2) quand n — +oo. On a donc aussi
U, — u (fortement) dans L* (Q).

11 reste & montrer la convergence (forte) de uy, vers u dans Hg (). Pour cela on remarque tout d’abord que
/ a(Un )V - Vi, de = / (g — fn)un dz — / (g — fludx quand n — +oo.

Comme w est solution de (3.44Corrigés d’exercicesequation.3.44) on a donc

lim a(tn)Vuy - Vu, dr = / bVu - Vudz.

n—+o0o Q Q
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En utilisant cette convergence et (3.43Corrigés d’exercicesequation.3.43) on montre alors que

tin [ 0(,)¥(un — ) T ) do = 0.
Q

n——+oo

Comme o||uy — uH?‘{[‘](ﬂ) < Jo a(n)V (un — u) - V(un — u) da on conclut bien que u, — u dans Hg (1)

5. Montrer qu’il existe v € H}(Q) t.q. u = T(u) (et donc u solution de (3.38Corrigés d’exercicesequation.3.38)
avec u = u).

Corrigé — 1l suffit ici d’appliquer le théoréme de Schauder. L’opérateur T est continu et compact de HE(Q) dans
Hg(Q). Il existe R > 0 t.q. T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de H{(SY)) dans elle-méme. Le théoréme de
Schauder permet alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans H§(Q)) t.q. w = T(u). La fonction u ainsi
trouvée est solution de (3.38Corrigés d’exercicesequation.3.38) avec U = wu.
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Devoir 2, exercice 3.3

Corrigé 3.3 (Existence par Schauder, généralisation de I’exercice 3.2Existence par Schauderexo.3.2)

Soit  un ouvert borné de RY (N > 1), a une fonction de  x IR dans IR et f une fonction de Q2 x IR x RY
dans IR vérifiant :

— a est mesurable par rapport a x € €, pour tout s € IR, et continue par rapporta s € R, p.p.enx € .
— Ilexiste o, f € R} t.q. o < a(z,s) < fpourtout s € Retp.p.enz € .

— f est mesurable par rapport a - € €2, pour tout s, p € IR x IR, et continue par rapport 2 (s,p) € R x RY,
p.p.-enx € (.

— Dlexisted € L?(Q),C € Retd € [0,1[t.q. |f(-,s,p)| < C(d+]|s]® +]|p|®) p.p., pour tout s, p € R x RY.

Montrer qu’il existe un et un seul « solution du probléme suivant :

u € Hy(9),

/Qa(x,u(sc))Vu(x) -Vo(z)de = /Qf(x,u(sc), Vu(z))v(z)dz, pour tout v € HJ ().

(3.45)

[On pourra construire une application de H{ () dans Hg () et utiliser le théoréme de Schauder.]

Corrigé — On suit la méme démarche que pour l’exercice 3.2Existence par Schauderexo.3.2 (les modifiactions sont
mineures). On construit un opérateur, noté I', de H& () dans HS(Q). On montre que, si R est bien choisi, T envoie la
boule de centre 0 et de rayon R dans elle méme. Enfin, on montre la continuité et la compacité de 'I" et on conclut alors
par le théoréeme de Schauder.

Construction de T’
SoitT € Hg(Q). En choisissant un représentant de la classe de fonctions @, la fonction x v+ a(x, @(x)) est borélienne et
ne change que sur un ensemble de mesure nulle si on change le représentant de 1, ceci est dii au fait que a est une fonction
de Carathéodory (ce qui est la premiére hypothese sur a). Avec la seconde hypothése sur a, on a donc a(-,u) € L*(Q)
eta<a(,u) < Bpp.
De méme, en choisissant des représentants de u et V', la fonction © — f(x,u(x), V) est borélienne et ne change que
sur un ensemble de mesure nulle si on change les représentants de u et V1, ceci est aussi dii au fait que f est une fonction
de Carathéodory (ce qui est la premiére hypothése sur f). Avec la seconde hypothése sur f, on a
(-, Va)| < C(d+ [al’ + [Val’) pp.

et donc f(-, @, Vi) € L*(Q) car d,, |Via| € L*(Q) et § < 1.
On peut maintenant appliquer le thépreme 2.6Existence et unicité de la solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4)theorem.2.6,
il donne [’existence et 'unicité de u solution de

u € Hy(Q),

/sz a(z,u(x))Vu(z) - Vo(z)de = ./sz f(z, a(z), Vi(z))v(z)dz, pour tout v € Hy(S2).

(3.46)

On pose u = T(i@). On a ainsi construit une application T de I () dans Hg (Q). Pour conclure, il suffit maintenant de
montrer que 'I" admet un point fixe.

Estimations sur 7'
Soitw € Hy(Q) et u = T'(w). En prenant v = u dans (3.46Corrigés d’exercicesequation.3.46), on obtient
2 15 15
a““”Hé(sz) < C(lldll L2 + Nl 2 + CrlllVal® [l L2 @)llull L2 o)
Avec Cq donnée par l'inégalité de Poincaré, on en déduit

o —10 — 16
?QH“’HH})(Q) < C(lldl L2y + M@l M2y + VA | 2 (0))- (3.47)
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Mais, comme dans ’exercice 3.2Existence par Schauderexo.3.2, on a (en utilisant I’inégalité de Holder)
1512 _2\6 -5 _1512 _12\8y(1=8
el Wy < ([ )10 et 1190l e < ( [ 190)7 01
Q Q
On en déduit (avec 'inégalité de Poincaré) lexistence de C' ne dépendant que de Q et 6 t.q.
_15 S =110 8 118
lal®llz20) < Clllgy o) et lIVal’llr2@) < Cllulla q)-
Avec (3.39Corrigés d’exercicesequation.3.39), on obtient I'existence de Ca ne dépend que o, ) et C' t.q.
_16
sy < Co (14l o ) - (3.48)
Pour conclure cette étape, on remarque qu’il existe R € R} t.q. R > C2(1 + R‘S) (car 6 < 1) et donc
HﬂHHg(Q) <R= ||UHH§(Q) < Co(1+ Ré) <R
Ce qui montre que T" envoie Br dans Br ot Br est la boule (fermée) de centre O et de rayon R.
Continuité de T’

Soit (n)new une suite de H(Q) et u € HE(). On suppose que wn — U dans H(Q) (quand n — +00). On
pose u, = T(Uy) et u = T(W). On veut montrer que u, — wu dans H () quand n — +oc. On pose aussi g, =
Fun, V), g = f(,w,Va), A, = a(-,an) et A = a(-, a).

On commence par remarquer que g, — g dans L*(Q) (quand n — -+0c0). La démonstration est ici identique & celle de
fn — f dans Dexercice 3.2Existence par Schauderexo.3.2. la seule modification est dans la domination de g, qui ici
est |gn| < C(d+ |G° + |H|®) p.p. (au liew de | fn| < C1(1 4 |G|® + |H|®) p.p. dans | "exercice 3.2Existence par
Schauderexo.3.2).

On montre maintenant que w, — u faiblement dans Hg (2). On suit encore le méme raisonnement que dans I’exercice
3.2Existence par Schauderexo.3.2. L'inégalité (3.48Corrigés d’exercicesequation.3.48) donne que la suite (un )new est
bornée dans H}(SY). Si un # u faiblement dans Hg (Q), il existe ¢ > 0, ¢ € H~'(Q) et une sous suite, encore noté
(Un)nen, L.q.

(W, un — w) g-1(0), 51 ()| = € pour tout n € IN. (3.49)
Puis, apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer

Un — w  faiblement dans I (Q),
Up — U P.p..

Soit v € H(Q). Comme u,, = T(y,), on a

A, Vu, -Vodx = / gnvdx. (3.50)
Q Q

Comme A, — A p.p. (puisque a est p.p. continue par rapport a son deuxieme argument) et |A,| < B p.p., on a, par
convergence dominée, A,,Nv — AVv dans LQ(Q)N. En passant a la limite quand n — +oc dans 1’égalité précédente,

on obtient donc
/ AVw - Vuodr = / gudx.
Q Q

Ce qui prouve que w = u (grdce a l'unicité de la solution de (3.46Corrigés d’exercicesequation.3.46)) et donc u, — u
faiblement dans HE(SQ), en contradiction avec (3.49Corrigés d’exercicesequation.3.49). On a bien ainsi montré que
Un — u faiblement dans Hg () quand n — +oo (sans extraction de sous-suite).

on veut montrer maintenant que u,, — u dans H} (2) (et pas seulement faiblement). En prenant v = ., dans (3.50Cor-

rigés d’exercicesequation.3.50), on a
/ A, Vu, - Vu, de = / Gnln dx.
Q Q

Comme u, — u dans L*(Q2) et que gy, — g dans L*(Q), on en déduit

lim A, Vu, -Vu, dr = / gudzx.
Q

n—+oo o
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et donc, comme u = T(ﬁ), (3.46Corrigés d’exercicesequation.3.46) donne

lim A, Vu, - Vu, de = / AVu-Vudz. (3.51)
n——+oo Q Q
On remarque maintenant que
allun, — u||§1%(9) < / An(Vuy, — Vu) - (Vu, — Vu) de. (3.52)
Q

Comme dans [’exercice 3.2Existence par Schauderexo.3.2, on utilise le fait que

AnVu — AVu dans LQ(Q)N, quand n. — +00
et que Vu,, — Vu faiblement dans L* (). Ceci donne

lim A,Vu-Vu,dr = lim AVu - Vudx

n—-+4oo Q n—-+oo Q
et lim / A, Vu-Vudr = lim / AVu - Vudx,
n——+oo Q n—-+oo Q

et donc, avec (3.51Corrigés d’exercicesequation.3.51),

lim An(Vup — Vu) - (Vup, — Vu)dz = 0.

n—+oo Q
On conclut bien, avec (3.52Corrigés d’exercicesequation.3.52), que u, — u dans Hg (). Ce qui prouve la continuité de
Uopérateur T de H§(Q) dans H (Q).
Compacité de T’
On suit toujours le raisonnement fait pour [’exercice 3.2Existence par Schauderexo.3.2. Soit (Un )new une suite bornée
de H} (). On pose g, = f(+,Tn, Vin) et un = T(Tn).
La suite (gn)nen est bornée dans L*(Q) et la suite (in)nen est bornée dans H (Q) et donc relativement compacte
dans L* (). On peut donc supposer, apreés extraction d’une sous suite, qu’il existe g € L2(Q) et € L? (Q) rq.

gn — g faiblement dans L*(Q),

~ 3.53
Un, — ¢ p.p- . (3.53)
En posant b = a(-, (), on adonc b € L>(Q) et a(-,Un) — b p.p..
Comme o < b < (8 p.p., il existe un et un seul u solution de
u € Hy(Q),
(3.54)

bVu - Vode = / g dx pour tout v € Hy ().

Q Q

On va montrer que la suite (un)ngm converge dans H(% (Q) vers u, solution de (3.54Corrigés d’exercicesequation.3.54)
(on travaille ici avec la suite extraite qui vérifie (3.53Corrigés d’exercicesequation.3.53)).

On sait déja que la suite (u, )new est bornée dans H, & (). En raisonnant par I’absurde, il est alors assez facile de montrer
que u, — u faiblement dans Hg (). En effet, supposons que (apres extraction de sous suite) u, — w faiblement dans
Hg (Q). On a alors, pour tout n € W et tout v € H{ (),

/a(m,ﬁn)Vun -Voudr = / gnv dz.
Q Q

En passant a la limite quand n — +o00 dans cette équation, grdce aux convergences données dans (3.53Corrigés d’exercicesequation.3.53),

on obtient
/ bVw - Vudx = / gudz.
Q Q

Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que u,, — u faiblement dans H{ () quand n — +o00. On a donc aussi
Un — u (fortement) dans L*(Q).

Il reste & montrer la convergence (forte) de w,, vers u dans Hg (). Pour cela on remarque tout d’abord que

/ a(z, Un)Vuy, - Vu, de = / Gn 'y, dx — / gu dx quand n — +00.
Q Q Q
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Comme w est solution de (3.54Corrigés d’exercicesequation.3.54) on a donc

lim a(z, )V, - Vuy, de = / bVu - Vudx.

n—-+o0o Q Q
En utilisant cette convergence et (3.53Corrigés d’exercicesequation.3.53) on montre alors que
lim a(z,Un)V(up —u) - V(u, —u)de =0.

n—-+oo Q
Comme ||u, _U‘Hi{(l) @ < Jo a(@, )V (un —u) -V (un —u) dz: on conclut bien que w, — wdans Hg (). (On notera
que la convergence est obtenue seulement pour la suite extraite qui vérifie (3.53Corrigés d’exercicesequation.3.53).)

On a bien montré la compacité de T.

Conclusion

11 suffit ici d’appliquer le théoréme de Schauder. L’ opérateur T' est continu et compact de Hy (Q) dans Hg (Q). Il existe
R > 0t.q. T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de H (Q)) dans elle-méme. Le théoréme de Schauder permet
alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans Hj(Q)) t.q. w = T(u). La fonction u ainsi trouvée est solution
de (3.45Corrigés d’exercicesequation.3.45).
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Corrigé 3.4 (Degré d’une application affine)
Soit E un espace de Banach (réel). Pour R > 0, on pose B = {v € E t.q. ||v|g < R}.

1. Soit f une application constante de F dans E. Il existe donc @ € E t.q. f(v) = a pour tout v € E. Soit
R > 0tq. ||la||g # R. Montrer que d(I — f, Bg, a) est bien défini et que d(I — f, Bg,a) = 1si R < ||a||g et
d(I — f,Br,a) =0si R > |la|&.

Corrigé — Il est clair que f est continue et compacte et que u — f(u) = 0 si et seulement si u = a. Si ||la||g # R,
d(I — f, Br,a) est donc bien défini.

Si R < ||a||g, I’équation v — f(u) = 0 n’a pas de solution dans Br et donc d(I — f, Br,0) = 0.

Si R > ||a||g, on pose h(t,v) = tf(v). La fonction h est continue et compacte de [0,1] x E dans E et I’équation
u = tf(u) n’a pas de solution sur 9Bgr pour t € [0,1] (car I'unique solution de v = tf(u) est ta). On a donc
d(I — f,Br,0) =d(I — h(1,-), Br,0) = d(I — h(0,-), Br,0) = d(I, Br,0) = 1.

2. Soit L une application linéaire compact de E' dans E. On suppose que 1 n’est pas valeur propre de L. Soit
a € E. On définit f de E dans E en posant f(v) = Lv 4 a pour tout v € F.

(a) Montrer que ’équation u — f(u) = 0 a au plus une solution.
Corrigé —  Soitui,us € Et.q. u1 — f(u1) = 0 et uz — f(uz) = 0. En posant u = u1 —uz on a donc uw— Lu = 0.

Comme 1 n’est pas valeur propre de L, on a donc w = 0. Ce qui prouve bien que u — f(u) = 0 a au plus une
solution.

(b) Montrer que 1’équation u — f(u) = 0 a une unique solution. On note b cette solution. Montrer que d(I —
£.Br,0) #0si R > |[bl5 etd(I — f, Br.0) = 0si R < ||b] p.
Corrigé — On pose h(t,u) = Lu + ta. La fonction h est continue et compacte de [0, 1] X F dans E. Soit R > 0.
L’équation u = h(0,u) n’a pas de solution sur OBr (car 1 n’est pas valeur propre de L).
Si I’équation u = h(t,w) n’a pas de solution pour t €0, 1] sur dBr, on a
d(I — f,Bgr,0) =d(I — h(1,0), Br,0) = d(I — L, Br,0) # 0,
d’apres le théoreme 3.8Application linéaire compactetheorem.3.8. Il existe donc v € Br t.q. uw — f(u) = 0.
D’autre part, si l’équation u = h(t,u) a une solution sur 9B pour un t dans 10, 1]. On note c cette solution et on
remarque (c/t) — f(c/t) = 0.
Dans tous les cas, on a donc montré qu’il existe u € E t.q. u — f(u) = 0.
Enfin, il est facile de voir que d(I — f,Br,0) = d(I — L, Br,0) # 0si R > ||b||g et d(I — f, Br,0) = 0 si
R < ||b|| &

Corrigé 3.5 (Convection-diffusion, Dirichlet, existence)

Soit £ un ouvert borné de R™, N = 2 ou 3, p> N, W € LP(Q)", ¢ une fonction lipschitzienne de IR dans IR
t.q. p(0) =0et f € L*(Q).

On s’intéresse ici au probleme suivant

(3.55)

—Au + div(We(u)) = f dans Q,
u = 0 sur 09).

Le but de cet exercice est de montrer I’ existence de solution faible au probleme (3.55Corrigés d’exercicesequation.3.55).
L’unicité (et la positivité si f > 0 p.p.) de la solution faible est montré dans 1’exercice 3.6Convection-diffusion,
Dirichlet, unicitéexo.3.6.
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1. Soit u € HE(Q), montrer que Wep(u) € L*(Q)N. [Utiliser le théoreme d’injection de Sobolev, théoreme
1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28.]

Corrigé —  Le théoréme 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28 donne que uw € L°(Q) si N = 3 et que u € L"(Q)
pour tout v € [1,+00[ si N = 2. Comme ¢ est lipschitzienne et ©(0) = 0, il existe C1 t.q. |p(s)| < Cil|s| pour tout
s € R. On a donc aussi p(u) € L°(Q) si N = 3 et p(u) € L"(Q) pour tout r € [1, +oc0[ si N = 2.

Pour N =3, onaW € L3(Q)3 et o(u) € L%(Q), ce qui donne W (u) € L*(Q)® car 1/6 +1/3 = 1/2.

Pour N =2, ona W € L*(Q)? et p(u) € L*/P=2)(Q), ce qui donne W (u) € L*(Q)? car 1/p+ (p —2)/2p =
1/2.

Cette premiére question permet de définir la formulation faible du probleme (3.55Corrigés d’exercicesequation.3.55).
Elle consiste a chercher u solution de (3.56Corrigés d’exercicesequation.3.56).

u € Hy (%),

/ Vu(z) - Vo(z)dr — / e(u(z))W(z) - Vo(z)dr = / f(z)v(x)dx pour tout v € Hy (). (3.56)
Q Q Q

Pour montrer I’existence d’une solution a (3.56Corrigés d’exercicesequation.3.56) on va utiliser la méthode du
degré topologique en construisant une application h de [0,1] x L9(€2) dans LI(Q2) avec ¢ = 2p/(p — 2) (de
sorte que 1/p + 1/g = 1/2). On pose donc pour la suite ¢ = 2p/(p — 2). Si N = 3, on pose 2* = 6 et si
N = 2, on choisit pour 2* un nombre strictement supérieur a ¢ (de sorte que, pour N = 2 ou 3, Hg (£2) s’injecte
continiiment dans L2" () et compactement dans L?(12)).

2. (Construction des opérateurs B et h) Soit u € L?. Montrer qu’il existe un unique u solution de

u e HY(9),

/ Vu(z) - Vo(z)dz _/ p(u(z))W(z) - Vo(z)de = / f(2)v(x)dx pour tout v € HA (). (3.57)
Q Q Q

Corrigé— L'application v — [, (i(z))W (z) - Vu(z)dx + [, f(z)v(x)dx est linéaire continue de Hg () dans
IR. L’existence et I'unicité de u solution de (3.57Corrigés d’exercicesequation.3.57) est donc une conséquence du
théoréme 2.9Existence et unicité, T € H ™ theorem.2.9.

On note B I’opérateur qui a & dans L9(€2) associe u solution de (3.57Corrigés d’exercicesequation.3.57). Puis,
pourt € [0,1] et & € L1(2), on pose h(t, @) = B(ta).
3. Montrer que h est continu et compact de [0, 1] x L?(2) dans L4(<2).

Corrigé —  On montre tout d’abord la continuité de h. Soit (tn,Un)new une suite de [0,1] x LI(Q) t.q. tn — t et
Uy, — U dans L(Q) quand n — +o00. On pose u,, = h(t,, Uy) et u = h(t,%). On veut montrer que u,, — u dans
LA (Q) On raisonne par ’absurde. Si u, + u dans L4 (Q), il existe € > 0 et une sous suite, encore notée (11,7,,),,,6]1\1,
r.q.

[lun — ul|La() > € pour tout n € IN. (3.58)
Apres une éventuelle extraction de sous suite (ce qui ne change pas (3.58Corrigés d’exercicesequation.3.58)), on peut
aussi supposer que

Up — Wp.p. et |un| < H p.p. pour tout n € IN,

avec H € L(QY). On en déduit (par convergence dominée dans L () car ¢ est continue et |¢(s)| < Ci|s|) que
O(tniin) — @(tit) dans L9() et donc p(t,tin)W — o(ta)W dans L*(Q)Y (en remarquant que |HW| € L* (%),
car |W| € LP(Q)et1/p+1/g=1/2).
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Comme la suite (¢ (tnTin)W )new est bornée dans L ()N et que u,, est solution de (3.57Corrigés d’exercicesequation.3.57)
avec tnUy au lieu de U, on montre (en prenant v = u, dans 3.57Corrigés d’exercicesequation.3.57) que la suite
(un)new est bornée dans H} (Q). On peut donc supposer (toujours aprés extraction de sous suite) qu’il existe U t.q.

Un — @ faiblement dans H$ (). On a donc aussi (par compacité de Uinjection de H{ () dans L(Q)) w,, — @ dans
L(2). On montre alors que u est solution de (3.57Corrigés d’exercicesequation.3.57) avec tu au lieu de u (et donc

que U = w). Il suffit pour cela de passer a limite, pour tout v € H§ (), dans I"équation suivante

/Q V() - Vo(z)ds — /Q O(tniin ()W (z) - Vo(z)de = /ﬂ F(z)v(z)dz.

Ce passage & limite découle facilement du fait que Vu,, — Vi faiblement dans L*(Q) et o(t,tn)W — @(ta)W
dans L*(Q)".

On obtient ainsi que u = B(tu) = wu, en contradiction avec (3.58Corrigés d’exercicesequation.3.58) (car un — @
dans L4(QY)). On a ainsi montré que u, — u dans L*(Q). En fait, un raisonnement semblable par contradiction
montrerait méme que u, — u faiblement dans H} (2) mais ceci est inutile pour la suite.

On montre maintenant la compacité de h (ce qui est un peu plus facile). On suppose que t est quelconque dans
[0,1] er que @ reste dans un borné de L(Q2). On pose w = h(t,@). La fonction u est donc solution de (3.57Cor-
rigés d’exercicesequation.3.57) avec tu au lieu de u. Grdce |p(s)| < Chl|s|, la fonction p(@) reste dans un borné
de L(Q) et donc @(W)W reste dans un borné de L*(Q)N. En prenant maintenant v = wu dans (3.57Corrigés
d’exercicesequation.3.57) (avec tii au lieu de ), on en déduit que u reste dans un borné de Hy(S2). Comme Hg ()
s’injecte compactement dans L?(QY), on en déduit que u reste dans un compact de L (S2). Ce qui prouve bien la
compacité de h.

Remarque : un moyen probablement un peu plus rapide pour montrer la continuité et la compacité de h est de remar-
quer que h est la composée de B, qui est un opérateur continu et compact et L(Q)) dans L (), avec I'application
(t,u) — tu qui est continue de [0,1] x L9(2) dans L (Q).

4. (Estimations a priori) Soitu € L9(2) t.q. u = h(t,u). On a donc

u € HY(Q),
/ Vu() - Vo(z)de _/ p(tu(x))W (z) - Vo(z)dr = / f(z)v(x)dx pour tout v € Hy (). (3.59)
Q ~ o

Pour s € IR, on pose ¢(s) = [ Wd&

(a) Montrer que ¥(u) € HE(Q). En prenant v = 1 (u) dans (3.59Corrigés d’exercicesequation.3.59), montrer
qu’il existe C; ne dépendant que 2, W, p et f t.q.

(1 + D)l g @) < Cre

Corrigé —  La fonction v (de R dans IR) est de classe C* sur IR et est lipschitzienne (car |3’ (s)| < 1 pour tout
s € IR). Lemme 2.20Positivité de la solution faibletheorem.2.20 donne alors que 1)(u) € H () et Vip(u) =
(V) /(1 4 |u])?. On remarque aussi |1)(s)| < 1 pour tout s.

En prenant v = v(u) dans (3.59Corrigés d’exercicesequation.3.59) et en utilisant |p(s)| < Ci|s| et [¢(s)| < 1,
on obtient

M X M x u(x)|dx 1
/Q(l_._‘u(xmzd SCI/Q( 5| W(@)|[Vu(z)|dz + || |21 (o)

< 01/ W ()] o+ |13 o
Q
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En utilisant ab <

% + 2C1b? pour a,b € R, on obtient

L[ |Vu())? 2 2
= | ———dr < 2C7|||W + .
5 | ar et < 20T e + e
On remarque maintenant que (toujours par le lemme 2.20Positivité de la solution faibletheorem.2.20) In(1 + |u|) €
H{ () et I'inégalité précédente donne

(L + uD 17 ) < 2@CHIW 720 + 1F |1 0)-
T2y T 1fllzrey).

Ce qui donne la majoration désirée avec C} = 2(2C|||W|

(b) Pour v € L (€2), montrer que pour tout A > O on a

[ oot < ([ o) de) an(lo] = 4ptE + any (),

On rappelle que )y est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RY.

Corrigé — Ona

/Q|v(a;)\qda::/;‘v‘2A} |v(x)\qdﬂc—|—/ |U($)|qda:§/. lo(2)|%dz + AN (Q).

{lv|<A} {lv[>A}
Puis, ’inégalité de Holder (avec 2* / q et son conjugué) donne

% —_
/{\ >4} fo(@)l"de = /Q‘U(x”ql{lvlzxx}dx < (/le(m)|2 dw) Tan({Jv] = APt
Ce qui donne bie_n l’inégalité désirée.

(c) En utilisant (a) et (b), montrer qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de Q, W, p et f t.q. [|ull g1 (o) < C.

Corrigé — On prend v = u dans (3.59Corrigés d’exercicesequation.3.59), on obtient, avec l'inégalité de Holder,
|12 (2 (3.60)

2
lullzg @) < CrllullLa@lIWIllr@ lull gy @) + (112 Callu
ot Cq ne dépend que <) et est donné par ’inégalité de Poincaré.
On commence par utiliser I'inégalité donnée dans 4(b) (élevée a la puissance 1/q). Pour tout A > 0 on a
11 1
lullace) < 2lull o An({[ul = A}) e 727 + 2AAN (Q) 4.
Comme Uinjection de HE () dans L*" (Q) est continue, il existe Cq ne dépendant que de <2 t.q. lullp2x @) <
Ca [ull 13 (2)- On a donc
-~ 11 1
lullLa) < 2Callull g @)An{lul = A})a™ 27 + 24N (Q) 9.
On utilise maintenant 4(a) (et l'inégalité de Poincaré). Pour tout A > 0 on a
1
In(1 + A ({ul = ADF < | In( + [ul) |20y < Call (1 + ful) | 13 @) < CaCi.

Comme lim g+ oc In(1 4+ A) = 400, il existe donc A ne dépendant (comme C|, noter aussi que p et q sont donnés
par W) que de Q, W, p et f t.q.

1 1
by ul > Al 2 < — :
vl = AN < T W

Avec ce choix de A, (3.60Corrigés d’exercicesequation.3.60) donne

2 1 2 =
lullgo) < Sllullay @) + CACLIWllze @) AN (@) + 1 fll2(0) Co)llull g @)

On en déduit .
lull gz @) < 2QACH[W| e @) AN ()« + [fl|L2(0) Ca)-

Ce qui est une estimation sur HUHH[}(Q) ne dépendant que Q, W, @ et f.
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5. (Degré topologique) Montrer I’existence d’une solution a (3.56Corrigés d’exercicesequation.3.56).

Corrigé —  Comme Hg(Q) s’injecte continument dans L (), la question 4(c) R > 0 t.q.

te[0,1], u e LYQ), u=h(t,u) = ||ul|La@) < R.
La question 3 donne la continuité et la compacité de h de [0,1] x L(Q2) dans L(SY). On peut donc appliquer
Iinvariance par homotopie du degré topologique sur la boule (ouverte) de L?(2) de centre O et de rayon R avec
comme point cible 0. On obtient

d(I — h(1,-), Br,0) = d(I — h(0,-), Br,0).

L’application @ — h(0,4) est constante (h(0, @) est, pour tout U, la solution faible de —Avw = f dans Q avec u = 0
sur OR). La solution de v = h(0, v) est unique et appartient & Br. Ceci suffit pour dire que d(I — h(0,-), Br,0) # 0
(on peut ramener la constante a O par homotopie en remarquant, par exemple, que d(I — th(0,-), Br,0) ne dépend
pas de t € [0, 1], voir ’exercice 3.4Degré d’une application affineexo.3.4).

6. On retire dans cette question I’hypothése ¢(0) = 0 et on se donne un élément 7" de H ~*(£2). Montrer qu’il existe
u solution de (3.56Corrigés d’exercicesequation.3.56) avec [, f(z)v(x)dx remplacé par (T, V) -1(9), HL ()
Corrigé —  On commence par remplacer fQ f(z)v(z)dx par (T, v) g1 (), H}(9) dans (3.56Corrigés d’exercicesequation.3.56).
La démonstration est alors trés semblable a la précédente. Les seuls points demandant une petite modification sont dans
les questions 4(a) et 4(c). Dans la question 4(a), On a majoré [, | f(u)|dx par || f|| 11 (q). 1l faut maintenant majorer

|<T’ 7/)(7))>H*1(Q),H%(Q) |

Cette majoration se fait en remarquant que

| |Vu|
(T, w(“))H*l(Q)?Hé(Q)‘ < |‘THH*1(Q)HW(U)HH%(Q) < |‘THH*1(Q)||(1 Jr| )2 HLZ(SZ) <
|Vu| [Vu|
< ||T|| g— < 4T + = 2 .
= H HH 1(9)‘|1+‘ |||L2(S2) H HH 1(Q) H1+| |HL ()

Dans la question 4(c), on a majoré [, | fuldx par Cal| f||r2(a)|lull 13 (o)- 1l faut maintenant majorer
(T, u) —1(q), H} (sz)\
Ce qui est facile car
(T, U’>H*1(S2),H5(52)| < HTHH*l(Q)‘|“HH5(SZ)'

11 reste maintenant a retirer I’hypothése ¢(0) = 0. Ceci est assez facile car il suffit de se ramener au cas précé-
dent en remplagant o par ¢ — @(0) et en ajoutant au second membre de (3.56Corrigés d ’exercicesequalion 3.56)
— [ e(0)W () - Vu(x)dx. On se ramene bien au cas précédent car U'application v — [, o(0)W (z) - Vu(z)dx est
bien un elemem‘ de HH(Q) (car W € L*(Q)™).

Corrigé 3.6 (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité)

On reprend ici les mémes hypotheses que dans 1’exercice 3.5Convection-diffusion, Dirichlet, existenceexo.3.5, that

istosay :

Soit © un ouvert borné de R, N = 2 ou 3, p>N,We L”(Q)N , © une fonction lipschitzienne de IR dans IR,

t.q. p(0) =0et f € L%(Q).

L’exercice 3.5Convection-diffusion, Dirichlet, existenceexo.3.5 a montré qu’il existait v solution faible de (3.27Exercicesequation.3.
that is to say u solution de

u € Hy (%),

Vu(m)-Vv(:r)dx—/an( (z))W(z) - Vu(z dCL’—/f (x)dx pour tout v € Hy (). (3.61)

L’ objectif de cet exercice est de montrer 1’unicité de la solution de (3.61Corrigés d’exercicesequation.3.61) et de
montrer que v > 0 p.p. si f > 0 p.p..
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1. Montrer 1'unicité de la solution de (3.61Corrigés d’exercicesequation.3.61).

Corrigé — La démonstration d’unicité faite pour le théoreme 3.16Existence et unicitétheorem.3.16 n’a pas utilisée
complétement les hypothéses sur G (qui étaient G € C(Q, RY) et divG = 0). Elle a utilisé seulement le fait que
G e LZ(Q)N. Ici nous avons W € LF(Q)N. Comme p > N, ceci donne bien W € I* (Q)N et la démonstration faite
pour le théoréeme 3.16EXxistence et unicitétheorem.3.16 est donc aussi valable ici. Nous la rappelons rapidement.

Soient uy et uz deux solutions de (3.61Corrigés d’exercicesequation.3.61). On a donc :

/Vul-Vv dx—/gﬁ(ul)W-Vvdx:/fvdx, (3.62)
Q Q Q
et

/ Vug - Vo dz — / p(u2)W - Vo de = / fudz. (3.63)
o o Q

Pour n € IN* on définit T,, € C(IR,IR) par Ty (s) = max(—1/n, min(s, 1/n)). Le lemme 2.21Positivité de la solu-
tion faibletheorem.2.21 (ou plutdt sa généralisation, voir la remarque 2.22Positivité de la solution faibletheorem.2.22)
donne T (u1 — u2) € HS(Q) et VT (ur — u2) = V(ur — ua)la, avec Ay = {0 < Jus —ua| < 1/n}.

On prend v = Ty (u1 — u2) dans (3.62Corrigés d’exercicesequation.3.62) et (3.63Corrigés d’exercicesequation.3.63),
on obtient

V(ur — u2) - VI (ur — uz) doe = /(ap(ul) — o(u2))W - V(T (u1 — u2)) dz.

Q Q

Avec Ci t.q. |p(s1) — p(s2)| < Ci|s1 — sa| pour tout s1,s2 € R, ceci donne

/.

On a |ur —uz| < 1/n p.p. dans A,. En appliquant ’inégalité de Cauchy Schwarz dans la derniére intégrale, on

obtient donc :
C 1/2 1/2
/ IV (ur — ug)|* dz < =+ (/ ik dm) (/ |V (u1 — ug)|? dx) :
An n An An
On a donc

2o 1/2
| |VTn (w1 — u2)l ||L2(Q> = (/ |V (u1 — u2)|2> < ?an, avec a, = (/ \W\de) .
A

|V (u1 — uz)|* dz < / Cilur — uz| [W||V(u1 — ug)| dz.
An

n

On utilise maintenant ’inégalité de Sobolev et Hélder pour obtenir, avec 1* = % et en désignant par m la mesure
de Lebesgue sur RY,
C’lm Q 1/2
T =)o < VT = )] 2y < (Y2 VT = 02)] 2y < S,

On pose By, = {|u1 — uz| > 1/n}, de sorte que

1

1 N1 1% i
L (m(Bn)) ¥ < / |Tn(ur —u2)|” dz ) < |[[Tn(ur — uz)||p1v-
On a donc
NoL 1/2
(m(Bn)) ¥ <Cim(Q) ' “an. (3.64)
Pour n € IN*, ona Ap+1 C An. Comme Npenx A, = 0, la continuité décroissante de m donne que lim,, 4

m(Ay)=0. Comme W € L2(Q)N on en déduit que lim,,_, 1 o a,, = 0 et donc, grdce a (3.64Corrigés d’exercicesequation.3.64),
que limy,_, y oo m(B,) = 0.

On remarque enfin que Bypy1 D B, pour toutn € IN*, et Upew Brn = {|u1r — uz| > 0}. Donc limp— 400 m(By) =
m{|ui —uz| > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{|u; —uz| > 0} = 0 et donc uy = us
p.Dp..
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2. On retire dans cette question (et seulement dans cette question) I’hypothése ©(0) = 0 et on se donne un élé-
ment 7" de H~'(£2). Montrer que le probléme (3.28Exercicesequation.3.28) avec [, f(x)v(x)dx remplacé par
(T, v) H-1(2),H1(0) @ une unique solution (I"existence a ét¢ montrée dans I’exercice 3.5Convection-diffusion,
Dirichlet, existenceexo.3.5).

Corrigé — La démonstration est identique a la précédente. 1l suffit de remplacer, dans (3.62Corrigés d’exercicesequation.3.62)
et (3.63Corrigés d’exercicesequation.3.63), [, f(z)v(x)dx par (T, /U>H—1(Q)?Hé )"

3. On suppose f < 0 p.p.. Soit u la solution de (3.61Corrigés d’exercicesequation.3.61). Montrer que v < 0 p.p..
[Pour n € IN*, on pourra prendre v = S,, () dans (3.61Corrigés d’exercicesequation.3.61) avec S,, € C(IR, R)
définie par S, (s) = max(0, min(s, 1/n)) et faire tendre n vers +00.]

Corrigé —  La démonstration est voisine de celle de la premiére question. Pour n € IN*, on prend v = Sy (u) dans
(3.61Corrigés d’exercicesequation.3.61) avec S,, € C(IR,1R) définie par S, (s) = max(0, min(s, 1/n)). Ceci est
possible car Sy, (u) € Hg(Q). On sait aussi que ¥V Sy, (u) = 1p, Vu avec E, = {0 < u < 1/n} (voir la remarque
2.22Positivité de la solution faibletheorem.2.22). Comme Sy (u) > 0 p.p. et f < 0 p.p., on obtient

/ Vu- VS, (u)de — / o(w)W - VS, (u) dz < 0. (3.65)
Q Q

On a donc
/ VS, (u)]* dz = / Vu - VSn(u) dz < / o)W - VS, (u) dz.
Q Q Q
Il existe C1 > 0 t.q. |p(s1) — @(s2)| < Cils1 — s2| pour tout s1,s2 € R, ceci donne, avec I'inégalité de Cauchy
Schwarz dans la derniere intégrale

4
n 2 < —
11980 2 < ([

1
2

W (z)[? dg;>

1
On pose vn = (fht” [W (2)? d:L'> ‘)
N

On utilise maintenant ’inégalité de Sobolev et Holder pour obtenir, avec 1* = s~ et en désignant par m la mesure
de Lebesgue sur RY,
‘ : Cim(Q)Y?
1/2 . 1
18a(@ll s < 1V Su()] 2y < m() 2 VSa(@)] 220 £ 2.
On pose D,, = {u > 1/n}, de sorte que

1
3

%(m(D”))“ﬂ\?l < (/ \S,I,(u)r*dx)l < 1S ()| 1v -

n

On a donc
N-—-1

(m(Dn)) & < Cim(Q)Y?,. (3.66)

On conclut comme @ la premiére question. Pour n € IN*, on a E,,11 C E,. Comme Npew+E, = 0, la continuité
décroissante de m donne que lim,,, 1o m(E,) = 0. Comme W € L*(Q2)" on en déduit que lim,, oo vy = 0 et
donc, grdce a (3.66Corrigés d’exercicesequation.3.66), que lim,, o m(Dy) = 0.

On remarque enfin que Dypi1 D Dy, pour tout n € IN*, et UpewDyn = {u > 0}. Donc limp— 400 m(Dy) =
m{u > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{u > 0} = 0 et donc v < 0 p.p..

Corrigé 3.7 (Convergence faible et non linéarité)

Remarque liminaire : Soit ¢ € C(IR,IR). Lorsque qu’une suite (u,)n,ecn tend faiblement vers u dans un espace
LP et que la suite ¢(u,) tend faiblement vers f dans un espace LY, il est en général faux que f = ¢(u) p.p.. On
ajoute I’hypotheése que [ u,¢(u,) converge vers [wf. Si ¢ est croissante, I’“astuce de Minty” permet alors de
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montrer que f = @(u) p.p.. Si ¢ est strictement croissante, on obtient méme une convergence forte de u,, vers u
(c’est I’“astuce de Leray-Lions”). Cet exercice détaille ces idées dans le cadre p = g = 2 avec une mesure finie.

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini (that is to say m(X) < -+00). On note L? 'espace L% (X, T, m). Soit
(un)nen et (vn)nen deux suites bornées de L? et u,v € L2. On suppose que les suites (uy)nen €t (Vn)neN
convergent faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim Upw dm = /uw dmet lim vpw dm = /vw dm pour tout w € L2

n—-+oo n——+oo

1. On suppose, dans cette question seulement, que v, = u,, p.p., pour tout n € IN (et donc v = v p.p.). Montrer
que u,, — u dans L? (quand n — +00) si et seulement si f uZdm — f u?dm (quand n — +00).

Corrigé — On remarque que
lltn — ul3 = /u‘,z,,d'm + /qum -2 /unudm. (3.67)

. 2 . - ) P .
Comme u,, — u faiblement dans L=, on a limy_ 4 o j Unpudm = / u”dm. On déduit alors facilement de (3.67Cor-
rigés d’exercicesequation.3.67) que u,, — u dans L2 si et seulement si lim,,_, L oo f 'u,id,m = f u?dm.

On suppose pour toute la suite de 1’exercice que [ u,v, dm — [uvdm (quand n — +00) et qu’il existe une
fonction ¢ de IR dans IR t.q.

— ¢ continue et il existe C' € R t.q. |¢(s)| < C + C|s| pour tout s € IR.
— v, = ¢(uy) p-p., pour tout n € IN.

2. Soit w € L2, montrer que, quand n — +00,
/(cp(un) — o(w))(u, —w)dm — /(v — p(w))(u —w) dm. (3.68)

Corrigé —  On commence par remarquer que p(w) € L? (grdce aux hypothéses sur @ et m(X) < 4+00). On a alors

/(99(11,,,) —p(w)(up —w) = /(7:,,,,74,, — vpw — e(w)uy, + e(w)w)dm.

Les convergences faibles de ., et vy, vers u et v donnent

lim /u”g@(w)dm = /ug:(w)dm et lim /v”wdm: /’U’wdm.
n—+oo . n—+oo .

Enfin on a, par hypothése, limp 4 o0 [ Unvndm = [ wvdm. On en déduit que bien que

lim (o(un) — p(w))(un —w)dm = /.(v — p(w))(u — w)dm.

n——+oo

3. On suppose que ¢ est croissante.
(a) Soit w € L? et t € IR. Montrer que

/(’U — (u + tw))twdm < 0.

[Utiliser (3.68Corrigés d’exercicesequation.3.68).] En déduire que [(v — ¢(u))w dm = 0.
Corrigé — On utilise ici (3.68Corrigés d’exercicesequation.3.68) avec w = u + tw. On obtient, quand n — +00,

/(Lp(un) — o(u + tw))(up — u — tw) dm — — /(’U — o(u + tw))tw dm.

EDP, Télé-enseignement, M2 140



3.4. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Comme o est croissante, on a (¢(un) — @(u + tw)) (un —u — tw) > 0 p.p. et donc [(p(un) — p(u +t0))(un —
w — tw)dm > 0. On en déduit, quand n — +oo, [(v — @(u + tw))tw dm < 0.

En prenant t = % (m € IN*), on a donc [(v — @(u+ 2))w < 0. En appliquant le théoréme de convergence
dominée (remarquer que |(v — @(u + 2))w| < F p.p. avec F = (Jv| + C + Clu| + C|w|)|w| € L"), on obtient,
quand m — oo,

/(v — (u))wdm < 0.

De méme, en prenant t = —-=, on montre [(v — ¢(u))wdm > 0. On a donc [(v — @(u))wdm = 0.

(b) Montrer que v = ¢(u) p.p..

Corrigé —  On choisit © = 14 — 1ae, avec A = {v — p(u) > 0}. La question précédente donne alors [ |v —
p(u)|dm = 0 et donc v = @(u) p.p..

4. On suppose que ¢ strictement croissante. Pour n € IN, on pose G,, = (p(uy,) — @(w))(u, — u).

(a) Montrer que G,, — 0 dans L' quand n — +oo0 (utiliser (3.68Corrigés d’exercicesequation.3.68)).

Corrigé —  En prenant w = u dans (3.68Corrigés d’exercicesequation.3.68), on obtient limy,_s 4 oo f Gndm = 0.
Comme ¢ est croissante, on a Gy, > 0 p.p., pour tout n € IN et donc ||Gpl|1 = f Grndm. On en déduit bien que
G, — 0dans L.

(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (G,)nem, notée (G (n) )Jnew (avec 9 strictement croissante de
IN dans IN) t.q. G(,,) — 0 p.p.. En déduire que wy,(,) — u p.p. (utiliser la croissance stricte de ).

Corrigé — Comme G,, — 0 dans LY, il existe une sous suite de la suite (Gn)nemw, notée (Gw(n))ngﬂ\l (avec
strictement croissante de IN dans IN) t.q. Gy (ny — 0 p.p. (c’est la réciproque partielle du théoreme de convergence
dominée). Il existe donc A € T t.q. m(A) = 0 et Gyn)(x) —= 0 (quand n — 4o00) si x € A°.

Soit x € A°. On pose a = u(s). Pour s € IR, on pose f(s) = (¢(s) — p(a))|s — a|. Comme ¢ est strictement
croissante continue, la fonction f est aussi strictement croissante continue. Elle admet donc une fonction réciproque,
notée g, qui est continue. Comme | f (ty(n)(2)| = Gym)(x) = 0, on a f(uym)(x)) = 0 et donc wy)(x) =
9(f (Uy(n)(x))) = 9(0) = a. On a donc limp s 1 oo Uy (n) () = u(x) pour tout x € A°. Ce qui prouve bien que
Ugp(n) — U P-P..

(c) Montrer que u,, — u dans L? pour tout p € [1,2][.

Corrigé —  On montre que u, — u dans L pour tout p € [1,2[ en raisonnant pas I’absurde. On suppose qu’il
existe p € [1,2[ 1.q. (un)necw ne converge par vers w dans LP. Il existe alors € > 0 et une sous suite de la suite
(un)new qui reste en dehors de la boule (de L) de centre u et de rayon e. Par le raisonnement de la question
précédente, de cette sous suite, un peut extraire une sous suite, notée (Un )y (n) qui converge p.p. vers u. Comme la
suite (un)nem est bornée dans L?, on peut alors montrer que cette sous suite converge dans LP vers u (c’est une
conséquence du théoréme de Vitali). En contradiction avec le fait que cette sous suite reste en dehors de la boule
(de L?) de centre w et de rayon €. On a ainsi montré que u, — w dans L pour tout p € [1,2].
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Chapitre 4

Problemes paraboliques

4.1 Apercu des méthodes

Equation de la chaleur dans IR", solutions classiques

Soit N > 1etug € C (IRN ,IR). On s’intéresse ici a chercher des solutions classiques au probléeme suivant

uy(z,t) — Au(z,t) =0, z e RN, t e R*, 41
u(z,0) = up(x), x € RY. “.1)
Par “solution classique”, on entend une fonction u € 02(IRN x R}, R) N C’(]RN x R4, IR) solution de
(4.1Equation de la chaleur dans IR™, solutions classiquesequation.4.1) au sens classique de la dérivation et de la
condition initiale. La notation u; désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps du/0t et Au désigne la
somme des dérivées secondes par rapport aux composantes de x.

On commence par un petit calcul formel (le terme “formel” signifiant souvent en mathématiques ‘“non nécessai-
rement justifi¢”’). On suppose qu’on peut utiliser pour la condition initiale et pour la solution la transformée de
Fourier (en espace). On retient comme formule pour la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur R

la formule suivante : .
f(&) = ﬁ/eﬂxff(x)df-
(2m)3
Si u est solution de (4.1Equation de la chaleur dans IR”, solutions classiquesequation.4.1), on obtient ainsi (si on
est autorisé a utiliser la transformée de Fourier)

(&) + [¢7a(¢, 1) = 0, pour & € R et t > 0, etd(§,0) = do(¢), pour & € RY,
ce qui donne
a6, t) = e 10 (¢), pour & e RN et t > 0.

En choisissant g(t) € L'(R"Y) t.q. g/(t\)(g) = ¢ 16 on a donc a(-,t) = g/(t\)ﬁo pour tout ¢ > 0 et donc (en
utilisant le fait que la transformée de Fourier transforme la convolution en produit),

—

g(t) * ug pour ¢t > 0.

w[Z

a(-,t) = (2m)”

ou encore N
u(-,t) = (2m) "2 g(t) x ug pour t > 0.
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Il reste a calculer g(t). Comme g/(t\) € Ll(]RN ) pour ¢t > 0, le théoreme d’inversion de Fourier nous donne

j—

g(t) = g(t)(—-), that is to say

1
(2m) ¥

g9(t)(z) =

/e”'gefm%dg pour z € RN ett > 0.

Le changement de variable £ = 7/ /2t donne alors

1 1 / iz _Inl? N
t)(x) = e vzte” 2 dn pourxz € IR ett > 0.
900 = o oo 0

Finalement, on obtient

g(t)(x) = ! e_‘f?tlzé _ 1 6_% pour z € RYett >0
20 207 ’
Ce qui donne
1 z—y|2
u(z,t) = W/e‘ it uo(y)dy pour z € RY ett > 0. 4.2)
t) 2

Il est maintenant possible de donner des conditions sur ug pour lesquelles (4.2Equation de la chaleur dans IRY, solutions classiquese
donne une solution classique de (4.1Equation de la chaleur dans IR”, solutions classiquesequation.4.1). Voici deux

exemples de conditions suffisantes pour lesquelles la fonction « donnée par (4.2Equation de la chaleur dans IR, solutions classique:
est une solution classique de (4.1Equation de la chaleur dans IR”, solutions classiquesequation.4.1) :

Exemple 1 :
up € (LY(RY) + L2(RY)) N C(RY, R).

Exemple 2 :

up € C(RN,R) etil existe 3C € R et p € IN t.q. |ug(x)| < C(1 + |2[P) pour tout 2 € R™. 4.3)

On a ainsi obtenu des résultats d’existence d’une solution classique pour (4.1Equation de la chaleur dans RY, solutions classiqueseq
A-t-on alors unicité de la solution ? On n’a pas de résultat d’unicité si on ne met des hypotheses que sur wug. Plus

précisément, on peut construire une solution classique non nulle de (4.1Equation de la chaleur dans RY, solu-

tions classiquesequation.4.1) avec ug = 0. Il n’y a donc jamais unicité de la solution classique de (4.1Equation

de la chaleur dans IR”, solutions classiquesequation.4.1). Par contre, si on rajoute une hypothése convenable de

croissance sur la solution, on a un résultat d’unicité.

Théoreme 4.1 Sous [’hypothése (4.3Equation de la chaleur dans RY , solutions classiquesltem.401), il existe une
et une seule fonction u vérifiant :

1. w est solution classique de (4.1Equation de la chaleur dans IR, solutions classiquesequation.4.1).
2. VT >0,3Cr € R, Py € N t.q. [u(x,1)] < Cr(1+ |2|"7), Vo € RY, Vi € [0,T].

Comme nous I’avons déja dit, sans la deuxieme condition sur v donnée dans le théoreme 4.1Equation de la chaleur
dans IR™Y, solutions classiquesItem.403, il n’y a pas unicité de la solution puisque I’on peut trouver u € C'*° (IRN X
[0, +00[), u # O et t.q.
uy — Au = 0dans RY x R,
{ u(z,0)=0 VYzeRY.
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Un exemple est donné dans le livre de Smoller !. La démonstration de I’unicité dans le théoréme 4.1Equation de
la chaleur dans IR”, solutions classiquesItem.403 peut se faire en utilisant la transformée Fourier dans I’espace S’
(ot &’ est le dual de I’ensemble S des fonctions C*° & décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées, muni
de sa topologie naturelle). Pour cela, on remarque que, sous I’hypotheése de croissance donnée dans le théoreme
4.1Equation de la chaleur dans IR”, solutions classiquesItem.403, on a u € S’. Notons que ce raisonnement par
analyse de Fourier est limité a IR™ et essentiellement au cas du laplacien.

Solutions presque classiques, équation de diffusion, 2 ouvert borné

Soit  un ouvert borné de R™. Pour ug donné, on s’intéresse maintenant au probleme

uy —Au=0 dans QxIRY,
u(z,t) = 0pourz € I ett > 0, 4.4)
u(z,0) = up(x) pour z € Q.

Pour cela on définit un opérateur A d’une partie de L?(2), notée D(.A), dans L?(Q2) en posant
D(A) = {u € H}(Q); Au € L*(Q)}

et, pour u € D(A), Au = —Auwu. Dans la définition de D(A), Au est une dérivée faible de u. Le fait que
u € D(A) signifie donc simplement que u € Hg(2) et qu’il existe f € L*(Q) t.q. [, Vu - Vodz = [, fodx
pour tout v € C2°(Q) (ou, de maniére équivalente, pour tout v € Hg (Q2)).

On suppose maintenant que ug € L?(Q) et va chercher une solution de (4.4Solutions presque classiques, équation
de diffusion, €2 ouvert bornéequation.4.4) au sens suivant :

u € C*(]0,4+o0[, L*(2)) N C([0, +oo], L*(R2)),
u(t) € D(A) etu/(t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢ > 0, 4.5)
u(0) = ug p.p.-

On rappelle (voir le chapitre 2Problemes elliptiques linéaireschapter.2) qu’il existe une base hilbertienne de L?(12)
(c’est a dire une famille orthonormale dense dans LQ(Q)), notée (e, )nemn~, formée de fonctions propres de 1’opé-
rateur A. Pour tout n € IN*, la fonction e,, est une solution faible de

—Ae, = \,e, dans Q,
e, = 0 sur 99).

avec A, > 0 et A, T +oo lorsque n — +o00. Pour tout n € IN*, on a donc e, € D(A) et Ae,, = M\, e,.
Soit ug € L*(€2). En notant (u|v)s le produit scalaire de u et v dans L?(£2), on a

—+oo

ug =Y (uolen)2en

n=1

(cette série étant convergente dans L?(£2)).
+o00o

On a aussi Z(uo|en)§ = |Juo||3 < +o0.

n=1

1. J. Smoller, Shock waves and reaction-diffusion equations. Second edition. Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Funda-
mental Principles of Mathematical Sciences], 258. Springer-Verlag, New York, 1994. xxiv+632 pp. ISBN : 0-387-94259-9
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On pose, pour ¢t > 0,
+oo
u(t) = Z e M (uplen)aen,
n=1

qui est une série convergente dans L?(£2). On a donc ainsi u(t) € L*(IR™) pour tout > 0 et on a méme (comme
la suite (A, )nen+ est bornée inférieurement par \; avec Ay > 0) u € C([0,+oo[, L*()) et u(0) = ug p.p..
D’autre part, comme A, T +00 quand n — 400, il est facile de montrer que la fonction u est dérivable de 0, +o00[
dans L?(Q) et que la dérivée de u est obtenue est dérivant la série terme & terme (ceci est une conséquence du
fait que la série dérivée terme 2 terme est, sur |0, +oo], localement uniformément convergente dans L?((2)). On a
donc, pour tout ¢t > 0,

du
u'(t) = i ;(—)\n)ef)‘"t(uden)ge".

(La série écrite dans le terme de droite est convergente dans L?((2)).

On rappelle que (selon le chapitre 2Problémes elliptiques linéaireschapter.2) u(t) € D(.A) pour tout ¢t > 0 car la
+oo

série Z )\ne_/\"t(uo\en)gen est convergente dans L?(2). Le chapitre 2Problemes elliptiques linéaireschapter.2

n=1
donne aussi, pour tout ¢ > 0,

+oo
Au(t) = Ane " (uglen)aen.
n=1

On a donc u € C1(]0,+o00[, L?(Q)) et u'(t) + A(u(t)) = 0 p.p. pour tout ¢ €]0,+o0[. On a ainsi trouvé une
solution au probleme (4.5Solutions presque classiques, équation de diffusion, {2 ouvert bornéequation.4.5).

On veut montrer maintenant que cette solution est unique. Pour cela, nous allons montrer que si u est solution du
probleme avec donnée initiale nulle, that is to say

u € C'(]0, 400[, L*(€2)) N C([0, +oo[, L*(£2)),
u(t) € D(A) etu/(t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢ > 0,
u(0) = 0 p.p.,

alors u reste nulle pour tout temps, that is to say u(t) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.
Soit ¢ > 0. Comme u'(t) + Au(t) = 0 p.p., en prenant le produit scalaire avec u(t) € L?(£2), on obtient
(' (t)|u(t)y + (Au(t)|u(t)), = 0. Comme (Au(t)|u(t)), = [, [Vu(t)|*dz, on a donc

(W (B)u(t)), = - /Q Vu(t) Pdz < 0.

Soit ¢ I’application définie par ¢ — (t) = [ju(t)||2, (q)- L'application ¢ est continue sur IR, dérivable sur
R et ¢/ (t) = 2(u'(t)|u(t))2 pour tout t > 0. On a donc ¢’(¢) < 0 pour tout ¢t > 0. L’application ¢ est donc
décroissante sur IRy et, comme 1(0) = 0, on en déduit que ¥ (¢) < 0 pour tout ¢ > 0. Donc ¢ (¢) = 0 pour tout
t > 0. On a bien finalement u(t) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.

Nous avons ainsi montré 1’existence et I'unicité de la solution de (4.5Solutions presque classiques, équation de
diffusion, € ouvert bornéequation.4.5). Cette solution est dite “presque classique” car la dérivation en temps est
prise au sens classique (puisque u est de classe C! a valeurs dans L?(€2)), la condition intiale est prise au sens
classique dans L?(£2). Par contre le laplacien de u(#) est pris au sens des dérivées faibles. Il faut un travail supplé-
mentaire (sur la régularité des fonctions e,,) pour montrer que 1’équation u; — Aw est vérifiée au sens classique sur
RY x IR’ . Ceci est fait pour N = 1 dans I’exercice 4.1Solution classique en dimension lexo.4.1.
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Remarque 4.2 (Généralisation) On peut aussi montrer I’existence et 1’unicité (pour ug € L?(£2)) de la solution
de (4.5Solutions presque classiques, équation de diffusion, {2 ouvert bornéequation.4.5) en remplacant, dans la
définition de A, Au par vajzl Dj(ai;D;u), avec a;; € L*(£), sous une hypotheése de coercivité, that is to

say si il existe @ > 0 t.q. «fé]? < Y a;;& & p.p. dans 2 et pour tout £ € IR™. On peut aussi remplacer
o' (t) + Au(t) = 0 par o/ (t) + Au(t) = f(t) si f € C([0, 00[, L3(Q)).

Solutions presque classiques par semi-groupes
Soit F un espace de Banach réel et A : D(A) C E — F un opérateur linéaire. L’ensemble D(.A) est donc le s.e.v.
de E sur lequel A est défini. On dit que A est m-accrétif si A vérifie :

(i) D(A) est dense dans F,

(i) YA > 0, (I 4+ AA) est inversible, d’inverse continue et ||[(I + XA) ™| z(g,p) < 1.

On rappelle que L(E, E) désigne I’ensemble des opérateurs linéaires continus de F dans E, et que

T
HTHE(E,E) = Sup M

, pourtout T' € L(E, E).
u€E,u#0 ||UHE

Remarque 4.3 (Opérateur maximal monotone) Soit E est un espace de Hilbert réel et A : D(A) C E — E un
opérateur linéaire. I opérateur A est m-accrétif si et seulement si il vérifie :

(Aulu)g >0 Vu € D(A),
(Id + A) surjectif.

Dans ce cas, on dit que A est maximal monotone.

Exemple : Le laplacien Soit 2 est un ouvert borné de R, E = L?(Q) et A défini par D(A) = {u €
H}(Q); Au € L2(Q)} et Au = —Ausiu € D(A). L opérateur A est alors un opérateur m-accrétif (ou maximal
monotone puisqu’on est dans le cas d’un Hilbert).

Remarque 4.4 (Graphe d’un opérateur m-accrétif) Le graphe d’un opérateur m-accrétif est fermé. En ce sens,
il est maximal, d’ou le “m” dans m-accrétif.

On admettra le théoréme suivant :

Théoréme 4.5 (Hille-Yosida) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-accrétif
et ug € D(A). Alors il existe un unique v : R — E tel que

u € CH([0, +oc[, E), (4.62)
u(t) € D(A),Vt > 0, (4.6b)
u'(t) + A(u(t)) =0 sur R7, (4.6¢)
u(0) = up. (4.6d)

La démonstration de ce théoreme peut s’effectuer par une discrétisation en temps : on considére le probleme
Un4+1—Un

elliptique —*5—" + Au,11 = 0, qui s’écrit encore u,y1 = (I + A )" up, ot 6t > 0 est le pas de la
discrétisation. On effectue ensuite un passage a la limite ¢ — 0.
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Définition 4.6 (Semi-groupe) Soit FE un espace de Banach, A : D(A) C E — FE un opérateur linéaire m-
accrétif. Pour ug € D(A) ett > 0, onpose S(t)ug = u(t), ont u est I'unique fonction vérifiant (4.6Hille-Yosidaequation.4.4).
Alors I'opérateur S(t) est un opérateur linéaire continu de D(A) C E dans E qui vérifie

S(t+s)=S(t) o S(s) pourt,s > 0;
S(0) =Id
1S(#)uolle < [luoll =,

On dit que {S(t), t > 0} est un semi-groupe de contraction.

Soit t > 0. Comme D(A) = E, I’opérateur S(t) se prolonge de maniére unique a tout E en un opérateur S(t) et

S{t) € L(E, B).

Définition 4.7 (Solution “mild”) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-

accrétif. Soit ug € F, la fonction u(t) = S(t)uo, définie de maniére unique, s’appelle solution mild du probléme

Ut + AU = 07
u(0) = wo.

Dans le cas du laplacien, on peut se demander en quel sens la solution mild satisfait (4.4Solutions presque classiques, équation de diff
On peut montrer que la solution mild est solution en un sens faible que nous verrons dans la section 4.3Existence

Par Faedo-Galerkinsection.4.3. De plus, cette solution mild est, dans ce cas particulier, I’'unique solution faible.

Cependant, cette situation n’est pas completement générale. La solution mild, obtenue par densité, est toujours

unique (des que uy € F, quelque soit I’espace de Banach F et I’opérateur m-accrétif .A). Pour les problémes issus

d’équations aux dérivées partielles, cette solution mild est en général une solution faible du probleme que 1’on

veut résoudre ; toutefois le probléme de I'unicité de la solution faible est beaucoup plus difficile. On peut avoir non

unicité de la solution faible quand on prend une“solution faible” dans un sens qui semble pourtant raisonnable. Il

n’y a pas alors d’équivalence entre la notion de solution mild et de solution faible, car la solution mild est unique

et, malheureusement, il n’y a pas unicité de la solution faible.

Pour essayer d’éclairer cette difficulté, nous nous intéressons, dans le paragraphe qui suit, a un probléme un peu
plus simple. Nous nous intéressons a un probleéme elliptique pour lequel nous montrons que la solution obtenue
par densité, a la maniere de la solution mild introduite ci-dessus, est unique alors qu’on n’a pas unicité des so-
lutions faibles en prenant une définition “naturelle” de solution faible. Ceci montre en particulier que dans le cas
parabolique, il n’y a pas non plus d’équivalence entre solution mild et solution faible (par exemple en considérant
les solutions stationnaires).

Le Laplacien avec donnée L' On consideére un ouvert borné 2 de R , N > 2, des fonctions a;;, pour 7, j =
1,..., N, appartenant a L°°((2) et satisfaisant I’hypothese de coercivité habituelle :

Ja>0; Y & & >al¢?pp dans Q, VL€ RY.
i,
On note A la fonction a valeurs matricielle donnée par les fonctions a;;, ¢, = 1,..., N. On sait (par le lemme de
Lax-Milgram) que pour tout f € L?(£2), il existe un unique u solution de

u € HHQ),

AVu.Vo de = / fu, Yo e HL(Q). .7

Q

On considére le méme probléme avec une donnée moins réguliere f € L1(1).
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Etape 1 - Estimation, cas régulier. Pour tout 1 < ¢ < % on montre qu’il existe C; € IR tel que si u est
(I’'unique) solution de (4.7Le Laplacien avec donnée L'equation.4.7) avec f € L*(Q) alors [ullyyragqy < Call fllLre)-

On pose alors T, (f) = .

Etape 2 - Solution mild Pour tout 1 < ¢ < -, I'application T, de L?((2) dans Wy ?(€2) est continue de L?(€2)
muni de la norme de L!(Q) dans WO1 '4(Q) (muni de sa norme naturelle). On peut donc prolonger 7;; de maniere
unique par densité sur tout L' () (car L?(Q) est dense dans L'(£2)). On appelle T', ce prolongement. On remarque

alors que Tm f= Tiq2 fpourtoutqi,q2t.q. 1 < g1 < g2 < % On peut ainsi définir un opérateur (linéaire) 7" de
L' dans ﬂl§q<% WOI’Q(Q) par T(f) = T,(f) pour tout 1 < g < %

Définition 4.8 (Solution mild pour un probléme elliptique 2 donnée L') Sous les hypothéses précédentes sur
Qet A, soit f € LY (Q). La fonction T f est la solution mild de

{ —div(AVu) = f dans Q, (4.8)

u = 0 sur 0N.

Etape 3 - Quel sens donner a la solution mild ? Il est naturel de se demander quel rapport il y a entre la solution
mild v = T'f et une solution faible du probleme de Dirichlet homogene. Il est assez facile de montrer que u est
solution faible dans le sens (naturel) suivant :

we () Wpl(Q),

1<q< 725

/AVU.Vvd:z::/fvdx Y € U Wy ().
Q Q

r>N

(4.9)

Remarque : un résultat analogue d’existence de solution mild et donc d’existence de solution faible est encore
vrai si f est une mesure sur €2 (dans (4.9Le Laplacien avec donnée L'equation.4.9), on remplace alors fvdz par
vdf). Pour montrer ce résultat, on utilise la densité de L?(Q2) dans I’ensemble des mesures sur {2 au sens de la
convergence faible-x dans C'(2)/(car I’ensemble des mesures sur §) peut étre vu comme une partie du dual de
C(Q)). 1l faut aussi utiliser le fait que les éléments de W, " (2) sont des fonctions continues pour 7 > N.

Etape 4 - Unicité mild, non unicité faible La solution mild est unique. La solution de (4.9Le Laplacien avec donnée L'equation.4.9)
est-elle unique ? pas toujours. . . . Montrons d’abord que si N = 2, la solution faible est unique. Ceci se montre par
régularité sur le probleme dual, qui entraine 1’unicité sur le probleme primal. Soit u solution de

we () Wy(9),
1<g<2

/AVu Vode=0 Voe | )Wy (Q)

r>2

(4.10)

On veut montrer que v = 0. On ne peut pas prendre comme fonction test v = u dans (4.9Le Laplacien avec donnée L'equation.4.9)
ou (4.10Le Laplacien avec donnée L'equation.4.10) , en raison du manque de régularité de u. Pour contourner ce
probléme, on va raisonner en utilisant la régularité des solutions du probleme dual. On remarque d’abord que u est
solution de (4.10Le Laplacien avec donnée L'equation.4.10) et que (4.10Le Laplacien avec donnée L'equation.4.10)
peut se re-écrire ainsi :

u € ﬂ Wy,

1<g<2
/Ath Vudr =0, Yoe | )Wy (9Q)

r>2

.11
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Or on sait (par le lemme de Lax-Milgram) que si g € L?(€) il existe un unique v solution de

v € Hy(9),

/AtVU -Vwdzr = /gw dz, Yw e H}(Q). (4.12)
((4.12Le Laplacien avec donnée L'equation.4.12) est le probléme dual de (4.7Le Laplacien avec donnée L'equation.4.7).)
On aimerait pouvoir prendre w = u dans (4.12Le Laplacien avec donnée L'equation.4.12), car on aurait alors,

grace a (4.11Le Laplacien avec donnée L'equation.4.11), fQ gu dx = 0 pour tout g € L?(£2), ce qui permettrait

de conclure que u = 0. Mais pour I’instant, on ne peut pas car u et v ne sont pas dans les bons espaces. L’astuce
consiste & considérer un second membre g plus régulier dans (4.12Le Laplacien avec donnée L'equation.4.12) et
d’utiliser le résultat de régularité di a Meyers suivant.

Théoréme 4.9 (Meyers) 1l existe p* > 2, ne dépendant que de A et Q), t.q. si g € L>®(Q) et v solution de
(4.12Le Laplacien avec donnée L' equation.4.12) alors v € Wy ().

Soit donc g € L () et v solution de (4.12Le Laplacien avec donnée L'equation.4.12). On a alors v € W, " ’ Q)
grice au théoreme de Meyers. On note (p*)’ I’exposant conjugué de p*, de sorte que (p*)’ = pf’ :1 < 2. Par densité

de C°(Q) dans Wol’(p*)/ (£2), on déduit de (4.12Le Laplacien avec donnée L'equation.4.12) que

/Ath -Vwdx = /gw dz, VYwe Wol’(p*)/(Q). (4.13)

Or, comme (p*)’ = pf’:l < 2, toute solution u solution de (4.11Le Laplacien avec donnée Llequation.4.11)

appartient a WO1 (P *),(Q). On peut donc prendre w = u dans (4.13Le Laplacien avec donnée L'equation.4.13).
Mais comme v € VVO1 P’ (92) avec p* > 2, on a également, par (4.11Le Laplacien avec donnée L'equation.4.11),
fQ A'Vv - Vu dz = 0. On a donc fQ gu dx = 0, pour tout g € L*°(2). On en déduit que u = 0 en prenant
successivement g = 1,50y puis g = 1«0}

Pour N = 3, le théoreme de régularité de Meyers est encore vrai, la démonstration d’unicité est donc encore
juste si A est telle que p* > N = 3 (afin de pouvoir prendre v comme fonction test dans (4.9Le Laplacien avec
donnée L'equation.4.9)). Mais il existe des fonctions matricielle A = (a;;); j=1,~ (& coefficients dans L>°(2)
et coercive) pour lesquelles p* < 3. L'unicité n’est plus assuré et on peut effectivement construire des cas pour
lesquels la solution de (4.9Le Laplacien avec donnée L'equation.4.9) n’est pas unique (voir I’article de Prignet
sus-mentionné).

Etape 5 Que peut-on rajouter a solution faible pour avoir I'unicité ? Pour f € L'(Q), on montre qu’il existe
une et une solution 2 une nouvelle formulation, due & Ph. Bénilan? . Cette nouvelle formulation (aussi appelée
formulation entropique), est la suivante :

u € Wy (), pour tout 1 < g < =, Ti(u) € HE(Q), Vk > 0,
(4.14)
/ AVu - VTi(u — @) dz = /ka(u —p)dz Ve CX(Q), Vk > 0.
Q

ol T} est la fonction troncature, définie par : Ty (s) = max(min(k, s), —k). L’article de Bénilan et al. démontre
qu’il existe une unique solution au probléme (4.14Le Laplacien avec donnée L'equation.4.14) (qui est donc la so-
lution mild de (4.8Solution mild pour un probléme elliptique & donnée L'equation.4.8)). Ph. Bénilan conjecturait

2. Ph. Bénilan, Philippe, L. Boccardo, Th. Gallouét, R. Gariepy, M. Pierre, J.-L. Vazquez, An L!-theory of existence and uniqueness of
solutions of nonlinear elliptic equations. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa CI. Sci. (4) 22 (1995), no. 2, 241-273.
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que le fait d’ajouter la condition T} (u) € H} () (pour tout k& > 0) a la formulation (4.9Le Laplacien avec don-

née L'equation.4.9) devait suffire 4 assurer 1’unicité. De fait, dans le contre exemple de Serrin-Prignet 3, le contre
exemple consiste A constuire une solution non nulle de (4.9Le Laplacien avec donnée L'equation.4.9) avec f = 0.

Mais, cette solution ne vérifie pas Ty (u) € Hg(2) pour k > 0. Toutefois, la conjecture de Bénilan reste une
conjecture. . .

Une autre question ouverte consiste a trouver une formulation semblable a (4.14Le Laplacien avec donnée L'equation.4.14)
donnant I’unicité lorsque f est une mesure sur 2.

Remarque 4.10 (Limitation de la méthode semi-groupe) Une difficulté importante de cette méthode par semi-
groupe est sa généralisation au cas out A dépend de ¢.

Méthode de Faedo-Galerkin (discrétisation en espace)

Soit  un ouvert borné de RY, T > 0, ug une fonction de  dans IR et f une fonction de 2x]0, 7| dans IR. On
considere le probleme
up — Au = f dans Qx]0, T,
u = 0 sur 002 x]0, T, (4.15)
u(., 0) = Ug

Pour ug € L?(f2) et f dans un espace convenablement choisi, on va chercher u € L%(]0,T[, H}(2)) solution
faible de ce probleme.

Comme H{ (£2) est séparable, il existe une suite (E,, ) e d’espaces inclus dans H}(€2), de dimension finie, par
exemple dim E,, = n, ettels que E,, C E, 1 et

U En=Hj(Q).

nelN

Soit {e; ... ey} une base de E,,. On cherche u,,(t) = Z a;(t)e; t.q.
i=1

Z/ ai(t)e; ep dr + Z/ a;(t)Ve; Ve de = / f(t)er dz, pourtout k = {1...n}ett >0,
i=1 7% =17 Q

n

et les «;(0) sont choisis pour que u,(0) = 31" | @;(0)e; — uo dans L?*(2) quand n — +o00. Ceci donne, pour
tout n € IN*, un systtme de n équations différentielles avec condition initiale pour lequel on montre I’existence
d’une solution. On cherche alors des estimations sur la solution w,, qui permettent de passer a la limite quand
n — +oo. Cette technique, qu’on va développer plus loin, permet de montrer que pour f € L2(]0,T[, H ') la
limite v des wu,, satisfait :

u € L*(J0,T[, H} (Q)),u; € L*(J0, T[, H*(Q)),u € C([0,T], L*(Q)), u(0) = ug p.p.,
r 7 [ (4.16)
/0<ut,v>H,1,Hé dt+/0</Q Vu - Vo d:v) dt = /()(f,v)Hq}Hé dt, Vv € L*(]0,T[, Hy ().

3. J. Serrin, Pathological solutions of elliptic differential equations. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3) 18 1964 385-387.
A. Prignet, Remarks on existence and uniqueness of solutions of elliptic problems with right-hand side measures. Rend. Mat. Appl. (7) 15
(1995), no. 3, 321-337.
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Discrétisation en espace et en temps

On discrétise le probleme (4.15Méthode de Faedo-Galerkin (discrétisation en espace)equation.4.15) par un schéma

numérique, par exemple par éléments finis P1 en espace et par un schéma d’Euler implicite en temps. On obtient

une solution approchée notée u,,. On obtient alors des estimations sur u,. On passe ensuite a la limite lorsque

n — +0o0.

Pour f € L?(0,T, L*(9)), on obtient ainsi pour le probléme de la chaleur (4.15Méthode de Faedo-Galerkin (discrétisation en espace
que la limite u du schéma numérique satisfait :

u € L*(]0,T[, H}(Q)),

/ /U(Pt dardt+/ /Vu Vsodfﬂdt—/UO( )e(x,0) da (4.17)

/ /fcpdxdt Vo € C5([0, T[x)).

On montrera plus loin que les problemes (4.16Méthode de Faedo-Galerkin (discrétisation en espace)equation.4.16)
et (4.17Discrétisation en espace et en tempsequation.4.17) sont équivalents. Ceci est donné dans le lemme suivant.

Lemme 4.11 Soit Q un ouvert borné de RY, T > 0, ug € L*(Q) et f € L*(0,T, L*(R)). Alors, la fonction
u est solution de (4.16Méthode de Faedo-Galerkin (discrétisation en espace)equation.4.16) si et seulement si u est
solution de (4.17Discrétisation en espace et en tempsequation.4.17).

Existence par degré topologique

Dans le cas de problemes non linéaires, plutdét que d’approcher ou de discrétiser, on peut se ramener a un pro-
bleme linéaire et appliquer un argument de type degré topologique, en utilisant les résultats connus dans le cas
linéaire. C’est ce qu’on fera par exemple sur le probleme (voir le probleme (4.33problemes paraboliques non
linéairesequation.4.33))

us + div(v(t, x) f(u)) — Au = 0 dans Q2x]0, T,

u = 0 sur 902x]0, T,

u(+,0) = ug.

4.2 Intégration de fonctions a valeurs vectorielles

On a utilisé dans les formulations faible de la section 4.1 Apercu des méthodessection.4.1 les espaces L2(]0, T[, L*(Q2)),
L2(]0,T[, H3(Q)) et L2(J0, T'[, H~1(£2)). Ce sont des espaces pour lesquels on utilise I'intégration de fonctions a
valeurs dans un espace de Banach de dimension infinie (comme, par exemple, L2(2)). Il nous faut donc préciser
comment on définit une telle intégrale. Rappelons d’abord comment on définit I’intégrale sur IR. On commence
par définir la notion de mesurabilité. On rappelle que si (X, T, m) est un espace mesuré, une fonction f : X — R
est mesurable si f~!(B) € T pour tout B € B(R). Une généralisation facile de cette notion de mesurabilité aux
espaces de Banach est donc la suivante : une fonction f de X dans E est mesurable si f~1(B) € T pour tout
B € B(E) (ou B(E) est la tribu engendrée par les ouverts de E). En fait cette notion n’a aucun intérét du point
de vue de I’intégrale si F n’est pas séparable. Par ailleurs, une fonction réelle f : X — IR est mesurable si et
seulement si f est une limite simple de fonctions étagées, i.e. si et seulement si il existe une suite (f,,),en de
fonctions étagées t.q. f,, — f simplement (cette équivalence n’est plus vraie si f est a valeurs dans E ou est F est
un espace de Banach non séparable). C’est cette derniere notion (limite simple de fonctions étagées) qui est inté-
ressante pour définir I’intégrale. Plus précisément, comme 1’intégrale ne voit pas les changements d’une fonction
sur un ensemble de mesure nulle, nous allons définir la notion de “m-mesurabilité” de la maniere suivante :
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Définition 4.12 (Fonction m-mesurable) Soit (X, T, m) un espace mesuré. On dit qu’une fonction f, définie de
X avaleurs dans IR ou a valeurs dans un Banach E est m- mesurable si elle est limite presque partout de fonctions
étagées.

Proposition 4.13 (Mesurabilité et m-mesurabilité) Soir (X, T, m) un espace mesuré.

1. Une fonction f de X a valeurs dans IR est m-mesurable si et seulement si il existe g mesurable t.q. f = g p.p..
2. Soit E est un espace de Banah séparable et f une fonction de X dans E. Alors,

(a) f est mesurable au sens “f~*(B) € T pour tout B € B(E)” si et seulement si f est limite simple de
fonctions étagées.

(b) Comme dans le cas réel, la fonction [ de X dans E est m-mesurable si et seulement si il existe g mesurable
tq. f =gp.p.

Soit (X, T, m) un ensemble mesuré, E un espace de Banach et f une fonction m-mesurable de X dans E. Il est
facile de voir que la fonction z — || f(z)||g est m-mesurable de X dans IR . la quantité [ || f(z)|gdm(z) est
donc parfaitement définie dans IRy U {+oc}. Ceci permet de définir I’espace LL(X, T, m).

Définition 4.14 (L’espace L}, (X, T, m)) Soit (X, T, m) un ensemble mesuré, E un espace de Banach et f une
fonction m-mesurable de X dans E. La fonction f appartient a L5(X, T, m) si

[ 1@ lsdm(a) < +oc.

On veut maintenant définir I'intégrale d’un élément de £ (X, T, m) o (X, T, m) est un espace mesuré et F un
espace de Banach. Soit f € £}(X, T, m). On ne peut pas utiliser la méme technique que pour £ = IR (that is to
say décomposer f en f* et f~ et commencer par intégrer des fonctions mesurables positives). Par contre, comme
f est m-mesurable, on sait qu’il existe une suite (f,)nen de fonctions étagées t.q. f,, — f p.p.. Il existe donc
AeTtq.m(A%) =0et f,(x) — f(x) pour tout z € A. On pose alors

An ={z € & fu(@)lle <2/ (@)} et gn = fn la,.

(le nombre 2 pourrait &tre remplacé ici par n’importe quel nombre > 1 et A pourrait étre remplacé par un autre
ensemble vérifiant les mémes propriétés. Cela ne changerait pas la définition de I’intégrale donnée dans la défini-
tion 4.15Intégrale a valeurs dans Etheorem.4.15.) La suite (g, )ne vérifie :

gn, étagée pour tout n € IN,
gn = f PP

llgn. — fllzdm — 0O par convergence dominée.

La définition de I’intégrale d’une fonction étagée est immédiate. On pose

I, = /gndm.

On peut alors montrer que (I,,)nen est une suite de Cauchy dans E. Cette suite converge donc dans E. On peut
aussi montrer que la limite de cette suite ne dépend que de f (et non du choix de f,, et de A). Il est donc naturel de
définir I’intégrale de f comme la limite de cette suite. C’est ce qui est fait dans la définition 4.15Intégrale a valeurs
dans E'theorem.4.15.
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Définition 4.15 (Intégrale a valeurs dans E) Soit f : X — E o (X, T, m) est un espace mesuré et E un espace
de Banach.

1. (Rappel) f € LL(X,T,m) si f est m-mesurable et / Ifllzdm < +oc.

2. (Intégrale) Soit f € LL(X,T,m). Soit (fn)nen Suite de fonctions étagées t.q. f, — f p.p.. Soit A € T
t.q. m(A°) = 0 et fo(x) = f(x) pour tout © € A. On pose A, = {x € Atq. ||fn(@)|e < 2|f(x)||} et
gn = fn 1a,. On définit l'intégrale de f par :

/fdm: lim /gndmeE.
n—+oo

Avec la relation d’équivalence = p.p., on définit alors L, (X, T, m). Il est alors facile aussi de deviner les dé-
finitions de £%(X,T,m) et LY,(X,T,m) pour tout 1 < p < +oc. Un élément de L7, (X, T, m) est donc un
ensemble d’éléments de £, (X, T, m) (et deux fonctions appartenant a cet ensemble sont égales p.p.). Comme
d’habitude en intégration, si F' € L%, (X, T, m), on confond F et f si f € F' (de sorte que I’on raisonne comme si
F e L(X,T,m)).

Proposition 4.16 Soit 1 < p < 400, (X, T, m) un espace mesuré o-fini et E un espace de Banach. Alors
1. L% (X, T, m) (avec sa norme naturelle) est complet. C’est donc un espace de Banach.
2. Sip < +o0 et E est séparable, LY, (X, T, m) est séparable.

3.8ip = 2 et E est un Hilbert, alors L%(X, T,m) est aussi un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est
défini par :

(u]0) 12 (x ey = /X (u() | (2)) pdm(z).

Par conséquent, de toute suite bornée de L% (X, T, m) on peut extraire une sous-suite faiblement convergente
dans L% (X, T, m).

4.8i1 < p < 400 et si E est un espace de Banach réflexif séparable, I'espace L%, (X, T, m) est alors un espace
de Banach réflexif séparable.

5. (Dualité dans L2(X, T, m)) Soit 1 < p < +o0, p' = p/(p — 1) et v € L2, (X, T, m). Pour u € LE(X,T,m),
Uapplication T, : u v+ [(v,u)p pdm est bien définie, linéaire et continue de L, (X, T, m) dans R. (On a
donc T, € (L (X, T,m))’).

De plus, lapplication T : v +— T, est une isométrie de L%/,(X , T, m) sur son image (qui est donc une partie
de LY,(X, T, m)’).
Si E' est séparable et p < oo, I'image de T est (L}, (X,T,m))" en entier.
6. (Convergence dominée) Soit 1 < p < +00 et (U )nen une suite de Lt (X, T, m). Si
(a) un, = u p.p.,
(b) lun|le < G p.p. pour tout n € IN avec G € Ly (X, T, m),
alors w,, — wdans L' (X, T, m).

Démonstration de la proposition 4.16Intégration a valeur vectorielleltem.417
Les propriétés 1-4 ne sont démontrées pas ici. La propriété 5 est partiellement démontrée dans 1’exercice 4.2Dual
de L%,ex0.4.2. La propriété 6 est plus facile. Il suffit de remarquer que

[un —ulle < llunlle + [lulle < 2G.

On a donc |lu,, — ul|l, < 2P|G|P € L (X, T, m). Par le théoréme de convergence dominée pour les fonctions a
valeurs dans IR, on en déduit que [ ||u,, — u/,dm — 0 et donc que u,, — u dans L%, (X, T, m). [
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Remarque 4.17 Soit E une espace de Banach. On dit que E est uniformément convexe si
T4y
v >0,3>0tq. (lelle =1, llylle =1, lz —yll 2 n) = |~ <1-e

Les espaces LP(Q2) avec 1 < p < + oo et € ouvert de IRY sont uniformément convexes. Une conséquence
importante du fait que E soit un Banach uniformément convexe est que si (2, )neN est une suite de £ t.q. z, — x
faiblement dans E et ||z, ||g — ||z| g, alors 2,, — x dans E. Cette propriété permet éventuellement de simplifier
certaines démonstrations de la proposition 4.16Intégration a valeur vectorielleltem.417 (mais n’est pas nécessaire).

Différentes notions de dérivée pour une fonction a valeurs vectorielles.
Placons nous maintenant dans le cadre qui va nous intéresser pour les équations paraboliques, c’est a dire :

(X, T,m)=(]0,T[,B(]0,T[), ).

On va d’abord définir “proprement” la dérivée par rapport au temps, u; = du/dt, pour une fonction de ]0, 7' dans
FE qui n’est pas dérivable au sens classique (that is to say au sens de 1’existence de la limite, dans £, du quotient
différentiel habituel).

On note maintenant L#;(]0, T'[) 'espace Ll (]0, T[, B(]0,T[), A) et Ly ;,.(]0,T[) I'ensembles des (classes de)
fonctions a valeurs dans E localement intégrables sur |0, T'[ (avec la mesure de Lebesgue).

Lemme 4.18 Soit u € L}, (]0,T, E) on suppose que fOT u(t)(t)dt = 0 pour tout ¢ € C(]0,T[,R). Alors
u =0 p.p.

Démonstration : Semblable au cas £ = IR.

On peut ainsi définir la dérivée par transposition de u.

Définition 4.19 (Dérivée par transposition) Soitr E un espace de Banach, 1 < p < +o0 et u € L4,(]0,T][). On
note D U'espace C°(]0,T[,IR) et D}, 'ensemble des applications linéaires de D dans E. On définit uy € D3,
par:

(ut, p)ps, D = _/0 u(t)y'(t)dt € E.

Remarque 4.20 Siu € C1(]0,T[, E) ona

T T
3/uwww:/uwwm:@m@%ﬂ
0 0

On confond alors ' (dérivée classique) avec u; (dérivée par transposition), ¢’est a dire la fonction u’ qui appar-
tient & C([0,T], E) avec I’application linéaire de D dans E notée u;. (Grice au lemme 4.18Intégration a valeur
vectorielletheorem.4.18, la fonction u’ est entierement déterminée par u;, ce qui justifie la confusion entre u’ et
ut.)

Définition 4.21 (Dérivée faible) Soit E et F deux espaces de Banach etl < p,q < 400. On suppose qu’il existe
un espace vectoriel G t.q. E C Get F C G. Soit u € LY,(]0,T[) (on a donc uy € D3;). On dit que uy € L%.(]0,T7)
si il existe une fonction v € L%.(]0,T) telle que

T T
@m%%pziéuwdwﬁ:A1ﬁW®ﬁ~

€E €F
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Cette égalité n’a de sens que s’il existe un espace vectoriel G tel que £ C G et F' C G. Dans ce cas, on confond
u € Dy etv € LL(]0,T]). (Ici aussi le lemme 4.18Intégration a valeur vectorielletheorem.4.18 est utile pour
faire cette confusion car, grace au lemme 4.18Intégration a valeur vectorielletheorem.4.18, si la fonction v existe
elle est alors unique.)

En résumé, on a donc trois notions de dérivée d’une fonction « de |0, 7' a valeurs dans E (espace de Banach).

(1) Dérivée classique : u' :]0, T[— FE (existe rarement... ).
(2) Dérivée par transposition : u; € D}, (existe des que u € L,(]0, T')).
(3) Dérivée faible : u; € L%.(]0,T]) ot F est un Banach tel que £ C G et F' C G avec G espace vectoriel.

Exemples Soit { un ouvert borné de R” .
1. E=H}Q),F=H1Q).Onaalors E, F C G = D*(Q).
2. 1<p<+00,q=p/lp—1), E=WgP(Q), F=W14(Q). Onaaussi E, F C G = D*(Q).

3. E=HY(Q) F = (H*))". Pour cet exemple, on a F' ¢ D*(Q). En effet, on prend par exemple 7" définie,
pour v € H(), par

T(v) = /asz vdy(z).

L’application 7" est bien une application linéaire continue sur H'(2), donc T € H' (). Mais T = 0 sur
D(Q), et donc, comme T n’est pas ’application nulle, F' ne s’injecte pas dans D*((2).

Dans cet exemple, pour injecter E et F' dans le méme espace G, on commence par identifier (L2(£2))’ (dual
topologique de L?(2)) avec L*(Q). Ceci est possible car si T € L*(Q)’, par le théoréme de représentation
de Riesz, il existe un et un seul u € L?(Q) t.q. T(v) = (v/u)y pour tout v € L?(£2). On confond alors
u et T. Par cette identification, on a donc L?(Q)’ = L?(Q2). On remarque maintenant que, si £, H sont
deux espaces de Banach avec & C H, injection continue de 2 dans [ et densité de £ dans H, on a alors
H' C E'.Onprendici E = H'(Q) et H = L*(Q) et on a donc (grace a 'identification entre L2(£2) et
L3(Q)) H' = L*(Q) c HY(Q)'. Finalement, on a donc E, F C G en prenant G = (H!'({2))’. On a ainsi
mis E et F' dans le méme espace G = (H'(£2))’ grice a I'identification de L?(£2) avec (L?(£2))".

4. Dans I’exemple précédent, on a deux espaces de Banach E' et H avec injection continue de ¥ C H et densité
de E dans H. On a alors H' C FE’. L’espace H est une espace de Hilbert. En identifiant H avec H' on a
donc E C E’. Mais, si I’objectif est seulement d’avoir E C F’, il n’est pas nécessaire d’avoir H' C E’ et
on peut retirer I’hypothese de densité de F dans H. Plus précisément, soit E un espace de Banach et H un
espace de Hilbert avec E C H et injection continue de E dans H. On identifie H avec H’. Soit maintenant
u € E. Comme u € H, on a donc identification entre u et T, qui est I’application v — (v|u)y de H dans
IR.. On peut alors aussi identifier u (qui est dans E) avec la restriction de T, a F (qui est un élément de E’).
Cette identification est légitime car si u; et ug sont deux élements différents de E les restrictions de Ty, et
Ty, & E sont des applications différentes. On a ainsi £ C E’. Dans cet exemple, il faut toutefois noter que
(en I’absence de densité de E dans H) des éléments différents de H’ ont la méme restriction & F (et peuvent
donc correspondre au méme élément de E).

Un exemple intéressant de cette situation est obtenu en prenant H = L?*(Q)V (avec Q ouvert borné de R,
N >1)et E={u€ H tq.div(u) = 0}.

Remarque 4.22 (Comparaison de L?(]0, T'[, LP(Q2)) et LP(2x]0,T))

Soient T > 0, Q un ouvert de RY et 1 < p < +o0.

Soit w € LP(]0,T[, LP(R2)). Il existe alors v € LP(2x]0,T) tel que u(t) = v(-,t) p.p. (dans ) et pour presque
tout ¢ €]0, T'[. (Noter que cette égalité est vraie quelquefois les représentants choisis pour u et v.)
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Récripoquement, si v € LP(2x]0, T), il existe u € LP(]0, T'[, LP(2)) tel que u(t) = v(-,t) p.p. (dans §2) et pour
presque tout ¢ €]0, T7[.

En conservant ces notations, on peut alors comparer du/dt (qui s’applique 2 un élément de C2°(]0,T[,IR)) et
v /0t (qui s’applique a un élément de C2°(2x]0, T[,IR)). La réponse est que pour tout ¢ € C°(]0,T[,IR) et
tout ¢ € C°(Q,IR) ona

U T
| Gromnt@@is == [ ([ uwe i@
// (z, )¢ ()Y (x)dzdt = (g:,90¢>D*(Qx]o,T[),D(Qx]o,T[)~

Proposition 4.23 (Commuter action et intégrale) Soit £ un espace de Banach, u € L% (]0,T[), v € E’ et
p € C(]0,T]). Alors,

T T
< ’(/),/0 u(t)go(t)dt >Ep/ E= /O < ’lﬂ,u(t) >E'\E (,D(t)dt.

La preuve de la proposition ?? est laissée en exercice.

Lemme 4.24 Soit E un espace de Banach, 1 < p < +occ et u € L%,(]0,T[). On suppose que u; € LY,(10,T[) (on
a alors w € WEP(10,T)). Alors, u € C([0,T), E), et méme u € CO'=/2([0,T), E). Plus précisément, il existe
a € Etqg ult)=a+ fo ut(s)ds pour presque tout t €]0,T[ et u est alors identifié a la fonction (continue sur
[0, T])tr—>a+f0 ug(s)ds.

Démonstration La démonstration est semblable au cas E = IR. On pose u; = v € L¥,(]0,T) et on définit w

par w(t fo s)ds, de sorte que w € C([0,T], E). On montre assez facilement que w, = v = wu et donc
(w— u)t =0.0n adonc

T
/ (w —u)gpy dt = 0 pour tout p € C°(]0,T[,IR). (4.18)
0

On choisit maintenant une fonction ¢y € C$°(]0,T[,IR) t.q. fo wo(s)ds = 1. Pour ¢ € C°(]0, T[,IR) on définit

 par
/¢ dS*/sﬁo /w

de sorte que ¢ € C2°(]0,T[,IR) et on peut prendre ¢ dans (4.18Intégration a valeur vectorielleequation.4.18). On
en déduit (la preuve est laissée en exercice) qu’il existe a € E t.q. w — u = a p.p. Donc u € C([0,T], E). Avec
I’inégalité de Holder, on montre ensuite que u € C%1~1/7, n

Nous allons maintenant montrer un lemme plus difficile donnant aussi la continuité de u. On suppose que E est
un espace de Banach et F' un espace de Hilbert t.q. & C F', avec injection continue, et 2 dense dans F'. On a
donc aussi F/ C E’. Comme F est un espace de Hilbert, on peut identifier F' avec son dual par le théoreme de
représentation de Riesz, that is to say que 1’on identifie v € F' avec I’appliaction T}, : u — (v/u)p (qui est un
¢lément de F). L’application v — T, est une isométrie (bijective) de F' dans F”. Avec cette identification, on a
donc E C F = F' C E'. Donc, tout élément de E est alors un élément de E’. Pour u,v € E,on a

<v,u >p/ g= (v\u)p,
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that is to say < T,,u >/ g= (v|u)p. ot T, est ’élément de F”’ identifié & v € F'. Avec cette identification de F'
avec I/, on va maintenant donner un résultat de continuité de u dans F'siu € L*(]0, T, E) etu, € L*(]0,T[, E').
11 faut faire trés attention que cette derniére hypothése n’a de sens que par I’identification de F' avec F” (si on
change d’espace F, on change le sens de u; € L?(]0,T[, E'), alors que E’ n’est pas changé...).

Lemme 4.25 Soit E un espace de Banach et F' un espace de Hilbert t.q. E C F, avec injection continue, et E
dense dans F. On identifie F avec F' (de sorte que E C F = F' C E’). Soit u € L%(]0,T|). On suppose que
ug € L%,(]0,T|). Alors u € C([0,T), F) et, pour tout t1,t2 € [0,T] ona

ty
lut)[2 — [u(ta) 3 = 2 / <upu>pp dt.
to

Démonstration On va montrer que u € C([0,T[, F).
Soit p € C°(] — 2, —1[) t.q. [ pdx = 1etp > 0. Pour n € IN*, on pose p, = np(n-) de sorte que le support de

pn estinclus dans | — —, ——[ et que /pndm = 1. On définit u,, par convolution avec p,,, that is to say u,, = u*p,
nn

avec
@ =wusur 0, T
u=0sur]0, T

On a donc u,, — u dans L%(]0,T[), un, € CX(R, E) et u,, = @ % pl,.
Soitt € IR,ona

T
u,(0) = [ gt~ s)ds.

0
. . -2 =1y, 1 2
On remarque maintenant que p,,(t —s) =0sit —s ¢ |—,— | c’estadire s & [t + —,t + —|.
n°on n n
Soit5>Oett€[O,T—E[.Pournznoavecnot.q.n%<50nat+%<Tetdonc
pn(t —-) € C2(]0,TY).

On a alors

uy, (1) =< ug, pn(t — ) >pg.p
T

= ug(8)pn(t — s)ds € E', caru; € L3,(]0, ).
0

| wsur]0, T

“=0 sur |0, T'[¢.

Mais i x p, — @ dans L?(IR, E’). Donc u}, = 1i; * pp, — u; dans L%, (]0, T — €[).

u, — udans L%(]0,7T7])

ul, — uy dans L%, (]0,T —e[) Ve > 0.

On va maintenant montrer que (u,,(¢)),en est une suite de Cauchy dans F' pour tout ¢ € [0, 7], et méme, pour

tout € > 0, uniformément si ¢ € [0, T — €.
Soite > O et p € C*([0,T],R) définie par ¢(t) = |Jun(t) — wm(t)||%. On a donc, pour ¢ €]0, T,

@' (8) = 2((ur, — ) () | (i — ) (1)) -
ek €E

En résumé, {
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Soient t1,t5 € [0,T —¢],on a

p(ta) —p(t1) = / 20 (5) — ()| un(s) — i (5)) s

t1

- / © < (n)e(5) = (m)e(5)s n(5) — tm(s) > .5 ds.

t1

T—e vz o7
o(t2) — oltr) s2</0 ||<un>t<um>t||%/ds> (/ |unum%ds>

< 20|(un)i = (um)ellz2, [lun — wmllz3, -

Donc,
1/2

Soit > 0, comme u,, — u dans L%(]0, T[) et que la suite ((uy,)¢)nen+ est bornée dans L%, (0, T — €[), il existe
no t.q.
©(t2) — @(t1) < n pour m,n > ng.
On a donc
o(ta) < (t1) +n pour n,m > ng.

On integre cette inégalité pour t; €]0,T — ¢[. On obtient

T—¢
(T—e)plts) < / ltm — |3ty + T

0
< Jun — umHQL% +Tn
En utilisant une nouvelle fois que u,, — u dans L% (]0, 7)), il existe n; t.q.

(T —e)p(ta) < (T + 1)n pour n,m > n;.

On a donc ¢(t) < % pour n,m > ny ett € [0,T — €]. On a ainsi montré que, pour tout t € [0,7 — &,

(T+1)77.

n,m>n; = Hun(t) _um(t)||2F < T _¢

Ceci montre bien que la suite (u,,(t))nen est de Cauchy dans F' uniformément par rapport a ¢, sit € [0,T — &].
Il existe donc une fonction w de [0,7] dans F t.q. u,(t) — w(t) dans F pour tout ¢ € [0,7[. Comme cette
convergence est uniforme sur [0, 7 — ¢] pour tout € > 0, la fonction w est continue sur [0, T — ] pour tout € > 0.
Onadoncw € C([0,T], F).

Comme u,, — u dans L%(]0, T[) (et donc p.p. sur 0, T'[ aprés extraction éventuelle d’une sous suite), on a donc
u = w p.p., et donc u € C([0,T[, F) (car on identifie, comme d’habitude, la classe de fonctions u avec son
représentant continu qui est justement w).

De maniére analogue, en décentrant les noyaux régularisants de 1’autre c6té, on montre que v € C(]0,7T], F'). On
adoncu € C([0,T], F).

Enfin, on a aussi pour t1,t2 € [0, 7],

lun (@t = lun(t)F = 2/t ( (3)un(5)) s

_ 2/ "< (un)e(s), un(s) > ds

to
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en passant a la limite sur n, on obtient

ty
lut)|[F = lut2)|F = 2/ <ui(s), u(s) >p g ds.

ta

4.3 Existence par la méthode de Faedo-Galerkin

Notation : Si E est un espace de Banach et T' > 0, on notera souvent L?(]0, T'[, E) (au lieu de LZ%(]0,T'])) I’espace
L%(]0,T[, B(J0, T, \).
On s’intéresse dans ce paragraphe au probléme suivant :
Soit  un ouvert borné de R, 7" € R*, f une fonction de 2x]0, 77 dans IR et uq une fonction de Q dans IR.
On cherche u tel que

upg — Au = f dans 2x]0,T7,

u=0 sur 90 x10, T,

u(-,0) = uo.

On va donner pour ce probleme linéaire un résultat d’existence et d’unicité de solution faible.

Théoréme 4.26 (Faedo-Galerkin) Soir Q un ouvert borné de R™, T > 0 et ug € L*(Q). On identifie L*()
avec son dual et on suppose que f € L?(]0, T[, H=(Q)). Alors, il existe un et un seul u tel que

u € L20,T[, H}(Q)),us € L?(]0, T[, H~*(Q)),

; < ue(s),v(s) >p-1 1 ds—i—/o (/QVu(s).Vv(s)dx)ds :/0 < f(8),v(8) >g-1,my ds (4.19)
Vo € L2(]0, T, H (D)),
u(0) = ug p.p..

Démonstration du théoréme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19

On rappelle que I’on a identifié L2(Q) avec L2(9))’, de sorte que H} () C L2(Q) = L2(Q)' ¢ H~(2). Comme
on cherche u t.q. u € L2(]0,T[, H}(2)) et uy € L2(]0, T[, H=*(2)), on a nécessairement u € C ([0, 7], L?(12))
(d’apres le lemme 4.24Intégration a valeur vectorielletheorem.4.24). La fonction « est donc définie en tout ¢ €
[0, T, ce qui permet de donner un sens a la condition w(0) = ug p.p..

L’idée, pour démontrer ce théoreme, est de résoudre d’abord le probleme dans des espaces de dimension finie ;
on pourrait le faire par exemple avec des espaces d’éléments finis, mais c’est plus simple en utilisant une base
hilbertienne formée de fonctions propres du Laplacien; that is to say une base hilbertienne de L?(2) , notée
{en,n € IN*} t.q. e,, est (pour tout ) une solution faible de

—Ae, = \,e, dansQ,
en, =0 sur 09,

avec A\, € R.

Etape 1, remarques liminaires. La famille (e,,),c+ est une base hilbertienne de L?((2) et vérifie

€n € H(} (),
Jo Ven - Vodz = A, [, envda, pour tout v € Hi (),

avec A\, > 0 pour tout n € IN* et A, T 400 quand n — +oo.
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Comme (e,,)nen+ est une base hilbertienne de L*(£2), on a, pour tout w € L*(Q), w = > -« (wlen)2e, au
sens de la convergence L?(12) (that is to say que Y ;- (w|e;)e; — w dans L?(£2) quand n — +00).

On va montrer maintenant que la famille (A, 1 Qen)nem* est une base hilbertienne de H}(2). On rappelle que
H}(Q) est un espace de Hilbert, la norme de u dans H{ (2) est définie par lull g ) = [l IVul[[z2(q) et donc le
produit scalaire de u et v dans H} () est donné par (ulv) g ) = fo Vu- Vuda.

On remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1, on a
/ Ve, - Ve,dx = )\n/ enemd® = Apdp m.
Q Q
On en déduit que (enlem) g1 (o) = 0sin # met

Ve, - Ve,
= ——dr=1.

Puis, on remarque que 1’espace vectoriel engendré par la famille (e,,), e+, noté ev{e,, n € IN*}, est dense dans
HE (). En effet soit v € H}(Q) t.q. (vlen) my () = 0 pour tout n € IN*. On a donc, pour tout n € IN™,

0= (v|en)H(}(Q) = /QV@n -Vodr =\, /Q epvd.

Comme (e, )nen+ est une base hilbertienne de L2(€2) (et A, # 0 pour tout n € IN*), on en déduit que v = 0
p.p.. Ceci montre que I’orthogonal dans H}(Q) de ev{e,, n € IN*} est réduit a {0} et donc que ev{e,, n € IN*}
est dense dans H{ (€2). Finalement, on obtient ainsi que la famille (\,, 1/ %en)nen+ est une base hilbertienne de
Hy(9).

Etape 2, solution approchée.
Soit n € IN*. On pose E,, = ev{ep, p = 1,...n}. On cherche une solution approchée w,, sous la forme w, (t) =
Yo ai(t)e; avec a; € C([0,T],IR). En supposant que les c; sont dérivables pour tout ¢ (ce qui n’est pas vrai,

en général), on a donc
n

u () =Y ai(t)es,

=1

de sorte que, pour tout ¢ € Ha () et tout ¢ €]0, T'[, on a (compte tenu de I’injection de L?(Q2) dans H{ (2)),

(un(t), ©Y -1 (), 3 () = Za /eﬁpdf-

D’autre part, pour tout ¢ € [0, 7] on a

n
—Auy (t) Z a;(t)Ae; = Z i (t)e; dans D*(Q) et dans H~(9),

=1

that is to say , pour tout ¢ € H(£2),

(=Aun(t), ) p-1(0), HY(Q) = / Vun(t) - Vedr = Z)\ a;(t /Qeigpda?.

i=1
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Enfin, comme f € L*(]0,T[, H~"), on a pour tout ¢ € Hg(Q), (f(), ¥) m-1(),u1 () € Lir (10, ). La quantité

t), 1 1 est donc définie pour presque tout ¢ et on obtient finalement, pour presque tout ¢ et pour
(f() @) m—1(),m1 () pour presq pour presq p
tout ¢ € H} (1),

n

(U (1) = Aun(t) = f(8),0) 1), 01 () = Z(ag(t) + A (1)) /Q eipdr — (f(t), o) u—1(),Hi (-

i=1

Pour obtenir u,,, une idée naturelle est de choisir les fonctions a; pour que

(up (1) — Aun(t) = f(), 0) g-1(0),m2(0) = 0

pour tout ¢ € E,. En posant f;(t) = (f(t),ei)n—1(q),m1 (), ceci est équivalent & demander pour tout i €
{1,...,n},
(0)

En tenant compte de la condition initiale et en posant «;; * = (ugle; )2, ceci suggere donc de prendre

¢
a;(t) = az(zo)eﬂ\"t +/ e =9 f,(s)ds. (4.20)

[}

Les fonctions «; ainsi définies appartiennent 2 C([0, 7], IR) et on a donc u,, € C([0,T}], E,,) C C([0,T], H3(£2))
avec up () = Y i, a;(t)e;.

Etape 3, précision sur la dérivée en temps. Soit n € IN* et u,, la solution approchée donnée par I’étape pré-
cédente. Les fonctions «; ne sont pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par
transposition) de u,,. On va noter cette dérivée (u,,);. Par définition de la dérivation par transposition, (u,,); est un
élément de D, avec E = H{ (). Soit o € C(]0,T[,IR) on a

((un)t, p)py, D = _/0 u, (1)@’ (t)dt € B, C H} ().

Comme u,, = Y., a;e;, on a donc

n

n T T
((un)t, P)Dr.D = — Z/o o (t)es (t)dt = —Z (/0 ai(t)¢' (t)dt)e;.

i=1

On utilise maintenant (4.20Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.20),
T
/ a;(t)p'dt =T; + S;,
0
avec

T T
T :/ az(.o)ef)\it(p/(t)dt :/ ago))\ie”it@(t)dt.
0 0

o~ Y / N o)) o (1),

0 0
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Pour transformer S; on utilise le théoréme de Fubini :
T T T T
S; = / ( / Lio,q(8)e™ (=9 fi(s)ds) ' (t)dt = / ( / Lo 7y (H)e =9 (t)dt) fi(s)ds
0 0 0 0

/OT(/STGAi(ts)(p/(t)dt)fi(s)ds/OT(/STAieAi(tS)SD( dt) fi(s dS/OTso
:/OT(/;M i=9) f,(5)d /OTﬁ

On en déduit que T} + S; = fOT Aia (t fo fi(t)p(t)dt, et donc

<(un)ta§0D*D—_ /)\az eip dH—Z/ fi(t)eip(t

Since this equality holds for all ¢ € C2°(]0, T[,IR), one has finally
- Z Aiaie; + Z fiei € L*(10, T, En).
i=1 i=1

Ce qui peut aussi s’écrire, avec (") = o fiei,
(un)t = Auy, + £ € L2(]0,T[, E,) € L*(0,T[, H (Q)) € L]0, T[, H~1(Q)).

Soit maintenant v € L?(]0,T[, H}(2)). Comme (u,); € L?(]0,T[, H~*()), on a ((un)ts V) g-1(0),H1() €
LY(]0,T]) et

/0T<(un)t(t>7v(t)> ~1(Q),H} (@) dt = / /Vun Vvda;dt—i—Z/ /fzezvdxdt

Ceci donne, en revenant a la définition de f;,

T
/ ((un) () ()> -1(Q), Hl(Q)dt+/ /Vun Vudzdt = Z/ aei>H—1(Q),Hé(Q)(/Qeivdx)dt
0
:/ ’Z |€Z 2€Z> -1(Q), Hl(Q)d
0 i=1

On note P, 1’opérateur de projection orthogonale dans L?(Q) sur le s.e.v. E,,. L’ opérateur P, peut donc étre vu
comme un opérateur de L?(Q2) dans H¢ () (car E,, C HZ(£2)). On note alors P! 1’opérateur transposé qui est
donc un opérateur de H~*(2) dans (L?(Q2))’ qui est lui méme identifié a L2(£2) et est aussi un s.e.v. de H ().
On obtient alors (pour tout v € L?(]0,T[, H}(Q2)))

T T T T
/ ((un)t,v>H717Hédt+/ /Vun~Vvdxdt:/ <f,Pnu>H,1,Hédt=/ (PLf 0 st (421)
0 0 Q 0 0

On a aussi u,, € C([0,T], H}(Q)) et u,, (0) = P, up.

Etape 4, estimations sur la solution approchée.
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Pour n € IN*, ona u,, € C([0, T, H}(Q)) € L2(]J0,T[, H(Q)) et (un); = Auy,, + £ € L2(J0, T[, H=*(Q)).
D’apres la section 4.2Intégration a valeur vectoriellesection.4.2, on a donc

1

1
(T -

T
ol = [ {(wn)es s g,
0

En prenant v = u,, dans (4.21Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.21), on en déduit

Slun@IE = Sl + [ [ (VunPdodt = [ (. Puen) syt
0 Q 0

et donc
T 1 ) T
12 go, 71,1 () :/o /Q|Vun\2dxdt§ §||UOH2+/O (f, Prun) -1 gy dt.

On en déduit, en remarquant que P,u,, = uy,

1 T
e oy < gl + [ (Frabias gl
1
< §||U0||§ + 1 fllz2qo. 751 @) llunll 22 qo, 71, H2 ()
< LluolZ + Lip12 22
< Sllwollz + SIANL2 g0 rp -1 @) + 5 1Unllz2go, 7m0

On a donc
HunHiz(]o;r[,Hg(Q)) < luoll3 + ”f”%?(]O,T[,H*l(Q))'

Ce qui donne aussi
lunll2 o, a2 (2)) < Nlwollz + 1 fll L2 go. ) H-1(0))-

Comme (uy,); = Au, + P! f (égalité (4.21Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.21)) et que || P, w|| @) <
[ wll 73 (@) pour tout w € H}(Q), on obtient aussi une borne sur (u,,); :

H(un)t”Lz(]O,T[,H*l(Q)) < ||Un||L2(]o,T[,H3(Q)) + HfHLZ(]O,T[,H*l(Q))

et donc
| (un)ell2qo,rp -1y < lluoll2 + 2[| fll2 o,z 51 ()

La suite (u,)nen+ est donc bornée dans L2(]0, T, H}(Q2)) et la suite ((uy)¢)nen+ est bornée dans L2(]0, T,
H71(Q)).

Etape 5, passage a la limite. Grice aux estimations obtenues a 1’étape précédente, on peut supposer, apres extrac-
tion éventuelle d’une sous suite, que, quand n — +0o0,

u,, — u faiblement dans L*(]0, T'[, Hg (Q2)),

()¢ — w faiblement dans L?(]0, T[, H 1 (2))

et les estimations sur u,, et (u,,); donnent aussi les estimations suivantes sur u et u; :
lullzzgo.rr i )y < lwollz + 1l z2go. 7 -1 ()

[(w)ellzzqo, 7, -1 (0)) < lluoll2 + 2[| fllz2qo, 7151 (0))-
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Nous allons montrer tout d’abord que w = u; (puis nous montrerons que u est solution de u; = Au + f au sens
demandé par (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19)).

Par définition de w,, on a, pour tout ¢ € C°(]0,T[,R),

T T
/ () (t)dt = — / u(t)g (£)dt.

0 0

Pour démontrer que u; = w, il suffit donc de montrer que I’on a, pour tout ¢ € C°(]0, T[,IR),

T T
/ w(t)p(t)dt = — / u(t)e' (t)dt. (4.22)
0 0
On rappelle que le terme de gauche de 1’ égalité (4.22Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.22) est dans H ~1(2)

alors que le terme de droite est dans H} (€2). Cette égalité utilise donc le fait que Hg () C H (1), cette inclusion
étant due au fait que nous avons identifié L?(2)" avec L?().

Soit donc ¢ € C$°(]0, T[,IR). Nous allons montrer (4.22Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.22). Pour ¢) €
HZ(£2), on considere 1’application S de L2(]0, T'[, H}(€2)) dans IR définie par

S(v) = /Q(_/o v(t)¢/ (t)dt)(z)dz pour v € L*(]0,T[, Hy(€2)).

L application S est linéaire continue de L2(]0,T[, H}(?)) dans IR. Comme u,, — u faiblement L?(]0, 7],
H}(Q)), on adonc S(u,) — S(u) quand n — +o0. Or, pour v = u,, et pour v = u, on a

T T
S(w) = —( / o(t)¢ (£)dtp)2 = — / o(0)@' ()b, ) s 13-

0

On a donc, quand n — 400,
T T
([ w0 Ot b g = = w000 Ot ).
On utilise maintenant le fait que — fOT un (t)' (¢)dt = fOT(un)t(t)ap(t)dt (par définition de (., )¢). On a donc
T T
([ OOt )15 = ([ 0O Ot 0) 1,
On considére maintenant I’application S de L2(]0, T[, H~*(Q)) dans IR définie par

T
S(0) = ([ o00p(0)it, )2,y pour v € 200, TLH (@),

L application S est linéaire continue de L*(]0, T'[, H~'(f2)) dans R. Comme (u,,); — w faiblement L*(]0, TT,
H=1(Q)), on adonc S((uy):) — S(w) quand n — +oo0, that is to say

T T
([ Ot ) s = ([ 0Ot 0],

On en déduit que pour tout 1) € HJ(£2), on a

T

~ / w(t) (Ot ) s gy = { / W(t)p(E)dt, ) s g
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On a donc bien montré que — fOT u(t)' (t)dt = fOT w(t)p(t)dt pour tout p € C°(]0,T[,R), that is to say que
Uy = w.

Nous savons donc que u,, — u faiblement dans L?(]0, T'[, H}(Q)) et que (u,,); — u; faiblement dans L?(]0, T,
H~1(£)). Pour montrer que u est solution de u; = Au+ f au sens demandé par (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19),

il suffit maintenant de passer a la limite dans (4.21Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.21). Soitv € L2(]0, T, H}(Q2)),
on a pour tout n € IN*, selon (4.21Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.21),

T T T
/ <(Un)t7U>H*1,H§dt+/ (Un|'U)Hédt = / <f, Pn’l)>H—1’Hédt.
0 0 0

Les deux termes de gauche de cette égalité passent a limite quand n — 400 grace aux convergences de u,, et
(un)¢. Pour le terme de droite, on utilise 1’étape liminaire. On remarque que P,v(t) — v(t) dans H}(Q) pour
presque tout ¢ et ||[Pvo(t)|| g1y < [[v(t)]| 1) pour presque tout ¢. Cela permet de passer a la limite dans le
terme de droite, par le théoréme de convergence dominée. On obtient ainsi

T T T
/ <UtaU>H—1,H(}dt+/ (“‘U)Hgdt:/ <faU>H—1,H5dt-
0 0 0

Ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19).

Etape 6, condition initiale. Comme u € L2(]0,T[, H}(Q)) et u; € L2(]0,T[, H~(9)), on sait que u €
C([0,T],L?(2)) (voir la section 4.2Intégration a valeur vectoriellesection.4.2). Pour terminer la démonstration
du fait que u est solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19), il reste donc seulement & montrer que u(0) = ug
p.p. (that is to say u(0) = ug dans L*(Q)).

On sait que u(t) — w(0) dans L?(Q) quand ¢ — 0. On sait aussi que u,(0) = Y1, ago)ei — ug dans

L?(Q) quand n — +oo. Pour en déduire que u(0) = wuyg, il suffit de montrer que la suite (u,)ncn+ est re-
lativement compacte dans C([0,7], H*(€)). En effet, si la suite (u,)nen+ est relativement compacte dans
C([0,T), H=1(€2)), il existe w € C([0,T], H=*()) et une sous suite, encore notée (U )neN, L.q. un(t) — w(t)
dans H~'(Q) uniformément par rapport a t € [0, 7] (et donc aussi dans L2(]0,T[, H~1(Q2))). En particulier, on
a donc w(0) = ug. Mais, on sait déja que u,, — u faiblement dans L?(]0, T[, H} (2)) et donc aussi faiblement
dans L2(]0,T[, H=1()). Par unicité de la limite, on a donc v = w p.p. sur |0, T'[ et donc u(t) = w(t) pour tout
t € [0,T] car u et w sont continues sur [0, 7']. On obtient ainsi, finalement, u(0) = w(0) = uyg.

Il reste & montrer que la suite (uy,),en+ est relativement compacte dans C([0, 7], H~1(€2)). Par le théoréme
d’Ascoli, il suffit de montrer que

1. Pour tout ¢ € [0, 7], (un(t))nen+ est relativement compacte dans H~1(Q2).
2. lun(t) — wn(s)||zr-1 — 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € IN* (et pour tout ¢ € [0, 7).

Par démontrer le deuxiéme item, on utilise la fait que (u,); € L'([0,7], H~1(f2)). La section 4.2Intégration a
valeur vectoriellesection.4.2 nous donne que pour tout ¢1,to € [0, 7], t; > to, et toutn € IN*, on a (dans H! (Q))

() — tin(t2) = / ()i (5)ds,

et donc

T

t1 .

[ (t1) — un(t2) g1 S/ [ (wn)e(8) || -1ds < (/0 [(un)e(s) |71 ds) 2Vt —ta
ta

< | (un)ell L2go,rpr-1) Vi — t2-
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Comme la suite ((uy,)¢)nen+ st bornée dans L2(]0, T'[, H~1(Q)), on en déduit bien que ||y, ()~ (8)|| -1 — 0,
quand s — ¢, uniformément par rapport 2 n € IN* (et pour tout ¢ € [0, 7).

Pour démontrer de premier item, on utilise encore la section 4.2Intégration a valeur vectoriellesection.4.2. Comme

up € L2(J0,T[, HY(Q)) et (un): € L2(J0,T[, H~1(£2)), on a, pour tout ¢, s € [0, 77,

lun ()3 = llun(s)Il3 +2/ ((un)e(€); un(&)) =1,y dE,

et donc

t
lun (83 < Hun(8)||§+2/ [{(un)e(€), un(€)) ., mz|dE < Nlun($)3+20 (wn)ell 20,7111 [unll L2 g0 11,113 -
En intégrant cette inégalité par rapport a s sur [0, T, on en déduit

Tlun (5 < llunllZ2g0r 2200y + 271 wn) il 20,201 lunll 20,7, ) -

Ceci montre que la suite (u,,(t)),en+ est bornée dans L?(€2) pour tout ¢ € [0, 7] (et méme uniformément par
rapport 2 t). On en déduit que la suite (uy, (¢)),en+ est relativement compacte dans H ~1(€2) pour tout ¢ € [0, 7.
On peut donc appliquer le théoreme d’Ascoli et conclure, comme cela est indiqué au début de cette étape, que
u(0) = ug p.p.. Ceci termine la démonstration du fait que u est solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19) et
donc la démonstration de la partie “existence” du théoréme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19.

Etape 7, unicité. On montre maintenant la partie “unicité” du théoreme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19. Soit
u1, us deux solutions de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19). On pose v = u; — us. En faisant la différence des
équations satisfaites par u; et uy et en prenant, pour ¢ € [0, 7], v = uljo | comme fonction test, on obtient

/Ot“”(s)’ u()) g1,y ds + /0 t /Q Vu(s) - Vu(s)dzds = 0.

Comme u € L2(]0,T[, Hi(Q)) et u, € L*(J0,T[, H1(2)), on a, d’apres la section 4.2Intégration & valeur
vectoriellesection.4.2,

FCOIE = (ROI) = [ (o). (o)) -2 .

On en déduit, pour tout ¢ € [0, 77,

t
()1 = ()1 +2 | [ Fu(s) - Vu(s)dzds 0.
Enfin, comme %(0) = 0, on obtient bien, finalement, «(¢) = 0 p.p. dans 2, pour tout ¢ € [0, T]. Ce qui montre la

partie “unicité” du théoreme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19. ]

Nous allons maintenant donner quelques propriétés complémentaires sur la solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19)
Proposition 4.27 (Dépendance continue)
Soit Q un ouvert borné de R”™ et T > 0. Pour ug € L*(Q) et f € L*(]0,T[, H~1(Q)), on note T(u, f) la

l
solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19). L’opérateur T est linéaire continu de L*(2) x L*(]0, T[, H~*(£2))
dans L2(]0, T[, HL(Q)) et dans C([0, T], L*(Q)).
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Démonstration On note u la solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19). 1l suffit de remarquer que
lull2go,rpeyy < 1fllL2qorpa-1) + [luoll2,

la®) 113 < ol + luel13 o, ir—+) + lul32 g0z, 1r2) pour tout ¢ € 0,71,
et enfin que
well2qo,rp -1y < llwollz + 20 fllzzgo, 7, 2-1)-

On en déduit bien la continuité de 7" dans les espaces annoncés. |

Proposition 4.28 (Positivité et principe du maximum)
Soit Q un ouvert borné de R™N, T > 0 et uy € L? (). On note w la solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19)
avec f = 0.

1. On suppose uy > 0 p.p.. On a alors u(t) > 0 p.p. et pour tout t € [0,T].

2. On suppose que ug € L>(Q). Soit A/ B€ R tq A<0< BetA<uy<Bpp.Onaalors A<u(t)<B
p.p. et pour tout t € [0,T).

Démonstration Pour démontrer le premier item, on montre plutdt (ce qui est équivalent) que ug < 0 p.p. implique
u(t) < 0 p.p. pour tout ¢ € [0,7]. On suppose donc que ug < 0 p.p.. On utilise alors le lemme 4.28Existence
Par Faedo-Galerkintheorem.4.28 avec ((s) = s*. Il donne que u* € L?(]0, T'[, H} (£2)). Pour ¢ € [0, T, on peut
donc prendre v = u™ 1)0,¢; dans I’équation de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19) et on obtient

/Ot<“t<s)’“+(5)>H-l7Had8+ /0 t /Q Vu(s) - VuT (s)dzds = 0.

En utilisant encore le lemme 4.28Existence Par Faedo-Galerkintheorem.4.28, on a donc

1 1 ¢
=Nt @3 = sIlut O35+ [ lut(s)]3:ds =0.
2 2 0 0

Comme u T (0) = ud = 0 p.p., on en déduit bien que |Ju™t (¢)|2 = 0 et donc u(t) < 0 p.p..

La démonstration du deuxieme item est semblable en utilisant le lemme 4.28Existence Par Faedo-Galerkintheorem.4.28
avec p(s) = (s — B)Tetyp(s) = (s — A)™. L]

Lemme 4.29 Soit Q un ouvert borné de RY et T > 0. Soit @ une fonction lipchitzienne de IR dans IR t.q.
©(0) = 0. On définit ® par
&
2(6) = [ @l&)d€ pouré < .
0
Soit w € L2(]0,T[,H} () t.q. vy € L*(J0,T[,H 1()). On a alors p(u) = L*(]0,T[, H}(2)), ®(u) €
C([0,T), L*(2)) et, pour tout t1,ts € [0,T),

[ ot~ [ auie)ds - /t12<ut<s>,so<u<s>>HI,Hgds-

On a aussi pour presque tout t €]0, T, p(u(t)) € HE(Q) et Vip(u(t)) = ¢’ (u(t))Vu p.p., that is to say , en étant
plus précis, Vo(u)(x,t) = ¢ (u(z, t))Vu(z, t) pour presque tout x € Q). Dans cette égalité, on peut prendre pour
¢’ (u(x, t)) n’importe quelle valeur si @ n’est pas dérivable au point u(x,t). En particulier ceci montre que, pour
tout a € R, Vu = 0 p.p. sur [’ensemble {u = a}.
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Démonstration Ce lemme est la version “parabolique” des lemmes 2.20Positivité de la solution faibletheorem.2.20
et 2.21Positivité de la solution faibletheorem.2.21 vus précédemment. La démonstration consiste a considérer
d’abord (comme dans le lemme 2.20Positivité de la solution faibletheorem.2.20) que ¢ est de classe C! et a
régulariser u. Puis & approcher ¢ par des fonctions de classe C'! (au moins lorsque ¢ est dérivable sauf en un
nombre fini de points, le cas général étant plus difficile). Cette preuve n’est pas détaillée ici. ]

On donne maintenant 1’équivalence entre la formulation faible (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19) et une autre for-
mulation faible, la formulation (4.23Equivalence entre deux formulations faiblesequation.4.23). Cette deuxieme
formulation est, en particulier, intéressante lorsque 1’on cherche a prouver la convergence des solutions approchées
obtenues par une discrétisation en espace et en temps.

Proposition 4.30 (Equivalence entre deux formulations faibles) Soit Q) un ouvert borné de RY, T >0, Uug €
L2(Q) et f € L2(J0,T[, H~'()) (on identifie, comme d’habitude L?(2) avec L*(2)'). Alors u est solution de
(4.19Faedo-Galerkinequation.4.19) si et seulement si u vérifie :.

u e L2(0, T[, Hy(9),

T
dadt — ,0d+//v.vc{dt

f(s), (-, )>H 1 gy ds pour tout ¢ € C°([0,T[xQ,R).
0

Démonstration On montre tout d’abord que “u solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19) = wu est solu-
tion de (4.23Equivalence entre deux formulations faiblesequation.4.23)”. On suppose donc que u est solution de
(4.19Faedo-Galerkinequation.4.19). Soit ¢ € C2°(Q2 x [0,T[,IR). Pour n € IN*, on pose

n—1

onla,t) = ijmd ti), (4.24)

out; = (1 /n)T Comme ¢ est une fonction réguliére, il est clair que ¢,, € L?(]0, T'[, H} (2)) et que ¢,, — ¢ dans
L2(]0, T, H}()) quand n — +o00. Comme ¢,, € L2(]0, T'[, H}(Q)) et que u est solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19),
ona

T T T
| ot s [ SueVondnat= [ oyt
0 0 Q 0

On pose T, = f0T<ut, ¢n) g1, g3 dt. Comme ¢, — ¢ dans L2(]0,T[, H}()) quand n — +oo0, I’égalité précé-
dente donne

T T T
lim T, = / (ut, @) g madt = —/ / Vu - Vdzdt —|—/ (fy o)1 madt. (4.25)
0 o Jo 0

n—-+oo
On va maintenant calculer lim,, , o, 75, en utilisant (4.24Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.24). On a

n—1

1.+1
Tn:/ Zl]t“ml[ Ve gyt = Z/ oo ti)) -,y dt
n tit1
S [ wdt oty
t

=0 i
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Comme u,u; € L?(]0,T[, H~1(Q)) (on rappelle que H}(Q) C H~(Q) par I'identification de L?({2) avec son
dual), on a (d’apres la section 4.2Intégration & valeur vectoriellesection.4.2) u € C([0,T], H=(Q)) et

/t ()t = ultis) — ults) € H1(Q).

i

On a donc
T, = i(u(tiﬂ) —uti), (- ti) g1,y = i / (u(z,tiv) — ulz, ;) o, t;)dw.
i=0 i=0 7§

La derniere égalité venant de la maniere avec laquelle un élément de H}((2) est considéré comme un élément de
H~1(Q). Une intégration par parties discréte donne alors (en remarquant que (-, t,,) = 0)

1, =~ [ u(e.0) (o, 0)ds + > [ (et tio) = (ot uta, )

Puis, comme ¢ est une fonction réguliere,

T, = —/Quo(x)cp(x,O)dx—i_il/Q (/tm o, )dt)u(z, t;)do

= —/(2“0(95)90(5“70)@?_/OT/Q%(x,t)(gl]ti1,ti[u($7ti)>dxdt
T
:—/Quo(x)QD(a?,O)dx—/O /ngt(x,t)(u(a:,t)+Rn(a:,t))dxdt,

avec Ry (x,t) = Y0 1 1y, syqu(e, t;) — u(x,t). Pour tout ¢ € [0,7], ona

T
1B ()l 220y < max{fu(sy) = u(s2)llz2(), 51,52 € [0,T], [s1 = 52| < —}.

Comme u € C([0,7T], L*(£2)), on en déduit que lim, o ||[Rn(:,?)|/z2(n) = 0 uniformément par rapport a
t € [0,T] et donc que

n—-+4oo

T
lim / /gat(:z:,t)Rn(x,t)dxdt =0.
0 Q

En résumé, on a donc

lim T, = — /Q uo(z)p(, 0)da — /O ' /Q iz, tyu(z, t)dadt.

n—-+o0o

Avec (4.25Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.25) on a donc, pour tout ¢ € C°([0,T[x, R),

_ /OT /Q i, tyule, t)drdt — /Quo(:v)w(% 0)dz + /OT /Q Vi Vipdadt = /0T<f7 Fhrst

Ceci montre que u est bien solution de (4.23Equivalence entre deux formulations faiblesequation.4.23).

On montre maintenant que “u solution de (4.23Equivalence entre deux formulations faiblesequation.4.23) = u est
solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19)”. On suppose donc que u est solution de (4.23Equivalence entre deux formulations fa
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On veut montrer que u est solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19). On va raisonner en deux étapes. On va
d’abord montrer que u, € L2(]0,T[, H=1(Q2)) et u; = Au + f (remarquer que Au, f € L?(]0,T[, H=(Q)) puis
que u(0) = ug.

Etape 1 On montre ici que u; € L2(]0,T[, H~'(Q)) etu; = Au+ f. On utilise la définition de u;. Onau; € Dy,
avec E = H}(Q), et pour tout ¢ € CO‘”(]O7 [R)

T
(ur, $)ps D = — / u(t)d! (Hdt € HY(9).

Pour montrer que u; € L?(]0,T[, H *(Q)) et u; = Au + f, il s’agit donc de montrer que, pour tout ¢ €
(0, T[, R),

T T
- / u(t) ! (£)dt = / (Aut) + F(2)(t)dt
0 0

Noter que le membre de gauche de cette égalité est dans H (£2) et donc dans H () (grice a I’identification
entre L2() et son dual) et que le membre de droite est dans H ~1(£2). Pour montrer 1’égalité de ces deux termes,
il suffit de montrer que

T T
(= [ w0 Ot D)y = ([ (Bult) + )00t 0) -1,y pourtout v € HY(E)

0 0

that is to say que

T T
- / (W(t)§!(8), ) -1 st = / (Dult) + F0)6(t), ) -1 g i pour tout § € HE(S).

Par densité de C2°(£2,IR) dans H} (), il suffit de considérer ¢ € C2°(£2, IR). En utilisant la maniere donc H}(Q)
est inclus dans H~1(Q2), on a

- /OT<u<t>¢/<t>,w>H1,H3dt / | w6 00t

D’autre part, on a

T T

/0 ((Au(t) + f(£)d(t), V) -1,y dt =/0 o) (Au(t) + f(8), ) -1 my dt

T T
= —/ <b(t)/ Vu(z,t) - Vi (z)drdt +/ G)(f, ) -1, mdt.
0 Q 0
En résumé, pour terminer 1’étape 1, il suffit donc de montrer que
T
/ / u(z, )¢ () (a)dadt = /0 ¢(t)( - /Q Vu(z, t) - Voo (z)dzdt + (f, w>H_1,H3>dt @26
pour tout ¢ € C°(]0,T[,IR) et tout yp € C° (2, R).

Comme cela a été déja dit, ceci donnera u, € L2(]0, T[, H 1(2)) etuy = Au + f.

Pour montrer (4.26Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.26), on utilise (4.23Equivalence entre deux formulations faiblesequatior
Soit¢p € C°(]0,T[,IR) etyp € C°(€2, IR). On choisit dans (4.23Equivalence entre deux formulations faiblesequation.4.23),
oz, t) = ¢(t)1(x) (ce qui est possible car on a bien p € C2°(]0,T[x £, IR). On obtient

/ / (z,4)¢ dmdt+/ /Vuact e ))q&(t)dmdtz/OT<f(t),¢(t)z/1)H_1)H5dt.
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Ceci donne (4.26Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.26) et termine donc I’étape 1, thatis to say u¢ € L*(]0, T'[, H1(2))
et u; = Au + f (ce qui I’équation demandée dans (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19)).

Etape 2 Comme u € L?(]0,T[, H}(2)) et uy, € L?(]0,T[, H~*(£2)), on a (d’apres la section 4.2Intégration a

valeur vectoriellesection.4.2), u € C([0,T], L?(£2)). On montre dans cette deuxiéme étape que u(0) = ug. Pour

n € IN*, on choisit une fonction 7, de C2°([0, T[,IR) décroissante et t.q. |r,(t)| < 2n pour tout ¢, r,(0) = 1 et

rn(t)=0sit > 1/n.

Soity) € C°(N)etn € N*t.q.1/n < T.Onprend p(z,t) = 7,(t)1(x) dans (4.23Equivalence entre deux formulations faiblesequ
On obtient

1

/ / (2, )7, (£)o(x) dat — /Q o (@) (@) de + /O ’ [ Vut@.t) Vot@)r, Oz

n

- / (), ) prs g a(t)i,

0

that is to say
T, = / uo(x)(z)dx — Ry, + Sy, 4.27)
Q

= —/Oi/gu(x,t)ril(t)z/}(m)dxdt,

1
n

R, = /0 /Q Vu(z,t) - Vip(x)r, (t)dzdt et S, = / (1), ) -1 gy (t) L.

0

avec

On montre tout d’abord que R,, et S,, tendent vers 0. En effet, on a

|R, |</ /\Vu x,t)| |V1/J(:z:)|dzdt

/ /\Vu (z,t |2d33dt ? / /|V¢ |2dxdt) (4.28)

< ullz2go,zp a2y \/>||¢HH

On a donc lim,,_, ; oo R, = 0. On a aussi lim,,_, ; o S;,, = 0 car

1
|Sn| < ||fHL2(]O,T[,H*1)\/ﬁ||¢||Hé-

On remarque maintenant que

// @, 0)rn( (I)df”dt/i/(u(lﬁt)U(I,O))r;(t)w(:z:)dxdt
/ u@, dm_/ / (x,t) — u(@,0))ry, (t)i(z)dzdt

(On a utilisé ici r,,(0) = 1 et r,,(1/n) = 0.) On majore de dernier terme de cette égalité :

[ e~ e 0t < Lotz s ) 0l
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Comme u € C([0,T], L*(Q)) ce denier terme tend vers 0 quand n — oo et on a donc, finalement,

lim Tn:/ﬂu(aj,())d}(o:)d:z:.

n—-+oo

Avec (4.27Existence Par Faedo-Galerkinequation.4.27), comme lim,,_, o, R,, = lim,,_, o, S, = 0, on en déduit

/ u(z, 0)p(x)de = / uo(x)tp(x)dx pour tout ¢ € C°(Q).
o

Q

Ceci permet de conclure que u(0) = ug et termine la démonstration de la proposition 4.29Equivalence entre deux
formulations faiblesequation.4.23. ]

Nous donnons maintenant un théoréme de compacité qui sera tres utile pour la résolution de problemes non li-
néaires comme ceux de la section 4.4problemes paraboliques non linéairessection.4.4. C’est 1’équivalent parabo-
lique des théorémes de compacité vus pour les problemes elliptiques. Soit {2 est un ouvert borné de RY. Pour
f € H71(Q), on note T(f) la solution faible de I’équation —Au = f avec u € Hg(£2). On a déja montré que
1’opérateur T' était compact de H~1(Q) dans L?(Q2). La proposition 4.30Compacitétheorem.4.30 donne 1’équi-
valent parabolique de ce résultat.

Proposition 4.31 (Compacité)

Soit 0 un ouvert borné de R™, T > 0 et ug € L*(2). On identifie L*() avec L*(52)'.

Pour f € L2(]0,T[, H=1(Q)), on note S(f) la solution de (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19).
L’opérateur S est compact de L*(]0, T[, H=1(Q)) dans L*(]0, T, L*(Q2)).

Démonstration La proposition 4.26Dépendance continuetheorem.4.26 donne déja la continuité de S. Il reste
donc & montrer que S transforme les parties bornées de L2(]0,T[, H1({2)) en parties relativement compactes
de L?(]0,T[, L*(€2)). Soit donc A une partie bornée de L*(]0,7[, H~*(£2)). On pose B = {S(f), f € A}.
Les estimations vues dans le théoréme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19 montrent que B est une partie bornée de
L2(]0, T, H}()) et que {uy, u € B} est une partie bornée de L?(]0, T[, H=*(£2)) (en effet, si u € B, il existe
feAtq.u=5(f),onadonc u; = Au+ f au sens donné par (4.19Faedo-Galerkinequation.4.19), ce qui donne
I’estimation voulue sur u). Le lemme de compacité donné ci-apres (lemme 4.31Compacité espace-temps, cadre
L?theorem.4.31), dfi a J. L. Lions, donne alors la relative compacité de A dans L?(]0, T[, L?(£2)). "

Lemme 4.32 (Compacité espace-temps, cadre L2) Soit  un ouvert borné de R™ et (un)neN une suite de
L2(]0, T[, L2(Q)). On identifie L>(Y) avec L*(Q2)'. On suppose que

1. la suite (up)nen est bornée dans L2(]0,T[, H}(Q)),

2. la suite ((up)¢)new est bornée dans L*(]0,T[, H=1(2)).

Alors, la suite (uy,)neN est relativement compacte dans L*(]0, T[, L*(2)).

Démonstration Ce lemme sera démontré plus loin dans un cadre plus général, voir théoreme 4.35Compacité en
temps, cadre LP, p > 1theorem.4.35. |

Remarque 4.33 (Opérateurs elliptiques généraux) Les résultats de ce paragraphe, that is to say le théoreme
4.25Faedo-Galerkinequation.4.19 et les propositions 4.26Dépendance continuetheorem.4.26, 4.27Positivité et prin-
cipe du maximumltem.425, 4.29Equivalence entre deux formulations faiblesequation.4.23 et 4.30Compacitétheorem.4.30,
sont encore vrais en remplagant 1’opérateur Au par div(AVu) si la matrice A est a coefficients dans L>°(2) et
qu'il existe @ > 0 t.q. A - € > al€]? p.p. et pour tout £ € IRY (exercice 4.3Diffusion non homogene et non
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isotropeexo.4.3). Il est aussi possible de considérer le cas ou les coefficients de la matrice A dépendent aussi de
t. Une possibilité est alors de faire une discrétisation en temps et de remplacer sur chaque intervalle de temps la
matrice A par sa moyenne sur I’intervalle considéré. On résout alors le probleéme sur chacun de ces intervalles
temporels. I suffit ensuite d’obtenir des estimations sur la solution approchée et de passer a la limite sur le pas de
discrétisation.

4.4 Existence et unicité pour des problemes paraboliques non linéaires

Comme dans le cas elliptique, 1’existence de la solution d’un probleme parabolique non linéaire peut se prouver
par point fixe de Schauder ou par degré topologique.

Considérons le premier exemple suivant : soit  un ouvert borné de RY et A : R — My (IR) (ot My(IR)
désigne I’ensemble des matrices N x N a coefficiens réels) t.q.

Vs € R, A(S) = (ai’j(s))i’j:17,..71\/ ou aij € LOO(IR) n C(IR,IR), 4.29)
Ja > 0; A(s)E - € > al¢|?, Ve e RV, Vs € R, (4.30)
feL?]0,T[, H 1(Q)) etug € L*(Q). 4.31)

Alors on peut montrer par le théoréme de Schauder qu’il existe u solution de (toujours avec L2(f2) identifié a
L2(Q)):

uwe L2(]0,T[, H}(Q)),u; € L?(]0,T[, H~*(Q))( et donc u € C([0,T], L3(2))),
T
1 d dzr d
/0 (ug, v) - H2 t+/ /Q w)Vu - Vo da dt ws
:/ (o) grr gy dt, Yo € L2(0, T, HA(Q),
u(+,0) = up. ’

Pour utiliser le théoreme de Schauder, on utilise la résolution de probleémes linéaires : soit 4 € L2(]0, T'[, L*(Q2)),
on définit I"opérateur T' de L2(]0, T'[, L?(Q2)) dans L?(]0, T[, L*(£2)) par T'() = u ou u est la solution du pro-
bleme (4.32problemes paraboliques non linéairesequation.4.32) ol on a remplacé A(u) par A(a), that is to say :

we L2(J0,T[, H} (), u: € L2(J0,T[, H()),

T
/ (ug,v) H-1 ] dt+/ / @)Vu - Vo do dt
0

- / (oo gyt Yo € L2(0, T, HY(),
u(+,0) = uo.

On montre ensuite qu’il existe R > 0 tel que I'image de T est incluse dans Bg ot By, est la boule (de L?(]0, T,
L?(€2))) de rayon R et de centre 0. On montre que 7" est continu et que 7" est compact (par le lemme de compacité
espace-temps 4.31Compacité espace-temps, cadre L?theorem.4.31). On conclut avec le théoréme de Schauder.
Ceci est laissé a titre d’exercice (exercice 4.4Existence par le théoreme de Schauderexo.4.4).

Notons qu’on peut aussi montrer 1’unicité si A est lipschitzienne.

Considérons maintenant 1’équation de convection-diffusion suivante (avec une convection éventuellement non li-
néaire) : u; +div(bf(u)) — Au = 0,avec b € L*(]0, T, (L*(Q)V), ug € L*(Q) et divb = 0. On suppose de plus
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que f est lipschitzienne et bornée. Une formulation faible du probléme s’écrit (avec L2(€2) identifié 2 L2(2)') :
we L2(]0,T[, H (Q)),us € L?()0,T[, H~(Q))(et donc u € C([0,T], L*(Q2))),
T T
/ (Ut, V) -1 1 dt—/ bf(u) - Vudx dt
0 e 0 JQ

(4.33)
+/ Vu-Vodzdt =0, Vv e L2(]0,T[, H} (Q)),
0 Q

u(+,0) = up.

Montrons I’existence d’une solution au probleme (4.33problemes paraboliques non linéairesequation.4.33) par de-
gré topologique. Pour cela on va montrer que le probleme (4.33problemes paraboliques non linéairesequation.4.33)
peut s’écrire sous la forme v — h(1,u) = 0, ou 'application h, définie de [0,1] x E dans E, avec E =
L2(]0, T, L*(Q)), vérifie :

1. h est compacte,

2. ilexiste R € IR t.q.

u—h(s,u) =0,s€0,1],u € E = u & IBp,

3. I'application définie de F dans F par u — u — h(0, ) est linéaire.

(Ceci est suffisant pour obtenir I’existence d’une solution au probleme (4.33problémes paraboliques non linéairesequation.4.33).)

Soit s € [0,1] etw € E. On note h(s, u) la solution du probléme suivant :
w e L2(]0,T[, H} (), w; € L2(]0, T[, H~1(Q)),
T T
/ (We, V) -1 g1 dt—/ /sbf(u)-Vvdxdt
0 e 0o Jo

T (4.34)
—|—/ / Vw - Vodz dt =0, Yo € L*(]0, T[, H (Q2)),
0o Jo

w(-,0) = sug.

Notons que h(s,u) = w est bien définie car bf (u) € L2(]0, T[, (L*(Q)V).

De plus, il est facile de voir que le point 3. ci-dessus est vérifié, car h(0,u) = 0 et donc u — h(0,u) = w. Il
reste & montrer les points 1 et 2, that is to say que h est continue, que {h(s,u), s € [0,1],u € B} est une partie
relativement compacte de F, si B est une partie bornée de F, et qu’il existe R > 0t.q. u — h(s,u) = 0 n’a pas de
solution avec s € [0,1] et uw € OBp.

Montrons d’abord que h est continue. Soit (s, )neN une suite de [0, 1] et (uy, )nen une suite de F t.q. s, — s dans
R et u,, — u dans F lorsque n — +00. On pose w;,, = h(sy, u,), w = h(s,u) et on veut montrer que w,, — w
dans F. Les fonctions w,, vérifient :

wy € L2(]0, T[, Hy(Q)), (wn)e € L2(J0,T[, H™H(2)),
T T
/0 <(wn)t7U>H*1,Hé dt — /0 /an bf((up) - Vo dx dt

T (4.35)
+/ / Vw, - Vv dz dt =0, Vv € L*(]0,T[, Hj (Q)),
0o Ja

wn('7 0) = SnpUQ-

En prenant v = w,, dans (4.35problémes paraboliques non linéairesequation.4.35), on montre que la suite (wy, )neN
est bornée dans L?(]0,T'[, H}(92)) et que la suite ((wy,)¢)nen est bornée dans L2(]0, T'[, H~1(2)). On en déduit
par le lemme 4.31Compacité espace-temps, cadre L?theorem.4.31 que w,, — 1 dans E, aprés extraction éven-
tuelle d’une sous suite. Mais les bornes sur w,, et (wy, ); donnent aussi w,, — 1 faiblement dans L?(]0, T'[, H} (2))
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et (wy,); — 1w, faiblement dans L2(]0, T'[, H~'(©)). Enfin, on peut supposer, toujours apres extraction éventuelle
d’une sous suite que u,, — u p.p.. En passant a la limite dans 1équation satisfaite par w,, et en passant a la limite
sur la condition initiale, on montre alors que w = w (comme cela a été fait dans la démonstration du théoreme
4.25Faedo-Galerkinequation.4.19). Ceci permet de conclure (sans extraction de sous suite) que w,, — w dans F
et donne donc la continuité de h.

On pose maintenant A = {h(s,u), u € L*(]0,T[,L?(2)), s € [0,1]}. Il est facile de voir que A est borné
dans L2(]0,T[, H}(2)) et que {w;, w € A} est borné dans L?(]0,T[, H~())}. Le lemme 4.31Compacité
espace-temps, cadre L%theorem.4.31 donne alors la relative compacité de A dans E. Enfin I’existence de R > 0
t.q. u — h(s,u) = 0 n’ait pas de solution avec s € [0,1] et u € OBpg vient du fait que A est borné dans
L2(]0, T, H}(€)) et donc aussi dans E.

En conclusion, on peut utiliser I’invariance par homotopie du degré. On obtient d(Id — h(1,-), Br,0) = d(Id —
h(0,-), Br,0) = d(Id,Br,0) = 1. Donc, il existe u € Bg t.q. v — h(1,u) = 0, that is to say u solution de
(4.33problemes paraboliques non linéairesequation.4.33).

On montre maintenant I’unicité de la solution de (4.33problémes paraboliques non linéairesequation.4.33). On va
montrer cette unicité dans un cadre un peu plus général (pour lequel on aurait aussi pu montrer 1’existence) en
remplagant Au par div(a(u)Vu), that is to say en considérant 1’équation

ug + div(bf(u)) — div(a(u)Vu) = 0,

avec une fonction a lipschitzienne de IR dans IR et vérifant o < a(s) < 8 pour tout s € IR et deux nombres
strictement positifs «, 5.

Soit uy, ug deux solutions de (4.33problemes paraboliques non linéairesequation.4.33) (avec div(a(u)Vu) au lieu
de Au). On pose u = u; — ug et on va montrer que v = 0 p.p..

Pour £ > 0 on définit la fonction T, de IR dans IR par 7, (s) = max{—e, min{s, e}}. On note aussi ¢ la primitive
de T s’annulant en 0. En prenant v = T (u) dans les formulations faibles satisfaites par u; et us, on obtient

T T
|t @) e = [ [ b ) = fw2)) - VI (0) o

0 0o Jo

T T
+ /0 /Qa(ul)Vu - VT (u)dzdt = /0 /Q(a(ug) —a(u1))Vug - VI (u)dzdt.
Comme VT, (u) = Vulgc|y<e P-p., on en déduit que
T

/Qgﬁs(u(x,T))dx f/qus(u(m,O))dx + a/o /QVU - Vulgejy|<cdzdt

T T
< / / |b‘|f<ul) - f(u2>||vu|1(]<\u|<edxdt +/ / ‘a’(ul) - a’(u2)|‘Vu2|‘vu‘1()<\u|<edxdt- (436)
0 Q 0 Q

Comme a et f sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q.
|f(51) = f(s2)| < L[s1 — s2| et]a(s1) — a(s2)| < L|sy — s2|, pourtout sy, sz € R.

On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢. > 0 pour déduire de (4.36problemes paraboliques non linéairesequation.4.36),
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avec A, = {0 < |u] < e} ety = (z,1),

a/oT/Q|vT5(u)2da:dt < L€</AE |b|2dy)é(/OT/QNTE(u)zdxdt)é
1 T 1
—l—Le(/AE |VuQ|2dy)2</0 /Q|VTE(u)\2dxdt)2.

On a donc a|| VT (u) ||| 22(q) < ace, avec Q =0, T[xQ et

agzL(/A b|2dy)%+L(/A |Vu2|2dy)%.

Comme N.s9A. = () la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N + 1 dimen-
sionnelle) de A. tend vers 0 quand ¢ — 0 et on a donc, comme b, Vuy € L?(Q)Y, (noter que L?(Q) peut étre
identifié a L2(]0,T[, L*(Q2)))
lim [ [b|*dy = 1im/ |V |*dy = 0,

A, e—0 A,

e—0

ce qui donne lim._,o a. = 0. Il nous reste maintenant a utiliser, par exemple, ’injection de VVOL1 (Q) dans L' ().
elle donne pour ¢ €]0, T,

1T (u(®) 1= 0y < IVTe(u)l L1 () (4.37)
On désigne par “mes” le mesure de le Lebesgue dans R”.On remarque maintenant que pour ¢ €]0, T
cmes{Ju(t)| > e} < (| [T (u)]" de)
On a donc, avec (4.37problemes paraboliques non linéairesequation.4.37),
cmes{[ult)| > e} < | VEL(u(0) 1oy = [ IV (uler )

et, en intégrant par rapport a ¢, sachant que 1/1* = (N — 1) /N et utilisant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz,

T —1 T 1
6/0 mes{|u(t)| > e}~ dt S/o /Q|VTE(u(x,t))\dxdt S VTe(w)| [ 22(@) (T'mes(£2)) 2

. (Tmes())2

On a donc

0 - «

quand € — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme lim._,y a. = 0)
T N-—-1
/ mes{|u(t)| >0}~ dt <0.
0

On en déduit que mes{|u(t)| > 0} = 0 p.p. ent €]0, T et donc u = 0 p.p., ce qui termine cette preuve d’unicité.
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Remarque 4.34 Voici un complément et quelques généralisations possibles (laissées en exercice) du résultat
d’existence et unicité de solution que nous venons de donner dans cette section.

1. Soitug € L>(92). Tl existedonc A < 0et B > 0t.q. A < uy < B p.p.. Soit u la solution de (4.33problemes paraboliques non liné
On aalors A < u < B p.p.. Pour démontrer ce résultat, il suffit de prendre v = (u — B)™ (pour montrer u < B
p.p.)etv = (A—u)™ (pour montrer u > A p.p.) dans (4.33problémes paraboliques non linéairesequation.4.33).

2. On a supposé f lipschitzienne et bornée. En fait si ug € L (), etdonc A < ug < Bp.p..avec A <0 < B, on
peut remplacer cette hypothése sur f par “f localement lipschitzienne” (exemple : f(s) = s2). La démonstration
consiste 2 remplacer dans (4.33problemes paraboliques non linéairesequation.4.33) f par f ou f est définie par
f(s) = max{A, min{s, B}}. La solution obtenue, u, vérifie alors A < u < B p.p. (d’aprés I’item précédent)
et est donc solution de (4.33problémes paraboliques non linéairesequation.4.33) (avec f).

3. Pour montrer I’existence et 1’unicité de solution a (4.33problemes paraboliques non linéairesequation.4.33), on
a supposé divb = 0. Cette hypothese peut étre remplagée par divb € L°°(2) (mais en conservant 1’hypo-
these f lipschitzienne et bornée). On peut toujours montrer un résultat d’existence et d’unicité de solution a
(4.33problemes paraboliques non linéairesequation.4.33).

4. Enfin si divb € L (), ||divb||cc = C, f lipschitzienne de constante de Lipschitz L (mais f non nécessaire-
ment bornée) et ug € L™ (1), ||up||c = M, on peut aussi montrer un résultat d’existence et d’unicité de solution
a (4.33problemes paraboliques non linéairesequation.4.33). La solution u vérifie alors ||u(t)||cc < M exp(CLt)
pour tout ¢ € [0, 7.

4.5 Compacité en temps

Dans cette section, on démontre le lemme de compacité dans L? 4.31Compacité espace-temps, cadre L%theorem.4.31
comme conséquence du théoreme 4.39 Aubin-Simontheorem.4.39, énoncé dans un cadre plus général, et utile pour
la résolution de nombreux problémes paraboliques.

Commencons par la version abstraite du lemme 4.31Compacité espace-temps, cadre L*theorem.4.31 de compacité
dans L2, qu’on obtient en remplacant I’espace L? par un espace de Hilbert quelconque.

Lemme 4.35 (Compacité en temps, cadre hilbertien) On suppose que X et H sont des espaces de Hilbert, que
X s’injecte compactement dans H, et que X est dense dans H On identifie H avec H' (par le théoréme de
représentation de Riesz). On suppose maintenant que (U, )new est une suite bornée de L*(]0,T[, X) (T > 0
est donné) et que ((un)t)new est une suite bornée de L*(]0,T[, X'). Alors, la suite (u,)neN est relativement
compacte dans L*(]0,T[, H).

Notons dans le lemme 4.31Compacité espace-temps, cadre L*theorem.4.31 ona X = H(Q) et H = L?*(Q)).
Ce résultat de compacité dans le cadre hilbertien (attribué a J.L.. Lions) a ensuite été généralisé par Aubin dans le
cadre d’espaces de Banach :

Théoreme 4.36 (Compacité en temps, cadreLP, p > 1) Soit X, B,Y 3 espaces de Banach et 1 < p < +00. On
suppose que X s’injecte compactement dans B et que B s’injecte continiiment dans Y. On suppose maintenant
que (Un)ne. est une suite bornée de LP(]0,T[, X) (T > 0 est donné) et que ((un,)¢)new est une suite bornée de
L?(]0,T[,Y). Alors, la suite (un)ne est relativement compacte dans L (|0, T'[, B).

Ce résultat a ensuite été généralisé par J. Simon (en 1985) pour avoir aussi le cas p = 1. C’est ce dernier résultat que
nous donnons dans ce paragraphe ainsi que sa démonstration (qui contient donc les démonstrations des lemmes
4.31Compacité espace-temps, cadre L?theorem.4.31,4.31Compacité espace-temps, cadre L?theorem.4.31 et du
théoreme 4.35Compacité en temps, cadreL?, p > 1theorem.4.35.
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Nous donnons enfin quelques généralisations du résultat de Simon utiles en particulier lors de 1’étude mathématique
de schémas numériques.

Nous donnons d’abord le théoréme fondamental de compacité de Kolmogorov (sous deux formes légement dif-
férentes) dont nous déduisons ensuite les théoremes 4.39 Aubin-Simontheorem.4.39 et 4.48 Aubin-Simon with a
sequence of subspacestheorem.4.48. En anglais, parce que vous le valez bien.

Théoreme 4.37 (Kolmogorov (1)) Let B be a Banach space, 1 < p < 400, T > 0and A C LP((0,T), B). The
subset A is relatively compact in LP((0,T), B) if A verifies the following conditions :

1. Forall f € A, there exists Pf € LP(IR, B) such that Pf = f a.e. in (0,T) and |Pf||1»(r,5) < C, where C
depends only on A.

2. Forall ¢ € C*(IR,IR), the family { [, (P f)pdt, f € A} is relatively compact in B.
3||Pf(-+h) = Pflleecr,By = 0, as h — 0, uniformly with respect to f € A.

(Indeed, the conditions 1, 2 and 3 are also necessary in order to have relative compactness of A but this is not the
interesting part of this theorem.)

Proof of Theorem 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36
Let (pn)nen+ be a sequence of mollifiers, that is :

pGCco"(]R,R),/pdx:l,pzoyp(*-):p

R (4.38)
and, forn € IN*, z € R, p,(z) = np(nz).

We set K = [0,7] and, for n € N*, A, = {(Pf % pn)|., f € A}. The proof is divided in two steps. In Step
1 we prove, using Ascoli’s theorem and Assumption 2 of Theorem 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36, that, for
n € IN*, the set A,, is relatively compact in C(K, B) endowed with its usual topology. Then, we deduce that A,,
is also relatively compact in LP((0,T), B). In Step 2, we show that the first and third hypotheses of Theorem
4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36 give that Pf x p, — Pf in LP(IR, B), as n — +oo0, uniformly with respect to
f € A. This allows to conclude that the family A is relatively compact in L?((0,7T), B).

Step 1. Let n € IN™. In order to prove that A, is relatively compact in C(K, B), we use Ascoli’s theorem ; hence
we need to prove the following properties :

1. forallt € K, theset { Pf % p,(t), f € A} is relatively compact in B,

2. the sequence { P f * p,,, f € A} is equicontinuous from K to B (that is to say that the continuity is uniform with
respect to f € A).

We first prove Property 1. Lett € K.

Pfapn(® = [ PRSIt =s)ds = [ Prs)(s)ds,
R R
Then, the second hypothesis of Theorem 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36 gives Property 1, that is { P f x p,(t),

f € A} is relatively compact in B.
We now prove Property 2. Let ¢1, ¢ € K and let ¢ = p/(p — 1) by Holder’s inequality, we have

[1Pf % pu(te) = Pf % pu(ta)lls < /}R IPf(s)l B lon(tz = ) = pults = s)| ds

< |Pfllzewr,Byllon(tz — ) = pn(ts = )l Lo, R)-

EDP, Télé-enseignement, M2 178



4.5. COMPACITE EN TEMPS CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

Since p, is uniformly continuous with compact support, we easily deduce from this inequality (and with Hypo-
thesis 1 of Theorem 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36) and that the family A,, is uniformly equicontinuous from
K to B. This gives the Property 2 and concludes the proof that A,, is relatively compact in C' (K, B). This relative
compactness is equivalent to say that for all € > 0, there exists a finite number of ball of radius ¢ (for the natural
norm of C(K, B)) covering the whole set A,,. Then, since || - || »((0,7),B) < VP - llc(k,B)» We also obtain the
relative compactness of A4,, in L?((0,T), B).

Step 2.
Let t € IR, we have, using f]R pn(s)ds =1and 3 = ns,

) — Pf(t))p(s)ds.

S| @l

PJx pult) — PI(t) = /IR (PS(t — 5) — P(t))pu(s)ds = / (Pt -

-1

Then, by Holder’s inequality and with ¢ = p/(p — 1),

1
s
P50~ PIOWG < ([ 127~ 2) = PROIas ) ol
Integrating with respect to ¢ € IR and using the Fubini-Tonelli theorem leads to

1PF %o = P oy < 280D LIPF(+R) = P, s [0 < 1}]l0l1%

Finally, the third hypothesis of Theorem 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36 gives the fact that || P fxp,,—P f|| 1> ((0,1),B) —
0,as n — +oo, uniformly with respect to f € A. As a consequence, the relative compactness of A, in LP((0,T), B)

for all n € IN (proven in Step 1) gives the relative compactness of A in LP((0,T), B). This concludes the proof of
Theorem 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36. [

We now give a second form of the previous theorem which does not require the prolongment of f outside [0, 7).

Théoréme 4.38 (Kolmogorov (2)) Let B be a Banach space, 1 < p < +oo, T > 0and A C LP((0,T), B). The
subset A is relatively compact in LP((0,T), B) if A verifies the following conditions :

1. The subset A is bounded in LP((0,T), B).
2. For all p € C* (IR, R), the family {fOT fedt, f € A} is relatively compact in B.

3. There exists a nondecreasing function from (0,T) to R4 such that limy,_,q+ n(h) = 0 and, for all h € (0,T)
and f € A,

T—h
/0 1£(t+h) — F)|Bdt < ().

Proof of Theorem 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37

The proof uses Theorem 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36 with Pf = 0 on [0, T]¢. The first and second item of
the hypotheses of Theorem 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36 are clearly satisfied. The only difficulty is to prove
the third item. We prove this third item in two steps.

Step 1. In this step, we prove that lims_, fO(S || f()|'5dt — 0as & — 0T, uniformly with respect to f € A.

Let§,h € (0,T) such that 6 + h < T.Forall t € (0,6) one has ||f(t)|z < [|f(t+R)|s + ||f(t+h)— f)B
and then
IF@OIE < 281 f(E+ I + 200 f(E+ ) — F(O)II
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Integrating this inequality for ¢ € (0, J) gives

) ) )
/ 1£(0) 1t < 27 / 1F(t+ BBt + 2 / 1£(t+B) — ()|t (4.39)
0 0 0

Now let hg € (0,T) et d € (0,7 — hg). For all h € (0, hg), Inequality (4.39Compacité en tempsequation.4.39)
gives, using n(h) < n(ho),

o 4
[ 1l <2 [ 15+ n)gde + 2o,
0 0

Integrating this inequality for h € (0, ho) leads to

) ho )
o [ 15Ide <2 [ [0+ wian - 2hon(ho).
0 0 0

Then, using the Fubini-Tonelli Theorem, we obtain

ho 5 9 ho
L st mganan= [ ([ e migan) i
) T
< [ L U ds) < 811,

from which one deduces s
ho / 1F )t < 0221120y, + 2o (o) (4.40)
0

In order to conclude this step, let € > 0. First, we choose hg € (0,T) such that 2Pn(hg) < e. Then, with
C =supsea |fI7o (0.1, We take 6 = min{T — ho,eho/(2PC)}. We obtain, for all f € A,

4
0<s<i= [l < 2=
0

This gives that f(f lf()|%dt — 0as 6 — 0T, uniformly with respect to f € A, and concludes Step 1.

A similar proof gives qu, s 1f@)'pdt — 0as 6 — 07, uniformly with respect to f € A (this can be proven using
g instead of f with g(t) = f(T —t)).

Step 2. We now prove that the third item of the hypotheses of Theorem 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36 is
satisfied (and this conludes the proof of Theorem 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37).
Recall that Pf(t) = 0if t € [0,T]¢ so that, forall h € (0,T) et f € A,

0 T

T—h
[ IPseen) = Prolyde < [ 15wl [ e n) - O+ [ ol
R h 0 T—h

T

h T—h
< [rlae [ usam - olpac [ i

T

Let € > 0. There exists h; > 0 such n(h;) < e. With Step 1, there exists hy > 0 such that, for all f € A,

h T
0<h<ho= [ IO <e md [ fOld<e
0 T—h
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with hg = min{hy, ho}, one has, forall f € A,
0<h<ha= [ IPSE+H) - PIOI <3
R

This concludes Step 2 and the proof of Theorem 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37. ]

We now deduce from Theorem 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37 a corollary which will be useful for Theorem
4.39Aubin-Simontheorem.4.39.

Corollaire 4.39 (Time compactness) Ler B be a Banach space, 1 < p < +oo, T > 0and A C L*((0,T), B).
Let X be a Banach space compactly embedded in B. One assumes that A verifies the following conditions :

1. The subset A is bounded in L?((0,T), B).
2. The subset A is bounded in L*((0,T), X).
Note these two assumptions are true if A is bounded in LP((0,T), X).

3. There exists a nondecreasing function from (0, T) to Ry such thatlimy,_,q+ n(h) = 0 and, forallh € (0,T)
and f € A,

T—h
[ s+ b - sla < o,
0
Then, the subset A is relatively compact in L?((0,T), B).

Proof In order to apply Theorem 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37, we only have to prove that, for all ¢ €
C(IR,IR), the family {fOT fedt, f € A} is relatively compact in B.
Let o € C*(IR,R). For f € A, one has, with ||¢||, = maxier |¢(¢)],

T
H/o fedt||x < lellullfllLro,m),x)-

Then, since A is bounded in L*((0,T'), X), the family { fOT fedt, f € A} isbounded in X and therefore relatively
compact in B. ]

We now give a Theorem, essentially due to J. P. Aubin (for p > 1) and J. Simon (for p = 1), which we used in a
previous section to prove the existence of a solution for some parabolic equations.

Théoreme 4.40 (Aubin-Simon) Let 1 < p < +o00, X, B, Y be three Banach spaces such that
(i) X C B with compact embedding,

(ii) X CY and if (fn)nen is a sequence in X such that (|| fr||x)new is bounded, f,, — f in B and f, — 0
inY (asn — +0), then f =0 (in B).
Let T > 0 and (un)new be a sequence of LP((0,T), X) such that
1. (un)nen is bounded in L?((0,T), X),
2. (d:;t" Jnen is bounded in L*((0,T),Y).
Then there exists w € LP((0,T), B) such that, up to a subsequence, u, — w in LP((0,T'), B).

Remarque 4.41 Note that the hypothesis (i¢) of Theorem 4.39 Aubin-Simontheorem.4.39 is weaker than the hy-
pothesis of the original works of Aubin and Simon, which reads :

(i)’ B C Y with continuous embedding.
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Let X C B. Itis also interesting to notice that the hypothesis (i) may also be written :
(i) If (||wn || x )new is bounded, then, up to a subsequence, there exists w € B such that w,, — w in B.

This reformulation leads to an easy generalization which is used to prove the convergence of numerical approxi-
mations of the solution of parabolic equations : in this generalization, X is replaced by a sequence (X, )neN, see
Theorem 4.48 Aubin-Simon with a sequence of subspacestheorem.4.48 below.

Proof of Theorem 4.39Aubin-Simontheorem.4.39 The proof uses Corollary 4.38Time compactnesstheorem.4.38
with A = {u,, n € IN}. The subset A is bounded in L?((0,T"), B) (since X is continuously embedded in B)

and then in L!((0,T), X), so that we only have to prove the third item of the hypotheses of Corollary 4.38Time
compactnesstheorem.4.38, which is equivalent to say

T—h
Up (- + h) — un, det — 0 as h — 0, uniformly w.r.t. n € IN. (4.41)
0

Let0 < h <Tande > 0.Fort € (0,7 —h), one has, using the Lions lemma given below (lemma 4.41Compacité
en tempstheorem.4.41),

un(t +h) —un(t)llB < ellun(t +h) —un(t)l|x + Cellun(t + h) —un(t)|ly
<ellun(t +h)llx +ellun(t)Ix + Cellun(t + h) — un(t) [y,

and then
Jun (t+ 1) = ua () < ()P [lun(t + R[5 + Be)Pllun(®) % + BC)P[lun(t + h) — un ()5
Integrating this inequality with respect to ¢ (between 0 and T — h) leads to

T—h T—h
| e 1) = w0t < 260 iy + GO [ unlt ) = (0. 442

We now use the second item of Remark 4.430n the weak derivative on utheorem.4.43 (also given in Section 4.2In-

tégration a valeur vectoriellesection.4.2). It gives that u,, € C([0,7],Y") and uy,(t1) — un(t2) = :12 dg—t" (s)ds for

all t1,ty € [0, T)]. This allows us to bound the second term of the RHS of (4.42Compacité en tempsequation.4.42) :

T—h T—h t+h g p
/ et (¢ 4+ 1) — (1) [t < / / 1D ) yds |t
0 0 ¢ dt
T—h t+h
< Mpfl/ (/ ||d“"(s)||yds> dt
0 ] dt

- T—h T du,
<M Hoan ()| Sl ds ) d.
0 0

where M is a bound of the L*((0,7),Y)-norm of %= (that is || %% || 11 (0.7,y) < M for all n).
Then, using 1f; ;4 5)(s) = 1[s_p 4 (t) and the Fubini-Tonelli Theorem, we obtain

I'—h
0
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Then, with (4.43Compacité en tempsequation.4.43), (4.42Compacité en tempsequation.4.42) gives

T—h
/ Jan (t + B) = wa (D)3t < 23)7 un %, .7 x) + (3C-)PRMP. (4.44)
0

We can now conclude. Let > 0. we choose £ > 0 in order to bound by 7 this first term of (4.44Compacité
en tempsequation.4.44) (independently of n € IN). Now, since C: is given, there exists hg € (0,7) such that the
second term of the RHS of (4.44Compacité en tempsequation.4.44) is bounded by 7 (independently of n € IN) if
0 < h < hy. Finally, we obtain

T—h
0<h<ho= / n(t + h) — un(t)|Bdt < 211
0
This concludes the proof of Theorem 4.39 Aubin-Simontheorem.4.39. ]

Lemme 4.42 Let X, B, Y be three Banach spaces such that
(i) X C B with compact embedding,

(ii)) X CY and if (un)nen is a sequence in X such that the sequence (||un|| x)new is bounded, u, — uin B
andu, — 0inY (asn — 400), then u = 0 (in B).

Then, for any € > 0, there exists C. such that, for w € X,
[wlls < ellw]x + Cellwly-

Remarque 4.43 In Lemma 4.41Compacité en tempstheorem.4.41, as for Theorem 4.39 Aubin-Simontheorem.4.39,
the hypothesis (i) can be replaced by the stronger hypothesis

(i)’ B C Y with continuous embedding.

Proof of Lemma 4.41Compacité en tempstheorem.4.41 We perform the proof by contradiction. We assume that
there exists ¢ > 0 and a sequence (u,)nenN such that u, € X and 1 = |luy,||p > €llunllx + nllun|ly, for all
n € IN.

Then, (4, )nen is bounded in X and therefore relatively compact in B. Thus, we can assume (up to a subsequence)
that u,, — win B and ||u||p = 1. Furthermore w,, — 01in Y (since ||u,||y < 1/n). Then the second hypothesis of
Lemma 4.41Compacité en tempstheorem.4.41 gives v = 0. In contradiction with ||u||p = 1. L]

Remarque 4.44 (On the weak derivative on ) We recall here (items 1 and 2) some results essentially given in

Section 4.2Intégration a valeur vectoriellesection.4.2 (with a different proof for the second item). Let X, Y be

two Banach spaces and Z be a vectorial space such that X, Y C Z (of course, a simple case is Z = Y). Let

p,q € [1,00].

1. Assuming that u € LP((0,7T), X), the weak derivative of u, denoted as du/dt, is defined by its action on
test functions, that is its action on ¢ for all ¢ € C2°((0,T)) (note that ¢ takes its values in IR). Actually, if
© € C((0,T)) (and ¢’ is the classical derivative of ), the function ¢'u belongs to LP((0,7'), X ) and therefore
to L'((0,T), X) and the action of du/dt on ¢ is defined as

G == [ St

Note that (4 o) € X.
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Then du/dt € L((0,T),Y) means that there exists v € L9((0,7),Y") (and then v is unique) such that
T T
_ / & (Hyu(t)dt = / o(t)u(t)dt for all o € C((0,T)). (4.45)
0 0

Note that fOT ¢ (t)u(t)dt € X C Z and fOT p(t)u(t)dt € Y C Z,sothe equality in (4.450n the weak derivative on uequation.4.4
holds in Z. Finally we identify the weak derivative of u (which is a linear form on C2°((0, T))) with the function
v (which belongs to L4((0,7),Y)).

2.Ifu e LP((0,T), X) and du/dt € L1((0,T),Y), it is quite easy to prove that u € C([0,T],Y") and that

u(t) = u(0) Jr/o %(s)ds, forall ¢t € [0, 7.

Indeed, let v = du/dt and define w € C([0,T],Y) by
t
w(t) = / v(s)ds forall t € [0,T].
0

For n € IN*, let u,, = u * p,, with p,, defined by (4.38Compacité en tempsequation.4.38) and setting u = 0
outside [0, T]. Since v € LP(IR, X ), one has u,, — uin LP(IR, X) and then, up to a subsequence, uy, (t) — u(t)
in X (asn — +o0) forae. t € (0,7).

Lettq,t2 € (0,7T) such that 0 < ¢; < to < T and u,(¢;) = u(t;) in X (as n — +oo) fori = 1,2. Forn € IN*
such that 1/n < ¢; and 1/n < T — t, one defines ,, by

pnlt) = /t Ptz —s)ds—/t pu(ts — 5)ds.

to ty

One has ¢, € C°((0,T),IR) and ¢, (t) = pn(ta —t) — pp(t; — t) fort € (0,T). Then, we have

T T
tn(b2) — tn(ty) = / u(s)gl,()ds = — / o(8)pn(s)ds.

We now remark that (using p(—-) = p and changing variables)

on®) = [ puls—ta)ds = [ pnls—ti)ds == [ pult = 5)ds = <1 ) )

to t1 t1

Then, ¢, — —L(t1,1,) Q€. and since |¢,,| < 1 a.e. (for all n), the Dominated Convergence Theorem gives

-/ " o(s)on(s)ds - / o(s)dsin Y.

We then obtain, as n — +o0o,

u(te) —u(ty) = / : v(s)ds = w(ta) — w(ty).

t1

This proves that there exists ¢ € IR such that w = w + ca.e. on (0,T) and then thatuw € C'((0,7),Y) (since, as
usual, we identify u with the continuous function w + ¢).
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3. In Theorem 4.39Aubin-Simontheorem.4.39, thanks to the previous item of the present remark, one has u,, €
C([0,T],Y) for all n € IN. However the limit « is not necessarily continuous. A simple counter example is
obtain with p = 1, X = B =Y and, for instance, 7" = 2. Then, it is quite easy to construct a sequence (u, )
bounded in W11((0,T)) whose the limit is the characteristic function of [1, 2].

Remarque 4.45 There is a classical case where Lemma 4.41Compacité en tempstheorem.4.41 is simpler. Let B
be a Hilbert space and X be a Banach space X C B. We define on X the dual norm of || - || x, with the scalar
product of B, namely

lully = sup{(ulv)p, v e X, [lv]lx <1}.

Then, for any ¢ > 0 and u € X,
1
lullz < ellullx + ~llully-

The proof is simple since

1 1 1
lulls = (uluw)g < (Jullyllulx)® < ellullx + Z[lully-

Note that the compactness of X in B is not needed here (but, even in this simple case of Lemma 4.41Compacité
en tempstheorem.4.41, the compactness of X in B is needed for Theorem 4.39 Aubin-Simontheorem.4.39.)

We now give an improvement of Corollary 4.38Time compactnesstheorem.4.38 and Theorem 4.39 Aubin-Simontheorem.4.39,
using a sequence of subspaces of B instead of X and Y.

Définition 4.46 (Compactly embedded sequence) Let B be a Banach space and (X,,)ncin be a sequence of
Banach spaces included in B. We say that the sequence (X, )neN is compactly embedded in B if any sequence
satisfying

— Uy € Xy, foralln € N,

— the sequence (||un||x,, )new is bounded

is relatively compact in B.

Proposition 4.47 (Time compactness with a sequence of subspaces) 1 < p < 400, T' > 0. Let B be a Banach
space and (X, )new be a sequence of Banach spaces compactly embedded in B (see Definition 4.45Compactly
embedded sequencetheorem.4.45). Let (f,,)necN be a sequence of LP((0,T), B) satifying the following conditions

1. The sequence (fp)new is bounded in LP((0,T), B).
2. The sequence (|| fn|lL1((0,1),x,,))neN is bounded.

3. There exists a nondecreasing function from (0,T) to R such that lim;,_,o+ n(h) = 0 and, for all h € (0,T)
andn € IN,

T—h
[ Ut ) = fu®lfpde < 0o
0
Then, the sequence ( fr,)nen is relatively compact in LP((0,T), B).

Proof of Proposition 4.46Time compactness with a sequence of subspacestheorem.4.46 As in Corollary 4.38Time
compactnesstheorem.4.38, in order to apply Theorem 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37, we only have to prove

that, for all ¢ € C2°(IR, IR ), the sequence {fOT fntpdt, n € IN} is relatively compact in B.
Let o € C*(IR,IR). For n € IN, one has, with |||, = maxier |¢(t)

s

T
|| / Faodtlxe, < lllall full oy x-
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n € IN} is also
bounded. Therefore the sequence { fOT fnpdt, n € IN} in relatively compact in B. ]

Then, since the sequence (|| fullz1((0,7),x,))nen is bounded, the sequence {|| fOT frnipdt|| x

n?

We now give a generalization of Theorem 4.39 Aubin-Simontheorem.4.39 using a sequence of subspaces of B.

Définition 4.48 Ler B be a Banach space, (X,,)new be a sequence of Banach spaces included in B and (Yy,) neN
be a sequence of Banach spaces. We say that the sequence (X, Yy )new is compact-continuous in B if the follo-
wing conditions are satified

1. The sequence (X,)necw is compactly embedded in B (see Definition 4.45Compactly embedded sequencetheorem.4.45).

2. X,, CY, (for all n € IN) and if the sequence (up)ncw is such that u,, € X, (for all n € W), (||uy|
bounded and ||uy||y, — 0 (as n — +00), then any subsequence converging in B converge (in B) to 0.

X,L)nelN

Théoreme 4.49 (Aubin-Simon with a sequence of subspaces) Let 1 < p < +oo. Let B be a Banach space,
(Xn)new be a sequence of Banach spaces included in B and (Y,,)ne be a sequence of Banach spaces. We assume
that the sequence (X, Y, )new is compact-continuous in B (see Definition 4.47 Compacité en tempstheorem.4.47).
Let T > 0 and (fn)nen be a sequence of LP((0,T), B) satifying the following conditions

1. The sequence (fp)new is bounded in LP((0,T), B).
2. fn € LP((0,T),Xy) (for alln € IN) and the sequence (|| fu||Lr((0,1),x,.))neN is bounded.

3. %‘” € L'((0,T),Y,) (for all n € IN) and the sequence (||%\\L1((07T)7yny))n€m is bounded.
Then there exists f € LP((0,T), B) such that, up to a subsequence, f, — f in LP((0,T), B).

Proof of Theorem 4.48Aubin-Simon with a sequence of subspacestheorem.4.48 The proof uses Proposition
4.46Time compactness with a sequence of subspacestheorem.4.46. We only have to prove the third item of the
hypotheses on ( f,,)nen of Proposition 4.46Time compactness with a sequence of subspacestheorem.4.46, which
is equivalent to say

T—h
/ | fn(- + h) = follpdt — 0as h — 0, uniformly w.r.t. n € IN.
0

T—h

Indeed, for all n € IN, since f,, € LP((0,T),B),one has [; " ||fu(- + h) — full’zdt — 0as h — 0. The only

difficulty is to prove the uniformity of this convergence with respect to n € IN. So, we only have to prove that for
all > 0 there exist ng € IN and 0 < hg < T such that

T—h
n = no, 0<h<hg :>/ ||fn('+h)_an%dt§77- (4.46)
0

Let € > 0. Lemma 4.49Compacité en tempstheorem.4.49 gives the existence of ng € IN and C. € IR such that
n>no, u€ Xy = |lullp <ellulx, + Ccllully, -

Then, forn > ng, 0 < h < T andt € (0,T — h), one has

[t + 1) = fu(D)lz < ellfalt +h) = fa@)lx, + Cellfalt +h) = fu(D)ly,
<ellfalt+h)lx, +ellfa®llx, + Cellfalt +h) = fu(®)ly.,

and then

[fn(t+h) = fu®ls < Be)PIfnlt + W)k, + B fa®)l, + BC)PIfnlt +h) = fu®IF, -
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Integrating this inequality with respect to ¢ leads to

T—h T—h
|ttt = 0t < 269V 1l + BC [ ISt 1) = £u(OI, dt. 47

We now recall (see Remark 4.430n the weak derivative on utheorem.4.43) that f,, € C([0,T],Y,,) and f,(t1) —

fu(ta) = :12 dgg (s)ds for all t1,ty € [0, T]. This allows us to bound the second term of the RHS of (4.47Compa-

cité en tempsequation.4.47) :

T—h T—h tth gr P
[t n = sl i< | ( / ||dt<s>||ynds> dr
T—h t+h df
-1 n
g/o MP (/t |dt(s)||ynds> dt

T df.
< [ eI )y, ds ) dr
0 0
where M is a bound of the L' ((0,T), Y;,)-norm of 4=

Then, using 1f ;4-4)(5) = 1[s—n,s (t) and the Fubini-Tonelli Theorem, we obtain

T—h
/ 1t + 1) — Fu(t) dt < B, (4.48)
0

Then, with (4.48Compacité en tempsequation.4.48), (4.47Compacité en tempsequation.4.47) gives

T—h
[ Ut + ) = Ol < 26071l o x,, + (BC-1PRAL. (4.49)
0

We can now conclude. Let > 0. we choose £ > 0 in order to bound by 7 this first term of (4.49Compacité en
tempsequation.4.49) (independently of n € IN). This choice of ¢ gives also ng and C.. Since C. is given, there
exists kg € (0,T) such that the second term of the RHS of (4.49Compacité en tempsequation.4.49) is bounded by
71 (independently of n € IN) if 0 < h < hyg. Finally, we obtain

T—h
n2n0,0<h<hoé/ | fn(t+ h) — fn(t)|'pdt < 2n.
0
This concludes the proof of Theorem 4.48 Aubin-Simon with a sequence of subspacestheorem.4.48. |

Lemme 4.50 Let B be a Banach space, (X, )neN be a sequence of Banach spaces included in B and (Y,,)nenN
be a sequence of Banach spaces. We assume that the sequence (X, Yy )new is compact-continuous in B (see
Definition 4.47Compacité en tempstheorem.4.47).

Then, for any € > 0, there exists ng € IN and C¢ such that, for n > ng and w € X,,, one has

x, + Cellw

|wls < ellwl Y,
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Proof of Lemma 4.49Compacité en tempstheorem.4.49 We perform the proof by contradiction. The contradic-
tion gives that there exists € > 0, an increasing fonction ¢ from IN to IN and, for all n € IN, Ugp(n) € Xga(") such
that

1= Hugo(n)HB > Elluap(n)HXn + n”“ap(n)
In order to define u,, for all n, we can set u,, = 0 for n & Im(y). The sequence (uy, )nec is such that u,, € X, (for
all n € IN), (||unllx, )new bounded and |u, ||y, — 0 (as n — 400), then the second assumption of Definition
4.47Compacité en tempstheorem.4.47 gives that any subsequence (of the sequence (u,,)neN) converging in B
converge (in B) to 0. But, since (||un||x, )nen is bounded, the first assumption of Definition 4.47Compacité en
tempstheorem.4.47 gives that the subsequence () )nen admits a subsequence converging in 5. Then, the limit
of this subsequence must be 0 and its norm in B must be equal to 1, which is impossible. This concludes the proof

of Lemma 4.49Compacité en tempstheorem.4.49. |

Y-

It is also possible to replace in Theorem 4.48 Aubin-Simon with a sequence of subspacestheorem.4.48 the time
derivative by a discrete derivative. This is interesting for proving the convergence of the approximate solution of a
parabolic problem using a numerical scheme. It is the purpose of Theorem 4.50Aubin-Simon with a sequence of
subspaces and a discrete derivativetheorem.4.50

Théoreme 4.51 (Aubin-Simon with a sequence of subspaces and a discrete derivative) Ler 1 < p < +o0. Let
B be a Banach space, (X,,)new be a sequence of Banach spaces included in B and (Y,)neN be a sequence of
Banach spaces. We assume that the sequence (X, Y, )neN is compact-continuous in B (see Definition 4.47Com-
pacité en tempstheorem.4.47).
Let T > 0 and (un)new be a sequence of LP((0,T), B) satifying the following conditions
1. For all n € N, there exists N € IN* and ki, ..., ky in R such that Zfil ki = T and u,(t) = v; for
t € (ti—1,ti), i € {1,...,N} to =0, t; = ti—1 + ki, v; € X, (Of course, the values N, k; and v; are
depending on n.)
Furthermore, we define a.e. the function 9;u., by setting

v

8tun(t) = i;%fort € (ti—17ti)'

ki
2. The sequence (up)new is bounded in LP((0,T), B).

3. The sequence (||un|| Lr((0,1),x,))neN is bounded.
4. The sequence (||0:un||11((0,7),v,))nelN is bounded.
Then there exists u € LP((0,T'), B) such that, up to a subsequence, u,, — w in L*((0,T), B).

Proof of Theorem 4.50Aubin-Simon with a sequence of subspaces and a discrete derivativetheorem.4.50

We follow closely the proof of Theorem 4.48 Aubin-Simon with a sequence of subspacestheorem.4.48. The proof
uses also Proposition 4.46Time compactness with a sequence of subspacestheorem.4.46 and we only have to
prove the third item of the hypotheses on (u,)nen of Proposition 4.46Time compactness with a sequence of
subspacestheorem.4.46, which is equivalent to say

T—h
/ lun (- + h) — uy,||'pdt — 0as h — 0, uniformly w.r.t. n € IN.
0

Here also, for all n € IN, since u,, € L?((0,T"), B), one has fOTfh ltn (- + h) — up||'5dt — 0as h — 0. The only
difficulty is to prove the uniformity of this convergence with respect to n € IN. So, we only have to prove that for
all n > 0 there exist ng € IN and 0 < hg < T such that

T—h
n>ng, 0<h<hy= / llun (- + h) — uy,||'pdt <. (4.50)
0
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Let € > 0. Lemma 4.49Compacité en tempstheorem.4.49 gives the existence of ny € IN and C, € IR such that
n>no, u€ Xy = |lullp <ellulx, + Ccllully,

Then, forn > np,0 < h < Tandt € (0,7 — h), one has

[un(t+h) = un ()| < ellun(t +h) —un(t)lx, + Cellun(t +h) = un(t)]y,
< ellun(t+h)llx, + ellun(®)lx, + Cellun(t + h) — un(t)]

Y,
and then
[un(t + h) = un(O)|Ip < (3)P[Jun(t + P[5, + Be)Pun(O)l%, + BC)Plun(t +h) —un (B3, -

Integrating this inequality with respect to ¢ leads to

T—h T—h
[ ol ) = a0l e < 262 el iy + GO [ unlt ) = (O, dt. @51

The proof now differs from the proof of Theorem 4.48 Aubin-Simon with a sequence of subspacestheorem.4.48.
We have to use the discrete derivative of u,, instead of the derivative of u,,. We remark that for a.e. t € (0,7 — h)
(n and h are fixed)

N-1 N-1
Vi+1 — VU
un(t + h) - un(t) = Z Uz—i—l - U’L Z Vi+1 — U l(t t+h) (t ) = Z %ki—kll(t,t«#h) (ti)a
it €(t,t+h) i=1 i=1 i+l
where 1(;;1p)(t;) = 1ift; € (t,t +h)and 0if t; & (t,¢ + h).
LetM be a bound of the L' ((0,T),Y,,)-norm of d,u,, (then, M > Z | ‘;lﬂv‘ y, ki+1 for all n). We then

obtain

N-1
Vi1 — U
(8 + 1) = un (@5, < (Y ||2_7\ vakit1 L ern (t:)"
1=1

1+1

v; v;
< MPH( Z ”J;T”Y kiv11(een (ti)

Integrating this inequality with respect to ¢ € (0,7 — h) gives, since 1¢; 145 (i) = L(t,—h,e,)(t)s
T—h
/ e (t + ) — wn (£)|[2, dt < hMP.
0 ,
Using this inequality in (4.51Compacité en tempsequation.4.51) we obtain
T—h
/0 [un(t +h) — un(t)|Ipdt < 2(35)p||un||ZL)p((oyT)7Xn) + (3C<)P MPh. (4.52)

We can now conclude as in Theorem 4.48 Aubin-Simon with a sequence of subspacestheorem.4.48. Let 7 > 0. we
choose € > 0 in order to bound by 7 this first term of (4.52Compacité en tempsequation.4.52) (independently of
n € IN). This choice of & gives also ng and C.. Since C. is given, there exists iy € (0,T") such that the second term
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of the RHS of (4.52Compacité en tempsequation.4.52) is bounded by 7 (independently of n € IN) if 0 < h < hy.

Finally, we obtain
T—h

>0, 0< h < hy= / (£ + ) — un (8|5t < 21.
0

This concludes the proof of Theorem 4.50Aubin-Simon with a sequence of subspaces and a discrete derivativetheorem.4.50.
(]

With the hypotheses of Theorem 4.48 Aubin-Simon with a sequence of subspacestheorem.4.48 or Theorem 4.50Aubin-
Simon with a sequence of subspaces and a discrete derivativetheorem.4.50, another interesting question is to prove
an additional regularity for u, namely that w € LP((0,7T), X) where X is some space closely related to the X,
(and included in B). In definition 4.51Compacité en tempstheorem.4.51 we precise the meaning of the sentence
“X closely related to the X,,” and we give in Theorem 4.52Regularity of the limittheorem.4.52 a regularity result.

Définition 4.52 Letr B be a Banach space, (X, )necN be a sequence of Banach spaces included in B and X be a
Banach space included in B. We say that the sequence (X, )new is B-limit-included in X if there exist C € R
such that if u is the limit in B of a subsequence of a sequence (uy,)nc verifying u, € X, and ||u,||x, <1, then
u€ X and ||lul|x < C.

Théoréme 4.53 (Regularity of the limit) Ler 1 < p < +ooand T > 0. Let B be a Banach space, (X,,)neN be
a sequence of Banach spaces included in B and B-limit-included in X (where X is a Banach space included in
B) in the sense of Definition 4.51Compacité en tempstheorem.4.51.

Let T > 0 and, for n € N, let u, € LP((0,T),Xy). We assume that the sequence (||un||L»((0,1),x,))neN is
bounded and that u,, — v in LP((0,T), B) as n — +oo. Then v € LP((0,T), X).

Proof of Theorem 4.52Regularity of the limittheorem.4.52
Since u,, — win LP((0,T), B) as n — 400, we can assume, up to subsequence, that u,, — w in B a.e..
Then, since the the sequence (X,,)nen is B-limit-included in X, we obtain, with C' given by Definition 4.51Com-
pacité en tempstheorem.4.51,
lullx < Climinf fjus|x, ae.

Using now Fatou lemma, we have

T T T
| e < €2 [ i, )15, at < €7 imint [ )15,

Then, since (||un || Lr((0,1),x,))ne is bounded, we conclude that u € LP((0,T), X). L]

4.6 Exercices

Exercice 4.1 (Solution classique en dimension 1) Solution 4.1Solution classique en dimension 1cor.4.1

Soit ug € L?(]0,1[). On s’intéresse ici au probleéme suivant :

up(x,t) — uze(x,t) =0,  €]0,1], t €]0, +00],
w(0,¢) = u(1,¢) =0, t €]0,+o0], (4.53)
u(z,0) = uo(x), x € [0,1].

La notation u,; désigne la dérivée de u par rapport a t et u,, désigne la dérivée seconde de u par rapport a . On
dit que u est une solution classique de (4.53Exercicesequation.4.53) si u vérifie les trois conditions suivantes
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(c1) uest de classe C2 sur |0, 1[x]0, 4+o0] et vérifie au sens classique u; — u,, = 0 en tout point de ]0, 1[x]0, +-oc],
(c2) pour tout ¢ > 0, les fonctions u, u, et u,, sont continues sur [0, 1] x [¢,4+o00[ et u(0,t) = u(1,t) =0,
(¢3) u(-,t) — ug dans L2(]0, 1) quand ¢ — O (¢ > 0).

1. Montrer que le probleme (4.53Exercicesequation.4.53) admet au plus une solution classique. [On pourra re-
prendre la méthode développée a la section 4.1 Apercu des méthodessection.4.1.]

2. Montrer que le probleme (4.53Exercicesequation.4.53) admet une solution classique. [On pourra reprendre la
méthode développée a la section 4.1 Apercu des méthodessection.4.1 en explicitant une base hilbertienne conve-
nable de L2(]0, 1[), voir I’exercice 2.2Décomposition spectrale en dimension 1exo0.2.2.]

Exercice 4.2 (Dual de L? ') Solution 4.2Dual de L%cor4 2
Soit (X, T, m) un espace mesuré, F un espace de Banachet 1 < p < +00.Onpose p’ = p/(p — 1).

1. Soitv € L%,, (X,T,m)etu € L (X, T, m). Montrer que I'application z — (v(x), u(x)) g g est m-mesurable
de X dans IR puis que (v, u)p g € Lk (X, T, m) et

[ 1w pldm < ol oy

2. Soit v € L2, (X, T, m).
(a) Montrer que I'application u — [ (v, u) g/, pdm est bien définie, linéaire et continue de LY, (X, T',m) dans IR.
On note T;, cette application (on a donc T, € LY,(X,T,m)’.)

(b) Montrer que [|T5 || 22 (x, 7,m) < ||U||LPI(XTW)

(c) (Question plus difficile) Montrer que || 10| (x,7.m) ||fu||L,] (X Tm)"

Exercice 4.3 (Dérivée faible pour une union de domaines)

On suppose que 2, et {29 sont deux disjoints de RY (N > 1) et on note €2 I'intérieur de 1’adhérence de 2 U 29
(’ouvert €2 peut donc étre différent de €21 U €25).

Soit f € L2(]0,T[,L?(Q)). Pour i = 1,2, on note f; la fonction obtenue en restreignant f a §2;, on a donc
fi € L2(]0, T, L?(©;)).

On identifie (comme d’habitude) L?(£2) avec son dual et L2(£2;) avec son dual (pour i = 1, 2).

On suppose df;/dt € L2(]0,T[, H(2;)") (pour i = 1,2). Montrer que df /dt € L*(]0,T[, H*(Q)).

Corrigé — Il s’agit de montrer qu’il existe u € L*(]0, T[, H'()') tel que, pour tout ¢ € C2°(9, R),

- [ s0¢0i = [ utetar

Le terme de gauche de cette égalité est dans L*(Q) et le terme de droite est dans H' (). Comme on a identifié L*(Q)
avec son dual et que H' () est dense dans L*(Q), on a L*(Q) C H(Q)’ et montrer cette égalité consiste donc a
montrer que pour tout 1) € H*( Q) ona

.

/O /0 F@)e(t)dt) () (x)de = </ w(t)p(t)dt, V) gy w1 (o)- (4.54)
(o,

0

On cherche donc u € L? TH(Q)) vérifiant (2?) pour tout o € C°(,R) et tout 1 € H*(S2).

Pour i = 1,2, on sait que df;/dt € L*(J0,T[, H'(Q)"), il existe donc u; € L*(]0,T[, H' (%)) (que peut confondre
avec dfi/dt) tel que, pour tout ¢ € C°(Q,R) et tout v € H'(Q;) on a
T

/ /‘f P(0)dt) @) @)z = [ usOpOdt, Dy oy 0 (4.55)
0

J0
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Soient € CZ(Q,R) et € H' (). On note 1; la restriction de 1 a Q. On a donc ; € H'(Q;) et ||¢]| % @ <

e [[ Hill(ﬂl,)' En utilisant (??) (et la proposition ??) on a
2 . T
/ / f)e ?)I}(.’I?)d.’IJZZ/ (7/ fi(®)p(t)dt) (z)i(x)dx
2,
/ ©(t)dt, Vi) mra,y mi(o,) = / Z U; Vi) (e, HL (9,)dt
i=1

T 2 T
/ ZW"Z(U«,’L“‘?"i>n'<5'z,>’,nl(s*z,W(t)dt :/ (u(t)s V) e,y 1 (o (H)dt
0

=1 0

M

T
= </ ll(f)\p(l‘)dt E;>Hl(&2)’,Hl(Q)v

Jo
ou u(t) est défini (pour presque tout t) par
2
(u(t), l"">H1(SZ)’.Hl(S2) = Z(”U)v751‘>H1(sz,)/.Hl<sz,,>-
i=1
Comme u; € L*(]0, T[, H*(%)") et H“Hiﬂ(m <37 Hl\;f’,,”ilaz/’), onabienu € L*()0,T[, H(Q)") et cela termine
la démonstration.

Exercice 4.4 (Diffusion non homogene et non isotrope) Solution 4.3Diffusion non homogéne et non isotropecor.4.3

On reprend les hypotheses du théoréme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19. Soit donc €2 un ouvert borné de RY,
T > 0etug € L*(Q). On identifie L?(2) avec son dual et on suppose que f € L?(]0, T[, H ().

On se donne aussi une application, notée A, de € dans My (IR) (ensemble des matrices carrés & N lignes et
N colonnes, a coefficients dans IR). On suppose que les coefficients de A appartiennent a L™ () et qu’il existe
a>0tq.

A€ - € > al¢)? p.p., pourtout & € RY.

En suivant la démonstration donnée dans ce chapitre, montrer qu’il existe un et un seul u tel que

u € L2(10,T[, Hy (), us € L*(]0, T[, H~()),

T T
/ < ug(s),v(s) >g-1 1 ds—l—/ (/ AVu(s).Vu(s)dz)ds =
0 o 0 Q (4.56)
fOT < f(s),v(s) >p-1, gy ds pour tout v € L*(]0, T[, Hy (1)),
u(0) = ug p.p--

Exercice 4.5 (Existence par le théoréme de Schauder) Solution 4.4Existence par le théoreme de Schaudercor.4.4

Soit Q un ouvert borné de R™ et A : R — My (IR) (ot My (IR) désigne les matrices N x N a coefficients réels)
t.q.

Vs € R, A(S) = (am(s))i’j:l,_“’]\z ou ;5 € LOO(R) n C(R,R), 4.57)
Ja > 0; A(s)E - € > al¢]?,VE e RV, Vs € R, (4.58)
feL*10,T[, H 1 (Q)) etug € L*(Q). (4.59)

On identifie L2(2) a L2(Q)’, comme d’habitude. On veut, dans cet exercice, montrer I’existence d’une solution au
probléeme (4.32problemes paraboliques non linéairesequation.4.32).
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Soit @ € L?(]0,T[, L*(£2)), on définit I'opérateur T de L?(]0, T'[, L*(€2)) dans L*(]0, T'[, L?(2)) par T'(i) =
ot u est la solution (donnée par I’exercice 4.3Diffusion non homogene et non isotropeexo.4.3) du probleme

ue L2(|0,T[, Hy(Q)),u, € L*(0,T[, H (),

T
/ (ug, V) - 1 dtJr/ / @)Vu - Vo dz dt
0

:/O (f0) v gy dt, Yo € L2(0,T[, Hy (),
u(-,0) = uo.

1. Montrer que 7T est continu de L?(]0, T'[, L?(£2)) dans L?(]0, T'[, L?(£2)).

2. Montrer que T est compact de L2(]0, T'[, L*(2)) dans L?(]0, T'[, L*(12)).

3. Montrer qu’il existe R > 0 t.q. | T(@)]| L2 (jo,r(,z2(0)) < R pour tout u € L*(]0, T[, L*(Q2)).
4. Montrer qu’il existe u solution de (4.32problemes paraboliques non linéairesequation.4.32).

5. On suppose maintenant de plus que a; ; est, pour tout 4, j, une fonction lipschitzienne. Montrer que (4.32pro-
blemes paraboliques non linéairesequation.4.32) admet une unique solution.

Exercice 4.6 (Existence par schéma numérique) Solution 4.5Existence par schéma numériquecor.4.5

On se propose, dans cet exercice, de montrer I’existence d une solution faible au probleme (4.58Exercicesequation.4.58)-
(4.60Exercicesequation.4.60) en passant a la limite sur un solution approchée donnée par un schéma numérique.

Ou ; 0?p(u)

E(I7 ) - 2 (gj"t) = U(I7t)7 € 6]07 1[5 i G]OaT[a (4.60)
Op(u) o _ Op(w) 0y

ox (Oat) - B (Lt) - Oa 3 G]OaT[a (461)

u(z,0) = uo(z), z €]0,1], (4.62)

ol p, v, T, ug sont donnés et sont t.q.
1. T >0,v e L*>*(]0,1[x]0,T]),
2. ¢ croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. up € L>=(]0, 1]) et v(up) lipschitzienne de [0, 1] dans IR.

Un exemple important est donné par ¢(s) = ayssis < 0,¢(s) =0si0< s < Letp(s) =as(s—L)sis> L,

avec a1, v et L donnés dans IR, . Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur 0, L[.

Les ensembles |0, 1] et |0, 1[x]0, 7' sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette tribu.

On appelle “solution faible” de (4.58Exercicesequation.4.58), (4.59Exercicesequation.4.59), (4.60Exercicesequation.4.60)
une solution de

u e L=(]0,1[x]0, ), (4.63)

/ / xt xt)—i—g@( (z, ))gqf(x t) +v(z, t)(x, t))dxdt
(4.64)
+/0 uo(x)(x, 0)dz = 0, Vi € CH'(R?),

ol C’%’l (R?) = {¢ : R? — IR, 2 fois continiment dérivable par rapport 2 2 et une fois continiiment dérivable

par rapport a ¢, t.q. g—w(o, t) = gﬁj (1,t) = 0 pour tout t € [0,T] et ¢p(x,T") = 0 pour tout x € [0,1]}.
x
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1. (Question indépendante des questions suivantes.) On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de classe
C?, v est continue sur [0,1] x [0, 7] et ug est continue sur [0, 1]. Soit w € C*(IR?,IR) et u la restriction de
w 4]0, 1[x]0, T'[. Montrer que u est solution de (4.61Exercicesequation.4.61),(4.62Exercicesequation.4.62) si et
seulement si u vérifie (4.58Exercicesequation.4.58), (4.59Exercicesequation.4.59) et (4.60Exercicesequation.4.60)
au sens classique (that is to say pour tout (x,t) € [0,1] x [0, T]).

2. (Un résulat de compacité.) Soit A C C([0, T, L?(]0, 1[)). On munit C([0,T7], L*(]0,1[)) de la norme usuelle,
that is to say

[ull = sup{[[u(t)]| 20,17, ¢ € [0, T}
On suppose que A vérifie les 2 hypothéses suivantes

(a) Pour tout ¢t € [0, T, {u(t), uw € A} est un borné de L>°(]0, 1]) et il existe C t.q.

/ u(t) (e + 1) — u(t) (x) 2dz < O,
R

pour tout 77 € IR}, et tout u € A, avec u(t) prolongée par 0 hors de [0, 1].
(b) Mlexiste C € R t.q. [|[u(t) — u(s)||z2qo,1p < C|t — s|, pour tout ¢, s € [0,T] et tout u € A.
Montrer que A est relativement compacte dans C([0, T, L*(]0, 1[)).

3. (Passage a la limite sur une non linéarité, cette question est indépendante de la question précédente.)
Soit (4 )nen une suite bornée de L°°(]0, 1[x]0, T'[). Soient u € L>(]0, 1[x]0,T[) et f € L*(]0,1[x]0,T).
On suppose que, quand n — o0,

(@) up, — u *-faiblement dans L°°(]0, 1[x]0, T'[),
(b) p(u,) — f dans L1(]0,1[x]0, T[) et p.p..

Montrer que p(u) = f p.p. sur |0, 1[x]0, T'[.
[Indication : Utiliser 1’astuce de Minty. .. ]

On cherche maintenant une solution approchée de (4.58Exercicesequation.4.58),(4.59Exercicesequation.4.59),(4.60Exercicesequz

1 T
Soient N, M € IN*. Onpose h = ~ etk = U On va construire une solution approchée de (4.58Exercicesequation.4.58),(4.59E:

a partir de la famille {u}, i =1,...,N,n =0,..., M} vérifiant les équations suivantes
1 ’Lh
w0 = f/ wo(z)de,i=1,...,N, (4.65)
h Ji-1)n
n+l _ . n ur_LJrl -9 uﬂ+1 + uT_LJrl
wi Tyl ) T2 ) TR e i Non= 0. M1, (466)
k h?
(n+D)k  pih
avec ugﬂ = u?“, u?,trll = uﬁ,“, pourtoutn =0,...,M —1letv] = T / v(z, t)dzdt, pour
nk (i—1)h

touts =1,...,N,pourtoutn =0,..., M.
4. (Existence et unicité de la solution approchée.)
Soitn € {0,..., M — 1}. On suppose connu {u}, i =1,...,N}.

EDP, Télé-enseignement, M2 194



4.6. EXERCICES CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

() On suppose que ¢ est bijective de IR dans R. Soit {u?** i = 1,..., N. On pose r; = @(u}"") pour
touti = 1,..., N'}. Montrer que {u}"" i = 1,..., N} est solution de (4 64Exercicesequation.4.64) si et
seulement si (ri)i:h“, ~ est un point fixe de l’application (bien définie...) qui a w = (w;);=1,... N associe

r = (ri)i=1,... n défini (avec wy = wy et w41 = wy) par

%  k
oM )+ Gri = s (winy +wip) Huf +koP, i=1, N,

Montrer que cette application est strictement contractante (de R" dans R") pour la norme dite “du sup”.
En déduire qu’il existe une unique famille {U?H, i =1,..., N} solution de (4.64Exercicesequation.4.64).

(b) (plus difficile) On ne suppose plus que ¢ est bijective de IR dans IR. Montrer qu’il existe une unique
famille {u”Jr1 i =1,..., N} solution de (4.64Exercicesequation.4.64).

Les trois questions suivantes donnent des estimations sur la solution approchée dont on vient de montrer 1’exis-
tence et 1'unicité.

5. (Estimation L>°(]0, 1[x]0, T'[) sur la solution approchée.)
On pose A= ||u0||Loo(]0,1D et B = ”vHLN(]O,l[x]O,T[)-

Montrer, par récurrence sur n, que u’ € [—A — nkB, A + nkB] pour tout ¢« = 1,...,N et tout n =
0,..., M. [On pourra, par exemple, considérer (4.64Exercicesequation.4.64) avec ¢ t.q. u”+1 = mln{u"+1
j=1i...,N}]

6. (Estimation de la dérivée p.r. & x de ¢(u).) Montrer qu’il existe C; (ne dépendant que de T', ¢, v et ug) t.q., pour
toutn=0,...,M —1,

N—-1 h
> (et — (it < O
=1

n+1

[indication : multiplier (4.64Exercicesequation.4.64) par u; " et sommer sur z.]

7. (Estimation de la dérivée p.r. a t de p(u).) Montrer qu’il existe C5 (ne dépendant que de T', ¢, v et ug) t.q.

M—-1 N+1

Z h Z "y — p(ul))? < Cok.

n+1)

[indication : multiplier (4.64Exercicesequation.4.64) par ¢(u p(ul) et sommer sur i et n]

L’ objectif est maintenant de passer 2 la limite sur les paramétres de discrétisation. Pour M € IN* donné, on
prend N = M? (et donc h et k sont donnés et k = T\/ﬁ), on définit, avec les u}' trouvés dans les questions
précédentes, une fonction, uy, sur [0, 1] x [0, T] en posant

up(z,t) = %ug"“)(x) + %uym sit € [nk, (n+ 1)k
et

™ (z) =, siz € [(i — Vi), i=1,...,N,n=0,..., M.
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8. Soient A; = {up, M € IN*} et Ay = {p(up), M € IN*}.
Montrer que A; est relativement séquentiellement compacte dans L>°(]0, 1[x]0, T'[), pour la topologie faible-x,
et que A est relativement (séquentiellement) compacte dans C'([0, T, L2(]0, 1[)).

10,

En déduire que I’on peut trouver une suite (A, )new et u € L*(]0,1[x]0,T|) t.q., en posant u, = up, (on

rappelle que k,, = T'v/h,,), on ait, quand n — oo,
(a) h, > 0etk, — 0,
(b) u,, — u %-faiblement dans L>(]0, 1[x]0,T'[),
(©) ¢(un) — @(u) dans LP(]0,1[x]0, T), pour tout p € [1, col.
9. Montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de (4.61Exercicesequation.4.61),(4.62Exercicesequation.4.

Remarque. On peut aussi montrer 1’unicité de la solution de (4.61Exercicesequation.4.61),(4.62Exercicesequation.4.62).

Exercice 4.7 (Théoreme de Kolmogorov, avec B = IR) Solution 4.6Théoréme de Kolmogorov, avec B = IRcor.4.6
Le but de cet exercice est de refaire la démonstration du théoreme 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37 dans le cas
(plus simple) B =R etp = 1.

Soit 7" > 0. On note L' I’'espace L' (]0, T'[, IR ). Soit (uy,)nemn une suite bornée de L' (on a donc sup,, ¢y [|un |1 <
+00).

On suppose que pour tout h €]0, T et toutn € IN on a

T—h
LA i (£ + 1) — un(£)]dt < 5(R),

ou 7 est une fonction croissante de |0, 7' dans IR 1 t.q. limj,_,o+ n(h) = 0.
L objectif de I’exercice est de démontrer que la suite (., )ne1v est relativement compacte dans L.

1. Soit 0, h €]0,T[ t.q. § + h < T. Montrer que
5 5 5
/ fun ()]t < / (¢ + )|t + / (£ + ) — wn (£)] . 4.67)
0 0 0
2. Soit hg €]0,T[ et § €]0, T — hy[, montrer que
5
o [ un @)ldt < Slunlls + han(ho). (4.68)
0

3. Montrer que f(f |un(t)|dt — 0 quand 6 — 0, uniformément par rapport a n.

4. Montrer que la suite (u,,),cN est relativement compacte dans L.

[Appliquer le théoreme de Kolmogorov, théoreme 4.36Kolmogorov (1)theorem.4.36, en utilisant le prolonge-
ment de u,, par 0.]

4.7 Corrigés d’exercices

Corrigé 4.1 (Solution classique en dimension 1)
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Soit ug € L%(]0,1[). On s’intéresse ici au probléme suivant :

ut(x, 1) — ugy(z,8) = 0, x €]0,1][, t €]0, 400,
u(0,t) = u(L,t) = 0, t €]0, +o0, (4.69)
w(z,0) = uo(z), x € [0,1].

La notation u; désigne la dérivée de w par rapport a ¢ et u,, désigne la dérivée seconde de u par rapport a x.
On dit que u est une solution classique de (4.67Corrigés d’exercicesequation.4.67) si u vérifie les trois conditions
suivantes

(c1) uest de classe C2 sur |0, 1[x]0, +o0] et vérifie au sens classique u; — u,, = 0 en tout point de ]0, 1[x]0, +-o0],
(c2) pour tout ¢ > 0, les fonctions u, u, et u,, sont continues sur [0, 1] X [¢, +oo[ et u(0,t) = u(1,t) =0,
(c3) u(-,t) — ug dans L?(]0, 1[) quand t — 0 (¢ > 0).

1. Montrer que le probleme (4.67Corrigés d’exercicesequation.4.67) admet au plus une solution classique. [On
pourra reprendre la méthode développée a la section 4.1 Apercu des méthodessection.4.1.]

Corrigé —  Siu et U sont deux solutions classiques de (4.67Corrigés d’exercicesequation.4.67). La fonction (u—1u) est
alors une solution classique de (4.67Corrigés d’exercicesequation.4.67) avec uo = 0 p.p. (sur |0, 1[). Pour montrer que
u = u, il suffit donc de montrer que la fonction nulle est 'unique solution de (4.67Corrigés d’exercicesequation.4.67)
lorsque ug = 0 p.p..

On suppose donc que u est une solution classique de (4.67Corrigés d’exercicesequation.4.67) avec ug = 0 p.p.. On va
montrer que u(x,t) = 0 pour tout (z,t) € [0,1]x]0, +o0.

Soitt > 0, les hypotheses (cl) et (c2) permettent de dire que

./Oil ug(x, t)u(z, t)de = %./O.l(zf)t(m,t)dm = %di(,/: 112(.T.t)d.7:)

et
-1

./0.l Uga (x, t)u(z, t)de = — / g (2, 1) da.

Jo
Comme utt — Uzt = 0 sur](), 1[><}(J, +00(, on en déduit que
1d, ', ! )
5o ([ w@nd) + [ (e n’de =o0.

0 0
Soit 0 < e < T < +o0. En intégrant I’équation précédente entre € et T', on obtient

1t T 1/t
7/ u?(z, T)dx +/ / us(x, t)dedt = 7/ u(z, e)de,
2.Jo o Jo 2.Jo

/1 u?(z, T)dx < /llf(:c,s)dw,

0 J0

ce qui donne

Quand € — 0, le membre de droite de cette inégalité tend vers O (par (¢3)), on a donc jﬂl u? (z,T)dx = 0, ce qui
donne u(-,T) = 0 p.p. et donc u(x,T) = 0 pour tout z € [0,1] (car u(-,T") est supposée étre continue sur [0, 1]).
Comme T > 0 est arbitraire, on a bien montré que u(z,t) = 0 pour tout (z,t) € [0,1]x]0, +o0].

2. Montrer que le probleme (4.1Solution classique en dimension lexo.4.1) admet une solution classique. [On
pourra reprendre la méthode développée a la section 4.1Apercu des méthodessection.4.1 en explicitant une
base hilbertienne convenable de L2(]0, 1[), voir I’exercice 2.2Décomposition spectrale en dimension lexo.2.2.]

Corrigé —
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On utilise un résultat de I'exercice 2.2Décomposition spectrale en dimension lexo.2.2. Pour n € IN*, on pose
cn = 2 [, uo(t) sin(nwt)dt. L'exercice 2.2Décomposition spectrale en dimension lexo.2.2. donne que
n

Juo — Zc,, sin(pr-)||2 — 0, quand n — co.

p=1
(On rappelle que || - ||2 désigne || - || 120,17y Comme |cn| < 2|uol|2 pour tout n € IN*, la suite (cn)nen+ est bornée.
On en déduit que la série
+oo
—n?x2¢ .
Z e e sinnme
n=1

est convergente (dans IR ) pour tout ©x € IR et t > 0. De plus, pour tout € > 0, les séries

+oo +oo

—n2r2e 2 —n?n3e
g ne |cn| et g n’e |cn|
n=1

n=1
sont convergentes. Ceci montre que la fonction
= 2_2
T, t Z e VT e, sinnre
n=1
est, pour tout £ > 0, de classe C* sur R x]e, +oo] (elle est méme de classe C™) et que la série peut étre dérivée
terme a terme, une fois en t et deux fois en x. On pose donc, pour z €0, 1[ et t > 0
I .2 2
u(z,t) = Z e " T e, sinnma.
n=1

La fonction u ainsi définie vérifie bien les conditions (cl) et (c2).

1l reste a montrer que u vérifie (c3). Soit € > 0. Pour toutt > 0 etng > 0, ona

no no
—_ 2,2 . .
llu(-,t) —uoll2 < | Z cn(l —e ™ Y sin(nm)|2 + 2||uo — Z cn sin(nm-)||2.
n=1 n=1

On commence par choisir ng pour que le deuxieme terme du membre de droite de cette inégalité soit inférieur a e.
Puis, comme no est maintenant fixé, on remarque qu’il existe to > 0 t.q. le premier terme du membre de droite de cette
inégalité est inférieur a e des que t €)0, to]. On en déduit bien que u vérifie (c3).

Corrigé 4.2 (Dual de L%,)
Soit (X, T, m) un espace mesuré, F un espace de Banach et 1 < p < 4+00. On pose p’ = p/(p — 1).

1. Soitv € L%, (X,T,m)etu € L (X, T, m). Montrer que 'application z — (v(x), u(x)) g’ g est m-mesurable
de X dans IR puis que (v, u) g g € L (X, T,m) et

[ 1w e pldm < ol oy

Corrigé —  On choisit pour u et v des représentants, de sorte que v € ﬁ’g,(X, T,m)etu € L%(X, T, m). La m-
mesurabilité de I'application x — (u(z),v(z)) g/ g (notée (v,u) g ) est assez simple a montrer (et ne dépend pas
des représentants choisis pour u et v). Il suffit de remarquer qu’il existe deux suites de fonctions étagées (vn)new et
(Un)new (Vn, est une fonction de X dans E' et u,, de X dans E) t.q. v, — v p.p. et un — u p.p. (quand n — +00).
Pour tout n € N, la fonction (vy, un>E/,E est alors une fonction étagée de X dans IR. Quand n — +o0, elle converge
p.p. vers la fonction (v,u) g/ g qui est donc m-mesurable.

On remarque ensuite que |(v(z),uw(x)) g g| < ||[v(x)| g ||u(x)|| & pour tout x € X. En intégrant par rapport a la
mesure m (on utilise ici la monotonie de 1’intégrale pour les fonctions m-mesurables a valeurs dans IR, et 'inégalité de
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Holder), on obtient que (v, u)pr g € Lz (X, T, m) (et donc (v,u) g g € Liz (X, T, m) avec la confusion habituelle
entre LY et L) et

1wz sldm < [ ollelullodm < ol .

2. Soitv € L2, (X, T, m).
(a) Montrer que I'application u — [ (v, u) g/, gdm est bien définie, linéaire et continue de L, (X, T, m) dans IR.

Corrigé — La question précédente donne bien que (v,u)gr.p € Ly (X,T,m) pour tout v € L5 (X,T,m).
L’application uw — [{v,u) g pdm est donc bien définie de L%, (X, T, m) dans R. Elle est trivialement linéaire. Sa
continuité est une conséquence du fait que

| [ e pdm < [ 1(o,0)mpldm < ol el
E

On note T;, cette application (on a donc T, € LY(X, T, m)’.)

(0) Montrer que | T4 | x 2.y < 1007 1,y

Corrigé —  Par définition de la norme dans le dual d’un espace de Banach, on a
IToll ey = sup{|Tu(u)|, uw € L t.q. [Jullp =1}

La question précédente donne que |T,(u)| < [[v]| v si Hu||Lp =1, on a donc

T ||L" (X,T,m)’ < v HLT’ (X, T,m)

(c) (Question plus difficile) Montrer que || 15[ 2 (x,7.m) = [[v|| LY (X Tam)’

Corrigé — Onpose q = p'. On raisonne ici en deux étapes. On commence par montrer I’égalité demandée si v est
une fonction étagée. Puis, on traite le cas général.

Etape 1
On suppose, dans cette étape, que v est une fonction étagée non nulle. Il existe doncn € IN*, une famille A, . .., Ay,
d’éléments de la tribu T et une famille by, . .., b,, d’éléments de E', non nuls, t.q.
n
v = Z bilAi .
i=1
Soit € > 0. De la définition de la norme dans E’', on déduit que, pour tout i € {1, Ce n} il existe a; € F t.q.
laillz =1 et (bi,ai)pr,p = (1 — )b -
On pose a; = ||bi||%, ' a; pour touti € {1,...,n} et
n
u = Z aila,.
i=1

La fonction wu est une fonction étagée (de X dans E) et on a

/(v u) g pdm = Zm )(biyai) e > (1 —e)m(Ad)||bil| % = (1 —e)[|v]|%,

D’autre part, on a (comme p(q — 1) =q)

, 1
lullf, = Zm Dbl =" m(A)[bi]| &, = lolza -
i=1

On a donc
! lollz,
i [ e pdm 2 (1= )" = (1= &)olsy,.
HUHL% HUHP ”
L‘IE,
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u

En posant t = Talon” on a donc HELHL% =1ler [(v,a)pr pdm > (1 —¢€)||v|| o . Ceci prouve que
u Lo ' E
ITollpy = (L =e)llvllLe, -
Comme € > 0 est arbitraire, on obtient donc, avec la question 2(b), HT,,||(L%), = |lvll e,
g E

Etape 2

On traite maintenant le cas général. Soit v € L, non nulle (si v = 0 p.p. I’égalité demandée est triviale). Il existe
une suite (7),,,)7,,€]N de fonctions étagée (de X dans E’) t.q. v, — v dans LQE, (cette suite peut se construire comme
cela a été pour la définition de L*, that is to say en construisant vy, t.q. ||va ()| g < 2||v(2)|| g/ pour presque tout
x € E et pour tout n € IN).

Soit e > 0, il existe donc w fonction étagée t.q. |w — v|| » < e. Parl’étape 1, il existe uw € L t.q. ”“HL’; =1ler
E

/(w,u)El’Edm > HUJHLE — €.

On a donc (avec la question 1)

[ e pdm = [ sdm+ [ (0= w0 ppdm > oy, - =~ o=l

Comme ||v — U’HL‘{E, <cet HwHL?E/ > ||vHL?E, — ¢, on adonc

/<U,U>El‘}gd7n > vllpa — 3e.
E/

Comme £ > 0 est arbitraire, ceci permet d’affirmer que || T, ||(L1;)/ >

|v

| La y Finalement, avec la question 2(b),
E

on a bien HTWH(L%)/ = ||v] e,
Corrigé 4.3 (Diffusion non homogene et non isotrope)

On reprend les hypotheses du théoréme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19. Soit donc € un ouvert borné de R”,
T > 0etug € L*(Q). On identifie L?(Q2) avec son dual et on suppose que f € L?(]0, T[, H*(Q)).
On se donne aussi une application, notée A, de 2 dans My (IR) (ensemble des matrices carrés a IV lignes et
N colonnes, a coefficients dans IR). On suppose que les coefficients de A appartiennent a L>°(Q) et qu’il existe
a>0tq.

A€ - € > al€]? p.p., pourtout & € RY.

En suivant la démonstration donnée dans ce chapitre, montrer qu’il existe un et un seul w tel que

u € L*(10,T[, Hy(Q)), ue € L*(]0, T[, H~(%)),

T T
/ < ug(s),v(8) >g-1. g1 ds —|—/ (/ AVu(s).Vu(s)dz)ds =
0 o 0 Q 4.70)
fOT < f(s),v(s) >p-1 gy ds pour tout v € L2(]0,T[, HE(Q)),
u(0) = ug p.p..

Corrigé —  Si A est symétrique, le plus simple consiste & utiliser une base hilbertienne de L*(Y) formée de fonctions
propres de 'opérateur u — —div(AVu) (avec condition de Dirichlet, that is to say u = 0 sur 9S2). On prend donc une
Sfamille {en,n € ]N*} 1.q. ey, est (pour tout n) une solution faible de

—divAVe, = \nen  dans €,

en =0 surodf,
avec A, € IR. (On a vu dans la section 2.2Analyse spectralesection.2.2 qu’une telle base existait.) La démontration
de l'existence (et de I'unicité) d’une solution de (4.68Corrigés d’exercicesequation.4.68) est alors trés voisine de celle
donnée pour le cas o A est la matrice Identité.
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Le cas on A est non symétrique est plus difficile car on n’a pas nécessairement une base hilbertienne de L* () formée de
fonctions propres de ’opérateur w — —div(AVu). Il faut alors modifier légéerement la démonstration. On va faire cette
démonstration ici en prenant la base hilbertienne {e,,n € IN*} associée au Laplacien (avec condition de Dirichlet).
Pourn € IN*, la fonction e, est donc solution faible (non nulle) de

—Aen = A\pen dans Q,

en = 0 sur 0f.

On rappelle que ||en||2q) = 1, An > 0 et limp 100 Ay = +00. On a aussi HenHHé(ﬂ) = VA et la famille

{en/V An,n € IN*} est une base hilbertienne de H} (Y). C’était Uétape 1 de la démonstration du théoréme 4.25Faedo-
Galerkinequation.4.19).

Remarque 4.54 Compte tenu de la maniere dont HE () s’injecte dans H™*(2) (par Uidentification de L*(Q) avec
L*(Q)) et de la définition du produit scalaire dans H () (a partir du produit scalaire dans I () , on peut aussi
remarquer que

(en/em)g-1 =0sin #m,

1

(enfem)y—1 = o Sin=m. 4.71)

La famille {\/Xnen,n € IN*} est donc une famille orthonormée de H™' () (c’est méme une base hilbertienne de
H™(Q)). Pour montrer (4.69Corrigés d’exercicesequation.4.69), on rappelle tout d’abord la définition du produit sca-
laire dans H™(Q). Si w € H (), on définit Ty, dans H™'(Q) par

Ty = (wf o)y = [ T,
Q
L’application T est bijective de Hg () dans H™'(Q). Pour u,v € Hg (), on définit alors le produit scalaire dans
H™Y(Q) par
(Tu/ﬂ))Hfl(Q) = (U/U)Hé(ﬂ) = / Vu.Vodz.
Q

Soitn € IN*, compte tenu de la maniére dont H () s’injecte dans H=*(Q) (par Uidentification de L*(Q2)" avec L?(12)),
on a, pour tout ¢ € Hj (),

)‘n<en7§0>H*1,H(1) = )\n/ﬂeng@d:r = /QVen -Vedz,

ce qui montre que Te,) = \peyn. On a donc, pour n, m € IN*,

AeAm(€nfem)ii—1ay = (Ton [ Tor ) s-1(0) = (en/em) 3y = / Ve - Vemds = Aubpm.
Q

On en déduit bien (4.69Corrigés d’exercicesequation.4.69).

On construit maintenant une solution approchée (étape 2 du théoreme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19).

Soit n € IN*. On pose E, = ev{ep, p = 1,...n}. On cherche une solution approchée u, sous la forme un(t) =
> ai(t)es avec oy € C([0,T], R). Le calcul formel fait dans la démonstration du théoréme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19
donne ici (en supposant que les cv; sont dérivables pour tout t), pour tout p € HE(Q) et presque tout t €]0,T7,

(un (8) = div(AVua (1)) = f(2), ) H-1(0),H1(Q)
-3 (a0 /Q eipda + au(t) /Q AVe: - Vipda) — (F(0), ) -1 . 1ycen-

On souhaite alors choisir les fonctions a; pour que (ul, (t) — div(AVu,)(t) — f(t), (‘0>H*1(9)7H5(ﬂ) = 0 pour tout
p € E,.

On pose fi(t) = (f(t), e¢>H71(Q)7H01(Q> et on note F(t) le vecteur donc les composantes sont les fi(t), i =1,..., n.
On définit aussi la matrice n X n (a coefficients réels) M en posant M; ; = fﬂ AVe; - Veidx (M ; est le coefficient
de M en ligne i et colonne j). en notant «(t) le vecteur donc les composantes sont les a;(t), i = 1,...,n, on souhaite

donc avoir

a'(t) + Ma(t) = F(t).
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© _

En tenant compte de la condition initiale et en posant «; (uo/es)2 et a'® le vecteur donc les composantes sont les

(0)

o, ', 1=1,...,n, ceci suggere donc de prendre

t
a(t) = e Ma® 4 / e~ M=) (8)ds. 4.72)
0

Les fonctions «; ainsi définies appartiennent & C([0, T],IR) et on a donc u,, € C([0,T], E,) C C([0,T], H3(£2)) avec
unlt) = Y0, (Ve

Nous avons ici raisonné a n fixé. La matrice M et les fonctions F' et o dépendent donc de n.

Nous adaptons maintenant I’étape 3 du théoréme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19. Soit n € IN* et u,, la solution ap-
prochée donnée par I’étape précédente. On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par transposition) de u,,. Cette dérivée
est notée (wy,)i. Par définition de la dérivation par transposition, (uy)¢ est un élément de Dy avec E = Hy(Q). Soit
e CE(0,T,IR)ona

T
(w)eplogo == [ un(t)f (Bt € B, € HY(Q)
0
Comme un, = Y7, cvies, on a donce
n_ T
(wn)eplogo ==Y [ a1 = -
i=170
On utilise maintenant (4.70Corrigés d’exercicesequation.4.70),

T
/ ait)g'dt = Ti + S,
0

n

> /0 ai(t)@' (t)dt)e;.

=

avec T T
T = / (e Mt a @), (t)dt = / (Me™ "0 @) ().

0 0

S = /OT (/t M F(5)ds) o (t)dt.

0
Pour transformer S; on utilise le théoréme de Fubini et on obtient

Si:/o (/ (Me*M(t*S)F(s))idS)tp(t)dt—/0 fi(t)p(t)dt.

0
On en déduit que T; + S; = fOT(Ma(t))igp(t)dt — fOT fi(®)p(t)dt, et donc

(e = =3 [ (Ma)epat+3 [ e

Comme  est arbitraire dans C° (10, T[,IR), on a donc (p.p. en t)

n n

(un)e ==Y (Ma)iei + > fie: € L*(10,T], Ey).

i=1 i=1
Le premier terme du membre de droite de cette égalité est méme continu de [0, T a valeurs dans E,. En reprenant la
définition de M, cette égalité donne (p.p. ent)

(un)e=— (/ AVu, - Vedz)e; + Y _ fie. 4.73)
i=1 79 i=1

La situation est légérement différente de celle du théoreme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19. Mais on a toujours
(un)e € L*(J0,T[, En) C L*(10,T[, Hy(Q)) C L*(10, T[, H~(€2)).

Compte tenu de la maniére dont Hg () s’injecte dans H () (par Uidentification de L*(2)" avec L*(2)) on a pour
tout v € L*(]0, T[, H3 (2)),

T T n n T
/0 <(un)t(t),v(t)>H,1(Q)7H3(Q>dt:7/0 /ﬂ;(l\/la(t))ieivd;cdtqtg/o /ﬂfieivdmdt.
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Ceci est intéressant surtout lorsque v € L*(]0,T[, Ey) car en reprenant la définition de M on obtient

/0 T((un)t(t)7v(t))Hfl(Q)THé(Q)dt / / AV, - Vudmdt—l—z / / Fiesvdadt.

Ceci donne, en revenant & la définition de f;, toujours pour v € L*(]0, T[, E,),

T
BRI — / [ A% oot
T
72/ *1<9),H(}(Q)(/ﬂei”d3¢)dt:/o (F),v) m-1(9), 13 (0 dt-

On rapelle aussi que w, € C([0,T), H}(2)) et un(0) = Pauo oit Py, est 'opérateur de projection orthogonale dans
L2(Q) surle s.e.v. En,.

(4.74)

On cherche maintenant (étape 4) des estimations sur la solution approchée.
Pourn € IN*, ona

u, € C([0,T], Hy () € L*(J0, T[, Hy () et (un)e € L*(10,T[, Ex) € L*(J0, T[, H *()).
D’apres la section 4.2Intégration a valeur vectoriellesection.4.2, on a donc

1 2 1 2 5
Sllun (M2 = Slluollz = [ ((un)e, un) -1 gy dt.
2 2 ) 0

En prenant v = uy,, dans (4.72Corrigés d’exercicesequation.4.72), on en déduit

1 1 T T
Slun (1 = Sluoll+ [ [ AVun - Fundode = [ (f,0) s gt
0o Ja 0
et donc
2 T 1 2 T
[t 2 go, 7,13 (2)) S/O /QAVUn - Vundzdt < §HUOH2 +/O (frun) -1 mydt.
On en déduit .,
2 1 2
alunllz2 o,z a @) < §||u0||2 + , (frun) -1 gadt
< §||U0H§ + ||f||L2(]o,T[,H—1(Q))||Un||L2(]o,T[,H5(Q))
1 2 a 2
§||U0H2 + 5 % HfHL2(]o,T[,H—1(Q)) + §Hun\|L2(]o,T[,H3(Q))~
On a donc
fXHUnHQL‘Z(]O,T[,Hl(Q)) = ||U0H2 + - Hf”ii’(]O,T[,H—l(Q))'
Ce qui donne une borne sur u,, dans L*(]0, T[, H} (Q)).

Pour obtenir la borne sur (uy )¢, on utilise (4.71Corrigés d’exercicesequation.4.71). Pour presque tout t on a

n

()e(®) = =32 ( | ATun(®)- Verda) Jeit S il

i=1 i=1
Soitv € Hg(Q), onav = >:° (v/e;)2e; et cette série est convergente dans L*(SY) et dans Hg (). En posant
Po(v) =321, (v/ei)pe2eiona ||Pn'U||Hg)($z) < ||U||Hé(52)‘ Comme
(e Pa) =+ g = ()i 0,001y = [ (O
n n e (4.75)
( / AVun(t) - Veidz) (v/ei) g2 + » . filt)(v/e) 2
Q2 i=1

on en déduit que
[ (un)e (Ol r-1) = sup{{(un)e(t), V) -1 1, v € En, [[0]lgy ) < 1}
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Or, pour v € E,,, on obtient avec (4.73Corrigés d’exercicesequation.4.73)

(@ )e®)0) 11,y = [ AVun(t)- Todo + (F(0), 001,y

En utilisant le fait que les coefficients de A sont dans L= (2), on en déduit I’existence de (3, ne dépendant que de A, t.q.
pour presque tout t,

l(un) el g-1(0) < 6Hu"(t)|‘H})(Q) F 1O r-1(0)-
La suite (un,)nen+ est bornée dans L*(10, T[, Hy (), la suite ((un)¢)nen+ est donc bornée dans L* ()0, T[, H™(Q)).

1l s’agit maintenant (étape 5) de passer a la limite quand n — +oo. Grdce aux estimations obtenues a l’étape précédente,
on peut supposer, apres extraction éventuelle d’une sous suite, que, quand n — 400,

Un — u faiblement dans L*(]0, T[, Hy (),
(un): — w faiblement dans L*(]0, T[, H ' (Q)).
Comme nous ’avons dans la démonstration du théoréme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19, on a w = uy.

Soit v € L*(]0, T[, H} (). Soit n € IN*. On pose v (t) = Pn(v(t)), de sorte que, par convergence dominée, vy, — v
dans L*(]0, T, H} (). On utilise alors (4.72Corrigés d’exercicesequation.4.72) avec vy, au lieu de v . On obtient

T T T
/ ((un)t, Un) g1 H1dt+/ /AVun - Vupdadadt :/ (f,vn)g—1_grdt.
0 oo 0o Jo 0 oo

Les trois termes de cette égalité passent a limite quand n — +oo grdce aux convergences de un, Uy, et (un)t. On obtient
ainsi

T T T
/ <ut7v)H71’H&dt + / AVu - Vodzdt = / (f, 'U>H71YHédt.
0 0 0
Ce qui est bien ce qui était souhaité.
Comme u € L*(|0,T[, Hy(Q)) et uy € L*(]J0,T[, H*(Q)), on sait que w € C([0,T], L*()). Pour terminer la
démonstration du fait que u est solution de (4.68Corrigés d’exercicesequation.4.68), il reste donc seulement a montrer
que u(0) = ug p.p. (that is to say u(0) = ug dans L*(Q)). La démonstration de ce point est identique a celle donnée

dans la démonstration du théoreme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19. Cela termine la démonstration de I’ existence d’une
solution a (4.68Corrigés d’exercicesequation.4.68).

On montre maintenant 'unicité de la solution de (4.68Corrigés d’exercicesequation.4.68). La démonstration est tres

proche de celle donnée pour le théoreme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19. Soit w1, uz deux solutions de (4.68Corrigés d’exercicesequation.4.68)
On pose u = w1 — ug. En faisant la différence des équations satisfaites par w, et us et en prenant, pour t € [0,T],

v = uljo,,[ comme fonction test, on obtient

/0t<“t(‘”)’“(s>>H-%H&d5 + /0 t /Q AVu(s) - Vu(s)dzds = 0.

Commeu € L*(J0,T[, H}(Q)) etu, € L*(J0, T[, H ' (Q)), on a, d’apres la section 4.2Intégration & valeur vectoriellesection.4.2,

1 2 2 !
5(”“(15)”2*(HU(O)Hz):/O (ue(s), u(s)) -1,y ds.

On en déduit, pour tout t € [0, T,

t
(@)1 = ()l +2 [ [ AVu(s) - Vu(s)dodt =0,
0o Ja
Enfin, comme u(0) = 0 et AVu - Vu > 0 p.p., on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans Q, pour tout t € [0, T].

Ce qui termine la démonstration de [’unicité de la solution de (4.68Corrigés d’exercicesequation.4.68).

Corrigé 4.4 (Existence par le théoréeme de Schauder)

EDP, Télé-enseignement, M2 204



4.7. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

Soit  un ouvert borné de R et A : R — My (IR) (ot My (IR) désigne les matrices N x N a coefficients réels)
t.q.

Vs € IR,A(S) = (am(s))i’j:l,m,]\z ou ajj € LOO(R) n C(R,R), 4.76)
Ja > 0; A(s)E - € > al€)?, Ve e RV Vs € R, (4.77)
feL*]0,T[, H () etug € L*(Q). (4.78)

On identifie L*(2) a L? (Q)/, comme d’habitude. On veut, dans cet exercice, montrer I’existence d’une solution au
probléeme (4.32problemes paraboliques non linéairesequation.4.32).

Soit 4 € L2(]0, T, L?(£2)), on définit I’opérateur T' de L?(]0, T'[, L*(€2)) dans L2(]0, T[, L*(2)) par T'(u) =
ou u est la solution (donnée par I’exercice 4.3Diffusion non homogene et non isotropeexo.4.3) du probleme

ueLmo T[, H(Q ut€L2 0,7 H'(2)),

/ (ug,v) - LD dt—!—/ / @)Vu - Vo dz dt
0 (4.79)
- / ovhprosay dt, Vo € L200,T], HL(9),
0

u(+,0) = uo.

1. Montrer que 7 est continu de L2(]0, T'[, L*(Q2)) dans L?(]0, T[, L?(£2)).

Corrigé —  Soit (in)new une suite de L>(J0,T[, L*(Q)) et a € L*(]0,T[, L*(Q)) t.q. @4, — @ dans L*(]0, T,
L*(Q)) quand n — +o0. On pose u, = T(iy) et u = T(@). Pour montrer que u, — u dans L*(]0,T[, L*(Q))
quand n — 400 , on raisonne par ’absurde. Si w, + u dans L* (Jo, 17, L? (Q)), il existe e > 0 et une sous suite,
encore notée (Un)neN, .q.

lun —ullL2(j0,7],22(0)) = € pour tout n € IN. (4.80)
Pourn € IN, u,, est la solution de (4.77Corrigés d’exercicesequation.4.77) avec u,, au lieu de u. En prenant v = u,
comme fonction test, on en déduit, grace a (4.75Corrigés d’exercicesequation.4.75), que la suite (un)new est bornée
dans L*(]0, T[, Hg (2)). Puis, comme

(un)t = div(A(an)Vu,) + f

dans L*(]0, T[, H~*(Q)), on en déduit que la suite ((un):)new est bornée dans L2 ()0, T[, H~(Q)).

Apreés extraction éventuelle de sous suite, on peut donc supposer qu’il existe w € L*(]0,T[, H3 () et ¢ € L*(]0,T7,
H™Y(Q)) t.q., quand n — +ox,

Un — w faiblement dans L* (|0, T, Hg (Q2)),

(un)e — C faiblement dans L* ()0, T[, H~(Q)).
Par le théoréme 4.39Aubin-Simontheorem.4.39, on a aussi u, — w dans L*(]0, T[, L*(Q)).
Comme cela a été montré dans la démonstration du théoreme 4.25Faedo-Galerkinequation.4.19 on a nécessairement
C = Wt.
On peut également supposer, toujours aprés extraction de sous suite, que U, — U p.p. de sorte que A(un) — A()
p.p. (grdce a la continuité des a; ;).
Soitv € L* (Jo, 17, HY(Q)), on peut alors passer a la limite quand n — +oc dans (4.77Corrigés d’exercicesequation.4.77)
écrit avec Uy, et uy (au lieu de u et u). On obtient que w est 1a solution de (4.77Corrigés d’exercicesequation.4.77),
that is to say que w = u = T(@). On a donc u, — u dans L*(]0, T[, L*(Q)), en contradiction avec (4.78Corrigés
d’exercicesequation.4.78).

On a bien ainsi montré la continuité de T
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2. Montrer que T est compact de L2(]0, T'[, L*(2)) dans L2(]0, T'[, L*(12)).

Corrigé —  Le début du raisonnement de la question précédente montre que Tm(T') est bornée dans L*(]0, T[, H5 (Q))
et que {uy, u € Tm(T)} est une partie bornée de L* (|0, T[, H~(Q)). Le lemme de compacité 4.31Compacité espace-
temps, cadre L*theorem.4.31 donne alors que Tm(T) est relativement compacte dans L*(]0, T[, L*()), ce qui donne
la compacité de T.

3. Montrer qu’il existe R > 0 t.q. | T(@)]| L2(jo,7(,22(0)) < R pour tout u € L*(]0, T[, L*(Q2)).
Corrigé — Ici encore, ceci découle du raisonnement fait & la premiere question. En effet, on sait que Im(T') est bornée
dans L*(]0,T[, H3 (2)) et donc aussi dans L*(]0, T, L* (£2)).

4. Montrer qu’il existe u solution de (4.32problémes paraboliques non linéairesequation.4.32).

Corrigé — On note Br la boule de L*(]0,T[, L*(Q)) de centre 0 et de rayon R, avec R donné a la question pré-
cédente. L’opérateur " est continu et compact de Br dans Br. Le théoréme de Schauder donne alors [’existence de
u € Br (etdoncu € L*(]0,T[, L*(Q))) t.q. u = T(u), that is to say u solution de (4.32problemes paraboliques non
linéairesequation.4.32).

5. On suppose maintenant de plus que a; ; est, pour tout 4, j, une fonction lipschitzienne. Montrer que (4.32pro-
blémes paraboliques non linéairesequation.4.32) admet une unique solution.

Corrigé — Ladémonstration est ici tres proche de celle faite pour montrer 'unicité de la solution de (4.33problemes paraboliques non linéaire

Soit w1, ua deux solutions de (4.32problemes paraboliques non linéairesequation.4.32). On pose v = w1 — u2 et on va
montrer que v = 0 p.p..

Pour € > 0 on définit la fonction T de R dans IR par T-(s) = max{—e, min{s,e}}. On note aussi ¢- la primitive
de T s’annulant en 0. En prenant v = T:(u) dans les formulations faibles satisfaites par u1 et ua, on obtient

AT<ut,TE(u)>HflyHédt+ /OT /QA(ul)Vu - VT:(u)dzdt
= /T / (A(u2) — A(u1))Vue - VT (u)dzdt.
Comme VT.(u) = Vulo|u<z pp. onen di?dui?que
/g’z e (u(z, T))dx — /g’z ¢e(u(z,0))dx + oz/)T , Vu - Vulocju<cdzdt
. C

< / [(A(ur) — A(uz))Vue||Vu|loc|u)<cdadt.
JO JQ

Comme les a;,; sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q., pour touti,j € {1,..., N} et 51, s2 € R,

(4.81)

|ai,j(s51) = ai;(s2)] < Lfs1 — sal,
On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢ > 0 pour déduire de (4.79Corrigés d’exercicesequation.4.79), avec
A ={0 < |u| < e} ety = (z,t),

T 1 T 1
a/ / VT (u)|*dzdt < NQLE(/ |Vu2|2dy>2 (/ / \VTE(u)|2dxdt>2.
0 Q Ac 0 Q

On a donc o|| VT:(u) ||| 12(g) < ace, avec Q =]0,T[xQ et

ac = N2L(/ \vm\?dy)%.
A

Comme NesoAe = 0 la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N +1 dimensionnelle)
de A tend vers 0 quand ¢ — 0 et on a donc, comme Vuz € L*(Q)N, (noter que L*(Q) peut étre identifié &
L*(J0,T[, L*(2)))

lim/ |Vua|>dy = 0,
Ae

e—0
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ce qui donne lim._,o a. = 0. Il nous reste maintenant a utiliser, par exemple, ’injection de 1”l”01‘1 (Q) dans L' (Q).
elle donne pourt €]0, T,
1T (u() L1+ () < NVl L1 (o) (4.82)

On désigne par “mes” le mesure de le Lebesgue dans IR™ . On remarque maintenant que pour t €10, T
emes{|u(t)| > 5}%* <( |T5(u)\1*d:1;)1%‘.
On a donc, avec (4.80Corrigés d’exercicesequation.4.80), ’
emes{[ut)] > e}1 < | VT (u(®)) ll 10y = / VT, (u(z, 1))l de,
et, en intégrant par rapport a t, sachant que 1/1* = (N — 1) /N et utili,.s(;nt I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
E/AI mes{|u(t)| > E}NA%(M < /‘I / VT (u(x,t))|dedt < || |[VT:(u)| HL2<Q)(TI71(,’S(Q))%
0 0o Ja (ng‘;(Q))% )

[0}

< €.

On a donc

z Tmes(Q))?
/ mes{|u(t)] > e} Nt < Mag.

Jo «@

quand € — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme limgz_,o a. = 0)

= N-—1
/ mes{|u(t)] > 0} "7 dt < 0,
J 0

Ce qui donne mes{|u(t)| > 0} = 0 p.p. ent €]0,T[ et donc w = 0 p.p., ce qui termine cette preuve d’unicité.

Corrigé 4.5 (Existence par schéma numérique)

On se propose, dans cet exercice, de montrer I’existence d’une solution faible au probleme (4.81Corrigés d’exercicesequation.4.81)-
(4.83Corrigés d’exercicesequation.4.83) en passant a la limite sur un solution approchée donnée par un schéma
numérique.

ou 0?o(u)
a(axt) ~ a2 (x,t) = v(x,t), x €]0,1], ¢t €]0,T7, (4.83)
Oop(u) _ Op(u) _
C0,) = S (11 = 0, ¢ €0, 7] (4.84)
u(z,0) = up(x), z €]0,1], (4.85)

ou @, v, T, ug sont donnés et sont t.q.
1. T > 0,v € L*(]0,1[x]0,T)),
2. ¢ croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. ug € L*>=(]0,1[) et ¢(up) lipschitzienne de [0, 1] dans IR..

Un exemple important est donné par ¢(s) = ayssis <0, ¢(s) =0si0<s< Lety(s) =az(s—L)sis > L,
avec o, g et L donnés dans IR, . Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur |0, L[.

Les ensembles |0, 1 et |0, 1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette tribu.
On appelle “solution faible” de (4.81Corrigés d’exercicesequation.4.81), (4.82Corrigés d’exercicesequation.4.82),
(4.83Corrigés d’exercicesequation.4.83) une solution de

u e L®()0,1[x]0, T), (4.86)
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T 1 2
| [ o055 w0+ otute.0) 55 ) + ol )t
0 0

) (4.87)
Jr/ uo(x)Y(x,0)de =0, Vi€ C%l(]R2),
0

ou C’%’I(IR2) = {¢ : R? — IR, 2 fois continiment dérivable par rapport 2 2 et une fois continiment dérivable

par rapport a ¢, t.q. g—w(O7 t) = g—d)(l, t) = 0 pour tout ¢t € [0,T] et ¢)(x,T) = 0 pour tout z € [0, 1]}.
x x

1. (Question indépendante des questions suivantes.) On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de
classe C?, v est continue sur [0, 1] x [0, T] et ug est continue sur [0, 1]. Soit w € C?(IR? IR) et u la restric-
tion de w a |0, 1[x]0, T'[. Montrer que u est solution de (4.84Corrigés d’exercicesequation.4.84),(4.85Corrigés
d’exercicesequation.4.85) si et seulement si u vérifie (4.81Corrigés d’exercicesequation.4.81), (4.82Corrigés
d’exercicesequation.4.82) et (4.83Corrigés d’exercicesequation.4.83) au sens classique (that is to say pour tout
(z,t) €[0,1] x [0,T]).

2. (Un résulat de compacité.) Soit A C C([0, T, L*(]0, 1[)). On munit C([0, T], L*(]0, 1[)) de la norme usuelle,
that is to say

Jull = sup{{u(t)||L2qo,1p, ¢ € [0,T7}-

On suppose que A vérifie les 2 hypothéses suivantes

(a) Pour tout ¢ € [0, T, {u(t), u € A} est un borné de L>°(]0, 1) et il existe C t.q.

/ u(t) (e + 1) — u(t)(x) 2de < O,
R

pour tout 77 € IR}, et tout u € A, avec u(t) prolongée par 0 hors de [0, 1].
(b) Nexiste C € R t.q. [|[u(t) — u(s)||z2qo,1p < C|t — s|, pour tout ¢, s € [0,T] et tout u € A.

Montrer que A est relativement compacte dans C([0, T, L*(]0, 1[)).
3. (Passage a la limite sur une non linéarité, cette question est indépendante de la question précédente.)
Soit (uy)nenN une suite bornée de L°°(]0, 1[x]0, T'[). Soient u € L>(]0, 1[x]0,T[) et f € L*(]0,1[x]0,T).
On suppose que, quand n — o0,
(a) u, — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T'[),
() ¢(u,) — f dans L(]0, 1[x]0, T[) et p.p..
Montrer que p(u) = f p.p. sur |0, 1[x]0, T'[.
[Indication : Utiliser I’astuce de Minty.. . ]

On cherche maintenant une solution approchée de (4.81Corrigés d’exercicesequation.4.81),(4.82Corrigés d’exercicesequation.4.8:
d’exercicesequation.4.83).

1 T
Soient N,M € IN*. On pose h = — etk = U On va construire une solution approchée de (4.81Corri-
gés d’exercicesequation.4.81),(4.82Corrigés d’exercicesequation.4.82),(4.83Corrigés d’exercicesequation.4.83)

a partir de la famille {u}, i =1,...,N,n =0,..., M} vérifiant les équations suivantes
1 it
ud) = —/ uo(z)dr, i =1,...,N, (4.88)
hJi-in
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ul ™ —ul () = 20(u ) + p(u)

e . =" i=1,...,N,n=0,...,M—1, (4.89)
1 (n+1)k
avec ug Tt = uf T Wty = Wt pourtoutn = 0,..., M —1etv] = o / (z,t)dxdt, pour
(i— 1)h
touts =1,...,N,pourtoutn =0,..., M.
4. (Existence et unicité de la solution approchée.)

Soitn € {0,..., M — 1}. On suppose connu {u),i=1,...,N}.
() On suppose que ¢ est bijective de IR dans IR. Soit {u]' ™, i = 1,..., N. On pose r; = @(u}"") pour tout
i=1,...,N}.Montrer que {u'"*',i = 1,..., N} est solution de (4.87Corrigés d’exercicesequation.4.87)

si et seulement si (7;)i=1,...,N est un point ﬁxe de ’application (bien définie...) qui & w = (w;)i=1,... N
associe 7 = (r;);=1,....n défini (avec wy = wy et wy+1 = wy) par

2k k )
¢ () + 2l = ﬁ(wi—l +wip1) Ful + ko, i=1,...,N.

Montrer que cette application est strictement contractante (de IR" dans IR") pour la norme dite “du sup”.
En déduire qu’il existe une unique famille {u}'**,i = 1,..., N'} solution de (4.87Corrigés d’exercicesequation.4.87).

(b) (plus difficile) On ne suppose plus que ¢ est bijective de IR dans IR. Montrer qu’il existe une unique
famille {u?“7 i=1,..., N} solution de (4.87Corrigés d’exercicesequation.4.87).

Les trois questions suivantes donnent des estimations sur la solution approchée dont on vient de montrer 1’exis-
tence et 1'unicité.

5. (Estimation L*°(]0, 1[x]0, T'[) sur la solution approchée.)
On pose A = [luo|| L (o,1)) €t B = [[v]| o= (j0,1[x]0,7])-
Montrer, par récurrence sur n, que ul' € [-A —nkB, A+ nkB]pourtouti =1,...,Nettoutn =0,..., M.
[On pourra, par exemple, considérer (4.87Corrigés d’exercicesequation.4.87) avec i t.q. u"+1 mm{u”Jrl
j=1,...,N}]

6. (Estimation de la dérivée p.r. & = de ¢(u).) Montrer qu’il existe C'; (ne dépendant que de T', o, v et ug) t.q., pour
toutn =0,...,M — 1,

N-1 h
D (pluffil) = p(u )P < Gy
i=1

n+1

[indication : multiplier (4.87Corrigés d’exercicesequation.4.87) par u; ' et sommer sur i.]

7. (Estimation de la dérivée p.r. & t de ¢(u).) Montrer qu’il existe Co (ne dépendant que de T', o, v et ug) t.q.

M—-1 N+1
S0 S (™) - plul)? < Cat.
n=0 =0

[indication : multiplier (4.87Corrigés d’exercicesequation.4.87) par ¢(u ”“) p(ul) et sommer sur i et n]

L’ objectif est maintenant de passer 2 la limite sur les paramétres de discrétisation. Pour M € IN* donné, on
prend N = M 2 (et donc h et k sont donnés et k = T\/ﬁ), on définit, avec les u]' trouvés dans les questions
précédentes, une fonction, uy, sur [0,1] x [0, 7] en posant
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_ Dk —
ok i) gy WEDRZE 0y G ek, (n+ 1)

et

u$™(z) = uP, siz € [(i — Vh,ih),i=1,...,N,n=0,..., M.

8. Soient Ay = {up, M € IN*} et Ay = {p(up), M € IN*}.
Montrer que A; est relativement séquentiellement compacte dans L>°(]0, 1[x]0, T'[), pour la topologie faible-x,
et que As est relativement (séquentiellement) compacte dans C'([0, 77, L2(]0, 1[)).
}

En déduire que I’on peut trouver une suite (h,)new et u € L(]0,1[x]0,T|) t.q., en posant u,, = up, (on
rappelle que k,, = T'v/hy,), on ait, quand n — oo,

(a) h, > 0etk, — 0,
(b) u,, — u %-faiblement dans L>(]0, 1[x]0,T'[),
(©) ¢(un) — @(u) dans LP(]0,1[x]0,T[), pour tout p € [1, o0[.

9. Montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de (4.84Corrigés d’exercicesequation.4.84),(4.85Corrigés
d’exercicesequation.4.85).

Remarque. On peut aussi montrer 1’unicité de la solution de (4.84Corrigés d’exercicesequation.4.84),(4.85Corrigés

d’exercicesequation.4.85).

Corrigé 4.6 (Théoreme de Kolmogorov, avec B = IR) Le but de cet exercice est de refaire la démonstration du
théoreme 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37 dans le cas (plus simple) B = R et p = 1.

Soit T > 0. On note L' I'espace L, (]0,T[,B(]0,T7), A). Soit (u)nen une suite bornée de L' (on a donc
supen [l < +00).

On suppose que pour tout h €]0, T et toutn € IN on a

T—h
/ () — wn (8)|dt < (h),

0

oll i est une fonction croissante de |0, 7| dans IR ;. t.q. limy, o+ (k) = 0.
L objectif de I’exercice est de démontrer que la suite (u, ),en est relativement compact dans L.

1. Soit 6, h €]0,T[ t.q. § + h < T. Montrer que

) 4 o
/\un(t)\dtg/ Iun(t—i—h)\dt+/ (£ + B) — 1 (1) . (4.90)
0 0 0

Corrigé —  Pour tout t €]0,0[ on a |u,(t)| < |un(t + h)| + |un(t + h) — un(t)|. En intégrant cette inégalité entre 0
et 6, on obtient bien (4.88Théoreme de Kolmogorov, avec B = IRequation.4.88).

2. Soit hy €]0,T[ et 6 €]0,T — ho[, montrer que

)
f@/WAMﬁSMwm+mmm) @91)
0
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Corrigé —  Comme d’habitude, on choisit pour u,, I'un de représentants, de sorte que u, € L (]0, T, B(]0,T[), \)
(pour tout n € IN).

L’inégalité (4.88Théoreme de Kolmogorov, avec B = IRequation.4.88) est vraie pour tout h €]0, ho[. En intégrant

(4.88Théoreme de Kolmogorov, avec B = IRequation.4.88) entre 0 et ho et en remarquant que fD(S |un(t + h) —
un (t)|dt <n(h) < n(ho) (carh < hgetd <T — ho < T — h) on obtient

ho /05 \un(t)\dtg/oho (/06 |un(t+h)|dt)dh+/0h0 (/O(S [un (t + h) — un(t)|dt)dh

< /Oh (/06 (£ + 1)) dh + hon(ho).

La mesure de Lebesgue est o-finie et 'application (t,h) — wun(t + h) est borélienne de )0, 6[x]0, ho[ dans IR (car
c’est la composée de (t,h) — t + h qui est continue donc borélienne et de s — un(s) qui est borélienne). On peut
donc appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli pour obtenir que

/ho( 6\un(t+h)|dt)dh:/5(/ho |wn (t + h)|dh)dt

0

< ([ o) < sl

On en déduit (4.89Théoreme de Kolmogorov, avec B = Requation.4.89).

3. Montrer que f(f |tn (t)]dt — 0 quand § — O, uniformément par rapport a n.

Corrigé — Soit € > 0. On choisit d’abord ho €)0,T[ t.q. n(ho) < e. Puis, avec C' = sup,c ||un||1, on pose

5= min{7T — ho,eho/C}. On obtient alors, pour tout n € IN,
5
0<5<3= / lun (£)]dt < 2.
0

On a donc f05 |un (t)|dt — 0 quand § — O, uniformément par rapport a n.

Une démonstration analogue donne aussi que fTTi(; |un (t)|dt — 0 quand § — O, uniformément par rapport a n (il
suffit de raisonner avec vy, (t) = un (T —t)).

4. Montrer que la suite (u,, )neN est relativement compacte dans L'.
[Appliquer le théoreme de Kolmogorov, théoreme 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37, qui utilise le prolongement
de u,, par 0.]

Corrigé — On prolonge u,, par 0 hors de 10, T (et on note toujours w, la fonction prolongée). Pour appliquer le
théoreme 4.37Kolmogorov (2)theorem.4.37, il suffit de montrer que

/ [un (t + h) — un(t)|dt — 0 quand h — 0T, uniformément par rapport a n € IN.
R

Pour cela, on remarque que pour h > 0 et n € IN,

/ [wn (t + h) — un(t)|dt
R

g/o |un(t+h)\dt+/T_h|un(t+h)—un(t)|dt+/ (1) dt

T—h

:/'|un(t)\dt+/ _L|un(t+h)fun(t)|dt+/ (1) dt.

0 0 T—h
Soite > 0. Il existe h1 > 0 t.q. n(h1) < e. Puis, avec la question précédente, il existe ha > 0 t.q. (pour tout n. € IN)

h T
OShShgé/ |un(t)|dt < e et / |un (t)]dt < e.
0

T—h
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Avec hs = min{ha, ha}, on a donc (pour tout n. € IN)
0<h<hs= / [wn (t 4+ h) — un(t)|dt < 3e.
JIR

Ceci termine la question.
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Chapitre 5

Problemes hyperboliques

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux équations hyperboliques scalaires, et nous allons démontrer
le théoreme d’existence et d’unicité de la solution entropique dii a Kruskov. Nous n’aborderons pas le cas des
systemes, pour lesquels la théorie reste pour le moment trés incomplete. Nous commengons par le cas unidimen-
sionnel.

5.1 Le cas unidimensionnel

Les équations de type hyperbolique interviennent principalement en mécanique des fluides (aéronautique, écoule-
ments diphasiques, modélisation de rupture de barrage et d’avalanches). Elles sont souvent obtenues en négligeant
les phénomenes de diffusion (parce qu’ils sont faibles a 1’échelle considérée) dans les équations de conservation
de la mécanique. L’ exemple le plus classique d’équation hyperbolique linéaire est I’équation de transport (ou d’ad-
vection).

u—u, =0,t€R,;, z€R, 5.1

avec condition initiale :
u(z,0) = up(x). (5.2)

Dans le cas ol la condition initiale ug est suffisamment réguliere, il est facile de voir que la fonction :
u(z,t) = up(z + 1), (5.3)

est solution de (5.1Le cas unidimensionnelequation.5.1)-(5.2Le cas unidimensionnelequation.5.2). Si ug est non
réguliere (par exemple discontinue), nous verrons qu’il y a encore moyen de montrer que la fonction définie par
(5.3Le cas unidimensionnelequation.5.3) est solution en un sens que nous qualifierons de “faible”.
Si I’équation est non linéaire, i.e.

ur+ (f(u)z =0,t € Ry, z € R, (5.4)

avec par exemple f(u) = u?, et condition initiale (5.2Le cas unidimensionnelequation.5.2), on peut encore définir
des solutions faibles, mais leur calcul est plus difficile.

Remarque 5.1 Sur le plan de la simulation numérique, les équations hyperboliques sont discrétisées de maniere
usuelle par la méthode des volumes finis. Les discrétisations par éléments finis meénent souvent a des schémas
instables (en particulier, les solutions discrétes ne vérifient pas certaines propriétés physiques souvent souhaitées).
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On se donne f € C*(IR,IR) et ug € C*(IR) et on consideére maintenant I’équation hyperbolique non linéaire :

{ us+ (f(w)z =0, (x,t) e R xRy,
u(z,0) = up(x).

Commencons par donner la définition de solution classique de ce probleme méme si, comme nous le verrons apres,
le probleme (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) n’a pas, en général, de solution classique.

(5.5)

Notations. Soit () une partie de IR” (p > 1) et k € IN. On dit que u € C*(Q) si u est la restriction 2 ) d’une
fonction de classe C* sur IR”. (Ceci est équivalent a la définition usuelle si k& = 0. Bien siir, cette définition
s’applique aussi si @ est fermé et donc ) = @.) On utilisera aussi la notation u € C*(Q) qui signifie que
u € C*(Q) et quil existe K C @, K compact t.q. u = 0 sur K°. Cette notation sera utilisée par exemple pour
Q=R xRiou@Q=Rx[0,T].

Définition 5.2 (Solution classique) On suppose que ug € C(IR) et f € C*(IR,IR). Alors u est solution clas-
sique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) si u € C1(R x R, IR) et u vérifie

{ (ut+(f(u))r)(xvt) =0, V(I,t) €R XR*»
u(z,0) = ug(x), Vo € R.

Avant de donner un résultat de non existence d’une solution classique (proposition 5.5Non existence d’une solution
classiquetheorem.5.5), nous rappelons le résultat classique d’existence et d’unicité locale de solutions pour une
équation différentielle non linéaire (théoréme de Cauchy-Lipschitz), avec une fonction a localement lipschitzienne
delR x Ry dans Retzy € R,
(1) = ala().), tERY, 56
z(0) = xo. '

Pour tout T > 0, le probleme (5.6Le cas unidimensionnelequation.5.6) admet au plus une solution (classique)
définie sur [0, T'[. Il existe Tiax > O (éventuellement égal & +00) et une fonction 2 continue sur [0, Tinax[, de
classe C! sur 10, Tinax|, solution (classique) de (5.6Le cas unidimensionnelequation.5.6). De plus, si Tiax < +00
alors |x(t)| — 400 lorsque ¢t — Tiyax.

Soit u une solution classique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5). On pose alors a(x,t) = f/(u(x,t)) (de
sorte que a € C(IR x R4, 1R)). Il est clair que la fonction u est alors une solution classique du probleme suivant :

{mmU+M%mM%ﬂ:& (2,t) € R x RY, 5

u(z,0) = up(x).
Nous donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques pour I’équation (5.7Le cas unidimensionnelequation.5.7),
qui permet le lien entre les équations hyperboliques linéaires et les équations différentielles ordinaires.

Définition 5.3 (Courbe caractéristique) « localement lipschitzienne de R X IR ;. dans R et xg € IR, On appelle
courbe caractéristique du probleme (5.7Le cas unidimensionnelequation.5.7) issue de xo € IR, la courbe définie
par le probléme de Cauchy suivant :

(5.8)

Proposition 5.4 (Solutions classiques et courbes caractéristiques) Soit f € C*(IR,IR), up € C*(IR) et u une
solution classique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5). Alors, pour tout ©y € IR et toutt € R4, on a

u(zo + f'(uo(xo))t,t) = uo(xo). Autrement dit, pour tout o € IR, la fonction u est constante sur la droite t —

x(t) = o+ (uo(0))t. (Cette droite est la courbe caractéristique du probléme (5.7Le cas unidimensionnelequation.5.7)
issue de vo € R avec a(x,t) = f'(u(z,t)).)
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Démonstration On pose a(z,t) = f/(u(x,t)). Comme f € C*(IR,R) etque u € C'(R x R4, R), La fonction

a est bien a localement lipschitzienne de IR X IR ;. dans IR. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique donc pour

le probléme (5.7Le cas unidimensionnelequation.5.7). Soit xy € IR, le probleme (5.7Le cas unidimensionnelequation.5.7)
a alors une solution maximale z(¢) définie sur [0, Tiax[, et |2(¢)| tend vers I'infini lorsque ¢ tend vers Tyax Si

Thax < +00. Les trois étapes de la démonstration sont les suivantes :

1. Comme u est solution classique, on a u(z(t),t) = ug(zo), Vt € [0, Tmax|, €t donc u (solution de (5.5Le cas unidimensionnele

est constante sur la droite caractéristique issue de x. En effet, soit ¢ définie par p(t) = u(z(t),t) ; en déri-
vant o, on obtient : ¢’ (t) = us(x(t), t)+uy (x(t), t)2’(t). Comme x vérifie (5.8Courbe caractéristiqueequation.5.8),
ceci entraine : ¢’ (t) = us(2(t),t) + f/(u(x(t), t))u, (x(t),t), et donc

¢'(t) = (ue + (f(u)a)(x(t),t) = 0.
La fonction ¢ est donc constante, et on a :
u(z(t),t) = o(t) = ©(0) = u(z(0),0) = u(xo,0) = uo(zo), ¥t € [0, Tnax|-

2. Les courbes caractéristiques sont des droites, car u(z(t),t) = wug(xg),Vt € [0, Tmax|, et donc z'(t) =
f'(up(x0)). En intégrant, on obtient que le systeme (5.8Courbe caractéristiqueequation.5.8) décrit la droite
d’équation :

x(t) = f'(uo(wo))t + xo. (5.9

3. Tmax = +oo etdonc u(z,t) = ug(zg) Vt € [0, +oo[.
En effet, puisque x vérifie (5.9Le cas unidimensionnelequation.5.9), on a donc, si Tiax < 00,

lim |z(t)| < 4+00. On en déduit que Tpax = +00.
t—Tmax

Proposition 5.5 (Non existence d’une solution classique) Soir f € C?(IR,IR), on suppose que f' n’est pas
constante, alors il existe ug € C2°(IR) telle que (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) n’admette pas de so-
lution classique.

Démonstration Comme f’ est non constante, il existe vy, vy tel que f/(vg) > f'(v1), et on peut construire ug €
C*(R,R) telle que ugp(zg) = vp et ug(x1) = v1, ol g et 21 sont donnés et xy < w1, voir figure 5.1Droites
caractéristiques, cas non linéairefigure.5.1. Supposons que u soit solution classique avec cette donnée initiale.

o)t
z(t) = z1 + f'(v1)t

FIGURE 5.1 — Droites caractéristiques, cas non linéaire
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Alors, par la proposition 5.4Solutions classiques et courbes caractéristiquestheorem.5.4 :
u(zo + f(uo(z0))t,t) = uo(wo) = vo et u(wy + f'(uo(x1))t,t) = up(z1) = vy.

Soit T' tel que 2 + f/(vo)T = x1 + f'(v1)T = T, c’est a dire

xr1 — o

D= o) — o)

On a alors :
w(z, T) = uo(zo) = vo = ug(x1) = v1,

ce qui est impossible. On en conclut que (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) n’admet pas de solution clas-
sique pour cette donnée initiale.
L]

Définition 5.6 (Solution faible) Soirug € L°(IR) et f € C' (IR, R), On appelle solution faible de (5.5Le cas unidimensionnelequ
une fonction u € L°(IR x R ) telle que

// [u(z, t)pi(x, t) + flulx,t))ps(z, t)]dedt +/ ug(z)p(x,0)dr = 0,Yp € C(R x R4, R). (5.10)
RxR R

Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 5.7 Soient f € C1(IR,R) et ug € L=®(IR).

1. Si u est solution classique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) (et donc uy € C*(IR,R)) alors u
est solution faible de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5).

2. Siu € C* (R x R ) est solution faible de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) alors ug € C* (IR, R)
(au sens oil la classe de fonctions ug admet un représentant de classe C* et est alors identifiée a ce repré-
sentant) et u est solution classique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5).

3. Soito € R, D1 = {(z,t) e R xR ;x < ot} et Dy = {(x,t) € R x R} ;x> ot}.

(a) On suppose que w € C(IR x RY), que wp, € C*(D;,R), i = 1,2, que la premiére équation de
(5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condi-
tion initiale (de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5)) est satisfaite p.p.. Alors u est solution faible de
(5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5).

(b) Plus généralement, on suppose que u|p, € C YDy, R) (i = 1,2), que la premiére équation de (5.5Le cas unidimensionnele:
est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5))
est satisfaite p.p.. Pourt € R4, on pose

ug(ot,t) = lim u(z,t) et u_(ot,t) = lim u(x,t),

xlot xTot
[u](at,t) = us(ot,t) —u_(ot,t),
[f(W)l(at,t) = f(uy(ot, 1)) = f(u_(ot,1)).

Alors u est solution faible de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) si et seulement si
olul(at,t) = [f(u)](ot,t) pour toutt € R. (5.11)

Cette relation s’appelle “relation de Rankine-Hugoniot”.
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Démonstration

1. Supposons que u est solution classique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5), that is to say de :

{ us+ (f(u)z =0, (x,t) € R xR,
u(z,0) = up(x), =z €.

Soit ¢ € C}(IR x IR, ,IR). Multiplions (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) par ¢ et intégrons sur
IR x IR4. On obtient :

/IR /1R,+ u(z, t)p(z, t)dtdr + /IR/lRJr(f(U))x(x,t)w(a:,t)dtdx =0.

L’application du théoréme de Fubini et une intégration par parties donnent alors :

—/IRu(:zs,())ap(gc,O)dx—/]R/]R+ u(x,t)got(x,t)dtdx—/]R+/IRf(u)(ﬂc,t)wI(a:,t)d:cdt:O,

(car le support de ¢ est un compact de IR XIR ). On obtient donc bien la relation (5.10Solution faibleequation.5.10),
grice a la condition initiale u(z,0) = ug(z).

2. Soit u une solution faible de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5), qui vérifie de plus u € C*(IR x
[0, 4+00[). On a donc suffisamment de régularité pour intégrer par parties dans (5.10Solution faibleequation.5.10).

Commengons par prendre ¢ a support compact dans IR x]0, +oo[. On a donc ¢(z, 0) = 0, et une intégration
par parties dans (5.10Solution faibleequation.5.10) donne :

_/JR/]R+ ue (2, t)p(z, t)dtde — /]R+ A(f(u))z(x7t)@(x,t)dxdt =0.

On a donc :
/ / (g (2, 8) + (F () (a,£)) (2, t)dtda = 0, ¥ € CL(IRx]0, +-00]).
R JR,

Comme u¢ + (f(u)), est continue sur IR x IR’ , on en déduit que u; + (f(u)), = 0. En effet, on rappelle
que si h € L} (Rx]0,+o0[) et [ le+ h(x,t))p(z,t)dtder = 0 pour toute fonction ¢ appartenant a

loc
CL(IR x]0, +00]), alors f = 0 p.p.; si de plus h est continue sur IR x]0, +-oc[, alors f = 0 partout sur
IR x]0, +o0.
On prend alors ¢ € C}(IR IR, ). Dans ce cas, une intégration par parties dans (5.10Solution faibleequation.5.10)
donne

/IR u(z, 0)p(x,0)dr — /]R /]R+ (ue(z,t) + (f(u))z(x, 1) oz, t)dtdr — /]R uo(x)e(x,0)dr = 0.
Mais on vient de montrer que u; + (f(u)), = 0. On en déduit que
/IR(uo(:I:) —u(z,0))p(z,0)dr = 0,Vp € CHIR x Ry).

Ceci donne up = u(-,0) p.p.. Comme u est continue, on a donc ug continue (au sens ol on identifie ug et
u(+,0)) et u est solution classique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5).
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3. On montre directement I’item (b) (qui contient I’item (a)). On suppose que u|p, € C I(Bi, R) (i = 1,2),
que la premiére équation de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) est vérifiée pour tout (z,t) € D;
(¢ = 1,2) et que la condition initiale (de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5)) est satisfaite p.p. sur IR.
Nous allons montrer que u est solution faible de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) si et seulement si
(5.11Le cas unidimensionnelequation.5.11) est vérifiée. Pour cela, on pose

X = //]R+ xtwtxtdtdx—i—/ /Rf(u)(x,t)@z(x,t)dxdt.

On adonc X = X7 + Xo, avec

X = / / u(x, t)p(x, t)dtde et Xo = / / (z,t)pz(z, t)dadt.
R R

Calculons X;. Comme u n’est de classe C'! que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit d’intégrer
par parties sur IR x IR entier. On va donc décomposer I’intégrale sur D; et Dy ; supposons par exemple
o < 0, voir figure 5.2Les domaines D1 et D-ofigure.5.2. (Le cas ¢ > 0 se traite de facon similaire et le cas
o = 0 est plutdt plus simple). On a alors D; = {(z,1);z € R_et0 <t < Z}et Dy = Ry xR U
{(z,t);x € R_et I <t < +oo}.

D1 D2

FIGURE 5.2 — Les domaines Dy et Do

On a donc :

+oo
X = / / u(z, t)pe(x, t) dtdaz—l—/ / u(z, t)p(x, t) dtdx—i—/ / u(z, t)p(x, t)dtde.
R+

Comme wu est de classe C'* sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne :

X, :/ u_(x,g)w(x,g)d%/ﬂh u(;z:,())@(x,())d:z:/]R/f w(z, ) (z, t)dtdz

7 —/IR_ u+($,§)80($,§)dx—/ﬁ_ /;OOut(x,t)go(x,t)dtdgg

—/ u(a:,O)ga(a:,O)dx—/ / ug(z, t)(x, t)dtde. (5.12)
R Ry J Ry
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En regroupant, il vient :

X1:—/ u(z,0)p dem—// ug(x,t)p xtdtdm—// ug(z,t)p(z, t)dtds
D1 D2

IR, |z, i)(p(:lc ;)dm.

Dans la derniere intégrale, on effectue le changement de varaible ¢ = /0. On obtient

Xlz—/ u(z,0)p dem—// ug(z,t) xtdtdm—// ug(x, t)(x, t)dtdz
Dy Do

[u](at,t)p(at, t)dt.
R

On décompose de méme X sur Dy U Do, en remarquant maintenant que Dy = {(z,t) € R xR’ ;z < ot}
et Dy = {(z,t) e R x R’ ;2 > ot} :

Xs /}R+ /Z f(u)(x,t)gam(:zr,t)d:zcdtJr/]R+ /U:OO fu)(x, t)pz(x, t)dadt.

La fonction u est de classe C'* sur chacun des domaines, on peut 1 encore intégrer par parties. Comme ¢
est a support compact sur IR x IRy, on obtient :

//D Jola, det—//D (f(w)e(z, t)p(z, t)dzdt

- / [f(w)](ot, t)p(at, t)dt.
Ry
Comme u; + (f(u))z = 0 sur Dy et D, on a donc :

X = Xy 4 Xp = — /IR u(z, 0)p(w, 0)dz + / (olul(ot,t) — [FW)](ot, £))p(ot, £)dt.

R4

On en déduit bien que u est solution faible de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) si et seulement si
(5.11Le cas unidimensionnelequation.5.11) est vérifiée.
[

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d’une notion supplémentaire pour les
distinguer. C’est la notion de solution entropique, qui nous permettra d’obtenir I’unicité. Donnons tout d’abord un
exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer une équation modele, appelée équation de
Burgers, qui s’écrit

ug + (u?), =0, (5.13)

et des données initiales particulieres, sous la forme

wo(w) = ug siz <0,
O =\ ugsiz >0,

avec ug, ug € IR. Ces données initiales définissent un probléme de Cauchy particulier, qu’on appelle probleme de
Riemann.
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Nous considérons maintenant I’exemple simple obtenu avec vy = —1 et ug = 1. Le probleme considéré est donc
le probléme suivant, avec f(u) = u?, ug=—lug=1:
_J ugsiz <0, (5.14)
uo(w) = { ug six > 0.

On cherche tout d’abord une solution faible de la forme :

ug siz < ot,
u(z,t) = _ (5.15)
Ug S1x > ot.

Cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation = = ot dans le plan (x,t). On remplace
u(x, t) par ces valeurs dans (5.10Solution faibleequation.5.10). D’apres la proposition 5.7Le cas unidimensionneltheorem.5.7
on sait que u est solution faible si la condition suivante (condition de Rankine et Hugoniot) est vérifiée :

o(uq = ug) = (f(ua) = f(ug)), (5.16)

ce qui avec la condition initiale particuliere choisie ici, donne 20 = 12 — (—1)% = 0.

Mais on peut trouver d’autres solutions faibles. Si u est solution réguliere, on sait que sur les courbes caractéris-
tiques, qui ont pour équation x(t) = xo+ f'(uo(xo))t, la fonction u est constante. Comme f’(u) = 2u, les courbes
caractéristiques sont donc des droites de pente -2 si zp < 0, et de pente 2 si xp > 0. Construisons ces caractéris-
tiques sur la figure 5.3Probleme de Riemann pour 1équation de Burgersfigure.5.3 : Dans la zone du milieu, ot I’on

r = T r = XTo

FIGURE 5.3 — Probléme de Riemann pour léquation de Burgers

a représenté un point d’interrogation, on cherche v sous la forme u(z,t) = ¢ (%) et telle que u soit continue sur
IR x IR . La fonction u suivante convient :

lsiz < -2t
T .

u(z,t) = 5 S 2t < < 2t (5.17)
1siz > 2t.

Comment choisir la “bonne” solution faible, entre (5.15Le cas unidimensionnelequation.5.15) et(5.17Le cas unidimensionnelequatio
Comme les problemes hyperboliques sont souvent obtenus en négligeant les termes de diffusion dans des équations
paraboliques, une technique pour choisir la solution est de chercher la limite du probleme de diffusion associé qui
s’écrit :
ug + (f(uw))y — Egg =0, (5.18)
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lorsque le terme de diffusion devient négligeable, that is to say lorsque ¢ tend vers 0. Soit u,. la solution de
(5.18Le cas unidimensionnelequation.5.18) avec la condition initiale u.(-,0) = wuo(-) (on admet pour I’instant
I’existence et 1’unicité de u.). On peut montrer que u. tend vers u (en un sens convenable) lorsque ¢ tend vers 0,
ol u est la “solution faible entropique” de (5.18Le cas unidimensionnelequation.5.18), définie comme suit.

Définition 5.8 (Solution entropique) Soituy € L=°(IR) et f € C*(IR). Soitu € L>®(IR x IR ). On dit que u est
solution faible entropique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) si pour toute fonction n € C*(IR) convexe,
appelée “entropie”, et ¢ € C telle que ¢' = f'ny/, appelé “flux d’entropie”, on a :

/ / (n(u)pr + Suw) oy )didt + / n(uo(x))p(z,0)dz > 0.¥p € CA(R x Ry, Ry).  (5.19)
RJR, R

Bien siir, si u est solution faible entropique alors w est solution faible (proposition 5.11Le cas unidimensionneltheorem.5.11).

Remarque 5.9 (Condition initiale) Noter que dans la définition 5.8Solution entropiquetheorem.5.8, on prend une
fois de plus ¢ € C}(IR x IRy, IR,) de maniere & bien prendre en compte la condition initiale ; ceci n’est pas
toujours fait de cette maniere dans les travaux plus anciens sur le sujet. Si la condition initiale est prise en compte
seulement dans la définition de solution faible (et n’est pas reprise dans la condition d’entropie), le choix de
I’espace fonctionel dans lequel on recherche la solution devient crucial pour ne pas perdre 1’unicité de la solution
entropique. Un exemple est donné dans 1’exercice 5.8Solution non entropiqueexo.5.8. On peut toutefois préciser
en quel sens la condition initiale est satisfaite. Si u est solution entropique, alors u € C([0, +oc[, L, .(IR)) et
u(t) — ug dans Li quand ¢ — 0.

loc

Nous démontrerons plus loin le théoréme 5.17Kruskov,1955theorem.5.17 dans le cadre multidimensionnel (mais
avec la variable spatiale dans un domaine borné plutdt que dans tout I’espace). Ce théoreme affirme que si ug €
L>(R) et f € C*(IR) alors il existe une unique solution entropique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5)
au sens de la définition 5.8Solution entropiquetheorem.5.8. Voyons maintenant les liens entre solution classique,
solution faible et solution entropique.

Proposition 5.10 Soit f € C*(IR,R) etug € L= (IR)NC (IR, IR). Si u est solution classique de (5.5Le cas unidimensionnelequati
alors u est solution (faible) entropique.

Démonstration Soit u une solution classique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5). Soit € C'(IR) (la
convexité de ) estinutile ici) et ¢ tel que ¢’ = f'n’ (¢ est la fonction flux associée a 7). Multiplions (5.5Le cas unidimensionnelequati

par 1 (1) :
1 (wue + f(wuen'(u) = 0
Soit encore, puisque ¢’ = f'n/,
(n(w)e + &' (Wug =0
On a donc finalement :

(n(u)e + (¢(u))e =0 (5.20)

De plus, comme u(z,0) = ug(z), on a aussi : n(u(z,0)) = n(ug(z)). Soit ¢ € CL(R x R4, R), on multiplie
(5.20Le cas unidimensionnelequation.5.20) par ¢, on integre sur IR XIR . et on obtient (5.19Solution entropiqueequation.5.19)
(avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas d’une solution classique, ’inégalité d’entropie est une égalité.

(]

Une solution faible entropique est solution faible :

Proposition 5.11 Soit f € C*(IR,R) etug € L°(IR). Si u est solution faible entropique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.
alors u est solution faible de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5).
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Démonstration Il suffit de prendre n(u) = w et n(u) = —u dans (5.19Solution entropiqueequation.5.19) pour se
convaincre du résultat. ]

On déduit de la proposition 5.10Le cas unidimensionneltheorem.5.10 et du théoreme 5.17Kruskov,1955theorem.5.17
de Kruskov que si on a plusieurs solutions faibles au probleme (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) et que
I’une d’entre elles est réguliere, alors cette derniere est forcément la solution entropique. La caractérisation sui-
vante, que I’on admettra, est souvent utilisée en pratique :

Proposition 5.12 (Entropies de Kruskov) Soit ug € L®(R) et f € C*(R). Soit u € L¥(R x Ry). La
fonction w est solution entropique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) (au sens de la définition 5.8Solution
entropiquetheorem.5.8) si et seulement si pour tout k € IR (5.19Solution entropiqueequation.5.19) est vérifiée avec
1 définie par n(s) = |s — k|, et ¢, flux d’entropie associé, défini par :

¢(u) = f(max(u, k)) — f(min(u, k)).
Notons que la fonction n, dite “entropie de Kruskov”, n’est pas de classe C.

Nous examinons maintenant le cas particulier des solutions ayant une ligne de discontinuité, comme dans la der-
niere partie de la proposition 5.7Le cas unidimensionneltheorem.5.7.

Proposition 5.13 Soient f € C*(R,R) et ug € L*(IR). Soit 0 € R, Dy = {(z,t) € R x R} ;z < ot} et
Dy = {(z,t) € R x R ;2 > ot}. On suppose que u|p, € C'(D;,R) (i = 1,2), que la premiére équation de
(5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale
(de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5)) est satisfaite p.p.. Pour t € R, on pose

uy (ot t) = lim u(z,t) et u_(ot,t) = lim u(z,t),
xlot zTot

[u](ot,t) = us(ot,t) —u_(ot,t),
[f(w)l(ot, t) = fuy(ot,t) = flu_(ot,1)).
Alors u est solution faible entropique de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) si et seulement si
olu](ot,t) = [f(w)](ct,t) pour tout t € R4 (5.21)
et, pour toute fonction n € C*(IR) convexe et ¢ € C* telle que ¢' = f'1/,
an(uw)](at,t) > [p(u)](ot,t) pour tout t € R 4. (5.22)

Démonstration La proposition 5.7Le cas unidimensionneltheorem.5.7 montre que u est solution faible si et seule-
ment si (5.21Le cas unidimensionnelequation.5.21) est satisfaite. En reprenant la démonstration de la proposition
5.7Le cas unidimensionneltheorem.5.7, on montre que u est solution faible entropique si et seulement si (5.21Le
cas unidimensionnelequation.5.21) et (5.22Le cas unidimensionnelequation.5.22) sont satisfaites. Ceci fait 1’objet
de la premiere question de I’exercice 5.9Flux strictement convexe et entropieexo.5.9. ]

Dans le cas ou la fonction f est strictement convexe, la proposition 5.13Le cas unidimensionneltheorem.5.13 peut
&tre précisée. Ceci est fait dans la proposition 5.14Le cas unidimensionneltheorem.5.14, non démontrée ici.

Proposition 5.14 Sous les hypothéses de la proposition 5.13Le cas unidimensionneltheorem.5.13, on suppose que
w est solution faible de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5). On suppose de plus que f est strictement convexe,
les trois conditions suivantes sont alors équivalentes :

1. u est solution faible entropique,
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2. u_(ot,t) > uy (ot,t) pourtoutt € R,

3. il existe n strictement convexe (de IR dans R ) t.q. (5.22Le cas unidimensionnelequation.5.22) est vérifiée (avec

¢ telle que ¢' = f'n')

Remarquons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution initiale.
Plus précisément, on a le résultat suivant, qu’on admettra :

Proposition 5.15 Soit ug € L>°(IR) et soit A et B € IR tels que A < ug < B p.p.. Soit f € C*(IR), alors la
solution entropique u € L (IR X IR) de (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) vérifie : A < u(x) < B p.p.
dans IR x R .

Cette propriété est essentielle dans les phénomenes de transport, et il est souhaitable qu’elle soit préservée pour la
solution approchée donnée par un schéma numérique.

Remarque 5.16 Que faire si le domaine spatial est différent de IR, par exemple si le probleme (5.5Le cas unidimensionnelequation.5
est posé pour z € I ol I estun intervalle de IR. Si f/ ne change pas de signe, il est assez facile de donner une bonne
définition de solution entropique et de montrer un théore¢me d’existence et d’unicité de la solution entropique. Dans
le cas ol f/ change de signe (et ce cas est trés intéressant pour de nombreux problémes), le probléme est beaucoup
plus difficile. Le premier résultat sur la question est celui de Bardos-Leroux-Nedelec (1979). Dans la thése de Otto
(1996), il y a une tres joli formulation pour les conditions aux limites. Un intérét considérable de cette formulation
est qu’elle est tres pratique pour montrer la convergence des schémas numériques. Dans le cas multidimensionnel
de la section suivante, on s’intéressera a un probléme similaire a (5.5Le cas unidimensionnelequation.5.5) posé
dans un domaine borné de R (N > 1) mais sans aborder vraiment ce délicat probleme des conditions aux li-
mites (car dans le théoréme 5.17Kruskov,1955theorem.5.17 on considére un champ de vecteurs b nul sur le bord
du domaine considéré).

5.2 Cas multidimensionnel
Soit Q ¢ RN, N = 2,3, etsoit b € C'(Q x [0,T])". On étudie maintenant le probléme suivant :

up + div(bf(u)) = 0 sur 2x]0, T,
u(z,0) = up(x), sur . (5.23)

Plus précisément, nous allons démontrer, avec des hypotheses convenables sur les données, le théoréeme d’existence
et d’unicité des solutions entropiques de ce probleme.

Théorénze 5.17 (Kruskov,1955) Soit Q un ouvert borné de RY (N >1 ) a frontiére lipschitzienne. Soit T > 0 et
bec CHQx[0, TN t.q. b= 0sur 9 x[0,T] et divhb = 0 dans Q x [0, T). Soit ug € L>=(Q) et f € C*(IR,R).
Alors, il existe une unique solution entropique de (5.23Cas multidimensionnelequation.5.23), that is to say solution
de

u e L®(Qx]0, T)),

[ [ ot o b9 arars [ a0 ar o
Q
Yo € C(Q x [0,T[,R),Vn € C*(IR,R) convexe et ® tel que &' = n' f'. (5.24)

De plus, si A < 0et B> 0sonttq. A<uy<Bp.p.sur, onaalors A <u < B p.p. sur 2x]0,T].
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Démonstration
Etape 1 Construction d’une solution approchée. Soit u(") solution de

u™ e L2(]0,T[, HE (),

T T 1
—// uMe, da:dt—// bf(u("))-Vgodxdt+—//Vu(”)~V<pda:dt
0JQ 0JQ n

— / uo(x)p(x,0) de = 0,Yp € C°(2 x [0,4+00]). (5.25)
Q

On connait I’existence et ’unicite de «(™ par le chapitre 4Problémes paraboliqueschapter.4. On a vu aussi au
chapitre 4Problémes paraboliqueschapter.4 que cette formulation est équivalente au probleme suivant :

u™ e 12(10,T], HA(Q),u{™ € £2(J0,T[, H~(£)), u™ (0) = uq,
T T 1 T
/ <u§n),v>H_17H1dt—// bf(u("))-Vvda:dt—i—f// Vu™ - Vu dz dt = 0,
0 © Q n JoJo

0
Yo € L*()0,T[, H3 (Q)). (5.26)

On va se servir fortement de cette équivalence.

Etape 2 Estimations sur la solution approchée.

Soit ug € L>(Q) il existe Aet B€ IR, A <0< B, tels que A < ug < B p.p. (A et B sont donc indépendants
de n). On en déduit par les résultats du chapitre 4Problémes paraboliqueschapter.4 que pour tout ¢t € [0,T],
A < u™ < Bp.p.. Lasuite(u™), e est donc bornée dans L>(Q2x]0, T']).

On prend maintenant v = u(™ dans (5.26Cas multidimensionnelequation.5.26). Par des calculs vu au chapitre
4Problemes paraboliqueschapter.4, on a :

1 1 (7 .
§(\|u<n>(T)||2L2(Q)—||u0|\2L2(Q))+E/O /Q|vu< P dedi =0

On en déduit que

1 (T 1
f/ / U™ dz dt < 2ol < +00 (5.27)
n 0 O 2

ce qui donne une estimation L2(2x 10, T'[)4 sur (ﬁVU("))nem. Cette estimation ne donne rien pour la compa-
cité, mais elle est utile pour passer a la limite (quand n — +00).

Gréce a la premiére estimation (I’estimation de u,, dans L (£2x]0, T'[)), apres extraction d’une sous suite, on peut
supposer que u(™ — u x-faiblement dans L>°(Q x]0, T[).

Si f(u) = u, on montre assez facilement que u est solution faible de (5.23Cas multidimensionnelequation.5.23)
(that is to say solution de 5.24Kruskov,1955equation.5.24 avec seulement n(s) = s mais avec tout ¢ dans
C(Q x [0,T[,IR) et avec = au lieu de >). Puis on peut montrer (un peu moins facilement) que u est solution de
(5.24Kruskov,1955equation.5.24) et cela termine la partie “existence” du théoreme 5.17Kruskov,1955theorem.5.17.
Si la fonction f” est non constante, la situation est beaucoup plus difficile, méme pour montrer seulement que u est
solution faible de (5.23Cas multidimensionnelequation.5.23), car la convergence de u(™ vers u n’est que faible et
donc on ne sait pas si f(u(™) tend vers f(u) (et, plus généralement, on ne sait pas si n(u(™) tend vers n(u) et
#(u™) tend vers ¢(u)). Pour résoudre cette difficulté, deux méthodes ont été développées.
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Une premiére méthode, due a Kruskov, suppose, dans un premier temps, que la donnée initiale ug appartient a

I’espace BV (€2). Par définition,
wlvie = sup{ | wodivg de o € O (RYRY), (o < 1)

On démontre alors que la suite (u(™),cy est bornée dans BV (Q x [0,T]). L’idée, pour montrer cette borne
sur u(™ est de dériver la premiére équation de (5.23Cas multidimensionnelequation.5.23) par rapport a z; et de
multiplier par sign(9;u). Grice 2 cette estimation sur u(™), on peut appliquer ensuite le théoréme de Helly donné
ci apres.

Théoréme 5.18 (Helly) Soit d > 1 et (uy,)new une suite bornée dans L' (Q) et bornée dans BV (Q) oit Q est un
compact de R alors (uy, e est relativement compact dans L' (Q).

On applique donc le théoreme de Helly avec Q@ = Q x [0,7] (et d = N + 1). Puisque u(™ — wu dans
L*(Q), a une sous suite prés, on a u(™ — u dans LP(Q) pour tout p < +oo et on peut aussi supposer (tou-
jours apres extraction éventuelle d’une sous suite) que u(”) — w p.p.. On peut alors montrer que v est solution
de (5.24Kruskov,1955equation.5.24) ( ce qu’on fera a I’étape 3 plus loin), ce qui donne I’existence d’une so-

lution a (5.24Kruskov,1955equation.5.24) si ug € BV (). Si ug n’est que dans L>(2) (et c’est probablment
ici I’apport majeur de Kruskov), on peut approcher uq par une suite d’éléments de L>°(2) N BV (2) et mon-
trer que la suite des solutions entropiques associées converge (en un sens convenable, apres extraction d’une
sous suite) vers une solution entropique associée a ug. On peut également montrer 1’unicité de la solution de
(5.24Kruskov,1955equation.5.24) (étape 4 ci apres). L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle ne semble
pas marcher pour montrer la convergence des schémas numériques car méme si la condition initiale est supposée
étre dans BV (), la solution approchée obtenue par un schéma numérique n’est pas bornée dans BV (Q2 x [0, T)
indépendamment des parametres de discrétisation (sauf dans le cas des maillages cartésiens).

C’est pour cela qu’on peut lui préférer la deuxieme méthode, qui ne passe pas par I’estimation BV. On prend
uniquement ug dans L (£2), et on ne cherche pas & montrer directement une compacité forte de la suite (™ dans
L*(Qx]0, T[). Grace a I’estimation de (™) dans L (€2x]0, T'[), on montre que (aprés extraction d’une sous suite)
u(™) — {, en un sens convenable, ol % dépend d’une variable supplémentaire. (Il s’agit donc d’un théoréme de
compacité un peu inhabituel donnant une convergence que nous appelons “convergence non linéaire faible-x").
Puis, on montre que @ est une solution du probléme en un sens plus général que (5.24Kruskov,1955equation.5.24),
que nous appelons “sens processus”. Cette preuve est tres voisine de celle de 1’étape 3 ci apres. On démontre ensuite
I’unicité de la solution au sens processus et que la solution processus est solution entropique (that is to say solution
de (5.24Kruskov,1955equation.5.24)). Cette preuve d unicité est trés voisine de celle donnée dans 1’étape 4 ci apres.
Ceci termine la démonstration de I’existence d’une solution a (5.24Kruskov,1955equation.5.24) (directement avec
ug dans L>°(€)). (L'unicité est toujours donnée par I’étape 4.) Un sous produit de cette démonstration est la
convergence (forte) de u(™) vers u dans tout les espaces LP(22x]0,T[), p < -+o0, y compris si f est linéaire
(ou est linéaire sur des intervalles de IR). L’idée essentielle a donc été de remplacer le théoreme de compacité
(forte) de Helly par un théoréme de compacité plus faible combiné avec un résulat d’unicité de la solution “au sens
processus” de (5.23Cas multidimensionnelequation.5.23).

Etape 3. On reprend ici la méthode 1, et on va effectuer le passage a la limite, quand n — +00, en supposant que
up € BV et donc que u(™ — w p.p. (pour une sous suite). On admet donc la partie “estimation BV de (™.

1. Montrons que w est solution faible. Soit ¢ € C'2°(2 x [0, +00[), on a

T T
//(u(”)got+bf(u("))-Vgo) dz dt—i—/uo(;v)go(x,O) dx—i// Vul™ - Ve dzdt =0
0JQ Q n JoJa
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On remarque tout d’abord que le dernier terme du membre de gauche tend vers 0, grice a I’estimation
(5.27Cas multidimensionnelequation.5.27) et a I’inégalité de Cauchy-Schwarz, en effet

1 /T 1,1
\g /O/Q Vul™ . Vepdadt| < %H% IVu™ ||| L2xjo.mp |l Vo] |22 @x)0.7p)

et ||ﬁ|vu(”)|”L2(SZX]O’T[) < (1/v2)]|uol| () par (5.27Cas multidimensionnelequation.5.27) et donc

% I [ Vul™ . Ve — 0 lorsque n — 0. Les autres termes convergent par convergence dominée, et donc
en passant a la limite, on obtient

T
// (uwpr +bf(u) - Vo) de dt + / uo(x)e(x,0) de = 0. (5.28)
0JQ Q
2. Montrons que u est solution entropique. Comme (™) est solution faible de
, 1
uf + div(bf (u™)) — ~Au) = 0, (529

on peut montrer (on I’admettra) que u(™) € C?(2x]0, T[) (c’est ce que I’on appelle I’effet régularisant pour
une équation parabolique). La fonction u(™ est donc solution classique de (5.29Cas multidimensionnelequation.5.29).
On peut alors mutiplier cette équation par n’(u(™) avec n € C?(IR, IR) convexe. On obtient, sur 2x]0, T7,

(™)) + b (Y (") - Tt =~ () A =
On en déduit :
(nu™)); +b-V(®(u™) - %div(n’(u(”))Vu(”)) + %n"(u("))|Vu(")|2 =0.
Mais 17 (u(™)|Vu(™ |2 > 0, on a donc
(™)) + b+ F(@(u™) ~ ~div( (@) V™)) < 0.
En multipliant cette équation par ¢, avec ¢ € C° (€ x [0, T[,IR ), on obtient, toujours sur £2x]0, T'[,
p(n(u™)) + b T (@ (™) — ~gdiv(y (u™)Vu™) < 0

On inteégre sur [e, T[x 2 avec € > 0 et, apres intégration par parties, on obtient :

T T
1
~ [ [ [ aa @t do- [ Go): Vs @) v 9g) dodt <o
eJQ Q eJQ
Mais on a, quand £ — 0, u(™ (&) — u(™ (0) = ug dans L?(Q2) et n(u™ (¢)) — n(up) dans L?(2) et donc
T T 1
~ [ [ aw™ne - [ atwoete0)de = [ [ (pet)- Tot @) Tu) 9y dede <o
0Jo Q )

Lorsque n — oo, on a n(u™) — n(u) et ®(u™) — ®(u) dans L?(Qx]0,T[) et, avec C,, a5 =
max{[n/(s)|, A < s < B},
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1 [T . . 11 .
|E/O/Q77'(U( ))VU( )'Vsﬁ dadt| < C. ,A,B%H%W“( )|HL?(Qx]o,T[)|||V90H|L2(Qx]o,T[) —0

lorsque n — +00.
On obtient ainsi, finalement,

T
/ / (n(w)gr + b- B(u) Ve da di + / n(uo)p(,0) dzr > 0
0JQ Q

pour tout ¢ € C°( x [0,T[,IR+), ce qui termine la preuve de I’existence.

Etape 4. Unicité

Soit » une solution de (5.24Kruskov,1955equation.5.24). On montre tout d’abord que I’on peut prendre ¢ €
C®(RY x [0,T[,IR, ) dans (5.24Kruskov,1955equation.5.24). C’est ici que I’hypothese b = 0 sur le bord de £
est utile.

On constuit une suite (¢, )ncn appartenant a C2°(Q) et telle que ¢, = 1 sur K,, = {z € Q;d(z,0Q) > 1},0 <
on < let |[Vo,| < Cqn, ot Cq ne dépend que € (la régularité lipschitzienne de ) est importante ici). Soit ¢ €
C>(RY x[0,T[,IR,), On prend alors ¢(z, t)p,, () comme fonction test dans (5.24Kruskov,1955equation.5.24),
on obtient

/ / (pun(w)pr + on®(u)b - Vo) da dt + / (0 (2)) (@) p(, 0) e + / / b®(u)p - Vg, da dt > 0,
0JQ Q 0JQ

Les premiers termes convergent par convergence dominée. Appelons R,, le dernier terme. On va montrer sa conver-
gence assez facilement grace au fait qu’on a suppose b nul sur le bord.

T T
R, = // b®(u)p - Vo, dz dt = / / bd(u)p - Vo,
0Ja o Jon

ou C,, = Q\ K,.Onadonc

[Bn| < Tbl| L= () Cu gl pll oo Com mes(Cha),

ou Cy,¢ = max{[¢(s)|, s € [=7,7]}, avec v = [u| L= x]o,r)- Comme b = 0 sur 9 x [0, T] (et b continue),
ona||b||z(c,) — 0quand n — ooc. Enfin, la suite (n mes(C),))ne est bornée. On a donc lim,, 4 oo Ry, = O et
on obtient donc

T
// n(u)pr + b®(u) - Vo do dt —|—/ n(uo)p(z,0) dz >0 Ve € C(RYN x [0,T[,R),
0/a Q

pour tout n € C%(IR, IR), 1) convexe.

Par un procédé de régularisation, il est alors assez facile de montrer que I’hypothese de régularité sur 7 (that is to
say 7 de classe C2) peut étre remplacée par 1’hypothése plus faible “7 localement lipschitzienne”, ce qui a 1’intérét
de pouvoir utiliser les entropies de Kruskov.

On peut maintenant montrer 1’unicité de la solution de (5.24Kruskov,1955equation.5.24). Soient u et v deux so-
lutions de (5.24Kruskov,1955equation.5.24). On va utiliser (5.24Kruskov,1955equation.5.24) en prenant pour 7
une entropie de Kruskov et des fonctions ¢ € CSO(IRN x [0,T[,IR1) (on vient de montrer que cela est pos-
sible). On reprend ici une idée de Kruskov, dite de dédoublement de variables. Elle consiste tout d’abord a choi-
sir, dans (5.24Kruskov,1955equation.5.24), k = v(y, s) et a prendre ¢(x,t) = ¥(t)pn(z — y)p,(t — s) avec
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P € C2([0,T[,IR 1), pu(z) = n p(nx) et p,(t) = np(nt), o p et p sont des noyaux régularisants, et 2 intégrer
par rapport 2 et s. La fonction p est a valeurs positives, est de classe C> sur IR, a son support dans la boule de
rayon 1 et son intégrale sur IR vaut 1. De méme, la fonction j est a valeurs positives, est de classe C°° sur IR, a
son support dans la boule de rayon 1 et son intégrale sur IR vaut 1. De plus, on choisit p de maniere a ce que son
support soit dans IR _. Avec ce choix de fonction test (et n assez grand pour que la fonction test soit admissible
dans (5.24Kruskov,1955equation.5.24)) écrit avec des éléments de p € Cg° (RN x [0, T[,IR), on obtient :

A +Agp + Az + Ay >0, (5.30)
avec

T T
App = / /Q / /Q fu(z, £) — v(y, )|/ (D)pn (& — 9)pu(t — s)dzdidyds,
T T
A27n:/0 /Q/o /Q\u(x,t)fv(y,s)\@/}(t)pn(zfy)pn(tfs)dasdtdyds,
T T
Ay = / /Q / /Q (Flu(, £)) — Foys s))(sign(u(e, £) — v(y, s))(O)b - Vpn(e — y)pn(t — s)dedtdyds,

T
App = / /Q /Q o () — v(y, ) (0)pul — )P (—s)ddyds.

On passe maintenant a limite quand n — +oo dans (5.30Cas multidimensionnelequation.5.30). Il n’est pas difficile
de montrer que

n—-+oo

T
lim A, = / / lu(z,t) — v(z,t)) | (t)dxdt.

o Ja
On montre ensuite que As , + A3 , < 0. Pour cela, on considere la formulation entropique pour v, écrite avec y et

s comme variables. On choisit 1’entropie de Kruskov associée a k = u(z,t) et o(y, s) = ¥(t)pn(z — y)p,, (t — ).
Enfin, on integre par rapport a x € Q ett € IR. On obtient

T T
[ [ 10t = e 010 a 0~ )ayasasa
0 QJo Q
T T
7/0 /Q/o /Q(f(v(y, s)) — flu(x,t))(sign(v(y, s) — u(x,t))w(t)b - Vo, (x — y)pn(t — s)dydsdzdt > 0.

Ce qui donne Aj ,, + A3 5, < 0. On notera que le terme associé a la condition initiale est nul car g, (t) = 0sit > 0.

11 suffit maintenant de montrer que lim,,_,  » A4, = 0 pour conclure en passant a limite dans (5.30Cas multidimensionnelequation.S
que

T
/ iz, £) — v(z, ) (£)dadt > 0. (5.31)
0 Q

Pour montrer que lim, 4 A4, = 0, on reprend la formulation entropique pour v écrite avec y et s comme
variables. On choisit I’entropie de Kruskov associée a k = ug(z) et p(y, s) = ¥(0)pn(z —y) [ P, (—7)dT (avec
n assez grand pour cette fonction test ¢ soit admissible). Enfin, on inteégre par rapport a z € 2. On obtient

T o0
. /0 /Q/Q(f(v(y’ 8)) = f(uo(x))(sign(v(y, s) — uo(x))i(0)b- Von(z —y)( / pn(—T)dr)dydsdz
+ /Q/Q luo(y) — wo ()| (0)pn(z — y)dzdy > 0.
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On a donc
0 S A4,n S A5,n + AG,nv

avec

/ / / — [ (uo(x))(sign(v(y, s) —uo(x))w(())thn(w—y)(/:o pn(—=T)dT)dydsdz,

Agp = /Q /Q o) — uo(@)[(0)pu(x — y)dady.

I n’est pas difficile de montrer que lim,,_, oo A5 5, = lim;,, s 4 o0 A6,» = 0. On en déduit que lim,,_, 4 o A4, =0
et, finalement, on obtient (5.31Cas multidimensionnelequation.5.31).

On peut maintenant conclure. Soit 0 < £ < T'. On peut choisir ¢p € C°([0,T[,IR+) t.q. ¥’ < 0sur]0,T — ¢].
L’inégalité (5.31Cas multidimensionnelequation.5.31) donne alors © = v p.p. sur 2x]0,7 — £[. Comme ¢ est
arbitrairement petit, on en conclut que u = v p.p. sur 2x]0, T'[, ce qui termine la preuve de I’unicité. |

Remarque 5.19 (Pour le cas ou (2 est non borné) Dans la partie “unicité” (Etape 4) de la démonstration précé-
dente, il aurait été possible de prendre un fonction v dépendant aussi de z. On aurait alors obtenu

T T
// |u — vy do dt + // b(f(u) — f(v)sign(u — v) - Vopdadt > 0 Vep € C(RYN x [0, T[,IR4). (5.32)
0/o 0/a

Ceci est intéressant pour montrer alors 1’unicité dans le cas ou I’ouvert €2 est non borné (par exemple, ) = RY)

en profitant de la propriété de “propagation a vitesse finie” pour les problémes hyperboliques. Plus précisément,

on prend dans (5.32Pour le cas ol € est non bornéequation.5.32) ¥(x, t) = 7(t)pa(|z| + wt), avec w = L¢||b|| .

ol Ly est un majorant de | f’| sur Iintervalle [—,~] avec v = max{||ul|oc, [|v]|oc}, 7(t) = (1/T)(T —t)" et

©q € C(]0,00[,IR+), ¢q = 1sur[0,a] pour a > 0 donné et ¢, décroissante (on peut remarquer qu’un argument
simple de régularisation autorise de prendre une telle fonction 1) dans (5.32Pour le cas ou {2 est non bornéequation.5.32)).
On obtient alors

1 (T T
- —// |lu — v|pq(|z| + wt) dz dt+/ / lu — v|r(t) (|z] + wt)w da dt
T JoJmn 0o JRN

T
= [0 b F@)sientu = 0@ el + ot Zdadt > 0
o I o

Mais,
L b0 = stz o)) el +ot) / [ TBIL o= o0l + wt)da
< — / / lu — v|r(t)¢), (Jx] + wt)wdzdt,

car w = L||b||. On a donc
1 T
——/ / lu — v|@q(|z] + wt)dzdt > 0.
T 0 RN

On en déduit, avec B, ; = {x t.q. |z|+ wt < a} que fOT(fB , lu—wvldz)dt = 0. On fait tendre maintenant a vers

~+00. On obtient, par convergence monotone, fOT Jo lu— v|dzdt = 0 et donc u = v p.p. sur 2x]0, T'[.
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Remarque 5.20 (hypotheses sur b)

1. On a besoin d’une régularité C! de b pour obtenir I’estimation BV sur les solutions approchées. Si on n’uti-
lise pas I’estimation BV, on a de toutes fagons besoin de la régularité C' de b pour I’unicité. Actuellement,
le probléme b ¢ C* est un probléme ouvert.

N

2. On a supposé divb = 0. On pourrait remplacer cette hypothese par divb € L a condition de supposer que
f soit lipschitzienne. On a aussi supposé que b = 0 sur 02 (pour ne pas traiter le cas, difficile, des conditions
aux limites) mais on pourrait remplacer cette condition par b - n = 0 sans grande difficulté supplémentaire.
Le probléme des conditions aux limites interviendrait si b - n # 0.

5.3 Exercices

Exercice 5.1 (Construction d’une solution faible) Solution 5.1Construction d’une solution faiblecor.5.1 page
223Construction d’une solution faiblecor.5.1

On considere dans cet exercice 1’équation de Burgers avec une condition initiale :

us + (u?)y = 0dans R x RY,
{ u(+,0) = up dans R. (5-33)
Construire une solution faible de (5.33Exercicesequation.5.33) pour u( définie par :
1 siz <0,
up(z) =<¢ 1—z si0<z<l,
0 siz > 1.
Exercice 5.2 (Non unicité des solutions faibles)
On considere I’équation
ur+ (), =0
w(0, ) = u, six <0 (5.34)
’ ug six >0

avec ug < Ugq.

u(t,x) =uy, six <ot
u(t,z) =uq six>ot
Vérifier que u n’est pas solution entropique de (5.34Exercicesequation.5.34).

1. Montrer qu’il existe o € IR tel que si

2. Montrer que u définie par :
u(t,x) =uy siz < 2ugt
u(t,z) = 57 si2ugt <o < 2ugt (5.35)
u(t,z) =uqg sz > 2ugt

alors w est solution faible entropique de (5.34Exercicesequation.5.34).

Exercice 5.3 (Construction d’une solution entropique)

On considere dans cet exercice 1’équation de Burgers avec une condition initiale :

{ Ut+(U2)m :OdanS]R X]R/j»a (5 36)

u(+,0) = up dans R.

Construire une solution entropique de (5.36Exercicesequation.5.36) pour wug définie par :
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0 sixz <0,
up(z)=<¢ 1—2z si0<z<l,
1 siz > 1.

Exercice 5.4 (Probléeme de Riemann (1))
Soit f la fonction de IR dans IR définie par f(s) = s®. Soit u, et u, des réels. Calculer la solution entropique du
probleme de Riemann (5.14Le cas unidimensionnelequation.5.14) avec données u4 et uy en fonction de ug et ug.
Exercice 5.5 (Probléeme de Riemann (2))
1. Déterminer la solution entropique de (5.14Le cas unidimensionnelequation.5.14) dans le cas ou f est stric-
tement concave.
2. On se place dans le cas ol f est convexe puis concave : plus précisément, on considere f € C2(IR, IR ) avec
M f(0) =0, f/(0)=f(1)=0
(i) Ja €]0, 1], tel que f est strictement convexe sur]0, a[, f est strictement concave sur |a, 1].
On supposera de plus ug = 1, ug = 0.

(a) Soit b I'unique élément b €]a, 1] tel que @ = f'(b) ; montrer que u définie par :

u(t,z) =1 siz <0
ult,z)=¢ siz=f'(t, b<&<1
u(t,z) =0 siz> f'(b)t

est la solution faible entropique de (5.14Le cas unidimensionnelequation.5.14) (sous les hypotheses
précédentes).
(b) Construire la solution entropique du probléme de Riemann dans le cas f(u) = # etug, uq €
[0, 1]. [Compliqué. On distinguera plusieurs cas. )
Exercice 5.6 (Solution entropique (1))

Construire la solution entropique du probleme

ug + (u?), =0

0 siz<O0
u(z,0) =up(z) =< = siz€l0,1]
0 si>1

Vérifier que pour tout ¢ > 0 on a bien [, u(z,t)dx = [ uo(z)dz.

Exercice 5.7 (Solution entropique (2))

Construire la solution entropique du probléme

up+ (u?)y =0

1 siz<—1,

0 si—1<x<0,
u(z,0) = uo(z) = 2 si0<ax<l1

0 siz>1.
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Exercice 5.8 (Solution non entropique)

On s’intéresse a 1’équation de Burgers.

u(t, ) + (u?).(t,z) =0, t e Ry, = € R, (5.37)
u(0,z) =0, = € R. (5.38)

1. (Question de cours. .. ) Donner le sens de “u solution faible de (5.37Exercicesequation.5.37)-(5.38Exercicesequation.5.37)”
et “u solution entropique de (5.37Exercicesequation.5.37)-(5.38Exercicesequation.5.37)”.

On définit v de IR+ x IR dans IR par :

u(t,z) =0, t e Ry, z € R, x < -1, (5.39)
u(t,x):%, teRY, z€R, —Vi<az< i, (5.40)
u(t,z) =0, te Ry, z € R, x> V1. (5.41)

2. Montrer que u € L}, (R4 x R) etu? € L}, .(IR4+ x IR). (On rappelle qu’une fonction v de R x IR dans
IR appartienta L}, (R4 xR) sivlg € L' (IR xR) pour tout K C IRy x R = [0, 0o[xIR, K compact.)

3. (Solution faible ?7) Montrer que u vérifie :

/ (ult, 2)pu(t, ) +12(E 2)pn (b, 2))dadt = 0, Vo € CLRy x R,R).  (5.42)
]R+><IR

La fonction u est-elle solution faible de (5.37Exercicesequation.5.37)-(5.38Exercicesequation.5.37) ?

4. (Solution entropique ?) Soit 7 une fonction convexe de IR dans IR, de classe C''. On définit ¢ de IR dans IR
par: ¢(s) = [7 o M'(&)f(§)dE, pour tout s € TR. Montrer que u vérifie :

/ () (£, 2)ou (8, 2) + D) (t, 2)pa(t, 2))dadt > 0, ¥ € CHIRY x R,Ry).  (5.43)
Ry xR

[On pourra commencer par étudier, grace a la convexité de 7, le signe de ¢(s) — sn(s).]

La fonction u est-elle solution entropique de (5.37Exercicesequation.5.37)-(5.38Exercicesequation.5.37) ?
N.B. : Dans tout 'exercice, bien distinguer IR” et IR (en particulier distinguer C} (R’ x R, R) et C} (R x
IR, R). Bien justifier dans les 3eme et 4¢me questions que les quantités sous le signe [ sont intégrables. La 4éme
question montre que 7(u)¢ + ¢(u), < 0 au sens des dérivées par transposition dans IR’ x IR.

Exercice 5.9 (Flux strictement convexe et entropie) Soit f € C'(IR,IR) et ug € L>°(IR). On s’intéresse ici a
la solution entropique du probléme suivant :

{ ut(—&—o()f(:)u( ) , (z,t) e R xRy, (5.44)

Soito € R, Dy = {(z,t) € R x R ;z < ot} et Dy = {(z,t) € R x IR} ;2 > ot}. On suppose que u|p, €
CY(D;,IR) (i = 1,2) et que u est solution faible de (5.44Flux strictement convexe et entropieequation.5.44). En
particulier, on a donc (voir la proposition 5.7Le cas unidimensionneltheorem.5.7)

olul(ot,t) = [f(u)](ot,t) pour toutt € R ;. (5.45)
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1. Montrer que u est solution entropique de (5.44Flux strictement convexe et entropieequation.5.44) si et seulement

si
on(u)](at,t) > [¢(u)](ct,t) pour tout t € R4, (5.46)
pour toute fonction n € C1(IR, IR ) convexe et ¢ € C(IR,R) telle que ¢' = f'n'.

2. Si f est strictement convexe et u est solution entropique de (5.44Flux strictement convexe et entropieequation.5.44),
montrer que u_(ot,t) > u, (ot,t) pour tout ¢ € IR™. [On pourra choisir = f dans (5.46Flux strictement
convexe et entropieequation.5.46).]

On rappelle que u (ot,t) = limy o u(x,t), u_(ot,t) = limgyqe u(z, t), [u](ot,t) = uy(ot, t) —u_(ot,t) et

lg(w)l(at,t) = g(us(ot, 1)) — g(u—(ot, ) pour g = f, nou ¢.

Exercice 5.10 (Effet “Landau’) Solution 5.2Effet “Landau’cor.5.2 page 223Effet “Landau”cor.5.2

Soit f une fonction borélienne bornée et périodique de IR dans IR (pour simplifier, on peut supposer que f est
continue périodique de IR dans IR). On s’intéresse dans cet exercice a la limite quand ¢ — +oo de la solution
(faible) du probleme suivant :

ou ou *
E(m,y,t)—&—y%(x,y,t) =0, z,y e R, t € R, (5.47)

u(xvyvo) = f(‘r)v z,y € R.

1. Donner explicitement en fonction de f 1’unique solution faible de (5.47Exercicesequation.5.47).

Dans la suite, on note u cette solution faible.

On remarquera que u est continue de IR ; dans L? (]R2) pour tout p < o0.

loc

On note aussi m la moyenne de f sur une période. Enfin, pour tout y € IR et r > 0, on pose

T2

y—r

y+r
F(y,r) ! / f(z)dz.

2. (Question liminaire) Montrer que lim,_, o F'(y,7) = m, uniformément par rapport a y € IR.
3. Soit a,b € IR et 6 > 0. Montrer que

b+5  pa+ts
lim / u(z,y, t)drdy = 46*m.
a—9

t—=+4o00 Jy_s
[On pourra remarquer que fbbj; flx —yt)dy = 20F(x — bt, 0t).]
4. Montrer que (., .,t) — m *-faiblement dans L>(IR?), quand ¢t — +oo.

0
5. Montrer que le résultat de la question 4 reste vrai si on remplace dans (5.47Exercicesequation.5.47) ya—u par
x

0
a(y)a—z ota € CYIR,IR) et a’(y) # O pour tout y € IR. (Plus généralement, ce résultat reste vrai sous

I’hypothese plus faible que ’ensemble des points ou a’ s’annule est de mesure nulle.)

Exercice 5.11 (Principe du maximum et positivité)

Soit v une fonction lipschitzienne et de classe C! de IR dans IR. Soit vy € C,(IR,IR). On s’intéresse aux deux

problémes suivants :
ou ou

—(z,1) +U[“)x

T (z,t)=0, z € R, t € RY,

u(z,0) = uo(z), z € R.

(5.48)
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ou ovu

e - — *
5 (x,t) + o (x,t) =0, z e R, t e RY,

u(z,0) = up(x), z € RR.

(5.49)

1. Soit A, B € R t.q. A < up(z) < Bpourtoutz € R. Soit u la solution (continue) de (5.48Exercicesequation.5.48),
montrer que A < u(z,t) < Bpourtoutz € IR ett € IR,. Montrer (en donnant un exemple) que cette propriété
peut étre fausse si u est solution de (5.49Exercicesequation.5.49).

2. On suppose que ug(x) > 0 pour tout z € IR. Soit u la solution (continue) de (5.49Exercicesequation.5.49),
montrer que u(z,¢) > O pourtoutz € Rett € R.

5.4 Corrigés d’exercices

Corrigé 5.1 (Construction d’une solution faible)

On considere dans cet exercice 1’équation de Burgers avec une condition initiale :

{ ug + (u?); = 0dans R x RY, (5.50)

u(+,0) = ug dans R.
Construire une solution faible de (5.50Corrigés d’exercicesequation.5.50) pour ug définie par :

1 six <0,
u(x)=¢ 1—a si0<z<l,
0 siz > 1.

Corrigé — Pour 0 < t < 1/2, la solution est continue et on peut la trouver en construisant les courbes caractéristiques.
Puis, en t = 1/2, certaines courbes caractéristiques se rencontrent (au point © = 1), une disontinuité apparaiit et se
propage a une vitesse conforme a la relation de Rankine Hugoniot. Ceci nous permet de construire la solution.

On pose :

Dy ={(z,t),0<t< i z<2}Uu{(z,t),t > L, z<t+ 3}
Dy ={(z,t),0<t< 3,2t <z <1}

D3 ={(z,t),0<t< i, 1<a}U{(zt),t>%t+3 <z}

on prend u(x,t) = 1si (x,t) € D1, u(z,t) = 0si (x,t) € D3 et u(x,t) = 1=% si (x,t) € Da. La fonction u est bien

solution faible de (5.50Corrigés d’exercicesequation.5.50).

Corrigé 5.2 (Effet “Landau”)

Soit f une fonction borélienne bornée et périodique de IR dans IR (pour simplifier, on peut supposer que f est
continue périodique de IR dans IR). On s’intéresse dans cet exercice a la limite quand ¢ — +oo de la solution
(faible) du probleme suivant :

ou ou N
5@yt +ya-(2,9,1) =0, 2,y € R, t € RY, (5.51)
u(z,y,0) = f(z), z,y € R.

1. Donner explicitement en fonction de f I’'unique solution faible de (5.51Corrigés d’exercicesequation.5.51).
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u oyu
(z,y,t)+

Corrigé — La premiere équation de (5.51Corrigés d’exercicesequation.5.51) peut s’écrire — o ay (z,y,t) =

0. La notion de solution faible pour cette équation est donc parfaitement définie.

Etape 1, construction d’une solution
Le probleme (5.51Corrigés d’exercicesequation.5.51) correspond a une équation de transport dans la direction x, la
vitesse du transport dépendant de la variable y (que ’on peut voir ici comme un parametre). Le début du chapitre
5Problémes hyperboliqueschapter.5 nous suggere alors la forme de la solution faible. Pour (z,y,t) € R x R x R,
on pose

u(xvyﬂf) = f(.T - yt)'
La fonction w ainsi définie appartient bien a L*° (IR x IR x IR ). On montre maintenant que w est solution faible de
(5.51Corrigés d’exercicesequation.5.51).
Soitp € C(R?* x Ry, R ). On va montrer que

/ / / z,y, 1) (e (x,y,t) + you (2, y,t)) de dy dt = / f(x)p(z,y,0) dz dy. (5.52)
Ry

Ceci montrera bien que u est solution faible de (5.51Corrigés d’exercicesequation.5.51). On considére de terme de
gauche de (5.52Corrigés d’exercicesequation.5.52) en remplagant u(z,y, t) par f(x—yt) et on utilise dans lintégrale
par rapport a x le changement de variable x — yt = z (pour y et t fixés, on profite aussi ici du théoréeme de Fubini).
On obtient

/na /IR /IR fl@—yt) (e, y,t) + ypa(z,y,t)) de dy dt
:/ //f(z)(%’t(z-i-yt,%t)—&-ycpz(z—&—ymy,t))dzdydt_
R /R JR

(Noter que @, désigne toujours la dérivée de @ par rapport a sa premiere variable et o, désigne toujours la dérivée
de @ par rapport a sa troisiéme variable.)

Pour z,y € Rett € Ry, onpose Y(z,y,t) = p(z+yt,y,t), de sorte que i (2,y,t) = ypo(z+yt,y,t) +pe(z +
yt,y,t). On obtient ainsi

/IR //fx—yt (e (z,y,t) + ypu(z,y,t)) doe dy dt = /]R //f Vi (2, y, t) dz dy dt.
" +

On peut maintenant intégrer le terme de droite d’abord par rapport a t (grace au théoreme de Fubini), on obtient

[ ] ] r@-ueent) eyt dedydt =~ [ [ 5000 dza.
R, JRJR RJR

Ce qui donne

/]R /R/Rf(m—yt)(sot(a:,y,t)+ysoz(x,y,t))da:dydt:—/]R/]Rf(z)go(z,y,o)dzdy.

On a bien montré (5.52Corrigés d’exercicesequation.5.52). La fonction u est donc bien une solution faible de (5.51Cor-
rigés d’exercicesequation.5.51).

Unicité de la solution faible de (5.51Corrigés d’exercicesequation.5.51)
Grdce a la linéarité de la premiere équation de (5.51Corrigés d’exercicesequation.5.51), il suffit de montrer que si u
est solution de (5.52Corrigés d’exercicesequation.5.52) (pour tout ¢ € CH(IR? x R4,IR)) avec f = 0 p.p., alors
u = 0 p.p.. On suppose donc que u appartient a L™ (]R2 x R 4) et vérifie

/ / / w(z,y, ) (e (z,y,t) + ypo(z, y, b)) de dy dt = 0 pour tout ¢ € CL(R* x R, IR). (5.53)
R,y R

On va montrer que v = 0 p.p..

Soitvp € CH(IR? x R.,IR). Pour z,y € R et t € R, on pose
+oo
oz, y,t) = — Y(z —y(t —s),y,s)ds.
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On a aussi p € CE(IR? x R4, IR) et on remarque que pour tout x,y € IR et toutt > 0 on a
00

Pu(sst) + ype (o0, ) = U@y O +y [ alo =yl 5),0,) ds

Jt

+oo
—y [ bale = (e 5),9) ds
t

et donc
oi(x, Yy, t) + ypa(z,y,t) = P(z,y,t).

En prenant cette fonction @ dans (5.53Corrigés d’exercicesequation.5.53) on obtient
/ / / u(z,y, t)(z,y,t) de dy dt = 0 pour tout ¥ € Ccl,(]R2 x R4, R).
R, JRJR

On en déduit que v = 0 p.p..
N.B. La méthode que nous venons d’utiliser est une méthode classique pour obtenir ['unicité d’un probleme par la
résolution du probléme adjoint (qui est ici p; + yp. = Y avec p = 0 comme donnée “finale”.)

Dans la suite, on note u cette solution faible.
On remarquera que u est continue de IR ;- dans L ZOC(JRQ) pour tout p < oo.

On note aussi m la moyenne de f sur une période. Enfin, pour tout y € IR et r > 0, on pose

y+r
Fly,r) = & / f(2)d=.

2r r

2. (Question liminaire) Montrer que lim,_, 4 o, F'(y,7) = m, uniformément par rapport a y € IR.

Corrigé — SoitT > 0tq. f(z+T) = f(2) pour tout z € R (la fonction f est donc de période T).
Soity € Retr >T. llexistep, g€ Z t.q. (p— 1T <y—r <pT <qT <y+r<(qg+1)T. Onaalors

2rF(y,r) = AJ f(z)dz + /pT f(z)dz + /qT f(z)dz = /yir f(z)dz+ (¢ — p)mT + /erT f(z)dz.

JqrT

y+r

Ceci donne

2r 2r
Comme 0 < 2r — (q — p)T < 2T et que, avec M = max{|f(z )\ z € R},

)/Upi f(2)dz| < /UPT’ |f(2)]dz < MT, )/qj_ﬂf(z)dz

|F(y,r) —m| < (Im|+M)T

F(yw):er((q—ip)T 1)m+— - f(z der—/

y+r
< [ 1@l < v,
q

T
on a donc

r
ce qui prouve bien que lim,_, 4 o F (y, ) = m, uniformément par rapport a y € IR.

3. Soita,b € IR et § > 0. Montrer que

b+6
lim / u(z,y, t)dedy = 46%*m

t——+oo

[On pourra remarquer que fbb_Jr; flx —yt)dy = 20F(x — bt, 0t).]
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Corrigé — Soit x € IR et t > 0. En utilisant le changement de variable z = x — yt, that is to say y = (x — z)/t, on

obtient s st

P udy = [ L9 g o — b st

x —yt)dy = 4z = (z ,0t).
b—¢ z—bt—6t

Soit maintenant t > 0. On sait que u(z,y,t) = f(x — yt), on a donc

b+6 a-+d b+6
/ / (z,y,t)dzdy = / / (z — yt)dzdy.
b a— b a—

Avec le théoréme de Fubini, on a donc

b+o  pats a+s b5 a+s
/ / (z,y,t)dzdy = / (/ flz— yt)dy) dr = 26 F(x — bt,dt)dx.
a—§ b—4 a—§

La deuxieme question donne lim;_, oo F(x — bt, 0t) = m, uniformément par rapport a x, on a donc bien

bts
lim / (z,y,t)dzdy = 46 m.

t——+oo b—s

4. Montrer que u(., .,t) — m *-faiblement dans L>(IR?), quand t — 4oo0.

Corrigé —  On remarque d’abord que (avec M = max{|f(z)], z € R})

[lu(s -, )| Loo (r2y < M pour tout t > 0.
On pose

= {1}a—s,a+5[x]b—0s,d+5[» @b € R, § > 0}.

La question précédente montre que pour tout ¢ € C on a

lim/ / u(x,y,t)ap(x,y)dmdy:m/ / p(x,y)drdy. (5.54)
t=oo Jr JR JRJR

On note maintenant E [’espace vectoriel engendré par C. Par linéarité de l'intégrale, on a alors (5.54Corrigés
d’exercicesequation.5.54) pour tout ¢ € E.

L’espace vectoriel E est dense dans L* (]R,Q) (pour la mesure de Lebesgue). Pour montrer ceci, il suffit, par exemple,
d’utiliser la densité de C.(IR*,IR) dans L* (IR?) puis de remarquer que tout élément de C.(IR?,TR) peut étre appro-
ché d’aussi prés que I’on veut pour la norme de L*(IR?) par un élément de E. On en déduit bien que E est dense
dans L' (IR?). Grace a cette densité et a la borne L™ (IR?) sur u(-,-,t), on conclut facilement que (5.54Corrigés
d’exercicesequation.5.54) est vrai pour tout u € L*(IR?). Ceci donne bien que u(.,.,t) — m *-faiblement dans
L*(R?), quand t — +oo.

0
5. Montrer que le résultat de la question 4 reste vrai si on remplace dans (5.47Exercicesequation.5.47) ya—u par
x

0
a(y)a—z ot a € CYIR,IR) et a’(y) # 0 pour tout y € IR. (Plus généralement, ce résultat reste vrai sous

I’hypothese plus faible que I’ensemble des points ou a’ s’annule est de mesure nulle.)
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