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Introduction

This course gives some tools for the study of partial differential equations. These tools are used to obtain existence
results (and also often uniqueness results) for some examples of linear or nonlinear PDEs of various nature (elliptic,
parabolic or hyperbolic).



Chapitre 1

Sobolev spaces

Sobolev ! spaces are functional spaces, that is spaces containing functions, and these functions are such that their
powers and the powers of their derivatives (in the sense of transposition, or in a weak sense which we shall give
later) are Lebesgue-integrable. Similarly to the Lebesgue spaces, these spaces are Banach spaces 2. The fact that
the Sobolev spaces are complete is very important to prove the existence of solutions to some partial differential
equations.

1.1 Weak derivatives

The notion of weak derivative is already in a famous article by Jean Leray  published in 1934, on the Navier-
Stokes equations ; in this article, it is named “quasi-derivative” ([7] page 205). This notion is crucial for the study
of the existence of solutions to many partial differential equations.

Throughout the sequel, € is an open subset of RN, N > 1, and C2°(€2) denotes the set of functions of class C*°
and with compact support on §2, that is :

C(Q) ={ue C™®(Q);3IK C Q, K compact ;u = 0 sur K}.

Moreover, the open subset {2 will always equipped with the Borel o-algebra, denoted by B(f2), and with the
Lebesgue measure, denoted by A if N = 1 and Ay si N > 1. Integration will always be with respect to the
Lebesgue measure, unless otherwise mentioned.

The following lemma is absolutely fundamental, because it allows to merge the (class of ) function(s) f € Li. (€2)
with the linear mapping T : C2°(Q) — IR defined by ¢ € C2°(Q) — Ty(¢) = [, f(z)p(z) dz.

Recall that f € L{ () means that for any compact subset K of €, the restriction f|x of f to K belongs to
LY(K).

Lemme 1.1 (Almost everywhere equality in L') Let ) be an open subset of RY, N > 1, and let fand g €
L (Q). Then :

loc

Yo e @), [ fahel) o = [ g)eta) da] = 17 =g ael.

1. Serguei Lvovitch Sobolev, 1908-1989) is a Russian mathematician and physicist.
2. A Banach space is a is a complete normed vector space.
3. Jean Leray, 1906 -1998, is a French mathematician who worked on partial differential equations and on algebraic topology.



1.1. WEAK DERIVATIVES CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

Proof : The proof of this lemma uses the regularization of an integrable function by the convolution with a
sequence of mollifiers : see [3, Problem 8.7 page 480]. (]

Let D(2) denote the space C2°(€2) and D*(€2) denote the set of linear forms on D(€2), which is called the algebraic
dual space of D(Q) (to distinguish it from the continuous dual space of D(2), which is denoted D’(2), and which
is the set of all continuous linear forms on D(€2), once a topology is defined on this space, which will be unuseful
for this course). Let T' € D*(Q2) and ¢ € D(), then the real number T'(¢p) is called the action of T on ¢ and is
denoted by (T, ¢) p+(q),c () Of (T, 9)p+(Q),D(0)-

Lemma 1.1Almost everywhere equality in L'theorem.1.1 allows the definition the derivative by transposition of a
L} function in the following way :

Définition 1.2 (Derivate by transposition) Let 2 be an open subset of R, N > 1, and let f € L} ().

loc

o Let () be an open subset oflRN, N >1,andlet f € L}, (). The derivate by transposition of f with respect

loc

to its i-eth variable is the linear form D; f on C°(QY), defined by :

(D f, <)0>D*(Q),C§0(Q) = —/Qf dip dx

where 0;p is the classical partial derivative of ¢ with respect to its i-th variable. Therefore D; f belongs to
D*(R). Note that if f € CY(SY), then D, f is nothing but 0; f, merging 0; f and Ty, ¢ (which is the element
of D*(R2) induced by 0; f). It is therefore a generalisation of the notion of derivative.

If the linear form D;f can be merged with a locally integrable function in the sense of Lemma 1.1Almost
everywhere equality in L'theorem.1.1, then f is said to admit a weak derivative.

o Let T € D*(Q); then its derivative by transposition D;T is defined by :
(DiT, p)p(),c @) = —(T,0ip)pr(9),0= (@), Vo € CZ ().

The notion of derivative in the sense of distribution is somewhat more tricky to define since it requires the definition
of a topology on C'2°(£2). We shall not need it in the framework of this course.
Let us give an example of derivate by transposition. The Heaviside * function is defined by

lifz >0
H(z) = = 1.1
() {Oﬁx<0, (1)

is locally integrable. Thus it admits a derivate by transposition. To find this derivative D H, one note that for any
p € C°(IR), the following equality holds :

+oo
—/IRH(m)go (x) dac:—/o ¢'(z) dz = ¢(0),

and therefore D H is the linear form which maps any function ¢ to its value at 0 ; this linear form is also called the *
Dirac measure at 0” : DH = §;. But this derivative is not a weak derivative, because §g may not be associated with
an Lj,. function : there does not exist any function g € L{, (IR ) such that 5o (¢) = [}; g dz forany p € C°(IR)
(see exercise 1.1Example if derivativeexo.1.1).

Definition 1.2Derivate by transpositiontheorem. 1.2 allows to define the derivate by transposition of an L{. . function
(or of an element of D*(£2)) of higher order. By identifying an L{ . function with the element of D*((2) that it re-
presents, one may also define the notion of weak derivative of higher order. More precisely, for « = (ay,...ay) €
INV, etu € Ll (IRY), the weak derivative DS ... DSNu € LL (IRN), if it exists, is defined by :

D ... D () o) da = (—1)e / (@) 98N () dir, Vg € C(RY),
RN RN

4. Oliver Heaviside (1850 - 1925) physicien britannique autodidacte.
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1.2. DEFINITION AND PROPERTIES CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

where |a| = aq +... +an et 0] ¢ is the (classical) partial derivative of order cv; with respect to the i-th variable.

Remarque 1.3 (Convergence in D*) Let ) be an open subset of RY (N > 1), (Th)new a sequence of elements
of D*(Q) and T' € D*(2). Then T, is said to converge to T in D*(2) as n — 400, if

(T, &) (), () = (T, d)p+(0),c () forany ¢ € C°(Q). (1.2)

It is therefore a pointwise convergence in the set of mappings from C°(2) to IR.

When looking at distributions, a topological structure must be added to the space CS°(€2) (which will not be
described in this course, because it is not needed) and instead of working with D*(£2), one works with the smaller
space of linear continuous mappings from C2°(€2) to IR, which is denoted by D’(§2). However, the notion of
convergence remains the same in the space D’() : it is still given by (1.2Convergence in D*equation.1.2).

1.2 Definition and properties

Définition 1.4 (Sobolev spaces ) Let ) be an open subset of R, N > 1.
1. The space H'(Q)) is defined by :

HY(Q)={uec L*(Q) tq Diuc L*(Q), Vi=1,...,N}.
In this definition, when writing D;u € L?(Q), we mean in fact
3g € L*(Q); (Dif, @)D (),00(2) = —/QQSD dz, Vo € C(Q).
2. The space H™ () : For m € IN, we define :
H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q) Vo € NV;|a| < m}.
3. The space W™P(Q) is definedfor 1 < p < oo and m € IN, by
W™P(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), Ya € NV ; |af < m.}
4. Note that for m = 0, the space WP () is the Lebesgue space LP ().

Let (- | -)z2 denote the inner product in L?(), that is :

(u|v)pe = / uv dz,
Q

and |.|| e the norm in LP(£2)., that is :
Jullr = ([ Jul” dz).
Q

Proposition 1.5 (Vector space structure) When equipped with the following inner product,

(wv)n = 3 (D | D)y,

la|<m

the spaces H™ () are Hilbert spaces. Note that W™?2(Q) = H™ ().

EDP, Télé-enseignement, M2 6



1.2. DEFINITION AND PROPERTIES CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

A natural norm on WP () is defined by :

1lp
< > IIDauII’Ep) if1 < p < 4o0;

0<al<
[ullwm.» = s (1.3)
max ||[D%u| oo, if p = +o0.
0<|al<m
Equipped with this norm, WP (Q) is a Banach space. One may show that the following norm :
S ID%ullpe, 1< p< +oo;
0<al<m
[ellm.p = (1.4)
" > ID%ul[ze, p=+oo.
0<lalsm

is equivalent to the norm defined by (1.3Vector space structureequation.1.3) : this follows from the equivalence
between the norms on R? where ¢ = card({a. € INY |a| < m}). The two norms are denoted indifferently by
Illm,p oF || |lwm.». The main interest of the norm (1.3 Vector space structureequation.1.3) is that in the case p = 2,
it gives H™ a Hilbertian structure, and this is not the case with the norm (1.4Vector space structureequation.1.4).

Remarque 1.6 (Sobolev spaces and continuity) In one space dimension (N = 1), witha,b € R, a < b, 1 <
p < +oo0, any element of WP (]a, b[) (which is a class of functions) can be seen as a continuous function, in the
sense that there exists a continuous representative of the class (this continuous representative is unique, see Exercise
1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3). This follows from the fact that any (class of) function(s) of W1 (]a, b[) can
be written as the integral of its derivative.

u € WP (Ja, b)) <= {3& € C([a,b]) and v € LP(]a,b]);u = @ a.e. and 4(z) = u(a) + /m v(s) ds} .

If the space dimension is greater than 1, then this is no longer true. In particular H'(Q2) ¢ C(f2), as shown by
the following example : let Q = {z = (z1,22)" € R?, |2;] < %, = 1,2}, and u the function defined from
to IR by par u(x) = (—In(|z|))?, with v €]0,1/2[. Then u € H'(Q) whereas u & L°°(£2) (see Problem 1.5Non
généralisation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3ex0.1.5), and so, in particular, v & C (ﬁ)

Proposition 1.7 (Separability) Let ) be an open subset of RY(N>1),meNandl < p < +00; the space
W™P(Q) is a separable space (that is to say a normed vector space which contains a dense countable subset).

The proof of this proposition is the object of Problem 1.9Séparabilité de LPexo.1.9, where it is also shown by a
counter example that the result is not true for p = +o0.

The notion of separability is important because it allows to get as close as need of an vector of the space with
an element of a countable family ; in the case of a Hilbert space, separability is equivalent to the ’existence of a
Hilbert basis (see e.g. [3, Proposition 6.62]) .

Let us now recall the important notion of reflexive space.

Définition 1.8 (Reflexive space) Let F be a real normed vector space. Let E' be its topological dual, that is to
say the set of continuous linear forms continues from E to R equipped with its natural norm (E' is a Banach
space). For all z € FE, let us define the mapping J,, from E' to R by J.(T) = T(z) for any T € E'. Then

[ Jo(T) = [T(2)] < 1Tl & ||| 2

EDP, Télé-enseignement, M2 7



1.3. FUNCTIONAL ANALYSIS CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

and therefore J, is a continuous linear form over E', which is denoted by J, € E" where E" est le bidual space
of E, that is to say the topological dual space of E'. Thanks to the Hahn-Banach theorem which is recalled in the
next section, it can be shown that : || J;|| g = ||z| &

The mapping J, defined from E to E"” by J(x) = J, for any x € E, is therefore a linear isometry from E to its
image Tm(J), and of course, we have Im(J) C E".

The space E is said to be reflexive if Im(J) = E”, which amounts to saying that J is surjective.

Note that a reflexive space E is complete, since the dual space of any normed vector space is complete.

Proposition 1.9 (Reflexivity) Ler Q be an open subset of R, N > 1, and m € N. For any p €]1,+oc], the
space W™ P(Q) is a reflexive space.

The proof of this result is the object of Problem 1.10Réflexivité de LP si 1 < p < ocexo.1.10.

1.3 Functional Analysis tools

Let us start with a fundamental theorem :

Théoreme 1.10 (Hahn Banach) Ler E be a vector space over IR, and p a convex function defined from E to R.
Let F be a sub-space of E, and T a linear form on F which satisfies T (x) < p(x) for any x € F. Then there exists
a linear form from E to IR, equal to T on F, which prolonges T to the whole space E and which still satisfies the
condition : T(x) < p(x) for any x € E.

The following corollary is essential :

Corollaire 1.11 Let E be a normed space, F' un sub-space of E and Ta continuous linear form over F. One may
then prolonge T into a continuous mapping defined over E, with same norm as T

A well-known characterization of finite dimensional spaces is given in the following theorem :

Théoreme 1.12 (Finite dimensional spaces) A Banach space E is finite dimensional if and only if its closed unit
ball is compact.

The notions de weak and weak-x convergence will be fundamental in the sequel of this course.

Définition 1.13 (Weak and weak-x convergence) Let E be a Banach space.

1. Weak convergence Let (uy)nen C E and u € E. We say that u,, — u weakly in E as n — oo if
T(up) = T(u) forany T € E'.

2. Weak-* convergence Let (T),)nen C E' andw € E'. We say that T,, — T in E' weakly-* if T,,(z) — T (x)
forany x € E.

Théoreme 1.14 (Weak-x compactness of the bounded subsets of the dual of a separable space)

Let E be a separable Banach space, and let (T),)n,cin be a bounded sequence of E' (that is to say there exists
C € R such that (| T, ||gr < C for any n € IN). Then there exists a subsequence, still denoted by (T},)ncN, and
T € E' such that T,, — T in B’ weak-x.

An important application of this theorem is the following : let {2 be an open subset of R" and (tn)nen a boun-
ded sequence of L>°(f2), then there exists a subsequence, still denoted by (u,)new and u € L>°(Q2) such that
fQ Upp do — fQ ugp da for any ¢ € L*(Q). This is a consequence of the existence of a natural isometry between
L (£2) and the dual space of L'() and of the separability of L!(12).

EDP, Télé-enseignement, M2 8



1.4. DENSITY THEOREMS CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

Théoreme 1.15 (Weak compactness of the bounded subsets of of a reflexive space) Let F be a reflexive Ba-
nach space, and let (up)necN be a bounded sequence of E (that is to say such that there exists C € R such
that (||un||g < C for any n € IN). Then there exists a subsequence, still denoted by (uy,)nenN, et u € E such that
U, — u weakly in E.

Note that a Hilbert is always a reflexive Banach space.

1.4 Density theorems

Définition 1.16 (Lipschitz boundary) A bounded open subset Q de R” has a Lipschitz boundary if there exists
afamily (Q, Q1 ..., Q) of open subsets of R™ and an associated family of mappings (¢o, ¢1, . . . , ¢ )such that :

1. Qc Ul Qet Q C

2. ¢o:Q0 — Biy = {z € RN such that ||z|| < 1} is bijective et ¢ et ¢y are Lipschitz-continuous,

3. Foranyi > 1,¢9; : Q; — DBy n is bijective, ¢; and gﬁ:l are Lipschitz-continuous, and ¢;(Q; N Q) =
Bin ﬂIR_I?_[ et $;( NINQ) = By .y N{(0,y),y € RN} (with ]Ri\_[ = {(z,y) € RV;z ¢ R,z >
Oety c RV}

Remarque 1.17 (Ouvert  frontiére fortement lipschitzienne) Un ouvert borné  de IR est dit 2 frontiére for-
tement lipschitzienne si le bord de 2 est localement le graphe d’une fonction lipschitzienne et que € est (locale-
ment) d’un seul c6té de ce graphe. Un ouvert (borné) a frontiere fortement lipschitzienne est un ouvert a frontiere
lipschitzienne mais la réciproque est fausse comme le montre 1’exercice 1.13Exemple d’ouvert lipschitzien non
fortement lipschitzienexo.1.13.

Théoreme 1.18 Soit Q2 est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < 400 alors :
1. Sip < 400, l'ensemble C>°(Q) des restrictions a Q des fonctions C>° (RN ) est dense dans W' (Q).
2. 1l existe une application linéaire continue P : W'P(Q) — WP(RY) telle que

Yu € WHP(Q), P(u) = u p.p. dans Q.

Des résultats analogues sont vrais avec WP (Q) (m > 1) au lieu de W1 () mais demandent plus de régularité
sur €2 (voir [1]). La démonstration se fait par troncature et régularisation. Un cas particulier fait I’objet de 1’exercice
1.18Prolongement H2exo.1.18.

On peut montrer aussi que C2°(IR™) est dense dans WP(IRY)si N > 1,m € Net1 < p < 400. Mais, ceci

est faux si on remplace IR par  avec Q2 ouvert borné et m > 0. Par exemple, si {2 est un ouvert borné, I’espace
C2°(£2) n’est pas dense dans H'(£2). Son adhérence est un sous espace strict de H'(€2), qu’on note H2 ().

Définition 1.19 (Espace H} (2)) Soit Q un ouvert de R™, N > 1.
—___HYO
1. On appelle Hi(Y) I'adhérence de C2°(2) dans H' (Q2), ce qu’on note aussi : H} (Q) = C° (Q)H “@
2. Pourm > 0etl < p < +oo, on définit le sous espace W"""'(Q) de WP (Q) comme I’adhérence de
C(Q) dans W™P(Q) :
7Wmvp Q
Wi =cE@ .

Comme cela a été dit précédemment, si @ = RY on a H}(Q) = H'(Q) alors que Iinclusion est stricte si € est
un ouvert borné.

EDP, Télé-enseignement, M2 9



1.5. THEOREMES DE TRACE CHAPITRE 1. SOBOLEV SPACES

Remarque 1.20 (Espace C*(Q)) Soit Q un ouvert de R™, N > 1, et k € IN* U {+00}. Soit ¢ une fonction de
Q dans IR. On dit que ¢ € C*(Q) si il existe une fonction v de ]RN dans IR, de classe C* telle que 1) = ¢ dans
Q. Si Q est borné, il est bien siir possible de demander que la fonction v soit a support compact dans IR, comme
cela a été fait dans le théoreme 1.18Density theoremstheorem.1.18. 1l est intéressant de noter qu’il est possible de
prendre la méme définition pour k£ = 0. En effet, si ¢ est continue de Q dans IR, il existe alors 1) continue de RrY
dans IR telle que 1) = ¢ dans Q, voir I’exercice 1.14Prolongement d’une fonction continueexo.1.14.

1.5 Théoremes de trace

Théoréme 1.21 (Trace) Soir @ = RY = {(z,y) € RY;2 € R,z > Oery € RY"'}. Pour tout p tel
que 1 < p < +oo, il existe une unique application linéaire continue y de W?(Q) dans LP (IR ~1) telle que
yu = u(0,-) p.p sur RN (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle) si u € C°(IR _IX)

Remarque 1.22 (Lien avec la trace classique.) On suppose que 2 = IRf . Alors :

1. Siu € HY(Q)NC(Q), on aalors yu = u p.p sur I (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimension-
nelle).

2. Kery = Wy P(RY).

Voir a ce propos I’exercice 1.17Noyau de 1’opérateur “trace”’exo.1.17.

Théoreme 1.23 Soit ) un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < +o00. Alors, il existe une unique
application vy (linéaire continue) définie de WP (Q) dans LP(0R) et tel que

yu = u p.p. sur O siu € WHP(Q) N C(Q).

Ici encore, p.p. est a prendre au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 0f).
De plus Ker v = Wy P (Q).

Remarquons que sip > N, on peut montrer (voir théoréme 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28) que Whr(Q) C
C(2) et yu est alors la valeur de w au bord au sens classique.

Le théoreme suivant généralise la propriété d’intégration par parties des fonctions régulieres.

Théoreme 1.24 (Intégration par parties)
o SiQ=RY(={z=(z1,...,2n)" € RY;21 > 0}), alors

Sl2<z<N/uDvdx— /Duvdx Y(u,v) € (H'(Q))?,
Sii=1 /Qu Dyvdx = / Dyuvdx + /69 yu(y) yo(y) dy(y), Y(u,v) € (H'(Q))?,
o si () est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne, alors, pour touti = 1,..., N,
/Qu Dyvdx =— /Q Diuvdz + /89 yu(y) yo(y)ni(y) dy(y), Y(u,v) € (H(Q))?,

oul yu désigne la trace de u sur la frontiére 0S) et dy(y) désigne I’intégration par rapport a la mesure adéquate
sur OSY (that is to say la mesure de Hausdorff sur O qu’on peut voir comme une mesure de Lebesque (N — 1)
dimensionnelle), et n = (nq, ... ,nN)t est la normale a OX) extérieure a Q.

EDP, Télé-enseignement, M2 10
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1.6 Théoremes de compacité

Les théoremes suivants sont une conséquence du théoreme de Kolmogorov (voir [4, Théoréme 8.5]).

Théoreme 1.25 (Rellich) Soir Q2 un ouvert borné de RY (N > 1)etl < p < 4oo. Toute partie bornée de
WyP(Q) est relativement compacte dans LP(SY). Ceci revient a dire que de toute suite bornée de Wy™* (), on
peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

Le théoreme précédent reste vrai avec W1(Q) a condition de supposer la frontiere lipschitzienne.

Théoreme 1.26 Soir Q un ouvert borné de YN (N > 1), a frontiére lipschitzienne, et 1 < p < +oo. Toute
partie bornée de W' (Q) est relativement compacte dans LP()). Ceci revient a dire que de toute suite bornée de
WLP(Q), on peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

Nous aurons aussi besoin d’une version du théoreme 1.25Rellichtheorem.1.25 dans les espaces duaux de L? et
Wol’p. Comme, pour p < +00, le dual de LP est identifié a I’espace L? avec ¢ = p/(p — 1), et que le dual de Wol’p
est noté W14, on obtient le théoréme 1.27Théoremes de compacitétheorem.1.27.

Théoreéme 1.27 Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < q < +oc. Toute partie bornée de L() est
relativement compacte dans W =14((Q).

En particulier, pour q = 2, L’espace W ~12(Q) est aussi noté H=*(2). Toute partie bornée de L?*()) est donc
relativement compacte dans H~1((2).

1.7 Sobolev embeddings

The following theorem states the Sobolev embeddings ; these embeddings that a function which is such that a
power of itself and its derivative are integrable (that is to say u € WP) is in fact in a “better” espace (in terms of
integration or regularity). There are three different cases, whether the power is lower than, equal to, or larger than
the space dimension N.

Théoreme 1.28 (Sobolev embeddings) Let € be an open subset of RY, N > 1, which is either bounded with
Lipschitz boundary, or equal to R .

1. If1 < p < N, then W"P(Q) C LP"(Q), with p* = NN—f;j, and the embedding is continuous, that is to

say there exists C € IR (only depending on p, N and ) such that
Yu € WHP(Q), |ull e < Cllullwr, which is denoted by W P () < LP" (Q);

in particular we have
WhHQ) < L¥1(Q).
For N =1, the case p = N is allowed. We thus have
Whi(Q) — L>®(Q)if N = 1.

2. Ifp> N, then
Whe(Q) c O (Q)

where , for o > 0, C%(Q) is the set of a-Holder functions, defined by
() = {u € C(AR) |3k € R; |u(z) — u(y)| < kl|lz —y||*, V(z,y) € 2%} (1.5)

The proof of this result is the object of Problem 1.15Inégalités de Sobolev pour p > Nexo.1.15.
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3. In the case where Q) is a bounded domain with Lipschitz boudnary, W (Q) — L4(X2) for any q such that
1 < q < 400 (and the case q¢ = oo is authorized ifi N = 1). This result is wrong in the case = RY,
see Problem 1.5Non généralisation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en ldexo.1.3exo.1.5 for a counter-
example.

If Q is an open bounded subset with no regularity assumption on the boundary, the three preceding assertions are
still valid for the space W, ¥ () instead of WP () ;.

Remarque 1.29 Let Q be an open bounded subset of IR™. A simple consequence of the Sobolev injection theorem

(theorem 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28) and of the Rellich compactness theorem (theorem 1.25Rellichtheorem.1.25)
is that the mapping u — wu is compact from W, *(£2) into L4(Q) if 1 < p < N and ¢ < p* = ﬁ—fp.

If p > N, asimple consequence of the Sobolev injection theorem (theorem 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28)

and of the (classical) Ascoli theorem is that the mapping u — u is compact from W **(€2) to C(€2).
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1.8 Exercices

Exercice 1.1 (Example if derivative) Solution I.1Exemple de dérivéecor.1.1
LetN > 1,Q = {z = (21,...,an)' € R, |zy) < 1,i=1,...,N}andu : R — R defined by u(z) = 1
ifreQ andu(zx) =0 ifz ¢ Q.

1. Fori = {1,...,N} ety € C>(R"), show that S u(m)%(m)dw only depends on the values taken by ¢
on 0€2.

Indication —  Start with the case N = 1 and use an integration by parts.

2. Show that u ¢ WHH(RY).

Indication—  For N = 1, the question amounts to showing that the Dirac measure cannot be associated to an L*
Sfunction. To show this fact, one may use the fokkowing integration result : if g € L* (IR), et si (An)nen is a sequence
of measurable sets, the measure of which tends to 0 as n — +00, then f A g(z)dr — 0asn — +oo.

v aAn

Exercice 1.2 ( A function with null derivative is constant) Solution 1.2Une fonction de dérivée nulle est constantecor.1.2
Letu € L}, .(]0,1[) such that Du = 0. Show that

loc

Ja € R;u=aae..
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Indication —  On pourra considérer d’abord le cas v € L*(]0, 1[) et procéder; par exemple, par densité. La Jfonction
w peut étre approchée par convolution par des noyaux régularisants pp, qu’on piena’ a support dans | — ;, 7[ En
prolongeant w par 0 en dehors de [0, 1], on pose w, = u* pn. On a alors v, = ux p,,. Montrer alors que u,,(z) = — <

Du, pn(z — ) > pour tout x €)% 1 — L[ et en conclure que u;, (x) = 0 pour tout v €], 1 — L.
Terminer le raisonnement en Lmlmam le fait que u,,,,l] L1 tend vers u dans L.

Dans le cas u € L;,lm:(](), 1[) considérer u. = ulj. 1_.) et refaire le raisonnement précédent de maniére habile. . .
Le raisonnement donné ici se généralise au cas multidimensionnel (voir l’exercice 1.4Généralisation de ’exercice 1.2A

function with null derivative is constantexo.l.2exo.1.4 et son corrigé). Une autre méthode, plus spécifiquement liée au cas
unidimensionnel, est donnée dans le corrigé 1.2Une fonction de dérivée nulle est constantecor.1.2.

Exercice 1.3 (Espace de Sobolev en 1d) Solution 1.3Espace de Sobolev en ldcor.1.3
Soit 1 < p < ccetu € WHP(]0, 1]).
1. Soit u € WHP(]0, 1[).
(a) Montrer qu’il existe C € R t.q. u(z) = C + fo Du(t)dt, pour presque tout x €]0, 1[. En déduire que

u € C([0,1],IR) (au sens qu’il existe v € C([0,1],IR) t.q. u = v p.p. sur |0, 1, en identifiant u et v, on peut
donc dire que WP(]0, 1[)  C([0, 1], IR).

Indication —  Introduire la fonction F(z fo Du(t) dt (qui est dans L?), calculer sa dérivée faible et montrer
qu’elle est égale a Du. Pour cela, appllquer Fubini en mrmdmsant la fonction caratéristique 1(o ) et en notant que
pour x,t € [0,1], 10,4 (t) = 1p,17().

Montrer alors que F est continue et conclure grdce a l’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.1.2.

(b) Montrer que ||u||oo < Hu||W1 p(]o 10)-

Indication —  Ecrire u(x) = u(s) + f Du(t) dt, et intégrer par rapport a s.

(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — (1/p).

Indication —  Majorer u(z) — u(y) par 'inégalité de Holder.

2. Soitu € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe w € LP(]0, 1[) t.q. u(x) (0)+ J; w(t)dt, pour tout z €]0, 1.
Montrer que u € W1P(]0,1]) et Du = w

Indication — Encore Fubini. . .

Exercice 1.4 (Généralisation de I’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.1.2) Solution 1.4Gé-
néralisation de I’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.l.2cor. 1.4
Soient N > 1, B={z ¢ RY, |z| < 1} etu € L}, (B).

1. On suppose que D;u = 0 pour tout ¢ € {1,..., N}. Montrer qu’il existe a € IR t.q. v = a p.p.. (u est donc la
fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :

Soit e €]0,1/2[ et (pn)nen~ une suite de noyaux régularisants, that is to say :

pECOO(IRN]R),/ pdx =1, p>0, p(x) =0si|z| > 1, (16)
et, pourn € IN*, z € R™, p,(z) = n" p(nz).
On pose u.(x) = usi |z| < 1 — € et u. = 0 sinon. Puis, on pose u. ,, = ue * .

Montrer que ue , € CZ° (RN, IR) et que, si 1/n < &, U, est constante sur la boule de centre O et de rayon
1 — 2¢. Puis, conclure....]
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2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1, ..., N}. Montrer que u € C*(B,IR) (au sens
“il existe v € C1(B,IR) t.q. u = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre I’indication de la 1ére question et
raisonner ainsi : Montrer que pour tout z,y € IR" ona

e (y) — ton(2) = / Viten(ty + (1— t)z) - (y — z)dt,

et que pour z dans la boule de centre O et rayon 1 — 2eeti € {1,...,N}ona

(OUe,n/0x;)(2) = /BDz‘U(f)Pn(Z —Z)dz.

En déduire que pour presque tout x,y € B, on a, avec Du = {Dyu, ..., Dyu}?,

u(y) —u(z) = /0 Du(ty + (1 — t)x) - (y — x)dt.

Montrer alors que u est continue et que la formule précédente est vraie pour tout z,y € B. Conclure enfin que
u e CY(B,R).]

3. On reprend ici la 1ere question en remplacant B par un ouvert quelconque de IR”. Montrer que u est constante
sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, u constante signifie qu’il existe a € R t.q. u = a

p-p.)

Exercice 1.5 (Non généralisation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3) Solution 1.5Non générali-
sation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3cor.1.5

Soit Q = {z = (z1,22)" € R?, |z;| < 1,i=1,2},v€]0,1/2[ et u: Q — R définie par u(z) = (— In(|z[))".
Montrer que v € H'(Q). En déduire que H'(Q) ¢ C(Q).

Indication — Montrer que la dérivée par transposition de w est une dérivée faible et que cette dérivée faible est égale
(presque partout) a sa dérivée classique .

Exercice 1.6 (Laplacien d’un élément de H{ () Solution 1.6Laplacien d’un élément de H}(Q)cor.1.6
Soit  un ouvert borné de RY (N > 1) etu € HA ().

1. Montrer que, pour tout ¢ € C2°(2), on a

<AU,S0>D*(Q)7CCOO(Q) = /u(x)Agp(x)dx = - /Q Vu(zx) - Vo(x)de.

2. On rappelle que Hg () est un s.e.v. fermé de H'(£2). Muni de la norme de H'(2), 'espace H} () est donc
un espace de Hilbert. On note H~1(12) le dual (topologique) de H} (€2). Déduire de la question précédente que
Au € H~1(Q) (that is to say que I’élément de D*(£2), noté Au, se prolonge de maniére unique en un élément
de H=1(Q), encore notée Au) et que

AUl -1y < [[1Vull[22(0)-

NB. En fait, on montrera au chapitre 2 que sur H}(2) la norme H'(2) est équivalente a la norme notée || - || HY(Q)
définie par [|ul| g1 (q) = || [Vul [|L2(q). Avec ce choix de norme sur H{(£2) on obtient [|Au|| g-1(q) = lwll z2 (-

Exercice 1.7 (Petits piéges...) Pour 2 € IR?\ {0}, on pose G(z) = In(|z|).
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1. Montrer que G € C*°(IR?\ {0}) et AG = 0 (au sens classique) dans IR? \ {0}. En déduire que AG = 0 dans
D*(R?) \ {0}. Que vaut AG dans D*(IR?)?
2. Montrer que G € L? (IR?) pour tout p < 400 et VG € LY. (R?) pour p < 2.

loc loc

3. On prend dans cette question 2 =]0, 1[2. Montrer que
ue L*(Q), Aue H Q) % u e H(Q).
Montrer que
ve (H1(Q))?, div(v) = 0 dans D*(Q) et rot(v) = 0 dans D*(2) % v € (L?(Q))?.

4. (Singularité éliminable) Soit € un ouvert de IR? contenant 0. On suppose ici que u € H' () et que Au = 0
dans D*(Q2 \ {0}). Montrer que Au = 0 dans D*(£2). [On pourra utiliser astucieusement la fonction G...].

Exercice 1.8 (Trois applications de Hahn-Banach) Soit £ un espace de Banach réel.
1. Soitx € E, x # 0. Montrer qu’il existe T € E' t.q. T(z) = ||z||g et |T|| g = 1.

Indication —  Définir T sur la droite engendrée par x et prolonger I" par Hahn Banach.

2. Soient F un s.e.vde E et z € E. Montrer que © ¢ F si et seulement si il existe T € E’ t.q. T(x) # 0 et
T(y) =0 pourtouty € F.

Indication —  Sens = : Sens facile.

Sens < : construire I’application linéaire T sur Rx @ F par T'(z) = 1 et T'(y) = 0 pour tout y € F ; montrer que
T est continue et conclure par Hahn Banach. La continuité de T est le point le plus technique : on peut par exemple
remarquer que six ¢ F, alors il existe € > 0 tel que B(0,e) N F = (), et montrer ensuite que T(z) < ||z pour tout
z € G=1Rx @ F, ce qui montre la continuité d T sur G.

3. Pour x € E, on définit J,, de E’ dans IR par J,(T') = T'(x) pour tout I" € E’. Montrer que J,, € E” pour tout
x € E et que I'application J : x — J, est une isométrie de F sur J(E) C E”. (Définition : On dit que E est
réflexif si J(E) = E”)

Indication —  La linéarité et la continuité de J sont faciles. 1l reste a montrer le caractére isométrique. Soit x € F. Il
est facile de voir que

J(x)| < ||z|| . Pour montrer I’égalité, considérer I'application T' de la premiére question.

Exercice 1.9 (Séparabilité de L”) On désigne par L” I’espace LT; (IR, B(IR), A).

1. Soit 1 < p < co. Montrer que LP est séparable.
Indication —  On pourra onstruire une famille dénombrable dense de C.(IR)) en considérant pour n. € IN, I’ensemble
A, des fonctions qui sont nulles sur [—n,n|° et qui sont constantes par morceaux et a valeur rationnelles sur tous les

intervalles de la forme [, 1 [ i € Z .. Vérifier que les ensembles A,, sont dénombrables, et montrer ensuite que
A = Upew Ay est dense dans LP.

n’ n

2. Montrer que L>°(IR) n’est pas séparable.

Indication —  Soit B I’ensemble des fonctions constantes sur les intervalles [i,1+ 1], ¢ € ZZ et qui ne prenent que les
valeurs 0 ou 1. Vérifier que B est une partie non dénombrable de L™ et que si A est une partie dense de L°°(IR) il
existe une injection de A dans B.
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Exercice 1.10 (Réflexivité de 1.7 si 1 < p < 00)

Soient (X, T, m) un espace mesuré o-fini et 1 < p < oo, montrer que LP(X,T,m) est un espace de Banach
réflexif.

Exercice 1.11 (Séparabilité et réflexivité d’un s.e.v. fermé)
Soient E un espace de Banach (réel) et F' un s.e.v. fermé de E. Montrer que :

1. E séparable = F' séparable.
2. E réflexif = F réflexif.

Exercice 1.12 (Fonctions lipschitziennes) Soient €2 un ouvert de RY etw:Q — IR une fonction lipschitzienne.
Montrer que D;u € L () pour tout i € {1,...,N}.

N.B. : Réciproquement, si u € L}, () et D;u € L>(£2) pour tout i € {1,..., N}, alors u est lipschitzienne (au
sens : il existe v :  — IR lipschitzienne t.q. u = v p.p.).

Exercice 1.13 (Exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien)

On appelle “ouvert lipschitzien” un ouvert a forntiere lipschitzienne (définition 1.16Lipschitz boundarytheorem.1.16)
et “ouvert fortement lipschitzien” un ouvert a frontiere fortement lipschitzienne (remarque 1.170Ouvert a fronticre
fortement lipschitziennetheorem.1.17).

L’idée (due, semble-t-il & Zerner) est de prendre pour ouvert une route allant vers le point (0, 0) avec une infinité
de virages, sans changer le rayon de courbure des virages (ce qui donne que 1’ouvert est lipschitzien) mais (bien
slir) dont la largeur tend vers 0 quand on se rapproche de (0,0). A cause des virages, 1’ouvert ne vérifie pas la
propriété du segment et donc n’est pas fortement lipschitzien.

Soit @ une fonction continue de [0, 1] dans IR, nulle en 0 et 1. On suppose que

@(Z) > 1. (1.7

La fonction ¢ peut étre, par exemple, une fonction “chapeau” ou une fonction de classe C*>° a support compact
dans ]0, 1].

Construction de ¢
On pose a,, = 1/2™ pour n € IN et et on définit  de [0, 1] dans IR en posant

) six €lan, an—1]etn > 1.
La fonction ¢ est donc lipschitzienne de [0, 1] dans IR, (en ajoutant ©(0) = 0). On remarque aussi que ¢(a,,) = 0.
On pose Q = {(z,y) € R*; 2 €]0,1], p(z) —2 < y < p(z)}.

L’ouvert 2 n’est pas fortement lipschizien

Un ouvert fortement ipschitzien vérifie la propriété du segment, that is to say que pour tout z € 0f), il existe
deR? d+#0ett € RY tq. {z+sd, s €)0,t]} C Q.

1. Montrer que cette propriété n’est pas vérifiée pour €2 et z = 0.
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FIGURE 1.1 — L’ouvert )
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Corrigé — Soit d = (d1,d2) € R? d # 0 ett € RY. On va montrer que le segment {sd, s €]0,t]} rencontre le
complémentaire de ). On pose S = {sd, s €]0,t]}. Comme Q C IR* X IR, on a, bien siir, S C Q°sidi < 0. On
suppose donc di > 0 et (comme t est arbitraire) il suffit de considérer le cas di = 1.

Sids > 0,0naand € Spourntq. an, <tetand & Qcarands > ¢(an) = 0. Donc, S rencontre Q°.

Sidy <0, 0na (an,+ %)d € S pourn tq. an + % < t. Mais, en utilisant (1.7Exemple d’ouvert lipschitzien non

Sfortement lipschitzienequation.1.7), on a

an 1 an

7) — (lnfl\',?(z) 2 An—1 2 an + 7

On a donc o(an + %) — (an + %) > 0 et, comme (an + % )da < 0, ceci montre que (an + %+)d € Q0. On a ainsi
montré que S rencontre )°.

e(an +

Finalement, on a bien montré que ) n’est pas fortement lipschitzien.

L’ouvert (2 est faiblement lipschizien

Onpose T = {(z,y), « €]0, 1], —x < y < x}. On définit une bijection 1) de €2 dans le triangle T en posant

Pz, y) = (2,2 +2(y — ¢(2)))-
2. Montrer que 1) est lipschitzienne ainsi que son inverse. En déduire que €2 est un ouvert lipschitzien.
Corrigé —  La fonction 1 est lipschitzienne (car o [’est) et son inverse aussi car son inverse est I’application ) définie
par
$(@y) = (2, 0lw) + 5y — o).

Comme le triangle T' est fortement lipschitzien, on en déduit (assez facilement) que € est lipschitzien.

Exercice 1.1fl (Prolongement d’une fonction continue) Soient {2 un ouvert de RN , N > 1, et f une fonction
continue de ) dans IR. Le but de I’exercice est de montrer qu’il existe g continue de IRY dans IR telle queg=f
dans Q.

Siz € Q,onpose g(x) = f(z).
Six ¢ Q, on pose d, = inf{|z — y|, y € Q} (onadonc d, > 0), B, = {z € RY, |z — 2| < 2d,} et
_ mez f(z)dz

9lw) = fQﬂBI dz

Montrer que g est bien définie et est continue de IR dans IR.

Exercice 1.15 (Inégalités de Sobolev pour p > N)

L’ objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour p > N.

Siz e RY (N > 1),onnote z = (x1,%),avec z; € Retz € RV~ Onnote H = {(t,(1— |t|)a), t €] —1,1],
a € By_1},00 By 1 = {z € RN, 2| < 1}. (On rappelle que | - | désigne toujours la norme euclidienne.)
Soit N < p < oc.
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1. Soit u € C*(RY,IR). Montrer qu’il existe C; € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[u(1,0) — u(~1,0)] < G4 [(IVul) Lo (1.8)

[On pourra commencer par écrire u(1, 0)—u(0, a) comme une intégrale utilisant convenablement Vu(t, (1—t)a)
pour ¢ €]0, 1], et intégrer pour a € By _;1 pour comparer u(1,0) et sa moyenne sur By _1. On pourra se limiter
au cas N = 2, pour éviter des complications inutiles.]

2. Soit u € C1(IR™,R). Montrer qu’il existe C € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[u@) = u()| < Coll(IVu)| ommyle =y =7 . (1.9)

[Apres, éventuellement, une rotation et une translation, on peut supposer que z = (b,0) et y = (—b,0). Se
ramener alors a (1.8Exercicesequation.1.8).]

Pour o €]0, 1] et K sous ensemble fermé de IR, on note

u(z) — u(y)|

C**(K) ={u € C(K,R), |ulp=) <ocoet sup o < oo},
vyeK oty |T =Y
et, siu € C%*(K),
|u(z) — u(y)]
[ullo.o = llullpoe ey +  sup — ————7==.
vyek,azy [T =Yl
Noter que C**®(K ), muni de cette norme, est un espace de Banach.
3. Soit u € C1(IR™, IR). Montrer qu’il existe C5 € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[Cette question est plus délicate. . . 11 faut utiliser (1.9Exercicesequation.1.9) et le fait que u € LP(IRN ).

4. (Injection de Sobolev dans IR™V.) Montrer que W'?(RY) ¢ CO*(R"), avec @ = 1 — %, et qu’il existe
C4 € IR, ne dépendant que de IV et p, t.q.

[ullco.amny < Callullwr @y (1.11)

5. (Injection de Sobolev dans 2.) Soient 2 un ouvert borné de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne.
Montrer que WP(Q) C C%%(Q), avec v = 1 — %, et qu’il existe Cs € IR, ne dépendant que de 2, N et p, t.q.
[ullco.e(y < Csllullwir@)- (1.12)

Exercice 1.16 (Inégalités de Sobolev pour p < N) Solution 1.7Inégalités de Sobolev pour p < Ncor.1.7
L’objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour 1 < p < N.
1. Soitu € C}(RY).

(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||u||o < ||u/]|1-

(b) Par récurrence sur N, montrer que ||u||n/(n—1) < ||§—JZ||%/N | 8‘1“; ||1/N.

(c) Montrer que ||u| n/(v—1) < || [Vul 1.
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(d) Soit 1 < p < N. Montrer qu’il existe Cn, ne dépendant que N et p t.q. [|ul,x < Cnypll|Vul
p* = (Np)/(N = p).

2. Soit 1 < p < N. Montrer que ||ull, < Cn |l [Vul|,, pour tout u € WHP(RN) (Cy,, et p* sont donnés a la

question précédente). En déduire que I’injection de W'?(IR™) dans L9(IR™) est continue pour tout ¢ € [p, p*].

3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W (IR") dans L9(IR™) est continue pour tout ¢ € [N, oo[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).

p» AVEC

4. On suppose maintenant que 2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer que
I'injection de W1P(Q) dans L7(f2) est continue pour tout ¢ € [p,p*] (p* = (Np)/(N — p)). Montrer que
Iinjection de W (Q) dans L4(2) est continue pour tout ¢ € [N, oo (Pour N = 1, le cas ¢ = oo est autorisé).

Exercice 1.17 (Noyau de I’opérateur ‘“trace”)
Soient @ =RY, 1 < p < coety: WHP(Q) — LP(9N) I'opérateur “trace” (vu en cours).

1. Montrer que Kery = W, ?(Q).

2. Soit u € W1P(Q) N C(Q). Montrer que yu = u p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle sur
o).

Exercice 1.18 (Prolongement H?)
Soient N > 1,2 = RY etp € [1, o0].

1. Montrer que C>°(Q) est dense dans W 2P (§2) [On pourra s’inspirer de la démonstration de la densité de C>°(£2)
dans WP (Q)].

2. Montrer qu’il existe un opérateur P linéaire continu de W27 () dans W2?(IRY) tel que Pu = u p.p. dans Q,
pour tout u € W?2P(Q) [On pourra chercher P sous la forme Pu(z1,y) = au(—x1,y) + Bu(—2x1,y), pour
z1 € R_ety e RV 7M.

3. On prend maintenant p = oo. A-t-on C*°(€2) est dense dans W?2°°(Q) ? Existe-t-il un opérateur P linéaire
continu de W2°°(Q) dans W2°°(R") tel que Pu = u p.p. dans €2, pour tout u € W2?(Q) ? (justifier vos
réponses. .. ).

Exercice 1.19 (Convergence faible et opérateur continu) Soit F et F' deux espaces de Banach et T" une applica-

tion linéaire continue de E dans F'. Soit (u,, )necn une suite d’éléments de E et u dans E. On suppose que u,, — u

faiblement dans F quand n — +oo. Montrer que T'(u,,) — T'(u) faiblement dans F'. On donne maintenant deux

applications de ce résultat.

1. Soit E et F' deux espaces de Banach. On suppose que E s’injecte continiiment dans F', that is to say que & C F
et que I’application u — w est continue de E dans F. Soit (4, )nen une suite d’éléments de F et v dans E. On
suppose que u,, — u faiblement dans F quand n — +oco. Montrer que u,, — u faiblement dans F'.

2. Soit © est un ouvert borné de R, N > 1, (uy)nen une suite d’éléments de Hg () et u dans H}(£2). On
suppose que u, — u faiblement dans H¢ (£2) quand n — +oo. Montrer que D;u,, — D;u faiblement dans
L?(Q) quand n — +oo0.

Exercice 1.20 (Fonction non continue appartenant & H'(IR?) N L>°(IR?)) Dans cet exercice, on construit v
tq. v € H'(R*) N L>®(R?) et v ¢ C(IR? R) (that is to say qu’il n’existe pas w € C(IR* R) t.q. v = w
pP-p)-

Pour cela, on reprend la fonction de 1’exercice 1.5Non généralisation de 1’exercice 1.3Espace de Sobolev en
1dexo.1.3exo0.1.5.

Soit v €]0, 1/2[ et u définie par u(x) = (—In(|z|))7 si |z| < 1etu(z) =0si |z > 1.

Pour chaque n € IN*, on définit u,, en posant u,(x) = u(z) —nsin < u(z) < n+ 1 etu,(z) = 0 sinon.
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1. Montrer que u,, € H'(IR?) pour tout n € IN* et que

S Va1 22y < +0o.

n=1
[Utiliser I’exercice 1.5Non généralisation de 1’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3exo0.1.5.]

2. Montrer que u,, prend ses valeurs entre 0 et 1 et que le support de u,, est une boule dont le diametre tend vers 0
quand n — 4o00.

Pour n € IN*, on pose z,, = (1/n,0) € IR? et on choisit m,, t.q. le support de wu,, soit une boule de diamétre
plus petit que (1/2)(1/n —1/(n 4+ 1)) et t.q. la suite (m,, )peN+ Soit strictement croissante. Puis on pose, pour
z € R2, v,(2) = U, (z — 21,).

3. Montrer que toutes les fonctions v,, ont des supports disjoints.

4.0nposev =Y, -+ Un. Montrer que la fonction v appartient a H'* (IR?)NL>(IR?). Montrer que v est continue
sur IR? \ {0} mais n’est pas continue en 0.

Exercice 1.21 (Sur P’injection de 11! dans L") Soit £ un ouvert borné connexe de RY (N > 1) a fron-
tiere lipschitzienne. Soit w une partie borélienne de ) de mesure de Lebesgue strictement positive, that is to
say An(w) > 0 en désignant par Ay la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RY.

On définit I’ensemble W, par

W, = {u € W"(Q) tel que u = 0 p.p. dans w}.

le but de cet exercice est de montrer, par deux méthodes différentes, qu’il existe C', dépendant seulement de {2 et
w, tel que

ull ey < CIl[Vul |1 (o) pour tout u € W, et pour tout 1 < p < (1.13)

N-1
I- Premiere méthode (méthode directe)

1. On suppose qu’il existe une suite (u,)nen+ d’éléments de W, t.q. ||u, || 11 (o) = 1 pour tout n € IN* et
lun L1 (@) = nll [Vun| |1 (o) pour tout n € IN*.

En utilisant un théoréme de compacité du cours (chapitre 1), montrer qu’on peut supposer, apres extraction d’une
sous suite, que u,, — u dans L'(£2) quand n — +occ. Montrer alors que u = 0 p.p. et que lull 1 (@) = 1 (ce qui
est impossible. . . ).

2. Déduire de la question précédente qu’il existe Cy, dépendant seulement de €2 et w, tel que
llull 1) < Cill [Vul || L1 (q) pour tout u € W,,. (1.14)

3. On rappelle (théoreme 1.28Sobolev embeddingstheorem.1.28) qu’il existe C5, dépendant seulement de (2, tel
que, en posant 1* = N/(N — 1), [Jul| 1+ () < Callullw1.1(q) pour tout u € W1(Q). Avec la question précé-
dente, en déduire qu’il existe C, dépendant seulement de Q2 et w, vérifiant (1.13Sur I’injection de W'! dans L'” equation.1.13).

II- Deuxiéme méthode (en passant par la moyenne de w)

L. Soit H = {u € W (Q) t.q. [, u(x)dx = 0}. Montrer qu’il existe C's ne dépendant que de 2 t.q. [|ul| ;1 (o) <
Csl| |Vul || L1 (o) pour tout u € H.
En utilisant le rappel de la question 3 de la premiére partie, en déduire qu’il existe Cy ne dépendant que de €2

t.q.
|lw — m||L1*(Q) < Gyl |Vul || 1) pour tout u € whl(Q),

avec mAy () = [, u(x)dx. [On pourra remarquer que u — m € H.]
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2. Soitu € W, et m tel que mAn ( fﬂ x)dz. Montrer que

C
Im| < Til/l*” IVl || L1(a)

et en déduire que

/\N(Q)>1/1*

s LI

Jull 2 @y < Ca (14 (

1.9 Corrigés d’exercices

Corrigé 1.1 (Exemple de dérivée)

Soient N > 1,Q = {z = (z1,...,zny)' € RV, || <1,i=1,...,N}etu: R" — IR définie par u(z) = 1

sizeQetu(x)=0siz & .

1.Pouri = {1,...,N}etp € C(IRY), montrer que Jr~ u(w)%%(x)dx ne dépend que des valeurs prises par
 sur le bord de (2.

Corrigé — On prend, par exemple, i = 1 (les autres valeurs de i se traitent de maniére similaire). Pour tout ¢ €

CX(MRN) ona
' il ' i _ / /l 9¢
/]RN ( )() (T)dI o /]7111[N ()J'l (T)d”b o -1, 1[\71 ( 1 07;1 (Il,}j)dﬂh)d}j

: 8 : :
/ v“(x)afw(x)dm :/ e(1,y)dy —/ (=1, y)dy.
RN | ]—1,1[N—-1 ]—1,1[N—1

Ceci montre bien que fIR ~ u(z) % (z)dx ne dépend que des valeurs prises par o sur le bord de Q.

et donc

2. Montrer que u ¢ WH1(IRY).

Corrigé —  On raisonne par I’absurde. On suppose que u € W*'* (IRN). Il existe alors (en particulier) g € L' (IRA)
Lq.

/IRV u(x )((;jl( )dx = /IRN g(x)o(z)dx pour tout o € C°(RN).

Pourn € IN*, on pose An, =]1 — 1, 14 L[x] —1,1[N !

On choisit Lmefoncrion @ € C(MRN) t.q. o(x) > 0 pour tout x € RN, p(x) = 0six & Ay et p(x) = 1si
v = (1,y) avecy €] — L, 1[N~ (une telle fonction ¢ existe). Pour n € IN*, on définit alors ¢n par on(1+z1,y)) =
©(1 4+ nx1,y) pourtout z1 € Rety € RN (de sorte que pn = 0hors de Ay).

Pour n € IN*, on a bien p,, € CZ° (]RN) et le choix de y,, donne
Opn,
/ u(@) 5~ (@)de = / wn(lyy)dyf/ en(—1,y)dy > 1
JIRN L1 J]—1,1[N—1 J]—1,1[N—1

\/ ) on (x)dx| </ lg(z)|dz.
An

On a donc [4 lg(x)|dx > 1 pour tout n € IN*, ce qui est impossible car la mesure de Lebesgue (N -dimensionnelle)
de A, tend vers 0 quand n — +o0.

et

Corrigé 1.2 (Une fonction de dérivée nulle est constante)
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Soit u € L}, (]0,1[) t.q. Du = 0. Montrer qu’il existe @ € IR t.q. u = a p.p.. (u est donc la fonction constante
égale a a.)

Corrigé —  On se donne o € C°(]0,1]) t.q. fol vo(z)de = 1.

Pour ¢ € C(]0, 1[), on définit la fonction ¢ par

o(z) = /T P(t)dt — ( 01 w(t)dt) /OT wo(t)dt. pour z €]0,1].

0

Avec ce choix de ¢ on a p € C(]0, 1]) et donc, comme Du = 0,

0 = (Du, p)p+,cee = f/ u(z)e' (z)dx.

0
Comme ' = 1) — (fol P (t)dt)po, on a donc

/; w(@)(z)de — (/01 w(t)dt> (/O1 u(.r)c,po(x)d.r> = 0.

On pose a = fol u(z)po(z)dx, on a ainsi

/0 u(x)(z)dr = /0 ap(z)dx pour tout p € C°(]0, 1]).

Le lemme 1.1Almost everywhere equality in L*theorem.1.1 donne alors w = a p.p..

Corrigé 1.3 (Espace de Sobolev en 1d)
Soit 1 < p < ccetu € WHP(]0,1]).
1. Soit w € WHP(]0, 1[).
(a) Montrer qu’il existe C' € R tq. u(z) = C + [, Du(t)dt, pour presque tout z €0, 1[. En déduire que

u € C([0,1],IR) (au sens qu’il existe v € C([0, 1],IR) t.q. u = v p.p. sur |0, 1, en identifiant u et v, on peut
donc dire que W1P(]0,1[) € C([0,1],R).

Corrigé— Pour x € [0,1], on pose F(z) = [} Du(t)dt. Comme Du € L'(]0,1]), ona F € C([0,1],R). On
peut aussi montrer que F est dérivable p.p. et que F' = Du p.p. mais cela est inutile ici. On s’intéresse plutét a la
dérivée par transposition de F, that is to say a DF' et on va montrer que DF = Du.

Soit p € C(]0,1]). Ona
(DF, @) ¢ = — /0l F(2)4 (2)dz = — /01 (/0l oot (1) Du(t)dt) ' (2)da.

En remarquant que 11 ,(t) = 1y, 1((x) pour tout t,x €]0, 1] et en utilisant le théoréme de Fubini, on a donc

1 1 1
(DF ez == [ ([ @y (0de) Dutvyit = [ olyDutt)at,
0 0 0
ce qui prouve que DF' = Du.

On a donc D(u — F) = 0 et I’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.1.2 donne alors I’existence
deC € Rtq u—F = C p.p. that is to say
u(z) =C + / Du(t)dt pour presque tout z €]0, 1].
Jo

(b) Montrer que [|ulloo < [lullwrrqop-
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Corrigé —  On choisit maintenant pour u (qui est une classe de fonctions) son représentant continu. On a alors
pour tout x € [0, 1]

u(x) = u(0) + /I Du(t)dt

On a alors aussi pour tout x,y € [0, 1], u(z) = u(y) + f Du(t)dt, on en déduit

muﬂswwﬂ+/|Dmmw
0
En intégrant cette inégalité sur [0, 1] (par rapport a y), on obtient pour tout x € [0, 1]

u(z)] <

et donc, en prenant le max sur x et en utilisant l'inégalité de Holder,

lullee < lullzr + | Dullpr < lullze + [[Dullze = [lullwre.
(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — (1/p).
Corrigé —  On choisit toujours pour u son représentant continu. Soit x,y € [0,1], y > xz, ona

u(y) — u( / Du(t

et donc, en utilisant I’inégalité de Holder,

4 : 1 11
\Mw*uuﬂé(/IDMWWQ”mfﬂlpéHmemfwfp

2. Soitu € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe w € LP(]0, 1[) t.q. u(x (0)+ [y w(t)dt, pour tout z €]0, 1.
Montrer que u € W1?(]0,1[) et Du = w.

Corrigé — 1l est clair que w € L*( }(J l[) Pour montrer que v € WP(|0, 1[) il suffit de montrer que Du = w that
is to say que (Du, @) px ceo = fo Yo(t)dt pour tout p € C(]0, 1]).
Soit p € C(]0,1]). Ona

umeww:f/ﬁwwwﬁ:f/XAﬁmwa¢mﬁ:fAXA3mm>(MQ '(t)dt.

0 0
On utilise une nouvelle fois le thézoréme de Fubini et le fait que 1jg(x) = 1j51((t) (pour tout x,t €]0,1[). On
obtient

Duponce == [ ([ e Oat)uwris=— [ ([ sat)uwr= [ e

Ce qui donne bien Du = w.

Corrigé 1.4 (Généralisation de ’exercice 1.2A function with null derivative is constantexo.1.2)

Soient N > 1, B = {z € RY, |z| < 1} etu € L}, (B).

1. On suppose que D;u = 0 pour tout i € {1,..., N}. Montrer qu’il existe a € IR t.q. w = a p.p.. (u est donc la
fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :
Soit ¢ €]0,1/2] et (p,,)nen+ une suite de noyaux régularisants, that is to say :

p e CP(RY,R), / pdr =1, p>0inRY, p(z) = 0si |z > 1,
N (1.15)

R
et,pourn € IN* z € RY, p,(z) = n p(nz).
On pose us(x) = usi |z| < 1 — e et u. = 0 sinon. Puis, on pose u. , = U * Py

Montrer que u. , € CZ° (IRN ,IR) et que, si 1/n < &, ue,y est constante sur la boule de centre 0 et de rayon
1 — 2¢. Puis, conclure.. . .]
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Corrigé— Onau. € L*(IR™). Pour tout n € IN*, la fonction u. .., est donc bien définie sur tout R™ . Le fait que
Ue,pn, SOIt de classe C° est classique et les dérivées de u. n sont égales a la convolution de u. avec les dérivées de
pn. 1l est facile aussi de voir que u. ,, est une fonction a support compact car u. et p, sont des fonctions a support
compact.

Oue,n

o est nulle sur
z;

On note B, la boule de centre O et de rayon r. On montre maintenant que pour tout i la fonction
Bi_a:sil/n <e.

Soiti € {1,...,NYetz € RY, ona
aus,n P o apn o 8pn o
Ba; )= G da; )@) = /]RN ue(¥) g, (& = V).

Sil/n < eetx € Bi_s., la fonction p,(x — -) appartient a C°(B) et est nulle hors de Bi—.. On remarque aussi
que

pn(—-) _ _9pn (z —)
aLI?,' 89@- ’
(La notation 9/0x; désigne la dérivée par rapport a la i-eme variable, a ne pas confondre avec la i-éme composante
de x dans la formule précédente. . ..) On obtient ainsi

Qe n ' Opn
2 (w) = [ uln) G o= )iy = (Dt (e = ) o0 = O

On a ainsi montré que pour 1/n < ¢, la fonction 5= est, pour tout i, nulle sur Bi_sc. On en déduit que la fonction
i
Ue n est constante sur By _o.. En effet, il suffit de remarquer que pour tout x € B1_2. ona

1
Ue,n () — Ue,n (0) = / Ve n(tx) - xdt = 0.
0

Comme u. € Lt (IRN), la suite (ugm,)ne]N converge dans Lt (IRN) vers u.. En considérant les restrictions de ces
fonctions a la boule B1—2. (sur la laguelle u. = ), la suite (Uen)new converge dans Ll(Bl,QE) vers u. Comme
Ue,n, est une fonction constante sur Bi_ac (pour 1/n < &) sa limite (dans ! ) est donc aussi une fonction constante.
Ceci montre que la fonction u est constante sur Bi_a., that is to say qu’il existe a- € IR t.q. u = az p.p. sur B1_2-.
Comme € > ( est arbitraire, on en déduit que a. ne dépend pas de € et que u est constante sur B.

2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1,..., N'}. Montrer que u € C*(B,R) (au sens

“il existe v € C1(B,IR) t.q. u = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre I’indication de la 1&re question et
raisonner ainsi : Montrer que pour tout x,y € R ona

Ue i (Y) — e () = /01 Vuen(ty + (1 = t)z) - (y — 2)dt,
et que pour z dans la boule de centre 0 et rayon 1 — 2ceti € {1,..., N} ona
(Dug p/O:) () = /B Di(Z)pu(z — 3)d5.
En déduire que pour presque tout x,y € B, on a, avec Du = {Dyu, ..., Dyu}?,
u(y) —u(z) = /01 Du(ty + (1 —t)z) - (y — x)dt.

Montrer alors que u est continue et que la formule précédente est vraie pour tout x,y € B. Conclure enfin que
ue CYB,R).]

Corrigé — Soit € > 0. La fonction ue ., est de classe C°°. On a donc bien, pour tout x,y € IRN,

1
Uen (Y) — Uen(T) = / Vuen(ty + (1 —t)z) - (y — z)dt. (1.16)
0
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Dans cette formule Vu. ,, désigne la fonction vectorielle définie par les dérivées classiques de e .
Pourz € RN eti € {1,...,N}ona

OUe n -~ .\ Opn .
prs (z)f/IRN ue (%) e (z — 2)dz.

Siz € Bi—2: et 1/n < g, la fonction pn(z — -) appartient & C°(B) et est nulle hors de B1—_c (et sur Bi—c on a
us = u). On en déduit
8Us,n _ N
) (2) = (D, pr(z = ) p=(By.cooB) = [ Diu(2)pn(z — 2)dz.
i J B
Comme D;(u) est uniformément continue sur B1_., on déduit de la formule précédente que Ou p, / dx; converge vers
Dju uniformément sur B1_2.. On a donc, pour tout x,y € B1_2.

lim /0 Vuen(ty + (1 —t)z) - (y — z)dt. = /0 Du(ty + (1 — t)z) - (y — x)dt.

n—-+oo

La suite (Uen)new+ converge dans Lt (]RN) vers ue. Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut donc
supposer que cette suite converge p.p. vers u. et donc p.p. vers u sur la boule B1_.. En passant a la limite quand
n — 400 dans ’égalité (1.16Corrigés d’exercicesequation.1.16), on obtient pour presque tout x,y dans By _2.

u(y) —u(z) = /(1 Du(ty + (1 — t)z) - (y — x)dt. (1.17)

)
Comme € > 0 est arbitraire, la formule (1.17Corrigés d’exercicesequation.1.17) est valable pour presque tout x,y €

B.

Pour conclure, on fixe un point x € B pour lequel (1.17Corrigés d’exercicesequation.1.17) est vraie pour presque tout

y € B et on pose
1

v(y) = u(z) + Du(ty + (1 — t)z) - (y — x)dt pour tout y € B.
0
La fonction v est de classe C* (car Du est une fonction continue et donc v est dérivable sur tout B et Vv = Du).
Comme u = v p.p., ceci termine la question.

3. On reprend ici la lére question en remplacant B par un ouvert quelconque de IR”. Montrer que u est constante
sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, « constante signifie qu’il existe a € R t.q. u = a

p-p-)

Corrigé — On note §) l’ouvert remplacant B. Le raisonnement précédent montre que sur toute boule incluse dans 2,
u est p.p. égale a une constante. Pour que [’égalité soit vraie sur toute la boule (et non seulement p.p.), il suffit de

définir v sur 2 par
1

)=l — Q
v(z) i N (Bor) /B(w,h) u(y)dy pour tout x € Q,

out B(x, h) désigne la boule de centre x et de rayon h et \a(B(x, h)) la mesure de Lebesgue d-dimensionelle de cette
boule. On a alors w = v p.p. (v est donc un représentant de la classe u) et sur toute boule incluse dans 2, v est égale
a une constante.

La fonction v est donc localement constante. On en déduit que v est constante sur chaque composante connexe de ).
En effet, soit © € Q et U la composante connexe de §) contenant x. On pose a. = v(z). L’ensemble {y € U; v(y) = a}
est un ouvert non vide de U et I’ensemble {y € U; v(y) # a} est aussi un ouvert de U disjoint du précédent. Par
connexité de U ce dernier ensemble est donc vide, ce qui prouve que v = a sur tout U.

Corrigé 1.5 (Non généralisation de I’exercice 1.3Espace de Sobolev en 1dexo.1.3)

Soit @ = {z = (z1,22)! € R?, |zi| < 3,4 =1,2}, 7 €]0,1/2[ etw: Q — IR définie par u(z) = (- In(|z]))".
Montrer que u € H*(Q). En déduire que H'(Q) ¢ C(Q).
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Corrigé —  La fonction u est de classe C°° sur Q \ {0} (en remarquant que || < /2/2 < 1 pour tout x € Q). Les
dérivées classiques de u sont pour © = (x1,12)" # 0

ou —1 T .
a:ci (J") - _’\/(_ln(|x‘))’Y |l’|27 1= 17 2.

1l est facile de voir que u € L*(2) (et méme u € LF(Q) pour tout 1 < p < +oc). Comme v < 1/2, on peut aussi
montrer que les dérivées classiques de w sont dans L* (Q). Il suffit pour cela de remarquer que, pour a > 0,

| gyt <+
o 7ln(r)[F=7 '

Pour montrer que u € H* (), il suffit donc de montrer que les dérivées par transposition de u sont représentées par les
dérivées classiques, that is to say que pour tout € C°(QQ) et pouri = 1,2, ona

/Qu(:r) 8622 (e)de =~ | aa;i_ (z)¢p(z)da. (1.18)
On montre maintenant (1.18Corrigés d’exercicesequation.1.18) pour i = 1 (bien sir, © = 2 se traite de maniere sem-
blable). Soit p € C°(Q) et 0 < & < 1/2. On pose L. = [—¢,¢| x [—1/2,1/2]. En intégrant par parties, on a
Op ou 1/2
u(x) =—(z)de = — —(x)p(z)dx — u(e, x2)(p(e, x2) — @(—¢, x2))dxs. (1.19)
Q\L. Ory O\ L. Ory —1/2

(On a utilisé ici le fait que u(e, r2) = u(—¢, z2).)
Par convergence dominée, on a
. de Oy . ou ou
lim . u(m)afm(x)da: = /Q u(x)afwl(x)dx et lim - afm(m)tp(a:)dx =/ Tm(x)W(x)dx
1l reste a montrer que le deuxieme terme du membre de droite de (1.19Corrigés d’exercicesequation.1.19) tend vers 0.
Ceci se fait en remarquant que la fonction ¢ est réguliere, il existe donc C' ne dépendant que de ¢ t.q.
1/2

| u(e, x2)(p(e, ¥2) — (=€, m2))dz2| < |In(e)|" Ce.
—1/2
On en déduit bien que
1/2
lim u(e, z2)(p(g, z2) — p(—¢€, 22))dz2 = 0,
e—0 —1/2

ce qui termine la démonstration de (1.18Corrigés d’exercicesequation.1.18) pour i = 1. Finalement, on a bien ainsi
montré que les dérivées par transposition de u sont représentées par les dérivées classiques et que u € H* Q).
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Devoir 1, exercice 1.6

Corrigé 1.6 (Laplacien d’un élément de H: (£2)) Soit {2 un ouvert borné de RY (N > 1)etue HY(Q).
1. Montrer que, pour tout ¢ € C°(2), on a

(B plome e = [ u@Aplalde =~ [ Vut@) - Vel)ds

Corrigé — Par définition de la dérivée par transposition, on a
N

N 3
(Au, @)D*(mﬁcgc(n) = Z(Dv‘,Di?/«,99>D*(s2),(7§°(sz) = Z/ U(T)dzzvﬁ(T)dT
i=17€

i=1
Puis, comme u € Hy(Q), la forme linéaire (sur C°(Q)) Dyu est représentée par un élément de L* () encore noté
Djiuetona, pourtouti € {1,...,N},
/ u(z)0; p(x)dz = —(Diu, 0ip) pr (0,00 Q) = — / Diu(z)0;p(x)dx.
Q Jo
Comme Vu est lélément de L (Q)N dont les composantes sont les D;u, on obtient bien

(Au, 9)p+ ()00 Q) = 7/ Vu(z) - V(z)dz.
Q

2. On rappelle que Hg () est un s.e.v. fermé de H'(£2). Muni de la norme de H*(2), 'espace H} () est donc
un espace de Hilbert. On note H~1(12) le dual (topologique) de H} (€2). Déduire de la question précédente que
Au € H~1(Q) (that is to say que I’élément de D*(£2), noté Au, se prolonge de maniére unique en un élément
de H~1(9), encore notée Au) et que

|Aull 1) < VUl |22

Corrigé —  Pour tout ¢ € C°(2) on a, en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
[(Au, 9)pr(@).c0 (@) < / IVu(@)|[Ve(x)|de < [[|VulllL2@) [IVelllL2 ) < lullar@llella @)
Ja

Ceci montre que Uapplication ¢ — (Au, ) p+(0),co (o) est linéaire continue de C°(SY), muni de la norme qY(Q),
dans IR. Comme D* () est dense dans HL(Q) cette application se prolonge donc, par densité, de maniére unique
en une application linéaire continue de Hj(Q) dans TR (that is to say en un élément de H™'(Q)). Cet élément de
H™(Q) est encore noté Au et le prolongement par densité donne, pour tout v € Hg (),

(Au,v) g-1(9),m1(Q) = — /g Vu(z) - Vou(z)dz.
Ja
On a donc, pour tout v € H§ (Q),
|<A/“’7/U>H*1(SZ),H'(SZ)| < [Vu(@)|[Vo(z)|de < [lull 1o llv]l m1o)- (1.20)
0 Q

L'espace Hg () est muni de la norme H* (), ce qui donne

(Au,v) -1 (), HA ()

HAUHH*HQ) = sup -
vEHJ (Q), v#£0 HUHHl(Q)

on déduit alors de (1.20Laplacien d’un élément de Hg (Q)equation.1.20) que

AUl -1 0) < llull g (q)-

NB. En fait, on montrera au chapitre 2 que sur H (£2) la norme H' () est équivalente a la norme notée || - || HY(Q)
définie par [|ul 73 (o) = || [Vul [|£2(q). Avec ce choix de norme sur H{(€2) on obtient [|Au|| g-1(q) = 1wl 2 -
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Corrigé 1.7 (Inégalités de Sobolev pour p < N)

L’objet de cet exercice est de démontrer 1’injection de Sobolev pour 1 < p < N.

La démonstration proposée ici est due a L. Nirenberg. Elle consiste a faire d’abord le cas p = 1, puis a en déduire
lecas 1 < p < N. Historiquement, lacas 1 < p < N a été démontré avant le cas p = 1 (et le cas p = 1 est
longtemps resté un probléme ouvert).

1. Soit u € CH(IRY).
(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||uoo < ||u/]]1-

Corrigé —  Comme u € C,(R) on a, pour x € R, u(x) = [*__u'(t)dt et donc

|wws/xwwwsmm.

—o0
On en déduit bien ||ul|o < ||u/]]1.
||1/N ||1/N

(b) Par récurrence sur IV, montrer que ||ul| y/(ny—1) < || 2 o (s Rrye

Corrigé — la question précédente permet d’initialiser la récurrence, on a pour tout toute fonction u appartenant a
1 /
Ce(R), Jlufloo < flu'll1.

Soit maintenant N > 1. On suppose que pour toute fonction u appartenant acl (IRN ), ona

1/N 1/N
HuuNﬂN-1><|+—fH/ ..|\ ||/.

Soitu € C! (]RNH). Pour x € RN on note x = (xl,y) avec z1 € R ety € RY. Pour 1 € R, linégalité
de Holder donne

/IR\ fua, )|V dy = /1RN [, y)|u(e1, 9)| ¥ dy

: <-/H‘{A‘ fu(zs,y)| \*1dy> - <./|1.1N |u(£51,y)|d1/> .

On applique I'hypothése de récurrence a la fonction y — u(z1,y) (qui est bien dans CL(IR™)), on obtient
ou 1/N ou 1/N
[ [ e CatDl ()l

N
LN-T(RN) LI(RN)* H(‘)x LI(RN)"

D’autre part, en appliquant le cas N = 1 (demontre a la question (a)) a lafonctu)n z > u(z,y) (qui est bien dans
CY(R)), on a pour tout y € RN

(1.21)

ou

[u(z1,y)] < ||71( 7?/)“L1(IR)~
et donc, en intégrant par rapport a vy,
[t wldy < 155 ooy
RN
En reportant ces maj()rati()ns dans (1.21Corrigés d’ exerclcesequatl()n.].2]) on obtient pour tout x1 € IR
' ou 1/N ou 1/N ou &
/]R (e, )|~ dy < H*(/17')HL1(IR,N)~~~\|m(ﬂf1s')”p<mw)“ (”17')”L\l<1RN+1)'

En intégrant cette inégalité par rapport a x1 et en utilisant une nouvelle fois ’'inégalité de Holder (avec le produit
deN fonctions dans L™, on obtient bien I'inégalité désirée, that is to S‘ay

ou 1/N 1/N
|\n%11<\wgfu/ e \|/.
ou encore 8 |
u < || =¥ 2 - U~
[ [poest H H I g

Ce qui termine la récurrence.
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(¢) Montrer que ||ul|n/(v—1) < || [Vul |1
Corrigé — La moyenne géométrique de N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmétique de ces
mémes nombres. (Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité de la fonction exponentielle.)
On en déduit que

1/N ou 1Y < ou
llullv/v-1) <\|7|| e llg s NZH*Hl

ou

Comme || 52|11 < || [Vul ||lx pour tout i, on a bien

lull /v -1y < 11Vl ]]1.

(d) Soit 1 < p < N. Montrer qu’il existe Cn, ne dépendant que N et p t.q. ||ull,x < Cnpll|Vulllp, avec

= (Np)/(N —p).
Corrigé — Pourp =1, on a vu que C'n,, = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < N.
N -1 _
On pose o = p(Ni,p) (de sorte que "~ = p*) et v = |u|” Yu

Comme oo > 1etu € CHIRYN), on a aussiv € CL(IRN). On peut donc appliquer le résultat de la question (c) &

la fonction v. On obtient
N—1

([ @)™ = ([ ju@

RN RN

Comme |Vv| = a|u|* ! |Vul|, inégalité de Hilder (avec p et ¢ = p/(p — 1)) donne
V0l = alllul*" [Vl |+ < alllul*™ ol [Vul [l

Comme (o« — 1)qg = (a — 1)p/(p — 1) = p*, on a donc

N—1
N
)T <vel

p*(N—1) ) N]\71 *(p 1)
H’U,HP* N = </ ‘u(x”P ) < aHuH || ‘Vu| Hp
RN
. p(N —1)
Ce qui donne, avec Cn,p = ov = ﬂ

[ullys < Cnpll [Vl 5

2. Soit 1 < p < N. Montrer que ||ull,» < Cn |l |[Vul|,, pour tout u € WHP(R™N) (C ., et p* sont donnés a la
question précédente). En déduire que I’injection de W'?(IR™) dans L9(IR™) est continue pour tout ¢ € [p, p*].

Corrigé — Soit u € Wl’p(IRN), il existe une suite (un)new de fonctions appartenant a CCI(IRN) tg. un — u
dans WP (RN quand n — +oo. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy dans LP . Par unicité de la
limite (par exemple dans LfOC(IRN)) cette limite est nécessairement égale a u. On peut alors passer a la limite quand
| [Vun|||p et on obtient ainsi

n — +oo dans 'inégalité ||un||px < Cn,p
lullpx < Cnpll [Vul || pour tout uw € WHP(IR™).

Ceci donne Uinjection continue de WP (IRN) dans LP" (RN).

Linjection continue de WP (IR™) dans LP(IR™) est immédiate car ||ul|, < ||u|lw1.r pour tout v € WH? (RY).

Soit maintenant q €|p, p*[. Pour montrer que W P(IRY) s’injecte continiment dans L*(R™) il suffit d’utiliser

*

I’inégalité classique suivante (qui se démontre avec I’inégalité de Holder) avec p < q < r = p”*.
0y, 11-0
lulle < flullpllwll-"", (1.22)
, p(r—q)
avec 6 = T-—7 €]0, 1[.
3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W (IR") dans LI(IR™) est continue pour tout ¢ € [N, oo[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).
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Corrigé — Le cas N = 1 est facile. La question 2 donne Dinjection continue de W"'(IR) dans L™ (IR). Comme
WHHIR) s’injecte aussi continiment dans L' (IR, on obtient aussi une injection continu de W' (IR) dans L (IR
pour tout q €]1, +00] (en utilisant (1.22Corrigés d’exercicesequation.1.22) avec r = 400, p =1 et 0 = 1/q).

On suppose maintenant N > 1. On a bien une injection continue de W~ (R) dans L™ (R). Le seul cas a considérer
est donc N < q < 4o00. Plusieurs démonstration sont possibles. Une premiere démonstration consiste a utiliser
pour |u|®, avec u € C} (]RN) l’inégalité démontrée a la question 1 (c), puis a utiliser I’inégalité de Holder (pour
faire apparitre |NVu|™) et I'inégalité (1.22Corrigés d’exercicesequation.1.22). Enfin, on conclut avec la densité de
CHMRYN) dans WHN(RYN). On donne ci dessous une démonstration probablement plus longue mais qui utilise de
maniere intéressante le caractéere homogene de la norme. de la norme.

Soit N < q < 4oc. Il existe alors p €]1, N[ t.q. p* = Np/(N —p) = q. Onva utiliser la question 1 avec cette valeur
de p.
On définit ¢ de R dans R, de classe C*, par :

o(s) =0sils| <1,

o(s) = %(|s| — 1)2 sil<|s| <2,

p(s) =|s| — 3si2 < |s].
Onalp(u)| < let|o'(s)| <1 pourtout s € R.
Soitu € CHIR™) t.q ||ullyr.~ = 1. Ona p(u) € CLH(RYN). Par question 1 (et la définition ) on obtient

p
, ~ _z
Il < Ol 90 Il < Oy [ (Vu@Pde < Oy ([ 190@1Yte) (il 2 177
u|>1 R
OnaXa({|ul > 1} < [pn [u(@)|Nde < et [ n |[Vu(z)|Vdz < 1. On en déduit
le(ullg < Cnp-
Comme |u|? < 2% (u)? + 29, on a donc
S Ju(@)|*de = f{\u\g} u(z)|dx + f{\u|>1} lu(z)|"dx ,
< S u(@)[Vde +27 [ lo(u(@)de + 27 Aa({Jul > 1}) <1+ 27CF , +2%.
1l existe donc Dy 4 ne dépendant que N et q t.q ||ullq < Dn.,q siu € CEHIRY) et ||ullyy1.v = 1 Grdce au caractére
homogene de la norme, on a en déduit que ||ullq < D qllully1.5 r~y pour tout u € CHIR™N). Enfin, par densité
de CH(R™N) dans W N (RN) on obtient que WY (IR™) ¢ LY{(IR™) et
llullg < Dngllullwr.v @y pour tout u € whN (IR

N
).
Ce qui montre bien qu’il y a une injection continue de W'~ (RN) dans LY(IR™).

4. On suppose maintenant que {2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer que
I'injection de W1P(2) dans L9(Q) est continue pour tout ¢ € [p,p*] (p* = (Np)/(N — p)). Montrer que
Iinjection de WV (2) dans L4(€2) est continue pour tout ¢ € [N, co[ (Pour N = 1, le cas ¢ = oo est autorisé).

Corrigé —  Cette question consiste seulement & utiliser Iexistence d’un opérateur P linéaire continu de W (Q) dans
WEP(RYN) t.q. Pu = u p.p. dans Q (opérateur dit de “prolongement” dont I’existence est donnée par le théoréme
1.18Density theoremstheorem.1.18). En effet, grdce a cette opérateur, la question 4 est une conséquence des questions
précédentes (et de 'inégalité (1.22Corrigés d’exercicesequation.1.22)).
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Chapitre 2

Problemes elliptiques linéaires

2.1 Formulation faible

Soit £ un ouvert borné de R™ (N > 1) de frontiere 9 = Q\ Q. Soient a; ; € L>=(2), pouri,j = 1,. ..

suppose que les fonctions a; ; vérifient I’hypothese d’ellipticité uniforme, that is to say :

N
Ja > 05 V€= (&,...,&n) € RN, D 4,68 > af¢]* pp. dans Q.
i,5=1
On se donne f € L? () et g: 9Q — IR, et on cherche une solution au probleme :

N N

=3 0i(aij(2)05u)(x) = f(z), T € Q,

i=1j=1
u(@) = g(x), « € 00,

ol J;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-éme variable.

,N.On

2.1)

(2.2a)

(2.2b)

Exemple 2.1 (Le Laplacien) Si on prend a; ; = 0, ; (that is to say 1 si i = j, 0 si 1 # j), alors le probléeme

(2.2Formulation faibleequation.2.2) devient

—Au = f sur €,
u = g sur 082.

Définition 2.2 (Solution classique) On suppose que a;j € C Y(Q) pour tout i,5 = 1,...,N. On suppose que
feC(Q)etge C(ON). On appelle alors solution classique de (2.2Formulation faibleequation.2.2) une fonction

u € C%(Q) vérifiant (2.2Formulation faibleequation.2.2).

On rappelle que pour tout & € INU{+oc}, C*(Q) désigne I’ensemble des restrictions a 2 des fonctions appartenant

aC*(RYN).

Il n’existe pas forcément de solution classique a (2.2Formulation faibleequation.2.2). Mais il existe des solutions
en un sens plus faible que 1’on va définir ci-apres. Pour comprendre leur nature, considérons d’abord le cas g = 0,
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avec a; ; € C1(Q) et f € C(Q), et supposons qu’il existe une solution classique u € C?(Q). Par définition, celle
ci vérifie : [

3% duas(@)du)(@) = f(x), Vo € Q.

i=1 j=1

Soit ¢ € C$° () ; multiplions I’équation précédente par () et intégrons sur €2 :

/ ZZ&Z ai,3(z)05u)() dw—/f z) dz, Vi € C2(9).

i=1 j=1

Une intégration par parties donne alors :

/Q Zzau( z)0ju(z)0ip(x) | dz = Qf(a:)<p(a:) dz, Yo € C=(Q). (2.3)

Comme u € C?(2), ona d;u € CH(Q) C C(Q) C L*(Q), et Dju = dju p.p (come cela a été vu au Chapitre
1Sobolev spaceschapter.1). De plus u € C(Q2) C L?*(Q) et donc u € H'(2). Enfin, comme u = 0 sur 9, on a
finalement u € H{ (£2) (voir I’exercice 1.17Noyau de 1’ opérateur “trace”exo.1.17).

Soit v € H}(Q), par densité de C2°(€2) dans H}(Q), il existe une suite (¢, )nenw C C°(Q) telle que p, — v
dans H'(Q), that is to say ¢, — v dans L%(2) et d;p0,, — D;v dans L?(Q) pour i = 1,..., N. En écrivant
(2.3Formulation faibleequation.2.3) avec ¢ = ¢,,, on obtient :

/ Zzaw )i (2 dx_/f z)pn () d,

=1 j=1

et en passant a la limite, on obtient que w satisfait le probleéme suivant, qu’on appelle formulation faible du probleme
(2.2Formulation faibleequation.2.2) (on rappelle que 1’on considere ici le cas g = 0)

u € H& (Q)
/ Z Z a; ;( r)Dyw(z) | de = [ f(x)v(z)de, Vo € HY (). 24
=1 j=1 Q2

On vient ainsi de montrer que toute solution classique du probléme (2.2Formulation faibleequation.2.2) (lorsque
g = 0) est solution faible, that is to say vérifie (2.4Formulation faibleequation.2.4).

Remarque 2.3 (Cas symétrique, formulation variationnelle) Dans le cas ol a; ; = a;; p.p. pour ¢ # j, u est
solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4) si et seulement si u est solution du probléme suivant, qu’on appelle
formulation variationnelle :

u € Hy(9),
(v),Yv € Hy(9), (2.5)
N

J(u) < J
ou la fonctionnelle J est définie par : J(v / Z Z a; jDivDjv | do — / flz)v(z) dz
Q

=1 j=1
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La démonstration de I’existence et de 1’unicité des solutions des problemes (2.4Formulation faibleequation.2.4) et
(2.5Cas symétrique, formulation variationnelleequation.2.5) utilise le lemme de Lax-Milgram, que nous rappelons
ici:

Lemme 2.4 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-/-), de norme
associée notée || - ||, et a(-, -) une application bilinéaire de H x H dans R qui est

— continue, ce qui équivalent a dire qu’il existe ¢ > 0 t.q., pour tout (u,v) € H?, on a |a(u,v)| < cl|ul|||v

s

— coercive sur H (certains auteurs disent plutot H -elliptique), that is to say qu’il existe o > 0, t.q., pour tout
u € H, au,u) > allul/?

et soit T une forme linéaire continue sur H.
Alors il existe un unique u de H tel que I’équation a(u,v) = T(v) soit vérifiée pour tout v de H :

Nuwe H YweH a(uv)=T().

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle
J : H — R définie par J(v) = 2a(v,v) — T(v) pour tout v de H, that is to say :

J(u) =min J(v) et J(u) < J(v) siu#v.

veEH

Notons que dans le cas ou la forme bilinéaire a est symétrique, elle définit un produit scalaire sur H équivalent
au produit scalaire initial. Dans ce cas, le lemme de Lax-Milgram est une conséquence directe du théoréme de
représentation de Riesz dans un espace de Hilbert.

Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram au probléme (2.4Formulation faibleequation.2.4), nous aurons besoin
de I’inégalité de Poincaré :

Lemme 2.5 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné de R™, N > 1 (ou qui est au moins borné dans une
direction), alors il existe Cq ne dépendant que de € tel que

lullz2) < Call IVul|lr2(0), Yu € Hy (). (2.6)

N.B. On désigne toujours par | - | la norme euclidienne dans IR”. On adonc

N
11V 220 :/Q\Vu(x)\zdaj:Z/QDiu(x)de.
1=1

Démonstration Par hypothése sur €, il existe a > 0 tel que Q C] — a, a[xIR¥ 1. Soit u € C2°(Q2), on prolonge
u par 0 en dehors de €2, on a donc :
u e CX(RN),u = 0sur Q°.
Soitz = (z1,...,zn5)" = (z1,y)! € Q, avec 21 €] — a,alety = (za,...,zx) € RN Ona:
x
w(rn,y) = [ Owu(t,y) dt,
et donc, par I’inégalité de Cauchy—Schwarz,

e < ([ oty dt)2 <2 [ (@utt)? ar

—a —a
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En intégrant entre —a et a, on obtient :
a a
[ e an < 40 [ @utep)? o
—a —a

et donc, en intégrant par rapport a y,
/ lu(x)]? do < 4a® / (O1u(x))? dz, Yu € C°(Q) 2.7
Q Q

On procéde ensuite par densité ; pour u € H} (), il existe une suite (up)new C C2°(R) telle que u,, — u dans
H{(£2). Onadonc u,, — udans L?(Q2) et d;u — D;u dans L*(Q). On écrit alors (2.7Formulation faibleequation.2.7)
pour u,, et en passant a la limite lorsque n — +o00, on obtient :

N

[ull72(qy < 46®||Drul|7z () < 4a® Z I Diull72 0y = 4a°|| [Vl |72 (q)-
i=1

Théoreme 2.6 (Existence et unicité de la solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4)) Soit Q un ouvert borné
deRY, f e L2(Q), et soient (a; ;)i j=1,..N C L>(S2) et a > 0 tels que (2.1Formulation faibleequation.2.1) soit
vérifiée. Alors il existe une unique solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4).

Démonstration Pour appliquer le lemme de Lax-Milgram on écrit le probleme (2.4Formulation faibleequation.2.4)
sous la forme : u € H; a(u,v) = T(v) pour tout v € H, avec H = H{ () (qui est bien un espace de Hilbert,
muni de la norme définie par ||u| i1 (o) = (||ullZ2(q) + I [Vl ||%2(Q))% ), et avec a et T' définies par

a(u / Zza,j 2)D;v(z) | do et T(v /f

1=1 j=1
On remarque tout d’abord que la forme linéaire 7" est bien continue. En effet,
ITW)] < vllzz@) I fllrz) < vl @l fllz2e)

Quant a la forme a, elle est évidemment bilinéaire, et elle vérifie :

N

la(u, v)| < Z @i jll Lo @)l DiullL2@) [ Djvll2 ) < Cllullm@ vl m @),
ij=1

avec C' = Zf\fj:l llai ;|| o= (c)- Elle est donc continue.
Voyons si a est coercive : il faut montrer qu’il existe 8 € IR ;. tel que a(u,u) > ﬁ||u||%{1(m7 pour tout u € H} ().
Par hypothése sur a, on a :

a(u / ZZ@U x)Du(z) dea/Q <i|Dlu(x)2> dx:a/Q|Vu(m)|2 dez.

i=1 j=1
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On applique alors I’inégalité de Poincaré (2.6Inégalité de Poincaréequation.2.6) :

N N
Hu”%ﬂ(ﬁ) = ||u||i2(9) + Z ||Diu\|%2(sz) <(C4+1) Z |\Diu||2L2(Q)7

i=1 i=1

d’ol on obtient que :

Z I Diul|72 (0 > 02 1 [l ()
et donc

!
a(u,u) > @Y || Daullz0) > WHUH?P(Q)a
i=1
ce qui démontre la coercivité de a. Par le lemme de Lax-Milgram, on a donc bien existence et unicité de la solution
du probleme (2.4Formulation faibleequation.2.4). ]

Remarque 2.7 Le lemme 2.5Inégalité de Poincarétheorem.2.5 est encore vrai avec 1 < p < +o0 au lieude p = 2.
Si Q est un ouvert borné de IRN, N >1,etl < p < 400, il existe (), o ne dépendant que de p et €2 tel que

]l o0y < Call [Vl || o), Yu € WyP(Q).

Ceci permet de définir une norme sur W, *(£2) équivalente a la norme W7 (Q), voir la définition 2.8Formula-
tion faibletheorem.2.8. (Pour p = 2, cette équivalence de norme est en fait démontrée dans la démonstration du
théoreme 2.6Existence et unicité de la solution de (2.4Formulation faibleequation.2.4)theorem.2.6.)

Définition 2.8 Soir Q un ouvert borné de R~ (N>1)etl <p <400 Pouu € Wol’p, on pose

||UHW01’p(Q) - (L |Vu(x)|pdz)5

Selon la remarque 2.7Formulation faibletheorem.2.7, c’est donc, sur VVO1 "P(Q), une norme équivalente & la norme
de WHP(Q).
Pour p = 2, 'espace W2 (2) est aussi noté HL () et la norme || - ||W01.,2(Q) est lanorme || - || g1 (q)

Par le lemme de Lax-Milgram, on démontre de maniere similaire 1’existence et 1’unicité dans le cas ou le second
membre de (2.4Formulation faibleequation.2.4) est donné par un élément de H ~!(Q) (dual de H{ (£2), that is to
say I’ensemble des formes linéaires continues sur H}()).

Théoréme 2.9 (Existence et unicité, T € H ') Soient Q un ouvert borné de R™, (a; ;)i j=1...n C L>®() et
a > 0 tels que (2.1Formulation faibleequation.2.1) soit vérifiée. Soit T € H~1(Q), il existe alors une unique
solution u de :

u € Hy(9),

/ ZZa” 2)Dy(z) | dz = T(v),Yo € H}(Q). (2.8)

=1 j=1
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Soit Q un ouvert borné de R™ et f € L'(Q). Il est intéressant de savoir si I’application ¢ Jo f(@)p(x)d
(définie, par exemple, pour p € C°(€2)) se prolonge en un élément de H ~1(£2) (et dans ce cas, le prolongement
sera unique par densité de C°(€2) dans H}(€2)). En dimension N = 1, I'hypotheése f € L!(€2) est suffisante. En
dimension N > 3, ’hypothese f € L1(Q)), avec ¢ = 2N /(N +2) est suffisante. En dimension N = 2, I’hypothése
f € L1(Q), avec ¢ > 1 est suffisante. Un résultat plus précis (pour N = 2) est donné dans ’exercice 2.10A la
limite de H ~'ex0.2.10.

Nous n’avons traité ici que le cas de la condition aux limites de Dirichlet homogene (that is to say g = 0 dans
le probleme 2.2Formulation faibleequation.2.2). Le cas de la condition aux limites de Dirichlet non homogene est
traité dans la section 2.5Condition de Dirichlet non homogenesection.2.5.

L’existence et 1'unicité de solutions faibles est possible avec d’autres conditions aux limites. L’exercice 2.5Pro-
bleme de Neumannexo.2.5 traite le cas des conditions de Neuman et I’exercice 2.8De Fourier a Dirichlet. . . ex0.2.8
les conditions dites de Fourier (ou de Robin, selon les auteurs). La résolution du probeme de Neuman permet
d’ailleurs de montrer une décomposition utile d’un élément de L?(2)", appelée décomposition de Hodge, exercice
2.11Décomposition de Hodgeexo.2.11. L’exercice 2.7Modélisation d’un probleme de contactexo.2.7 s’intéresse a
des conditions aux limites apparaissant en mécanique du solide. Il est possible aussi de coupler un probleme ellip-
tique sur un ouvert  de IR? avec un probleéme elliptique unidimensionel sur le frontiere de 2, ceci est 1’objet de
I’exercice 2.13Conditions aux limites de Vencelexo.2.13.

Les exercices 2.12Probleme de Stokes, vitesseexo.2.12, 2.14probleme de Stokes, vitesse et pressionexo.2.14 et
2.9Equation de Schrodingerexo.2.9 montrent 1’existence (et 1’unicité ou une “unicité partielle”’) pour des systémes
elliptiques (probléme des Stokes et équation de Schrodinger).

Enfin, il est possible de traiter des problemes elliptiques avec des coefficients a; ; non bornés. On introduit alors
des espaces de Sobolev dit “a poids”, exercice 2.3Probleme elliptique a coefficients non bornésexo.2.3.

2.2 Analyse spectrale

2.2.1 Quelques rappels

Soit £ un espace de Banach réel, et T" une application linéaire continue de £ dans E. On note :
o o(T) ={X € R; T — A est non bijective} I’ensemble des valeurs singulieres de T,
o p(T)={X € R;T — A est bijective} = R \ o(T') I"’ensemble des valeurs régulieres de T,
e VP(T) ={\ € R;T — Al est non injective} ’ensemble des valeurs propres de T,
Lorsque dim E < +o00, on a VP(T) = o(T). On a un résultat similaire en dimension infinie, & condition que

I’opérateur T soit linéaire continu et compact. Plus précisément, dans ce cason a: VP(T) \ {0} = o(T) \ {0}.
Le théoreme suivant donne ce résultat dans les espaces de Hilbert séparables et pour un opérateur autoadjoint.

Proposition 2.10 (Opérateur linéaire continu compact autoajoint) Soit F un espace de Hilbert séparable muni
du produit scalaire (-, -) g, et soit T un opérateur linéaire continu compact autoadjoint dont le noyau N (T') = {u €
E ; T(u) = 0} est réduit a {0}. Alors il existe une base hilbertienne de E formée de vecteurs propres de T, that
is to say d’éléments de E, notés e,, n € IN, vérifiant (ey, €m)E = On.m et tels que si uw € E, alors u peut s’écrire
u = En c (U, en) E€n (cette série étant convergente dans E), et les valeurs propres A, € IR associées, i.e. telles
que Te,, = \pey, sont telles que \,, — 0 lorsque n — +oc.

2.2.2 Le Laplacien

On va considérer dans cette section, pour simplifier, le cas du Laplacien. Soit  un ouvert borné de IR”". On
rappelle que Au = Zf\; 02w si u est une fonction réguliere. Pour étendre cette définition aux fonctions seulement
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localement intégrables, on pose, si u € Li (Q), Au = Zf\il D2u. On définit maintenant un opérateur A d’une
partie de L?(Q2) dans L?(12) en définissant d’abord son domaine D(A) :

D(A) = {u € Hy(Q) ; Au € L*(Q)},
Puis on pose Au = —Aw si u € D(A). On a ainsi définit un opérateur linéaire A : D(A) C L?(Q) — L*(9).

On a vu dans les paragraphes précédents que si f € L?(£2), il existe une unique solution au probléme (2.4Formulation faibleequation.

qui s’écrit, pour le Laplacien, that is to say avec les valeurs a; ; = 6; 5,4,7 =1,...,N :
u € Hy(Q),
/Vu YWo(z) dz = / f(x)v(z) dz, Yo € HY(Q). (2.9)

Grace 2 la densité de C°(Q2) dans H{ (1), la fonction u est solution de (2.9Le Laplacie