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Introduction

Le comportement observable, macroscopique des polymeres a 1’état fondu ou en so-
lution differe grandement des fluides courants. Ceci est di a 1’échelle moléculaire, a une
dynamique complexe et propre, par exemple des macromolécules qui constituent les po-
lymeres, ou des particules dans le cas des colloides.

Le but de ce cours est 1’étude des lois de comportement viscoélastiques non-linéaires,
valables pour les polymeres a 1’état fondu et en solution.

Par loi de comportement (constitutive equation!), on considere des relations générales
entre les contraintes macroscopiques subies par le matériau et exprimées sous la forme
d’un tenseur des contraintes (stress tensor) et des déformations macroscopiques mesurées
sous la forme d’un tenseur des déformations (strain tensor) ou des vitesses de déformation
(strain rate tensor)

Par viscoélasticité non-linéaire on comprend deux notions voisines :

— Le comportement étudié ici va au dela du régime de la viscoélasticité linéaire qui est

celui des déformations de faibles amplitudes totales (celles-ci pouvant étre obtenues
a faible ou grande vitesse de déformation)
— On s’intéresse ici a des relations contrainte-déformation qui sont :
— non-linéaires en déformations mais linéaire en contraintes
— ou bien non-linéaires en contraintes et en déformation

Pour fixer les idées tres sommairement : la viscoélasticité linéaire c’est ce que l'on
cherche & mesurer en rhéométrie?, la viscodlasticité non-linéaire c’est ce que 'on a dans
les procédés de transformation des matieres plastiques.

Deux courants marquent la recherche de lois de comportement représentatives du
comportement observable des polymeres a 1’état fondu ou en solution, dans le domaine de
la viscoélasticité non-linéaire.

Le premier, le plus ancien, est basé sur la mécanique rationnelle et culmine avec le
concept de fluide simple, qui postule le déterminisme des contraintes et un principe d’ac-
tion locale. Ce concept de fluide simple est si général que I'on doit le restreindre avec le
principe de Boltzmann qui postule additivité des effets® comme résultante de I'additivité
des causes *. On doit aussi postuler le principe de mémoire évanescente qui énonce que les
déformations subies dans un passé proche ont plus d’'importance que celles produites dans
un passé lointain, ce qui revient a introduire la notion capitale de temps de relaxation.
Enfin, on doit adjoindre aux principes précédents, le principe d’indifférence matérielle (ou
d’invariance) qui restreint I’expression analytique des lois de comportement a des tenseurs
objectifs, c’est a dire des tenseurs qui obéissent aux regles tensorielles de changement de
base, méme lorsque cette base est en mouvement. Cette approche de mécanique ration-
nelle ne fournit pas de lois de comportement, car elle reste trop générale, mais seulement
un cadre que les trés® nombreuses expressions “candidates” au titre de loi de comporte-
ment doivent nécéssairement vérifier. Pourtant, cette approche "Mécanique rationelle” ou
"Mécanique des milieux continus” présente des limites. En effet elle ne prédit pas (mais
n’exclut pas non plus) ’équivalence temps-température, ainsi que la régle Cox-Merz, deux

1. Throughout this course, english words may appear at random, do not try to tune or repair your
TV set, there is nothing wrong whith it

2. Parce que la réponse linéaire est suffisamment simple et riche pour caractériser le comportement
du polymere

3. lire : contraintes

4. lire : déformations

5. 7A thousand Prima Donnas” d’apres Jim White
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phénomenes largement observables pour les polymeres. La pertinence des lois de compor-
tement se détermine alors ensuite par la confrontation de leur prédiction aux observations
expérimentales, ce qui introduit paradoxalement, via des parametres ajustables, une me-
sure immense d’empirisme dans la discipline. Elle ne relie aucun des parametres matériels
comme la viscosité ou les temps de relaxation au caractere macromoléculaire des poly-
meres.

Le second courant, plus récent, que 'on appelle modélisation moléculaire, consiste a
exécuter deux étapes [2] : D’abord examiner la microstructure que constitue I'amas des
chaines polymeres, modéliser sa cinématique et calculer son évolution au cours du temps et
ensuite, en extraire selon les regles de la mécanique statistique, les forces et les contraintes
qui s’exercent sur cette microstructure. le but ultime est de faire émerger de cette analyse
une relation entre contraintes macroscopiques et déformation macroscopique.

Dans ’approche moléculaire, il nous faut distinguer entre le cas des polymeres a ’état
fondu ou en solutions concentrées, et celui des solutions diluées de polymere. Dans le
premier cas, les polymeres a ’état fondu, les interactions entre chaines sont si importantes,
que la microstructure doit étre vue comme un réseau. Les interactions qui y regnent
sont si complexes que l'on abandonne alors I'espoir de calculer I’évolution propre de la
microstructure et 'on recourt a I’hypothese que la microstrucuture se déforme de facon
affine avec le le milieu continu, c¢’est a dire qu’il n’y a pas de mouvement relatif entre la
microstrucuture et le milieu continu. Dans le second cas, les polymeres en solution, il n’y
a pratiquement pas d’interactions entre les chaines, et la microstructure s’identifie avec la
distribution géométrique des macromolécules isolées.

Dans une premiere partie, le cours se focalise sur les lois de comportement macrosco-
pique et sur une approche issue de la mécanique des milieux continus,

— formelle du point de vue de la mécanique des milieux continus et les lois de com-

portement seront exprimées suivant les régles rigoureuses de la MMC ()

— et pragmatique car ces lois de comportement seront acceptée ou refusée sur la base

de leur prédiction dans des écoulements simples (cisaillement et extension).

Dans une deuxiéme partie, nous tiendrons compte de la nature moléculaire du compor-
tement des fluides viscoélastiques en cherchant a chaque fois, au prix d’approximations, a
remonter au comportement observable, macroscopique donc.

6. sans abuser toutefois



Chapitre 1

Modeles Mécanique Milieux
Continus
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1.1 Fluide simple

Au centre de la viscoélasticité se trouve le concept théorique du fluide simple. Suit
I’énoncé des principes gouvernant le fluide simple, par ordre croissant d’importance :

— Déterminisme des contraintes

— Principe d’action locale

— Indifférence matérielle - objectivité

— Objectivité des contraintes

— Principe de superposition de Boltzman

— Mémoire évanescente

Déterminisme des contraintes On ne remonte pas le temps ....

Principe d’action locale Les causes produisent leur effets dans leur voisinage im-
médiat !, c’est & dire que quelle que soit I'histoire des déformations subies par un point
matériel, au cours de son mouvement, il s’agit des des déformations survenues en ce point,
et non en un point éloigné. En d’autres termes, il n’y a pas d’effet a longue portée possible.

Indifférence matérielle - objectivité Une propriété d’un matériau est objective
lorsque sa "valeur” ne dépend pas du mouvement relatif de ’observateur. Par exemple, un
module de Young, ou une viscosité. Nous verrons tout cela au §1.5.

Objectivité des contraintes Si on envisage le matériau comme un milieu continu, on
doit poser que les contraintes sont objectives [3].

Principe de superposition de Boltzman Considérons une grandeur ¢; mesurable
appelée cause produisant I’apparition d’une grandeur e; appelée effet, supposée également
mesurable. Soit une maintenant une deuxieme grandeur ¢, de méme nature que c¢; et
produisant un effet de méme nature que ey. Le principe de superposition de Boltzman
postule que si les deux causes ¢y et ¢y agissent ensemble elle produisent e; + es.

Rigoureusement, le principe de Boltzmann ne s’applique qu’a la viscoélasticité linéaire,
ou 'amplitude des déformations est faible. Or, nous visons les grande déformations et des
mesures non-linéaires de celle-ci. Pour continuer a utiliser ce principe, nous nous placerons
dans le cadre de la viscoélasticité linéaire finie de Coleman et Noll [4] qui propose de
considérer des déformations d’amplitude quelconque pourvu qu’elles aient peu changées
dans le passé récent. Ainsi les contraintes peuvent se calculer par une intégrale simple de
la déformation lorsque celle ci est mesurée par rapport a la configuration actuelle.

Mémoire évanescente Les déformations subies dans le passé lointain produisent moins
de contraintes que les déformations subies dans un passé proche. Conséquence : a faible
vitesse de déformation le fluide simple se comporte comme un fluide Newtonien, alors qu’a
grande vitesse de déformation c’est un solide élastique

1. Pas d’ouragan dans la baie de Sydney provoqué par un battement d’aile de papillon a ’autre bout
du pacifique...pas de ¢a chez nous...
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Elastique Visqueux

Existence d’une configuration de référence au repos Absence de configuration au repos
Mesure du présent par rapport a cette configuration | Configuration actuelle prise comme référence

Mesure des déformations Mesure des vitesses de déformation

Mémoire parfaite Pas de Mémoire
Temps de relaxation infini Temps de relaxation nul
Déformation completement Réversible Déformation completement irréversible

Viscoélasticité
Configurations passées comparées au présent
Mesure des déformations et des des vitesses de déformation
Temps de relaxation fini

t ¢
F1GURE 1.1 — Configurations du point matériel

1.2 Différences entre comportement élastique et vis-
queux

On peut mieux cerner le concept de viscoélasticité en observant les différences entre
un fluide visqueux et un solide élastique du point de vue de la mécanique des milieux
continus.

1.3 Mesure des déformations

1.3.1 Gradient de déformation I

Si 'on suit une particule matérielle dans son mouvement entre les instants du passé t/
et I'instant actuel ¢ on peut définir une configuration du passée a t' ou M est repéré dans
la base E, par X; et une configuration actuelle de référence a ¢t ou le méme point matériel
est repéré cette fois dans la base ¢; par x; (Fig. 1.1).

Le tenseur gradient des déformations F' en ce point matériel M entre I'instant ¢’ du
passé et I'instant actuel ¢t actuel est défini ici de la fagon suivante :

0X;
F() = oz, £, ®e;
0X;
T 7
E () = oz, e ®FE;
63:1

O 0 E, (L1)

Il s’agit d’une convention propre aux fluides qui ne présentent pas de configuration de
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référence dans le passé, a laquelle on puisse tout ramener, comparer et mesurer.
Les tenseurs des déformations de Cauchy C' et de Finger Q‘l sont alors déduits :
/ _ T (4 /
C,(t) = E ) E()
00Xy 0Xy
—&® €;
8272‘ al’j
Cfl<t/) — E;l(t/) _£;1T(t/)

BQTZ‘ al’j

= —€; ; 1.2
0X, 09X, P (1.2)
1.3.2 Tenseur gradient de vitesse
Le tenseur gradient des vitesses est défini ainsi :
81)1'
£:%§i®ﬁj (13)

Il mesure la variation de vitesse entre deux points voisins, dans la méme configuration
actuelle C} :

dv = L-dx
dUi = Lz‘jdflfj (14)
1.3.3 Relation entre L et F
On calcule F! -1 de la maniere suivante :
dFg' d (0
d  dt \9X;
0
- 0X;
o 8?]2'
X
- 8vi 8xk
= LikF];jl
E' = L-F (1.5)

Il est essentiel ici de remarquer que la dérivation par rapport au temps t fait référence
aux temps ¢ de la configuration actuelle C} et ne touche pas a la configuration passée Cly .
En remarquant cette fois que :

F'E =1
ETE = 0
FUE+EE =0
F'F = -F'"F (1.6)
On obtient que:iz—g-é

oo
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1.3.4 Relation entre C, (""" et L
Sur notre lancée...

C'—l _ F—1/_}—1T

B _ ;‘4 ;71T+F71 T
= LEET B (LB
= LCc'+C LT (1.7)

¢ = FE

= FE+E
= (-E-L)"-E+E"-(-£-L)
= -L".c-C-L (1.8)

Remarque Les relations que vous ne manquerez pas de trouver dans les livres anglo-
saxons sont souvent les transposées de celles qui sont présentées ici car les définitions de
L et F sont les transposées de celles adoptées ici.

1.3.5 Variation de Volume

Le tenseur d’orientation €;j; est défini de la fagon suivante :
e = (€ N ;) - e (1.9)

— €4, = 0 si deux au moins des indices sont identiques,
— €, = 1 si 4,7, k est une permutation circulaire de 1,2, 3,
— €55 = —1 sinon.

Le produit vectoriel de deux vecteurs est alors :

c = alb
= €raibje
Cr, = eijkaibj (110)

Le volume du parallélépipede décrit par 3 vecteurs a, b, ¢

Vi = a-(bA¢)
= eijkaibjck
aq b1 C1
= det a9 b2 Co (111)
ag bz c3

De méme le déterminant d’une matrice A s’écrit :
detA = EijkAilAjQAkS
EijkAliAQjASk
€lmn, det A = eijkAilAijkn
(1.12)
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Du coup un volume élémentaire dVj créé par les 3 vecteurs dX', dX? dX? dans la
configuration a ¢’ devient le volume dV décrit par les 3 vecteurs @1,@2,@3 dans la
configuration de référence a t :

dVo = epdX!dX7dX]
= Eijk(Fildxll)(ijdxgn)(Fkndl’i)
= ejuFyFjmFpndr; da?, dx?
= det Feyppda)da? da?
= det FdV
dV = det F7'dV, (1.13)

Matériau incompressible Un matériau incompressible implique alors la conservation
du volume qu’elle que soit la déformation qui lui est appliquée :

det F =1 (1.14)

1.3.6 Théoreme du transport de Reynolds

Tout d’abord, si on désigne par J le déterminant de F ~! on aura

dJ
i . 1.1
o JV v (1.15)

qui se démontre de la facon suivante :

dJ = det (E'+dE™") — det '
= det |[E7'- (L+E-dE™")| - J
= Jdet (L+E-dE™") —J
~ J(1+tE-dE™Y) —J
Cfi‘t] = JtrF-jtF_l (1.16)
Or selon éq. (1.5) :
£ o= Lept (L17)
tw[f-F' = tw[E L-F] (1.18)
= FyLpFg (1.19)
= 0Lk (1.20)
= Ly (1.21)
— L (1.22)
- Vv (1.23)

Soit une fonction ¢ défini sur un volume V' dans la configuration actuelle, V}, dans la
configuration passée. Les deux formes du théoreme de transport de Reynolds sont alors :

d d
TS R

10
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d
= [ G @Ddv

B do ., dJ
B /vo <dtj+¢dt>dvo
do
/Vo <dtJ+quV-v>dV0

_ d¢ _
- /V<dt+¢v v)dV

d (09

£/V¢dv - /V <m+v-(¢v)> v (1.24)
d 90

%/ngd\/ — Vadv+/s¢gds (1.25)

Une conséquence du théoreme de transport porte sur les équations de conservations
d’une quantité quelconque ¢ :

/ngdV — cte
jt/vgbdv %
P Veon) = 0 (1.26)

1.3.7 Invariants et Théoreme de Cayley-Hamilton

Pour un tenseur du deuxieme ordre A, on définit trois invariants scalaires Iy 4, Io4, I34
que l'on peut voir comme étant une norme du tenseur.

Lia = tr(4)
La = ;([tr(A)f—tr(A?))
IgA = det(é)

Ces trois invariants apparaissent dans le théoreme de Cayley-Hamilton :
0 = A~ NaA® + IaA — Il (1.27)

Ce qui donne une nouvelle définition de I34 :

1
I3q = 3 ([1A[2A — Latr(4%) + tr(é?’)) (1.28)

La dérivée des invariants par rapport a un tenseur symétrique de déformation est
utilisée dans les lois de comportement élastique :

04, — 0Ay,

= Oilk;
0l 4

= 1 1.2
! (120

11
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0La _ 1 (0(Aw)*  0AuAun,
0A;; 2\ 04, 0A;;
1 0Ay,  0Ay
= 3 <2Akk5ij — Ay A, — A, Am)
1
= 3 (2Akk0i5 — Aki61i0k; — k0 Auk)
1
= 5 Ay — Aji — Aji)
- Ak’k(sz] A, ji
0l T
tf(é?’) = AniAuAm
otr(4A%)  9An 0AR 0Apm,
oA, = 3 A, A Apn + Ak A, A, + Api A A,
= Oim0pAwiAim + 05101 Ak At + 010 jm Ak Ak
= AjAu+ Ajn A + AjiAg
(%r(ég) 2T
g - 4 (1.31)
Ol 10

5 ~ 394 (Lala — Latr(4%) + tr(47))

= Iyal — 14 A+ A (1.32)

1.4 Elasticité théorique

En anglais on parle de finite elasticity pour un équivalent en francais de "grandes
déformations”

La puissance des contraintes est égale a la dérivée de la densité d’énergie élastique W
par rapport au temps :

Sulu = LW (1.33)
Po

p oW

- Fo 1.34

pOaF];jl kj ( )

o= LoF? (1.35)

oW

Swlu = ;i) oF LuF YLy (1.36)
p oW

Sk = %anglﬂj VL (1.37)
p oW ~1

s = L F 1.38

= poaifl = ( )

12
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Cependant il est plus pertinent d’exprimer 1’énergie élastique comme une fonction du
tenseur des déformations C' plutot que du tenseur gradient des déformations F. Dans ce
cas nous avons :

ow

W= ac;j% (1.39)

B ggg/j (gigfé) (1.40)

_ 3”// (avk Oz Oy, 8vk> (L.41)

ocy; \0X,0X; " 0X, 0X,

- o s+ o) (1.42)

- (592/*32/) oot (143

B (ggv i gg) e gff (1.44)

SuLi = ppo (SCM,; + gg;) LuFy; ' Fi;' VL (1.45)
Sk = ,f)okal <gg +(§CVZ> it (1.46)
S = 2;F‘1~ZZ.F—1T (1.47)

Dans la suite on prendra en particulier ' = £_1T -E‘l et p—’; = 1.
L’énergie élastique W s’exprime comme une fonction scalaire des invariants Iy, I, I3
du tenseur des déformations C'. Dans ce cas nous avons en utilisant (1.29,1.30,1.32) :

ow ow oL, OW 0l, OW 0l

oc' ~ ol oC’ oL oC' T oL, oC (1.48)
= Wil+ Wy (h1l-C')+Ws(L1-hC +C7)
= 1(Wy + Waly + Wsly) + C' (=Wy — Waly) + C* W (1.49)
On remarque que :
Fl.o . p\ T — pl peIT pel peIT
= Cct.¢0!
= C?
Alors,
S = 2y/LE g‘g P

= /I [C7N Wy + Waly + Wahy) + C2 (= Wy — Waly) + C™*Ws| - (1.50)

A noter que ' et Qil ont les mémes invariants. Dans ce cas, le théoreme de Cayley-

Hamilton peut s’écrire :
C*=NLC?-LC '+l (1.51)

13
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Alors (1.50) devient
é - 2 [3 {Q_l (Wl + ngl) —|—Q_2 (—Wg) + in[g} (152)

On élimine finalement g_2 au profit de C' en utilisant encore une fois le théoreme de
Cayley-Hamilton :
Q_Q = [1g_1 - Igl—F [30

c (1.53)
Donc finalement (1.52) devient :

S =213 [Q_l (W) + 1 (Wsl3 + Wals) — Q(Wﬂs)} (1.54)

Matériau incompressible Dans le cas d'un matériau incompressible on aura Is = 1
et gTVZ n’est plus défini. I’énergie W doit alors s’écrire :

W= W([1,12)_§(13_1) (1.55)
Wy = —123 (1.56)

La pression P apparait comme un multiplicateur de Lagrange.
On alors finalement a partir de (1.54)

[
I

2 (c—lw1 +1 (—]; 4 W212> - CWQ)

I
I

2(C7'Wy — CWh — 1PY) (1.57)

1.5 Tensorialité, Objectivité, Indifférence matérielle

Dans cette partie, nous allons distinguer le tenseur notion physique et intrinseque, de
sa représentation matricielle (ses coordonnées) qui dépend elle de la base utilisée.

Pour ce faire, les tenseurs physiques du premier ordre (vecteur) et deuxieéme ordre
seront noté

?,? (1.58)

Nous ferons ce distinguo le temps de démontrer les propriétés d’objectivité des tenseurs
de déformations, mais ne continuerons pas plus la-dessus.

1.5.1 Changement de base

Le changement de base orthonormée :

€] = cosf e +sinf e,

eh, = —sinf e +cosb e,

0 — cosf sinf

= —sinf cosf

g = Qije;

g = Q-

e = Q"¢ (1.59)

14
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FI1GURE 1.2 — Changement de base orthonormée

@ est la matrice de passage, telle que :

Q-Q" =1
Les composantes d'un vecteur se transforment alors :

T o= e

= uig

/

= u;Qije;
uj = w;Qy
u = Q"
v o= Q-u

(1.60)

(1.61)

De méme, les composantes d'un tenseur du deuxieme ordre se transforment de la fagon

suivante :

? = Aijﬁi ® €
= Aue, ®¢
= AL(Qries) ® (Quje))
= AQriQue; ®e;
= QT@Q'Q

-A-QT

[
I
1 |l

(1.62)

Toute entité matricielle qui obéit a la relation (1.62) est un tenseur du deuxieme ordre.
Les scalaires qui sont des tenseurs d’ordre 0 sont aussi appelés invariant par exemple
la trace, le déterminant et le deuxieme invariant d’un tenseur d’ordre 2, car ils demeurent

identiques apres changement de base :

tré = A“
trd’ = Aj
= QuAnQ}

15
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S
5]
o

1=

o)
—~
~+
N

€3

FIGURE 1.3 — Changement de repere orthonormée. Dans une méme configuration, un
méme point matériel peut étre repéré de fagon différentes suivant les reperes choisit qui
peuvent étre en mouvement relatif I’'un par rapport a 'autre

= (QuQir)An
(1) A
= A
trA" = trd (1.63)

1.5.2 Objectivité

Lorsque les tenseurs obéissent a la relation (1.62), ou a la relation (1.61) pour les
vecteurs, méme quand la matrice de passage dépend du temps Q(¢), le tenseur est dit
objectif. On voit tout de suite que si la notion physique que représente le tenseur ne fait
pas intervenir de dérivée par rapport au temps, le tenseur est forcément objectif. C’est

le cas du tenseur des contraintes et du tenseur des déformations C. Par contre, la

question se pose pour le tenseur gradient de vitesse L et des taux de déformations ?
D’apres le changement de repere illustré sur la Fig. 1.3 on voit que le vecteur position

T

=%
I

[«
=
+
o
=

z = Q'@ 1)
e = Q) —¢) (1.64)

Le vecteur position n’est donc pas objectif
Le vecteur vitesse ¥ :

dz

o=

16
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T dt
= L(Q-z+c)
oL ETE
= Qu+Q-z+c¢
(1.65)
Le vecteur vitesse n’est donc pas objectif
Le tenseur gradient de vitesse L :
T - Vv
- ou
K o
N 8xk aZL’;
_ 9Qau + Qazy Oy,
. 81]5 . aZL'l al’k
= Qugg, T Qg ) 5w
QuLuQr; + QuQr,
L' = QLQ+Q Q" (1.66)

Le tenseur gradient de vitesse n’est donc pas objectif. Remarque : Dans le calcul on a
Ve=0.

Le tenseur des taux de déformation ?

- Y7.7)

2
d = S(+L7)
- QL@ Q@+ L Q"+ Q)
= Q'd'QT+;(Q Q" +Q-Q" (1.67)
En remarquant que ;
Q¢ -1
QQ" =0
Qo a0 =
(1.68)
On déduit que :
d = Q-d-Q" (1.69)

et que le tenseur des taux de déformations est objectif.

17
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La dérivée convectée supérieure :

g’ S-L-8-5-L"
s =@ SQ
L=QLa+eg
§ - (@ -5-Q
— (g.é.gTng.gT).(g.é.gT)
_ (Q'Q'QT)'(Q'QT'QTJFQ'QT)
— (Qé.gTJrgé.gTJrgé.QT)
_ Q'Q'Q'QT_Q‘Q'QT
- QS LQ" -5
- Q@-Ls-51MQ (1.70)
La dérivée convectée supérieure est donc objective,
La dérivée convectée inférieure :
$ - §eT Sl
§ - (@3QN
n (Q.QT.QT_FQ.QT).(Q.Q.QT)
+ (Q'Q'QT)‘(Q'Q'QT‘FQ‘QT)
— (Q.Q.QT_‘_Q.é.QT_i_Q.é.QT)
+ Q'QT‘Q'QT+Q:QT'Q'§'QT
+ Q.é.é.:T_i_g.é.:T.Q.gT
QQ-258¢ = Q5
Q-59"Q¢" = Q5¢
$ - QG sesLQ )

La dérivée convectée inférieure est donc objective.
La dérivée corotationnelle (Jauman) qui utilise le tenseur antisymétrique des taux de

rotations W = —ET :

llino

N |~ [ T

La dérivée corotationnelle est donc

=

+
IKn Ikn

el

|5 |
_l’_

I=

n<
_I_

objective puisque

dérivées convectées elles-mémes objectives.

18
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Plus généralement la dérivée de Gordon-Schowalter, qui est également objective :

[m] o

S = S-ald-S+5S-d) (L.73)
— a = 0 dérivée corotationnelle

— a = 1 dérivée convectée supérieure
— a = —1 dérivée convectée inférieure

19
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1.6 Classification des écoulements extensionnels

Les écoulements extensionnels peuvent s’exprimer sous la forme générique du tenseur
gradient de vitesse :

e 0 0
L = | 0 me 0 (1.74)
- 0 0 —(1+m)eé

! 1

—§< m <

ol m est un parametre qui peut prendre différente valeur caractéristique :
= —% Elongation uniaxiale (simple elongation)

= 0 Extension plane (planar extension, pure shear)

= 1 Extension ellipsoidale (pure shear!!)

= 1 Extension équi-biaxiale

3333

20
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1.7 Modeles viscoélastiques quasi-linéaires

1.7.1 Modele intégral de Lodge

Un premier exemple de loi de comportement, dans le cas d’un cisaillement simple.
Localement, on a un comportement élastique ot I'incrément de déformation en cisaillement
dv produit un incrément de contrainte dSis :

(1.76)

Cet incrément de déformation a été produit a une certaine vitesse de déformation, pendant
un certain incrément de temps :

dy = ~(t)dt (1.77)

ATy, = GH(t)dt' (1.78)

Selon le principe de la mémoire évanescente (fading memory), on accorde un poids
plus faible aux déformations plus anciennes :

/

ATy (1) = Gexp< S )7(%’)dt’ (1.79)

t <t (1.80)

T15 est la somme des incréments de contraintes jusqu’a l'instant présent :

t t —t .
Ty, = /_ Gexp( 3 >7(t’)dt' (1.81)

Intégration par parties :

Ce qui nous donne

t t—t
Ty = / fexp( h )Wt’,t)dt'

- [G exp <t/ ; t) fy(t’,t)]t,:t (1.82)

t'=—00

On généralise directement en posant la forme tensorielle :

t G t—t 1 aur
T = /Oo)\exp< ; )Ct (t')dt (1.83)

21
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Déformation tres rapide Si Q’l est appliqué a un instant tres voisin de t, Q’l qui
est la déformation accumulée entre ¢’ et ¢, est indépendante de t' et il reste a intégrer :

t G v—t\ ¢ -\
/Oo/\exp< ) )dt = G[exp( )\ )1 (1.84)

_ G[ _O} t'=—o00
Gt (1.85)

1M
|

Il s’agit du comportement d’un solide élastique, de module G.

Déformation tres lente Dans ce cas, la vitesse de déformation est tres faible, on peut
approcher le tenseur des déformations C' ~! au premier ordre en utilisant la relation (1.7)

¢~ 1 (1.56)
'~ 2D (1.87)
C' = 1+2(t—-t)D (1.88)
dans ce cas :
t !
T = /Oofexp <t 3 t) (;—I— 2(t — t’)Q) dt’ (1.89)
s = t—t
G [>® —5
T = Gl+2—Q/ exp (> sds (1.90)
= = A= Jo A
I = GL+2GAD (1.91)

Il s’agit du comportement d'un fluide Newtonien de viscosité GA.

1.7.2 Modele différentiel de Maxwell
Définition

On passe facilement de la forme intégrale du modele précédent (1.83) a sa forme
différentielle :

1N
Il
SIS
L pu— |
T
8
> Q@
o]
s
o}
N
s
>
~
~—
1S
~
—
IS
A
|

Il
H
8
SN

N
> Q
D
>
o}
/N

®
>\
~
~_—
1
L
—
~
—
~_—
QL
T

G - _

— 5 exP (;\)O)Ctl(—oo) (1.92)
G t—1

+ o exp <)\)Qj1(t) (1.93)
t G =\ o\

— _m<—)\2ex ( ;) Otl(t)>dt
t (G —t\ -

+ /_OO<)\eXp< )\ )g%t’))dt’
G

+ X;
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1
= —=-T
A:
b G =t ~1 —1 1T\ g4
+ /oerXp< 3 )(LC +C é)dt
- lriprirore 9 (1.94)
A== == A=
On obtient alors I’équation différentielle :
v
T+XT = Gl (1.95)

ou figure la dérivée convectée supérieure.

Dans cette version du modele, T = G1 lorsque 'on est a I’équilibre (pas de défor-
mations). On lui préfere un version ot les contraintes S sont nulles lorsque l'on est a
'équilibre, il suffit de considérer que : S =T — G1. on aura alors dans (1.95) :

\ 4
S+GL+AS+G 1) = GL (1.96)
L =i-L-L (1.97)
— —2D (1.98)
§+A§ = 2GAD (1.99)
— 2D (1.100)

Il s’agit cette fois du modele différentiel de Maxwell convecté supérieur (UCM).

Réponse du modele en cisaillement simple

v = YT
Vo = 0
V3 = 0
0 v O
L = 0 0 0 (1.101)
0 0 0
Y 0 T
8= =8+ VS-w-L-S—~S-L (1.102)

Le champs de vitesse est en régime stationnaire, on cherche un solution en régime sta-

tionnaire et donc %é =0.

De plus comme L est homogene, on peut commencer par chercher S homogene égale-
ment et donc V.S =0
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04 0 S Sz Sis
LS = 000 Sz Sa2 a3 (1.103)
0 00 Stz Soz Ss3
YS12 ¥S22 YS23
—~ 0o 0 0 (1.104)
0 0 0
S-L" = (L-9)" (1.105)
En assemblant toutes les contributions on obtient alors :
v
S+A8 =
S Sz Sis —AYS12 —AYS2  —AYSas
Stz Sa Saz | + 0 0 0
Siz Soz Sas 0 0 0
—AYS12 0 0 0 n?y O
+ [ =A¥S2 0 0 = my 0 0
—MySy3 00 0 0 0
S — 2AYS12 Sz — AYSze Sz — AySas ny 0
S12 — AYSa S22 Sas3 = ny 0 0
S13 — AySa3 Sa3 S3 0O 0 0
Ce qui nous donne alors le systeme d’équations :
S11 — 2M79S19 0
S12 — NySa o7y
S13 — AYSe3 = 0
822 =0
823 - 0
S 0 (1.106)
et finalement les composantes des contraintes :
Sn = 2770)\"72
Sz = Moy
513 = 0
522 = O
523 =0
S33 0 (1.107)
Le comportement rhéologique en cisaillement simple comprend :
— la viscosité en cisaillement :
Si2
Ns = ——
Y

24
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On constate que la viscosité en cisaillement reste constante et que ce modele de
Maxwell ne prédit pas de rhéofluidification (shear-thinning).
remarque : Pour calculer ng, on utilise Si» puisque le plan de cisaillement est
dans les directions x; et x5. Si la direction du cisaillement change, vous n’oublierez
pas de changer de contraintes 2.

— La premiere différence des contraintes normales :

Ny = Si— S (1.109)
= 22 (1.110)

Le modele de Maxwell prédit bien une premiere différence des contraintes normales,
positive, ce qui est conforme et spécifique aux fluides viscoélastiques.
remarque : Pour calculer Ny, on fait la différence de la contrainte normale qui est
dans les sens de 1’écoulement (z; ici) avec celle qui est dans le sens de la variation
de la vitesse (23 ici )

— La deuxieme différence des contraintes normales :

NQ - S22—533 (1111)
-0 (1.112)

Le modele de Maxwell ne prédit pas de deuxieme différence des contraintes nor-

males. Expérimentalement, pour les polymeres a 1’état fondu, on observe plutot

M
Ny ~ =32

Réponse en élongation uniaxiale

e 0 0
L=L" = | 0 —¢/2 0
0 0 —¢/2
€S11 0 0
L-S=S-L" = 0 —€/25 0
0 0 —¢/255
SH - 2)\6511 = 27]06 (1113)
522 + )\6522 = —7]06 (1114)
833 + )\éSgg = —’I]oé (1.115)
27706
= 1.11
S 1—2)\é (1.116)
M€
= — 1.11
S22 1+ Aé (1.117)
Mo€
S33 = — 1.118
W o= (1118)

Le comportement rhéologique en élongation uniaxiale comprend :

2. "Quand ¢a change, ¢a change; faut pas se laisser surprendre” d’apres les tontons flingueurs
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— La viscosité élongationelle :

Sii— S

e o= 2 (1.119)
€
210 Mo

_ 1.120
T— 2% " T+re (1.120)

3
- o (1.121)

(1+ Aé)(1 — 27é)

Lorsque le taux d’élongation tend vers 0, la viscosité élongationelle atteint une li-
mite g = 310, il s’agit du rapport de Trouton, observé expérimentalement univer-
sellement. Par contre, la viscosité élongationnelle croit infiniment quand on atteint
la valeur é = 1/(2\) alors qu’en réalité il peut y avoir effectivement une croissance
de la viscosité élongationnelle pour les polymeres branchés, mais elle n’est bien
évidemment pas infinie.

1e+10 1e+02

1e+08 | A
1e+06
1e+04
1e+01

1e+02

1e+00

1e-02

Ay Aé

1e—04L— MR Ll MR MR Ll - 1e+00 L . L L
1e-02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03 1e+04 1e-03 1e-02 1e-01 1e+00

Réponse en cisaillement simple du modele de Maxwell convecté inférieur

Meéme probleme qu’au §1.7.2 mais cette fois avec la variante batie sur la dérivée convec-
tée inférieure du modele de Maxwell (LCM : Lower Convected Maxwell )

A

S+A5 = 2nD (1.122)
AN
S = UstvSutsLiL's (1123)

Soumis a votre réflexion ... maintenant !

1.7.3 Modele de Maxwell corotationnel
Définition

Le modele de Maxwell corotationnel est similaire au précédent mais utilise la dérivée
corotationelle de Jauman (1.72) au lieu de la dérivée convectée :

llino

S+AS = 2D (1.124)
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Réponse du modele en cisaillement simple

On reprend le cisaillement simple défini en §1.7.2. Le tenseur des taux de rotation
(vorticity) est défini ainsi :

(0 40
W o= | -9 00 (1.125)
0 00

Comme précédemment on recherche une solution stationnaire et homogene a cet écou-
lement imposé stationnaire et homogene : La dérivée de Jauman se réduit a :

i = -W-S-85-W" (1.126)
On calcule alors :
1 0 40 S Sz Sis
W-5 = 5| =700 |5 S S (1.127)
0 00 S13 Saz Ss3
1 ¥S12  YS22  YSas
= 35 =S =512 —¥Sus (1.128)
0 0 0
s-wh = (W-9)" (1.129)

En assemblant toutes les composantes on obtient :

§+)‘£ = 2D

S11 Sz Sis A\ ¥S12 S YSas

S1a Saa Sag -5 —¥S11 —¥Si2 —¥Si3
Sz Saz Sss 0 0 0

A ¥S12 —¥Suu 0

3 A4S —¥S12 0 =

¥Sa3 —¥S13 0

ogo
2.
CDCDg

2.
o O O

Ce qui donne les équations suivantes :

Sii— NS, = 0 (1.130)

% A
¥

S — 55 =
Soo + AySi2 =

Sia — S o= noy

i
Sas + 77513 =
Ssz =

o o o O

(1.131)
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on voit rapidement que :

Su Moy
1+ (A)?
A2
Si 7707_2
1+ (M)
A}
Sa2 —07.2
L+ (M)
513 = 523 = S33 =0 (1132)
La viscosité en cisaillement est alors :
Ns = Sz e L
i T O
Les premiere et seconde différences des contraintes normales sont alors :
20 Ay
Nl = Sll - 522 - W
1oAY
Ny = S —83=—"——""—
2 22 33 T+ (V)2
1e+01 1e+00
7777777777777777777777 16-01F 4
1e+00F 7 ]
1e-02F E
1e-01 4 1e-03+ i
fe-04p n/no—— 1
1e-02 i
1e-05¢ k!
1e-03 //,/// TA/1m9 —— 1 Te-06F 4
, Nl)\/770 B 1e-07} E
1e-04r _Nz)\/no - el |
5 L L L L L A;y L L L \AP)/ L
02 Tes01 16400  1e+01 16402 10403 104 Je-02  1e-01  1es00  1es01  1es02  1es03  fes04
Réponse du modele en élongation uniaxiale
Le tenseur gradient de vitesse L est de la forme :
e 0 0
L=L" = [0 —¢2 0 (1.133)
0 0 —¢€/2
Dans ce cas, W = 0 et on a simplement :
Siio= 2noé
Sog = —Moé
S3z = —1oé
Sij = 0i#] (1.134)
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La viscosité élongationnelle est alors simplement :

S — S»
A

= 3n (1.135)

La viscosité élongationnelle reste constante et égale au rapport de Trouton.

1.7.4 Modele de Jeffreys corotationnel

Le modele de Jeffreys corotationnel comprend deux modeles : Maxwell corotationnel
et Newtonien :

= 5,+5;

= 2n.D

S
S +A8, = 2D
S, (1.136)
La partie Newtonienne fait référence a un solvant (5) dans lequel serait plongé des

chaines polymeres : la partie Maxwell (,)
On défini alors :

M = 7+ (1.137)
Ns

r = - 1.138
Mo ( )

Ns = TN (1.139)

np = (1=r)n (1.140)

Autre écriture du modele de Jeffreys

Si I'on souhaite exprimer le modele de Jeffreys sous la forme d’une seule équation
différentielle il suffit de poser :

S, = S-5,
- §_27752
(5—2nsD)+A<§ —2n, lo?) = 25,0
S+AS = 2pD+2m\D
S+AS8 = 2 (D+Ml°)) (1.141)

Prédiction du modele en cisaillement simple

En s’appuyant sur les calculs précédents on recherche la fraction r de viscosité du
solvant qui assurera que la contrainte de cisaillement reste croissante avec le taux de
cisaillement.
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Sl2

On définit de nouvelles variables et

T

T

()
dr
dx

MY
1+ (M)

no(l — 1)y

1+ (X)?

+ 157y

+ N7y

une contrainte de cisaillement adimensionnelle 7 :

Ay
S1aA
To

1—7r
<1+x2+r>x

1+ (3r— 1)z + rat

(1+22)

(1.142)

Pour vérifier que la contrainte de cisaillement reste croissante on doit rechercher les
points ou s’annulent la dérivée de 7(z), c’est a dire rechercher les racines du polynome

suivant en z :

1+ GBr—12*+rz* =0

(1.143)

Le discriminant P(r) de cette équation vaut : P(r) = 9r? — 10r + 1 et c’est Le signe de ce
discriminant dépend lui aussi de ces racines :

T =

T =

O ==

On peut alors discuter suivant les valeurs de r :
— Si % < r < 1alors P(r) est du signe opposé a 9, donc P(r) est négatif.

— donc le discriminant est négatif et il n’y pas de racine x réelle a <&

— donc g—; ne s’annule pas
— donc g—; ne peut pas changer de signe
— donc 2 est du signe de 9(0) = 1, c’est a dire positif

— donc 7(z) est toujours croissante

dr
dx

1e+04
P

L 7o

1e+03 |

1e+02 |

=S 03
Il
I
—
o G T

1e+01 |

<

1e+00
1e-01

1e-02¢

1e+00

1e-01}

A,

. L . ‘A"ﬁ/‘

1e-03L— MR MR P MR

1e-02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03

1e-02
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1.7.5 Modele d’Oldroyd a 8 constantes

Ce modele représente la loi de comportement objective la plus générale possible, avec
des termes au plus linéaire en contrainte S et quadratique en taux de déformation d.

\V4
+A3(S-d+d-5) + As(trS)d + As(S : )L = 2no(d + Mad - d + o d) + Ae(d : d)L

Ji9)
[

+ M\

(1.144)

oll 1y est une viscosité et les 7 autres constantes \; correspondent a des temps
Dans ce modele il est inutile d’introduire des termes en g?’ car tous les tenseurs d’ordre
2 sont liés par le théoreme de Cayley Hamilton 1.27.
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1.8 Modeles Viscoélastiques intégraux

1.8.1 Modele K-BKZ

Le modele K-BKZ a été proposé quasi simultanément par d’'un coté Kaye en 1962 [5]
et de l'autre par Bernstein, Kearsley et Zappas [6].

1.8.2 Construction

Une facon simple de construire ce modele viscoélastique est de considérer une défor-
mation d’élongation uniaxiale d'un cube dont les cotés sont de longueur unité.

0 0
del d
L=110 22 9
- d.I'Q d
V2
0 0 —
dl’g
e 0 0
= 0 —¢/2 0
0 0 —¢€/2
En intégrant les vitesses de déformation on obtient le tenseur gradient des déformations
F
-1
) = (
= 0 /\2
0 )\3
e = (—:(t —t')
At = exp(e)

Ao = exp(—e€/2)
A3 = exp(—€/2)

€1 = €

€
€y = —5
€3 — €3

e; représente la déformation de Hencky et les \; les étirements (stretch) représenté
dans la Fig. 1.4. Pour un matériau incompressible on a bien évidemment : A\j A2 A3 = 1
Ensuite le tenseur des déformations de Finger g_l :

C (t/)_l _ F_l(t/) _£—1T(t/)

=t =t t
A0 0
= 0 X 0 (1.146)
0 0 A3
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FIGURE 1.4 — Etirement d’'une barre unité

Considérons maintenant le travail dW pour étirer de d\; le barreau dans la direction

1:
dW - fld)\l
ow
fl - 87>\1

ou f1 est la force de traction nécessaire. Dans ce cas, la contrainte de traction dans le
matériau est :

fi
Surface
i
AaA3
= fid
ow
— 87/\1)\1
ow
J[log(A1)]
ow

= = 1.14
Je, (1.147)

On généralise hardiment le résultat précédent (1.147) aux autres directions de espace

ow
S = — 1.148
S De (1.148)
log )\1 0 0
€ = 0 log Ao 0 (1.149)
0 0 log A3

Sll -

ol W représente I'énergie élastique par unité de volume et € est le tenseur des déformations
de Hencky Bien que le tenseur de Hencky soit parfaitement valide on préfere exprimer les
contraintes en fonction des tenseurs C' et Q‘l. et de leurs invariants :

L, = trg_1
= exp(2¢;) + exp(2e2) + exp(2e3)
I, = tC
— exp(~261) + exp(—26,) + exp(~2es)
Is = detg’1
-1 (1.150)
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On a dans le cas d'un matériau incompressible : W (I3, I).
On peut alors introduire ces relations dans (1.148)

ow ow ol, OW 0l

= — — 1.151
661» (9]1 861' + 812 861' ( )
Dans le cas de I’élongation uniaxiale
ol
8611' = 2exp(2¢)
= 205"
ol
a; = —2exp(—2¢)
= 20y
On alors finalement en généralisant :
ow ow ow
—=2—C"'-2—C 1.152

Dans le modele K-BKZ 'énergie élastique W est autorisée a relaxer et est prise sous
la forme d’une intégrale en temps d’un potentiel U(1y, I5)

t
W= / UL, I, t — t')dt! (1.153)
Dans ce cas les contraintes définies par le modele K-BKZ sont données par
t ou oU
S = / —C M) —2—C,(t) | at’ 1.154
s— [ (e5rcr0 -5 ew) (L151)

1.8.3 Réponse en cisaillement

V1 = 0
vy = YTy
V3 = 0
dl’l
T
dCL’Q
=y
dl’g
R
ry = X1
Ty = X2+’7(t—t/)X1
Ir3 = X3
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X1 = 1

Xo = xo+A(t' —t)xy
= 1z —F(t —t)xy

X3 = 3

On notera v = y(t',t) = 4(t — ) et on a alors

[~
—~
ot
N—

I

|
SN
O = O
—_— o O

I
|
—
—
A8
N—
|
O 2
S = O
_ o O

1 v 0
= v 1+9* 0
0 0 1
]1 3+'72
I = L

La contrainte de cisaillement devient :

C(oU  oU
= 2 _ _— /
r= /. <8[1 * 312> e

= /_too o(y,t —t')ydt!

(1.155)

(1.156)

(1.157)

Relaxation des contraintes en cisaillement On peut déterminer la fonction ¢ par
un créneau de cisaillement (croissance des contraintes) ou un arrét soudain (relaxation

des contraintes)

y(t,t') = ysit' <0
= 0sit'>0
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71

v

Lorsque I'on obtient un graphe du type suivant on peut faire I’hypothese de séparation
entre temps et déformation (time strain separable) :

T(v,t) = GHh(y)y (1.158)

G(t) est un (spectre de) module de relaxation linéaire qui ne dépend que du temps et h
est une fonction d’amortissement damping function qui ne dépend que de la déformation
via 'invariant généralisé :

[=8L+(1-p8) (1.159)

Comme [; et I, sont égaux en cisaillement, le parametre matériel S ne se détermine qu’en
élongation.

Différentes lois de comportement sont alors proposées suivant le choix de la fonction
d’amortissement A :

— fonction de Wagner

h(I) = aexp (—n1 I— 3) + (1 —a)exp (—n2 I— 3) (1.160)

— fonction PSM (Papanastasiou Scriven Macosko)

1

h(l) = —— 1.161
(7) 1+a(l-23) ( )
— fonction Soskey, Winter, Guillet
1
h(I) (1.162)

1.8.4 Cisaillement simple

On va considérer en détail la réponse du modele dans le cas d'un cisaillement simple.
Exercice en TD
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h([ ) vjvagner

| psm ——

10°

51071

107!

51072

1072 * : ‘
1072 1071 10° 10t 102

1.9 Modeéele de Leonov

1.9.1 Polymeres fondus

Le modele de Leonov est basé sur le concept du tenseur de déformation recouvrable
C,, c’est a dire la déformation élastique que le fluide (le matériau) serait capable de
récupérer (recouvrer) si I'on enlevait soudainement toute la charge qui lui est appliquée.
C’est précisément ce qui se produit dans le cas du gonflement en sortie de filiere, ou
I'extrudat soudainement libéré des contraintes liés a son écoulement forcé dans la filiere,
recouvre une formei tres différente une fois a 1’air libre.

Ce concept de déformation recouvrable est en fait la transposition au fluide viscoélas-
tique de la décomposition des déformations en une partie élastique (réversible) et une
partie plastique (irréversible) que 'on trouve en mécanique des solides.

On pose alors que :

S

SNele) (1.163)

ou C_est ce tenseur des déformations recouvrables et la question est de savoir comment
évolue C .

Si le matériau était purement élastique (hyperélastique pour étre précis), C' = corres-
pondrait au tenseur de Finger et I'on aurait alors :

Vv
¢ =0
—e

[e]

C -D-C -

e

€

I
IS
I

0 (1.164)

ol D correspondrait au tenseur des taux de déformations habituel. En fait, le tenseur
des taux de déformations a utiliser n’est pas celui la mais prend en compte la part de
la dissipation irréversible sous la forme d’'un tenseur des taux de déformation effectif,
diminué par l'irréversibilité comme dans le cas de la plasticité :

D =D-D (1.165)

On reprend alors ’équation (1.164 :
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o

C,~(-D)-C.~C,-(D-D,) = 0

—e D

v
C,+D -C +C D =0 (1.166)

Il reste a définir plus précisément ce tenseur des taux de déformation Qp, qui découle d'un
potentiel de la méme forme qu'un potentiel élastique W :

ow ov _ ., .
D = Qa—hge — 287]2Qe + isotrop (1.167)

Comme il s’agit d’un fluide incompressible, on doit avoir ter =0 dou:

o I ov /. I
D =2——(Cc — 1) -2~ — 2 1.1
=~ 7ol <Oe 3) ol <Ce 3) (1.168)

Reste a choisir la forme du potentiel irréversble ¢ ( ou potentiel hors équilibre), la plus
simple étant celle d'un potentiel élastique "symétrisé” W :

W) — 5(1—3) (1.169)
W = S(W(Il,[2)+w([2,[1))
Ws = bf([l—i-fg—ﬁ)
Vo= 2V([;/A
_ 86)\(]1+12—6)
b - o () oty
- )

I
1
— —_— 71_7 —
D, = ((Je c' -5 12)1)

En reportant la définition de D (1.170) dans (1.166) on obtient I'équation différenticlle
donnant I’évolution de C'

5+b(02—1—1(1—1)0> (1.170)
=e oy \Fe = 3V = ‘

et toutes les contraintes par la relation(1.163).
Le parametre b est pris constant égal a 1 dans le cas d’un polymere fondu, non chargé.
On valide 'hypothese d'un potentiel élastique Néo Hookéen.

1.9.2 Réponse du modele en cisaillement simple

La réponse du modele en cisaillement simple est la méme que celle du modele de
1

Giesekus avec un parametre a = 5
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\ i \
1072 107t 109 10! 102 103 104

FI1GURE 1.5 — Evolution de la viscosité élongationnelle en élongation uniaxiale pour le
modele de Leonov

1.9.3 Réponse du modele en élongation uniaxiale

1.9.4 Extension aux polymeres chargés

Le modele de Léonov intialement développé pour les polymeres a I’état fondu, non-
chargés a pu étre étendu aux polymeres chargés ( talc, noir de carbone etc) La contrainte
totale est alors a somme de deux modes : la matrice viscoélastique indice "m” et 'interac-
tion des particules formant des aggrégats. Ces aggrégats se brise et se reforme constam-

ment Le mode particule (indice "p”) est alors décrit spécifiquement par la fonction b, qui
cette fois est une fonction scalaire du temps de restauration :

b, = &(temps) + « (1.171)

ou & est le nombre moyen de particules d'un aggrégat soumis des forces, o est une
constante.
Le temps de relaxation effectif du mode particule est alors :

A=\ (1.172)

en donnant un sens au parametre b
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On définit ici quelques notations et résultats généraux rappelés sans démonstration
qui serviront tout au long du cours.

1.9.5 Notations

— les entiers placés en exposants désignent des quantités provenant d’une discrétisa-
tion (valeurs nodales, éléments, etc.) Dans le cas d’une sommation de ces quantités,
on conservera explicitement le signe >_.

— les entiers placés en indices désignent les composantes d’une quantité tensorielle
(matrice, vecteur). On leur appliquera la convention d’Einstein sur les indices ré-
pétés/sommés

— les vecteurs sont notés soit v soit v. v; désigne une composante quelconque de v.

— les vecteurs d'une base othornormée sont notés i j k ou e; e, €3

— les matrices ou tenseurs sont notés a ou A. a,; désigne une composante quelconque
de a

— la matrice unitaire est notée 1 et ses composantes d;; (symbole de Kronecker)

— le produit scalaire (ou produit contracté une fois) est noté ”-”.

v = f

fi = aiv;

IS

99,99

— le produit contracté deux fois est noté

a:b = f
trace(a-b) = |
fo= aijbj

— le symbole ® (ou pas de symbole du tout) désigne le produit tensoriel entre deux
vecteurs, tenseurs et définit un nouveau tenseur dont l'ordre est la somme des
ordres des tenseurs utilisés.

u®u (1.173)
Q5 = U5 (1174)

IS
|

— le symbole V désigne 'opérateur gradient :

_ 9f
yf = %Qi

= f,i €;

Vo = —— e e (1.175)
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FIGURE 1.6 — Domaine d’intégration

— le symbole V - désigne 'opérateur divergence :

8vi
. = 1.1
Vv 9, (1.176)
Oy, n % n ov,
- O0r Oy 0z

— le symbole 17 désigne la dérivée objective convectée supérieure :

v
£:£+7z-g—2Vvt—Vv-£ (1.177)

Un tableau récapitualtif des notations tensorielles, en composantes et matricielles :

Tensoriel Composantes Matriciel
a=ua-b a = a;b; a=a'b
A=a®b Aij = a;b; A= ab”
b =a- bj = CLiAZ'j bT = (I,TA

A
Q= Q-éi-b a = a;Aib; a=al Ab

C=A-B Cij=AuBy,  C=AB
C=A-B" Cij = AiBji C = ABT
D=A-B-C Dy =AyBuCy; D=ABC

1.9.6 Théoréme

Le théoreme de la divergence-Gauss-Ostrogradsky-a-tout-faire est présenté ici sous une
forme légerement plus générale :

Soit 2 un domaine de frontiere I' et de normale n dirigée vers l'extérieur cf. Fig (1.6).

On a alors :

/@dQ:/g@M dr (1.178)
Q T

Ce qui nous donne en pratique le théoreme de la divergence habituel

[¥evdo= [ oo dr (1.179)

41



Y. Béreaux

VNL v2.2 4GMPP

et une formule d’intégration par partie qui servira constamment dans la suite du cours :

W) dr = [ (T0)p) + () 40
= [wonar

[ @0 de = - [ w(Ve) a2+ [ (wen dr

1.9.7 Exercices

Deux exercices pour faire passer le message :

Ex 1

Soit la fonction scalaire f = A-x)-z ou A. Montrer que :

V(Vf)=A+A

réponse
f = Aijxjxi
af
zf = Txkﬁk
of Ox; Ox;
P Wi By
8xk Jx]axk + J@l’kx
= Aijxjéik + Aij5jkxi
= Akjmj + AszCZ
0% f
A\V4 (yf) = m@k ® €
o0 f
drdT Agjdj + Aida
= Au+ Ay
V(Vf) = (Au+Aw)e. ®¢
= (Ak:l + AZZ) € @€
Ex 2

Soit une surface I' entourant un volume 2. Montrer que :

1 )
= [ Y@’ nds

réponse
¥ = z-z
= X;%;
ox; ox;
V(z) = |—zi+zi—)e

(1.180)

(1.181)

(1.192)

(1.193)
(1.194)

(1.195)
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(Oixi + T:i0ik) ey, (1.196)
= (ka)gk (1.197)
- 2% (1.198)
D’apres le théoreme de Gauss :
2 _ : 2
/FZ(@) ndS = /lev (Z(@) )du (1.199)
- /Q div (2z) dV (1.200)
. oz;
- 2/de <8$i> v (1.201)
| div (3:) (1.202)
= 60 (1.203)
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2.1 Chaine idéale [1]

Une macromolécule possede de nombreux degré de liberté interne, par exemple la
rotation autour de la liaison Carbone-Carbone dans le cas du polyéthylene, ce qui lui
permet d’adopter de tres nombreuses configurations différentes. Du fait de cette grande
flexibilité nous pouvons représenter la macromolécule comme une tres longue chaine de
billes (ou jonctions) liées par des barreaux ( ou connecteurs) rigides. Pour étudier une
telle chaine, on peut commencer par considérer le modele le plus simple, ou la chaine est
disposée sur un réseau régulier (lattice) Fig. 2.1. Soit b la taille d’un connecteur et z le
nombre de coordination du réseau (le nombre de plus proches voisin). On émet I’hypotheése
qu’il n’y a aucune corrélation entre les directions que peuvent prendre les segments et que
chaque direction est équiprobable. Dans ce cas, la configuration de la molécule correspond
a une marche au hasard sur le réseau.

FiGURE 2.1 — Marche au hasard de la chaine sur un réseau

Considérons maintenant le vecteur R bout a bout qui joint une extrémité de la chaine
a l'autre extrémité. Sa longueur moyenne est un indicateur de la taille de la chaine ma-
cromoléculaire. Si la chaine est constituée de NV segments, avec r,, le vecteur d'un segment
alors le vecteur bout a bout :

R=S 1 (2.1)

La valeur moyenne sur les configurations possibles (R) de R est nulle car la probabilité
de valoir R est est identique a celle de valoir —R.
On considére maintenant (R?) la moyenne du carré de R :

N

(R?) = Z;l ,1<£n'£m> (2.2)
(2.3)

Comme il n’y a aucune corrélation entre les directions des différents connecteurs, si n # m
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alors (" -r™) = (") - (£™) = o™"

(R%) = 2(&"% (2.4)
= NB? (2.5)

on constate alors que la taille du polymere est proportionnelle & v/N.

Il est également possible de calculer la fonction de distribution de probabilité de R.
On pose qu'une extrémité de la chaine comprenant N segments, est fixée a l'origine. Soit
P(R, N) la probabilité que 'autre extrémité se trouve a la position R. En posant b, i =
1,.., z les directions possibles pour le connecteur, on peut constater que si le polymere a
atteint la position R apres N étapes, alors la position atteinte a 1'étape N — 1 doit étre
une parmi R — b' chacune ayant une probabilité 1 /z de se produire. Donc la probabilité
de la chaine de se trouver en R peut étre écrite :

P(R, fzp — b N —1) (2.6)

z

Si la chaine macromoléculaire est longue N > 1 et R > b’ et on peut développer le
membre de droite :

i opP . oP 1 O*P .
P(R-V,N—1) = P(R N)-— ﬁb _aW+2aRaRkbb (2.7)

En remarquant que :

! Z@ = 0 (2.8)

)
1 - i 7.0 1 1721 212 313 474 515 616
. ;bjbk = 2 (bjbk + 307 + b33 + by + B3] + bSb]) (2.9)
1
= 3 b (2.10)

(la derniere proposition étant vraie en 3D ). En reportant ces relations dans (2.6) on
obtient finalement une équation aux dérivées partielles qui s’integre avec la condition que
R =0 quand N = 0 en une distribution Gaussienne :

oP b2 9%P
N~ 6o (2.11)
3 \*? 3R?
PIEN) = (W) P <_2Nb2> (2.12)

2.1.1 Effets a courte portée

Dans le modele précédent (freely jointed chain), nous avons supposé que l'orientation
de chaque segment était aléatoire et indépendante de l'orientation des segments précé-
dents. Ceci implique que la chaine macromoléculaire serait capable de se replier sur elle
méme en certains points, ce qui serait physiquement impossible, puisque deux morceaux
de chaine ne peuvent occuper simultanément le méme espace. Pour y remédier considérons
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F1GURE 2.2 — Chaine a rotation libre, angle 8 constant entre deux segments consécutifs

maintenant un modele du polymere qui interdise un tel repliement pour deux chainons
consécutifs. Ces effets sont qualifiés de courte portée (ou a courte distance) en se référant
a des distances mesurée le long de la chaine macromoléculaire.

Par exemple, dans la chaine a rotation libre, freely rotating chain Fig. 2.2 I'angle du
cone entre deux segments consécutifs est défini, et laisse seulement une rotation libre
autour de I’axe . Dans ce cas :

E:

M =
=,

-
I
_

R =

h
1=
1=,
N———
M=
I3,
N————

I
Mz
H
+
[\
M7 I

ﬂ

i
=
ML g
.MZ IMZ

(R*) = Nb*+ 20 cos 0, (2.13)
i=1 j=i+1
On remarque Fig 2.2 que :
(r'-r"™y = b cos(m — p)
<£i _£i+2> — b2 COS<7T . B)Q
(r'-r7)y = b?cos(m — B)l
b2l
On reprend alors le calcul (2.13) :
N-1 N .
(R*) = Nb +2° > cos(m — Bl
=1 j=1+1
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= Nb2+21)2Ni:1 [a—f—ozz—l—...—l—a”_i}

=1
= NP*+20[a+a’*+...+aV M i=1)
+ at+a?+... +aV2(i=2)

J-r NN = N —1)]
= Nb* 426 |(N = Da+ (N =2 +...+ (N = (N =1))a

N-1
= NV +20* > (N — k)"
k=1
N-1 N-1
= NV +20°N Y o —20* > kot
k=1 k=1
N-1 N _
Z o — o «Q
a—1

NaN Nt — o
a—1 (a—1)2

k=1
20 aV —1
R?) = Nb*|1- 2
() ( a1 N(a—l))
1
= N (1—i—a> lorsque N > 1 (2.14)

2.1.2 Autre exemple d’effet a courte portée

Dans le modele précédent, chaine libre, nous avons supposé que 'orientation de chaque
segment était aléatoire et indépendante de l'orientation des segments précédents. Ceci
implique que la chaine macromoléculaire serait capable de se replier sur elle méme en cer-
tains points, ce qui serait physiquement impossible, puisque deux morceaux de chaine ne
peuvent occuper simultanément le méme espace. Pour y remédier considérons maintenant
un modele du polymere qui interdise un tel repliement pour deux chainons consécutifs. Ces
effets sont qualifiés de courte portée ( ou a courte distance) en se référant a des distances
mesurée le long de la chaine macromoléculaire.

Dans ce modele, considérons que le segment r,, | n’est pas autorisé a pointer sur I’étape
précédente , c’est-a-dire qu’il ne peut pas prendre la valeur —r, mais qu’il doit choisir une
autre orientation parmi les z — 1 possibles. Dans ce modele, la moyenne de r,,,; ne sera
pas nulle pour un r,, donné. En notant cette moyenne (r,, +1>£n et en remarquant que :

0 = > b (2.15)
i=1
= (Z - 1)<fn+1>£n -r, (216)
1
— 2.1
<Kn+l>£n - 1£n ( 7)
(2.18)
On montre ainsi que :
b2
. = 2.1
<zn+1 Zn> -1 ( 9)
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(as£) = gl m) (220)
= (,zi1)2 (2.21)
(T ) = (z_i)n_m (2.22)

Dans ce modele, (R?) la moyenne du carré de R se calcule de la fagon suivante :

™=
M=
~
=
=

SR PP I (2.23)
N N-n 2

- X X oW (2.24)
N o) b2

= L2 ooy (2.25)

- Nka(ziQ) (2.26)

avec k = n — m et sous la condition que N > 1 et que N —n = oo. On voit que le carré
du vecteur bout-a-bout est néanmoins toujours proportionnel a N.

Remarque sur la pertinence de la chaine idéale On vient de voir que les effets a
courtes portée se ramenent a une relation simple sur le carré du vecteur bout a bout :

(R?) = CNb? (2.27)

avec la constante C' > 1 (C' = 1 dans le cas de la chaine idéale, a enchainement libre).
Cependant si I'on envisage une subdivision N’ = N/C du nombre N de segments de
longueur b de la chaine, celle ci comptera donc N/C' segments de longueur v = Cb et le
vecteur bout-a-bout deviendra :

(R*) = CNb

_ CiZ]\[/bil2

— o

= N'b? (2.28)

Ce résultats est tres important, car il indique qu’il existe toujours une échelle pour laquelle
la chaine peut étre vue comme étant idéale Fig. 2.3.

Remarque sur I’état fondu La chaine est dite idéale ou non-perturbée lorsqu’elle
ne subit pas d’effets a longue a portée, c’est a dire qu’il n’y a pas d’interactions entre
segments éloignés de la méme chaine. Ceci se produit lorsque la chaine est plongé dans
un solvant ¢ ou bien, de maniere plus contre-intuitive, lorsqu’elle est a 1’état fondu, c’est
a dire dans un liquide qui ne contient que des chaines polymeres. En effet dans ce cas,
tout effet qui tendrait a faire gonfler une chaine en particulier serait contrecarré par 'effet
réciproque des chaines voisines ( effet écran ou screening). Puisque nous nous intéressons
plutot a I’état fondu dans ce cours, nous partirons de ’hypothese de chaine idéale.
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FIGURE 2.3 — Chaine polymere vue a deux échelles différentes avec N’ = N/3

2.2 Chaine réelles

2.2.1 Effet de volume exclu/ Effet a longue portée

La chaine idéale ne prend en compte que les effets a courte distance entre les segments
consécutifs. Donc, selon ce modele une chaine peut parfaitement se replier sur elle méme
et ainsi autoriser des jonctions tres éloignés le long de la chaine a occuper simultanément
le méme site sur le réseau. Ceci est physiquement impossible, puisque chaque jonction
possede un volume propre. On doit donc imposer au modele précédent I'impossibilité pour
deux jonctions différentes d’occuper un méme site du réseau, c¢’est a dire une marche auto-
évitante (self avoiding walk). La chaine polymere est alors dite non idéale et présente un
"volume exclu”. On peut d’ors et déja prévoir que la taille moyenne d’une chaine a volume
exclu sera plus importante qu'une chaine idéale. En effet pour une chaine idéale il y a plus
de possibilité de recouvrement des segments dans une pelote statistique compressée alors
que si on exige qu’aucun recouvrement n’est permis on peut s’attendre a ce que la taille
de cette pelote soit plus grande que pour la chaine idéale de méme longueur.

Estimons maintenant cet effet. On considere la quantité : W(R)dR qui correspond
au nombre total de chaine avec effet de volume exclu dont la Neme bille se situe a
une distance comprise entre R et R + dR de l'origine. Comme tous les chemins sont
équiprobables, W(R) doit étre proportionnel & la fonction de distribution de R. Afin de
calculer W(R), commengons par ignorer les effets de volume exclu et calculons le nombre
de chaines idéales Wy(R)dR qui se situent comme précédemment entre R et R + dR. Le
nombre total de chaines possibles avec N segments est 2" et la probabilité d’une chaine
idéale de se situer entre R et R + dR est P(R, N)4wrR*dR ou P(R, N) a été calculée en
(2.12). Dans ce cas nous avons donc :

N ) 3 3/2 3R2
Wo(R) = 2"47R (27TN62) eXP | ~ 5 (2.29)

Toutefois, dans le cas du volume exclu, un certain nombre de chaines idéales ne pour-
ront satisfaire a cette condition. Soit p(R) la probabilité qu'une chaine idéale satisfasse
aussi a la condition de volume exclu. Pour estimer p(R) nous supposerons que les billes
sont réparties uniformément dans un réseau cubique de volume R3. Si nous posons que le
volume d’un site du réseau est v, le nombre total de sites disponibles dans le réseau sera
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If—g. Nous allons estimer p(R) qui est en fait la probabilité qu’il n’y ait pas de recouvrement
qiland on place NN billes sur ces site. La probabilité qu'une bille ne va pas se placer sur une
autre est (1 —1v,/R3). En effet plus le volume est grand ou plus le volume de site est petit
plus le nombre de sites disponibles Ij—g est grand, et plus la probabilité de se recouvrir £5
est faible. ’

De plus, le nombre total de paires possibles avec N billes est N(N — 1)/2)

Donc finalement,

NV -1
p(R) = (1 — Z,3> ) (2.30)
B N(N —1) Ve
= exp (2 In(1 — R3)> (2.31)

Comme le nombre de sites est grand (R? > v,) et que N > 1 on peut approcher :

In (1 _ };) ~ —% (2.32)
N(N—-1) ~ N? (2.33)
alors :
p(R) =~ exp (— ];[ngc)> (2.34)
W(R) = Wo(R)p(R) (2.35)
o« R%exp <— 23]\]7%[)2 - ];[RV30> (2.36)

Les nombres d’états Wy(R) et W(R) possedent chacun un maximum, pour lequel la
dérivée par rapport a R sera nulle :

oNB2\ /2
R = ( 5 ) (2.37)

3R? n 3N?y,
2Nb? 4R3
En combinant les deux relations précédentes, on obtient

R*\° [(R*\® 9v/6v
=) (=) = °VN 2.39
(RS> <R6> 166 (2.59)

+1 =0 (2.38)

Comme N > 1 on peut négliger le terme en puissance 3 dans le membre de gauche® et
on trouve finalement que :

(2.40)

NAASE
)
x N3/ (2.41)

R* = RS(

qui est différent de???? dans le cas d’une chaine idéale.
Par simulation numérique on montre que R* est en fait proportionnel a N%588

1. vérifier a posteriori que c’est bien vrai ce truc
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Concentration critique On peut calculer la concentration critique a partir de laquelle
les chaines sont tellement nombreuses et proches qu’elles sont forcées d’interagir entre
elles. Elles sont dites enchevétrées (entangled)

Soit, C* le nombre de jonctions par unités de volume. Le nombre de chaines polymeres
A N segments par unité de volume est alors &-, et le volume d’une chaine est de 1’ordre

N
de R3. Or a la concentration critique on aura :
C*
— R~ 2.42
- (2.42)
Or on a vu que R était proportionnel & N3/° donc :
R ~ N (2.43)
C* ~ N74° (2.44)

C* est tres faible si N est tres grand. Par exemple, pour le polystyrene de poids
moléculaire 10° atteint la concentration critique & seulement 0.5 % (en masse). Donc
les polymeres de haut poids moléculaires sont quasiment toujours a l'état enchevétré et
interagissent fortement.

2.3 Configuration a I’équilibre

Dans n’importe quel systeme polymere, dilué ou concentré, 1’état de contraintes dé-
pend de la configuration des macromolécules. Lorsque le degré d’orientation et d’étirement
d’une macromolécule augmente, sa contribution a 1’état des contraintes augmente d’au-
tant. Les contraintes au sein d’une particule de fluide sont la résultante des contributions
de chaque macromolécule présente au sein de cette particule, chacune de ces macromo-
lécules possédant une configuration qui lui est propre. Les théories macromoléculaires
des contraintes doivent donc rendre compte de la distribution de configuration qui ré-
sulte d’une déformation[7]. Le point de départ de ces théories consiste a déterminer la
distribution des configurations des chaines a 1’équilibre (sans écoulement).

A T'équilibre, la distribution des configurations des macromolécules est décrite par
celle de chaines a enchainements libres (freely jointed chain). Si une chaine de ce type,
composée de N segments de longueur b, possede une extrémité a l’origine du repere, la
probabilité 1,dR? que I'autre extrémité se situe entre les positions R et R+dR est donnée
par une distribution Gaussienne

o(R) = <\%>3 exp (—A*R?) (2.45)

3
2= 2.4
B SN (2.46)

R*> = R-R (2.47)

ou R représente le vecteur des extrémités de la chaine (vecteur bout a bout ou end-to-end
vector). On peut calculer la moyenne du carré du vecteur extrémité :

(R?) = / R*¢odR? (2.48)
= 252 (2.49)
— NV (2.50)
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En effet, ce résultat s’obtient en détail en coordonnées sphériques :
(R?) = / R*od R?
ﬁ 3 T 2T roo 9 99 )
e R? exp (—#R?) dRRsin 0d¢ Rd6
o Jo Jo
o / " sin 046 / " Riexp (—°R’) dR
0
/ R exp 2R2) dR

. /0 R'exp (—3°R?) dR

%\Q%\
S——— ~——— VV\_/
e~

De méme, I'intégrale dans tout 'espace de la distribution est égale & un?2.

N
= 1 (2.51)

2.4 Elasticité des macromolécules

2.4.1 Calcul de la force d’étirement

A partir de la fonction de distribution des configurations & 1’équilibre ¢o(R) on peut
prédire 1’élasticité d’une chaine. Supposons qu'une extrémité de la chaine est maintenue
a lorigine du repere de telle sorte que la position de I'autre extrémité soit donnée par le
vecteur d’extrémité R. Le nombre 2 de configurations internes de la chaine qui satisfasse
a cette condition est proportionnel la probabilité de la chaine d’étre en R :

Q = ciho(R) (2.52)

Une définition de I'entropie S est donnée par :

S = kglog(Q) (2.53)
B 2 2

= 1 log [ =] — 2.54

l<,*]3<og;c—|—30g<\/7_T B°R (2.54)

kp = 1.3806503 10 **kgm?/K /s (2.55)

2. Vextrémité de la chaine est forcément quelque part
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FIGURE 2.4 — Chaine libre dans un champ

ou kp est la constante de Boltzmann et I’énergie libre de Helmotz associée a cette entropie
est alors W = U — TS, ou T est la température absolue, et U 1’énergie interne mais qui
ne dépend pas du vecteur bout-a-bout.

Si l'on étire I'extrémité de la chaine afin d’augmenter la longueur R de la chaine, la
force de résistance entropique qui s’exerce est donnée par :

ow
OR
oS

f— —Ti
OR

= 2kpTB°R
3kgT
= ——R 2.56
Nb? — (2:56)
En fait une augmentation de la longueur R induit une diminution du nombre de confi-
gurations possibles, donc de I'entropie. La chaine résiste a cela avec une force de rappel
proportionnelle a R comme un ressort "entropique”. La constante de raideur du ressort
diminue avec un plus grand nombre N de monomeres, une plus grande longueur de mo-
nomere b et, de maniere contre-intuitive, une température absolue 7" plus faible. L’aug-
mentation de la constante de raideur avec la température est la marque des polymeres et
de I’élasticité entropique.

2.4.2 Etirement maximal

Le calcul précédent fait apparaitre une force F' qui est linéaire suivant le déplacement
R, et qui permettrait d’étirer indéfiniment la chaine, au dela méme de sa longueur maxi-
male. On peut reprendre I'analyse et montrer qu’il n’en est rien. On suppose que la chaine
est en fait placée dans un champ, électrostatique par exemple E = Ee,, et que les deux
extrémités de la chaines portent des charges opposées. Ces extrémités sont alors soumises
a une force électrostatique f = qF et I'énergie électrostatique U est proportionnelle a la
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distance entre les deux extrémités :
U = —qE-R
(2.57)

Dans ce cas de figure, différentes configurations ne sont plus équiprobables car les configu-
rations ou R, est plus faible possede une énergie plus faible. Donc, différente configuration
de chaine entrainent différents facteur statistique de Boltzmann correspondant a leur état

d’énergie U :
ex (—U) (2.58)
P\t '

On appelle fonction d’équipartition la somme des facteurs de Boltzmann selon toutes les
configurations possibles.

Z = Zexp(—kbUT>

On passe de la somme (discrete) des états a une intégrale (continue) des états sur tout le
volume? :

N
Z(T, f,N) = /VOleXp (‘Z?)Hd\fi

=1

fb N N
= [ exp (223" cost, ) [[sinidtrdo,
vol ka =1 -1
N

— H [/ exp <£ cos 0i> sin Qiindgbi]
b

i=1

fb !
= [/ exXp <W COS 91> sin 92d81d¢11

u = cosf
du = —sinfdf

1 fb N
Z(T,f,N) = [277/ exp </<:Tu> du]

N
[4%1?25 sinh (k{f;)]

L’énergie libre de Gibbs est construite de la maniere suivante :

G(T,f,N) = —kgTlogZ
—  —kpTN [log(4msinh 8) — log(5)]
_ I
P (2.59)

(2.60)

3. NB ce n’est pas vraiment un volume, c’est une couronne d’orientation que chaque segment de
longueur b peut décrire
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1.2
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FIGURE 2.5 — Etirement selon la force appliquée. Modele Gaussien, Langevin et Warner
(FENE)

Le déplacement R moyen correspondant a une force f donnée s’obtient a partir de 1’énergie

libre de Gibbs :

= kTN [k;)TZTSEg - k;)T;]
= bN [cothﬁ—;]
) (261)

La fonction coth 3 — % est la fonction de Langevin £. Les prédictions de ce modele sont
décrites dans la Fig. 2.5

2.4.3 Calcul des contraintes

Pour calculer les contraintes contribuées par un grand nombre de chaines polymeres
dans un fluide, on utilise la formule de Kirkwood : Celle ci suppose Fig. 2.6 que le polymere
est une microstructure composé de points matériels situés en rf,i = 1,2..., N et si en
chacun de ces points matériels une force I est exercée par le reste de la microstructure
alors le tenseur des contraintes s’obtient par :

1N ,
c=—=> r'eF (2.62)
N |

Dans le cas présent, les forces sont localisées sur les jonctions aux extrémités des
segments. Si on appelle R' le vecteur bout a bout entre les deux extrémités i et i +1 d’'un
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segment, et si la force de rappel élastique exercée par le segment sur la jonction ¢ est F*,
celle exercée sur la jonction ¢ + 1 est —F", alors la formule de Kirkwood (2.62)

1 i=N )
g = —=Y r'eF+rte (—F)
V =1
LS ()
= 15 £1+1 - fl ® Fz
4 i=1
1 i=N )
= =Y R&F
V =1

Si le nombre de segment N est tres grand la somme précédente peut étre remplacée par
une moyenne d’ensemble :

(R® F) (2.63)

IS
I
<l= =

N
I

(2.64)

ou v est nombre de segments par unité de volume (number density), et la moyenne a été
définie par exemple par (2.48). Finalement pour une chaine Gaussienne, on obtient alors :

o = 2kgTB*(R® R) (2.65)

Il s’agit bien d’'un tenseur symétrique.

On constate que les contraintes viscoélastiques sont dues alors a des distorsions dans
la distribution des configurations des polymeres. Les contraintes mécaniques peuvent étre
alors interprétées comme des anisotropies dans 'orientation moléculaire.

Déformation affine

Dans le cas particulier d’une déformation affine, ¢’est a dire lorsque la chaine (micro) se
déforme suivant le champ de déformation macroscopique (suivant I’écoulement) on aura :
La position actuelle R d’un vecteur bout a bout est reliée & sa position passée R’ par le
tenseur gradient de déformation F1 :

R = F'FR (2.66)
R =F'R (2.67)
= L-F'R (2.68)
L-R (2.69)

ou on a utilisé I’équation (1.5) obtenue en §1.3.3. Donc quand la macromolécule se déforme
de fagon affine on aura (2.69)

2.5 Halteres élastiques

Les macromolécules de polymeres flexibles sont souvent représentées par des chapelets
de billes connectées par des ressorts (bead and springs) Fig. 2.6. Les ressorts, lorsque
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FIGURE 2.6 — Chalne macromoléculaire

ils sont étirés, représentent les effets élastiques dans les macromolécules, tandis que les
billes produisent des effets hydrodynamiques dus a ’écoulement du solvant dans lequel
sont plongés les macromolécules. Le plus simple des modeles "billes ressort” est 1’haltere
élastiques (elastic dumbell) qui comprend un ressort unique connectant deux billes Fig.
2.7. Ce modele rend compte des aspects les plus simples des écoulements de polymeres et
est généralisable aux chaines comprenant de multiples billes et ressorts [7].

Pour un haltere élastique dans un solvant en écoulement il y a trois types de forces
exercées une sur bille quelconque par son environnement :

— le frottement visqueux,

— la force de rappel élastique,

— le mouvement Brownien,

— on néglige l'inertie des billes.
La configuration de I'haltere est décrite par un vecteur R qui représente la différence de
position des extrémités de I'haltere Fig. 2.7. L’équation de Langevin (2.108) qui traduit
ce bilan des forces précédentes pour une bille nous donne alors :

¢ dlogy
2 OR

(R—L-R) + 2ksTB*R + ksT 0 (2.70)
en outre, le barycentre de I'haltere se déplace a la méme vitesse V', que 1’écoulement en
ce barycentre. Le premier terme dans I’équation représente alors la force de frottement
visqueux directement proportionnelle a la différence entre la vitesse d’étirement du ressort
R et la vitesse de I'élément fluide contenant le ressort L-R. Ce terme suppose que le
gradient de vitesse est constant sur toute la longueur du ressort. Le facteur 1/2 intervient
dans le terme car la vitesse de la bille 2 est V, + 1/ QE et celle du fluide contenant cette
bille 2 est V, + L - R/2. Pour une bille sphérique, le coefficient de friction ¢ est donné par
la loi de Stokes :

¢ = 6mnsa (2.71)
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FIGURE 2.7 — Haltere élastique

ou a est le rayon de la sphere et ny la viscosité du solvant. On néglige ici les effets
d’interaction hydrodynamique, c’est a dire les effets d’une bille sur le champ de vitesse du
solvant dans le voisinage de I’autre bille*. Encore une fois, I’haltére n’interagit qu’avec le
solvant qui I’entoure.

Le deuxieéme terme est la force de rappel élastique. Celle prend ici la forme linéaire (loi
de Hooke), vue auparavant en §2.4 (2.56), valable quand la chaine n’est pas étirée plus
d’un tiers de son extension maximale.

Le troisieme terme représente les effets du mouvement Brownien, c’est a dire la force
moyenne exercée par la bille 2 suite au bombardement par les molécules du solvant envi-
ronnantes.

De maniere générale, on a une conservation du nombre de macromolécules qui se
traduit par cette équation différentielle sur la conservation de la fonction de distribution
de probabilité ®. Dans ’espace décrit par R, cette équation de Liouville s’écrit comme une
équation de conservation (1.26) :

L9 (k) = 0 (2.72)

ou J = Ew désigne le flux de probabilité.
Lorsque 'on exprime R d’apres (2.70) et que I'on remplace dans (2.72) on obtient
I’équation de Smoluchowski :

%4_7 <L.R¢_4kBT62R¢_2kBTﬁ2W> -0

ot ' OR ¢ ¢ OR (2.73)

En multipliant (2.73) par R ® R et en intégrant sur tout 'espace des configurations on
aura terme a terme :

oY 5 0 3
SR®RIR = at/zﬂE@EdR
p)
= at<R®R>

4. c’est 'objet du modele de Zimm
5. comme la conservation de la masse
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0 3 0 3
/ R® Rop- (RY) AR = / BBy 5 (Rai)dR'e

_ / %(RiRj)RwdR%i@@j

= [ VR, + Ry RudRe; @ e,

_ —/w(RiRj+RiRj)dR3§i®Qj

_ _Q/wE@@EdR?’Q@Qj

_ ReR) (2.74)

(L-RY)dR® = / RiRjaam

)
— / o, Bl VLuRidRe, @ ¢,

/E ©hars (WLuR;) dR%e; ® ¢;

0

;U

_ / (6:4R; + Ridjx) Ly RidRPe; © ¢

_ _/w( SR + Ribi) Ly RidR%; @ ¢

_ /¢( aRiR; + RiLyR) dR%, ® ¢,

_ —/¢( aRiR; + RiRiLY) dR%; @ ¢

— — [v(L-ReR+R&R-L')dR’

— —L-(R®R)—(R®R)-L' (2.75)

9 oy

0 0y
3 3
——dR’> = /RR] dRe ®e

ORy, O,
B N s
- /aR (RiBy) g dBe; @ ¢

_ —/(5ikR]~+Ri§~ ) 2 oY

ORy,
B o o s
— aRiR]—i—RaRdRe ®e;

/R®R

dR3e ® e;

OR
7 AR e; ® €;

= 2/1/)52de:))§1 ®QJ’
T (2.76)

Ot on a utilisé une intégration par partie pour (2.75,2.74) et deux intégrations par
partie successives pour (2.76). Dans ces intégrations par partie, les termes représentant
I'intégrale a la frontiere du domaine ont été négligés car l'intégration est faite sur tout
I’espace et donc a l'infini, la probabilité de présence de I'extrémité d’une macromolécule
est nulle.

On obtient alors :

0 8kpT 3>
5 —(R® R) + c

W5 0 (2

(R®R) -~ L-(ROR) — (R®R)-L' - c 4
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Sachant que les contraintes viscoélastiques s’expriment par

o = wkgTB*(R® R) (2.78)
on obtient alors :
&Z —-L O—O-U+i(0—01) =0
g +i (e-G1) = 0 (2.79)
G = vkgT
A= SkBCTﬂ? (2.80)

On reconnait le modele de Maxwell convecté supérieur premiere maniere (1.95) écrit dans
le cas particulier d'un champs de vitesse de déformation homogene °

2.6 Modeéle de Rouse

2.6.1 Fluctuation-Dissipation

Une particule colloidale ( c¢’est-a-dire de taille comprise entre Inm et 1um) diffuse sous
'effet du bombardement aléatoire des molécules de solvant (mouvement Brownien). Les
particules colloidales ( par exemple , des chaines polymeres) sont beaucoup plus grandes
que les molécules du solvant mais assez petites pour en subir les effets. La trajectoire d'une
particule est un encore un exemple de marche au hasard avec cette fois une moyenne du
carré du déplacement qui obéit a la relation :

((r(t) = 2(0))%) = 6Dt (2.81)
ot D est un coefficient de diffusion” en m?/s.
L’échelle de temps 7 pour qu’une particule diffuse sur une échelle de distance caracté-

ristique de sa taille R est donc :
R?
_ 2.82
"D (2:82)

Parallelement, la particule colloidale, plongée dans un solvant a qui une force f est
appliquée se déplace a vitesse constante v, car il se crée une force de frottement visqueux,
opposée a f. Pour une particule donnée, un solvant donné, le coefficient de friction ¢
reliant la force appliquée a la vitesse de déplacement est :

f=Cv (2.83)

Par exemple, si la particule est sphérique de rayon R et le fluide de viscosité constante

Mo :
¢ =6mnR (2.84)

6. mais on généralise sans inquiétude
7. La diffusion c’est ’aire de la surface que ’on remplit par unité de temps
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En fait les deux notions diffusion/friction sont liées car elles proviennent du méme
phénomene physique. En effet le mouvement Brownien crée a la fois le phénomene obser-
vable de diffusion de la particule (mouvement aléatoire) et le phénomene de friction. Le
théoreme de fluctuation-dissipation (Einstein) indique que :

_ kgT
¢

Dans le modele de Rouse la chaine est divisée en N billes et N — 1 ressorts. On pose
que le coefficient de friction de la chaine (y est la somme des coefficients de friction des
monomeres (

D (2.85)

(v = N¢ (2.86)

kT
D ouse — a7~ 2.
: - (2.8)

R2

D Rouse

C np?
—_NR
kT

~
TRouse ~

Q

Dans le cas d’une chaine idéale (Gaussienne), R* = Nb? , on aura alors

(G

ouse ~ N2 2.
TR k}BT ( 88)

Le temps de relaxation de Rouse est donc proportionnel au carré de la masse molaire. Le
temps de Rouse a une signification importante : en dessous, la chaine est viscoélastique
avec différents modes de relaxation que l'on va calculer. Au dessus de ce temps, la chaine
diffuse seulement.

2.6.2 Modes de Relaxation du modele de Rouse

On revient au modele originel billes chaines de la Fig. 2.6 ou dans ce cas ’équation
de Langevin pour le vecteur bout-a-bout d’'un segment donné est couplée a celles des
segments voisins. L’équation de Langevin sur le segment ¢, dont le vecteur bout a bout
est noté R’ est alors :

. j:Ns
C(Ri —L- R’) +heT Y Ay lm?w’ + agﬁjﬂ =0 (2.89)
J=t =

ou on a utilisé la relation (2.105) dans le bilan des forces élastiques. ou :

= —lsij=i+louj=1—1
= 0 sinon

L’équation (2.89) est une équation matricielle, puisque A est une matrice tri-diagonale.
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2.6.3 Transformation en mode normaux

L’idée de Rouse est de diagonaliser cette matrice, transformant ainsi ce systeme d’équa-
tions différentielles en une série d’équation différentielles découplées :

dlogy| 0
ox' |

ot X’ est le vecteur bout-a-bout transformé. Le premier mode i = 1 correspond & une
relaxation coopérative de toute la chaine alors que les mode supérieur correspondent a
des relaxations de portions de plus en plus petite de la chaine®. Le flux de probabilité
s’exprime désormais comme la somme des contributions de chaque mode :

¢ (X '—L-X ) + 4kpT sin? (20\;7;1» lZBQXi + (2.90)

== X (2.91)

qui sera substituée dans ’équation de conservation de probabilité (2.72).
Comme chaque mode est indépendant la fonction de distribution de probabilité est
factorisable entre chaque mode :

(XX XN = iﬁvw(x’) (2.92)
=1

Chaque distribution vérifie une équation de Smoluchowski :
8w2 (9 . 4]€BT . 92 T 2 i i 81/11
- | L- X" — — | [ 28° X’ . = 0(2.93
ot ox’ ( X == | oy ) (29X T R (2.93)

Les contraintes de la chaine s’obtiennent comme la somme des contributions en contraintes
de chaque ressort :

N

o’ = 2kpTF Y (R @ R') (2.94)

=1
Une propriété de la décomposition en mode est que :

ZNXE ® R') = %(E ® X') (2.95)

i=1 =1

donc le tenseur des contraintes est la somme des tenseurs de s contraintes des modes :

N

o = ngi (2.96)
=1

o = 2wkpTH* (X' ® X" (2.97)

et comme chaque distribution de probabilité 1® vérifie une équation de Smoluchowski les
contraintes g’ obéissent a un modele viscoélastique de Maxwell convecté supérieur (2.79) :

1

V. .
g+ (¢'-G1) = 0 (2.98)
: ¢
X > 2.99
16kpT 32 st(Q(jf;jrl)) (2.99)
G = vkgT (2.100)

8. comme la vibration d’une corde
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Ce qui constitue le modele de Rouse [8]. Le temps de relaxation le plus grand est

. 9 1 VT
— YV - 2.101
WO Ey) ¥ avrie (2.101)

; ¢(N +1)

‘ A A 2.102
A 47T2i2kBTﬁ2 ( 0 )

CN2b?
A\ = 2.103
67T2]€BT ( )

L’avantage du modele de Rouse est qu’il prédit une distribution de temps de relaxation a
partir d’argument moléculaire.

Domaine de validité du modele de Rouse le Modele de Rouse a été développé a
I'origine pour les polymeres en solution, ou 'on prend en compte les interactions d'une
chaine polymere avec le solvant (fluide visqueux) qui 'environne. De maniére surprenante,
ce modele est aussi valable pour les polymeres a 'état fondu, ou pourtant il n'y a que
des chaines polymeres, lorsque l'on se situe en dessous de la masse molaire critique”
M.. L’explication ne peut étre autre que la suivante : I'interaction d’une chaine avec son
environnement peut étre encore modélisée par un solvant visqueux, c’est a dire qu’aucun
effet particulier du milieu polymere environnant n’intervient a ce stade.

Energie élastique Lorsque la chaine est représentée (Fig. 2.6) par une succession de
billes connectées par des ressort entropiques” (de longueur a vide nulle), I’énergie élastique
de la chaine est simplement la somme des énergie élastiques :

i=N k’

. - 2
U = ;2(7’ —ri ) (2.104)
3kpT
]i] — 7

De ce fait, on peut calculer les efforts "élastiques” s’exercant sur une bille 7 positionnée en
r’ en utilisant la définition de la force issue de I’énergie potentielle U :

.U
= ~ o
k9 i i
2 ori (T -r )
—k 0 i
3 (=)
= k(—2zi+f”1+f’1) (2.105)

2

—_

Diffusion du centre de Masse §Si I'écoulement est négligeable, et si I'on passe de
variables discrétes R'(t) & une variable continueR(n,t)’ P'équation (2.89) prend la forme

CBZ _ k’BT252 (Ei+1 2R +Ez‘71)
OR B 3kpT GQE(n,t)

t) = .
at <n7 ) Cb2 8712 +gBrown1en

+ gBrownien

(2.106)

9. Au dela, un autre phénomene est a prendre en compte, il s’agit des enchevétrements
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L’équation (2.106) est une équation de diffusion (comme la diffusion de la chaleur, ou
de la concentration) donc le coefficient de diffusion est, pour le centre de masse :

3kpT

C1i usion —
diff CN

(2.107)

2.7 Annexe : Mouvement Brownien

2.7.1 Equation de Langevin

Une particule de masse m, plongée dans un liquide et soumise a un potentiel U subit
également les effets d’'un bombardement des molécules de liquide environnantes produit
par 'agitation thermique. Le mouvement de cette particule est freiné par un frottement
visqueux ( proportionnel a la vitesse et de sens opposé a celle-ci. Par exemple, dans le
cas d’'une sphere rigide de rayon a, en translation dans un fluide viscosité 7, la friction
visqueuse est donnée par la loi de Stokes :( = 67na. L’ensemble de ces contributions fait
I'objet d’un bilan des forces classique :

my = Y F
mi = —(&— —— +g(t) (2.108)

ou ¢(t) représente une force aléatoire. Cette équation est celle de Langevin, mais le terme
d’accélération ( ou d’inertie) est négligeable dans le cas des macromolécules.

2.7.2 Caractere statistique du mouvement Brownien

Comme seules les caractéristiques statistiques de la force aléatoire sont spécifiables
nous ne pouvons pas espérer avoir une solution déterministe de I’équation de Langevin, la
solution doit elle aussi étre décrite en termes probabilistes. Pour clarifier ; on considere un
grand nombre de particules Browniennes z;(t), j = 1 — N qui n’interagissent pas entre
elles. g;(t) est une fonction aléatoire dans le temps, qui fluctue rapidement. Formellement,
g(t) est alors une variable aléatoire et g;(t) est une réalisation de cette variable. D’apres
le théoreme de limite centrale (central limit), si N > 1, g(¢) est repésentable par une
distribution Gaussienne dont la moyenne est définie par

o) = Jm oY 6

= 0

g(t) varie nettement plus vite que le déplacement de la particule, on donc peut toujours
trouver un intervalle de temps At durant lequel g(t) fluctue de nombreuses fois mais tel
que le déplacement x(t) reste constant pour l’essentiel. On définit I'impulsion de la fagon
suivante :

Beay = T rar

avecAt = ndt
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Le processus étant stationnaire on pose B(t, At) = Ba,.

De plus, si 0t est commensurable avec le temps des fluctuations, chaque terme g; est
indépendant et aléatoire et peut étre décrit par une distribution Gaussienne. On en conclut
que Ba; est lui méme décrit par une Gaussienne et on peut postuler que :

<BAt> - 0
<Bit> = qAt

le facteur g restant a déterminer.

2.7.3 Mouvement Brownien d’une particule dans un potentiel

Soit une particule Brownienne en mouvement dans un liquide et soumise a un potentiel
. 2 , . . JORT . .
harmonique U = % L’équation de Langevin est donc en négligeant le terme inertiel :

Ct+ kx = g(t) (2.109)
qui s’integre en :
2(t) = zoexp(—Bt) + /Otg(T) exp (At — 7)) dr (2.110)
k
p=; (2.111)

Plus généralement on va étudier fonction

Y = /Otg(T)w(T)dT (2.112)

ol ¢ varie lentement avec le temps. On reprend le méme découpage temporel que précé-
demment :

=

3

-1 (i+1)At

Y o= X wia) /mt g(r)dr (2.113)
_ ifn_l@u(mt)Bm (2.114)

avec nAt =t.
De ce fait Y est vue comme la somme de n variables aléatoires indépendantes, chacune
obéissant a une distribution Gaussienne de moyenne nulle et de variance :

(V%) = (Bi) 2 v (2.115)
= thzf )2 (2.116)
~ ¢ z/;d (2.117)
W) = 27T1<Y2>exp <_2<YY22>> (2.118)
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Dans le cas de notre particule :

U(r) = exp(=pB(t—7))

v?) = 2(15(1—exp(—25t)) (2.119)

D’un autre coté d’apres (2.110) Y = x(t) — xg exp (—/t) et dans ce cas par substitution
dans(2.118) :

Wiz,t,20) = W(x(t) = zoexp (=5t)) (2.120)
- L oy [~ () — woexp(=p1))?
= \/277%(1 — exp(—24t)) p ( T(1 — oxp(~241)) ) (2.121)

S <W> (2.122)

210 (t) 20°(t)
T = xoexp(—pt) (2.123)
o2(t) = 2‘16(1 — exp(—26t)) (2.124)
En particulier lorsque t — oo on aura :
(o) = 0
o?(00) = 2615
1 (—(ﬁ)

Weo(z) = —exp | — (2.125)

2.7.4 Relation d’Einstein

Lorsque t — oo on atteint un état d’équilibre et la distribution de probabilité du
déplacement x(t) est donnée par une distribution de Boltzmann :

(z) o< exp (_kBUT> (2.126)
Les deux distributions (2.126) et (2.125)coincident si :
2kpgT
q= CB (2.127)

Il s’agit de la relation d’Einstein qui nous indique qu’une quantité mesurant les fluctuations
thermiques dans un systeme peut étre calculée a partir de la température absolue T' et
d’'une quantité décrivant la réponse du systéme sous l'action d’une force extérieure (
le coefficient de friction visqueuse (). La généralisation de cette relation se nomme le
théoreme de fluctuation-dissipation.
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L’ensemble de 1’évolution de la probabilité de déplacement de z(t), depuis ¢ = 0 jusqu’a
t = oo est donnée dans la Fig. 2.8.

1.0

0.8} ]

0.6} ]

0.21 ]

a(t)
0.0 I I h I
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12

FIGURE 2.8 — Evolution de la probabilité W de déplacement x(t) d’une particule Brow-
nienne, situé en ro =8 at =0

2.7.5 Force Brownienne

Sur la méme base de raisonnement que §2.4, on déduit une nouvelle définition de la
force Brownienne :

F, = 5(5]73:5) (2.128)
B dlog
= kT (2.129)
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2.8 Modele FENE

Le modele d’haltere précédent est basé sur une force de rappel linéaire entre les billes, ce
qui revient a dire que les chaines sont infiniment extensible, ce qui n’est manifestement pas
possible. FENE est I’acronyme de "Finitely Extensible Non Linear Elastic Dumbell Model”
et propose une forme non-linéaire avec une extension finie des chaines macromoléculaires,
grace a loi de Warner :

2
Fo- 2hlp
1 — B
Rr2nax
= 28%kpTf(R*/R:, )R
Rmax = Nb

Rax représente la longueur maximale de la chaine macromoléculaire avec N le nombre
de segments et b la longueur des segments. C’est cette longueur que I'on ne peut pas

dépasser.
Le tenseur des contraintes devient alors :

= v(R®F)
= WhsTHR® f (R*/R2,) R)

IS]

Lorsque l'on introduit cette forme dans I’équation (2.73) on ne peut plus directement
obtenir d’expression pour les contraintes car cette fois la raideur du ressort n’est plus une
constante mais une fonction de R?. L’approximation que I'on fait est de remplacer cette
fonction de R? par la pré-moyenne (R?). De ce fait la force de rappel est linéaire ' en R
et les calculs précédent sont valides. Cette opération donne lieu au modele FENE-Peterlin
(FENE-P ). On obtient alors :

= WhpTH*(R® f (R*/R,) R)

2
B = 2(R®R)
trB = 2(R?)
v 1 B 1

2R2

max

Le tenseur des contraintes s’exprime par la relation

o = V(R®F)
, B
o = vkl —=5 (2.130)
_QR?,ix

ou v représente le nombre de segments (entre deux billes) par unité de volume.

2.8.1 Modele FENE-P

En introduisant le tenseur de configuration A adimensionnelle :

A:<E®E>

2.131

10. mais non-linéaire en norme
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on obtient une définition du modele FENE-P :

trA\ v 1 t;l
A+ A —L—; A = 1 | 1 (2.132)
L2
7o é 1
S = )\( — 1_3) (2.133)

avec L? un parametre adimensionnel de 'extensibilité des chaines macromoléculaires :

L* = 3+28°R%, . (2.134)
3 1

= 3+2§WR$W (2.135)

L* = 3+3N (2.136)

ou (3 a été défini en 2.49

2.8.2 Réponse en cisaillement simple
Dans le cas d'un écoulement stationnaire, homogene on suppose que le tenseur de
configuration A est lui méme homogene. Ce qui amene a une expression simplifiée de la

;. , 0A
dérivée convectée : = = VA = 0.
Plus précisément on aura :

v = YT
Vg = 0
V3 = 0
04 0
L = 0 00 (2.137)
0 00
A A 0
A = | Ay Ap 0 (2.138)
0 0 Az
On anticipe un peu sur la forme de A juste pour alléger les calculs...
0 5 0 A A 0
L-A = 00 0] - Az Axn O (2.139)
0 00 0 0 As
YAz YAz 0
— 0 0 0 (2.140)
0 0 O
ALT = (L4 (2.141)
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on pose que :

trA
b= 1m0

3
a = 1_ﬁ
We = Ay

on a alors

All A12 0 _)‘;YAH _>\;VA22 0 _)‘;}/AH
A12 A22 0 +b 0 0 0 +b _)\j/AQQ

0 0 Ass 0 0 0 0

Ce qui donne 4 équations non-linéaires :

b

Arg = WebAyy = 0
b

Ap = -

a

b

Az = -

a

En conséquence, on peut déja déduire que :

trA = Ay + A + Ass

b
= An+2-
a
Az = WebAyp
b2
= We—
b
All - 2WebA12 + g
3
= 2W3b— + 0
a a

o O O

o Qo ©

(2.154)

On va aboutir a une équation algébrique de degré 3 en b en remarquant, a 1’aide de (2.150)

et (2.142), que :

b
AH = tI'A—2*
- a

b
= L*(1—-10b)—2-
(1-0) -2

En rassemblant (2.154) et (2.156) on obtient :
al?(b—1)+2W2b* + 3b
(L2 =3)(b—1)+2W2* +3b = 0
QW20 + LPb+3 - L* =

I
o
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(2.156)

(2.157)
(2.158)
(2.159)
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Cette équation du 3 degré peut facilement se résoudre une fois mise sous la forme suivante :

V¥ +3¢ghb—2r = 0

La solution a alors la forme :

51

59

(2.160)
_Lr (2.161)
T = 3owe '
112 -3
= - 2.162
TT ooz (2.162)
(2.163)
S$1 + So 2.164

W=

(7“—1—\/Z>'
(r-v3)

W=
— ~—~~ ~—~~
[\
—_
D
D
~— ~— — —~  —

@+’ 2.167
L6 (3 _ L2)2
2.168
2160 | 1612

La contrainte de cisaillement, la viscosité en cisaillement et la premiere différence des
contraintes normales sont alors données par

T

1s

512
o Arz
X b

b
Moy —
a

b
- 2.171
an ( )

S11 — S
@All — Ay

(2.169)

(2.170)

(2.172)

Le comportement asymptotique de la viscosité et de la différence des contraintes nor-
males est 1ié a celui de b quand W, — 0 et W, — oc.

lim b = We_

We—o0

2
3

(2.173)
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1e+00

le+07

le-01-

le-02-

le+06

le+05

le+04

1le+03

le+02

le+01

1e+00

1le-01

le-02

1e-03 / B
/ Ay

le-0
le-02 1le

1 1 1 1 1
-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03 1e+04 1e+05

le_O/I 1 1 1 1 1 1
le-02 1le-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03 1e+04 1e+05

2.8.3 Réponse du modele FENE-P en élongation uniaxiale

Dans le cas de I'élongation uniaxiale on a :

e
S

En posant que :

on obtient de que :

L

[5S

<

(2.174)

trA (2.175)

Ay — 2WebAR

/422<+-ngb/422 (2.176)

Q|| o
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b1
An = al—2W.b
b1
Az = al+ W.b
trA = Ay 4249
_b( 1 n 2 )
oa\1—=2W.b 1+ W.b
b 1— W.b
T Ta (1= 2WLb) (1 + Web)
1_
- 3 £.(2.175 2.177
l_aC( ) ( )

Ceci nous donne I’équation algébrique cubique en b :

b b?
1—-(1+ aWe)a + W (1 - QCLWG)E +2W2h =0 (2.178)

Il serait tout a fait possible de résoudre cette cubique suivant les formules analytiques
de Cardan ... mais c’est 'occasion de faire quelque chose de beaucoup plus intellectuel-
lement stimulant!! On va s’intéresser au développement asymptotique de b aux deux
voisinages qui nous intéressent : quand W, est tres faible et quand W, est tres grand...

Développement asymptotique quand W, — 0 On pose alors que b = by + W.b; +
W2by et on cherche les valeurs de by, by, by solutions de (2.178) & l'ordre correspondant
0,1,2.

— Ordre 0 :
b
1-2 = 0
a
b() = a
— Ordre 1:
b b W,)?
(14 aim) (ﬁ 1W6> W1 2aw) IS
a a
_(CLQWe +61We> aQWe . 0
a a B
b1 - 0
— Ordre 2 :
b 2 b 2\2
—(1+ aW,.) <a+a2w> +W(1 - 2aWe)(a+jW6) +2WE(a+ 0, W2 = 0

byW?2  2a3W?
—26—ae+2W3a3:0
a

by = —2a°(1—a)

a
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Développement asymptotique quand W, — oo On pose cette fois que b = by +
W;lbl + Wgzbg car c’est 1/W, qui tend vers 0, et on cherche les valeurs de by, by, bo
solutions de (2.178) a l'ordre correspondant 0, 1,2, 3. Pour ce faire, on va diviser (2.178)
par le terme de plus haut degré W2 :

b b?
W2 = (W24 aW, ) =+ (W —2a) = +26° = 0 (2.179)
a a
— Ordre 0 :
—2b5 + 2b; 0
bo(bo - ]_) - 0
bg =0
bp = 1
On choisit by = 0 comme racine valable du développement !
— Ordre 2 :
W2 — W, 2by — 2W, %] =
1—b —20° =
by = —1
1
bl = 5
(2.180)
On choisit b; = 1 comme racine valable du développement (b doit étre positif )
— Ordre 3 : .
a —
by — 2.181
°7 12a (2.181)

Viscosité élongationelle Une fois la valeur de b connue, on peut exprimer la viscosité
élongationelle ng :

B S11 — Sa2
N"Ne = ——— —
€
_ @An - A22
AE b

- W.wa \1—=2W.b 1+ W.b
3770b 1

T o (1-2W.b)(1+ W.b) (2.182)

On voit que lorsque W, est grand il faut que 0 < b < ﬁ pour que la viscosité reste

positive et ne diverge pas... d’ou les choix précédent dans le développement asymptotique

de b.

11. pour des raisons que je ne manquerais pas de vous expliquer
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le+01 le+04

T T
L=4—
b e/
asymp low ___
asymp high ___ -
; , L=40___
1e+00} : 1 1e+03} 1
. L=2_ . ]
asymp low __.
asymp high et
1e-01- 1le+02} P L=10___ |
N | ]
1e-02- 1e+01
Aé Aé
1e-0 ‘ ‘ ‘ 1e+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1e-02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e-02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03  1e+04

Sur la courbe de la viscosité élongationelle on constate la présence de deux plateaux de
viscosité : Celui de Trouton ng = 31y lorsque le taux d’élongation est faible, et un second
plateau ng = 2nyL? & fort taux d’élongation dont le niveau augmente avec le parameétre
L?, le taux d’extensibilité des macromolécules Les deux développements limités précédent,
une fois inséré dans la définition de la viscosité élongationelle permettent de calculer la
valeur de ces deux plateaux.
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F1GURE 2.9 — Modele Billes-ressort, avec repérage a partir du centre de gravité de la
macromolécule

2.9 Modele de Giesekus

2.9.1 Introduction

Cette classe de modeles est basée sur la notion de mobilité anisotropique (anisotropic
drag), c’est a dire sur le lien que 'on peut faire entre la friction visqueuse que subit la
macromolécule et sa conformation (ou son orientation).

Dans les modeles précédents, la friction visqueuse s’exercait sur une bille sphérique
représentant une partie de la chaine polymere.On parle ici de drag dependant conforma-
tion. La particularité de ces types de modeles est qu’ils sont basés sur la notion d'une
configuration moyenne des macromolécules [9].

2.9.2 Configuration moyenne a un seul mode

En se basant sur une représentation d’une macromolécule par une chaine de billes
liées par des ressorts (Fig. 2.9) on note 1/ les vecteurs positions des billes j, prises par
rapport a la position moyenne de la macromolécule cette fois, c¢’est a dire le barycentre.
Ce mouvement relatif est décrit par la dérivée convectée supérieure de ces positions :

o= i —L-p) (2.183)

L’hypothese premiere de ce modele est que ce mouvement est relié a la force de friction
de type Stokes f = 6mnaV par un coefficient tensoriel de frottement (7 :

) .V
== (2.184)
% )
= — ) .CJT
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Les contraintes macroscopiques associées sont données par la moyenne sur I’ensemble des
configurations possibles :
§ = @ f)

B Y .
= —n(fer -7 (2.185)

ol n/ désigne le nombre de billes de type j par unité de volume.

Une seconde hypothese est que le coefficient de friction ne dépend pas directement de
la configuration de la bille j mais de la configuration moyenne ce qui permet de sortir ce
terme de la moyenne d’ensemble 2 :

. A )
S = —pfrie ) 7 (2.186)
o Y
éﬂ .QJT—l = —n’ <£J® £]> (2.187)
Finalement on arrive a :
v
ST P 4 TS = —nd (rd @ i) (2.188)

On s’intéresse désormais a une configuration d’équilibre isotrope et donc telle que :
(cf. §2.9.5)

@J’O .£j0>
3

Cette configuration d’équilibre peut étre associée a la configuration déformée par le tru-
chement '3 d'un tenseur symétrique dit de configuration ¥’ :

<£j ®£j> — i <£j0 X £j0> (2190)
730 0

= = =) 2.191
; (2.191)

(@1’ = 1 (2.189)

Le tenseur de configuration est aussi appelé tenseur de déformation recouvrable.

A ce stade on abandonne l'idée qu’il faille associer un tenseur de configuration a
chaque bille de type j. Dans ce cas le plus simple, celui du modele a un seul mode, on
pose 'existence d’un seul tenseur de configuration b. Il en va de méme pour le coefficient
tensoriel de friction ¢. L’inverse de ce tenseur de friction fait intervenir la notion de tenseur
de mobilité B définie de telle sorte que :

¢ = B¢ (2.192)

A T’équilibre on a : B = 1.

Dans ce cas eq. (2.188) peut se transformer en :

1 Y
§(§-§T+§-§T)+no@ =0 (2.193)
1
mn = 6n<£0~£°>co (2.194)

12. on a déja vu cela pour Fene-P et PTT, c’est toujours pareil
13. le vrai nom du truchement c’est endomorphisme, je crois...mais j’aime mieux truchement
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ol n désigne la concentration de billes par unité de volume, tous types confondus; et 7
est une viscosité a I’équilibre.

Les trois tenseurs contraintes S, mobilité B, et configuration b, dépendent chacun de
la structure macromoléculaire, mais on pose dans la suite que les contraintes et la mobilité
sont des fonctions simples (linéaires) du tenseur de configuration b :

= G(b-1) (2.195)
= alb-1)+1 (2.196)

IS llen

Cette relation fait apparaitre le parametre empirique « appelé facteur de mobilité. On
doit avoir 0 < o < 1 car il ne peut pas y avoir plus d’anisotropie que celle indiquée par
les contraintes.

Dans ces conditions I’équation (2.193) devient :

Loaw-n+1) - (ce-1)

s lale—1)+1 b—1
+5(G0-D) - (ab-D+1) ~m b = 0 (2197)
(-1 +1)- (b-1)=Ab = 0 (2.198)

Mo
A = o (2.199)
AZ+aQ2+(1—2a)Q+(a—1); =0 (2.200)

A représentant un temps de relaxation a ’équilibre '

Forme alternative : On peut déduire ' (2.200) une formulation du modele de Giese-
kus en contraintes uniquement le fait apparaitre comme un modele de Maxwell convecté
supérieur, avec un terme non-linéaire en contrainte :

v
S+AS+58-8 = 2nod (2.201)

@
G =
2.9.3 Réponse du modele en cisaillement simple

Les calculs sont tirés de la publication [10].

Calculs

vy = Iy
0 00

L= 1%00 (2.202)
000
bll b12 0

b = biz by O (2.203)
0 0 bss

14. ou autour de I’équilibre plutét
15. Déduisez-y vous méme
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On calcule alors :

0 Ab;; O
b-L! = | 0 Aby 0
0 0 0
L-b = (b-L)
- 0 —A\ybyp 0
Ab o= | My —20b 0
0 0 0
a(biy +b7,)  abia(bi + by)
ab® = abia(by + bag) by + b3y)

0 0

0
0

2
abs,

On définit pour la suite le nombre adimensionnel de Weissenberg 5 = A\ et on simplifie
les calculs en posant a = % Les différents termes intervenant dans le modele de Giesekus

(2.200) sont alors :

v
(cij) Ab ab’ —al
b2 b2 1
(c11) 0 % ; -3
b
(c12) | —Bbn %(511 + bo) 0
(22) | —28b | (P24 by | 1
2 2 2
(033) b33 =1

Afin de résoudre ces équations algébriques non-linéaires on doit poser des variables
auxiliaires (qui n’ont pas de sens physique particulier).

bll =

b22 =

u = b11+b22
= bll_bQZ
U+ v
2
u—7v
2

Les composantes précédentes de (2.9.3) deviennent alors :

u? + 2uv +0v? b,

u? —2uv +0v? b,

8

8 2

—9 —
5 Bbia

b12 U+ v
wy Ty =

S NI N

(2.204)
(2.205)

(2.206)

(2.207)

(2.208)
(2.209)

(2.210)

En éliminant les carrés dans les 2 premieres équations (2.208) et (2.209) on obtient :

u? + v?

4

4uv
?+2,8b12 - 0

ubiy — fu—pPv = 0

+ b%2 - 2/8[)12 =1
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Les équations (2.211) et (2.212) peuvent étre vues comme un systéme linéaire en v, by :

uv
258712—‘—? = 0

ubiy — v = Pu

dont la solution est en considérant u comme un parametre :

Bu?
b = — 2.214
v = (2.214)
432
= —— 2.215
! u? + 432 ( )
on a alors :
2 2,2
“t by = sl
4 u? + 452
Dans ce cas 1'équation (2.213) s’exprime en fonction de u uniquement :
2 2,2
w_ B g
4 u?+ 452
ut —4u? —166% = 0 (2.216)

Cette derniere!'® équation (2.216) est une équation bicarrée dont on calcule le discrimi-
nant :

A, = 4(1+45%) (2.217)

Ainsi que la seule solution positive :

u = V2\/1+x (2.218)
X = yJ1+432 (2.219)

On peut désormais reprendre les valeurs de b5 et de v :

Bu?
u? + 432
14+ x
= 28 5
1+2y+1+45
1+ x
— 2572
1+2y+x
28
14+ x

b12 =

of. (2.219) (2.220)

43%u
e
46%,/2(1 + x)
1+

16. facon de parler...
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Pour simplifier plus on peut remarquer que :

X2_]- — 462
(x—1(x+1) = 4p°

et dans ce cas

V21
b= (2.221)

Fonctions viscosimétriques La contrainte de cisaillement 7 et la viscosité en cisaille-
ment (shear viscosity) s’obtiennent alors :

T = 512
Gbiz
26Ny
14y
_ 2my
I+x
-
nNs = =
A
2
S (2.222)
1+ x
Tandis que la premiere des différences de contraintes normales :
N1 = G(byy — b11)
= —Gu
2 -1
_ V26K (2.223)
Vx +1
Ny = G(by1 — bs3)
u+v
= -1
G - 1)
w1
= — =1
G( 2 u?+4p52 )
2T+ X
_ eYWVITXY o (a090)
(1+x)?
2
= G V2 -G (2.224)

VI+X
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1e+00 — 1e+03: T
1e+02;— TA/UO —
1e-01 L
I 1e+01 :,
n/mo —— 1e+00 |- e
1e-02 ] [ T
1e—01;
' NiA/ng -
1e-03p te-02}
I —NaA/mo ~
1e-03]- /,/'l/
1e-04f M
1e—04;—//
‘ ‘ ‘ Ay ‘ ‘ ‘ Ay
1e_(356‘—02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03 1e+04 16_?3}—02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03 1e+04
2.9.4 Réponse du modele en élongation uniaxiale
Dans le cas de 1'élongation uniaxiale on a :
L =1
e 0 0
= 0 —€¢/2 0
0 0 —¢€/2
by 0 0
b = 0 by O
0 0 b
Lb = b1
by 0 0
= 0 —é/2by 0
0 0 —€/2b33
i, 0 0
QQ - 0 bgz 0
0 0 b3,
En posant § = Aé, on obtient alors :
—2B8b1; +ab?, + (1 —2a)by + (a—1) = 0 (2.225)
Bbay + ab2y + (1 — 2a)byy + (. —1) = 0 (2.226)
Bbss + ab3s + (1 —2a)bss + (a—1) = 0
On déduit de suite que bgy = b33
Les équations (2.227) et (2.228) sont du second degré en by et by :
ab?, + (1 — 2a — 28)by; + (o — 1) 0 (2.227)
abyy + (1 —2a+ B)byy + (a—1) = 0 (2.228)
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Le discriminant et la solution de (2.227) sont alors :

A = (1-2a—28)%+4a(l —a)

by = L2 gjﬁ) VA (2.229)

Tandis que pour (2.228) :

Ay = (1-2a+8)*+4a(l —a)

by — —L—%0 ;aﬁ) VA (2.230)

La viscosité élongationnelle est alors :

. St — Sa2
ne = :
_ G(bll - b22)
é
_ g VQAO;_ VA2 (2.231)
77035 i VzAalﬁ_ VA2 (2.232)

Remarque Lorsque 8 — 0 montrer que ng — 319. Pour ce faire, développer v/A; et
VA, jusqu’a l'ordre 1 en 8

1e+01

nE/Mo

a=1/4 —
a=1/2---
a=3/4 -
Aé
1e+00 L L L L
1e-02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03 1e+04

2.9.5 Annexes

Dérivée convectée d’un vecteur

La dérivée convectée supérieure, appliquée a un vecteur r est définie par :

=<

= 7 —

I~

T (2.233)
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Cette dérivée est également objective. En effet si r est objectif, on aura :

= Qr
zv’ = ' —Lr
= Qit@r—(QLe"+e Q) (21
= Qir+Qr—-Q-L-r-Q-r
= Q- (i-L-r) (2.234)
tenseur isotrope
A est isotrope si :
Aij = ady
4 = Su(A) (2235)

Dans le cas particulier ot A s’exprime comme le produit tensoriel de deux vecteurs iden-
tiques : si A est isotrope, alors dans ce cas :

A= ror
1
= gtr(é)i
rer
= —1
3 =
tr(4) = Ay
=
= r-.r
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R1

FI1GURE 2.10 — Déformation affine des brins et des points de réticulation
2.10 Polymeres enchevétrés

2.11 Modele des réseaux temporaires

Ces modeles développés pour les polymeres a ’état fondu, donc enchevétrés. On consi-
dere que ces enchevétrements agissent comme des points de réticulations, temporairement,
et que le comportement du polymere a I’état fondu est similaire a celui d’un caoutchouc
(réticulé).

2.11.1 Elasticité Caoutchoutique

On s’intéresse ici a la théorie classique de élasticité des caoutchouc, qui sont des poly-
meres réticulés. Supposons une distribution réguliere des points de réticulations (cross-link
points) le long d’une chaine polymere. La portion de chaine comprise entre deux points de
réticulation est appelée un brin (polymer strand). Et supposons enfin que cette réaction de
réticulation a été conduite de telle sorte que, en ’absence de déformation, la distribution
de probabilité des brins est identique a celle des chaines a 1’équilibre (2.45), R’ désignant
cette fois le vecteur bout a bout des brins.

VT

Si I'on considere une déformation extensionnelle pure de tout le réseau, déformation
décrite par des étirements Ai, A9, A3 et si 'on suppose que les points de réticulation se
déplacent suivant cette déformation macroscopique comme sur la Fig. 2.10 c’est a dire
que les points de réticulation se déplace de fagon affine, alors on aura

Yo(B) = <ﬁ>3 exp (~3°R?) (2.236)

Comme le nombre total de réticulation se conserve pendant la déformation, il y a le
méme nombre de brins entre R et R + dR apres la déformation qu’il n’y en avait entre
R + dR', avant la déformation. la fonction de distribution apres la déformation ¢ (R) est
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liée a celle d’avant :
(R)AR® = h(R)dR®
dR?® = dRPX\ o)
= dR" (2.238)

par conservation du volume.
De ce fait :

V(B) = (%)3%13 l—ﬁQ (ifj)] (2.239)

L’expression des contraintes que I’on utilise est analogue a celle utilisée pour des chaines
Gaussiennes (2.65)

g = 2vkgTB*(R® R)

— WwksTH [ REG(R)AR’

3 =3 P2
— WkpTS (\%) / RZexp [—ﬁ2 (JZ ]jg) AR
j=1 "
3
= 2wkpTpB? ( \2)
/Rf exp <—,6’2};§> dR;
2
/exp <—62fg> dR;
/exp <—62 ]jj“) dRy,
k
B\ VAN VEN VA
= 2wkpTpB? ( ) S
vT) o288 B8 B
= VkgTA? (2.240)

ou v est le nombre de brins par unité de volume. Dans ce qui précede on a utilisé la
propriété de conservation du volume M\AjA\; = 1 et on utilisé des résultats sur les lois
normales :

+oo
/ exp(—2®)dr =

—0o0

+0o0
/ r?exp(—a?)dr =

A0 0
vkgT | 0 A3 0

0 0 A

Ce qui finalement nous donne :

IS
I

= GC!
G = vkgT (2.241)

ou les déformations sont mesurées par le tenseur de Finger Q‘l
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2.11.2 Reéseau Temporaire

La théorie de Green et Tobolsky propose de voir les polymeres a 1’état fondu comme un
réseau de chaine temporairement réticulé. Dans ce réseau temporaire, les brins ne sont
pas attachés de facon permanente a des point de réticulation donnés, mais occasionnelle-
ment se liberent et se reforment immédiatement apres ailleurs. Ces points de réticulation
sont causés par les enchevétrements (entanglement) c’est a dire des contraintes topo-
logiques créées par le fait quune chaine ne peut pas se mouvoir a travers une autre

On suppose que la probabilité par unité de temps qu’'une jonction se détruise (pour
se reformer ailleurs juste apres) est %, I'inverse d'un temps de relaxation. Soit Py, la
probabilité qu'un brin survive entre ¢’ et t. Alors Py, obéit a I'équation différentielle :

dPy 1

/vt — _Zp,
dt P
Popy =1

(2.242)

Ce qui donne simplement :

t—t
Pyy = exp (/\>

Lorsque le polymere fondu subi une déformation macroscopique, il peut se passer deux

choses différentes :

— Si le brin reste attaché au point de réticulation, il se déforme de fagon affine (
comme on 'a vu précédemment §2.11.1)

— Lorsque le brin se détache, le polymere fondu est dit relaxé et les brins adoptent
la configuration d’équilibre, méme en présence de déformation. Ils ne contribuent
donc plus a I’état de contraintes observables.

La probabilité qu'un brin se reforme entre ¢’ et t’ + dt’ est thI. La probabilité qu’il survive
entre ¢’ et t est Py . La probabilité qu'un brin réunisse ces deux conditions est alors le
produit des probabilités précédentes et la contribution en contrainte de ce brin est donnée
par :
/
dog = d;Pt,t/GC—l(t', t)
!/
- (jexp <t;t) C Nt t)dt

t ! _
/m Cjexp (T) C Mt t)dt

C’est le modele de Lodge vu précédemment,

IS
I

2.12 Modele Phan-Thien Tanner

La théorie des réseaux temporaires de Green et Tobolsky supposent des chaines Gaus-
siennes et une probabilité de destruction des jonctions constante. Il est nécessaire d’étendre

17. a la différence des polymeres en solution diluée qui sont toutes seules dans leur solvant
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le modele aux chaines non Gaussiennes et de faire dépendre la probabilité de destruction
de I'extension des chaines.
La fonction de distribution ¥ (R) obéit a I’équation d’évolution suivante :

o 0

%= "3E (é.ﬁl/,)Jrg_hw (2.243)

Le premier terme du second membre traduit la déformation affine E = L- R, le second g
est la probabilité de création d’une jonction (et donc d’un brin) et enfin ht) la probabilité
de destruction cette jonction.

Initialement, les fonctions h et ¢ dépendent de la norme du vecteur bout-a-bout .
Lorsqu’il n’y a pas d’écoulement, v = 0 on déduit de (2.243) que :

9(R) = h(R)vo (2.244)

ol Yy est la fonction de distribution a I’équilibre. Ceci veut dire que g, le taux de création
des brins a 1'équilibre, doit étre égal au taux de destruction des brins hors-équilibre.
L’équation (2.243) se simplifie alors :

o 0

—+ =" (R-V =h(R — 2.245
Si on multiplie (2.245) par R ® R et que 'on integre sur toutes les configurations, comme
en §2.5 on obtient :

(R R)= (h(R)R® R)o — (h(R)R ® R) (2.246)

Lorsque h dépend de R il n’est plus possible de faire émerger un tenseur des contraintes
macroscopique de ’équation (2.246). L’idée de Phan-Thien et Tanner est alors d’appliquer
une pré-moyenne sur h(R) en posant '® que h({R?)). Dans ce cas, h se comporte comme
une constante dans l'intégration et on a :

(R&R) = h((B)(R® R)y— (R R))

= h((R?) (2152 —(R® R)) (2.247)

En utilisant dans (2.247) la définition des contraintes (2.65) :

o = wkgTHR®R)
tra = 2wkpTB*(R?)
on parvient a :
d +h(tro) (¢ —GL) = 0 (2.248)
G = V]{IBT

Pour un fluide incompressible, le tenseur des contraintes est défini a un tenseur isotrope
"pres”, et on choisit cette définition des contraintes viscoélastiques :

S=0-Gl (2.249)

18. de maniere similaire a Peterlin pour le modele FENE
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que l'on substitue dans (2.248) pour obtenir I'expression usuelle du modele de Phan-Thien
Tanner :

v
AS+YS = 2nd (2.250)
Y = M
n = AG (2.251)

A noter que h étant I'inverse d’un temps, Y est sans dimension. Il reste a préciser quelle
forme particuliere adopter pour la fonction Y : Deux variantes de ce modele viscoélastique
non-linéaire : PTT "linéaire” et PTT "exponentiel” :

CA
Y = 1+ >=—trS
Mo —
CA
Y = exp|—trS
7o
Réponse du modele PTT linéaire en cisaillement simple
16+00 ‘ 1e+05
s/Mo
ns/1 tev04r N/ ¢ =0.10 .
o — e
tesos  N1/°%, ¢ =0.001
1e-01- ] 1e+02 -
¢=0.10 le+01 o]
¢=000L...... 1e+00 4
le-02- B 1le-01
1e-02" E
1e-03 ]
Ay A
1e_09 L L L L L le_o/l L L L L L
1e-02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03  le+04 le-02 1e-01 1e+00 1e+01 1e+02 1e+03  1e+04

Réponse du modele PTT linéaire en élongation uniaxiale

1e+03

77E/T]o

le+02

¢=001— -

asymp high

asymp low..____
1e+01 ¢(=0.1 i
Aé
1e+00 ‘ ‘ ‘
1e-02 1e-01 1e+00 1e+01 le+02

90



Y. Béreaux VNL v2.2 4GMPP

a

FI1GURE 2.11 — Chaine prise dans un réseau de chaines voisines. Tube topologique enfer-
mant cette chaine

2.13 Reptation

2.13.1 Introduction

Les polymeres & 1'état enchevétrés ou a I'état fondu (c’est a dire lorsque la masse
moléculaire est supérieure & une masse critique ) présente un comportement particulier dus
a la présence des enchevétrements. Les enchevétrements sont des obstacles topologiques du
a la présence de chaines polymere dans le voisinage immédiat d’une chaine qui en limitent
le mouvement. En un sens ce comportement est plus simple que celui des polymeres en
solution car il n’y a plus, par effet d’écran du a la présence des autres chaines, d’influence
du solvant sur la chaine, ni d’effet de volume exclu d’'une portion de de la chaine sur elle-
méme. Paradoxalement, la distribution de probabilité des chaines enchevétrées, au repos,
est Gaussienne.

Différent mécanismes ont été envisagés pour décrire le comportement des polymeres a
I’état encheveétrés :

— Réseau temporaire

— Reptation
Ces mécanismes contribuent aux comportement viscoélastique des polymeres enchevétrés
sans le déterminer completement.

La présence de tres nombreuses chaines voisines limite la liberté de mouvement d’une
chaine polymere et la confine a l'intérieur d’'un tube Fig. 2.11, dans lequel elle ne peut
effectuer librement que des mouvements latéraux de faible amplitude, de la taille du
diametre de ce tube topologique. A l'intérieur de ce tube, la chaine décrit une marche
au hasard dont les pas sont de longueur la taille du diametre du tube a et la longueur
totale Ly = aM /M., on M, est la masse moléculaire entre enchevétrements et M la masse
moléculaire. La taille caractéristique de cette chaine a l'intérieur de ce tube est donc :

s 4M.
5 M

a Nb? (2.252)
ou N, b sont les caractéristiques de la chaine considérée. Puisqu’elle ne peut traverser ce
réseau, le seul moyen pour elle de se déplacer est d’effectuer des mouvements de reptation
Fig. 2.12 : La chaine "coulisse” le long du tube et par des mouvements de va et vient et
finit par se libérer du tube originel.
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FIGURE 2.12 — Mécanisme de reptation

2.13.2 Temps de reptation et spectre

Si I'on considere que la chaine est une chaine de Rouse piégée dans le tube, le mouve-
ment de son centre de masse est décrit par une équation de diffusion (2.106). Ce phénomene
de reptation est lui aussi un processus diffusif, dont le temps caractéristique t;, nécessaire
a la chaine pour se libérer du tube originel, est alors proportionnel au carré de la longueur
totale L; et inversement proportionnel au coefficient de diffusion Clgigusion. Comme L; est
proportionnel a M et que le coefficient de diffusion est inversement proportionnel a M,
on en déduit que :

a2 ]{TBT
C’diicfusion 3N2N€ (2253)
t Lf
Cx S —
¢ Cdiﬁusion
o« M? (2.254)

L’exposant 3 étant assez proche de 3.4 observé expérimentalement.

En se basant que la chaine se comporte comme une chaine de Rouse piégée dans ce
tube, de Gennes a décrit la dynamique de cette chaine en calculant que la fraction du
tube originel qui reste occupée par la chaine est :

8 it
‘simpair d
le module de relaxation G(t), et donc la partie viscoélastique linéaire du comportement,
est simplement le module plateau G multiplié par cette fraction P(t),

G(t) = GoP(t)
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= > Gmxp(—i) (2.256)

simpair

8GY
Gi = op

1°T

ta

7

2.13.3 Modele de Doi-Edwards

Lors d’une déformation macroscopique lors d’un écoulement par exemple, le tube se
déforme affinement avec ’ensemble du réseau. Néanmoins, rien ne s’oppose au fait que
la chaine piégée dans le tube, puisse se rétracter le long du tube et reprenne rapidement
sa longueur totale initiale. Ce mécanisme étant plus aisé que celui de la reptation, il est
terminé au bout d’'un temps t, :

N€

3N
ou N, et N désignent respectivement le nombre de segment entre enchevétrement et le
nombre total de segments.

Le bilan est que la déformation et la rétractation rapide qui s’ensuit ont pour ef-
fet d’orienter seulement les segments de la chaine sans les étirer. De plus, l'orientation
du segment de chaine reste celle produite par la déformation, pas celle acquise dans la
configuration rétractée. Il s’agit de ’hypothese d’alignement indépendante.

Cette orientation pure, sans étirement, se traduit par les relations suivantes :

te = —<tg (2.257)

ul = 1
Ft.u
U = =
£
w =1

(2.258)

Le temps tres court de la rétractation implique une réponse élastique cf. (2.65) :

g = 3vkpT(u®u)
3
= vksTQ (2.259)
FLUeF'U
= H{= — "= = 2.260
g { ‘E—l,QP )0 ( )

Ou la moyenne est prise sur une distribution isotrope (sphérique) de vecteur unité U qui
correspond a celle existant a I’état d’équilibre originel :

Do = ;//dﬁ (2.261)
_ /0” /02ﬂd¢sin9d9 (2.262)

c’est a dire avec U = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 6, ) en coordonnées sphériques.
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FIGURE 2.13 — Viscosité de cisaillement 7ng, contrainte de cisaillement 7 et premiere dif-
férence des contraintes normales Ny

L’ensemble des contraintes qui subsistent a un instant ¢ est alors obtenu en sommant
les réponses précédentes dans une intégrale de I’histoire des déformations :

o — /f m(t — QL ¥)at (2.263)
m(t' —t) = dG(fit/_t,) (2.264)

(2.263) peut étre posé sous la forme d’un modele K-BKZ (2.265) en utilisant I’approxi-
mation de Currie :

¢ oU ou
= 2—CNt)—2—C (t') | at 2.2
o= [ (25e 025 cw) (2.265)
-1
UL, L) =~ §log (J) (2.266)
2 7
J - [1 + 2 [2 + E
V 4
De ce potentiel on obtient :
5 5

Q=—-C"- C (2.267)

J=1=  (J-1)/L,+13/4"

Modeéle de Larson

Une approximation du modele de Doi Edwards est aussi donnée par le modele visco-
élastique différentiel non-linéaire de Larson [11] :

PRy Ry

3G )

IS
IS

=Gl (2.268)

Le Modele de Doi-edwards correspond a la valeur du parametre z = 3/5
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FIGURE 2.14 — Viscosité élongationnelle ng

Remarques La théorie de la repatation et le modele de Doi-Edwards ont été établi
pour les polymeéres linéraires (sans branchement) mono-disperse (une seule longueur de
chaines présentes). Pour mieux rendre compte des phénomenes observées on a du émettre
d’autres hypotheses qui complexifie I’approche initiale de la reptation :

— Fluctuation de la longueur totale du tube tube contour length fluctuations

— Relachement des contraintes (topologiques) constraint release

— Déformation du tube tube stretch
De plus, dans les cas des polymere branchés, on comprend tout de suite que la mobilité
des chaines est forcément différente que dans le cas des polymeres linéaires.
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