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yERITABLE HYP0 THESE

DE L4
RESISTANCE DES SOLIDES,

dvec la Démonfiration de la Courbure des
corps qui font Refsort.

Par M. BErnovurr: Profefleur 2 Bile.

Lettre du 12, Mars 1705.

Our faire mieux entendre ce queje diray enfontems

du Centre de Tenfion , (uivant la promefle que jen ay
faite dans mon Mémoire du 13. Mars 1703. je croy devoir
expliquer auparavant une hypothéfe qui me paroit le ve-
ritable Principe de la Réfiftance des Solides, & en tirer
la demonttration dela courbure que prennent les reflorts
pliés, a laquelle on a donné le nom d’Elaffique.

Galilee eft le premier qui ait examiné cette refiftance
des corps & qui ait cherché combien il falloit plus de for-
ce pour rempre un cerps folide en le tirant dire&tement
{uivant {a longueur, que pour le rompre tran{verfalement
Pour cette effet il confidera une poutre, une planche ou

Fuyws 1. une perche prifmatique 4 BC D fichée horizontalement.

dans un mur A4 B avec un poids P fufpendu a {on extré-
mité; & s’imaginant un levier mobile fur {on apuy 4, il
a trouvé par fon raifonnement , que la force quiarrache-
roit cette poutre du mur {uivant la dire&ion horizontale
AD ou BC, doit étre au poids 2 capable de la rompre
tranfverfalement fuivant la dire&ion €D, comme la lon~
ueur A D a la moitié de la hauteur 4 B.
M. Leibnitz & Mariotte pouflerent enfuite cette {pe-~

culation; & retenant Ja méme hypothéfe du levier, ils
conglrent
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congiirent de plus dans tous les corps folides une infinicé
de fibres , lefquelles avant que ces corps plient & rompent
tranfverfalement, doivent étre tendués plus ou moins,
{uivant qu’elles font plus ou moins eloignees de apuy du
levier , & doivent par conféquent réfifter autant qu’elles
font tendués Ceeft ce quileur a fait trouver que la force
neceflaire pour arracher une poutre direékement, eft a
celle qu'il faut emiploier pour la rompre eranfverfalement,
cn raifon de 4 D au tiers de la hauteur AB. Ce qui ap-
proche beaucoup plus de 1a verite que ce qu'en 2 dit Ga-
lilée. Mais aucun de ces Autcurs ne confiderant les corps
comme fujets a compreflion, & fur tout leur hypothéfe:
des tenfions des fibres proportionnelles aux forees ten-
dantes, ne s'accordant pas précifement avec la nature »
c’eft la raifon pourquoy ils n’ont pas encore rencontré
aflez jufte, & que leur doérinca befoin de quelque cor-
reftion. Ainfi M. Varignon a eu raifon de dire dans les
Meémoires de ’Academic de 1702. pag. 67. que cerve hypo-
théfe, quoyque tres vrai-femblable , pourroit w'etve pas encore
an gré de tout le monde. Voici ( je croi) laveritable, a la-
quelle M. Varignon pourra appliquer fa Regle générale,
commeil I'a deja appliquée aux deux hypothéfes prece-
dentes. ‘ '

Pour ce qui cft de Ia Courbure des corps 4 reflort, on
n’en a parlé julquicy que d'une maniére fort douteufc.

-Galiléc y a auffi penfé : il s’eft imaginé que cette Courbu-

re éroit parabolique ; mais cette conje@preeft tres-fauflc.
Depuis lui je ne f¢ai perfonne qui ait rien donne de meil-.
leur. Il y a environ onze ans que j'entrepris le premier de
déterminer cette Courbure geométriquement : jen don-
nay la conftru&ion dans les Journaux de Leipfik ; mais
d’une maniére encore affez imparfaite , ne confidérant
alors que les fibres extericures des furfaces de la lame
pliée , au lieu qu’il faut faire-attention 4 toutes celles qui
compofent fon épaiffeur. C'eft-pourquoy jevaistacherde
fuppléer 4 ce défaut, & de perfe&ionner lePrincipe de la
Refiftance des Solides, & ma conftru&ion de la Courbe
1705. ~ : Z
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Elaftique : P'un & Pautre {e fera en méme tems en fe fer-
vant des Lemmes qui fuivent.

LEMME L

Des Fibres de méme matiére ¢ de méme largenr on Epaiffenr |
tirées ou preffies pay la méme force , s'étendent ou fe compri-
ment proportionnellement a leurs longueurs.

DemonsT. 1° Soient deux fibres 48, AE, dont la
fie. IL plus longue 4 E foit diviféc en parties 4B, BC,CD, DE,
€gales chacune 4 14 plus courte 4B de ces deux fibres 5
gu'on affermiflc la plus longue au point D, & qu’on atta-
g¢he a fon extrémite Ele poids P; la partie DE s’étendra
autant que la plus courte fibre 4B l'eft par fon poids P
€gal a lautre, A caufe de (hyp.) DE==4B. Qu'on affer-
mifle enfuite la fibre 4E en C, & qu’on 6te Varrét ou Pat-
tache qu’on vient de fuppofer en D;la partie € Ds’éten-~
dra aufli autant que fait la plus courte fibre 4B, a caufe
de I'a&tion continuclle de la péfanteur du poids 2. Qu’on
lache larrétenC, & qu'on affermiffe la fibre 4E en B,
& enfin en 4; on trouvera de méme que chacune de ces
partics BC, 4B , s’étendra encore aurant. Donc Iexten-
fion EK de toute la fibre 4E, fera a I'extenfion Bl de la
plus courte fibfe 4B , comme AEcft a2 4B. Ce gu'sl faloit
premicrement démontrer.

2°. Soient encore deux fibres de longueur inégale 4D,
4B, doat la plus grande 4 D foit encore divilce en par-
ties 4B, BC, €D, égales chacune 3 la moindre 4B de
ces fibres. Qu’on foltienne 'autre 4 D en B ; fa partic 4B
fe comprimera par le poids P qu’on aura mis deflus , au-
tant que fait la plus courte fibre 4B par un poids égal, 2
eaufe de (hyp.) 4B=AB. Qu'on foltienne cnfuite la
fibrc ABcen C, & puis en D, étant chaque fois le foutien
de 'endroit-gu il étoit auparavant; chacune de fes parties
Bc, ¢ p, foufrira encore la méme compreflion , a caufe
de I'action continuelle du poids P. Donc fa compreflion
«4K de toute la fibre 4D, cft 4 la compreflion 41 de 12

Fro 11l
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fibre A3, comme AD cft i AB. Ce qu'il faloit feconde-
mient démontrer.

LEMME IL

Des Fibres hopogénes & de méme longuenr , mais de differente
Largenr on €pasffenr , <étendent ou fe compriment également
par des forces proportionnelles & leurs largeurs

DEMoNsT. Soit AF la plus groffe de ces fibres , Taquel-
le on imaginera divifee {clon {a largeur BF en d’autres
fibres qui foient chacune de la largeur ou gro(fcur de la
plus menué A48. 1l eft clair que chacune de ces fibres re-
{ultantes de la divifion de la grofle AF, pour étre éten-
dué ou comprimée autant que la fibre 48, demande un

oids egal au fien; & par conféquent que toutes ces fibres
enfemble, ceft 4 dire la fibre entiere AF, pour arriver au
méme degre d’extenfion ou de compreflion A7 que la

‘moindre fibre 4B, requiert un poids @ d’autant plus

grand que le poids P, que lalargeur ou épaiffeur de la fi-
bre AF eft plus grande que celle de la fibre AB. Ce qw'il
faloit démonzrer. '

LEMME IIL

Des Fibres homogénes de méme longuenr & de méme largear |
mais chargées de différens poids, ne s'étendent , ni ne e com-
priment pas proportionnellement & ces poids ; mais L'extenfion
o la compreffion caufée par le plus grand poids , eff 4 lex-
tenfion ou & la compreffion caufe€ par le plus petit , en moin-

dre raifon que ce poids-la n'eft & celui-cy.

DeMmonsT. Siles compreffions etoient proportionel-
les aux poids qui les caufent, il s’enfuivroit qu'ayant char-
gt la fibre AB d’'un poids R qui fir au poids P en plus
grande raifon que la longueur de la fibre 4B neft a Ar
quantite de la compreflion faite par le poids P, la fibre
AB fe comprimeroit plus que detoute fa longueur; ce qui
cft abfurde. Donc la compreflion d'unec méme fibre ou

Zij
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de fibres égales en*tout , caufée par le plus grand poids R,
doit néceflairement étre a la compreflion taite par le plus

ctit 2, en moindre-raifon que le poids R n’cft av poids P.
Il en doit étre de méme des extenfions des fibres, Fex-
tenfjon h’érant autre chofe qu'unc compreflion negative,
comme la force tendante n’eft autre chofe qu’une force
négativement comprimante. Ce qu'i faloit démontrer.

Scuor. Ceft aufli ce que Pexpéricnce confirme. Car
ayant pris une corde de boyaux longue de 3 pieds, jekay
chargée fucceffivementde 2,4, 6 & 8 livres : j’ay remar-
qué qu’clle sétendoit de 9, 17,23 & 27 lignes; au licu
qu'ellc edrdis’erendre 9, 18, 27, 36. lignes, fi4s exten-
{ions éroient proportionnelles aux poids.

Corot. Silon congoit une ligne 77Nv 8, dont les
abfcifles NR, N 9, marquent les forces tendantes; Np ,
N », les forces comprimantes : les appliquees RT, 27, les
extenfions; & o b, zv, les comprcﬁions d’une fibre de lon-

cur & grofleur données : Cette ligne TVN vb, que jap-
pelle ligne de tenfion & de comprefJion , ne peut étre droite,
mais courbe, eoncave vers I'axe £¢, ayant du cote de Al
une afymptote parallele a cet axe; parceque la raifon de
RT 2 9 (p§ axv) doit étre moindre que celle de NR a
NG (Nea Nx), & qucefine fgauroit jamais exceder la
longucur donnée de la fibre. Au refte il eft probable que
cette Courbe cft différente a I'égard de différens corps,a
caufe de la différente ftrudture de leurs fibres.

LEMME IV.

- La mtéme force qui fait plicy une poutre ou perche ABCD de

AB en GF, en étendant une partie de fes fibres de la quan-
tit€ dn triangle BSF , & camprimant Lautre de ln quantité

 du triangle’ ASG , [eroit ‘capable d’étendre Daffemblage de
tomtes les fibres fur Lapuy A, de la quantire du triangle ABF ,
ou bien de comprimer cet affemblage fur Papuy B ou Fde la
qmmtz'te’ du triangle BAG s FAG.

Demons 1. Concevons pour un moment la poutre
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‘épuyc'c en A pour empécher fa compreflion ; le poids P
la fera un peu plier , comme d¢AB en AF. Qwon 6te
enfuite I'apuy A aprés que la fibre BF eft tendu€ autant
welle le peut étre; le point Ffervirad'apuy , & le méme
oids P fera encore baiffer la poutre , comme de FAcn
¥G. Or il eft clair que fi on eic laiffe librement aller la
poutre f{ans 'apuyer en A, le fPoicls P I'auroit d’abord fait
plier de 4B en GE. Donc la force qui peut tout a la fois
étendre une partic de fes fibres de la quantite du trian-
le BSF, & comprimer l'autre de la quantité du triangle
ASG, eft 1a méme que celle quiil faudroit pour érendre
I'aflemblage de toutes les fibres fur I'apuy A de la quan-
tite du triangle 4BF, ou pour comprimer fur lapuy F de
Ia quantité du triangle 4FG.

A

Cela paroft encore en cc que la fibre en H ctant ten-
dué fur apuy 4 de la longuenr HK, & comprimeée cn
méme tems fur 'apuy F de la longueur K7, c’eft tout
comme {i elle étoit feulement tendué de la longucur HI
— HK—KI ; & que la fibre en N étant tendué fur la-
puy A dela longueur MN, & comprimée fur Fde la lon-
gueur ML, c’eft tout comme fi elle etoit feulement com-

rimée de la longueur NA==ML— NM. Or toutes les
H1 & NL font les triangles BSE & ASG, ainfi que tou-
tes les HK font le triangle 4BF, & toutes les K7 le trian-
gle AFG.

CorotL. Laforce qui peut €rendre la poutre {ur I'a-

uy Adecla quantité du triangle ABF , cft donc la méme
que celle qui peut la comprimer fur Papuy B ou F dc la

yantité du triangle BAG ou FAG : parceque chacunc de
ces forces eft la méme que celle qui peut Petendre & le
comprimer tout 4 la fois fans apuy , dc la quantité des
deux triangles BSF & ASG.

Z ii}
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PROBLEME L

Tyouver combien il faut plus de force pour rompre ume pouiré

Jirellement , c'eft & dire , en la sirant fusvant [a longuenr »
que pour la rompre tranfverfalement.

SoruT. Soit la poutre ABD que l'on regarde com-
me compofee d’une infinit: de fibres homogénes de mé-
me longueur, & chargée a fon extrémité du poids P, qui
la faffc plier de AB en GFen érendant une partic de fes
fbres de la quantite du triangle BSF, & comprimant
Vautre de la quantite du triangle A43G; & que la force de
ce poids foit précifement cclle qu’il faut pour rompte la
poutre. Il parait par le Lem. 4 que (i 'on {olitenoit la pou-
tre d'unapuyen 4, le méme poids P étendroit fes fibres
de la quantite du criangle ABF, ceft dire, fa fibre ex-
créme de la méme longucur 8F, & une des moyennes de
1a longueur HK, qui font lesappliquées du triangle ABF.

won reprefente ces longueurs BF & HK par les appli-
quees de la ligne de tenfion RT & QF ; ainfi que les for-
ces requifes pour ¢tendre ces longueurs, par les abfciffes
NR & N.Q. Soicnt nommées AB , b; AD,c; BF (RT),
t;HK(‘fLV),p;NR,m;N,,QLn.

L'on aura BF(#). HK (p) ::AB(b).AHZ?—; dont
la differenticlle -”-;1 marquera la largeur de la fibre EH.
Et parceque la réfiftance que taic la fibre en H,, eft pro-~
portionnée 3 la force abfolué N 9, dont elle eft tiree , 4
la largeur de la fibre EH par le Lem. 2. & a la diftance de
Papuy A H par la nature du levier : cette réfittance {era
——pxid P ”i’%‘-‘i ; & par confequent la refiftance

t t .
que font toutes les fibres enfemble , fera = z x[npdp,
Ceft 4 dire == = * [m ¢ d ¢ par raport 3 tout le triangle
4 BF. Donc cette refiftance érant égale a I'a&ion du
poids P, laquelle a pour valeur (momentum) AD % P>
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Pon aura;”\“’x/‘mtd:: ADx P=cx P ; & par confé-
—_bb ‘
quentaufli P = fmz d .

Suppofons maintenant qu’il faille rompre la poutre fui-
vant la diré&tion 4D ou BC; il eft clair que toutes les fi-
bres comprifes dans I'épaiffeur 4B () de la poutre , doi-
vent écre toutes également tendués, chacune de la lon-
§ueur BF; & par conféquent tirees chacune de la méme

orce NR ou m : ce qui donne b m pour la fomme de tou-
tes ces petites forces. D’ou 'on voit que la force requife

pour rompre la poutre en BF diréGement, c’eft a dirc,.

en la tiranr {nivant {a longueur 4D ou BC, eft acelle que
doit avoir |z poids P pour la romfrc tranfverfalement au

A . b J A\ :
méme endroit, commebm et d —x fmtds, et dire,

5
commela longucur (¢)delapoutreelt a 7, % fmedz. Or

cettc quantité — x [m ¢d# cft roijours plus petite quele

tiers de la hautcur 4B; car de ce que 5? <Zparle Lem. 3.

. I . R d
il s’enfuit que # cft totijours <"’TP , npdp < "’—P{-f , &

Snpdp </-”~’£%Q:‘:. %‘-’; . Donc tout le triangle 4B F
donnera fmede <75 — 2 & enfin L X mrde <
3¢ 7™ 3 met

;;t X ”-;ﬁ:-; b— ; AB. Ce qui s’accorde avec l’cs ex-
périences de M. Mariotte , qui a tedijours trouve cette
quamité moindre que lc tiers, & plus grande quele quart
de la hautenr AB. Poyez fon Traité du Mowvement des
Eaux Part. 5. Difc. 2. ‘

" Corol. Si Pon congoit la poutre comme {oftenué
d’'un apuy en F, & comprimée de la quantite du triangle
AFG, & quon reprefente les racourciflemens de la fibre
extréme 4G, & d’une de fes moyennes K 1, par les appli-
quées de la ligne de compreflions!, , ainfiqueles for-
ces comprimantes de ces fibres pat les abfciflfes N , Nx:
nommant 4G (pt), T3 KI(xe)y 53 Nps psNiayv s O

Firg. V.
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trouvera de méme que la refiltance que toutes les fibres
font enfemble a leur compreffion , par raportau triangle
KEI, ct=—+-x[vnd w,&_—_% « fut d v par raport
au triangle 4 FG. Donc puifque ( Le#. 4.) ilfautlaméme
force pour vaincre la refiftance que les fibres font 4 leur
compreflion , que pour vaincre celle quelles fonta leur

Ry bb __ bb .
extcnﬁon,lonaurawxfmtdt__ xfwrd",&:p?.r

TT

conféquent auffi £2. 77 :: [m 242, furdy. Dou il paroit
que les lignes de tenfion & de compreflion étant donnees,
ceft a dire, m érant donnée par ¢, 8 ppar 7, le raport
quiilya entre # & 7 g entre BF & A G,ouentre BS& AS)
fera aufli donné ; & qu’ainfi le point S, qui ne fouffre ni
extenfion ni compreflion, fera trouve.

PROBLEME IL
Trouver la Conrbure de la /l]igne Elaflique, ceft adire; celle des

lames a reffort qui font pliée;.

Sorur. La lame 7K CNecft un parallelogramme re-
&angle en fon étar naturel, affermic ou clouce 4 'un de
{es bouts 1K, & chargee 4 l'autre N du poids P, qui lui
fait prendre la courbure 7B Nou KAC; EAeft une de
fes parties infiniment petite, ¢tendué en dehors de la
quantité du triangle BSF, & comprimée en dedans de la
quantité du triangle ASG ; EH & FG prolongécs con-
courent au point M centre du cercle ofculateur de la
Courbe. Soient maintenant ADou NX—/X , ND ou
Ax =y, lepaifleur de la lame IK ou AB—=b, le poids
P==bb ,la longueur de la fibre EBouAH=4dz, la lon-
gucur de celle pour laquelle eft conftruite la ligne de ten=
fion & de compreflion=f, & enfin la force qui peut éten-
dre la fibre EB de la longueur BF , foit marquee par
NR=m, & celle qui peut comprimer la ibre AHde la
longueur AG, par N — .

Ot ( Lem. 4. ) le poids P pourroit étendre la particule
EA dg la lame fur Papuy 4 de la quantite du triaj}%c

' F
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ABF en vettu du levier DAB, ou bien la comprimer fur

Papuy Fdc la quantité du triangle F 4G en vertu du le-

vier CFG: les bras des leviers 4D & FC font icy confi-
deres comme €gaux , 4 caufe du peu d’epaiffeur AFde la
lame. Ceft ce qui nous doane bbx ( P*\AD moment
du poids P) :—i—ff mtds quantite de la réfiftance des fi-
bres ( patle Prob. 1.) Ainfi en divifant par b4, 'onaura
x:=2228 1 e Gorol. du Prob. 1. donneauflil? % — =74z

ts te T w3 o,

On aura de plus ( Lem. 1.)ﬁt»(K77::dz‘(EB).’}'——‘:BF;

comme aufli . #(p8) 1:dz(HA). Tf—if;—-__,gg_ Et parceque
BF. AG:: BS. AS 5 donc BF — 4G (223 'j';.fdz..), BF
( t';f ):: 4B (&) BS:,L—_,:‘:. Enfin a caufe des trian-
gles {femblables BSF & HMG, I'on aura BF(?J) BS

:% )i+ HG{qui ne differe pas fenfiblement de AH

oudz) HM= f—_.% rayon du cercle ofculateur, lequel

( commel'on {¢ait ) danstoutes Ies Courbess’exprime ge-

néralement par d;:‘ . Donc on aura AL — 4=

bfddy—1t—F vxdxdz; & en prenant ic-:(c:mm:s?b fd ]
:dzxﬂ Xdx; & en quarrant bb[/‘q’y:dz‘xf t—F Txdx
.:dx';-}- 4 ]'xf f—F rxds> ou bien 6bff—ﬁ;—;"_.rx7}'x
a yzwf_ » & entirant la racine quarrée
dijéff—-_@;::dxxmxdx ; ou enfin
dym= _Adzx[s +xxdx , qui cft la différenticlle de Tor_

Vesr—fiariar
donnée de la Courbe que I'on cherche. .
Nous avons donc trouvé trois équations : fcavoir
xm/mrdr [medt Jerdr g dy==__f#xsjtexdx _,
a te te TT Vbéff_/t:.t—rfxdx
dont Ia premiére exprime le raport qui cft entre 7 & x,
170§- - : Aa

-
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Pautre entre # & =, & la troifiéme celui d’entre ¥ & y; ce
qui détéermine entiérement les points de la Courbe.
Pour Ia conftruire on tracera premiérement la Coutbe
O N Z telle que faifant OX=RT=<?, & YZ=pb=r,
Nx foie =={2% & NT=L27%" | car ayant coupé in-
définiment dans I'axe NX == N7, fi Yon fait X 4 =
— (—4d=xjr=xdx__ Ve point 4 fera dans fa Courbe
| = Faerr P
requifc X 4C. Suppofé donc, par éxemple , que les lignes
de tenfion & de compreffion fuffent droites ( quoiqu’cl-
les ne foient jamais telles par le Corol du Lem. 3. ) ayant

NR/mY__ a4 o Nsfp ) s, . : Ly .
:a.lorsK = (5 )""E’ & ﬁ(}')"‘Z’ Pequation différenticlle

xxdx
Vit & BS. AS::2.h.
gz g—_;;x
Mais fuppofé que ceslignes-1a fuflent des paraboles, quez
fir le parameétre dela premiére, & b celui de la feconde 5
xdx x

L)/ S
sexgb—+avy gh

de la Courbe fera dy==

alors cetre équation deviendra dy=

& BS.AS::\/g. vh &ec.

: ¥ e o T A SRS B ) SR
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