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méme maniére pour toutes fortes de mouvemens enlignes
courbes: c’eft-a-dire , beaucoup plus généralement encore;
puifque tout ce quiregarde les mouvemens en lignes droi-
tes, s'en déduit. Il en réfulte aufli une formule tres-fimple
des Forces Centrales, tant centrifuges, que centripetes , lef~
quelles font le principal fondement de I'excellent Ouvrage
de M. Newton. De Phil. natur. Princ. Marhem. Mais la
bri¢veté de Mémoire ne me permettant pas de m’étendre
ici autant quil faudroit fur les ufages de cette Régle pour la
découverte des pefanteurs des Planétes, jen referveraila
recherche pour une autre fois , e contentant de faire voir
ici avec quelle facilité elle expédie les exemples que voici,
dont la pliipart font de M. Newton; fcavoir ceux des Prop.
75 8,9, 10, de fon premier Livre, lefquels font compris
dans les Art. 11,19, 12, 9, ciapres. Jen ai retranché
celui des forces centrales tendantes au foyer des fections
coniques , pour le Mémoire de la pefanteur des Planétes,
dont il doir faire partie.

I. Soient donc encore toutes chofes les mémes , que dans
le Mémoire du 30. Janvier dernier, c’eft-a-dire, les noms
les mémes, & tous les angles reltilignes (qu'on voit ici)
droits , excepté les angles en €. Mais au lieu de concevoir
te Corps mit de A4 en H par la droite ./ H, imaginons-le fe
mouveir de E G en L le long de la courbe O L dont les or-
données foient les Arcs circulaires H L décrits du centre C,
& les abfciffes A4 H: en forte qu'au lieu de {ix courbes qu'il
y avoit dans le Mémoire précédent, il y en ait préfente-
mentici {ept, fcavoix YL, TD, VB, FM, VK, FN,
FO, dont lapremiére & L exprime par {alongueur ( depuis
EG jfquen L) Pefpace parcouru. Soit de méme le tems
employé a le parcourir, exprimé par 'ordonnée eorref-
pondante H T de la courbe T D ; la vitefle du Corps m
( en chaque point L) par les ordonnées aufli correfpondan-
tes & égales " H , VG des courbes #”B, V'K ; fa force
centrale en L, c’eft-3-dire, ce qu'il a de force abfolue en L,
vers le centre C, par les ordonnées correfpondantes en-
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core& égales FH, FG, FE ,des Courbes FM,F NV, FO.

Cleft pour cela que ces Courbes s'appelleront encore
comme dans le Mémoire du 30. Janvier dernier : fcavoir,
D T, la Courbedes Tems ; "B, V" K, les Courbes des Vitef-
fess FAM, FN,FO,les Courbes des Forces ; & de plus O L,
la Courbe des Chemins.

I1. Soient encore aulli A H=x,lesTems HT— 4G
=t,les Vitelles HV = A E=G V=, & les Forces
centrales abfolues HF= E F==G F=1. Soit de plus PEL
pace parcourt 9 L=s5, A Ce=a, CH=vr, & Rl=4dx.
1 on aura de-la ds pour 'efpace parcouru d'une vitefle uni-
forme v, a chaque inflant; d v pour accroiffement de vi-
teffe qui s’y fait; d d s pour ce qui fe parcourt alors d’efpace
envertu de cet accrotffement de vitefle; & d+ pour cet
inflant. L’on aura auflia=x—-7; ce quidonnedx == ——dyr
en différenciant le tout pofitivement.

IT1. A ce compte lavitefle ne confiftant que dans un rap-
port d'efpace parcouru d'un mouvement uniforme, au tems

) - y ’" d I
employ¢ a le parcourir, 'on aura déja v= > pour une

4 dds .
premiére Regle, laquelle donnera d v= ~- senfaifant de
conftante.

I'V. De plus, fi 'on imagine deux Arcs HL , 4/ind¢g-
niment proches 'un de l'autre , avec leurs rayons CL, C/,
dont le premier CL, rencontre £/ en R ; & que de ce point
R I'on imagine aufli R P perpendiculaire fur L /; on trouve-
ra que la force abfolue H F (y) en L vers C, étant 3 ce que
le Corps mii en recoit d’elle fuivant L/:: LR.LP.. L
(ds). L R (dx). Cette force fuivant L / fera = y—d:. Or les

4
efpaces parcourus parun Corps miiavec des forces conftan-

tes, & continuellement appliquées, telles quon concoit
d’ordinaire la pefanteur, étant en raifon compofée de ces
forces & des tems employés a les parcourir, Pon aura aufli

dx dsdds fvd e
dds=""xdr. Doncy= Todo (‘T: )5 ce qui fait en-

core une Regle, qui ajoutée a celle de I'Art. 3. fatisfair &
Lij
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tout ce qu'on fe propofe ici de réfoudre , foit que les ordon=
nées H L foient droites ou circulaires ; puifque la diftance
du centre C'n’entre point dans cette Regle.

REGLES GENERALES

DES MOUVEMENS EN LIGNES COURBES.

I°.v==éj

d;dd: vduv\
2%y =m( ax )

V. Quant a 'ufage de ces deux Regles, je dis préfente-
ment que des fept courbes marquées ci-deflus, deux quel-
conques, ceft-a-dire, les équations de deux prifes 4 difcré-
tion , érant données , 'on pourra toujours trouver les cing
autres , fuppolé les intégrations requifes, & la réfolution
des égalités qui s’y pourroient rencontrer.

V 1. La preuve de cette Propofition eft facile. Car fi I'on
a, par exemple, les équations des Courbes des Chemins &
des tems, 0 L, & DT.

1°. La premiére de ces équations donnera les ds, & la
feconde les dz, enx (j'y comprendsaufli les dx ) & en con-
flantes ; & ces valeurs de d s & de d ¢, {ubftituées dans la
premiére des Regles générales, la changeront en une équa-
tion, ot il n'y aura plus que v & «x de variables , & qui par
conféquent fera celle de la courbe des viteffes 27B. Erla il
eft a remarquer que n'y ayant ici ( Ayp. ) aucun obftacle, ni
autre force que la centrale, & le mouvement du Corps L
une fois commencé, fuivant une direction 2 angle quelcon-

ue avec celle de cette force; 'on aura par-tout ici fuivant
%’(. Newton ( Phil. nat. Princ. Math. Lz’f. 1. 8ect. 2. Th. 1.)
les d: comme lesr d2, ou dr==rdz.De forte qu'une feule
de ces ¢quations des courbes @ L& DT, fera méme ici
capable de donnet l'autre avec celle de la courbe 2 B.

2° Cette ¢quation de la courbe /7B aveccelle de D T,
donnant aufli x , env ,en 7, & en conflantes ; il en réfultera
encore une autre , dans laquelle il n’y aura plus que des v,
des z, & des conftantes; & qui fera par conféquent celle
de Tautre courbe des vitefles /7K.
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3°. Ayantain(i les équations des courbes QL;DT, VK,

Pon aura auffi les valeurs de ds, dtydv, enx, endx,

& en conflantes; lefquelles valeurs fubttituées dans la {e-

conde Regle générale, en feront une équation o il n’y au-

ra plus que y & x de variables; & qui par conféquent fera
celle de la courbe des forces FAL

4°. Cette équation de la courbe F M, & la donnée de
Ia courbe DT, donneront aufli x seny,enr, & en con-
ftantes ; d’oui réfultera encore une équation, laquelle n’ayant
plus que y & de variables , fera celle d’une autre courbe
des forces F V.

5"+ Enfin les équations trouvées de FM & de /B, don-
neront de méme x, €eny,env, & en conflantes ; d’ou il
en réfuleera aufli une, laquelle nayant plus que v &y de
variables , fera celle de latroifiéme courbe des forces FO R
qui ¢roit la derniére A trouver.

V1I. Si aulieudes courbes OL&DT,Pon en don-
noit deux autres quelconques, par exemple B, N F, ceft-
a-dire, leurs équations.

1°. Ces deux équations donneroient v en x, ou » en v ’
& yent, ( J'y comprends aufli les différentielles & les con.
ftantes ) , lefquelles valeurs de v & de y, fubftituées dans

dx=vdv, que donne la comparaifon des deux Regles
générales, en feront une équation, laquelle n’ayant plus que
¥ & ¢ de variables, fera celle de la courbe TD. Er T'on
fubftitue feulement la valeur de v en &, dans Péquation
ydx==vdwv; elle deviendra celle dela courbe F M, De
méme, {i on y fubflitue la valeur de x en v , & deyentz,
cette équation deviendra celle de 1a courbe 7 K
2°. Ayant ainfi les équations des courbes £’ B »y DT,
FM,Von aura aufli des valeurs de Uy, &y,enx& en
conftantes, lefquelles valeurs fubfituées dans la feconde
Regle générale, en feront une équation, laquelle n’avant
plus que x & s de variables, fera celle de Ia courbe oL,
enfubflitvant 2 —r (arr. 2.) 3 la place de x.

3" Ilne refte plus que la courbe FO, laquelle fe trou-

vera de méme que ci-deflus (#. 5, arr. 6,) Il eft vilible que
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la méme chofe arrivera, quelques autres qu'on donne de
ces Courbes, deux a deux. Ce qu’il falloit démontrer.

VIII. Cette démonftration fait aflez voir tous les diffé-
rens ufages quon peut faire des Regles précédentes. Mais
la briéveté de Mémoire ne me permettant pas d’entrer dans
un i grand détail , je ne toucherai prefque qua ce qui con-
cerne les forces centrales que M. Newton & M. Leibnitz
ont rendues fi célébres par les applications qu'ils en ont fai-
tes aux Planétes, pour en découvrir les pefanteurs par rap-
port au Soleil dans hypothéfe de Kepler: encore la fe-
conde de ces Regles fuffira-t-elle pour cela, ainfiqu'on le
va voir dans les exemples fuivans par la conformité de mes
{olutions avec celles de M. Newton dans ceux qui nous fe-
ront communs. Quant & Pexemple de M. Leibnitz , érant
d’Aftronomie, ce fera pour une autre fois.

Des Forces Centrales tendantes a4 un méme Point.

IX. Exemple 1. Soit PEllipfe ordinaire 4 LB, dont C
{oitle centre auquel tendent toutes les forces ou pefanteurs
du Corps L qui la décrit. Pour les trouver, foient encore
CL=r, PArc Rl=dz décrit du centre C;, AH=x,
AL =7s;foient de plus fon grand Axe A B=24, & fon

Id
parametre -—'P.
aapdr

Lanature de cette Ellipfe donneradz = ~

, ] zarr—aapxaap—-prr
pour fon équation au centre , laquelle donnerads* =

wadpry—apit—aapprr 2
(da*—-dr)= LEY o drt. Donc 42 —
wry—aapxXaap —prr dz*
zaary —tdaprr 2aa—z2rv~ap s?
a;P ;) 431’ —rrdzz(n' It d?’t. 6.)

ds* .
= 7 Et par conféquent auffi, en faifant 4 ¢ conflante ,

5 — 3
: d;;{d = :;r dr (art. 2.) = 4‘;2", ou “;z = ——Z “;dddl: ( art. 4.
Reg. 2.)==y. Donc les forces ou les pefanteurs(y ) ten-
dantes au centre C de IEllipfe, font comme les diftances
CL (r)dececentre au Corps L qui la décrit, ou comme

les diamétres correfpondans de cette Ellipfe. D’ou I'on
volt
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voit aufli que la ligne des forces F M ( Fig. 1. ) doit &tre ici
(£7g. 2. ) une ligne droite M 0, laquelle prolongée paffcra
par le centre C.

X. La méme chofe fe trouvera pour la Parabole, en fup-
pofant z infinie ; & par ce moyen CL () infinie auffi, & pa-
rali¢le a fon Axe A B. D'oit 'on voit que les forces centra-
les ferontici toutes égales ; & qu’ainfien prenant pour telle
la pefanteur des corps, c’eft-3-dire pour conftante , & fui-
vantdes direCtions paralléles, leur courbe de projettion de-
vroit €tre une Parabole dansle vuide , ou dans un milieu (s'il
¢toit poflible ) qui ne retardit ni augmentat leur mouvo-
ment , ainfi que I'a trouvé Galilée. Quant 3 Ihyperbole, le
feul changement des Signes négatifs de Péguation au centre
de I'Ellipfe dans Particle précédent, lui en fera aufli une au

a d
centre ( dz= aper

V””*'aapxaz;p—r-p;—r » laquelle donnera

=11, ceft-2-dire, encore les forces centra-

de méme y = —;
les comme les diamétres correfpondans; mais au licu de
centripétes qu'elles étoient ci-deflus, elles {eront ici cen-
trifuges.

X 1. Exemple 2. Soit le demi-cetcle AL C: on deman-
de quelles forces centrales tendantes au point C', font
néceflaires au corps L pour lui faire décrire ce demi-cer-
cle. Soient encore C LouCl=r,& AC=a. Si l'on fait

les droites AL, A/; Pon aura AL =Vaas —rr, &

—rdr dzvVag— —
- —RI(art.2.) =dz,ou 2T M = — d 1.
aa=—ry
Donc“:;”xdz"+dz‘=dr‘+dz’:—.::d:‘; ce qut
ds* aa—rr aa aa d s* R
4s ___sa—rry — 22 24 n.1.art.§
donne = — —1=—,0u; ”dzl( )
ds* .. . s 1dsdds
= . Ainfi en faifant d+ conftante, l'on aura —55—
—gaarddy 4aadx 1aa =d:dd.r 1. Re.
"_'rx ""‘(th. 2-)=: 75 ,Ou ] dxdt-‘-(art 4 Rg

2.)==y: Ceft-a-dire, que les forces centrales tendantes au
z

point C,fonticien raifon réciproque des cinquicmces puif-
1700, ]

Fic. 1.
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fances deleurs rayons C L. D’ou I'on voit aufli que la ligne
des forces F M ( Fig. 1.) doitétre ici ( Fig. 3.) une hyper-
bole du cinquiéme degré entre les Afymprotes orthogona-
les 4 C, CO, dontle licu ferayr = 24°%, en prenant a4
pour Punité, & r ( C H) pour fes ab{ciffes.

X1II. Exemple 3.Soitla Spirale Logarithmique Q L,
dont le centre foit C', auquel tendent les forces ou pefan-
teurs du corps L qui la décrit. Pour les trouver, {oient toutes
chofes comme ci-deflus (are. 2. ) La nature de cette Spirale
donnera R{(dz). L1 (ds)::a.b.0u %;’_—__— fr,oubien enco-
ds

bb ds2 :
e = —— (m1.art. 6.)=—;; & enfaifantdz conftan~
t 2dsdds -—zbbrdr(art P )__zbbdx bb __ dsdds
) dr* = aart TS aard? aars  dxdea

== (art. 4. Reg. 2.) =y : Ceft-a-dire, que les forces cen-
trales tendantes au centre C de la Spirale Logarithmique ,
font en raifon réciproque des cubes de fes ordonnées (C L)
correfpondantes. D’oti P'on voit aufli que la ligne des for-
ces FM( Fig. 1.) doit étre ici de méme une hyperbole cu-
bique entre des Afymptotes orthogonales au centre C, une
defquelles foit A4 C; puifque fon lieu eft yr’ =aabb, en
prenant encore ici 4 pour l'unité, & r (C H) pour les ab-
{ciffes de cette hyperbole.

XIIL Exemple 4. Il efta remarquer que ce méme
rapport deforces fe trouve aufli dans la premiere Spirale hy-
perbolique. Mais pour les trouver en général pour toutes
fortes de Spirales, tant paraboliques que hyperboliques,
foit CL D L une Spirale de tousles genres ( yen ai encore
une infiniment plus univerfelle ; mais il feroit trop long de
Pexpliquer ici ), dont C foitle centre , aufli-bienque de I'arc
kIR, & ducercle DEFD répondant atellerevolution qu'on
voudra de cette Spirale. Toutes chofes demeurant les mé-
mes que ci-deflus (arz. 2. ), fcavoir les rayons des forces
CL=r,lindéfinie A h=zx, Ll=ds,& R [==dxz;foit
de plus la circonférence D EFD==¢, & fon.rayon C 2
ouCE=a.
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L'on aurala fomme des E e (fE¢) pour les abfciffes de
cette circonférence depuis fe commencement des revoly-
tions; ce qui donnerac. [Ee::am ym ou crme— gm x
JE ¢ pour Péquation de ces Spirales en général. Donc
merm—1dr=amx Ee. Mais C/(7). Ce(a)::R/(dz).

adz m==1 m—t=1
Ee—=—Doncauflimerm—1dy==1 . ou? dz
" ’

r mcecrm

. imdes 2 »
==dr; ce qui donne * X2 e drt =dr e d iy =
mihccram

- 2 m=-2 2
dstyou 2 "7 I 4 oy art.6.) =45
mmecr® mtea v rvdz? d:
2dsdds

. — i — M2 2 1
enfaifantdz conflante , —j 3~ == T2 =2 %4 d dr

mmceeyim-t4
irdr —_— 2m~2

2
(arr, 2, )2mt2Xa emmecri™y dx, ou

rt Mmccr 2medmy

. ixatm—42 4, 2m ]
bien encore ™ Fmmeer == d0dds gy 4- Reg.
mmecy2m—4=3 dxds?

2.)=y: Ceft-a-dire en général, que les forces centrales
tendantes au centre C de tous les genres de Spitales ( tant
paraboliques que hyperboliques ) dgoivent €tre dans toutes,
comme ces fractions correfpondantes. D’od 'on voir aufl
que le lieu de la courbe des forces F Af (Fig. 1.) feraici

= 1Xa? "6 mmat oo 2 m o
J Mmimmccyrm-—f3 L) enprenantencorea._x,

& (C H) pour les abfciffes de cette courbe.
X IV. On voit de-13 que la Spirale d'Archiméde ayant
m == 1, les forces centrales tendantes 4 fon centre € »y doi-

. L
vent €tre comme les fradtions correfpondantes 2=+,

XV. Au contraire la premiére Spirale hypercbroliquc

cer 2

ayant m = 1, elle aura y = c” =’_’, ceft-a-dire , que
cette Spirale aura fes forces centrales tendantes au point C,
en raifon réciproque des cubes de leurs rayons , de méme
que la Spirale Logarithmique ( art. 12.) ainfi qu'on le vient
d’avancer au commencement de cet Exemple.

X V1. Voila, ce me femble , affez d’Exemples des for-

ces centrales tendantes 4 un méme point : vovons qufi
ALy




Yic. VL

A ———. % i

92 MeMo1rEs DE ’AcaDEMIE RovarLe

quelque chofe de celles qui tepdent fuivant des direétions
paralléles.

Des Forces Centrales tendantes fuivant des Directions
pamlle’les.

XVIL Puifque (n. 1. arr. 6.) dans tout ceci les efpaces
LC! f——“z) font comme les dz, ce cas des dire&ions paral-

1éles rendant L C(r)infinie , & par ainfi conftante , I'on au-
ra aufli dans ce mémecas les dz comme lesdr, oudz=dz.
Celapofc,

XVIIL Exemple ¢.SoitEllipfe A4 L B décrite par un
Corps L, dont les forces centrales ou pefanteurs tendent
fuivant L C paralléles a celuiqu’on voudra de fes Axes A B,
dont E {oit Fe milieu , ou le centre de I'Ellipfe.

Lesnoms demeurant les mémes que ci-deflus (art. 2.)
cette Ellipfe aura fes ordonnées HL =z, fes abfcifles
AH=x,fesarcs A L=s,LR=dx(—dr): de forte
qu'en prenant fon axe 4 B = 24, & fon paramétre ==p , fon

lieufera z = v 21 22x—#** lequel différentié donnera dz.
24

dx—pxd \4 -
apidy—pxdx ’Oudz 4aapx zapxx:dx; &par
Viaapx—12apxx ap—px
—_—2 X
conféquent aufli ““_P_;._..:;fx xdz*dzi==dx*-4-dz*
ap—

ds? as*
aax—21axx R W
4 + I =—_dzz(ai’t- 170)—— dt;.DOHC

==

=ds*, ou

X a—
F ” . vdsdds 4a3dx
en prenant dr pour conftante 3 I'onaura T

pxa—x°

N e s .. ’q . . 2,3 3
3 lafin de la différentiation réduite, ou bien —= ( e )
pxa—x* \pxiG’

( art. 4. Reg. 2. ) ==y: C’eft-a-dire , que les forces

__dsdds
T dxde?

. . . ¥ -
centrales fuivant L C, feront ici comme les o7, Ou en rai-
fon réciproque des cubes des ordonnées (L G ) a l'autre axe
E D de T'Ellipfe propofée. D’oui on voit autli que la courbe
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des forces F M ( Fig. 1.) feraici ( Fig. 6.) une hyperbole cu-
bique entre les Afymptotes orthogonales 4 E, EQ , dont

le ieufera FHx HE  — 3;—5

XIX. Le méme rapport de forces fe trouvera de méme
pour le cercle, en faifanticip = 2 a dans le lieu de IEllipfe ;
& pour 'Hyperbole, en rendant tous les Signes de ce lieu
pofitifs. Mais 2 étant infinie dans la Parabole, la valeur pré-

cédente [ ) des forees centrales , lui vient = *% —2

c’eft-a-dire conflante , ainfi quonl'a déja trouvé dans Pare,
10. Voici encore ces mémes forces en deux mots pour
cette premiére Parabole , parmi celles de tous les genres
de Paraboles, & d'Hyperboles entre Afymptotes.

X X. Exemple 6. Les noms & le refte demeurant tou-
jours les mémes dans la Figure 7. {oit zm=x, le lieu de
toutes les Paraboles V L , & des Hyperbales entre Afym-
ptotes a l'infini. L’onaura mzm—1dz=dx, & mm zrm—=
dei4-der—=dx*+dz*=ds*, ot mmzrm—24u | =
fl—;: (art. 17.)= Z—fz ; & en faifant 4t conflante , i;—?zﬂ =
2am—axmmzrm—3dz (acaufedemzm—i1di=dx)
dsdds
. dxdez.
(art. 4. Reg. 2.) =y : Ceft-3-dire, que les forces centrales
fuivant L C paralléles a I'axe 4 €, font dans tous ces gen-
res de Paraboles & d'Hyperboles , comme leszm—: cor.

refpondantes. D’oti I'on voit aufli que y ==mm — m x 27— 2
1hie=—2

(a caufe de ¥ =2")=m m— inx x " fera-ict le'lieu dela
Courbe des forces F M.

X X I. D’oti 'on voit encore comme ci-deffus( art. 10.
& 19 ) que dansla Parabole ordinaire , quiam=2, les
forces centrales () ainfi dirigées, font par-rout conflantes
& uniformes ; & que par conféquent la courbe des forces
F M, s’y changera en une ligne droite parallélea I'axe 4 C.

X XII. On trouvera de méme dans la Cycloide ordi-
maire , verticalement élevée fur fa bafe , queles forces cen-

s €N prenant a=1.

1 43

3

e—om—axmz™tdx, Donc mm-—m x 2m—2 —

Fre. VIT.
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srales tendantes vers cette bafe, fuivant des directions pa-
reillement verticales ou paralléles 4 fon Axe , font en rai-
fon réciproque des quarrés des diftances de cette méme
bafe au corps qui décrit cette courbe. Mais en voila affez
pour faire fentir I'ufage de la feconde des deux Regles pré-
cédentes (art. 4.) dans fa recherche des forces centrales
néceflaires pour la defcription de toutes fortes de courbes
tant Géomériques , que IE’léchaniques , dans les Corps qui
les décrivent. Drailleurs la bridveté de Mémoire ne me per-
met pas d'entrer ici dans un plus grand dérail. Ceft aufli
pour cela que je n’y ajoliterai touchant I'ufage de la pre-
miére de ces Regles, que ce qu'elle me fournit tout préfen-
tement du rapport des tems des chutes des Corps de pefan-
teur conflante , & de dire@ions paralléles le long de cette
Cycloide renverfée , de maniére que ces direGtions foient
toutes paralléles a fon Axe; & cela i caufe de la (implicité
d’une nouvelle démonftration de leurs mouvemens ifochro-
nes, quon va voir en réfulter, & de la facilité avec la-
quelle la courbe fynchrone de M. Bernoulli de Groningue
s'en déduit aufli.

X XIIIL. Exempie 7. Soit donc i I'ordinaire un corps
de pefanteur conftante, & de directions paralléles a I'Axe
vertical § 0 de la Cycloide renverfée G L ¢, dontle cer-
cle générateur foit SFX O, & le long de laquelle ce corps
tombe de L en L, I'un & l'autre de ces points étant pris
2 difcrétion. Suivant cette hypothéfe de Galilée , la cour-

be AF des vitefles fera une Parabole dontlelien v=v' x
exprimera par {es ordonnées v (£ H) les viteffes de ce
corps a chaque point correfpondant L de cette Cycloide.
On demande la courbe 4 T D des tems employés & tom-
ber d'un point quelconque K jufqu’au fond @ de cette Cy-
cloide, cette chute commencant en K.

Soient donc encorey comme dans lart. 2. 4 H =ux,
HT=1,& HL =z, 0 L=j5;{oient de plus 4 0 = a,
SQ=26;& H{ (a—ax)==m variable. Celapof’, l'on
awa HXV 2bmemmm, & PArc Q X=/ _Ldm ;&

V2bime— um
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, — bdm
par conféquent 2 (HL )=V 2 bm —mm == [7=—=

2bm— i
tbdm—mdm 2 b—m d =2
‘ott réful Y= e = dmV s Xdt ==
D’ou réfulte d Ve —~

— 2 b= g i
2 Zxdm* (acaufede m=g— x )== p—
m

cequidonneds (v dz*4=dx* )=y b —ats xdx?dx?

a——x

- Ainfi puifque (hyp.) ve=v' %, & (Reg. 1.)

xdx’;

=—dxxy _2¢
G =X

—d — .
v=="""; Pon auraaufli v x-———j_x v 22, oubiendr = dx
t a~—Xx
b 2V 2b ad .
XV _*° v ~—— __ Doncen intégrant, & en
AxX—x x a 2V ax—xy

décrivant le demi- cercle AZQ,Yon aurat (HT) =

S dx —_—
“/“’X a%:_:"“/beAZ_—-_izxz‘/éQ,pour
4L

a JVax—xx a
le tems de la chute de K en L. Et par conféquent en fai-
fant par-tout les ordonnées HT = ‘-}Z—Q xay 3@ s Ceft-3-
dire , en raifon des Arcs correfpondans 4 Z du demi-cer-
cle AZ Q;laligne ATD, qui paflera par routes les extré-
mités T'de ces ordonnées , fera la courbe des tems requis
en cet exemple, laquelle fervira 3 déterminer oy a compa-
rer les tems d’une méme chute par différens Arcs de cette
Cycloide; & réciproquement.

La méme chofe fe tirera encore de méme de la premié-
re des deux Regles précédentes ( arz. 4. ) en f{uppofant
feulement que PArc O L eft double de la corde 9O X; car

cette corde étant ==V 2 ab— 24 x, Pon aura aufli PArc
cycloidal QL=2vV2ab—2bx,avec fon élément ds

. N VY » 8le refte comme ci-deflus.
V2ab— 21 by a—x

XX 1IV.De-1a fuit encore une nouvelle maniére de
démontrer les chutes ifochrones dun poids tel quon
le vient de fuppofer, dans cette Cycloide renverfée. En
effet de ce que dans la chute de AK en HL le long de

ceite Cycloide ainfi renverfée , les tems HT fone pac
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tout (art. 23.) égaux a % x 2V :9_@:, il s’enfuit que le tems
0 D de la chute entiére de K en Q lelong de K L ¢,

AZQ - g .
fera="—"x2v S0, Ceft-a dire , conftant & toujours

fe méme, quel que foit Ie point K dela Cycloide G L O,
puifqu’a quelque hauteur 4 0 que ce poiat K réponde, le
rapport de A ZQaAdQ,qu eft celui dune demi-circon-
férence circulaire quelconque & fon diamétre, fera toujours
1e méme.Donc de quelque hauteur K qu’un corps de pefan-
teur conftante & de diretions paralléles al'Axe SO d'une
Cycloide renverfée GLQ ,tombe le long de cettetyclo‘f—
de ; il arrivera toujours a fon fond 0 en tems égaux : & par
conféquent de telles chutes feront toures ifochrones, ainfi
que je I'ai déja démontréa I’ Académie en plufieurs maniéres
toutes différentes de celle de M. Huguens & de celle-ci.
XX V. Mais la plus générale de toutes eft exprimée
par cette équation a4 s ==¢ v( tirée de la comparaifon des
arties femblables des Arcs & parcourir , dont M. Bernoulli
%rofeﬂeur 3 Groningue s'eft fervi dans les A&es de Leip-
fik de 1698. pag. 267. pour prouver Pifochronifme des
chutes faites faivant Thypothéfe de Galilée, dansla Cy-
cloide renvetfée , & dont je me fervis auflien 1697 a 'A-
cadémie pour le méme fujet) dans laquelle s fignifie I'Arc
compris depuis le fond julqua tel i)o'mt quon voudra dela
courbe cherchée; t, le tems employé i le parcourir; v,
la viteffe acquife 2 la fin de cet Arc, ou de cette chute; &
a, Punité. Cette équation,, dis-je , exprime en général une
courbe le long de laquelle un corps tombant a quelque
point de cette courbe quil commence, il arrivera toujours
au fond de cette méme courbe dans des tems qui feront
non pas feulement égaux, mais en telle raifon qu'on vou-
dra, quelle que foit Thypothéfe de fes dire&ions & des vi-
tefles qu'il acquiert en tombant. De forte qu'en faifant ¢ con-
ftant, par exemple t==a, pour le cas des chutes requi-
fes en tems ¢gaux, Pon aura aufli pour lors v==5; la-
quelle équation , quelque hypothéfe de pefanteur qu'on faffe
ERCOIC ,



DES SCIENCES G
encote , donnera toujours la courbe le long de laquelle
les chutes faires fuivant cette hypothéfe, feroient ifochro-
nes; & réciproquement quelque courbe qu'on propofe,
cette équation déterminera toujours I'hypothéfe de pefan-
teur ou de variation de vitefles , requife pour rendre cette
courbe ifochrone.

Par exemple, pour trouver la courbe G L 9, qui feroit
ifochrone dans hypothéfe de Galilée touchant Paccéléra-
tion des Corps qui tombent; foit la chute le long de cette
courbe, commencée a celui de fes points L qu'on voudra,
duquel parte 'horifontale L H, quirencontre en Hla ver-
ticale H 0, lefquelles foient encore appellées 2 & m. L’hy-
pothéfe de Galilée touchant {'accélération des Corps qui

tombent, donnera v = v'm; ce qui déterminera ici I'équa-

. /. o b — e e A dm
tion généralev=ys, a via==1s: dotr refulte = =dse=

Vidm +dz, & enﬁndz:dm\/ga——- 1 =dm‘/jf"”

m
qui eft une équation a la Cycloide ordinaire, dontle dia-
métre du cercle générateur, feroit le quart du paramétre
de la Parabole exprimée par v = v m. De forte que ce pa-
ramétre étant arbitraire , on voit que toute Cycloide ordi-
naire fera la courbe ifochrone de cette hypothéfe de pe-
fanteur ou d'accélération dans la chute des Corps.

Réciproquement une Cycloide ordinaire quelconque
étant donnée , {i 'on vouloit trouver I'hypothéfe de pefan-
teur ou d’accélération dans les Corps qui tombent, propre
a enrendre les chutes ifochrones le long de cette cour-
V—:m

Vm
feroit = ;Vi; ;e qui (en intégrant) donneroitV 7 = s ==~

D’oir Fon voit que les vitefles (v) acquifes & 1a fin des
chutes, devroient étre alors comme les racines des hau-

teurs H 0 (m), ainfi qu'on le fuppofe d'ordinaire avec
Galilée.

1700, N

be; fon équation étant dz=d m » fon élément (ds)
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XX VI Deméme, fil'onveut tout 2 la fois les hypo-
théfes de pefanteur ou de vitefles requifes pour rendre i{o-
chrone celle qu’on voudra des trois Cycloides a bafes droi-
tes ; foit prife G L 0 pour une des trois a difcrérion , dont
la bafe S G foit 4 la demi-circonférence SF X @ de fon cer-
cle générateur :: g. f. Et lerefte comme ci-deffus. On trou-
vera de méme , en prenant encore SO=246,&H0=m
pour la hauteur du point quelconque L, ol commence
la chute Ie long de celle quon voudra de ces trois Cy-
cloides renverfces, dont G L O repréfentera I Allongée,
fig> f3 PAcconrcie, (i g < f; & ordinaire, fig =F:0n
trouvera, dis-je , de méme en général pour roures les trois
a la fois, que les viteffes requifes pour les rendre ifochro-
nes, doivent étre comme les fommes correfpondantes
des Elémens %?V bof+2bbfgtbbge—2otzm Tyoy Fon

2om—mm
voit encore en particulier pour la Cycloide ordinaire , qui
donne f=g, que ces vitefles doivent effectivement étre

comme [dmV :;’"[::;inm =[dmv %’z 2V 2bm: Cefts
a-dire, comme les Racines de hauteurs m ( H 0 ) des chu-
tes, pour rendre cette Cycloide ifochrone, ainfi qu'on I'a
vi jufquiici.

XXVIL Reprenant ainfi G L O pour une Cycloide
ordinaire , {i lon prolonge préfentement K A jufqu’a la
rencontre du demi-cercle SX @ en F, & quon lui faffe
la corde F @ qui rencontre L# en E ;Pon aura (arr. 23.)

Le tems (‘j_éx 2 ‘/S—;Q) par K L, au tems (2V §0)
par SO, oupar FO:: 4 Z A Q. Donc fcachant dail-
Yeurs que dans cetre hypothéfe de Galilée touchant l'ac-
célération de la chute des Corps, le tems par F O eft au

temspar FE::vV FO.vFE::v A0.v AH.Lonaura
aufli le tems par KL,_aL_l_tf:ms par FE:: AZxV_A—,@
AOxVAH:: AZ. v A0 x AH. Ceft-a-dire,, comme
YArc AZ i fa corde. De forte que lorfque A K eft en S G,
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ouAenS,alorsles Ares A Z & SFX fe trouvant ¢gaux
- eatre eux, & FE confondue avec § H; I'on aura aufli pour
lorsle tems par G L, au tems pat § H,commelArc § Xeft
a fa corde. Et par conféquent le tems d’une telle chute de
Gen O lelongdela demi-Cycloide entiéte GLQ, eft au
tems d'une pareille chute de S en 9 lelong de tout le dia-
métre § 0 de fon cercle générateur , comme la demi-cir-
conférence § X O de ce cercle eft & fon diamétre S 0.
X X VIIL Il fuit auffi de-1a qw’une Cycloide ainfi ren-
verfée GLQ érant donnée avecfon cercle générateur $X0,
& uneverticale conftante & déterminée G P égale ou moin-

dre que Sf—g; {iPon prend fur la demi-circonférence SX0

de ce cercle, 'Arc §X moyen proportionnel entre fon
diamétre § 0 & cette verticale G P, & qu'on mene enfuite
Thorifontale X L qui rencontre la Cycloide en L; I'on au-
ra I'’Arc G L el quun méme Corps tombant de G, le par-
courera dansle méme tems qu'il parcourroit G P, la chute
commencant de part & d'autre en G. Car dans I'hypo-
théfe de Galilée, dont il s'agitici, le tems par G P doit
€tre autems par SH:: v G P.VSH::vV G Px S 0.
\ % SHxS—Q- (comflr.):: S X. v SHx § Q. Ceft-i-dire
{art. 27.) comme le tems par G L eft au tems par § H.
Donc les tems pat G L & par G P doivent étre aulli égaux
entre eux.

Cela étant , quelque nombre de Cycloides G L M qu’on
imagine par le point G, dont les bafes foient fur G § pro-
Yongée ; fi Yon en retranche de cette facon tout autant
d’Arcs G L, chacun d'eux fera toujours parcouru par ce mé-
me Corpsdans le méme tems qu'il mettroit a parcourir G P:
Et la Courbe P L qui paffera par tous ces points L , fera la
Synchrone dont M. Bernoulli de Groningue fait mention
dans les Actes de Leipfik , au mois de Mai de 1697.

X X IX. Puifque ( arz. 23.) le point K indérerminé-

ment pris fur la Cycloide G L 0, donne toujours ;‘; X

2v'§ 0 pour le tems employé a tomber de Agc_p HLle
1

EFre. TX.
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long de K L fil'on prend quelqu’autre point M 4 difcré-
tion {ur cette méme Cycloide , par lequel on tire A/ R pa-
ralléle a A4 K, & de plus telle autre paralléle VY quon vou-
dra, laquelle rencontre en Y le demi-cercle RY @ décrit
fur le diamérre R 0, Pon aura de méme 2 LA ‘/S—Q
pour le tems employé & tomber de M en N le long de

M N, dune chute commencée en M: de forte que ces

. . A7 RY , -
tems feroient ¢gaux, {ilon avoit ZZ="—", c’eft-a-dire , fi
A0 KQ

les Arcs AZ & RY étoient femblables.

Donc un méme Corps tombant de K en 0 , & enfuite
de M en Q, les chutes commencant en K & en M, {il’'on
donnoit un point L quelconque au-deffous de K , & qu’on

~ en demandétun autre V, tel que ce Corps tombant de M,

il parcoure M NV dans le méme tems que tombant de K , it
parcourroit KL ; il 0’y auroit qu'a faire les horifontales
KA, LH, MR, avecles demi-cercles 4 ZY,&RYQ
autour des centres £ & F fur les diamétres 4 Y & R 0,
dont le premier ( cercle) étant rencontré en Z par L H,
il en faudroit tirer le rayon E Z, & lui faire enfuite paral-
Iéle un rayon FY de l'autre cercle: parce quen tirant Y NV
paralléle a R M, 'on auroit M IV pour I'Arc de Cycloide
cherchée, c’eft a-dire, tel qu'un Corps tombant de M, le
parcourra dans le méme tems que tombant de K , il par-
courroit K L ; puifque de cette maniére les Arcs circulai-
res A Z & RY fertrouveroient femblables, ainfi qu'on a vit
ci-deflus, & qu'il ¢roit requis pour cela.

XXX, Telle eft Ia maniére de fe fervir de la premiére
des deux Regles de I'Art. 4 laquelle nous ayant mené peut-
€tre un peu trop loin pour un Mémoire, je n’en rapporte-
rai point d’autre Exemple. Je ne dirai rien non plus de l'u-
fage que ces deux Regles peuvent avoir enfemble,, ainfi que
les Art. 5, 6, & 7. ci-deflus Pindiquent affez. Voici feule-
ment en deux mots comment s’en déduifent celles que je
donnai le 30. Janvier dernier pour les mouvemens en li-
gnes droites.

Reprenons la premiére Figure, & concevonsla ligns
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L 0, fuivant laquelle onfuppofe le Corps fe mouvoir, non  Fre. X.
plus comme une courbe, mais comme une droite qui fe
confond avec A C. En ce cas H L sanéantiflant, 'on aura
Li(ds)y=HAh(dx), ouplutot ces deux Elémens feront
confondus enun. Donc tout le refte demeurant le méme,
les Regles générales des mouvemens en lignes courbes de
FArt. 4. fe changeront ici pour les mouvemens rettilignes,

en celles que je donnaile 30. Janvier dernier: Les voici,
en faifant encored ¢t conflante..

REGLES GENERALES
DES MOUVEMENS EN LIGNES DROITES.
dx

10, V== —
dt

__ddx(gfg>
2O.>y_dt2 ’dt .

Je ne dirai rien non plus de Pufage de ces Regles, en
ayant fuffifamment patle dans le Mémoire du 30. Janvier

dernier. Dailleursil n’y a pas moyen de s'étendre ici da~
vantage.
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